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MATEMATIKA NA POZADI GEOGRAFICKYCH
INFORMACNICH SYSTEMU

VIT PASZTO A LUKAS MAREK

ABSTRAKT. V poslednich letech se stava geoinformatika a jeji nastroje (zejména GIS
— geograficky informacni systém, materidly DPZ — dalkovy prizkum Zemé, GPS —
Global positioning system, mapové servery, aj.) samoziejmou soucésti zivota lidi
na celém svété. Mnohdy si ani uzivatel neuvédomi, ze pravé geoinformatika v dany
moment slouzi k jeho lepsimu rozhodovani. Piikladem muize byt navigace ridice vo-
zidla po silni¢ni siti pro dosazeni svého cile. Aniz by to bylo zfejmé, tak onen fidi¢
pouzivd dohromady hned nékolik (geo)informacnich technologii — samotny pfistroj
s GPS ¢ipem, mapové podklady, vektorové vrstvy silni¢ni sité, letecky ¢i druzicovy
snimek, ¢i 3D modely budov. AvSak na pozadi vieho je spravna sitova analyza pro
nalezeni nejkratsi/nejrychlejsi cesty, jez vyuzivd matematickych algoritmi, jelikoz
se jednd o optimalizaéni tlohy v orientovaném a ohodnoceném grafu. A obdobné
kazda GIS analyza vyuzivd matematického aparatu, at jednoduchého nebo slozi-
tého. Ucelem tohoto piispévku neni pfedstaveni novych matematickych formuli pro
feseni prostorovych analyz, ale ukdzat pouziti zakladnich matematickych principa
v nejruznéjsich aplikacich. Autofi chtéji pfiblizit ¢tendftm geoinformatiku jakozto
aplika¢ni védni disciplinu, a podnitit tak jejich zajem o interdisciplinarni spolupraci.

1. Uvop

Ve 20. stoleti byla v geografickych védach hlavnim rysem jejich kvantifikace [14,
16]. Pozdé&ji po 2. svétové valce byly dostupné prostiedky pocitactll, jez umoznily
vznik geoinformatiky ¢i geomatiky. Nasazeni matematiky v geografickych discipli-
nach nové mohlo vyuzit vypocetnich kapacit pocitaci. Jiz zavedené matematické
metody mohly byt rychleji implementovany, testovany a dale rozsifovany tak, aby
vysledné analyzy byly presnéjsi a spolehlivéjsi. Geografie se dostavala do pocitaco-
vého prostiedi, a tak mohly vznikat prvni geografické informacni systémy (GIS).
Vznikl tim i novy védni obor — geoinformatika (v zahraniéi ¢asto termin geomatika
¢i ,geographical information science®).

Matematické tlohy a metody jsou dnes jiz plné vnofeny do nastroju GIS pro
analyzy geodat, jez reprezentuji geografické jevy a procesy. Specialisté GIS dnes ne-
potfebuji znat vSechny matematické metody, rovnice a vztahy do detailu, nicméné
je dulezité rozumét jejich funkci, vyznamu a pouziti. Nasledujici pfispévek uka-
zuje fundamentalni matematické vztahy a jejich pouZziti. Autofi si nekladou za cil
dokazovat ¢i rozvijet jejich formule ani vyvozovat zavéry z jejich (ne)spravného
pouziti. Dtiraz je kladen na to, aby si ¢tenaf uvédomil, ze matematika se skryva ve
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vSech pfirodnich védach, geoinformatiku nevyjimaje. P¥ispévék ma za cil seznamit
Ctenafe s aplikacemi GIS, inspirovat je pro zlepSeni pouziti matematickych metod
v danych aplikacich a nabidnout moznost interdisciplinarni spoluprace.

2. CO JE GEOINFORMATIKA A GIS

Existuje mnoho definic, co je to geoinformatika, avSsak béhem svého vyvoje lze po-
uzit nasledujici tvrzeni, ze geoinformatika je souhrn védeckych poznatkti a moder-
nich technologii, které se zabyvaji strukturou a charakterem prostorové informace,
jejim redlnym zachycenim, uloZenim, klasifikaci, analyzovanim, zobrazovanim a
predavanim uzivatelim formou geovizualizaci, véetné zajisténi spravného pocho-
peni zobrazované skuteénosti (upraveno podle [21]). Geograficky informaéni sys-
tém (GIS) je podmnoZinou geoinformatiky a zahrnuje sou¢innost hardware, soft-
ware, prostorovych dat a lidi, ktef{ jej pouzivaji [22, 25, 27]. Nékdy jsou tyto ¢tyfi
komponenty podrobnéji rozepsany (zejména segment lid{) a pfidavaji se k nim také
uzivatelé, programatofi, instituce, poskytovatelé dat, klienti, techni¢ti pracovnici
a dalsi [3].

Geograficky informacni systém se lisi od klasickych informacnich systému pod-
statnou véci — dokaze efektivné pracovat s prostorovymi daty. Daty, které mimo
své ostatni atributy obsahuji také polohopisnou informaci (uréeni polohy pomoci
soufadnic). A cely systém pak pracuje s prostorovymi databdzemi, nad kterymi
lze provadét velké mnozstvi prostorovych operaci a analyz.

Vysledky GIS operaci a analyz je potfeba také prenaset dale na uzivatele a infor-
maci zobrazovat. Spole¢né s poznatky z kartografie a pocitacové grafiky disponuje
GIS silnym nastrojem pro vizualizaci prostorovych dat, a to pomoci statické (ana-
logové nebo digitalni) ¢i dynamické mapy, mapovou aplikaci, animacemi, videi, ale
v posledni dobé také virtudlni a tzv. augmented realitou. Geografické informacni
systémy tak umoznuji, resp. geoinformatika umoznuje vysoce efektivné prostorova
data sbirat, ukladat, spravovat, analyzovat, modelovat a v neposledni fadé zobra-
zovat.

3. APLIKACE MATEMATIKY V GEOINFORMATICE A GIS

NV xevs

Ke zcela nejzékladnéjsim a nejbéznéjsim ucelim v ramci GIS analyz je pouzita
algebra (v GIS oznaceni jako tzv. mapova algebra) a teorie mnozin. Velmi vyznam-
nym prvkem v ramci GIS je prace s topologii, jez je i vzhledem k praci s prostoro-
vymi daty zcela kli¢ova v pojeti GIS. Siroké uplatnéni nachazi aplikace matematiky
pri feSeni tloh se soufadnicovymi systémy (transformace, projekce, apod.).

Komplikované jsou také tlohy, které vyzaduji liniova data, tzv. sitové analyzy.
Nejriznéjsi optimalizaéni a jiné dlohy se v GIS neobejdou bez teorie grafi a al-
goritmil nad nimi. Pfevratnou zalezitosti v pfirodnich védach bylo pouziti teorie
fuzzy mnozin a fuzzy logiky, jez je dnes implementovana v mnohych GIS soft-
warech. V posledni dobé také stale castéji pronika do oblasti geoinformatiky kon-
cept fraktalni geometrie a teorie chaosu. Nasledujici text kratce seznamuje s témito
aplikacemi matematiky ve spojeni s GIS a geoinformatikou.
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3.1. Teorie mnozZin, mapova algebra, logické operatory

Zakladni poznatky z teorie mnozin, algebry ¢i vyrokové logiky naleznou své uplat-
néni i v ramci geoinformatiky. Tim nejelementarnéjsim prikladem vyuziti teorie
mnozin v prostiedi GIS jsou, z pohledu geoinformatiky, tzv. overlay operace jako
je Erase, Intersect, Union a dalsi (Clip, Update, Identity). Prvni t¥i jmenované
odpovidaji postupné operacim rozdilu, pruniku a sjednoceni dvou mnozin. Operace
odpovidajici doplitku mnoziny v GIS nema své pojmenovani.

Erase
(odpovidéa operaci A—B)

A B
Intersect
(odpovida operaci AnB)
A B

Union
(odpovida operaci AuB)

Obréazek 1. Zakladni mnozinové operace v GIS.

Principy komutativnosti a asociativnosti mnozin, stejné tak jako distributivnost
a dalsich lze samoziejmé pouzit také pri GIS operacich. Tyto operace jsou v praxi
vyuzity napf. k pripravé dat do dalSich analyz, pfi vybérech vrstev, spojovani
vrstev, pri modelovani, aj.

Mapova algebra zahrnuje dalsi zcela zdkladni operace s GIS vrstvami a dé
se uplatnit pouze na rastrova data (gridy, letecké ¢i druzicové snimky, obrazové
formdty). Jednotlivé vrstvy jsou pak jednoduSe podle daného pfedpisu kombino-
vany, kdy kazdy pixel rastru ziskd novou hodnotu. Téchto operaci je vyuzivano
pri praci s materidly dalkového prizkumu Zemé (DPZ), napt. pfi hodnoceni mul-
tispektralnich druzicovych snimkt pomoci raznych indext (Normalized Difference
Vegetation Index — NDVI, aj.).

Logické operatory a jejich pravidla se pouzivaji v ramci GIS jako v progra-
movacich jazycich. V ramci GIS byly drive vyvijeny nativni programovaci jazyky
jednotlivych softwarti, od ¢ehoz se postupné ustupovalo a dnes je jiz pro vyvoj
GIS pouzito béznych programovacich jazyka (Visual Basic, C++, Python). Préce
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Obrazek 2. Ukazka mapové algebry v Raster Calculatoru v prostfedi ArcGIS 9.x.

v GIS neprobiha pouze pomoci dialogovych oken, Ize samoziejmé vstoupit do pro-
stfedi pro psani skripti. Stejné tak je pouzito i jazyka SQL pfi dotazovani. Lo-
gické operatory jako je konjunkce (And), disjunkce (Or) , negace (Not), implikace
(If...then...), ekvivalence (If and only if...). Jejich implementaci lze vidét i na
predeslém obrazku.

3.2. Topologie

Dulezitym konceptem v ramci struktury geografickych informacnich systému a
manipulace ¢i dotazovani s prostorovymi daty uvnitf nich je topologie. Kromé in-
formace o své poloze dokazou prostorova data uchovavat také informace o topologii
(zejména o sousedstvi), na jejichz zakladé je s nimi mozné pracovat obdobné jako
s mnozinami. Topologie v pojeti GIS je tedy sada pravidel a chovani, ktera mode-
luji, jak mezi sebou body, linie nebo polygony sdileji geometrii [5]. Aby byla data
topologicky ¢ista, vyuzivd se zejména topologickych konceptii — konektivity (dvé
linie se na sebe napojuji v uzlech), definice plochy (linie, které uzaviraji néjakou
plochu, definuji polygon) a také sousednosti (princip okiidlené hrany — linie maji
smér a nesou informaci o objektech napravo a nalevo od nich)[1].

Praveé topologie geografickych objektid umoziiuje jednu ze zékladnich analytic-
kych funkei GIS — topologické prekryti [10]. Topologickym piekrytim je myslena
skupina operaci s mnozinami, kde mnozinou je myslena informacni vrstva obsahu-
jici jeden nebo vice prvki. Zakladnimi operacemi jsou mys$leny prinik (intersect),
sjednoceni (union) a prostorové pfifazeni (identity). Specidlnimi pfipady topolo-
gickych operaci jsou potom clip, erase, update, split a ddle také merge (spojeni
dvou vrstev do jedné a odstranéni hranic mezi objekty se stejnymi atributy) a
dissolve (rozpusténi hranic objektl na zékladé stejné vlastnosti)[1].

3.3. Projekce a transformace

Zemé ma ve skutecnosti velmi nepravidelny tvar, jehoZ nejblizsi aproximaci je ge-
oid. Geoid je téleso tvorené ekvipotencialni plochou, ktera se co nejvice primyka
stfedni klidové hladiné mori a oceanu a zaroven prochéazi danym nulovym bodem
[17]. Geoid je ov8em stale velmi slozité a matematicky nedefinovatelné téleso, a je
tedy pro sviyj slozity tvar nevhodny ke zpracovani v kartografii a GIS. Nahrazuje se
proto matematicky jednodussimi télesy nebo plochami, které jsou nazyvany jako
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Obrazek 3. Topologické operace split [4].

referen¢ni. Jednotlivé referenéni plochy ¢i télesa se od sebe lisi (elipsoid, koule,
rovina) svymi parametry a také pfesnosti nahrazeni zemského télesa [23]. Nejcas-
t&ji pouzivanymi presnymi referenénimi plochami jsou elipsoidy, z nichz v CR jsou
vyuzivany zejm. Besseliv elipsoid (zeméméticska praxe), Krasovského elipsoid (vo-
jenskd mapovéni) a elispoid WGS 1984, jehoz stfed je totozny s tézistém Zemé a
je vyuzivan jako zadkladni pro satelitni méfeni polohy v systému NAVSTAR GPS
[26].

Pfi mapovani je nutné znat kvili presné lokalizaci mapovaného objektu nejen
pouzity referenc¢ni elipsoid, ale také kartografické zobrazeni, tedy zptisob, jakym
mé byt pfevedeno zobrazeni povrchu Zems z referenéniho povrchu do roviny (ma-
py). Kartografické zobrazeni je ddno matematicky vyjadfenou zavislosti mezi zemé-
pisnymi soufadnicemi na referenéni plose a soufadnicemi v zobrazovaci roviné [24].
Pro statni mapova dila CR je typické vyuziti Soufadnicového systému jednotné
trigonometrické sité katastralni (S-JTSK), ktery je definovan Besselovym elipsoi-
dem a Kfovdkovym zobrazenim (dvojité konformni kuZzelové zobrazeni v obecné
poloze)|[2].

Obrazek 4. Kiovakovo zobrazeni [6].

V riznych ¢astech svéta (nebo i na tzemi jednoho stétu) se pro rizné ucely
pouzivaji odlisné soufadnicové systémy a pro praci s prostorovymi daty vznika
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nutnost transformaci mezi nimi. Tyto transformace zajistuji transformacni rovnice
a prave zde je matematika nepostradatelnym prvkem k uspésnému fungovani GIS.

3.4. Sitové analyzy

Typickym piikladem skloubeni matematického aparatu a geografickych informac-
nich systému jsou sifové analyzy. V tomto piipadé jde o analyzy nad hranami a
uzly orientovanych ¢i neorientovanych grafi. Jde tedy o otézky, jimiz se zabyva
teorie grafi a algoritmy, které jsou aplikovany na prostorova data. Typickymi fese-
nymi tlohami jsou zde optimalizace grafti, hledani kostry grafu apod. V prostiedi
GIS jde zejména o sité, které maji sviij nezanedbatelny prostorovy rozmér a jsou
néjakym zplsobem lokalizovany — produktovody, silni¢ni sit nebo také sit hydro-
logicka. Problémy, které jsou na téchto sitich feseny, jsou tedy analogicky hledani
nejkratsi, nejrychlejsi nebo optimalni cesty, logisticky problém obchodniho cestu-
jictho nebo také dostupnost ¢i obsluznost uzli v siti (napf. dostupnost skol, zény
obsluznosti obchodnich domt, dopravni dostupnost a spadovost)[7].

4
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Obrazek 5. Piiklad vyhledani nejlevnéjsi cesty v grafu [12].

V geografickém prostoru algoritmy pracuji zejména s euklidovskou metrikou,
ale mozné je také dalsi ohodnoceni hran ¢i uzlt pomoci vlastnosti terénu, doprav-
nich omezeni nebo socioekonomickych ukazatelti. Pro popis grafi a optimalizaci
v grafech se pouzivaji maticové nebo rela¢ni struktury. Pfedevsim to jsou matice
incidence, matice sousednosti, matice dosazitelnosti a dale potom distanc¢ni matice
nebo matice impedance [12, 13]. Nejvyuzivanéj$imi algoritmy v prostied{ GIS jsou
napf. Dijkstriv, Floydtv ¢i Dantzigiv [12]. GIS kromé statického modelovani op-
timalni dopravni trasy pfes zadané body umoznuje také interaktivni volbu trasy
a timto zptsobem muze ve svych analyzach zhodnotit také znalosti operatora.

Za vSechny stru¢né popisme Dijkstruv algoritmus, ktery je ¢asto pouzivan pro
vyhledavani nejkratsi nebo nejlevnéjsi cesty ¢i zafizeni. Cesta je vyhleddvana na
zékladé vazeného grafu a mmnoziny obsahujici poc¢ateéni a cilovou pozici. Pokud
chceme nalézt nejvhodnéjsi cestu z vychoziho umisténi s do cilové destinace d,
pak Dijkstriv algoritmus udrzuje mnozinu uzli S, pro kterou jiz byla nalezena
nejkratsi cesta z poc¢atecniho bodu. Algoritmus dale opakované prochazi zbyvajici
uzly mnoziny a vyhledava ty, které maji cesty miniméalni vahy. Po kazdém pri-
chodu dojde k aktualizaci nejvhodnéjsi cesty. Algoritmus pokracuje az do doby,
nez je do S ptidana pozice cile. Algoritmus zdroven splituje tyto podminky [12]. Je
kone¢ny, protoze v kazdém prichodu jeho cyklem se do mnoziny navstivenych uzla
prida pravé jeden uzel. Prichodd cyklem je nejvyse tolik, kolik ma graf vrchold.
V grafu se nesméji vyskytnout zaporné hodnoty.
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DOSTUPNOST CENTRA PRAHY PROSTREDKY PID - PONDELI 28.9.2009
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Obrazek 6. Casovéa dostupnost centra Prahy prostiedky PID [9].

3.5. Fuzzy mnoZiny a fuzzy logika

Teorie fuzzy mnozin a fuzzy logiky prinesla zpisob, jak se vypofadat s neurdi-
tosti, i do geoinformatiky. Redlné geografické procesy a jevy nejsou jiz samy ze
své podstaty diskrétni ¢i jasné ohrani¢ené. Nicméné jejich abstrakce v GIS musi
byt jasné dana geometrii. V poslednich letech vsak metody fuzzy mnozin a lo-
giky umoznuji, aby reprezentace téchto geografickych jevi a procestt mohla byt
reprezentovana také vagnéjsimi strukturami. Fuzzy skala, funkce prislusnosti, alfa
fez, princip rozsifeni, algebraické operace s fuzzy mnozinami a dalsi principy lze
velice efektivné vyuzit i v rdmci GIS. Konkrétni aplikace lze nalézt naptiklad pii
hodnoceni sesuvii pidy, typické pouziti je pfi Feseni ekotontt (pfechodné zény mezi
dvéma a vice biotopy [11]), dale napfiklad pfi hodnoceni rizik snéhovych lavin, pii
prostorovych rozhodovacich procesech, ale i napfiklad pfi vymezovani venkovskych
a méstskych typt obci [18]. Na obrazku 6 je ukdzka urceni miry p¥islusnosti obce
k venkovskému ¢i méstskému typu pomoci 8 indikatorti, na které byla uplatnéna
funkce prislusnosti.

3.6. Fraktalni geometrie

Ke konci 60. let 1ze datovat vznik odvétvi matematiky zabyvajici se teorii cha-
osu a fraktaly. Pfelomova prace Benoita Mandelbrota [15] shrnula myslenky a
predstavy o fraktalni geometrii, jez se stala Siroce akceptovanym odvétvim mate-
matiky. Zakladni principy sobépodobnosti, sobépribuznosti, méfitkové invariance,
mocninovych zakont, fraktalni dimenze a dalsi je mozné aplikovat i na geografické
jevy a procesy, které jsou v GIS reprezentovany jednotlivymi vrstvami. Jiz prosté
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Obrazek 7. Mira piislusnosti obci CR k venkovskému & méstskému typu.

zobrazeni zemského povrchu na leteckém snimku, tzv. krajinnd matrix [8] — mo-
zaika jednotlivych bodovych, liniovych a plosnych prvka krajiny, vykazuje frak-
talni charakter. Vsude, kde ma vyznam hodnotit komplexnost tvar krajiny, se
fraktalni geometrie dd pouzit. Snad nejcastéjsi pouziti fraktalni geometrie je v ob-
lasti urbanni geografie pti analyzach mést, silni¢ni sité v nich, struktury mésta, aj.
Fraktalni geometrii lze aplikovat také na hodnoceni krajinnych ploch, pro analjzu
ficni sité, pro klasifikaci objektd na zakladé fraktalni dimenze, pro analyzu tzv.
landscape pattern a hlavné také na hodnoceni vyuziti zemé (land-use) éi pokryvu
povrchu (land-cover). Na obrdzku 7 je zndzornéna analyza land-cover v ramci
tzemi ORP Olomouc s vyznacenim ploch s nejvétsi a nejmensi fraktalni dimenzi
([19, 20)).

4. ZAVER

Geoinformatika jako mlady obor silné orientovany na aplika¢ni rovinu ¢erpa z po-
znatkl tradi¢nich véd, mezi které patii pravé matematika, a snazi se jejich teorii
nejen vyuzit, ale zaroven i rozsifit o prostorovy aspekt. Matematika je tedy obsa-
zena ve velké ¢asti veskerych ukoni, ke kterym GIS slouzi. Pii sbéru dat a jeho
zpracovani jsou vyuzity transformace a souradnicové systémy, v pfipadé rastrovych
dat je mozné se zminit o kompresnich algoritmech pro jejich skladovani. Analyza
prostorovych dat je doslova protkdna funkcemi. Af uZ jde o topologické prekryti,
sitové analyzy, interpolac¢ni metody nebo o modelovani a simulaci pfirodnich ¢ de-
mografickych jevu, vzdy jde o aplikaci matematickych vztahii na prostorova data.
Jak je mozné vidét na prikladé pouziti fraktala a fuzzy logiky, tak GIS jako véda
se snazi drzet krok s nejnovéjSimi trendy v matematice a snazi se je uchopit tak,
aby prinesly uzitek i do svéta prostorovych analyz. V tomto prispévku tak byly
zminény pouze ty nejzakladnéjsi priklady pouziti matematického aparatu v geoin-
formatice. Témér ve vSech oblastech geoinformatiky, kde hraje matematika zasadni
aplika¢ni roli, je prostor pro vylepsovani a inovovani téchto matematickych metod.
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LAND COVER ORP OLOMOUC V ROCE 2000

a vyznacgené plochy s minimalni a maximalni fraktaini dimenzi

Tridy Land Cover:

[ ] urbanizovana azemi

[ ] zemédiské plochy
[I0 Lesy a polopirodni oblasti
[ Humidni azemi

I:I Vodnf plochy

maximalni fraktalni dimenze:

A - Hlubogky (Marianské Udoli) - urbanizované plochy
B - Mokrad feky Bystfice - prirodni plochy

minimalni fraktalni dimenze:

C - Bystrovany - urbanizované plochy

0 5 10 km D - Les Krélovstvi - pfirodni plochy

Obrazek 8. Land-cover ORP Olomouc v roce 2000 a vyznacené plochy s minimalni a maximalni
fraktdlni dimenzi.

Nabizi se tak jedine¢nd moznost spoluprace napfi¢ témito dvéma védnimi obory,
ktera by byla pro vSechny strany prospésna.
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