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REPLIKATOROVA ROVNICE - PRIKLAD UZITI
MATEMATIKY V BIOLOGII

ZDENEK POSPISIL

ABSTRAKT. Ptehledovy ¢lanek uvadi matematicky model vyvoje spolec¢enstva po-
pulaci zapsany diferencialnimi rovnicemi a model zmény frekvence alel v jedné po-
pulaci zapsany diferenéni rovnici. Tyto modely maji analogicky tvar, coz ukazuje,
ze z jistého hlediska jsou genetika a populacni ekologie specidlnimi pfipady jedné
obecnégjsi teorie; konkrétné se jednd o evoluéni syntézu (neodarwinismus). Tento
vysledek ilustruje silu matematiky také pfi popisu zivé prirody.

Ve druhé casti jsou uvedeny zakladni asymptotické vlastnosti sestavené rovnice.

1. Uvop

Matematika zasahuje do kazdého oboru lidské ¢innosti a biologie neni v tomto
smeéru vyjimkou. Tato fraze je bezpochyby pravdiva, ovSem nic urcitého nefika.
Pokusime se ji trochu zpresnit. Uziti matematiky mize znamenat prosté nasazeni
vypocetni techniky pro uchovani a analyzu experimentalnich dat. Dlouhou tra-
dici ma také pouzivani matematickych modelt pro predpovidani vyvoje néjakych
procesti, a tim také pro jejich rizeni; zakladatelskou praci v tomto sméru je model
gifen{ nestovic, ktery sestavil Daniel Bernoulli [2]. Takové pouziti matematiky v8ak
okamzité vyvolava diskusi o adekvatnosti sestaveného modelu; to doklada jednak
bezprostiedni reakce Jeana le Rond d’Alemberta na Bernoulliav ¢lanek [1], jednak
diskuse pokracujici dosud [5]. Novoveéka evropskéd piirodovéda vidi v matematice
»jazyk, kterym Bih napsal pfirodu® (Galileo Galilei, sr. diskusi mozného vyznamu
této fraze v [18]). Jinak Fedeno, matematika pomé&hd porozumét prirodé, matema-
tika je formou pfirodnich zdkont. Z tohoto pohledu je nejdokonalejsi védou fyzika,
ktera své teorie formuluje rovnicemi; pojmy ,matematicka“ a ,teoreticka“ fyzika
byvaji zaménovany, piestoZe jejich smysl se lisi [17].

Na cestu pfiblizovani se k idealu fyziky se biologie vydala z Brna, kde Johann
Gregor Mendel vysledky svych pokusu s kfizenim rostlin provadénych v klasterni
zahradé zformuloval jako vzorecky o pomérech vyskytu sledovanych znakt v na-
sledujicich generacich [19]. Genetika po svém znovuobjeveni na za¢atku dvacatého
stoleti cestu matematizace jiz neopustila. V této souvislosti je vhodné zminit ¢is-
tého matematika Godfreye Harolda Hardyho, ktery sice ,neudélal nikdy nic uzi-
te¢ného* [13, str. 135 éeského prekladu], ale pfesto se podle ného jmenuje zékladni
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pravidlo genetiky (Hardyho-Weinbergtiv zdkon, objeveny dvakrat [12, 24] nezavisle
na sobé). Dalsi vyznamnou postavou oboru je matematik a fyzik Ronald Aymler
Fisher, ktery zkombinoval Mendelovy zédkony s Darwinovou myslenkou ptirozeného
vybéru [9, 10]. Jeho teorii déle rozvijeli biologové J. B. S. Haldane [11] a S. Wright
[25]. Soucasny stav problematiky je zpracovan napf. v monografii [6].

Jinou matematicky propracovanou oblasti biologie je teorie prirozeného vybéru
na urovni znakt, nikoliv genti. John Maynard Smith, ptivodné letecky inZenyr,
pouzil spolu s Georgem Pricem terminologii teorie her k popisu konfliktt mezi
zvifaty, darwinowskému ,boji o zivot* (struggle for existence), [22, 21]. Impuls
Maynarda Smithe vyuzili Peter Taylor a Leo Jonker a spojenim nékterych mysle-
nek teorie her s diferencidlnimi rovnicemi vytvofili evoluéni teorii her [23]. Jejich
¢lanek vsak ztstal téméf bez odezvy az do doby, kdy teorii pouzili Karl Sigmund
a Peter Schuster [20] k upozornéni na chybu ve slavné knize Richarda Dawkinse
[4]. O evoluéni teorii her se 1ze pouéit v ucebnici matematické biologie [3, kap. 4.]
nebo podrobné v monografii [14].

Tento ¢lanek chce ptiblizit zminéné dva sméry teoretické biologie — genetiku a
evoluci. V prvni ¢asti nasledujici sekce je sestavena rovnice popisujici zmény frek-
vence alel (variant genil) v populaci, v jeji druhé ¢asti rovnice popisujici vyvoj
struktury néjakého spolecenstva biologickych (pseudo)druht. Zékladnim vysled-
kem je to, ze oba procesy popisuje stejna rovnice, kterou nazyvame replikatorova
(replicator equation). To ukazuje, Ze se v jistém smyslu jednd o proces jediny
(podnétnou diskusi o ,fundamentélni jednoté p¥irody“ vyjadfené tim, Ze rtizné
déje jsou popsany stejnymi rovnicemi, uvddi R. P. Feynman [8, dil 3, kap. 12.7]) a
je hlubsim teoretickym zdtvodnénim neodarwinismu — syntézy evoluce a genetiky.

Ve tfeti sekci jsou studovany nékteré zakladni asymptotické vlastnosti reseni
replikatorové rovnice. Zejména je charakterizovano asymptoticky stabilni stacio-
narni feseni, tzv. evolucné stabilni stav, které mize byt vhodnou formalizaci pojmu
yzamrzla evoluce“, o niz mluvi provokativné psand kniha [7]. Zakladni Véta 3.4
o feSeni rovnice (2.14) byla pivodné dokdzana v ¢lanku [15] pro specidlnéjsi rovnici

(3.1).

Pouzivana symbolika je standardni. Méné obvykly je snad jen Hadamardtv
souin vektorw; pro vektory © = (z1,22,...,2k), ¥y = (Y1,Y2,...,yx) je definovan
vztahem x oy = (x1y1, T2y2, . . ., TrYk ). Potfebné poznatky o obycejnych diferen-

cidlnich rovnicich lze najit napf. v ucebnici [16].

2. KONSTRUKCE REPLIKATOROVE ROVNICE

2.1. Genetika populaci

Populaéni genetika popisuje pfenos gend (nosict dédinosti) mezi generacemi né-
jakych organismi. V tomto ¢lanku se budeme vénovat jednomu velice zjednodu-
Senému pripadu zminéného prenosu. Predstavme si, ze dospéli jedinci néjakého
druhu produkuji pohlavni burky, gamety. Spojenim dvou gamet vznikne novy
jedinec, zygota. Ten muze dospét do plodného véku, produkovat gamety a cely
cyklus se bude opakovat. Budeme predpokladat, Ze cas, ktery uplyne od stadia
gamety pres zygotu a plodného jedince do produkce dalsich gamet, je jednotkovy,
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tj. pokud gamety prvni, parentdlni, generace jsou vytvoreny v case t, pak gamety
nasledujici, pruni filidlni, generace jsou vytvoreny v Case t + 1.

Geny si budeme predstavovat mendelovskym zpiisobem, podrobnosti na mole-
kularni Grovni nejsou pro potifeby tohoto ¢lanku relevantni. Jeden gen je predsta-
vovan néjakym mistem na chromozomu, lokusem. Zygoty a dospéli jedinci maji
chromozomy v parech, jsou diploidni. To znamend, Ze na jednom lokusu jsou dvé
varianty genetického materialu, alely, které nemusi byt shodné. Tato neusporadana
dvojice alel urcuje genotyp jedince. Naproti tomu gamety maji kazdy chromozom
jen jednou, jsou haploidni, a tedy nesou jen jednu alelu.

Budeme uvazovat chromozom, ktery neni pohlavni, a na ném jeden lokus se
dvéma moznymi alelami, které oznacime A, a. Jako prvni predpoklad pfijmeme,
ze do gamet prechazi alely ndhodné. To znamena, ze gameta vyprodukovana je-
dincem s genotypem Aa s pravdépodobnosti % obsahuje alelu A a se stejnou prav-
dépodobnosti % obsahuje alelu a. Gameta vyprodukovana jedincem genotypu AA
jisté, tj. s pravdépodobnosti 1, obsahuje alelu A, gameta vyprodukovana jedincem
genotypu aa jisté obsahuje alelu a.

Ozna¢me z(t) podil gamet, které nesou alelu A, mezi vemi gametami v case t.
Hodnotu z(t) miZeme také povazovat za klasickou pravdépodobnost, ze ndhodné
vybrana gameta nese alelu A. V dusledku toho je podil gamet, které mezi vSemi
gametami v Case t nesou alelu a, roven 1 — z(¢). Budeme také predpokladat, ze
tyto podily jsou stejné i u samotnych samicich gamet, nebo samotnjych samdcich
gamet. Jinak feceno, subpopulace samic a samct jsou z hlediska uvazovaného
lokusu geneticky identické.

Budeme déle predpokladat, Zze v populaci dochazi k nadhodnému kfizeni, Ze
populace je panmiktickd. To znamend, Ze gamety se pii vytvareni zygot spojuji
nahodné a nezavisle na alelach, které nesou; libovolné sami¢i gameta se mtze spojit
s libovolnou saméi gametou. (Tento proces je asi lepsi si pfedstavovat jako pylova
zrna nesend ndhodné vanoucimi vétry na blizny ndhodné rozmisténé v krajiné, ne
jako spermie a vajicka spojujici se v téle samice.) Oznaéme Za4, Zaq & Zaq pocet
zygot genotypu AA, Aa a aa. Polozme Z = Z s + Zaq + Z4,. Déle ozna¢me

ZAA ZAa Zaa

pAAZTa pAa:7a Paa = 7

podil zygot pfislusného genotypu mezi vSemi zygotami, ktery muzeme povazovat
za klasickou pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana zygota je daného genotypu.
Zygota genotypu AA je realizaci nezavislych ndhodnych jevi, Ze gameta od jednoho
rodice nese alelu A, pravdépodobnost tohoto jevu je rovna z(t), a ze gameta od
druhého rodiée nese také alelu A, coz je jev se stejnou pravdépodobnosti z(t).
Pravdépodobnost vzniku zygoty genotypu AA je tedy rovna paa = x(t)x(t) =

(2.1)

x(t)2. Analogickou tivahou zjistime, 7e p,, = (1 — x(t))Q. Ponévadz kazda zygota

je pravé jednoho z moznych genotypt, plati paqa = 1 — (paa + Paa)- Dostavame

tak vztahy

ZAa
A

ZAA Zaa

2
Par=—— = z(t)?, paq = = (1—=(t))".

(2.2)
Budeme pfedpokladat, ze zygoty riznych genotyp mohou mit rtiznou prav-

dépodobnost, ze se doziji plodného véku, a Ze plodni jedinci rtiznych genotypt

=2x(t)(1 —2(t)), Poa=
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mohou mit riiznou plodnost, tj. vyprodukuji rtizny pocet gamet. Jinak feceno, vy-
bér (at uz pfirozeny nebo umély) pisobi na Grovni genotypu. Ozna¢me S4 podil
zygot mezi vemi zygotami genotypu AA, které dosahnou plodné faze, tj. pravdé-
podobnost, Ze se zygoty genotypu AA doziji plodnosti. Dale oznaéme m 44 pocet
gamet, které vyprodukuje dospély jedinec genotypu AA. V analogickém vyznamu
budeme pouzivat oznadeni Saq, Saa, MAa & Maq- (Pozndmka pro ty, ktef{ si pa-
matuji ze stfedni Skoly o genetice néco vice: Genotyp ,neni vidét“, proto selekce
na urovni genotypu nemuze probihat. OvSem fenotyp je genotypem jednoznacné
uréen. Pokud by alela A byla dominantni a alela a recesivni, platilo by Sg4 = Saq,
mMaA = Mag.)

Oznacéme dale Ny, Naq, Nyg pocet plodnych jedinct ptislusnych genotypt, a
Maa, Mag a Mg, celkovy pocet gamet, které vyprodukuji vSichni jedinci prislus-
ného genotypu. Pak s vyuzitim vztaht (2.1) a (2.2) dostaneme

Maa =maaNaa =manSaaZaa =maaSaaZxz(t)? (2.3)
a podobné
Maa = 2maaSaaZa(t)(1 = 2(t)), Mag = MaaSaaZ (1 — 2(t))”. (2.4)

Vsechny zygoty genotypu AA, kterych bylo Z4 4, mizeme povazovat za ,prvotni
producenty® celkem Ma4 = maaSaaZaa gamet. To znamend, Ze jednu zygotu
genotypu AA mizeme povazovat za ptvodce

Maa
ZaA

=maaSaa

gamet. Tuto velic¢inu lze povazovat za reprodukcéni zdatnost genotypu AA. Ozna¢me
ji waa. Stejnou tivahu miZeme provést a analogické oznaceni zavést pro ostatni

~evs

genotypy. Pak pfepiSeme vztahy (2.3), (2.4) ve struénéjsim tvaru

Mas = wanZa(t)?, Mag = 2waoZa(t)(1—2(t)), Mag = waaZ(1 — x(t))’.
(2.5)
Vsechny gamety vyprodukované jedinci genotypu AA nesou alelu A a polovina
gamet vyprodukovanych jedinci genotypu Aa nese také alelu A. Celkovy pocet
K 4 gamet s alelou A v Case t + 1 tedy je K4 = Maa + %MAG. Podobné celkovy
pocet K, gamet s alelou a je K, = My, + %MAG. Pro podil gamet nesoucich alelu
A v Gase t + 1 nyni s vyuzitim vztahd (2.5) dostaneme vyjadfeni

Ka waaz(t)? + waqz(t) (1 — (1))
Ka+ Ko waaa(t)? + 20a.z(t) (1 — 2(t) + wea (1 — 2(t))

z(t+1) = 27

z néhoz bezprostfedné plyne Fischerova-Haldaneova- Wrightova rovnice populacni
genetiky

waaz(t) + waq (1 — z(t))

z(t+1) =
(1) waar(t)? + 2waqx(t) (1 — x(t)) + Waa (1 — x(t))2

x(t). (2.6)

Veli¢iny waa, waq a wee vyjadiuji reprodukéni zdatnosti jednotlivych geno-
typt. Nyni mtzeme uvazovat ndhodnou veli¢inu ,reprodukéni zdatnost populace®
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a vypocitat jeji stfedni hodnotu @ pomoci pravdépodobnostni funkce genotypi
(2.2):

W = WAAPAA T WAaPAa T WaaPaa =
=waaz(t)® + 2waaz(t) (1 — 2(t)) + waa (1 — g:(t))2 =

- (wAAx(t) +waa(1— x(t)))x(t) n (wAax(t) + waa (1 — x(t))) (1= a(t)).
(2.7)
P1i oznaceni
wa = waazr(t) + waq (1 — x(t)), Wq = WALL(E) + Waq (1 — x(t)) (2.8)
muzeme psat
W = waz(t) + we (1 — z(t)). (2.9)
Stfedni hodnotu reprodukéni zdatnosti populace tedy vyjadiuje vyraz, ktery je
formalné roven stfedni hodnoté jisté ndhodné veli¢iny na dvouprvkovém pravdé-
podobnostnim prostoru. Tato ndhodna veli¢ina mé& hodnotu w4 na jevu, jehoz
pravdépodobnost je rovna z(t), tedy na jevu, Ze ndhodné vybrand alela je A. Ana-
logickou tivahu provedeme pro w,. Hodnoty wa, w, tedy mtzZeme interpretovat
jako reprodukéni zdatnosti alely A a alely a.
Zakladni rovnici (2.6) mzeme s oznacenim (2.7), (2.8) a (2.9) pfepsat ve tvaru

z(t+1) = %.

Podil w
A
f A= —_—
W
vyjadiuje relativni reprodukéni zdatnost alely A vzhledem k reprodukéni zdatnosti
populace. Hodnota f4 samoziejmé zavisi na relativni frekvenci x alely A, fa =

fa(x). Fischerovu-Haldaneovu-Wrightovu rovnici (2.6) nyni mtizeme vyjadfit ve
tvaru rekurentni formule

z(t+1) = fa(z(t))z(t)
nebo autonomni diferenéni rovnice
Az =z(fa(x) —1). (2.10)

Tuto rovnici mizeme precist: ,pokud je hodnota relativni reprodukéni zdatnosti
alely A vétsi nez 1, pak relativni zastoupeni alely A v populaci roste.“

2.2. Vyvoj spoledenstva populaci

Nejprve budeme modelovat vyvoj velikosti jedné populace. Budeme ji povazovat
za homogenni, tj. takovou, Ze vsichni jedinci tvorici populaci jsou stejni. Oznacme
n = n(t) velikost populace v ¢ase t. Tuto velikost mizeme vyjadfit napf. po-
¢tem jedincti, poc¢tem jedinci vztaZenych na jednotku plochy (populaéni husto-
tou), celkovou biomasou populace a podobné. Budeme piedpoklddat, ze populace
je velka, takze funkci n budeme povazovat za diferencovatelnou. Velikost populace
n(t + h) po kratkém casovém tseku délky h bude zfejmé rovna jeji velikosti na
pocatku uvazovaného useku zvétsené o mnozstvi nové narozenych jedinci a zmen-
Sené o mnozstvi jedinct uhynulych. Abychom tuto myslenku vyjadiili presnéji,
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oznacime symbolem d pomér uhynuljch jedincti ku vSem za jednotku cCasu, tzv.
amrtnost (death rate) populace, a b mnozstvi novorozenct, které ,vyprodukuje“
jedinec za jednotku ¢asu, tzv. porodnost (birth rate). P¥i tomto oznaceni mame

n(t + h) = n(t) + bn(t)h — dn(t)h.

Pro zjednoduseni zapisu polozime r = b—d, rovnost obvyklym zptisobem upravime
a provedeme limitni pfechod h — 0. Dostaneme obycejnou diferencialni rovnici

n =rn.

Tato rovnice je linedrni homogenni pouze v pfipadé, ze ristovy koeficient (growth
rate) r nezavisi na velikosti populace n. Tak tomu vSak ve vétsiné pfipadi neni
— v malé populaci miize byt obtizné najit partnera k pafeni (je mald porodnost),
velkd populace spotiebuje zdroje prostiedi (je velkd timrtnost) a podobné. Je tedy
r = ¢(n) a rovnice ristu populace nabyva tvar

n' = np(n). (2.11)
Uvazme nyni spolecenstvo tvofené k populacemi. Velikosti jednotlivych popu-
laci ozna¢ime n; = n;(t) a jejich ristové koeficienty ¢;, i = 1,2, ..., k. Jednotlivé
populace se budou vyvijet podle rovnic analogickych (2.11), ovSem velikosti rtsto-
vych koeficientti mohou zaviset na velikostech jednotlivych populaci — populace si
mohou konkurovat ve vyuzivani zdroji prostifedi, jedna muze byt potravou jiné
a podobné. Dostavame tedy model spolecenstva ve tvaru autonomniho systému k
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic

/ .
n; = nipi(ni,ne, ... ,ng), 1=1,2,...k,
nebo v zdpisu vyuzivajicim oznadeni n = (nq,no, ..., ng)
! .
n; =n;pi(n), i=1,2,...k, (2.12)

pripadné jako jednu vektorovou rovnici

n' =nop(n),
kde o oznatuje Hadamardiv soucin vektord (soucin ,po slozkach®).
Ozna¢me nyni

. )
t)*znz(t)v xz*xl(t)* N(t)’ 1*1727”'7]9

celkovou velikost spolecenstva a relativni zastoupeni jednotlivych populaci ve spo-
leenstvu. Pak vzhledem k (2.12) plati
_ N

k
n;
NN N2 N

Jj=1 j=1
k

E

/ /
o N —n;N"
i N2 -

=l
= \3\
2

=|3
2\3

P1i oznaceni

fi(z) = pi(Nzx) = pi(n)
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dostaneme systém obycejnych diferencidlnich rovnic

k
T, =z fl(m)—Zx]f](sc) , 1=1,2,... k. (2.13)
j=1
Ponévadz Z?Zl z; = 1, 1ze druhy vyraz v zévorce povazovat za vézeny primeér

jednotlivych f;, j = 1,2,...,k. Proto ho ozna¢ime f a systém (2.13) piepiseme ve
tvaru

o = (fi(z) — f(z)), i=1,2,... k. (2.14)
Tuto rovnici miazeme precist: ,,pokud je hodnota veli¢iny f pro i-tou populaci vétsi,
nez prumérnd, pak relativni zastoupeni této populace ve spolecenstvu roste.“ Tato
interpretace ukazuje, Ze veli¢ina f; vyjadiuje darwinovskou zdatnost (fitness) i-té
populace. Néjaké prirozena jednotka darwinovské zdatnosti neexistuje. Mizeme ji
tedy zvolit tak, aby primérna zdatnost f byla jednotkova; toto tvrzeni budeme
precizovat v nésledujici sekci, Lemma 3.2. Diferencidlni rovnice (2.14) je pak bez-
prostiedni spojitou analogii diferen¢ni rovnice (2.10).

Rovnice (2.10) modeluje vyvoj relativniho zastoupeni alely v populaci; alela je
jakasi entita, ktera se stale znovu vytvari jako kopie entity rodi¢ovské, replikuje se
v ¢ase. Rovnice (2.14), pfesnéji systém obycejnych diferencidlnich rovnic, modeluje
vyvoj relativniho zastoupeni jedincti jednoho druhu ve spolecenstvu; ti také stéle
znovu vznikaji jako kopie svych rodic¢i, replikuji se v case. Z téchto divodu se
(2.14) nazyva replikdtorovd rovnice. Systém rovnic (2.14) muzeme totiz zapsat
jako jednu vektorovou rovnici

2 =zo fla) - (@ f(@))x,

kde f = (f1, f2,---, fx), symboly o a - ozna¢uji Hadamardiv a skaldrni soucin
vektori.

3. VLASTNOSTI REPLIKATOROVE ROVNICE

Budeme predpokladat, ze vsechny funkce f;, 7 =1,2,...,k, jsou spojité diferenco-
vatelné. Pak maji pravé strany systému (2.14) ohranicené parcialni derivace podle
vSech proménnych, coz znamen4, ze jsou Lipschitzovské v proménné x a pocatecni

N oM v

uloha pro systém (2.14) je jednozna¢né fesitelnd na intervalu [0, 00).

Véta 3.1. Nechf © = x(t) = (w1(t),22(t), ..., zx(t)) je FeSend systému (2.14).
Pak plati

k k
(i) Je-li > x;(0) =1, pak je Y x;(t) =1 pro kaZdé t > 0.

i=1 i=1
(i) Je-liz;(0) =0, resp. x;(0) > 0, pro néjakéi € {1,2,...,k}, pak je z;(t) = 0,
resp. x;(t) > 0, pro vechna t > 0.

Dtikaz: Polozme y(t) = > z;(t) — 1. Pak

i=1
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To znamend, ze y(t) = const, podrobnéji

k
y(t) =y(0) = x:(0) — 1
=1

a odtud plyne tvrzeni (i).
Systém (2.14) méa podle pfedpokladu jediné Feseni, jeho i-t4 slozka spliiuje rov-
nost

i) =0 exp [ a:(9)(£i(w(5)) ~ Fla()) ds.
0

ze které plynou obé tvrzeni (ii). O

Vétu muzeme interpretovat tak, ze slozky feseni replikdtorové rovnice vyjadiuji
casoveé zavislé relativni zastoupeni jednotlivych komponent modelovaného biolo-
gického systému — alel v genotypu nebo druhti ve spole¢enstvu. Komponenta, ktera
neni v systému od zacatku, se v ném v prubéhu ¢asu neobjevi; v systému nic no-
vého nevznika. Replikatorova rovnice tedy popisuje deterministickou ¢ast evoluce,
tj. selekci, nikoliv slozku stochastickou, tj. mutace. Tento zavér neni néjak pre-
kvapivy, replikdtorova rovnice byla takto sestavena. Druhd z vlastnosti (ii) fika,
7ze komponenta systému, ktery v ném je na zacitku, v konecném case nezmizi.
Nevylucuje vsak moznost

5,70 =0
pro slozku takovou, Ze x;(0) > 0. Komponenta systému mtize vymizet (vyhynout)
v ,dostateéné dlouhém“ case.
Pripomenme, ze mnozina

k
Sk = {m = (2z1,29,...,21) € RF: le =1,(Vi)a; > 0}
i=1
se nazyva k-rozmérny simplex. Vétu 3.1 nyni miazeme preformulovat: simplex Sk,
jeho vnitiek S} a hranice 05y jsou pozitivné invariantni mnoziny systému (2.14).

Lemma 3.2. Bud ¥ : S, — R spojité diferencovatelnd funkce. PoloZme
9i = g9i(x) = fi(x) + ¥(x)

proi € {1,2,...,k}. Funkce x = x(t) je fesenim rovnice (2.14) prdvé tehdy, kdyz
je resenim rovnice

k
zp =i | gi(x) - ijgj(x)
j=1

Diikaz: Tvrzeni plyne z rovnosti

vy = (fiz) - f(@) = | film) = zfi(x) | =
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Volbou ¥(x) =1 — f(w) dostaneme

k

> zg5(x) ij fi@)+1— (@) = f(@)+1— f(z) = 1.

j=1
Primérnou darwinovskou zdatnost spolecenstva tedy miizeme bez ijmy na obec-
nosti pokladat za jednotkovou.

Lemma 3.3 (Specidlni tvar Jensenovy nerovnosti). Bud ¢ diferencovatelnd
ryze konvexni funkce definovand na intervalu I C R, tj. pro vSechna &1,& € 1
plati

e(&1) = (&) +¢' (&) (& — &)
a nerovnost je ostrd, kdykoliv & # €. Pak pro libovolnd &1,&a, ..., & € I a kaZdy
vektor p = (p1,p2,--.,pk) € Sy plati

k k
@ (Z pz‘&) <Y (&),
i=1 i=1

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyzZ & =& = - - = &g

Dtikaz: Z konvexnosti funkce ¢ plyne, Ze pro libovolny index j € {1,2,...,k}

plati
k k k
e(&5) > @(Zm&) + ¢’ <2pi§i> <§j - ZPi&) .
i=1 i=1 i—1

Kazdou takovou nerovnost vynésobime p; a secteme je pfes vSechny indexy j.
Dostaneme

k
> pie(&) =
j=1

() o () () ()

=1

1
k ” k k k k
= w(Zp@) +o (sz ) > pi& = pi¢ (Zm&) > piti =
i=1 i=1 J=1 J=1 i=1 i=1
k
= @(Z pifi) .
=1

Pokud ne vSechna &; jsou stejna, pak pro j takové, ze {; = max{{1,&a, ..., &k},

plati & > Zle pi&i, nebot na pravé strané je vazeny pramér cisel &1,&s, ..., k.
V takovém prfipad€ je nerovnost ostra.

Véta 3.4. Necht pro & = (&1, %a,...,2k) € Sk exzistuje okoli U C Sy takové,
Ze pro vsechna x € U ~ {&} plati

k
Zﬂf?ifi(x) > f(x).
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Pak & je asymptoticky stabilni staciondrni bod systému (2.14).

Dtikaz: Pro y € Sy ozna¢me suppy = {i € {1,2,...,k}: y; > 0} a pro vektor
x = (x1,Z9,...,x%) polozme

V(x) = H 7t — H x;t
1€Esupp & i€Esupp &

Ukéazeme, ze V je ljapunovskou funkci systému (2.14) v bodé &.
Podle Lemmatu 3.3 pro bod x z okoli bodu & takovy, Ze supp = supp & plati

3 @-m%: 3 i‘i(—an)z—ln ng — _Inl1=0.

i€supp & ¢ i€Esupp &

To znamena, Ze

Z & Ind; > Z & na, tj. 1 H ¥ ] >In H ati

i€Esupp & i€Esupp & i€supp & i€Esupp &

=

Odlogaritmovanim posledni nerovnosti dostaneme V(x) > 0. Rovnost pfitom na-
stane pravé tehdy, kdyz

€Z; xj o . .. ~
— = — pro vSechny indexy i, j € supp &,
xX; &€

tj. pravé tehdy, kdyz « = c& pro néjakou konstantu c. Ponévadz x, & € Si, musi
byt ¢ = 1. Rovnost V(x) = 0 tedy nastava pravé tehdy, kdyz = = &.
Oznac¢me nyni

1€Esupp &
Pak je P(xz) > 0 a V(x) = P(&) — P(x). Odtud plyne, ze pro derivaci funkce V'
vzhledem k rovnici (2.14) plati V(z) = —P(«). Déle podle predpokladu véty plati

p d d !
ﬁ:—lnP(az):— Z Tilnx, = Z ii%z
i€supp & i€supp & v

= Z & (fi(z) — f(z)) = Z & fi(x) — f(z) > 0.

1€Esupp & 1€Esupp &
Odtud plyne V(z) < 0. O

Vektor & spliujici predpoklady Véty 3.4 vyjadiuje takovou strukturu modelova-
ného biologického systému, pfi niz se relativni zastoupeni jednotlivych komponent
neméni. Pokud je struktura systému ,blizko* strukture &, tj. struktura se ,,prilis
nelisi“ od &, pak se systém do stavu & vyvine a zlistane v ném. To nas oprav-
nuje nazvat & spliujici predpoklady véty evolucné stabilnim stavem vzhledem ke
zdatnostem f1, fo, ..., fx-

vz

Uvazujme nyni jednodussi, ale dtlezity pripad, kdy zdatnosti f1, fo, ..., fi jsou
linedrnimi funkcemi vektoru x, tj. kdy existuji konstanty a;j;, i,7 = 1,2,...,k
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takové, ze

k
fi(w)zz:aijxj, i:1,2,...,k.
j=1

Necht A je matice s prvky a;;, A = (aij)f,jzl’ vektory budeme povazovat za
sloupcové. Pak f;(x) = (Ax); (i-ta slozka vektoru Az) a
ko k
f(w) = Z inaijxj = iI)TAIIJ.
i=1 j=1

Replikatorovou rovnici (2.14) mzeme v takovém p¥ipadé zapsat ve tvaru
o) =z (Az); —x'Az), i=1,2,...,k, (3.1)

nebo jako jednu vektorovou rovnici ' = @ o Az — (x"Az)z. V této podobs —
s linedrnimi zdatnostmi — byla replikdtorova rovnice zavedena v ¢lancich [23, 20].

Matice A reprezentuje néjakou maticovou hru. Jednotlivé druhy tvofici spo-
leenstvo (nebo jednotlivé alely na vybraném lokusu) lze v tomto pojeti inter-
pretovat jako ryzi strategie, které pouzivaji hraci v ,boji o zivot®. Zdatnosti
filz) = Zle a;jz; pak predstavuji stfedni vyhru i-tého druhu pfi konfliktech
s ostatnimi druhy, se kterymi se ndhodné potkavéa; pravdépodobnost, Ze se setka
s j-tym druhem, je totiZ rovna relativnimu vyskytu j-tého druhu ve spolecenstvu.
Tato tivaha umoziiuje (asponi v prvnim pfiblizeni) stanovit zdatnosti jednotlivych

druhu.
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