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Piredmluva k prvnimu ¢islu ¢asopisu Kvaternion

Véazeni ctenafi, dostava se vam do rukou prvni ¢islo nového casopisu Kvater-
nion, ktery je orientovan na aplikace matematiky v nejriiznéjsich oborech prede-
vsim technické praxe. O zaloZeni ¢asopisu tohoto zaméreni jsme na tstavu jiz delsi
dobu uvaZovali, nebot jej povazujeme za uzitecny, ne-li dokonce potiebny, vzhle-
dem k charakteru naseho vyzkumu i charakteru studijniho oboru Matematické in-
zenyrstvi, ktery zajistujeme. Poslednim impulsem ke vzniku éasopisu bylo ziskani
podpory EU na projekt AMathNet v ramci opera¢niho programu Vzdélavani pro
konkurenceschopnost, jednoho z programt Evropského socidlniho fondu. Hlavnim
fesitelem projektu je na§ Ustav matematiky Fakulty strojniho inZenyrstvi Vyso-
kého uceni technického v Brné a dale se na FeSeni projektu jako partneri podileji
matematickd pracovisté Masarykovy univerzity v Brné, Ostravské univerzity, Uni-
verzity Palackého v Olomouci, Zapadoceské univerzity v Plzni a Akademie véd CR
(pobocka Brno). Projekt AMathNet si klade za cil vybudovat novou sit pro pienos
znalosti v aplikované matematice mezi institucemi vysokoskolského vzdélavani a
vyzkumu a podnikatelskym a verejnym sektorem. Pisobenim této sité by mélo do-
jit k prohloubeni vzijemné koordinace ¢innosti mezi partnery, k vytvoreni novych
vazeb pro prenos informaci ze vzdélavacich a védecko-vyzkumnych instituci do
praxe a k efektivnimu aplikovani matematickych metod. A jednim z nastroji pro
podporu realizace uvedenych kol bude pravé ¢asopis Kvaternion. Bude publiko-
vat prispévky pracovniki a student zminénych spolupracujicich instituci, a to jak
prispévky odborného matematického zaméreni, tak ¢lanky didaktické povahy ty-
kajici se vzdélavani v matematice se zaméfenim na jeji aplikace v praxi. Prispévky
autort z jinych pracovist budou samoziejmé také vitany. Nejedna se o Gasopis ryze
védecky, jeho hlavnim cilem je seznamit ¢tenare se zajimavymi oblastmi aplikované
matematiky. Pfesto by prace védeckého charaktery nemély byt mezi publikovanych
¢lanky vyjimkou. Casopis bude vychazet dvakrat roéné a samoziejmé neni uréen
jen zdjemctm z partnerskych pracovist, nybrz sirokému okruhu ¢tenait z fad od-
bornikl i studentt zajimajicich se o matematiku v souvislosti s jejimi aplikacemi
v jinych oborech.

Prvni ¢islo ¢asopisu se skldda, az na jednu vyjimku, z piispévki, které byly
predneseny na workshopu Aplikovand matematika sité AMathNet konaném v Pav-
lové ve dnech 6.-8.6.2011. Kromé odbornych prednasek o aplikacich modernich
matematickych metod na ném byly prezentovany i avahy a podnéty k matematic-
kému vzdélavani orientovanému na technickou praxi.

Véfim, Ze v Casopise najdou ¢tenafi uZitecné informace, diky kterym ziskaji
hlubsi prehled o modernich matematickych metodach pro feseni problému tech-
nické praxe i o zajimavych konkrétnich aplikacich matematiky, coz prispé€je k obo-
hacenti jejich védomosti i k rozvoji jejich odborné ¢innosti.

Brno, 9. ledna 2012

Josef Slapal
t.¢. feditel Ustavu matematiky
FSI VUT v Brné
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O DIFERENCIALNICH ROVNICICH SE ZPOZDENIM -
APLIKACE V ROBOTICE

PETR TOMASEK

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku jsou prezentovany nékteré zajimavé kvalitativni vlast-
nosti feseni diferencialnich rovnic se zpozdénym argumentem. Nasim cilem je de-
monstrovat skutecnost, ze tyto vlastnosti se mohou dramaticky lisit v pripadé dife-
rencidlni rovnice se zpozdénim a v jistém smyslu ,odpovidajici“ klasické obycejné
diferencialni rovnice. Vyuziti diferencidlnich rovnic se zpozdénim je ilustrovano apli-
kaci z oblasti robotiky.

1. Uvop

Modelovani fady problémut v technické praxi i v jinych odvétvich casto vede na
feSeni systému obycejnych diferencidlnich rovnic (ODE), ktery lze zapsat jako

@(t) = f(t, (1)), (L.1)

kde x € C({to,ts),R") a f € C({to,t;) x R",R). Casto je nezbytné zahrnout do
systému diferencidlnich rovnic také ¢leny, které obsahuji hodnotu neznamé funkce
v ¢ase minulém, coZz vede na systém diferencidlnich rovnic se zpozdénim (DDE)

y(t) = ft,y(0),y(t = (1)), 7(t) =0, (1.2)

kdey € C({to—~,t),R"), vy = max{7(t),to <t <ts}, f € C((to, ts)xR"xR", R),
7 € O((to, ts),RY). Vyraz 7(t) nazgvame zpozdénim a ¢len t — 7(t) zpozdénym
argumentem. Podle tvaru 7(t) pak rozliSujeme napf. zpozdéni ohranic¢ené ¢ neo-
hranicené. Vice k tivodu do dané problematiky lze nalézt napf. v [1], [5], [6].

Ukazuje se, ze tyto systémy vykazuji kvalitativni vlastnosti diametralné odlisné
od Teseni ”odpovidajicich” systémt obycejnych diferencidlnich rovnic. V ¢asti 2
tohoto ¢lanku si zavedeme pocatecni tlohu pro zpoZdénou diferencialni rovnici
a nékteré rozdily ve vlastnostech ODE a DDE si budeme ilustrovat na jednodu-
chém skaldrnim pfipadé. V casti 3 si uvedeme aplikaci z oblasti robotiky vcetné
diskuse asymptotické stability feSeni systému.

2010 MSC. Primarni 34K06, 34K25.

Klicovd slova. diferencidlni rovnice se zpozdénim, asymptotické vlastnosti, oscilatorické
vlastnosti.

Prace byla podporovana projektem A-Math-Net - Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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2. SPECIFIKA ZPOZDENYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Definice 2.1 (Poé¢ateéni problém). Uvazujme funkci ¢ € C((to — v, to), R™).
Ulohu uréit takové feseni rovnice (1.2), které vyhovuje podmince

y(t) = o(t), t e {to—,to), (2.1)

nazveme pocéateé¢nim problémem.

PovSimnéme si, ze pocateéni podminka v pfipadé ODE (1.1) z(tg) = xo je
dimenze jedna, zatimco pocatecni podminka (2.1) je obecné nekoneéné-dimenzio-
nalni! V dusledku toho je pfistup k feSeni DDE zcela odlisny. Zakladni metodou
je metoda krokti, jejiz princip spoc¢iva v posloupnosti feseni pocatecnich problému
ODE na sekvenci navazujicich intervali. Délka téchto intervali vychazi ze zpoz-
déni, které se v rovnici vyskytuje. Ilustrujme si tento postup na skaldrnim piipadé
DDE s konstantnim zpozdénim.

Priklad 2.2. UvaZujme diferencidlni rovnici s konstantnim zpoZdénim

g(t) = —y(t —1) (2.2)

a pocatecni podminkou
y(t) = do(t) =1,  te(-1,0). (2.3)
ProtoZe uvazujeme konstantni zpoZdéni 7(t) = 1, metodou krokd budeme Tesit

posloupnost pocdtecnich problémi pro ODE na intervalech délky jedna, a sice nd-
sledovné:

te <0, 1> : y(t) = —¢0(t — 1) = -1, y(O) =1,
y(t) = —t + 1. Oznaéme  &1(t) := y(t).
te(l,2): gt)=—-p1(t—-1)=t—-2, y(1)=0,
y(t) =t2/2 — 2t + 3/2. Oznacme  ¢a(t) := y(t).
te(2,3): gt) =—¢o(t—1) = —((t - 1)%/2-2(t - 1) +3/2), y(2)=—3,

y(t) = —t3/6 + 3t2/2 — 4t + 17/6. Oznacme  ¢3(t) := y(t).

Na obrdzku 1 je vykresleno tesent y(t) na intervalu (—1,10).



DIF. ROVNICE SE ZPOZDENIM )

=
o
s
g
gl

Obr 1. Reseni pocdtecniho problému (2.2),(2.3)

Dale si na prikladé proporcionalniho zpozdéni budeme ilustrovat odliSnosti v os-
cilatorickych a asymptotickych vlastnostech feseni DDE a ODE.

Priklad 2.3. UvaZujme diferencidlni rovnici s proporcionalnim zpoZdénim (pi-
pad neohraniceného zpoZdéni)
9(t) = —y(qt), y(0)=1, ¢e€(0,1), t=0. (2.4)
Reseni pocdtecniho problému (2.4) lze vyjddrit pomoci mocninného rozvoje jako
0o k
(1)) ,
i) = 3 L
k=0
Uvazujme ,,odpovidajici“ obycejnou diferencidlni rovnici, kterou formdlné ziskame
z rovnice (2.4) limitnim pfechodem g — 17 :
x(t) = —x(t), =(0)=1. (2.5)
Resenim poédtecniho problému (2.5) je x(t) = e~ t.
Nejdrive porovndme oscilatorické vlastnosti feSeni. Je ziejmé, Ze tesenim (2.5)
je kladna klesajici funkce. V pripadé zpozZdéné rovnice vyuZijeme ndsledujici véty
uvedené v [3]:

Véta 2.4. UvazZujme rovnici
y(t) + p(t)y(qt) = 0, p€ C([0,00),RT), 0<g<1. (2.6)

Necht m = litminf f;tp(s)ds. Jestlize m > 1/e, pak jsou vSechna Teseni rovnice
—00
(2.6) oscilugici.

V nasem pripadé uvazujeme p(t) = 1, a tedy m = oo > 1/e. Reseni rovnice
(2.4) tedy osciluje, zatimco TeSend rovnice (2.5) neosciluge.
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Nyni se zaméitme na chovdni teSeni (2.4) pro t — oo. VyuZijeme vysledku
publikovaného v [2], ktery lze pro nds pripad formulovat takto: spoleéné s rovnici
(2.4) zavedeme pomocné funkce

1
©q(t) := t*(Logt)" exp(—Q—(Logt — LogLogt)?),
c

kde ¢ = Logq,k = 1/2 — (1 4+ Loge)/e,h = -1+ %Logc. Pomoci asymptotickych
vysledkt uvedenych v [2] lze ukdzat, Ze yqs(t) = O(pq(t)),t — o0, pro vSechna
fedend y, rovnice (2.4) a y,(t) = o(pq(t)),t — o0, pouze pro nulové fesent rovnice

[yq(t)]
loq(t)]
nemd nulovou limitu. Tedy existuje horni odhad M|p,(t)|, M € R*, resent y(t)

a tento odhad neni nikterak nadsazeny (obé funkce |y(t)| a |pq(t)| jsou Fddové
Ysrovnatelné” ).

(2.4). To znamend, Ze funkce je ohranicend pro t — oo a navic tato funkce

Navic plati: limg_, o i’fg; =0pror,s € (0,1),r < s. Z toho plyne, Ze ¢im vice

se hodnota q blizi k jedné zleva (formdlné se (2.4) blizi k (2.5)), tim vétsi budou
amplitudy TeSeni (2.4) pro t — oo (namisto predpoklddané konvergence k nule:
x(t) = e~t)! Dochdzi tedy k necekanému kvalitativnimu rozdilu mezi asymptotic-
kym chovdnim tesent problémi (2.4) a (2.5).

3. APLIKACE ZPOZDENYCH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Nejcastéji v praxi narazime na piiklady modela s ohranicenym (pfedev§im kon-
stantnim) zpozdénim. Uvedme napt. model obrabéciho néstroje, kde je zahrnuto
chvéni vznikajici pfi obrabécim procesu, transportni zpozdéni, které je zptisobeno
kone¢nou rychlosti paliva proudiciho dlouhym potrubim, procesni zpozdéni pred
spusténim chemické reakce, komunikacéni zpozdéni v souvislosti s kone¢nou rychlo-
sti Sifeni radiového signdlu v prostoru pfi komunikaci (¥izeni) na velkou vzdale-
nost. Dale v pocitacové Tizenych systémech casto existuje nezanedbatelné vypo-
Cetni zpozdéni, zptisobené mnozstvim operaci a slozitosti fidicich algoritmii. Pro
ilustraci pouziti diferencidlnich rovnic se zpozdénim lze fadu modeli nalézt napt.
v [4], [5], [7].

Nyni se zaméfime na model z oblasti robotiky. V robotice je celd fada pro-
blému tykajicich se stability, kde zpozdéni v robotickém systému hraje dulezitou
roli. Toto zpozdéni mize vzniknout v fidicim systému robota, pfi pfenosu infor-
maci ¢i v mechanické ¢asti robota. Systém master-slave je typickym pfipadem, kde
dochézi k ¢asové prodleveé pri Fizeni. Napt. v systému ¢lovék—stroj se promita reflex
lidského operatora do zpozdéni v Fizeni systému (zpravidla vice nez 0.1 sekund).
Analogicky této situaci se generuje zpozdéni napt. u manipulatoru fizeného pocita-
¢em. Vzorovy cas digitalniho fizeni slouzi jako zdklad pro hodnotu zpozdéni, ktera
je Tadové v setinach az tisicinach sekundy. Dalsi vyznamnou skupinou problému
je zpozdéni vznikajici pfi pfenosu informaci. Toto zpozdéni mé rozhodujici vliv
pfi operacich ve vesmiru ¢i ve velkych hloubkach pod hladinou mote. Prodleva je
rovna ¢asu potfebnému k tomu, aby ultrasonickéa ¢i elektromagnetické vina urazila
vzdalenost mezi Fidicim centrem a koneénym efektorem.

Motivaéni priklad. Jestlize robot pracuje pii obrabécim procesu, jako je fré-
zovani, soustruzeni apod., mize rovnéz vzniknout zpozdéni ve zpétné vazbé Cisté
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mechanické ¢asti robota. Toto zpozdéni byva nepiimo tmérné relativni rychlosti
nastroje a materialu. Tato situace bude ilustrovana na matematickém modelu me-
chanického robota (viz [8]), kdy budeme diskutovat zavislost asymptotické stability
systému na jeho parametrech.

Uvazujme roboticky systém znazornény na obrazku 2. Rizeni robota vychézi
z principu kinematického sebeovladani. To znamena, zZe regulator piisobici na prvni
téleso v tomto modelu zptisobuje rychlost ¢;, kterd je urcovana polohou g konec-
ného efektoru:

q'l(t) = —KQQ(t—T), (31)
kde K > 0 a 7 = konst. reprezentuje zpozdéni v Fizeni.
f
@ m = H m
S
| Qi ®
T

Obr 2. Elasticky robot s jednim stupném volnosti

Zavedenim nové proménné v = ¢, lze tento systém popsat soustavou linearnich
diferencialnich rovnic s konstantnim zpozdénim

(jl (i) 0 0 0 q1 (t)
(1'2(@)) = 0 0 1 Q2((t))
v(t o? —a? —2ka v(t
—-K 0 q1(t—1) (32)
+ 0 0 0 a2t — 1) )
0 —2Kka 0 v(t —7T)

kde o = 4/s/mq je pFirozena frekvence nerizeného netlumeného systému a k =

5maa J€ tzv. relativni tlumici faktor. Nasledujici véta (viz [8]) udava podminky
pro nastaveni parametrti modelu tak, aby byla zajiSténa asymptotickd stabilita
netlumeného systému.

Véta 3.1. Uvazujme zpozZdénou diferencidlni rovnici (3.2), kde k = 0. Jeji
trividlni Teseni je asymptoticky stabilni, pravé kdyz eristuje takové k > 0, k € N,

vyhovugici relacim
K T T \3
S
@ 2at 2at

3
5<i(2lm+5)—i(2kw+z) :
(6%

ar 2 (ar)3 2
K 1 3 1 3r\°
— < —| 2k — — | 2k — | .
« 047'( 7TJFZ)JF(047')3< 7r+2)

Relace ve vySe uvedené vété urcuji graf asymptotické stability pro netlumeny
systém (3.2) v soufadnicich bezrozmérnych parametri (ra) a (K/a), ktery je
zndzornén na obrazku 3.
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Obr 3. Graf asymptotické stability netlumeného systému (3.2);
N - as. nestabilni, S - as. stabilni

4. ZAVER

V ¢lanku byla na linedrnich diferencialnich rovnicich prvniho fadu s konstantnim
a proporciondlnim zpozdénim ilustrovana néktera jejich specifika, pfedevsim pak
v souvislosti s ”odpovidajicim” pripadem obyc¢ejné diferencialni rovnice. Pouziti
zpozdénych rovnic bylo ilustrovano na jednoduchém modelu z oblasti robotiky.
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NEKTERE KINEMATICKE DVOJICE

JAROSLAV HRDINA

ABSTRAKT. Tento text pfedstavuje jednu z mnoha aplikaci linearni algebry, Lieovy
teorie a diferencidlni geometrie v matematické robotice. Nagim cilem je pfipomenout
klasifikaci kinematickych dvojic vyssiho fadu, kterd odpovida klasifikaci souvislych
Lieovych podgrup afinni euklidovské grupy SE(3), a tuto klasifikaci nésledné pro-

vést.

1. Uvobp

Teorie kinematickych dvojic je dilezitou partii kinematiky a tento text se ji vénuje
jen ¢astecné. Ctenafe s hlubsim zéjmem o kinematické dvojice miizeme odkéazat na
prvni kapitolu knihy [2]. Neformélné fec¢eno, kinematickou dvojici rozumime dvo-
jici objekti (souvislych podvariet Rg), které se vzajemné dotykaji a soucasné maji
volnost pri vzajemném pohybu, pficemz pohybem rozumime spojitou transformaci
zachovavajici vzdalenosti mezi libovolnymi dvéma body objekti a pfislusnou orien-

taci.

i\

SE(3) a pfipadné, jakd souvisld plocha je vici akei této grupy invariantni. Po-
znamenejme, ze historie této klasifikace je spojena se jménem otce kinematiky
Franzem Reuleauxem (na obrizku), 30.9.1829 - 20.8.1905, strojnim inZenyrem,

Nas zajimaji vyssi kinematické dvojice, tedy
ptipad, kdy jsou obé dvojice povrchového
typu, a body kontaktu tedy tvofi plochu.
Nasim cilem je klasifikovat tyto kinematické
dvojice aparatem Lieovych grup. Po defi-
novani afinni euklidovské grupy SFE(3) jako
polopifimého soucinu specialni ortogonalni
grupy SO(3) a transla¢ni grupy R® najdeme
vSechny jeji Lieovy podgrupy (na tento po-
lopfimy soucin se muzeme divat i jako na
afinni rozSifeni specialni ortogonalni grupy
SO(3)). Zagneme tim, Ze najdeme vSechny
Lieovy podgrupy SO(3) a R®, pficemz u pod-
grupy SO(3) se omezime jen na souvislé. Po
klasifikaci pfislusnych podgrup prodiskutu-
jeme, které dvojice tvori Lieovu podgrupu

2010 MSC. Priméarni 70B10,22E70, 53A17.
Kli¢ovd slova. Linearni algebra, Lieova teorie, diferencialni geometrie, matematicka robotika.
Préce byla podporovana projektem OPVK ¢&islo CZ.1.07/2.4.00/17.0100.
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uCitelem a pozdéjsim rektorem Berlin Royal Technical Academy. Jim zavedeny
pojem Reuleauxovy plochy odpovida pravé plocham ve tfirozmérném euklidov-
ském prostoru, které jsou invariantni vici akci nékteré z podgrup afinni euklidov-
ské grupy SE(3), jejichz prvky pusobi jako afinni euklidovské transformace. Tyto
plochy odpovidaji pravé vyssim kinematickym dvojicim.

2. MATEMATICKY ZAKLAD

Pojmy linearni algebry a diferencidlni geometrie potiebné pro odvozeni klasifikace
budou v textu na prislusném misté pripomenuty. Text vychazi prevazné z knihy
[3], ve které je mozné nalézt mnoho dalsich podrobnosti a jeji studium je mozné do-
porucit i ¢tenaitim s hlubsim zdjmem o problematiku. Poznamenejme, Ze existuje
i vyborna éeskd monografie [4].

2.1. Lieova grupa

Pfipomerime, Ze topologicka varieta je separovany (kazdé dva jeho rtizné body maji
disjunktni okoli) topologicky prostor M se spoéetnou bazi, ktery je lokdlné homeo-
morfni R", tj. pro kazdé y € M existuje jeho okoli U, oteviend mnozina V C R"
a homeomorfismus z : U — V. Pfislusnou dvojici (U, z) nazyvame lokalni mapa.
Dvé lokalni mapy jsou C"-relované, pokud
prechodové zobrazeni na obrazech priniku
pfi zobrazenich x; a xo, tj. xlxgl sao(U N
Us) C R" — 21(U; NUz) C R, je funkce
tfidy C”. Atlasem tiidy C" rozumime sou-
stavu C"-relovanych map takovych, ze jejich
defini¢ni obory pokryvaji celé M a jsou po
dvou C"-relované. Hladkou varietou pak ro-
zumime topologickou varietu s atlasem tiidy
C*°. Podrobny popis je mozné najit v libovolném textu diferencidlni geometrie,
napf. ve skriptech [5].

Lieova grupa je hladka varieta vybavena strukturou grupy takova, ze prislusné
grupové operace jsou hladké, tj.

e Existuje vyznacény prvek e € G
e Existuji dvé hladké funkce mult : G x G — G, inv : G — G, takové, ze

mault(a, mult(b, ¢)) = mult(mult(a,b), c),
mult(a,e) = mult(e,a) = a,
mult(a,inv(a)) = mult(inv(a),a) = e,
pro kazdé a,b,c € G.

Priklad. 2.2. Nejjednodussim prikladem Lieovy grupy je prostor R", kde pvi-
slusny atlas obsahuje pravé jednu mapu, kterou je identita. Prislusné operace jsou
definovany po slozkdch, tj.

mult(u,v) =u+v = (u; +v1,...,u, +vy),

inv(u) = —u=(—ug,...,—Up),
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pro u = (u1,...,uy) € R*, v = (v1,...,v,) € R" a jsou jisté hladké. Podobné
miZe byt Lieovou grupou grupa matic Mat,(R) spolu s operaci scitani, kterd je
izomorfni grupé (R"2,+). Dalsim ptikladem jsou obecné vektorové prostory di-
menze n, kde volba bdze znamend volbu izomorfniho zobrazeni o : V — R"™, a tedy
volbu mapy pokryvajici cely vektorovy prostor. Prislusny atlas je pak tvoreny jen
touto jedinou mapou.

2.3. Ortogonalni grupa O(n)

Dalsim pfikladem Lieovy grupy je grupa vSech invertibilnich matic n x n spolu
s operaci nasobeni. Tuto grupu oznacujeme GL(n,R). Jednd se vlastné o grupu
linedrnich endomorfismii vektorového prostoru R"™. Diskutujme nékteré jeji pod-
grupy. Ortogonélni grupou O(n,R) se mysli podgrupa grupy GL(n,R) obsahujici
prvky zachovévajici nedegenerovanou pozitivné definitni bilinedrni symetrickou
formu na R™ (skaldrni soucin)

x'yszy=$1y1+"'+fUnym
kde x = (z1,...,2n),y = (Y1, --,yn) € R", nebo maticové

10 - 0\ /un
(x17x27"~7xn) . : .. : .

Pokud M € O(n), musi pro libovolné dva body x,y € R" platit 27y = 27y, kde
T =Mz ay= My, a pfimoCarym vypoctem

'y = (Mx)" My = ¥ M™" My
ovéfime, ze grupu O(n) mizeme definovat predpisem
O(n) = {M € GL(n,R)|M"M = E},

kde F je jednotkova matice.

2.4. Specialni ortogonalni grupa SO(n)

Protoze det(M7T) = det(M), plati pro kazdé M € O(n), ze det(M)? = 1, a
tedy det(M) = +1. Neni t&zké si rozmyslet, Ze funkce determinantu je hladké
(polynomidlni) zobrazeni det : Mat, (R) — R, a varieta O(n) tedy obsahuje pravé
dvé souvislé komponenty, vzory ¢isel £1 pro funkci determinantu.

O, (n) ={M € GL(n,R)|\M* M = E,det(M) = 1},

O_(n) = {M € GL(n,R)|M"M = E,det(M) = —1}.
Pro nase tvahy je dileZité, Ze pouze mnozina O, (n) obsahuje identitu, a tedy
tvofi Lieovu podgrupu grupy O(n), oznacovanou jako SO(n).

Priklad. 2.5. Nejjednodussim prikladem je grupa O(2), kterd obsahuje dvé

souvisle, jednodimenziondlni komponenty reprezentované maticems

<COS(s0) —sin(so)>7 <COS(90) sin(e) )

sin(p)  cos() )7 \sin(p) — cos(p)
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kde ¢ € (0,2m). Neni tézké si wvédomit, Ze podgrupa tvotend maticemi vlevo ob-
sahugje jednotkovou matici, a je tedy podgrupou SO(2). Vsimnéme si, Ze piislusné
transformace odpovidaji pravé otocenim kolem stredu o thel ¢ v kladném smeéru
(proti sméru hodinovych rucicek).

2.6. Homomorfismus Lieovych grup
Hladké zobrazeni f : G — H takové, ze
f(multg (g1, g2)) = multy (f(g1), f(g2)), pro viechna g1,g2 € G

nazyvame homomorfismem Lieovych grup (G, mults) a (H, multy).

Priklad. 2.7. Na definovanych Lieovych grupdch miZeme ukdzat dva duleZité
homomorfismy Lieovych grup. ProtoZe jsme specidlni ortogondlni grupu zadefi-
novali jako podmnoZinu ortogondlni grupy, muzeme ndsledné definovat prislusné
vloZeni

SO(n) = O(n).
Pri maticové reprezentaci Lieovych grup, muZeme specidlni ortogondlni grupu fddu
n vlozit do specidlni ortogondlni grupy rddu n + 1,
SO(n) = SO(n+1)

nasledovné:
M 0

MESO(n)H(O 1

) € SO(n+1).

Staci ovérit, Ze pro kazdé (]\04 (1)> , kde M € SO(n), je splnéna identita

M O\" (M O\ _ (MT 0\ (M 0\_(MTM 0\_(E 0\_,
0 1 0 1/ L0 1 0 1) 0 1) \0 1)
a hodnota deteminantu je jedna, tj.

det <A04 (1)> = det(M) - (—1)"FIFOHD = (1) =

2.8. Akce Lieovy grupy G na hladké varieté X

Necht X je hladk4 varieta a (G, mult) je Lieova grupa. Pak hladké zobrazeni
a:GxX =X
takové, ze
e a(e,xz) =z pro Vx € X, kde e € G je jednotkovy prvek
e a(g1,a(gs,x)) = a(mult(gr, g2), ) pro Vo € X, Vg1,92 € G,
se nazyva akci Lieovy grupy G na hladké varieté X.

Piiklad. 2.9. Vyndsobeni vektoru x € R" matici M € SO(n) (obecné ma-
tici z GL(n,R)) zleva md vlastnosti akce, protoZe se jednd o hladké (polynomidini)
zobrazent, jednotkovd matice piisobi jako identita a posledni podminka plyne z aso-
ciativity ndsobent matic. V nasi terminologii to znamend, Ze grupa SO(n) pisobi
na R" jako vyndsobeni matici, kde

a1 (M,v) = Mv
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je prislusnd akce M € SO(n), v € R". Obdobné grupa R" pisobi na R"™ jako
pricitand (pro prehlednost piseme zprava), tj.

as(k,v) =v+k

je opét akce, kde k € R™, v € R™. Poznamenejme, Ze sloZeni as o ay téchto akci
piisobi na R™ jako afinni endomorfismus

as(t, a1 (M,v)) = Mv +t,

kde M € SO(n),t € R"™ jsou prvky grup a vektor v € R™ je prvek hladké variety.

vvvvv

realizovat vhodnou volbou M € SO(n) at € R™.

2.10. Pfimy souéin SO(n) x R"

Definujeme pfimy soucin grup SO(n) x R" jako mnoZinu uspofddanych dvojic
s vyslednym nésobenim po slozkéch (ve druhé slozce jde v piipadé R™ o s¢itani) a
definujeme hladké zobrazeni a : (SO(n) x R") x R" — R" pfedpisem

a((M,t),v) = Mv +t,

kde M € SO(n),t € R",v € R". Toto hladké zobrazen{ pfifazuje kazdé dvojici
M € SO(n),t € R™ ptislusny afinni epimorfismus a prvek (F,0) (kde E je jednot-
kovéa matice) piisobi jako identita. V tomto piipadé se ale nejedna o akei, protoze
druhéd podminka akce neni splnéna. Sta¢i zvolit to € R™ a M; € SO(n) tak, ze to
neni osou rotace (vlastnim vektorem) M, a dostaneme

a((Ml,tl),a((Mg,tg),U)) = MiMsv + Mty + t1 75

MiMsv +t1 +to = a((M1M27t1 + tg), a)‘) = a(mult((Ml,t1)7 (Mg,tg)),’l}).

Afinni transformace jsou kombinace linearnich transformaci a posunuti. Jsou to
tedy kombinace akci a1 a ag z prikladu 2.9. Vidime ale, Ze se nemizZe jednat o primy
soucin téchto dvou akci. Nasim cilem je popsat afinni izomorfismy jako akci néjaké
vhodné grupy, a grupa SO(n) x R™ to tedy byt nemize.

2.11. Euklidovska grupa SE(n)

Pohyb v euklidovském prostoru je popsany soufadnicemi bodu v zavislosti na
¢ase. Pro modelovani pohybu v robotice je nutné, aby vzdalenost kazdych dvou
bodt pohybujiciho se objektu (napf. robotické paze) ziistala v Case konstantni.
Soucasné je nutné zachovat orientaci pohybujiciho se objektu. Zajimaji nas tedy
afinni endomorfismy ¢ : R™ — R" spliiujici nasledujici dvé podminky:

* | 9(p) = 9(a) lI=Il'p — ¢ || pro viechny body p,q € R"

e g.(vxw) = g.(v) X g«(w), pro véechny vektory v,w € R", kde g.(p—q) :=

9(p) — 9(@)

Dusledkem této definice je, ze tato transformace musi zachovavat skalarni soucin
vznikly polarizaci

1
viw=Z(lvtw = [v-w|?),



14 J. HRDINA

a tedy akci a; musime zuzit k podgrupé O(n). Pro euklidovskou normu v R?
miuzeme korektnost polarizace ovérit. Konkrétné pro

I (@) [I= Va?+y?

dostaneme

1
(@1,91)" (@2, 92) = (| @1+ 2,91 +92) [* = || (21 = 22,50 = 1) |*) =

((z1 + 962)2 + (1 + y2)2 — (1 — 3?2)2 — (g1 — y2)2) =

e~ =

1
= 1(2151%2 + 2y1y2 + 22122 + 2y1Y2) = 122 + Y1Ye.

Z druhé podminky pro pohyb je jasné, Ze pfislusny afinni endomorfismus musi
zachovavat i orientaci, a jeho Cast reprezentujici rotaci musi byt tedy prvkem
specilni ortogonalni grupy SO(n).

Podivame-li se podrobnéji na prislusné matice, neni tézké dokazat, ze kazdy
prvek z O(n)_ lze dostat jako soucin vhodného prvku z SO(n) a n&jakého pevné
zvoleného prvku P € O_(n). Pfipomerime, Ze takové P spliiuje identitu PTP = E
a jeho determinant je minus jedna. Piiklady takovych matic mazou odpovidat
ruznym reflexim, konkrétné

0 0 ... 0 1 1 0 ... 0 0 1 0 ... 0 O

0 0o ... 1 0 0o -1 ... 0 0 o 0 ... 0 1
P=|: : i |P= o | Pa=|: ],

01 ... 0 O o o ... -1 0 0o 0 ... 0 O

10 ... 00 0 0 ... 0 -1 0 1 0 0

kde napriklad matice P, odpovida reflexi kolem osy z, a tedy urcité nezachovava
. . 2 . o s P~
orientaci. V R® matice P, smér rotace piimo otaci

<1 0 ) (cos(go) —sin(gp)) B ( cos(¢p) —sin(gp)) _ (cos(—gp) sin(—y) )
0 —1)\sin(p) cos(p) /]~ \—sin(p) —cos(p)) ~ \sin(—yp) —cos(—yp)/"
Celkové je tedy jasné, ze prislusné pohyby télesa musi byt afinni endomorfismy
Mv +t takové, ze M € SO(n) at € R".
Definujeme tedy zobrazeni a pfifazujici dvojici prvka (R,t) € SO(n) x R"
zobrazeni a((R,u), ) = Rx+t. Nejedna se o pfimy souéin akci a1 a as definovanych
diive, protoze pfi slozeni zobrazeni pro dva rtizné prvky plati

G,((Rg, tg), a((Rl, tl), J?)) = (l((Rg, tg), Rix + tl) = RoR1x + Raty + o

a zatim co prvky reprezentujici otoceni se skladaji pfimo, prvky reprezentujici
posunuti jsou ovlivnéné predchozim otocenim.

Abychom hladkou akci mohli korektné definovat, zavedeme euklidovskou grupu
SE(3) jako polopfimy soudin

SE(n) =S0(n) x R",
kde polopiimost je uréené na druhé slozce funkci ¢ : t — Rt, a tedy obecné piSeme
(Ra,t2)(R1,t1) = (RaRy, p(t1) + t2).

Pro poéitéani s polopfimym soudinem zavedeme afinni rozsifeni grupy SO(n)

jako maticovou reprezentaci grupy SE(n) tak, Ze pouZijeme vlozeni

SE(n) < GL(n +1,R),
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(R,1) (Jg i)

Smyslem této reprezentace je, Ze ndsobeni v polopfimém souéinu SE(n) je v afin-
nim rozsifeni reprezentovano jako nasobeni prislusnych matic

Ry to Ry t1\ _ [(RaeRi Ratg +to
0 1 0 1/ 0 1 ’

Inverzni transformace se pak maticové zapise jako

R t\*' (RT —RTt
o 1) “\o 1 )

Akce grupy SE(n) na R" je definovidna pomoci injekce

maticové zapsané

T
T
R" R v=|:|=o=]"1,
T
T
" 1

jako maticové nasobeni

(8 3)0)- (")

Znovu pripomenme, ze geometricky vyznam této akce je pootoceni dané matici
R € SO(n) a posunuti o vektor ¢ € R™.

2.12. Lieovy podgrupy a homomorfismy

Lieovou podgrupou rozumime podvarietu Lieovy grupy uzavienou vzhledem ke
grupovym operacim. Elementdrnim piikladem je trividlni podgrupa 0 = {E} C
GL(n,R), kde E je jednotkovy prvek. Pf¥ipomeiime struéné nékteré pojmy a hlavné
vysledky obecné algebry, pro podrobnéjsi informace je mozné nahlédnout do knihy

[1].
Prvky jadra grupového homomorfismu f : (G,t) — (H,t) jsou uzaviené vzhle-
dem ke grupové operaci

Va,b € Kerf = (f(a) = f(b) =0) = (f(a+b) =0) = (a+b) € Kerf,
a tedy
f(=x) = —f(=),
fO) = flz —a) = f(z) + f(=2) =0+ 0=0,
tvoii podgrupu v G. Prvky obrazu jsou také uzavieny na grupovou operaci
Va,b € Imf = (Fu,v € G: f(u) =a, f(v) =b) = (flu+v)=a+b) = (a+0b) € Imf

a tvori tedy podgrupu v H. V pfipadé, Ze jde o homomorfismus Lieovych grup,
f musi byt hladké a tyto podgrupy jsou Lieovy podgrupy. Pfipomenme také, ze
kazda podgrupa je jddrem vhodného homomorfismu.

Kazd4 podgrupa H C G urcuje ekvivalenci na G pfredpisem

g1 = g2 <= g1 = hgs pro néjaké h € H.
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Stru¢né pripomenime pojmy, které jsou s relaci ekvivalence spojené. Tridami ekvi-
valence rozumime mnoziny [g] = {gh|h € H}. Mnozinu vSech tiid ekvivalence
nazyvame faktor G/H. Pfipomerime, Ze pifislusnd surjekce G — G/H je v pfipadé
Lieovych grup hladké zobrazeni, které se nazyva projekce na faktor.

2.13. Normalni podgrupy

Piislusny faktor G/H nemusi obecné zdédit piislusné grupové operace, kli¢em je
nasledujici definice:

N C G normalni <= gng~' € N,Vg € G,Vn € N.

Pokud zvolime normélni podgrupu, je pfislusny faktor G/N opét grupou (faktor-
grupou), protoZe operace na t¥idach je dobfe definovana, tj. plati

[91][92] = [9192]-
3. KLASIFIKACE

Abychom popsali p¥islusné podgrupy, véimnéme si nejprve, ze grupa translaci R?
reprezentovand maticemi
E t 3
(0 1),kdet€R ,

je normélni podgrupa SE(3), kde E je jednotkovd matice, protoze pro kazdé R €
SO(3) a u,t € R? plati

R w\(E t\(R" —-R™™\ (E Rt
GG DG )= 1)
Vysledné faktorgrupa SFE(3)/R? je izomorfni s grupou SO(3) a SE(3) — SO(3)
je prislusna projekce. Protoze jde o Lieovy grupy, prislusnd projekce je hladké
zobrazeni. Tedy kazda Lieova podgrupa SE(3) ztZena k R3 (jadro projekce) je
také Lieova podgrupa R* a kazd4 Lieova podgrupa SFE(3) ztzena k SO(3) (jeji
obraz v projekci) je také Lieova podgrupa SO(3). Postupujeme tedy obraceng, hle-
ddme podgrupy SO(3) a R? a ovéfujeme, jestli jejich polopFimy souéin je souvislou
Lieovou podgrupou E(3).

3.1. Podgrupy R® a SO(3)

Prislusné podgrupy si uvedeme formou seznamu a ¢tenafe se zadjmem o podrobnéjsi
diskuze odkazujeme opét na knihu [3]. Je celkem jednoduché ovéfit, ze souvislé
Lieovy podgrupy SO(3) jsou, aZ na izomorfismus, pravé t¥i, a to 0, SO(2) a SO(3).
Nesouvislé Lieovy podgrupy SO(3) zde nezkoumame. Lieovy podgrupy R? spolu
se sCitanim maji strukturu bohatsi, jsou to, az na izomorfismus, podgrupy

R? R* R, 0,

pZ, pZ x R, pZ x R%, p € R,

pZ X qZ., pZ. X qZ. X R, p,q € R,

pZ X qZ. X rZ, p,q,T € R.

Opét je lehké ovérit, ze tyto podmnoziny jsou Lieovy podgrupy, ale pro opacny
smér je nutné nahlédnout do zminéné literatury.
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3.2. Podgrupy SE(3)

Sefadime vysledné podgrupy podle dimenze (dimenze je tu pocet parametrit),
popiseme pripadné invariantni plochy, pokud existuji, a uvedeme pfislusné matice
ve vhodné bézi.

Hleddme dvojice podgrup A € R®*, H ¢ SO(3) takovych, ze H x A C SE(3)
je podgrupa. Uvédomme si, ze pokud je G podgrupa SE(3), pak jeji zizeni k R
musi byt normalni podgrupou v G a musi platit, ze prislusny faktor je izomorfni
s jejim ztZenim k SO(3), tj. G/A = H musi byt podgrupa SO(3). Znamena to,
Ze hledame takové dvojice (H, A), kde A je uzavfena na konjugovani prvky H, tj.

maticove
R 0\ [(Es t\(RT 0\ _ (E; Rt
(05 (= (5 ®ea wenen

Je vidét, ze hledame takové dvojice (H, A), kde akce maticového nasobeni prvky
z H zachovava mnozinu A.

Pokud vezmeme za A cely prostor R?, je jasné, Ze za H mizeme pouzit viechny
tfi podgrupy SO(3). Dostaneme tak podgrupy SE(3) dimenze 6,4 a 3 (viz ta-
bulky). Poznamenejme, %e v dimenzi 5 ndm zidna podgrupa nevyjde, a tedy ne-
existuje kinematickd dvojice s péti stupni volnosti. Prislusnéd invariantni plocha
vSak v zddném z téchto pfipadu existovat nemuze, protoze akce grupy A generuje
vSechna posunuti, a zobrazi tedy libovolny bod na libovolny bod v R®. Invariantni
podprostor je pouze celé R? bez ohledu na to, jaké rotace piidame.

dimenze podgrupa
6 SO(3) x R® = SE(3)
5 _
dimenze podgrupa

4 SO(2) x R® = SE(2) xR

Pokud vezmeme za A podprostor R?, je moznosti vice. Za H nemtizeme zvolit
grupu viech rotaci SO(3), protoze ta A nezachovava. Volbou podgrupy SO(2) tak,
7e prisludné rotace jsou v ose normadly, dostaneme SFE(2) a pfislusnd invariantni
podplocha bude izomorfni R?. Stejnou plochu bychom dostali i volbou trivialni
podgrupy, ale plocha, ktera by byla invariantni vii¢i posunuti ve dvou nezavislych
smérech a jejich linedrnich kombinacich, by byla izomorfni s R* ¢ R®. Takova
plocha by ale byla také invariantni vici rotacim ve sméru normaly.

Zbyvajici moznost v dimenzi 3 je volba A = pZ x R* a H = SO(2). V tomto
pfipadé je nutné, aby prvni slozka grupy A byla osou rotace H. Pfislusnym in-
variantnim podprostorem pak mohou byt disjunktni rovnobézné roviny vzdalené
o p, nebo celé R3. V prvnim p¥ipadé neni plocha souvisld a v druhém piipadé se
nejedna o plochu. Shrneme si tedy dimenzi t¥i v tabulce.

dimenze podgrupa
3 SO(3) x R = SE(2), R?, H, x R®

Jediné invariantni podplochy vzhledem k Lieové podgrupé euklidovské grupy pro
volbu A = R? jsou tedy roviny v R®. Pfislugna matice rotaci pak vypada ve vhodné
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béazi nasledovné
1 0 0 0
0 cos(@) —sin(f) ty
0 sin(d) cos(@) ta2|’
0 0 0 1

kde t1,ts2, 0 € (0,27T>.

Pokud vezmeme za A podgrupu R, dostdvdme v dimenzi 2 jednu plochu a
v dimenzi 1 dvé plochy. Grupa vSech rotaci pfimku nezachovéava, tedy SO(3) zvolit
nelze. Volba rotaci SO(2) s osou rotace ve sméru pfimky funguje, a dostavame tak
jedinou kinematickou dvojici dimenze dva.

Poznamenejme, Ze v dimenzi 2 mame jesté uz prodiskutovanou volbu A =

R?, H = 0 a volbu A = 0, H = SO(3), kterad odpovida posledni volbé A =0

dimenze podgrupa
2 SO(2) x R,SO(3), R?

1 0 0 t

0 cos(f) —sin(f) 0

50(2) xR 0 sin(d) cos(d) O

0 0 0 1
0 cos(p) —sin(p) O 1 0 0 0
1 0 0 0] [0 cos(d) —sin(f) 0
50(3) 0 sin(p) cos(p) O 0 sin(d) cos(@) O
0 0 0 1 0 0 0 1

V dimenzi 1 ndm zbyva pouze volba A =R, H=0a A =0, H=5S0(2) a volba
Sroubovice H,. K témto obéma podgrupam piislusné invariantni plochy, a tedy i
kinematické dvojice existuji.

dimenze

podgrupa

1

50(2)7 ]Ra Hp

0
cos(6)
sin(6)

0

S0(2)

OO O

0
— sin(6)
cos(6)
0

= O O O

0
cos(
sin(
0

SO(2) x H

0
9)

hS]
S o o

0

) —sin(0)

cos(6)

0

=
>

\
O
3
&

_ o O

OO O

oS O = O

o= o o

t
t
t
1

Na zavér uvedeme tabulku vSech Lieovych podgrup grupy SF(3) a tabulku téch,

kterym odpovidaji kinematické dvojice.
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dimenze podgrupa
6 SO(3) x R® = SE(3)
5 —
4 SO(2) x R* = SE(2) x R
3 SO(3) x R? = SE(2), R®, H, x R?
2 S0(2) x R,SO(3), R?
1 SO(2), R, Hy,
dimenze podgrupa
3 SE(2), R
2 SO(2) x R,S0(3)
1 SO(2), R, H,
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ZEMEPISNA VYSKOVNICE - VLASTIVEDA V ZAJIMAVYCH
SOUVISLOSTECH

JAN PAVLIK

ABSTRAKT. Populdrné pojaty ¢lanek se zabyva pojednanim o uziti obecného prin-
cipu vyznamnosti v geografii. Bez nutnosti predeslé znalosti jakychkoliv odbornych
pojmu ¢i faktd jsou vysvétleny pojmy vyskovnice a inverzni vyskovnice. Jsou uve-
deny hlavni pfiklady jejich uplatnéni v geografii fyzické a socioekonomické.

1. Uvop

Svét se ndm zmensuje. Zijeme v dobé internetu, kdy okamzité spojeni s druhym
koncem svéta je jiz samoziejmosti, v dobé snimkovacich druzic, které nadm prostied-
nictvim internetu umozni pohled na jakékoliv misto na svété, a v dobé letecké
dopravy, ktera nas na tato mista béhem jednoho aZ dvou dnti dopravi. Neminim ted
psat o nezanedbatelnych zapornych dopadech tohoto technického pokroku, které
rovnéz vyrazné prispivaji k ,zmensovani svéta“ — vycerpani prirodnich zdroju,
populac¢ni explozi, zmensovani souse v dusledku tani pevninskych ledovcii, apod.
Clovek, ktery Zije v tomto svété zmenseném v disledku technického pokroku, mé
skoro pocit, Ze na ném uz neni co objevovat. A rozhodné ne v srdci nejprozkou-
manéjsiho svétadilu — Evropy. Nebo snad ano? Uz pfece vime, ze voda z Cech tece
do Severniho mofte, ze nejvyssi horou Karpat je Gerlachovsky stit a ze propast
Macocha je vytvorena fekou Punkvou. Tohle vSe uz nas$i pfedci postupem casu
zjistili. Jsou snad jesté skutecnosti tykajici se nasi krajiny, které stale ¢ekaji na
objeveni? Pokusim se ukdzat, Ze ano.

2. VYZNAM VRCHOLU URCENY POLOHOU A VYSKOU

2.1. Vyskovnice

Uvédomme si, ze po staleti, kdy se na nasem tzemi budovala civilizace, se tato
krajina v podstaté nezménila. Neméam na mysli oblasti poddolovanych tizemi, od-
lesnéni za tcelem zemédélstvi, vodni dila apod. Mam na mysli polohy jednotlivych
kopci a hor a jejich vysku. Ta je stale témér stejna. A protoze s nadmorskou vys-
kou roste ur¢itd vyznamnost mista, at uz je to kviili moznostem vyhledu, ¢istoté

2010 MSC. Priméarni 00A09, 00A69, 68U05.

Klicovd slova. vyznamnost, vyskovnice, spadova oblast.

Préce byla podpotena projektem A-Math-Net Sit pro transfer znalosti v aplikované matema-
tice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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prostiedi, casové délce snéhové pokryvky nebo dosahu tieba vysilac¢t, hraje roz-
misténi kopci a jejich nadmorska vyska dilezitou roli v zivoté ¢lovéka, aniz si to
mozna uvédomujeme.

Na tuto roli mizeme nahlizet dvojim zptisobem. Prvni je prostfednictvim pojmu
,vysSkovnice“. Uvazme néjaké misto A v krajiné, napt. misto, kde Zijeme, a jeho
nadmotskou vysku, dejme tomu 250 m. Pak ,zajimavé“ vrcholy (kopce, hory) jsou
pro nas zejména ty, které jsou vyssi nez onéch 250 m, ovSem ¢im vys$i a blizsi, tim
jsou zajimavéjsi. Za vrchol mizeme obecné povazovat libovolné lokalni maximum
vyskové funkce, z praktickych divodt si vsak vystacime s témi, které jsou od
ostatnich vyssich oddéleny dostatecné hlubokym sedlem. Jedna se tedy o body,
pro které plati, ze kazda geodeticka krivka, tj. kfivka vedouci po povrchu zemé,
spojujici dany bod s bodem vyssim, prochazi bodem (napf. sedlem) o asponi 10 m
niz8$im nez dany bod. Za této situace by sice nemély vrchol idealni stolové hory a
sopky s okrajem krateru v konstantni vysce, ty vSak v prirodé obecné neocekavame.
Hloubku 10 m je mozno zménit na jinou konstantu ¢i zavést promeénliveé dle vysky
(napf. ﬁ vysky uvazovaného bodu).

Podle vysky a vzdalenosti od vztazného mista mizeme vybrat mnozinu vSech
pro nas zajimavych vrcholi — jsou to ty, které nemuze jiny vrchol prebit tim, Ze
byl k ndm bliz a vys. Proto tato mnozina, kterou nazveme (vrcholovd) vgskov-
nice vzhledem k bodu A, odpovida piesné principu ,jdu dal — jdu vys“. Nyni
si tedy kazdy mtze polozit otdzku: ,Jakd je vyskovnice vzhledem k mistu, kde
se pravé nachazim?“ Zajimava je urcité predstava, Ze podobnou otazku si mohli
klast i lidé pred davnymi véky, kdyz napiiklad hledali vhodné misto pro umisténi
pozorovatelny, pro lovisté zvére (které mohlo byt diky horské nedostupnosti zé-
vislé na nadmoiské vysce) a podobné. Odpovéd si kazdy miize najit sém pomoci
kruznicového algoritmu na internetovych strankach [3] (hledej vZdy nejvyssi vrchol
v kruhu). Za ty z Brna si uz dali praci ¢lenové tabornického klubu Korysi Ceské
tabornické unie — brnénskou vyskovnici najdete popsanou na [1]. Na obrézku 1 je
znizornéna jeji ¢ast v Ceské republice.

2.2. Oblast vyznamu

Jak bylo feceno, jsou dva mozné pristupy, jak nahlizet na vyznamnost rozmisténi
kopci v krajiné. Ten druhy je obracenym pristupem k vyse uvedenému. Predstav-
me si, Ze se ¢lovék vydal z mista A na vrchol V' jeho vyskovnice, tfeba proto, aby
tam postavil pozorovatelnu. OvSem tam se mohl setkat s ¢lovékem, ktery vyrazil
za stejnym cilem, ale z bodu B, taktéz podle vyskovnice. Tahle situace jej nemuze
prekvapit, vzdyt takovych bodi jako je A nebo B je skoro ve vsech piipadech ne-
kone¢né mnoho! Tato mista totiz vyplni celou oblast v okoli vrcholu V' — nazveme
ji tnverznt vyskovnice vrcholu V. Uvézime-li, co maji tato mista spole¢ného, do-
jdeme k poznéni, ze tuto oblast mizeme dobie vymezit do tvaru mnohothelniku,
jehoz strany vzniknou jako osy oddélujici vrchol V' od dalsich vrchold stejné nebo
vétsi vysky. Na rozdil od hledani vyskovnice je tedy nalezeni inverzni vyskovnice
pomérné jednoduchou zalezitosti. Pokud bychom ji nasli ke kazdému vrcholu, pak
zpétnym pochodem dostaneme ke zvolenému bodu A vySkovnici jako mnoZinu
vSech vrchold, v jejichZ inverzni vyskovnici bod A lezi.
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Obrazek 1. Vrcholova vyskovnice pro Brno.

Princip vyskovnice a jeji inverze jsou v tomto pripadé konkrétnimi piiklady
obecného matematického principu. Ve vlastivédé jej mizeme uplatnit jinym, a
mozné jesté prekvapivéj$im zplisobem. Nejprve se vrafme k nasemu piikladu in-
verzni vyskovnice. Vime uz, jak takovd mnozina (¢ast krajiny) vypadd pro dany
vrchol V. Uvédomme si, co tato oblast urcuje. Vzhledem k tomu, Ze je vyplnéna
body, pro néz je vrchol V' ve vyskovnici, tedy pro néz je V vyznamny vrchol, ur-
Cuje tato oblast vyznam vrcholu V. Inverzni vyskovnici tedy mtzeme méfit vyznam
vrcholu vzhledem k jeho vysce a poloze v krajiné. OvSem ¢lovek je zvykly mérit
veli¢iny v ¢islech, proto miizeme tento vyznam vyhodnotit napiiklad jako plosny
obsah prislusné oblasti. Takto definovana veli¢ina pak dava vétsi vyznam vrcholu
s rozsahlejsi inverzni vyskovnici. Neznamena to vsak nutné, ze vyznamnéjsi vrchol
musi byt vy$si. Uvazme napiiklad nejvyssi vrchol nasi republiky Snézku (1602 m
n. m.) a nejvyssi vrchol Dolniho Rakouska Klosterwappen (2076 m n. m.) v masivu
Schneeberg. Velikosti inverznich vyskovnic (odvozeno dle [2]) jsou:

Snézka: 535 985 km?

Klosterwappen: 87 381 km?

Na obrazku 2 je nazorné vidét rozdil ve velikostech jejich inverznich vyskovnic
(uzavienych mnohotihelniki). Ctendf mtze saim posoudit, zda takto uréeny vy-
znam odpovida skutecnosti.
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Obrazek 2. Oblast vyznamu (modry polygon) pro Snézku a Klosterwappen.

3. VYZNAM URCENY POLOHOU A POPULACI

3.1. Populaéni vyznam

Zmeéteni plosného obsahu oblasti neni jediny zptsob, jak tuto mnozinu ohodnotit.
Vzhledem k tomu, Ze vSe, nakonec i to, jak je ktery vrchol vyznamny, ovliviiuji
lidé, vyssi vipovédni hodnotu by mohlo mit spocitani zalidnéni dané oblasti. Timto
zpusobem pak naptiklad mizeme zjistit pripadny dopad cestovniho ruchu na da-
ném vrcholu — ten s vétsim populacnim vyznamem muze ocekavat vétsi mnozstvi
turistd, lyzafa apod. OvSem ¢lovék je tvor prizpusobivy a vyznamnost nékterych
vrchold rad vyuzije ve sviij prospéch. Ohodnotime-li vrcholy podle jejich populac-
niho vyznamu, mtzeme opét urcit jejich inverzni vyskovnici — ovSem porovnavanou
veli¢inou nyni nebude vyska, nybrz pravé hodnota popula¢niho vyznamu. Takto
ziskana oblast miize vypadat kupodivu i docela odlisné od oblasti ptivodni, i kdyz
ve vétsiné pripadu dojde pouze k malym odchylkdam. Tyto mnoziny mtzeme chapat
jako oblasti vyznamu daného vrcholu v jakémsi druhém kroku. Takto miZeme po-
kracovat dal do dalsich krokti, az dostaneme vyvazeny, dale neménny stav. Dikaz
konvergence tohoto postupu je uveden v [4].

V praxi mizeme tento postup vnimat tak, ze v horach s velkym popula¢nim
vyznamem se lidé pfipravi na névstévniky turistickou vybavenosti (u stiediska
s vétsim vyznamem muzeme Cekat vétsi vybavenost). V druhém kroku pak popu-
la¢ni vyznam mize udavat oblast, kterou mtze dany vrchol naldkat svou turistic-
kou vybavenosti, tedy ziska vice navstévnikil, coz opét vede ke vétsi vybavenosti.
Kazdy dalsi krok tedy urcuje dalsi hypoteticky stav vyvoje — naptiklad stav (po
jednotlivych sezénach) rekreacnich stfedisek zavislych na navstévnosti s prvotnimi
podminkami uréenymi krajinnymi hodnotami (polohou a nadmotskou vyskou).

3.2. Populaéni vyskovnice

Jing zptisob vyuziti vyskovnice a jeji inverze spo¢iva piimo v lidské populaci. Rek-
néme, Ze kazdd obec ma uréenu velikost (podet obyvatel) a polohu (vztazenou



ZEMEPISNA VYSKOVNICE 25

Ice Q
© Napsjedla
Slavitin
o

Witersdort der Zaya 1 | et _\ \ Famzénake

mmunn LY ] i \M ava
Neusiedl an Senica J\ ) )ad Vi
Mistelbach Date map - Podminky poudit’ | P‘emm Eodminky péuit

@M!E |
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Obrazek 4. Spadova oblast pro Ceské Budgjovice (nepiekryta oblast v CR) a mezinarodni
spadové oblast Brno (modry polygon).

napf. k obecnimu ufadu). Nyni mtzeme hledat tzv. populacni vyskovnici — k da-
nému bodu v krajiné to bude opét mnozina, tentokrat obci, které budou ,blizké
a velké“. Zhruba FeCeno, dostanou se tak do ni vSechny obce od nejblizsi vsi, pies
blizké mésto, okresni, krajské az po Prahu, zajimame-li se pouze o obce v CR.
Tento seznam je pro vétsinu z nas dobfe zndmy — napf. potfebujeme-li néjakou
véc a FeSime, kam ji nejspis jet opatfit. Nepojedeme zbytecéné do mésta B, kdyz
je mésto A blizsi a vétsi. V redlném zivoté ovSsem hraji roli i skutec¢nosti, jako je
dostupnost a jejich vybavenost. To vSak muzeme vyfesit predefinovanim ,vzdale-
nosti“ a ,velikosti“ obce.

3.3. Spadova oblast

OvsSem také inverzni populacni vyskovnice ma v redlném svété uplatnéni. Co
vlastné tato mnozina k dané obci urcuje? Jedna se pfesné o oblast, pro niz je
dana oblast vyznamné. Jde tedy o spadovou oblast, neboli oblast ptisobnosti, a¢
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se v ni nemusi zrovna nachézet piislusny ufad. Jako piiklad uvedme inverzni po-
pulaéni vyskovnice pro Bieclav, Zlin, Ceské Budéjovice a v mezindrodnim méritku
pro Brno.

Jak je vidét z obrazkt 3 a 4, Bfeclav urcuje v podstaté svij okres, Zlin sviij kraj
a C. Budgjovice byvaly Jihocesky kraj. Brno m4 - i na mezinarodni trovni, kdy
uvazujeme porovnani i se zahraniénimi mésty - za svoji spadovou oblast Moravu
a blizké okoli. Inverzni popula¢ni vyskovnice ndm tedy dava pfirozeny zpusob, jak
rozdélit izemi na spravni jednotky.
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MATEMATIKA NA POZADI GEOGRAFICKYCH
INFORMACNICH SYSTEMU

VIT PASZTO A LUKAS MAREK

ABSTRAKT. V poslednich letech se stava geoinformatika a jeji nastroje (zejména GIS
— geograficky informacni systém, materidly DPZ — dalkovy prizkum Zemé, GPS —
Global positioning system, mapové servery, aj.) samoziejmou soucésti zivota lidi
na celém svété. Mnohdy si ani uzivatel neuvédomi, ze pravé geoinformatika v dany
moment slouzi k jeho lepsimu rozhodovani. Piikladem muize byt navigace ridice vo-
zidla po silni¢ni siti pro dosazeni svého cile. Aniz by to bylo zfejmé, tak onen fidi¢
pouzivd dohromady hned nékolik (geo)informacnich technologii — samotny pfistroj
s GPS ¢ipem, mapové podklady, vektorové vrstvy silni¢ni sité, letecky ¢i druzicovy
snimek, ¢i 3D modely budov. AvSak na pozadi vieho je spravna sitova analyza pro
nalezeni nejkratsi/nejrychlejsi cesty, jez vyuzivd matematickych algoritmi, jelikoz
se jednd o optimalizaéni tlohy v orientovaném a ohodnoceném grafu. A obdobné
kazda GIS analyza vyuzivd matematického aparatu, at jednoduchého nebo slozi-
tého. Ucelem tohoto piispévku neni pfedstaveni novych matematickych formuli pro
feseni prostorovych analyz, ale ukdzat pouziti zakladnich matematickych principa
v nejruznéjsich aplikacich. Autofi chtéji pfiblizit ¢tendftm geoinformatiku jakozto
aplika¢ni védni disciplinu, a podnitit tak jejich zajem o interdisciplinarni spolupraci.

1. Uvop

Ve 20. stoleti byla v geografickych védach hlavnim rysem jejich kvantifikace [14,
16]. Pozdé&ji po 2. svétové valce byly dostupné prostiedky pocitactll, jez umoznily
vznik geoinformatiky ¢i geomatiky. Nasazeni matematiky v geografickych discipli-
nach nové mohlo vyuzit vypocetnich kapacit pocitaci. Jiz zavedené matematické
metody mohly byt rychleji implementovany, testovany a dale rozsifovany tak, aby
vysledné analyzy byly presnéjsi a spolehlivéjsi. Geografie se dostavala do pocitaco-
vého prostiedi, a tak mohly vznikat prvni geografické informacni systémy (GIS).
Vznikl tim i novy védni obor — geoinformatika (v zahraniéi ¢asto termin geomatika
¢i ,geographical information science®).

Matematické tlohy a metody jsou dnes jiz plné vnofeny do nastroju GIS pro
analyzy geodat, jez reprezentuji geografické jevy a procesy. Specialisté GIS dnes ne-
potfebuji znat vSechny matematické metody, rovnice a vztahy do detailu, nicméné
je dulezité rozumét jejich funkci, vyznamu a pouziti. Nasledujici pfispévek uka-
zuje fundamentalni matematické vztahy a jejich pouZziti. Autofi si nekladou za cil
dokazovat ¢i rozvijet jejich formule ani vyvozovat zavéry z jejich (ne)spravného
pouziti. Dtiraz je kladen na to, aby si ¢tenaf uvédomil, ze matematika se skryva ve

Klic¢ovd slova. geoinformatika, GIS, aplikace matematiky, prostorova data, GIS analyza.
Préace byla podpotena projektem A-Math-Net Sif pro transfer znalosti v aplikované matema-
tice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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vSech pfirodnich védach, geoinformatiku nevyjimaje. P¥ispévék ma za cil seznamit
Ctenafe s aplikacemi GIS, inspirovat je pro zlepSeni pouziti matematickych metod
v danych aplikacich a nabidnout moznost interdisciplinarni spoluprace.

2. CO JE GEOINFORMATIKA A GIS

Existuje mnoho definic, co je to geoinformatika, avSsak béhem svého vyvoje lze po-
uzit nasledujici tvrzeni, ze geoinformatika je souhrn védeckych poznatkti a moder-
nich technologii, které se zabyvaji strukturou a charakterem prostorové informace,
jejim redlnym zachycenim, uloZenim, klasifikaci, analyzovanim, zobrazovanim a
predavanim uzivatelim formou geovizualizaci, véetné zajisténi spravného pocho-
peni zobrazované skuteénosti (upraveno podle [21]). Geograficky informaéni sys-
tém (GIS) je podmnoZinou geoinformatiky a zahrnuje sou¢innost hardware, soft-
ware, prostorovych dat a lidi, ktef{ jej pouzivaji [22, 25, 27]. Nékdy jsou tyto ¢tyfi
komponenty podrobnéji rozepsany (zejména segment lid{) a pfidavaji se k nim také
uzivatelé, programatofi, instituce, poskytovatelé dat, klienti, techni¢ti pracovnici
a dalsi [3].

Geograficky informacni systém se lisi od klasickych informacnich systému pod-
statnou véci — dokaze efektivné pracovat s prostorovymi daty. Daty, které mimo
své ostatni atributy obsahuji také polohopisnou informaci (uréeni polohy pomoci
soufadnic). A cely systém pak pracuje s prostorovymi databdzemi, nad kterymi
lze provadét velké mnozstvi prostorovych operaci a analyz.

Vysledky GIS operaci a analyz je potfeba také prenaset dale na uzivatele a infor-
maci zobrazovat. Spole¢né s poznatky z kartografie a pocitacové grafiky disponuje
GIS silnym nastrojem pro vizualizaci prostorovych dat, a to pomoci statické (ana-
logové nebo digitalni) ¢i dynamické mapy, mapovou aplikaci, animacemi, videi, ale
v posledni dobé také virtudlni a tzv. augmented realitou. Geografické informacni
systémy tak umoznuji, resp. geoinformatika umoznuje vysoce efektivné prostorova
data sbirat, ukladat, spravovat, analyzovat, modelovat a v neposledni fadé zobra-
zovat.

3. APLIKACE MATEMATIKY V GEOINFORMATICE A GIS

NV xevs

Ke zcela nejzékladnéjsim a nejbéznéjsim ucelim v ramci GIS analyz je pouzita
algebra (v GIS oznaceni jako tzv. mapova algebra) a teorie mnozin. Velmi vyznam-
nym prvkem v ramci GIS je prace s topologii, jez je i vzhledem k praci s prostoro-
vymi daty zcela kli¢ova v pojeti GIS. Siroké uplatnéni nachazi aplikace matematiky
pri feSeni tloh se soufadnicovymi systémy (transformace, projekce, apod.).

Komplikované jsou také tlohy, které vyzaduji liniova data, tzv. sitové analyzy.
Nejriznéjsi optimalizaéni a jiné dlohy se v GIS neobejdou bez teorie grafi a al-
goritmil nad nimi. Pfevratnou zalezitosti v pfirodnich védach bylo pouziti teorie
fuzzy mnozin a fuzzy logiky, jez je dnes implementovana v mnohych GIS soft-
warech. V posledni dobé také stale castéji pronika do oblasti geoinformatiky kon-
cept fraktalni geometrie a teorie chaosu. Nasledujici text kratce seznamuje s témito
aplikacemi matematiky ve spojeni s GIS a geoinformatikou.
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3.1. Teorie mnozZin, mapova algebra, logické operatory

Zakladni poznatky z teorie mnozin, algebry ¢i vyrokové logiky naleznou své uplat-
néni i v ramci geoinformatiky. Tim nejelementarnéjsim prikladem vyuziti teorie
mnozin v prostiedi GIS jsou, z pohledu geoinformatiky, tzv. overlay operace jako
je Erase, Intersect, Union a dalsi (Clip, Update, Identity). Prvni t¥i jmenované
odpovidaji postupné operacim rozdilu, pruniku a sjednoceni dvou mnozin. Operace
odpovidajici doplitku mnoziny v GIS nema své pojmenovani.

Erase
(odpovidéa operaci A—B)

A B
Intersect
(odpovida operaci AnB)
A B

Union
(odpovida operaci AuB)

Obréazek 1. Zakladni mnozinové operace v GIS.

Principy komutativnosti a asociativnosti mnozin, stejné tak jako distributivnost
a dalsich lze samoziejmé pouzit také pri GIS operacich. Tyto operace jsou v praxi
vyuzity napf. k pripravé dat do dalSich analyz, pfi vybérech vrstev, spojovani
vrstev, pri modelovani, aj.

Mapova algebra zahrnuje dalsi zcela zdkladni operace s GIS vrstvami a dé
se uplatnit pouze na rastrova data (gridy, letecké ¢i druzicové snimky, obrazové
formdty). Jednotlivé vrstvy jsou pak jednoduSe podle daného pfedpisu kombino-
vany, kdy kazdy pixel rastru ziskd novou hodnotu. Téchto operaci je vyuzivano
pri praci s materidly dalkového prizkumu Zemé (DPZ), napt. pfi hodnoceni mul-
tispektralnich druzicovych snimkt pomoci raznych indext (Normalized Difference
Vegetation Index — NDVI, aj.).

Logické operatory a jejich pravidla se pouzivaji v ramci GIS jako v progra-
movacich jazycich. V ramci GIS byly drive vyvijeny nativni programovaci jazyky
jednotlivych softwarti, od ¢ehoz se postupné ustupovalo a dnes je jiz pro vyvoj
GIS pouzito béznych programovacich jazyka (Visual Basic, C++, Python). Préce
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Obrazek 2. Ukazka mapové algebry v Raster Calculatoru v prostfedi ArcGIS 9.x.

v GIS neprobiha pouze pomoci dialogovych oken, Ize samoziejmé vstoupit do pro-
stfedi pro psani skripti. Stejné tak je pouzito i jazyka SQL pfi dotazovani. Lo-
gické operatory jako je konjunkce (And), disjunkce (Or) , negace (Not), implikace
(If...then...), ekvivalence (If and only if...). Jejich implementaci lze vidét i na
predeslém obrazku.

3.2. Topologie

Dulezitym konceptem v ramci struktury geografickych informacnich systému a
manipulace ¢i dotazovani s prostorovymi daty uvnitf nich je topologie. Kromé in-
formace o své poloze dokazou prostorova data uchovavat také informace o topologii
(zejména o sousedstvi), na jejichz zakladé je s nimi mozné pracovat obdobné jako
s mnozinami. Topologie v pojeti GIS je tedy sada pravidel a chovani, ktera mode-
luji, jak mezi sebou body, linie nebo polygony sdileji geometrii [5]. Aby byla data
topologicky ¢ista, vyuzivd se zejména topologickych konceptii — konektivity (dvé
linie se na sebe napojuji v uzlech), definice plochy (linie, které uzaviraji néjakou
plochu, definuji polygon) a také sousednosti (princip okiidlené hrany — linie maji
smér a nesou informaci o objektech napravo a nalevo od nich)[1].

Praveé topologie geografickych objektid umoziiuje jednu ze zékladnich analytic-
kych funkei GIS — topologické prekryti [10]. Topologickym piekrytim je myslena
skupina operaci s mnozinami, kde mnozinou je myslena informacni vrstva obsahu-
jici jeden nebo vice prvki. Zakladnimi operacemi jsou mys$leny prinik (intersect),
sjednoceni (union) a prostorové pfifazeni (identity). Specidlnimi pfipady topolo-
gickych operaci jsou potom clip, erase, update, split a ddle také merge (spojeni
dvou vrstev do jedné a odstranéni hranic mezi objekty se stejnymi atributy) a
dissolve (rozpusténi hranic objektl na zékladé stejné vlastnosti)[1].

3.3. Projekce a transformace

Zemé ma ve skutecnosti velmi nepravidelny tvar, jehoZ nejblizsi aproximaci je ge-
oid. Geoid je téleso tvorené ekvipotencialni plochou, ktera se co nejvice primyka
stfedni klidové hladiné mori a oceanu a zaroven prochéazi danym nulovym bodem
[17]. Geoid je ov8em stale velmi slozité a matematicky nedefinovatelné téleso, a je
tedy pro sviyj slozity tvar nevhodny ke zpracovani v kartografii a GIS. Nahrazuje se
proto matematicky jednodussimi télesy nebo plochami, které jsou nazyvany jako
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L/ zéna 1 | zéna 2 \
-+ +

zéna 1 zéna 2

[

zéna3 zéna4

zéna 3 | zéna 4

5

Obrazek 3. Topologické operace split [4].

referen¢ni. Jednotlivé referenéni plochy ¢i télesa se od sebe lisi (elipsoid, koule,
rovina) svymi parametry a také pfesnosti nahrazeni zemského télesa [23]. Nejcas-
t&ji pouzivanymi presnymi referenénimi plochami jsou elipsoidy, z nichz v CR jsou
vyuzivany zejm. Besseliv elipsoid (zeméméticska praxe), Krasovského elipsoid (vo-
jenskd mapovéni) a elispoid WGS 1984, jehoz stfed je totozny s tézistém Zemé a
je vyuzivan jako zadkladni pro satelitni méfeni polohy v systému NAVSTAR GPS
[26].

Pfi mapovani je nutné znat kvili presné lokalizaci mapovaného objektu nejen
pouzity referenc¢ni elipsoid, ale také kartografické zobrazeni, tedy zptisob, jakym
mé byt pfevedeno zobrazeni povrchu Zems z referenéniho povrchu do roviny (ma-
py). Kartografické zobrazeni je ddno matematicky vyjadfenou zavislosti mezi zemé-
pisnymi soufadnicemi na referenéni plose a soufadnicemi v zobrazovaci roviné [24].
Pro statni mapova dila CR je typické vyuziti Soufadnicového systému jednotné
trigonometrické sité katastralni (S-JTSK), ktery je definovan Besselovym elipsoi-
dem a Kfovdkovym zobrazenim (dvojité konformni kuZzelové zobrazeni v obecné
poloze)|[2].

Obrazek 4. Kiovakovo zobrazeni [6].

V riznych ¢astech svéta (nebo i na tzemi jednoho stétu) se pro rizné ucely
pouzivaji odlisné soufadnicové systémy a pro praci s prostorovymi daty vznika
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nutnost transformaci mezi nimi. Tyto transformace zajistuji transformacni rovnice
a prave zde je matematika nepostradatelnym prvkem k uspésnému fungovani GIS.

3.4. Sitové analyzy

Typickym piikladem skloubeni matematického aparatu a geografickych informac-
nich systému jsou sifové analyzy. V tomto piipadé jde o analyzy nad hranami a
uzly orientovanych ¢i neorientovanych grafi. Jde tedy o otézky, jimiz se zabyva
teorie grafi a algoritmy, které jsou aplikovany na prostorova data. Typickymi fese-
nymi tlohami jsou zde optimalizace grafti, hledani kostry grafu apod. V prostiedi
GIS jde zejména o sité, které maji sviij nezanedbatelny prostorovy rozmér a jsou
néjakym zplsobem lokalizovany — produktovody, silni¢ni sit nebo také sit hydro-
logicka. Problémy, které jsou na téchto sitich feseny, jsou tedy analogicky hledani
nejkratsi, nejrychlejsi nebo optimalni cesty, logisticky problém obchodniho cestu-
jictho nebo také dostupnost ¢i obsluznost uzli v siti (napf. dostupnost skol, zény
obsluznosti obchodnich domt, dopravni dostupnost a spadovost)[7].

4

(®) (Bf —= (P

Obrazek 5. Piiklad vyhledani nejlevnéjsi cesty v grafu [12].

V geografickém prostoru algoritmy pracuji zejména s euklidovskou metrikou,
ale mozné je také dalsi ohodnoceni hran ¢i uzlt pomoci vlastnosti terénu, doprav-
nich omezeni nebo socioekonomickych ukazatelti. Pro popis grafi a optimalizaci
v grafech se pouzivaji maticové nebo rela¢ni struktury. Pfedevsim to jsou matice
incidence, matice sousednosti, matice dosazitelnosti a dale potom distanc¢ni matice
nebo matice impedance [12, 13]. Nejvyuzivanéj$imi algoritmy v prostied{ GIS jsou
napf. Dijkstriv, Floydtv ¢i Dantzigiv [12]. GIS kromé statického modelovani op-
timalni dopravni trasy pfes zadané body umoznuje také interaktivni volbu trasy
a timto zptsobem muze ve svych analyzach zhodnotit také znalosti operatora.

Za vSechny stru¢né popisme Dijkstruv algoritmus, ktery je ¢asto pouzivan pro
vyhledavani nejkratsi nebo nejlevnéjsi cesty ¢i zafizeni. Cesta je vyhleddvana na
zékladé vazeného grafu a mmnoziny obsahujici poc¢ateéni a cilovou pozici. Pokud
chceme nalézt nejvhodnéjsi cestu z vychoziho umisténi s do cilové destinace d,
pak Dijkstriv algoritmus udrzuje mnozinu uzli S, pro kterou jiz byla nalezena
nejkratsi cesta z poc¢atecniho bodu. Algoritmus dale opakované prochazi zbyvajici
uzly mnoziny a vyhledava ty, které maji cesty miniméalni vahy. Po kazdém pri-
chodu dojde k aktualizaci nejvhodnéjsi cesty. Algoritmus pokracuje az do doby,
nez je do S ptidana pozice cile. Algoritmus zdroven splituje tyto podminky [12]. Je
kone¢ny, protoze v kazdém prichodu jeho cyklem se do mnoziny navstivenych uzla
prida pravé jeden uzel. Prichodd cyklem je nejvyse tolik, kolik ma graf vrchold.
V grafu se nesméji vyskytnout zaporné hodnoty.
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DOSTUPNOST CENTRA PRAHY PROSTREDKY PID - PONDELI 28.9.2009
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Obrazek 6. Casovéa dostupnost centra Prahy prostiedky PID [9].

3.5. Fuzzy mnoZiny a fuzzy logika

Teorie fuzzy mnozin a fuzzy logiky prinesla zpisob, jak se vypofadat s neurdi-
tosti, i do geoinformatiky. Redlné geografické procesy a jevy nejsou jiz samy ze
své podstaty diskrétni ¢i jasné ohrani¢ené. Nicméné jejich abstrakce v GIS musi
byt jasné dana geometrii. V poslednich letech vsak metody fuzzy mnozin a lo-
giky umoznuji, aby reprezentace téchto geografickych jevi a procestt mohla byt
reprezentovana také vagnéjsimi strukturami. Fuzzy skala, funkce prislusnosti, alfa
fez, princip rozsifeni, algebraické operace s fuzzy mnozinami a dalsi principy lze
velice efektivné vyuzit i v rdmci GIS. Konkrétni aplikace lze nalézt naptiklad pii
hodnoceni sesuvii pidy, typické pouziti je pfi Feseni ekotontt (pfechodné zény mezi
dvéma a vice biotopy [11]), dale napfiklad pfi hodnoceni rizik snéhovych lavin, pii
prostorovych rozhodovacich procesech, ale i napfiklad pfi vymezovani venkovskych
a méstskych typt obci [18]. Na obrazku 6 je ukdzka urceni miry p¥islusnosti obce
k venkovskému ¢i méstskému typu pomoci 8 indikatorti, na které byla uplatnéna
funkce prislusnosti.

3.6. Fraktalni geometrie

Ke konci 60. let 1ze datovat vznik odvétvi matematiky zabyvajici se teorii cha-
osu a fraktaly. Pfelomova prace Benoita Mandelbrota [15] shrnula myslenky a
predstavy o fraktalni geometrii, jez se stala Siroce akceptovanym odvétvim mate-
matiky. Zakladni principy sobépodobnosti, sobépribuznosti, méfitkové invariance,
mocninovych zakont, fraktalni dimenze a dalsi je mozné aplikovat i na geografické
jevy a procesy, které jsou v GIS reprezentovany jednotlivymi vrstvami. Jiz prosté
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Obrazek 7. Mira piislusnosti obci CR k venkovskému & méstskému typu.

zobrazeni zemského povrchu na leteckém snimku, tzv. krajinnd matrix [8] — mo-
zaika jednotlivych bodovych, liniovych a plosnych prvka krajiny, vykazuje frak-
talni charakter. Vsude, kde ma vyznam hodnotit komplexnost tvar krajiny, se
fraktalni geometrie dd pouzit. Snad nejcastéjsi pouziti fraktalni geometrie je v ob-
lasti urbanni geografie pti analyzach mést, silni¢ni sité v nich, struktury mésta, aj.
Fraktalni geometrii lze aplikovat také na hodnoceni krajinnych ploch, pro analjzu
ficni sité, pro klasifikaci objektd na zakladé fraktalni dimenze, pro analyzu tzv.
landscape pattern a hlavné také na hodnoceni vyuziti zemé (land-use) éi pokryvu
povrchu (land-cover). Na obrdzku 7 je zndzornéna analyza land-cover v ramci
tzemi ORP Olomouc s vyznacenim ploch s nejvétsi a nejmensi fraktalni dimenzi
([19, 20)).

4. ZAVER

Geoinformatika jako mlady obor silné orientovany na aplika¢ni rovinu ¢erpa z po-
znatkl tradi¢nich véd, mezi které patii pravé matematika, a snazi se jejich teorii
nejen vyuzit, ale zaroven i rozsifit o prostorovy aspekt. Matematika je tedy obsa-
zena ve velké ¢asti veskerych ukoni, ke kterym GIS slouzi. Pii sbéru dat a jeho
zpracovani jsou vyuzity transformace a souradnicové systémy, v pfipadé rastrovych
dat je mozné se zminit o kompresnich algoritmech pro jejich skladovani. Analyza
prostorovych dat je doslova protkdna funkcemi. Af uZ jde o topologické prekryti,
sitové analyzy, interpolac¢ni metody nebo o modelovani a simulaci pfirodnich ¢ de-
mografickych jevu, vzdy jde o aplikaci matematickych vztahii na prostorova data.
Jak je mozné vidét na prikladé pouziti fraktala a fuzzy logiky, tak GIS jako véda
se snazi drzet krok s nejnovéjSimi trendy v matematice a snazi se je uchopit tak,
aby prinesly uzitek i do svéta prostorovych analyz. V tomto prispévku tak byly
zminény pouze ty nejzakladnéjsi priklady pouziti matematického aparatu v geoin-
formatice. Témér ve vSech oblastech geoinformatiky, kde hraje matematika zasadni
aplika¢ni roli, je prostor pro vylepsovani a inovovani téchto matematickych metod.



MATEMATIKA NA POZADI GEOGRAFICKYCH INFORMACNICH SYSTEMU 35

LAND COVER ORP OLOMOUC V ROCE 2000

a vyznacgené plochy s minimalni a maximalni fraktaini dimenzi

Tridy Land Cover:

[ ] urbanizovana azemi

[ ] zemédiské plochy
[I0 Lesy a polopirodni oblasti
[ Humidni azemi

I:I Vodnf plochy

maximalni fraktalni dimenze:

A - Hlubogky (Marianské Udoli) - urbanizované plochy
B - Mokrad feky Bystfice - prirodni plochy

minimalni fraktalni dimenze:

C - Bystrovany - urbanizované plochy

0 5 10 km D - Les Krélovstvi - pfirodni plochy

Obrazek 8. Land-cover ORP Olomouc v roce 2000 a vyznacené plochy s minimalni a maximalni
fraktdlni dimenzi.

Nabizi se tak jedine¢nd moznost spoluprace napfi¢ témito dvéma védnimi obory,
ktera by byla pro vSechny strany prospésna.
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TRIAL — SYSTEM PRO PODPORU VYUKY MATEMATIKY

JAN CEPICKA A PETR NECESAL

ABSTRAKT. Cilem pfispévku je seznamit ucastniky seminafe se systémem Trial,
ktery je jiz nékolik let pouzivan ve vyuce matematiky na Zapadoceské univerzité
v Plzni. Trial dokéZe generovat zajimavé zapoctové i zkouskové pisemné price,
kdy pocet riznych pisemnych praci odpovida poc¢tu studentti. Trial se stava zaroven
pruvodcem ¢i pomocnikem studenta ve svété matematiky, a to zejména v naro¢nych
prvnich semestrech jeho studia.

1. Uvop

Systém s ndzvem Trial vznikl na katedfe matematiky (KMA) na Fakulté apli-
kovanych véd na Zapadodeské univerzité v Plzni (ZCU) a byl uréen zejména pro
studenty prvnich ro¢niki technickych fakult. Pivodni myslenka byla dat studen-
tim k dispozici on-line databazi prikladid z matematiky, pomoci které si budou
moci procvicovat priklady do zapoctovych a zkouskovych pisemnych praci. Tedy
studenti si budou moci naneéisto sami vyzkouset (odtud nézev z angl. trial) a vy-
feSit napf. cely zapoctovy test. Od té doby se Trial rozrostl na Ffadové stovky
typovych piikladt (kazdy piiklad je k dispozici v mnoha ndhodnych mutacich),
které se pouzivaji ve vyuce a pro pisemné prace v priblizné deseti velkych pred-
métech vyucovanych katedrou matematiky na péti fakultach ZCU kazdoroéné pro
priblizné 3500 studentd. Vefejna ¢ast Trialu je k dispozici na webové adrese

http://trial.kma.zcu.cz.

Svym rozsahem a pouzitim je Trial webovym serverem s jednou z nejvétsich na-
vétévnosti na ZCU. Pocet piistupii je (a to zejména v dobé pied zdpoctovymi
pisemnymi pracemi) srovnatelny s pristupem k pfedzapisu do studijni agendy uni-
verzity. Celoro¢ni névstévnost (pfesahujici 1,2 miliénu p¥istupit) zvysuji také ne-
zanedbatelné poéty piistupi z doménovych rozsahti dalsich vysokych gkol v CR,
zejména z VSB TU v Ostravé, z CVUT v Praze, z VUT v Brné, z JCU v Ceskych
Budéjovicich a také z nékolika stfednich skol Plzenského kraje. D4 se Tici, Ze pojem
Trial se stal uréitym symbolem a zaZzitou soucasti vyuky matematiky na ZCU.
Po kratkém seznameni se s Trialem na vysSe uvedené webové adrese sami dokazete
definovat, co je Trial:

i) publika¢ni systém,

2010 MSC. Priméarni 97U50; Sekundarni 97U30, 97U40.

Kli¢ovd slova. publika¢ni systém, generator pisemnych praci, multiple-choice testy.

Préace byla podporovana projektem A-Math-Net Sit pro transfer znalosti v aplikované mate-
matice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100) a projektem Modernizace obsahu a formy vyuky matematiky
pro pfirodni a technické védy (CZ.1.07/2.2.00/15.0377).
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ii) rozsdhlejsi sbirka (ne)fesenych ptiklada,
iii) elektronicka skripta,
iv) alozisté materidlt pro podporu vyuky matematiky.

KATEDRA MATEMATIKY =< T|'||A|_ FAV/FELIFST - MUMEUMS1 ¥ | [Obsan v |[1piikiad ¥ |[zadani+feseni Y| | submit
RI AL FAKULTA APLIKOVAYCH VED
TAPADCESKA UNERZTA Y P Obsah: Matematika 1 pro FAV,FEL,FST

4. Ciselné posloupnosti a fady
4.1 Viastnosti posioupnosti
4.1.4. Posloupnosti typu a_n=ann

o iy

posay

Nové zadani MALMATK MELMLZML (c)
Pfiklad 4.1.4 (03) Irek. 10}, [pol. 6]
+VZORCE 2p azk pisemek .
. Uvarujme posloupnost {a.}+%, kde a, = 3" — 170n.
ek Sk, oo | Ay A 13 5 s vESY
Onine: Natrtnéte graf posloupnost
« Phijimatky 2 matematiky na ZEU a) D e graf poslon 0sti .
Penimiy: ) Naértnte graf posloupnosti {a,}
b) Urtete alespoit jeden index n takovy, ze a, = 4780389,
eritky a pecevsim eBOOKs o
¢) Je posloupnost {a,} omezens ?
ey ot 3% 600 et b p— T
d) Uréete supremum a infimum posloupnosti {a, }.
+Rozlozen( sil ., N . L
e) Je posloupnost {a,} ostfe rostouci nebo ost¥e klesajici 7
K 5 a0, 20 e 1500 I
+Strugn o TRIALu
Interaktivni matematika, "E-learning™ MAL MALk,ME1,MLZM (i)
o . Reseni 4.1.4 (03) Irek. 10], [pol. 6]

[b) n=14c) NEd) A, —607 ¢) NE ]

Obrazek 1. Webové rozhrani prvni generace Trialu.

2. NAVRAT DO HISTORIE TRIALU

Nez se podrobnéji sezndmime s tim, co systém Trial nabizi studentiim a pedago-
gtim v roce 2011, podivejme se kratce do minulosti na vyvoj systému béhem deviti

let.

i) Zrod myslenky vytvofit na ZCU generator pisemek je datovan do obdobi od

ii)

iii)

iv)

vi)

vii)

9. do 13. zari 2002, kdy se konala 27. konference o matematice na skolach
VSTEZ v Hejnicich. Po&atky Trialu jsou tak spjaty s nasledujicimi vyroky,
které byly na této konferenci prezentovany (viz [1]):

(a) Uroveii matematickych znalosti u priimérného absolventa stfedni skoly
a uchazede o studium na Fakulté elektrotechnické (FEL) a Fakulté
strojni (FST) je na historickém minimu.

(b) Nepfipravenost uchazecii k samostatnému studiu ur¢ené problematiky
je v tomto pfipadé na historickém maximu.

31. fijna 2002 probéhla prvni zadpocCtova pisemna prace, kterda byla vyge-
nerovana pocitacem. Generovani probéhlo v ramci pfedmétu Matematika 1
(KMA/ME1) na FEL.

1. listopadu 2002 byl generator nazvan Trial (viz [3]): trial = soud, soudni
proces, preli¢eni, liceni, zkouska, zkusebni, pokus, experiment, strast, utr-
peni, souzeni, trapeni.

7. ledna 2003 probéhla prvni zkouska v rdmci pfedmétu KMA/ME1L, kdy
Cast pisemné prace byla generovana systémem Trial.

20. Gnora 2003 byla z¥izena doména trial.kma.zcu.cz (viz obr. 1).
Béhem btezna 2003 byl rozsiten Trial o generatory prikladd pro pfedméty
Zaklady matematiky 2 (KMA/ZM2) a Numerické metody (KMA/NM).
20. kvétna 2003 byla poprvé zkouskova pisemna prace svéfena zcela do rezie
generatoru (viz obr. 2), a to v rdmci pfedmétu Matematika 1 (KMA/M1)
na FST.
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Jméno PRIJMENI (krouzek) ZKOUSEJICi

Zkouskova pisemna prace M1 / 2003

Piklad 1.1. Piiklad 1.4.
Uréete Tayloriiv polynom 2. stupné Ty(x) funkce o(x) = 242 + 9 + 8 v bods xo = —5. Vypottéte ndsledujici uréity integral
3 body] X
Piiklad 1.2. -~ ; /(w cos(x) da
n .
Uvazujme nekoneénou &iselnou fadu Y a,, kde  a, =In 0
v Z‘ 2+n
" 3 body]
a) Urcete piedpis pro n-ty clen posloupnosti stecnych soucti {s,} ‘
b) Seététe prvnich 5, 15 a 19 &lent posloupnosti {a, } Piiklad 1.5.
¢) Vypottéte soucet nekonetné &selné Fady. Vypoététe neurdity integrél z raciondlni lomené funkee
3 body] 2y° +42 + 8y
m oW
(y>+25)(y—1)
Piiklad 1.3. bod,
Rozhodnéte, kolik feseni méa v oboru realngch ¢isel nelinedrni rovnice: 3 body]
1
rn9r=——
9¢
Své rohodnuti pedlivé zdivodnéte a definujte intervaly I, C R, tak aby kazdy z nich
obsahoval prévé jedno Feseni
( Vyuzijte tvrzeni véty o fesitelnosti rovnice f(x) = yp. VySetfete Dy, limity v krajnich bodech Dy, lokdlni

extrémy a spojitost funkce f. )

3 body]

Obrazek 2. Ukazka generované zkouskové pisemné prace pro predmét Matematika 1 na Fakulté

viii)
ix)

x)

xi)

xii)

strojni v letnim semestru 2003.

3. Cervna 2003 byl zabaven prvni trialovy tahdk (KMA/M1) na FST.

V zafi 2003 byly prezentovany zkuSenosti se systémem Trial na 3. konfe-
renci o matematice a fyzice na vysokych Skoldch s mezinarodni Gcasti (viz
2)).

V roce 2004 byl tym pracovnikti kolem Trialu posilen o nové ¢leny, systém
Trial byl rozsiten o nové priklady. K 16. 2. 2004 Trial nabizel 4 587
zadani prikladn, 4 345 feSeni prikladi a 40 balicka prikladi, registrovano
bylo 308 871 pfistupt.

Soucasni doktorandi na KMA v letech 2004 a 2005 tspésné absolvovali
pisemné prace generované vyhradné Trialem. Soucésti téchto pisemnych
praci byly i dikazové pfiklady (v rdmci pfedmétu KMA/MA1), na ukazku
uvedme jeden z nich:

Necht {an} je posloupnost nenulovych realnych éisel.

Které z nasledujicich implikaci plati?

I

+o00
2 . .
E a, konverguje lim na, =0
—
16 n—-+4oo

Své zaveéry zduvodnéte a dokazte.

Pro prokazani pripadné neplatnosti nékteré z implikaci uvedte vhodny protipfiklad.

15. prosince 2008 byla zalozena druha generace Trialu, webovy server jiz
nabizi dva rezimy préace: uZivatel / spravce. Je umoznéna pfim4 sprava ser-
veru pres webové rozhrani. Nevefejnd ¢ast systému je napsand v Matlabu
a pomoci ni jsou spoustény tzv. generdtory (kazdy typovy piiklad ma svij
nezavisly generator), které vytvaieji zdrojové texty pro BTEX (viz obr. 3).
Z téchto textl jsou pak néasledné vytvafeny podklady bud pro tisk (za-
dani zapoctovych a zkouskovych pisemnych praci, vzorova reSeni, balicky
prikladi) nebo pro web — vefejnou prezenta¢ni ¢ast Trialu.
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xiii) Od ¥#{jna 2010 je Trial podporovan prostfednictvim projektu Moder-
nizace obsahu a formy vyuky matematiky pro pfirodni a technické
védy! (viz http://mmm.zcu.cz).

function [SZADANI,sRESENI,sVYSLEDKY]=jadro5;
definit CALL; case 5, b=abs(b);

ss0=['\frac(", Ltx(a), "\sinh{*, 1tx(b),* x}}",1tx(d), " \cosh{" th(b) CX
Vpriklady=[1,2,3,4,5,61; ssl=["\frac{\sinh{*,ltx(b)," x}}{' ume “H\cosh(*,1tx(b)," x}}']

ot=rnd WITHmemory (' rndDATAS.mat",Vpriklady,1); 5822 12", Lix(d), “Hcosh(” | Lix(b),

genINFO([*j5/0t ", nun2str(ot(1))1);

ss3=['dt=",
554= \frac(l)(t H

x}
\sinh{',1tx(b), x)\ a1

5 if abs(a)==abs(b), b=b+l; end; 556=[" \\n\lem L Utx(d), '+\cosh{", Ltx(b)," x}\right|'];
H c=1;

case 6, b=abs(b);
k=ot(1); if rad((1,2])==1, sso=['\frac{’,ltx(a), ' }{x\, (', Ltx(d), "n\In{’, 1tx(b),* x})}'];
else ss0=["\frac{',ltx(a), " }{',ltx(d), 'x+x\In{", 1tx(b)," x}}'];
switch k, end;
case 1, ssi=[" \fra:{\frac(l}{x)}{ SLx(d), ‘\ln( JUtx(b), " X315
550=["\frac{",ltx(a), "e{*,1tx(b)," x}}',1tx(d), +e*{*,1tx(b)," x}}']; ss2=["t=",1tx(d), ' A\In{", 1tx(b)
ssl=[" \fradeA( Jltx(b),  x3H ', Ltx(d), ‘6“( Jltx(b), ' x3}']; 553 ['dt=" \frac(l)(x}\ dx 1;
ss2=['t=",1tx(d Jtx(b),t x}'];

ss3=['dt=",ltx(b),
ssd="\frac{1}t}';
ss5="\ln [t|
ss6=0"\1n \left |, Ltx(d), "+e~{", 1tx(b),* x}\right|']; end;
-1 SZADANI=['\int ',ss0,'\, d{x} '];
case 2, boabs (b);
ss0=['\frac{',ltx(a), '\cos{',ltx(b)," x}}{',ltx(d), +#\sin{',ltx(b)," x}}']; fol=fopen([workPATH,BSL, 'jadrol.tmp'], 'w');
ssl=['\frac{\cos{*, Ltx(b), ' x}}{',1tx(d), "N\sin{*, Ltx(b), " x}}'1; fprintf (oL, "ss\n', ['$'1);
ss2=[t=", 1tx(d), " #\sin{*, ltx(b), " x}']; forintf(f01, s\

{1 Ltx(b),* X, dx ]

ss —[‘\ln\left\ JLtx(d), A\ In{*, x(b),* xPright]'];
c=b;

begin{array} {rcl}');

‘dt=", ltx(b), "\cos{",l1tx(b), " x}\,dx"]; fprintf(f01, 'ss\ \d\int *,ss0,"\, d{x} &&\d ']);
ssd="\frac{1}{t}'; fprintf(f01,'%s\n", [1tx(a), '\int ',ss1,'\, d{x} = '1);
ss5="\ln [t|" fprintf(f01, %s\n', '\left|');
556=[" \ln\lef(l Jltx(d), "+\sin{',ltx(b), ' x}\right|']; fprintf(f01, '%s\n" \begln(array)(l) );
c=1; fprintf(fo1, '%s\n’ [552 ‘)

case 3, b=abs(b); forintf(fo1, "%s\n’ \\ BN

end(array) \right|=")
tx(a/b¥e), "\int s
Y 1&=8Nd ltx(a/b*t)
*ltx(a/b*e), "\, ", s56, N 4C. 0 1)

SSBU\Trac(: Lta), \sin{' Lix(b), 0 H( Lx(@), TAcos( x(b), " )15
ssI=C\fracOiaind Tix(b),» ) 1(0), " lcost”, Lexo),* 10115

ss2=t=", 1tx(d), "Acos{ ", 1tx(b), " x}']

ss3=("dt=", Tex(-b), "\sin{’, Ltx(b), " X}, dx';

::; t{;af(‘l”‘) fprintf(f01, s\n", ['$"1)
556 [ Alnm\left|',ltx(d), "+\cos{",ltx(b)," x}\right|'];

d{t) \\[3EX] RN

SRESENI=file2str([workPATH,BSL, 'jadrol.tmp']);
case 4, b abs(b)

ss0=("\frac{", tx(a), "\cosh{', Ltx(b),* x}}{*,Ltx(d), +\sinh{", 1tx(b)," x}}'; ;2}):‘{?725{"°':§ﬁwlasﬂ,’“”’1 et
ssl:[ rac{\cosh{',1tx(b)," x}}{',ltx(d), +\sinh{',1tx(b)," x}}']; fprintf(f01, '%s\n',['\int (x)- 1
552=[‘ 1tx(d), '+\sinh{", Hxib)‘ x}'1; fprintf(f01, '%s\n" [ltx(a/b*c) Ssﬁ \,+C D)
ss3=["dt=",ltx(b), '\cosh{',1tx(b)," x}\,dx']; fprintf (01, '%s\n’',['s"'])

ssd="\frac{1}{t}';

ss5="\ln |t = ! Rk
poc \ln\lenl Lx(d), “sinh(* Lex(b), ¢ xright]]; SVYSLEDKY=file2str([workPATH,BSL, 'jadrol.tmp*]);
c=1;

Obrazek 3. Ukazka zdrojového kédu jednoho jadra vybraného generatoru v Matlabu. Jadro
vraci zadani, feSeni a vysledky ptikladu pro TEX.

3. Co TRIAL NABizf

V soucasné dobé Trial poskytuje nasledujici sluzby:

i) generovani pisemnych praci (zaddni / feSeni / vysledky),
pocet studentt = pocet pisemnych praci,
ii) zobrazeni vysledkii pisemnych praci,
iii) generovéani studijnich materialt (definice / véta / dikaz),
iv) pfiprava vyukovych materidli pro ucitele,
v) diskuzni férum.

Systém Trial je rozdélen na ¢tyii hlavni ¢asti, a to na calculus, theory, addons
a férum. Cast calculus obsahujici piiklady je dale délena na Trial 1 aZ 4.

i) Trial 1 nabizi celou fadu piikladt a jejich FeSeni v klasickém pojeti (viz
obr. 4) pro oblasti: matematickd analyzaZ, geometrie3, linearni algebra?,

Lxislo projektu: CZ.1.07/2.2.00/15.0377

2KMA/M1, KMA/M2, KMA/MS1, KMA/MS2, KMA/M2E, KMA/MA1, KMA/MA2,
KMA/MA4, KMA/SKA, KMA/ST

SKMA/G1, KMA/GS1, KMA/GS2, KMA/SG

4KMA/MIE
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Priklad 18.5.2.1 (129) GS2 (d.v)
Rovnici kvadriky upravie na kanonicky tvar, urcete typ kvadriky a jeji charakieristické
prvky ( stred, polohu osy, zda je rotacnf apod.)

41

Priklad 21.5.1 (19) DMA (ph)
7222 — 2881 + 7297 — 502% — 500z — 2762 = 0. Naleznéte cestu minimélni délky mezi uzlem u a v v nésledujicim grafu.
Resen 18.5.2.1 (120) 652 (4. 9 a 3 9 q
Nejdiive seskupime jednotlivé proménné a vytkneme koeficienty u kvadratickych leni
2
72 (a? — 4) + 7297 — 50 (=% + 10 z) — 2762 = 0. L 0060
. e 5 . = u v
Nyni jednotlivé vyrazy doplnime na ctverec 7 7 2 B 3
2 s Reseni 21.5.1 9 DMA (o)
72(a? — 4z +4— 4) + T2y — 50 (2 + 107 + 25— 25) — 2762 =0, eeem gL dem ; . o e
Oznatime viechny vicholy v grafu kromé u a v pismeny a aZ j, jak je naznateno na
72 (2* — 4z 4 4) 4 729 = 50 (z* + 10z + 25) — 1800 = 0, nésledujieim obrézku
e 6 a b g 8 g d © @ @ 7
Absolutni len pfevedeme na pravou stranu.
72 (2 - 2)° + 7297 - 50 (2 + 5)° = 1800. v v v v
Na zvér celou rovnici vydélime absolutnim élenem L
P u ¥
(—2?% 4 (2+5)° 7 O ¥ H 9 i & 3
% 2% 3% -
- Pro nalezeni cesty minimélni délky pouzijeme Dijkstritv algoritmus. Reseni pousitim tohoto
Zadand kvadrika je jednodilng rotatni hyperboloid, ktery mé stfed v bode S[2;0; 3], algoritmu je naznaceno v ndsledujici tabulce. Tutné vyznatené hodnoty jsou trvalé, ostatni
velikosti poloos jsou a = 5, b= 5, ¢ = 6 a hlavni osa je ronobeznd s osou z. json docasné. Podtriend hodnota je ta, kterd se v daném kroku algoritmu stala novs trvalou
ula|blc|d|e|f|g|h|ilj]|v
0[oo[oc|oo|oo[oo[oo[oo|oo[oc]eo |0
0] oco| 1 [oo|oo|oo]oo|7 [00]oo]|oo]|oo
0[3 |1 |7 ]|occ|o0|o0|T|[12]|]00]|co|00
0[3[1[7 |oofoo|oo|B5|[12]o0]o0][00
0[3[1[6|oofoo]oo|5[12]o0]oo]00
0[3[1[69[oo|oo|5[12|14|o0][o00
~ 0[3|1|6|9|18|oc|5|11]|14]21 |00
03 [1[6[0[18]oc|5[11]18]21
10 0[3[1[69 17|05 [11[13]21 0
5 0316017185 |11[13|21 |24
0316917185 1113|2023
-20 O[3 1|6 |9 |17[18]|5 |11|13|20|23

0,0, 6, iy, £,y v

Obrazek 4. Ukazka dvou pfiklada z Trial 1.

Cesta minimélnf délky mezi wzy w a v md délku 23 a vede ples uzy

oby¢ejné diferencialni rovnice®, pravdépodobnost a statistika®, metody dy-

namické optimalizace”.

ii) Trial 2 pfedstavuje soubor testovych otdzek typu multiple-choice (viz
obr. 5). Student oznaéi kiizkem spréavné odpovédi. V kazdém ptikladu je
alespon jedna odpovéd spravnd a zaroven nejsou vSechny odpovédi spravné.

iii) Trial 3 je souborem testovych otézek libovolného typu, které nespadaji
pod Trial 2. Obrazek 6 obsahuje dva ptiklady z Trial 3, student je nucen

v piikladu doplnit spravny vysledek nebo vysledek graficky znazornit.

iv) Trial 4 obsahuje v8e pro zad4vani a hodnoceni seminédrnich ¢ semestralnich

praci.

Vlastni webové rozhrani Trialu je postaveno na PHP s minimélnimi poza-
davky na databaze, vSechna zadani pfikladi a vzorova fesSeni jsou umisténa v ad-
resadfové struktufe serveru. Webové feSeni mé charakter portalu, umoznujici ko-
munikaci vyucujicich se studenty; vyucujici zvefejnuji vSechny dilezité informace
k jednotlivym pfedmétiim, a to véetné pisemkovych vzorct (Sablona typovych pii-
kladi, které budou v testu), vysledkt zadpoctovych praci ¢i podrobnych informaci
ke zkousce. Klicovou soucasti celého serveru je férum, kde studenti mohou mezi

sebou nebo s vyucujicimi diskutovat napt. nad feSenim nékterych prikladi.

SKMA/ODR, KMA /SDR
6KMA/PSE, KMA /ZNP
TKMA/MDO
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Priklad 1: Na kterém z obrazki je zobrazena mnoZina
M= (AﬂBﬂC) U (A\(BUC)) u <B\(AUO)> U (C\(AUB))?

A B A B A B A B A B

C D C \:| C D C \:l C D

Priklad 6: Vyzna&te vechny funkce, které maji na celém svém definiénim oboru uvedené vlastnosti:

sinx arcsinz  sinhz 4x
sosomezens [ ][] [] [ L[]

ostte konvexni I:, D |:| \:| D
periodicks [ | [ ][] [] []

Obrazek 5. Ukazka dvou piikladt z Trial 2.

Priklad 13.8.
Vypottéte neurdity integral:

/ sintdt =

[1 bod]
Priklad 13.9.
M&jme funkci y = f(z) na (a,b). :
b
V grafu je naznateno déleni intervalu (a,b). :
Graficky zde zndzornéte dolni integralni soutet.
[1 bod]

Obrazek 6. Ukazka dvou prikladd z Trial 3.

V roce 2011 zacaly sluzeb Trialu vyuzivat nékteré stfedni skoly, Trial tak
zajistuje hostovani pro
i) Stfedni priimyslovou skolou stavebni v Plzni (http://www.spsstav.cz),
ii) Gymnazium Jirovcova v Ceskych Budéjovicich (http://www.gymji.cz),
iii) Gymnézium Plzen, Mikuldgské ndmésti.
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VYUKA MATEMATICKE ANALYZY
NA ZAPADOCESKE UNIVERZITE V PLZNI

GABRIELA HOLUBOVA a JAN POSPISIL

ABSTRAKT. Cilem pfispévku je predstavit vyuku matematické analyzy na Fakulté
aplikovanych véd Zapadoceské univerzity v Plzni. Pfedméty Matematickd analyza 1
a Matematicka analyza 2 jsou povinné pro vSechny studenty bakalafskych matema-
tickych obort, svym charakterem, obsahem a naroc¢nosti tak tvori kvalitni matema-
ticky zéklad nutny pro dalsi studium. Moderné pojata vyuka matematické analyzy
nabizi studentiim kvalitni matematicky zaklad a trénink analytického mysleni tolik
potfebny pro dalsi studium a uplatnéni v praxi.

1. FAKULTA APLIKOVANYCH VED A KATEDRA MATEMATIKY

Fakulta aplikovanych véd (FAV') je jednou z osmi fakult Zapadoceské univer-
zity v Plzni (ZCU?) a svym zaméienim se fadi mezi pifrodovédné fakulty. Vedle
vzdélavacich programi, které studentim nabizeji Sirokou skalu obort a speciali-
zaci z oblasti matematiky, fyziky, vypocetni techniky a informatiky, kybernetiky,
mechaniky a geomatiky, se fakulta orientuje téz na védecko-vyzkumnou c¢innost
s uspéchy na svétové trovni.

Katedra matematiky (KMA?) je jednou z péti kateder Fakulty aplikovanych véd
a fadi se mezi nejvétsi matematické katedry v Ceské republice. Tvoii ji Sest od-
déleni: oddéleni diskrétni matematiky, oddéleni finan¢ni matematiky a aplikované
statistiky, oddéleni geometrie, oddéleni geomatiky, oddéleni matematické analyzy
a oddéleni numerické matematiky. Diky své velikosti a §ifi odborného zabéru je
katedra schopna zabezpecovat témér veskerou vyuku matematickych predmétt na
vSech fakultdch Zapadoceské univerzity v Plzni. V soucasné dobé katedra garan-
tuje celkem osm bakalarskych obort, Sest navazujicich magisterskych oboru a tfi
doktorské obory. Konkrétné jde o nasledujici obory v bakalaiském stupni studia:

2010 MSC. Primarni 97B40, 97B70, 97B10, 97A80, 97199; Sekundarni 00A05.

Klicovd slova. Matematickd analyza, modernizace vyuky matematiky, vysokoskolské studium,
vzdélani pro konkurenceschopnost.

Prace byla ¢astecné podporena z projektu OP VK A-Math-Net — sit pro transfer znalosti
v aplikované matematice CZ.1.07/2.4.00/17.0100 a &astecné z projektu OP VK Modernizace
obsahu a formy vyuky matematiky pro prirodni a technické védy CZ.1.07/2.2.00/15.0377.

lyww.fav.zcu.cz

2WWW .ZCu.cz
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Aplikované védy a informatika (3-lety studijni program, titul Bc.)
Financ¢ni informatika a statistika
Geomatika (3-lety studijni program, titul Bc.)
Geomatika
Matematika (3-lety studijni program, titul Bc.)
Matematika a finanéni studia
Matematika a management
Matematika pro prirodni védy
Matematické vypocty a modelovani
Obecna matematika
Stavitelstvi (4-lety studijni program, titul Bc.)
Uzemni planovani

Dale jsou to nasledujici obory v navazujicim magisterském studiu:

Aplikované védy a informatika (2-3 lety studijni program, titul Ing.)
Finan¢ni informatika a statistika
Matematické inzenyrstvi
Geomatika (2-3 lety studijni program, titul Ing.)
Geomatika
Matematika (2-3 lety studijni program, titul Mgr.)
Matematika
Matematika a management
Ucitelstvi matematiky pro stfedni skoly

V neposledni fadé KMA nabizi tyto studijni obory v doktorském stupni studia:

Aplikovana matematika (3-lety studijni program, titul Ph.D.)
Aplikovana matematika

Geomatika (3-lety studijni program, titul Ph.D.)
Geomatika

Matematika (4-lety studijni program, titul Ph.D.)
Obecné otazky matematiky

2. MATEMATICKE PREDMETY NA KMA

V bakalaiském stupni studia maji studenti vSech matematickych obort nésledujici
spole¢né povinné predméty:

KMA/MA1 Matematicka analyza 1 (6 kr., rozsah 4+2, 1. ZS),
KMA/LA Linearni algebra (4 kr., rozsah 3+1, 1. ZS),
KMA/MA2 Matematicka analyza 2 (6 kr., rozsah 4+2, 1. LS),
KMA/DMA  Diskrétni matematika (4 kr., rozsah 3+1, 1. LS),
KMA/G1 Geometrie 1 (4 kr., rozsah 241, 2. ZS),

KMA /PSA Pravdépodobnost a statistika (5 kr., rozsah 342, 2. ZS),
KMA/NM Numerické metody (5 kr., rozsah 3+2, 2. LS).

Vsechny tyto pfedméty jsou na KMA nabizeny i v anglické verzi, ktera se po
obsahové strance od ¢eské verze nelisi, je vS§ak ohodnocena jednim kreditem navic.
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Studenti si tak mohou rozsitit své znalosti o odborné terminy v angli¢tiné a sou-
Casné zvysit svoje Sance ve vybérovych fizenich na zahrani¢ni studentské pobyty.

Mezi dalsi povinné volitelné a volitelné matematické predméty bakalafského
stupné studia patfi:

KMA /DG Diferencialni geometrie (5 kr., rozsah 2+2),

KMA/GM1  Geometrické a poéita¢ové modelovani (6 kr., rozsah 3+2),
KMA/MA3 Matematicka analyza 3 (5 kr., rozsah 3+2),
KMA/MA4 Matematicka analyza 4 (5 kr., rozsah 3+2),
KMA/MM Matematické modelovani (5 kr., rozsah 2+2),
KMA/ODR  Obycejné diferencidlni rovnice (6 kr., rozsah 3+2),
KMA/STAV  Vypodétova statistika (5 kr., rozsah 2+2),

KMA /TSI Teorie siti (4 kr., rozsah 2+1),

KMA /UFA Uvod do funkcionalni analyzy (5 kr., rozsah 3-+1).

V navazujicim magisterském stupni studia maji studenti matematickych obori
nasledujici povinné a povinné volitelné predméty:

KMA/DRB1,2 Diferencialni rovnice v biologii 1,2 (3kreditt, rozsah 24-0),
KMA/FA Funkciondlni analyza (5 kr., rozsah 44-0),

KMA/MA5 Matematicka analyza 5 (6 kr., rozsah 3+2),
KMA/MDO Metody dynamické optimalizace (4 kr., rozsah 2+1),
KMA/MNO Metody numerické optimalizace (4 kr., rozsah 2+1),
KMA/NA Numericka analyza (5 kr., rozsah 2+2),

KMA /PDR Parcialni diferencilni rovnice (6 kr., rozsah 3+1),
KMA/PVM Paralelni vypoctové metody (5 kr., rozsah 2+2),
KMA/SNM1,2 Specialni numerické metody 1,2 (4 kr., rozsah 340),
KMA/SOF Software a algoritmy numerické matematiky (5 kr., 3+1),
KMA/TGD1,2 Teorie graft a diskrétni optimalizace 1,2 (5 kr., 3+1),
KMA/USA Uvod do stochastické analyzy (5 kr., rozsah 2+2)

a fadu dalsich volitelnych matematickych predméti.

V zavérecnych roc¢nicich si studenti vybiraji zadani a témata kvalifika¢nich
praci, ¢imz si soucasné urcuji uzsi specializaci svého studia. Zpracovani bakalarské
prace se tykaji pfedméty KMA/PRJ5 (5 krediti) a KMA/BPMA (12 krediti),
diplomovych praci se tykaji pfedméty KMA/OSMA (4 kredity) a KMA/DPMA
(18 kreditt).

3. MATEMATICKA ANALYZA

N

pfedméty Matematickd analyza 1 a 2. Absolvovani téchto pfedmétu je pro stu-
denty naprosto fundamentéalni, a proto se podivejme na jejich charakter a obsah
podrobnéji.
Cilem pfedmétu Matematicka analyza 1 (MA1) je sezndmeni a aktivni osvo-
jeni si zakladnich pojmi matematické analyzy, jako jsou:
posloupnosti a fady realnych cisel,
redlné funkce jedné redlné promeénné,
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diferencialni a integralni pocet v R.

V pfedmétu Matematickd analyza 2 (MA2) se studenti seznamuji a udi se
pracovat s nasledujicimi pojmy vyssi matematiky:

funkéni posloupnosti a rady,

vektorové funkce jedné realné proménné,
realné funkce vice proménnych,
diferencidlni a integralni pocet v R"™.

Uspé&sny absolvent pfedmétu MA1 je schopen predevsim:

¢ist matematicky text a aktivné pouzivat logické vyroky;

pouzivat korektni postupy pri feSeni matematickych tloh v rozsahu sylabu
tohoto pfedmétu;

prokazat znalost definic a zékladnich tvrzeni tykajicich se posloupnosti, fad
a spojitych a diferencovatelnych funkci jedné realné proménné;

vypocitat prvni i vyssi derivace funkce nejen za pouziti zékladnich pravidel
pro jejich vypocet, ale také z definice;

nakreslit graf funkce s pouzitim asymptot, kritickych bodu a derivaci pro
urceni intervalidl monotonie a konvexity, resp. konkavity;

formulovat zakladni Glohy na maximum, resp. minimum a tyto tlohy vyfesit
pouZitim diferencidlniho poctu;

vypocitat limitu pouzitim I’'Hospitalova pravidla;

pouzivat zakladni techniky vypoctu integralti, napf. substituce, iprava na
parcialni zlomky a integrace per partes;

pouzitim integralniho poctu vypocitat obsahy ploch v roviné a objemy jed-
noduchych téles pomoci fezi;

najit Tayloruv rozvoj dané funkce v blizkosti néjakého bodu a formulovat
dusledky plynouci z prvnich nékolika ¢lenii tohoto rozvoje;

ilustrovat pouziti probranych pojmu pro feSeni konkrétnich fyzikalnich uloh.

Uspésny absolvent pfedmétu MA2 pak je schopen:

prokazat znalost definic a zakladnich tvrzeni tykajicich se funkénich po-
sloupnosti, funkénich fad, vektorovych funkci jedné redlné proménné a re-
alnych funkci vice proménnych;

pracovat s funkénimi posloupnostmi a fadami;

rozvinout danou funkci v mocninnou nebo Fourierovu fadu;

popsat kifivky v R™ a pracovat s nimi;

urdit vlastnosti redlnych funkci vice proménnych (spojitost, hladkost apod.);
pocitat derivace ve sméru a parcialni derivace funkci vice proménnych;
formulovat zakladni lohy na maximum, resp. minimum a tyto tlohy vyfesit
pouzitim diferencidlniho poctu;

pocitat dvojné a trojné integraly;

pracovat s integraly zavislymi na parametru;

ilustrovat pouziti probranych pojmu pro feSeni konkrétnich fyzikalnich uloh.

Oba predméty jsou svym charakterem vérné svému jménu, tj. naplni predméti

neni jen matematicky kalkulus redlnych funkci jedné a vice proménnych, nybrz
postupné budovani teorie, analyza vSech vysvétlovanych pojmt a v neposledni fadé
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dikazy vSech tvrzeni, jejichz demonstrace je nasledné po studentovi vyzadovana
u zkousky.

Na predméty Matematickd analyza 1 a 2 ve vysSich roc¢nicich bezprostfedné
navazuji pfedméty Matematicka analyza 3, 4 a 5 s nasledujici naplni.

Matematicka analyza 3 (MA3):
kiivkové a plosné integraly,
vektorova a tenzorova analyza.
Matematicka analyza 4 (MA4):
posloupnosti a fady komplexnich ¢isel,
komplexni funkce komplexni proménné,
diferencidlni a integralni pocet v C™.
Matematicka analyza 5 (MAD5):
teorie miry a integralu,
teorie Fourierovych tad.

V dalsich specializovanych predmétech pak studenti maji moznost nahlédnout
i do dalsich oblasti matematické analyzy, jako je funkcionalni analyza, teorie oby-
¢ejnych a parcidlnich diferencialnich rovnic, stochasticka analyza, stochastické di-
ferencialni rovnice apod.

Kvalitni matematicky zaklad je naprosto nezbytny pro dalsi studium, a to nejen
v pripadé studia matematicky zamérenych oborti, ale i pro studium na jakékoli vy-
soké gkole technického zaméfeni. Moderné pojata vyuka matematické analyzy na-
bizi studentim kvalitni matematicky zaklad a trénink analytického mysleni, tolik
potfebny pro dalsi studium a uplatnéni v praxi. Zvladnutim zakladi vysokoskolské
matematiky v podobé matematické analyzy studenti ziskaji analytické schopnosti,
dovednost fesit abstraktni i readlné tlohy a schopnost analyzovat feseni kvalitativné
(z pohledu vlastnosti FeSeni) i kvantitativné (z pohledu poc¢tu Feseni).

4. MATEMATIKA MODERNE

Katedra matematiky FAV garantuje vyuku cca 180 matematickych pfedmétu cel-
kem na Sesti fakultach univerzity pro zhruba Sestnact tisic studentd ro¢né. V sou-
¢asné dobé se zaméstnanci FAV podileji na feSeni nékolika projektu z Opera¢niho
programu MSMT: Vzdélani pro konkurenceschopnost. Jednim z nich je i projekt
Modernizace obsahu a formy vyuky matematiky pro prirodni a technické védy*.
V ramci feseni projektu dochéazi k inovaci databaze studijnich podpor, piikladt
a test@i k matematickym predmétiim, zndmé pod nazvem TRIAL®. Tento systém
existuje na ZCU od roku 2002 a dlouhodobé patii k nejnavstévovanéjsim webtim
univerzity. V pfilozeném seznamu literatury je uvedeno nékolik pfispévku z kon-
ferenci o matematice na vysokych skolach technickych, ekonomickych a zemédél-
skych, kde byl moderni pfistup k vyuce matematiky prezentovan.

V soucasné dobé na webovém portélu maji (resp. budou mit) studenti k dispo-
zici tilohy i teorii od stfedoskolské matematiky po vysokoskolskou, viz téz ukazky

*¢islo projektu CZ.1.07/2.2.00/15.0377, mmm.zcu.cz

Strial.zcu. cz, trial.kma.zcu.cz
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na obr. 1 a 2. Vyucujici pak mohou systém vyuzit napt. ke generovani a vysta-
veni materialti k prednaskam, k zapoctovym a zkouskovym pisemnym pracim a
ke zvefejnéni jejich vysledki, a v neposledni fadé k vystaveni dulezitych informaci
k jednotlivym pfedmétim. Vsichni pak mohou vyuzivat férum, kde studenti mezi
sebou nebo s vyucujicimi diskutuji napt. feSeni nékterych prikladi. Studenti maji
tedy pro studium k dispozici na jednu stranu veskeré vydobytky modernich tech-
nologii a na druhou stranu jsou nuceni pochopit principy ,klasickych® teoretickych
dikazi.

€ C' | @ trial.kmazcu.cz/main.php?v=10 & A
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Ukézka z TRIALu — ptiklady z diferencidlniho poctu.
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MODERNIZACE OBSAHU A FORMY VYUKY MATEMATIKY
PRO PRIRODNI A TECHNICKE VEDY

BLANKA SEDIVA A MIROSLAV LAVICKA

ABSTRAKT. Cilem pfispévku je podat zédkladni informaci o pritbéhu feseni projektu
OP VK (Opera¢ni program Vzdélavani pro konkurenceschopnost), ktery se od Fijna
2010 fesi na katedie matematiky (KMA) Fakulty aplikovanych véd (FAV) Zépado-
&eské univerzity (ZCU) v Plzni. Uvedeny projekt je mimo jiné sméfovan na inovaci
struktury, formy a obsahu pfedmétu vyucovanych katedrou matematiky na Sesti
fakultach ZCU.

1. Uvop

Projekt Modernizace obsahu a formy vyjuky matematiky pro pfirodni a technické
védy CZ.1.07/2.2.00/15.0377 (viz [1]) je financovan v ramci Opera¢niho programu
Vzdéldvand pro konkurenceschopnost (OP VK), ktery je viceletym tematickym pro-
gramem v gesci Ministerstva $kolstvi, mladeze a télovychovy (MSMT) CR, v jehoz
ramci je mozné v obdobi 20072013 ¢erpat finanéni prostiedky z Evropského soci-
alniho fondu (ESF), jednoho ze strukturdlnich fondt Evropské unie (EU). Uvedeny
projekt je konkrétné realizovan v ramci prioritni osy 2 — Tercidlni vzdéldvani, vy-
zkum a vyvoj, oblast podpory 2.2. Vysokoskolské vzdéldvani. Doba trvani projektu
je od 1. 10. 2010 do 31. 9. 2013 a celkovy rozpocet projektu je 13 mil. K¢.

2. HLAVNI CILE PROJEKTU

Cilem projektu je vytvorit novou strukturu zakladnich a nadstavbovych matema-
tickych predmétii vyucovanych katedrou matematiky FAV ZCU. Diiraz p¥i inovaci
vyuky matematiky je kladen na modularizaci matematickych predmétii, zkvalit-
néni a modernizaci studijnich opor a vytvoreni motivacnich a aplika¢nich materiala
slouzicich k popularizaci a propagaci matematickych principt a postupt. Vzhle-
dem k velké diferenciaci vyuky matematickych pfedmétti (katedra matematiky
zajistuje vyuku 316 pfedmétii, z toho na 182 pfedmétech byl napf. v akademickém
roce 2008/09 zapsén alesponi jeden student; celkovy pocet studenti zapsanych
na pfedméty garantované katedrou matematiky byl v loniském roce 15 720) je
nezbytné vytvorit novou modularizaci pfedméti.

2010 MSC. Priméarni 97B70, 97A80, 97B10, 00A99.

Klicovd slova. Modernizace vyuky matematiky, pfirodni a technické védy, vzdélavani pro
konkurenceschopnost.

Prace byla podporovana projektem OPVK Modernizace obsahu a formy vyuky matematiky
pro prirodni a technické védy CZ.1.07/2.2.00/15.0377 a projektem OPVK A-Math-Net Sit pro
transfer znalosti v aplikované matematice CZ.1.07/2.4.00/17.0100.
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Na jedné strané je tfeba podtrhnout spole¢né zaklady exaktnich matematickjch
principu, které symbolizuji Sirokou uplatnitelnost téchto principti napti¢ dal$imi
obory. Jiz nyni jsou nékteré zakladni kurzy matematiky na rdznych fakultach
prednéseny v ramci stejnych pravidel a harmonogrami. Na druhé strané znalosti
a schopnosti student nastupujicich na VS jsou velmi rozdilné, jednotné pevné
stanovené pozadavky v kazdém semestru jsou pro cast studentdt ptilis jedno-
duché a pro ¢ast studentt prili§ naro¢né. Nové navrhovand struktura predmétt
bude umoznovat studentim vétsi moznost volby rychlosti a intenzity studia mate-
matickjch pfedméti. V ramci spoluprace s dalsimi fakultami a katedrami ZCU,
které garantuji jednotlivé studijni programy a obory, budou formulovany pozado-
vané klicové kompetence v oblasti matematiky a jejich aplikaci.

Nedilnou soucasti projektu je v ramci zlepseni motivace studentt jednotlivych
fakult vytvoreni databaze materialu, které budou demonstrovat uplatnitelnost
obecnych matematickych principi a poznatki v konkrétni aplika¢ni oblasti. Glo-
balnéjsi ndhled umozni absolventim mimo jiné lepsi adaptaci na trhu prace. Za-
hrani¢ni spoluprace pak umozni predevsim udrzet moderni trendy ve vjuce mate-
matickych predmeéti.

Projekt zahrnuje pét klicovych aktivit (KA):
1. Analyza a inovace soucasné struktury matematickych pfedméti a nova for-

mulace pozadovanych kli¢ovych kompetenci.

Vytvoreni databaze podptrnych materidlt a prikladu.

Vytvoreni databdze motivacnich a aplikacnich prikladt.

4. Poradani propagacnich aktivit a seminaru pro studenty a pedagogické pra-
covniky stfednich a vysokych skol.

5. Zahrani¢ni spolupréace a zapojeni zahrani¢nich odbornikt do realizace ino-
vovanych studijnich program?.

w

3. CILOVE SKUPINY PROJEKTU

Projekt je sméfovan na nésledujici cilové skupiny:

1. studenty matematickych predmeétu vyucovanych katedrou matematiky, ¢ast
studentt (1a) se bude aktivné zapojovat pfi vypracovavani analyz, tvorbé
a vyhodnocovani dotaznikl, na vytvareni databaze ptikladt a studijnich
materidlt (pfedpokladame cca 10-20 studentt kazdy rok) a dalsi éast stu-
dentt (1b) bude tuto databézi vyuZzivat (napiiklad v lofiském roce jenom
u databaze TRIAL, kterou vyuzivali predevsim studenti prvnich roénikt
fakult FAV, FST, FEL, FEK, FPE, FZS a UUD, se jednalo o cca 3 000 stu-
dentii kazdy semestr); celkovy pocet studentii zapsanych ve $kolnim roce
2008/09 na ,velké pfedméty” (nad 100 studentii v jednom pfedmétu) byl
12 861;

2. uchazece o studium na technickych, ekonomickych a prirodovédné orientova-
nych fakultach ZCU; u této skupiny miizeme pouze odhadovat podet podle
dosavadnich zkuSenosti; pravidelnych dnt otevienych dvefi na katedfe ma-
tematiky se kazdorocné zacastnuje cca 200 navstévnika; nasi studenti a pe-
dagogové navstivi béhem roku cca 15 SS za tcelem propagace exaktnich
obori; v databazi TRIAL jsou registrovany tisice pfistupti béhem roku;
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3. pedagogické pracovniky SS a VS v Plzeiiském kraji a sousednich krajich —
jednim z cild projektu je prispét k popularizaci a propagaci matematickych
principti a metod a prostfednictvim jednoduchych aplika¢nich a motivac-
nich ptikladii pomoci SS pedagogiim piesvédcit zaky, aby zvySovali své
analytické schopnosti a dovednosti; predpokladame, ze budeme organizo-
vat cca 2-3 seminafe pro cca 20-30 SS a VS pedagogt kazdy rok; cilem
téchto pracovnich seminait bude nejenom seznamovani s motiva¢nimi ulo-
hami a jejich tvorba, ale pfedevsim vytvareni a prohlubovani partnerskych
vazeb mezi pedagogy SS a VS;

4. akademické pracovniky KMA FAV, ktefi budou vyuzivat vytvorenou data-
bazi materidld a rozvijet zahrani¢ni kontakty, jednad se o akademické pra-
covniky, ktef{ vedou pfednasky a cvideni pFedevsim v nizsich roénicich (cca
20-30 akademickjch pracovnikt kazdy semestr).

4. ANALYZA A INOVACE SOUCASNE STRUKTURY MATEMATICKYCH PREDMETU
A NOVA FORMULACE POZADOVANYCH KLICOVYCH KOMPETENCI

4.1. Cile aktivity KA-1

Cilem této aktivity je analyza soucasného stavu vyuky matematickych predméti
a v ramci spoluprace s garanty programu a oboru naSich fakult a kateder nova
formulace pozadovanych klic¢ovych kompetenci studentti v oblasti matematiky. Po
analyze soucasného stavu vyuky matematiky v jednotlivych programech a obo-
rech a analyze provazanosti pfedmétd a jejich modularizace hodlame ve spolu-
praci s garanty programiu a obort nové formulovat pozadovany soubor védomosti,
dovednosti, schopnosti studentii nezbytnych pro dalsi studium.

Cilem je navrhnout moderni strukturu matematickych predméta tak, aby byla
vét$i mirou zohlednéna rizné Groven vstupnich znalosti student. Zaroven chceme
posilovat mezioborovost vyuky zakladnich matematickych pojm a dovednosti,
a prispét tak k vétsi adaptabilité studentid. Chceme dale rozvinout systém central-
nich a samohodnoticich testt, které umozni zvolit vhodnou vstupni troven studia
matematickych predmeéti.

Studenti s velmi dobrou vstupni znalosti matematickych pojmu a dostatecné
zazitymi dovednostmi se budou moci soustiedit na prohlubovani svych matema-
tickych znalosti (napiiklad i v cizim jazyce), pfipadné na rozsifovani mezioboro-
vych aplikaci matematiky. Naopak studenti, ktefi v ramci test identifikuji své
neznalosti v nékterych zdkladnich matematickych oblastech, budou mit moznost
doplnit si tyto nedostatky v dodatkovych nepovinnych kurzech. Timto postupem
chceme predejit situacim, kdy studenti po netspéchu u zkousek z jednotlivych
predmét musi tento pfedmét absolvovat cely znovu ve stejném, ¢asto pro né pfi-
li§ rychlém, tempu.

Cinnosti v rdmci aktivity sméfuji tedy k inovaci studijnich programi. Na ¢in-
nosti se budou podilet pfedev§im pracovnici KMA, kolegové ze spolupracujicich
kateder a fakult a predpokladame téZ vytvoreni pracovni skupiny studenti. Na
zékladé provedenych analyz ocekavame, ze dojde k vyrazné tpravé stavajicich
matematickych predmétu tak, aby lépe korespondovaly se znalostmi, schopnostmi
a predevsim potfebami studenti.
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4.2. Vystupy aktivity KA-1

Vystupem této aktivity bude pfedevsim nové navrzend struktura matematickych
pfedméti v jednotlivych programech a oborech na Zapadoceské univerzité v Plzni.
Nezbytnou soucasti nové koncipované struktury bude navrzeni, vytvotreni a imple-
mentace metod pro ovéfeni vstupnich a vystupnich znalosti studentd (zda jsou
schopni pfedméty v daném rozsahu absolvovat). V této oblasti budeme vychazet
z plosného testovani student prvnich roc¢niku, které nase katedra organizuje jiz
od roku 2006. Napf. v roce 2008 se tohoto plosného testu zucastnilo celkem 2 222
studentii ze sedmi fakult ZCU a dvou fakult Jiho¢eské univerzity.

Soucasti nové struktury bude i inovovany systém zapisovani a volby zaklad-
nich a dopliujicich pfedméta ze strany studenta, hodlame posilit zodpovédnost
studenta za volbu matematickych predméti. Vystupy a zavéry vyplyvajici z této
aktivity se budou pfimo dotykat studentt Fakulty aplikovanych véd (FAV), Fa-
kulty ekonomické (FEK), Fakulty elektrotechnické (FEL), Fakulty pedagogické
(FPE), Fakulty strojni (FST), Fakulty zdravotnich studii (FZS) a Ustavu uméni
a designu (UUD). Jenom bé&hem prvniho roku studia absolvuji viichni tito studenti
vzdy minimalné dva az t¥i matematické pfedméty (kromé FZS, kde je ve studijnim
planu nékterych obori zafazen pouze jeden matematicky orientovany predmét ve
2. roéniku studia). Pochopitelné technické fakulty maji pocet matematicky orien-
tovanych predmétii daleko vétsi.

4.3. Soucasny stav aktivity KA-1

V réamci této klicové aktivity pokracuje paralelni prace na dvou zakladnich tko-
lech: modernizace studijnich planu zahrnujicich matematické predméty garanto-
vané katedrou matematiky a analyza a vyhodnocovdni vstupnich znalosti studenti
nastupujicich do prvnich ro¢nika vybranych fakult Zapadoceské univerzity v Plzni.

Analyza a modernizace studijnich pldni: Tym FeSiteli pro tuto ¢ast aktivity se
vénoval diskusi o nové koncepci studijnich plani a novému pfistupu pfi vyuce mate-
matiky v jednotlivych ro¢nicich vysokoskolského vzdélavani. Podle nového navrhu
byly pripraveny nové predméty, které tspésné prosly vnitrouniverzitnim akreditac-
nim Fizenim. Zaroven byly modernizovany studijni plany nékterych obori. V sou-
¢asné dobé probihaji diskuse nad novou podobou dalsich studijnich programt ba-
kalarského a magisterského studia, které jsou garantovany katedrou matematiky.
V ramci diskusi k modernizaci vyuky matematiky bylo rozhodnuto o vyraznéj-
§im zapojeni vypocetni techniky do procesu vyuky vysokoskolské matematiky —
konkrétné se jedna o zavedeni systému WolframAlpha do vyuky.

Hlavni dtvody vétsiho vyuziti symbolickych operaci ve vyuce jsou nasledujici:

— na ostatnich katedrdch (pfedevsim technickych fakult) je tento systém pfi
vyuce jiz ddvno vyuzivan;

— nasim cilem je naucit studenty matematicky myslet, nikoliv drilovat véci,
které budou v budoucnu fesit jen pomoci pocitace;

— vyraznéjsim rozsitenim ,,chytrych telefoni“ a tablett je praktické vyuzivani
symbolickych matematickych operaci dostupné témér vSem studentiim;
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— preferovana platforma WolframAlpha byla na konci roku 2010 vyrazné po-
silena a doplnéna Ffadou dovednosti, které piekonavaji bariéru pfesnych syn-
taxi.

V souvislosti s uvedenou aktivitou byl podén projekt FRVS 706,/2012/A /b Mo-
bilni pocitacovd ucebna nové generace, ktery je synergickym dopliikem. V souvis-
losti s vyuzivanim symbolickych operaci byl vyzkousen pilotni test vyuziti téchto
pristupd nejprve mezi ¢leny katedry matematiky, déle byly tyto metody a postupy
vyuky aplikovany v letnim semestru v pfedmétech MS2, MA2, MA-A a M2E. Z4-
mérné byly zvoleny pro pilotni zkuSenosti jak pfedméty velkokapacitni (vice nez
100 studentit), tak pfedméty pro mensi skupiny studentu.

V ramci druhé linie klicové aktivity probihaly prace na podrobném statistic-
kém vyhodnoceni vstupnich testt. Podrobna analyza byla zaméfena téz na souvis-
lost vstupnich znalosti studentti a jejich tspésnost v absolvovani matematickych
pfedmét v prvnim semestru studia. Soucasné probihaji pfipravy nové varianty
vstupnich test pro studenty akademického roku 2011/2012.

4.4. Planované akce v ramci KA-1 pro nejblizsi obdobi

Prace c¢lent realiza¢niho tymu, ktefi se podili na této klicové aktivité, se v bu-
doucim obdobi soustfedi predevsim na modernizaci dalSich studijnich obort ba-
kalaiského a magisterského studia garantovanych katedrou matematiky. Pifedpo-
kladame téz zahajeni diskusi s dal$imi fakultami s cilem presnéji specifikovat je-
jich pozadavky na kli¢ové kompetence studenti z oblasti matematiky. Intenzivné
budou probihat prace na dalsim ploSném testovani vstupnich znalosti studentt
matematiky na ZCU. Toto testovani probéhne béhem zaFi 2011.

5. VYTVOREN{ DATABAZE PODPURNYCH MATERIALU A PRIKLADU

5.1. Cile aktivity KA-2

Tato aktivita sméfuje predevs$im k modernizaci didaktickych metod. Na tvorbé
portalu s databazi podptirnych materiali a ptriklad® se budou podilet akademicti
pracovnici KMA, studenti riznych fakult, ktefi navs§tévuji néktery z kurzi mate-
matickych predméti, stfedoskolsti pedagogové a zahrani¢ni odbornici. Pfedpokla-
dame, ze ¢innost na této aktivité bude probihat priubézné po celou dobu projektu.

V této oblasti budeme navazovat pfedevsim na projekt TRIAL — viz [2]. Tento
systém vznikl v minulosti na katedre spontanné bez grantovych podpor a jeho
soucasna podoba je dispozici na http://trial.kma.zcu.cz. V databézi je nyni
k dispozici pfiblizné 220 typu prikladt. Nové vznika verze TRIAL2, ktera zahrnuje
i studijni podpory teoretické (piehled definic, vét, dikazii a podobné). Cilem je
pravé plné vyuziti a naplnéni tohoto portalu. Nyni teoretickd ¢ast pokryva cca
3040 % soucasné vyuky v prvnich dvou letech bakaldiského studia (vSech pro-
gramu a obortl, které v ramci studijnich plant obsahuji matematické predméty
garantované katedrou matematiky). Databaze piikladi a testd je vytvofena cca
k 50-60 % odpovidajici vyuky v zdkladnich matematickjch pfedmétech, navic ob-
sahuje fadu piikladi a studijnich opor pro pfedméty ve vyssich roc¢nicich. Radu
vyuzivanych studijnich materiali maji studenti k dispozici na portalech jednotli-
vych oddéleni katedry, popf. na strankach jednotlivych vyucujicich.
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Cilem projektu je vytvofit jednotné (pokud moZno graficky atraktivni) vstup-
ni rozhrani, kde studenti najdou souhrnné informace o studijnich oporach pro
predméty garantované katedrou matematiky. Pfedpokladame, Ze navrzeny portal
bude zahrnovat minimélné studijni podpory pro teoretickou ¢ast vyuky (definice,
véty) a piiklady vSech matematickych pfedméti v prvnich dvou letech studia.

5.2. Vystupy aktivity KA-2

V navaznosti na vystup KA-1 bude vystupem KA-2 naplnéni nové vytvorené struk-
tury matematickych predmétt daty. Hlavnim vystupem bude vytvoreni databaze
studijnich podpor, piikladi a testti a jeji prezentace na internetu tak, aby byla
dostupna siroké odborné i laické vefejnosti. Studenti budou mit moznost vyuzit
této databaze pii samostudiu pied zkouskami a uchazeéi o studium na VS budou
vyuzivat tuto databazi pfed piijimacimi zkouskami. Aktivita je sméfovana ke stu-
dentim v pocatecnich roénicich fakult Zapadoceské univerzity v Plzni (jednd se
minimélné o 3 000 prikazné podporenych studentii kazdy semestr) a navic mo-
hou databézi, tak jako doposud, vyuZzivat uchazeéi o studium na VS, kteil maji
moznost vytvorit si dostate¢né jasnou predstavu o narocnosti a slozitosti studia
matematickjch pfedméti na riznych fakultach ZCU, piipadné se mohou lépe pii-
pravit na prijimaci zkousku z matematiky.

5.3. Soucasny stav aktivity KA-2

Také tato klicova aktivita probiha v nékolika subaktivitach. Priubézné je doplno-
vana stavajici databaze podptrnych materiali, jak z oblasti teoretickych mate-
ridld, tak z oblasti ptikladti, testovacich tloh a nové téz zadavani semestralnich
individuélnich praci studentidm.

Kromé aktualizace a dopliiovani stavajici databaze studijnich podpor byla sou-
¢asna databaze rozsifena o novy segment — TRIAL4, ktery umoziiuje spravu semi-
narnich a semestralnich praci. Funk¢énost systému a jeho uplatnitelnost ve vyuce
byla pilotné vyzkousena na vybranych prfedmétech. Podpiirné materialy pro radu
dalsich pfedméti byly vyznamné inovovany a prepracovany. Nejvétsi zménou bylo
zavedeni moznosti vyuzivani symbolickych vypocetnich prostiedi do vyuky a tim
i pocitac¢l, tato zména v pojeti vyuky si vyzadala tvorbu kvalitativné odlisnych
typt prikladt zaméfenych méné na vypoctaisky dril a vice na pochopeni podstaty
feSeného matematického problému.

Pro zjednoduseni hromadného zadavani, opravovani, zpracovavani a zvefej-
niovani vysledki semestralnich zapoctovych pisemnych praci byl vyvinut novy
systém nazvany TAG. Paralelné s dopliiovanim stavajiciho systému databéze
podpirnych materidlt http://trial.kma.zcu.cz probihaji prace na vytva-
feni nového prostfedi http://trial.zcu.cz. Funkénost nového systému byla
opét pilotné otestovana na vybranych pfedmétech. Nasledujici akademicky rok
2011/2012 jiz predpoklddame pfechod databdze materidlii ze ,starého® systému
http://trial.kma.zcu.cz do systému ,nového“ http://trial.zcu.cz.

Nadale pokracovala spoluprace s kolegy ze stfednich skol, kdy doslo k rozsifeni
kolektivu spolupracovnikt o kolegy z dalsich stfednich $kol (gymnazium Jirovcova
Ceské Budéjovice a Gymnazium Chomutov). Byla navazana spolupréace s Ustavem
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uméni a designu ZCU. V ramci této spoluprace studenti uméleckych obort navrhli
kratké animacni sekvence ozivujici nové prostiedi http://trial.zcu.cz.

5.4. Planované akce v ramci KA-2 pro nejbliZzsi obdobi

V nasledujicim obdobi dojde k postupnému naplinovani nové vytvoreného webo-
vého prostfedi podpirnymi materidly pro studenty. Dale budou pokracovat
vSechny subaktivity této aktivity: spoluprace se stfednimi skolami, naplinovani da-
tabéze materialy pro studenty, inovace a modernizace dalsich predméti, zlepsovani
a praktické pouzivani systému pro evidenci pisemnych praci apod.

6. VYTVORENI DATABAZE MOTIVACNICH A APLIKACGNICH PRIKLADU

6.1. Cile aktivity KA-3

V ramci této aktivity, kterd sméfuje k modernizaci didaktickych metod a veétsi
podpore kombinovaného studia, bude vytvorena databaze motivac¢nich prikladt
pro rizné oblasti matematiky. Motivac¢ni a aplikac¢ni ptiklady zatim nejsou sou-
¢asti systému TRIAL, ale vybrané piiklady jsou Casto k dispozici na strankéch
jednotlivych prednésejicich a vyucujicich. Chceme vytvorit jednotné, vizualné pri-
tazlivé www prostredi, kde studenti i 8irsi vefejnost najdou aplikac¢ni a motivacni
priklady, ukazky aplikaci a dalsi zajimavosti z oblasti matematickych véd.

Na tvorbé této databaze se budou podilet akademicti pracovnici KMA, studenti
ruznych fakult, ktefi navstévuji néktery z kurzi matematickych predmétu, stie-
doskolsti pedagogové a zahrani¢ni odbornici. Pfedpokladame, Ze ¢innost na této
aktivité bude probihat prubézné po celou dobu projektu. Zamérem je vytvoreni
databaze motivacnich pfikladi a jeji prezentace na internetu tak, aby byla do-
stupné Siroké odborné i laické vefejnosti. Aktivita je sméfovana ke studentiim ve
véech roc¢nicich VS a otevienost systému umozni vyuziti téz zéjemci o studium
matematicky orientovanych piedméti a dalsimi pedagogy SS a VS.

6.2. Soucasny stav aktivity KA-3

Tato klicova aktivita zahéjila svou ¢innost teprve v ¢ervnu 2011. Béhem této velmi
kratké doby byl vytvofen navrh ¢lenti realiza¢niho tymu, ktefi se budou véno-
vat uvedené problematice. Byly ujasnény vzajemné kompetence mezi jednotlivymi
tymy specializované na danou klicovou aktivitu a navrhnuty metody komunikac-
nich kandalt pro snadny pienos informaci mezi KA2 a KA3. Dale byl pfipraven
podrobny ¢asovy harmonogram ¢innosti v rdmci této aktivity.

7. PORADANI PROPAGACNICH AKTIVIT A SEMINARU PRO STUDENTY
A PEDAGOGICKE PRACOVNIKY SS A VS

7.1. Cile aktivity KA-4

V ramci této klicové aktivity je naplanovano uskutecnéni nasledujicich akei:
— poradani dnd otevienych dvefl na katedfe matematiky a dalsi prezentace
katedry matematiky;
— pracovni seminaie pro SS a VS pedagogy, na kterych budou sezndmeni se
studijnimi podporami, které jsou k dispozici na www strankach katedry
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matematiky (v€etné vytvofené databaze motiva¢nich piikladi a ilustraé-
nich ptikladt). Pfedpoklddame pofddani 3-4 semindit roéné, pro cca 20-30
Gcastniki; cilem seminaia je docilit vétsi provazanost matematického vzde-
lavani na SS a VS;

— informacni aktivity pro zdjemce o vysokoskolské studium na sti¥ednich sko-
lach s cilem podporit zdjem studenti o studium exaktnich metod. Jako nej-
vhodnéjsi propagacni aktivity vidime primé kontaktovani studenti posled-
nich ro¢nika stfedni skoly. Dosavadni zkuSenosti ukazuji, ze nejvétsi efekt
ma propagace prostrednictvim absolventd dané stfedni skoly, ktefi jsou ak-
tualnimi studenty VS propagovanjch oborti a programii. Tato ¢ast aktivity
pfimo podporuje spolupraci VS se SS s cilem poskytnout studentim do-
statek informaci, eliminovat jejich pfipadné negativni vnimani a o¢ekavani
ohledné studia matematickych predmétii na vysoké skole. Predpokladame,
ze kazdorocné oslovime a osobné zkontaktujeme alespon 20-30 stfednich
gkol predevsim v regionu plzenském, jihoceském a karlovarském. Na pii-
pravé a realizaci propagacnich aktivit a seminaii se budou podilet ¢lenové
katedry matematiky a studenti VS a mezi idastniky budou patfit pedago-
gové a studenti ze stiednich a vysokych skol.

7.2. Soucasny stav aktivity KA-4

V souladu se specifikaci této klicové aktivity byla vyvijena snaha o spolupraci se
stfednimi skolami s cilem propagovat matematiku. Konkrétné probéhly dvé propa-
gacéni akce typu dntl otevienych dvefi, dale nékolik pfednések na stiednich skolach,
prednésky zvanych hostli a prednéasky c¢lend realiza¢niho tymu smérfované na pro-
pagaci matematického mysleni. Byly téz zahajeny rozhovory o mozné spolupraci
se spolec¢nosti SCIO. Cilem pripadné budouci spoluprace, ktera by synergicky na-
vazovala na aktualné feseny projekt, by bylo vytvoreni e-learningového prostiedi
pro studenty prvnich ro¢nikt ekonomickych fakult v matematickych predmétech.

7.3. Planované akce v ramci KA-4 pro nejbliZsi obdobi

Cinnost této kliové aktivity byla prerusena na obdobi prazdninovych mésicti
(¢ervenec—srpen 2011). Pracovnici této aktivity byli na uvedenou dobu pfevedeni
do jinych klicovych aktivit. Od zafi 2011 pak budou pfipraveny dalsi seminafe pro
vyucujici a studenty ze stfednich skol Plzenského a Karlovarského kraje. Budou téz
pripraveny nové propagac¢ni materidly KMA a osloveny vytipované stfedni Skoly
s navrhem na spolupraci.

8. ZAHRANIONI SPOLUPRACE A ZAPOJENI ZAHRANICNICH ODBORNIKU DO
REALIZACE INOVOVANYCH STUDILIJNICH PROGRAMU

8.1. Cile aktivity KA-5

V ramci této aktivity planujeme dvoustranné navstévy akademickych pracovnikt
zameérené na pedagogickou ¢innost. Budeme navazovat a rozvijet kontakty katedry
matematiky (které se v soucasné dobé v zahrani¢i zaméfuji predevsim na védecko-
vyzkumnou ¢innost) do oblasti pedagogické. Pfedpoklddany rozsah vymeén je cca
10 ¢loveékotydnt ro¢né. Celkem predpokladdme 27 ¢lovékotydnt (resp. 189 dnt)
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za, celou dobu trvani projektu, odhadujeme c¢astku cca 20 000 K¢ na jeden ty-
den pobytu v zahranic¢i. Zahrani¢éni pobyty ¢leni katedry, které budou podporeny
z tohoto projektu, budou prioritné zaméfeny na pedagogické aktivity. Zahrani¢ni
pobyty budou sméfoviny na stinovani (shadow-visits) pedagogt v tivodnich roc-
nicich na zahraniénich fakultach, na vyménu zkuSenosti z oblasti pedagogické, na
eventualni pfipravu a inovaci studijnich programt s vyznamnym podilem studia
v cizim jazyce a podobné.

V této aktivité navazeme na jiz ovéfenou spolupraci s partnery z predchaze-
jicich projekt (napf. Brunel University, Department of Mathematical Sciences,
Uxbridge (Greater London), Middlesex, Anglie; Hochschule Miinchen, Fakultit fiir
Informatik und Mathematik, Mnichov, Némecko; Univerza v Ljubljani, Fakulteta
za matematiko in fiziko, Ljubljana, Slovinsko). Na druhou stranu pfedpokladame,
7e naopak zahrani¢ni pracovnici se budou podilet na realizaci vyuky vybranych
matematickych pfedmétl v cizim jazyce na katedife matematiky. Tyto kurzy budou
urceny pro studenty, ktefi maji dostate¢né matematické znalosti a schopnosti a mo-
hou studiem matematiky v cizim jazyce rozvinou déle své schopnosti a dovednosti.
Uvazujeme pobyt zahrani¢nich lektord a pedagogti v rozsahu cca 3-4 ¢lovékotydny
rocné. Celkem predpokladame cca 10 clovékotydnu za celou dobu trvani projektu,
odhadujeme ¢astku cca 20 000 K¢ na jeden tyden pobytu zahrani¢niho experta na
katedre matematiky.

8.2. Soucdasny stav aktivity KA-5

V pribéhu sledovaného monitorovaciho obdobi se podafilo uzaviit smlouvu o spo-
lupraci s TU Trondheim, Norsko. Dale byla uzaviena bilateralni dohoda s Uni-
versita degli Studi di Milano- Bicocca, Itélie. Smlouva s TU Drazdany je ve fazi
finalizace. Nové se jednd o podpisu smlouvy o pfipadné spolupraci s Fakulteti za
matematiko in fiziko, Univerza v Ljublani (Slovinsko) a Technische Universitit
Graz (Rakousko). Dalsi jednéni probihaji s Politecnico di Milano, Itélie. Zaroven
byly vytipovany vhodné zahrani¢ni a tuzemské konference, seminafe a workshopy,
které jsou zaméfeny na nové metody vyuky matematiky na vysokych skolach.

V soucasné dobé se pripravuje plan zahranicnich vyjezdt clend realiza¢niho
tymu a piipadnych dalsich osob, které budou sméfovany na stinovani pedagogt
v uvodnich ro¢nicich na zahrani¢nich fakultach, na vyménu zkusenosti z oblasti
pedagogické, na eventualni piipravu a inovaci studijnich programt s vyznamnym
podilem studia v cizim jazyce a podobné. Déle probihaji jednani s nékolika za-
hrani¢nimi pedagogy, ktefi se budou v nasledujicim akademickém roce podilet na
vyuce vybranych matematickych pfedmétii v cizim (pfevazné anglickém) jazyce.

9. ZAVER

V ptispévku byly struéné podany zdkladni informace o cilech, cilovych skupinach,
aktudlnim stavu feSeni a nékterych jiz dosazenych vystupech projektu OP VK,
ktery je od fijna 2010 fesen na katedfe matematiky Fakulty aplikovanych véd
ZCU v Plzni. Podrobnéji byly diskutovany jednotlivé klicové aktivity s diirazem

na planované akce v nejbliz§im obdobi. Ac¢koliv hlavni ¢ast Fesitelského tymu po-
chézi z katedry matematiky FAV ZCU, pro zdar projektu je nezbytna kooperace
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i s pracovniky z ostatnich instituci. Vérime, ze k jejich osloveni miize pomoci i tento
¢lanek.
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PRVNI SACHOVY ZAPAS MEZI ZAMESTNANCI USTAVU
MATEMATIKY FSI VUT A STUDENTY MATEMATICKEHO
INZENYRSTVI

ALICE HAVLICKOVA A MIROSLAV KURES

ABSTRAKT. Clanek se vraci k historicky prvnimu Sachovému zapasu mezi zamést-
nanci Ustavu matematiky Fakulty strojniho inzenyrstvi Vysokého uéeni technického
v Brné a studenty Matematického inZenyrstvi na téze fakulté, ktery probéhl 20.
prosince 2010.

1. PRAVIDLA ZAPASU

Dne 20. prosince 2010 proti sobé nastoupily dva osmiclenné tymy, tym studentt a
tym zaméstanci. Zahajeni zapasu bylo urc¢eno na 9 hodin do seminarni mistnosti
Ustavu matematiky, sraz viech tc¢astnikt zde byl jiz v 8:50. Zapas byl dvoukolovy,
na kazdou partii bylo uréeno maximélné 120 minut (tzn. 2x60 minut). V prvnim
kole nastoupil hra¢ ¢. 1 tymu zaméstnanct proti hrac¢i ¢. 1 tymu studentt, hrac
¢. 2 tymu zaméstnanci proti hraci ¢. 2 tymu studentt, atd. Barva kamenu na
1. Sachovnici se losovala, na dalsich Ssachovnicich se barvy kament hracd téhoz
tymu stfidaly. Losovanim bylo rozhodnuto, Ze studenti zacinali na 1. Sachovnici
bilymi kameny. V druhém kole proti sobé nastoupili hrac¢i takto: hra¢ ¢. 1 tymu
zameéstnanci proti hraci ¢. 3 tymu studenti a hra¢ ¢. 3 tymu zaméstnanct proti
hraci ¢. 1 tymu studenttt, a to s kameny opacné barvy nez v 1. kole. Analogicky:
2. a 4. sachovnice, 5. a 7. Sachovnice, 6. a 8. Sachovnice. Partie bylo doporucené
(nikoliv povinné) zapisovat. Zapas skonéil cca ve 13 hodin.

2. SESTAVY TYMU, PRUBEH A VYSLEDEK ZAPASU

Tym studenti nastoupil ve sloZeni:

1. Ing. Jan Novotny, student doktorského oboru Aplikovand matematika

2. Jan Drazka, student bakaldrského oboru Matematické inZenyrstvi

3. Alice Havlickova, studentka bakaldiského oboru Matematické inZenyrstvi, ka-
pitanka tymu

4. Bc. Jan Holesovsky, student magisterského oboru Matematické inZenyrstvi

2010 MSC. Priméarni 97A20, 97A99.

Klicova slova. Akademicky zivot, neformalni mimovzdélavaci akce, Sachy.

Préce byla podpotena projektem A-Math-Net Sit pro transfer znalosti v aplikované matema-
tice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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5. David Vorel, student bakaldrského oboru
Matematické inZenyrstui

6. Jan Hornicek, student bakaldrského oboru
Matematické inZengrstvi

7. Mgr. Jana Hoderova, Ph.D., Odbor mate-
maticke analyzy, posila tymu

8. Ondiej Cepl, student bakaldrského oboru
Matematické inZenyrstui

Obrazek 1. Doktor Popela zvitézil
i pres znac¢né zpozdéni, s nimz se do-
stavil k partii s Janem Drazkou.

Tym zaméstnancti nastoupil ve sloZeni:
1. Mgr. Ing. Eva Pekarkova, Ph.D., Oddéleni
vyzkumu, vyvoje a vnéjsich vztahi, posila tymu
2. RNDr. Pavel Popela, Ph.D.; Odbor statistiky
a optimalizace
3. Prof. RNDr. Ladislav Skula, DrSc., Odbor
algebry a diskrétni matematiky
4. Doc. RNDr. Bohumil Maros, CSc., Od-
bor statistiky a optimalizace
5. Ing. Petr Kundrat, Ph.D., Odbor mate-
matické analyzy
6. Doc. RNDr. Miroslav Kures, Ph.D., Od-
bor algebry a diskrétni matematiky, kapitdn
tymu
7. Mgr. Jaroslav Hrdina, Ph.D.; Odbor al-
gebry a diskrétni matematiky
8. Megr. Petr Vasik, Ph.D., Odbor algebry a
diskrétni matematiky

Obrazek 2. Profesoru Skulovi se nepo-
vedlo zahajeni prvni partie, dokazal ji ale
otodit ve sviij prospéch.

Myslenka zorganizovat predvanocni Sachové utkani se zrodila na podzim roku
2010 béhem diskusi mezi autory tohoto ¢lanku, které se nékdy vice ¢i méné vzdalo-
valy od tématu bakalaiské prace prvni autorky, kterd méla byt hlavnim vysledkem
jejich spoluprace. Oba automaticky pfevzali roli organizatoru a kapitand tymda.
Prvnim tkolem bylo ovSem tjymy sestavit. Pro studenty se to zpocatku zdélo byt
velkym problémem. Studenti nékterych ro¢niki (napf. patého) tvrdili, Ze tuto hru
neovladaji a ze ,,Clovéce, nezlob se!“ je jim blizsi. Bylo to piekvapivé, protoze jde
o studenty matematiky. I tym uditelt se formoval pomérné ztuha, byt se o nékte-
rych védélo, ze Sachy hraji, nechtéli si ziejmé zadat. Dlouho také zistaval otevieny
start byvalého feditele Gstavu profesora Zeniska, ktery jej nakonec musel odvolat.
Oba tymy nakonec vyftesily své sestavy prijetim jednoho externiho hosta, posily
tymu (Slo v obou pfipadech o ddmy, jez studenti umistili na 7. Sachovnici a za-
méstnanci na 1. Sachovnici).
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Jak se tedy hrélo? Za studentsky tym na prvni Sachovnici nastoupil doktorand
Jan Novotny, ktery hraje Sachy zavodné na velice dobré drovni a byl asi nejsil-
néjsim a jednim z nejplatnéjsich ¢lend tymu. Tym zaméstnanct proti nému posta-
vil skvélou Evu Pekarkovou, rovnéz organizovanou hracku, navic propagatorku a
organizatorku této hry na VUT. Vzajemny souboj téchto jednicek skoncil remizou.
Jednou z nejsledovanéjsich partii byla partie Alice Havli¢kové s profesorem Sku-
lou. Bilé se brzy podafilo ziskat figuru a mozna predc¢asné zacala povazovat partii
za rozhodnutou, ale profesor Skula naskok po mikroskopickych kruccich stahoval,
stahoval, az nastoupil s protititokem a nakonec vyhral matem! Pfi dramatickém
zavéru byl u této Sachovnice opravdu nezanedbatelny hloucek divakt. Zajimavé
momenty se odehravaly i na dalsich Sachovnicich. Zapas skoncil vitézstvim tymu

vvvvvv

(se dvéma vitézstvimi) byli P. Popela, B. Maros, P. Kundrat a J. Hornicek.

3. VYBRANE PARTIE

Novotny—Pekarkova (zapsal a komentoval Jan Novotny)

1.b2-b4 e7-e6 2.Scl-b2 Jg8-f6 3.b4-b5 d7-d5 4.e2-e3 c7-c5 5.c2-c4 Jb8-d7 6.d2-d3 Sf8-d6 7.Dd1-
b3 0-0O 8.Jgl-f3 Vf8-e8 9.Jbl-d2 a7-ab 10.a2-a4 ab6xb5 11.a4xb5 Va8xal+ 12.Sb2xal Sd6-c7
13.Sf1-e2 d5xc4 14.Jd2xc4 Jf6-d5 15.0-0 f7-f6 16.d3-d4 Kg8-h8 (&ernou pfipravované eb nelze pro
17. Jd6 se ziskem materidlu, proto astup krale z ohrozené diagondly) 17.Vfl-d1 Dd8-e7 18.Se2-f1
b7-b6 (pokus rozehrat stelce, ktery od po&atku partie trpi na plivodnim poli; bily se jiz ale p¥ipravil
k akci v centru, a tak na vyvin &erného stfelce uZ nedojde; naopak pé$ec na b6 se ukaze slabinou)
19.e3-e4 Jd5-f4 20.g2-g3 Jf4-gb 21.d4-d5 ebxd5 22.e4xd5 Sc7-e5 23.5f1-h3 Sebxal (zfejmé kri-
tické postaveni; bily chtél vyménou na d7 pfipravit péSce b6 o posledniho obrance; mélo se tak stat
jesté pred dobranim na al, aby nebylo mozné ndsledujici rozvdzani pretizenych &ernych figur) (24.
Sxd7 Sxd7 25. Vxal a &ernd bude mit potize kryt b6 a zdroven dal$i hrozby) 24. Vdlxal Jd7-e5
25.Sh3xc8 Jebxcd (nebezpedny napadajici kifi je vyménén a tézkosti &erné konéi) 26. Sc8-e6 Jc4-d6
(s nabidkou remizy; bily pokraduje kvili ¢asové vyhodé a nepfiznivému stavu utkani; ale nevede si
dobte) 27. Val-el De7-a7 28.h2-h4 Da7-a5 29.Vel-bl Jg6-f8 30.Se6-h3 Ve8-e4 31.Db3-d3 Ved-
b4 32.Vblxb4 Dabxb4 33.Dd3-e2 Db4-e4 34.De2xed4 Jdbxed 35.Jf3-el Jed-d6 36.Sh3-f1 Jf8-d7
37.f2-f4 f6-f5 38.Jel-c2 Jd7-f6 39.Jc2-e3 g7-gb remis %—% podruhé neni vhodné remizu odmitat,
nebot &erna jiz stoji vyrazné lépe, bili pésci jsou velmi slabi; kdyby ¢erné nezlstavaly na hodinach dvé
minuty proti Sesti, zle by bilému zatapéla)

Havli¢kova—Skula (zapsala a komentovala Alice Havlickovd)

1.e2-e4 e7-e5 2.Jg1-f3 Jb8-cb 3.S5f1-b5 a7-ab 4.Sb5xc6 d7xc6 5.Jb1l-c3 Sf8-d6 6.0-0 Jg8-f6 7.d2-
d4 Dd8-e7 8.d4xe5 Sd6xe5 9.Scl-g5 h7-h6 10.Sg5-h4 g7-g57 (tento tah oslabuje krale) 11.Sh4-g3
Sc8-g4 12.Sg3xeb Sgaxf3 (zde &erny ztraci figuru) 13.Se5xf6 Sf3xdl 14.Sf6xe7 Sdlxc2 15.Val-
cl Sc2-d3 16.Vfl-d1 Sd3-c4 17.Se7-f6 0-0 18.e4-e5? Sc4-e6 (bild sice ziskala materidlni vyhodu,
ale tahem €5 ji opét ztratila; rozehrat stfelce bude velky problém) 19.Vd1l-d3 b7-b5 20.a2-a3 c6-
c5 21.Vcl-d1 Se6-b3 22.Vd1-d2 b5-b4 23.a3xb4 c5xb4 24.Jc3-e4 Sb3-e6 25.Jed4-c57 ab-ad (opét
slaby tah, zde jiz mél &erny rozehrat strelce) 26.Jcbxeb f7xe6 27.Vd3-d7 Vf8-f7 28.Vd7xf7 Kg8xf7
29.Vd2-d7+ Kf7-gb 30.Vd7xc7 a5-a4 31.Vc7-c2 b4-b3 32.Vc2-e2 Va8-c8 33.h2-h3 Vc8-c2 (bild
samoziejmé nemiize ménit véZe, &erny by si postavil ddmu) 34.Ve2-el Vc2xb2 35.5f6-e7 Vb2-a2
(na rozehrani st¥elce je jiz pozdé€) 36.Vel-bl b3-b2 37.Kgl-h2 a4-a3 38.Se7xa3 Va2xa3 39.Vb1lxb2
Kgb-f5 (zde Cerny ztratil veskery sviij tlak) 40.Vb2-b5 Va3-a2 41.f2-f3 Va2-e2 42.Kh2-g3 h6-h5
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43.h3-h4 gbxhd+ 44.Kg3xh4 Ve2xg2 45.Vb5-b4 Kf5xe5 46.Kh4xh5 Vg2-g3 47.Vb4-ed+ Ke5-f5
(zde uZ bila rezignovala; bud ztrati péice, nebo dostane mat) 48.Ve4-e3 Vg3-h3+, MAT 0-1

HoleSovsky—Popela (zapsala a komentovala Alice Havlickova)

1.e2-e4 Jb8-cb 2.Jgl-f3 e7-e5 3.Sf1-c4 Sf8-e7 4.Jbl-c3 d7-d6 5.Sc4xf7+ Ke8xf7 (bily znemoznil
¢ernému ro$adu, ale nemd dostate¢ny tok, a tak je tento tah chybny) 6.Jc3-d5 Jg8-f6 7.Jf3-g5+
Kf7-g8 8.Jd5xe7+ Dd8xe7 9.h2-h3 h7-h6 10.Jg5-f3 Jfoxed4 11.Dd1-e2 Jed-g5 12.d2-d3 Jg5xf3+
13.De2xf3 Sc8-eb 14.c2-c3 De7-f7 15.Df3-e4 Va8-f8 16.0-0 Se6-d5 17.Ded-g4 h6-h5 18.Dg4d-g3
h5-h4 19.Dg3-g4 Df7-f5 20.c3-c4 Df5xg4 21.h3xg4 Sd5-e6 22.f2-f3 Jc6-d4 (zde se jiz bily musi
brénit naporu &ernych figur, zatimco jeho stfelec a véZ stoji v zakladnim postaveni) 23.Vf1-f2 h4-h3
24.b2-b3 h3-h2+ 25.Kgl-h1 Sebxg4 26.Scl-b2 Jd4-f5 (a zde je jiz bily pod matovym (tokem,stFelec
nejde brat pro Jg3) 27.g2-g3 Jf5xg3+ 28.Kh1l-g2 h2-h1D+ 29.Valxhl Jg3xhl 30.Vf2-e2 Sg4xf3+
(dal8i chyba bilého, av8ak ani bez ni by se uz nedokdzal ubranit aktivnim &ernym figurdm) bily se
vzdal 0-1
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