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Piredmluva ke druhému ¢islu ¢asopisu Kvaternion

Mili ¢tenafi, pravé drzite v rukou druhé ¢islo ¢asopisu Kvaternion, ktery v sou-
¢asné dobé slouzi predevsim jakozto publika¢ni platforma sité pracovist projektu
AMathNet. Jak jiz bylo uvedeno v ivodniku prvniho ¢isla, nejednéa se o Casopis ryze
védecky, jeho smyslem je transfer znalosti zejména v oblasti aplikaci matematiky,
publikace ¢lankt popularizacniho a didaktického charakteru se snahou o maximalni
zapojeni studentd jednotlivych partnerti projektu. Tento charakter je beze zbytku
naplnén druhym c¢islem, které vam s potéSenim predstavujeme. Druhé ¢islo je ob-
sahové slozeno zejména ze Ctyt prispévku 2. workshopu ” Aplikovana matematika”
poradaného FSI VUT v Brné ve dnech 31.1-3.2. 2012 v Ostravici: ,,Replikatorova
rovnice — ptiklad uziti matematiky v biologii“ (autor Zdenék Pospisil), ,,Sifrovaci
metoda zaloZend na fraktalni kompresi“ (autor Tom4s Grisa), ,,Weilovo parovani
na eliptickych kfivkach v kryptosystémech zalozenych na totoznosti a kryptogra-
ficky randomizované odpovidaci techniky* (autor Miroslav Kures) a ,,0d kompo-
zitnich materidla ke slabé konvergenci® (autor Jan Franct). Piispévek ,O kva-
ternionovych algebrach* (autor Lenka Macédlkova) vznikl svym zptusobem také
v Ostravici na zakladé diskusi studentky doktorského studia L. Macalkové s doc.
Kuresem. Prispévek s nazvem ,,Constructed Quaternary Cryptographic Functions
Class“ (autofi Zoubida Jadda a Patrice Parraud) souvisi s navstévou dr. Zoubidy
Jaddy na FSI VUT v Brné podpofenou projektem AMathNet. Vérime, Ze si kazdy
z Ctenaru v pravé predstaveném cisle najde oblast, kterad jej obohati o nové po-
znatky v oblasti aplikaci matematiky a ktera bude impulsem pro dalsi rozvoj jeho
odborné ¢innosti.

Olomouc, 12.8. 2012

Radomir Halas
t.¢. vedouci katedry Algebry a Geometrie
P#F UP Olomouc
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CONSTRUCTED QUATERNARY CRYPTOGRAPHIC
FUNCTIONS CLASS

ZOUBIDA JADDA anp PATRICE PARRAUD

ABSTRACT. New results on quaternary (Z4 = {0, 1, 2, 3}-valued) cryptographic func-
tions are presented. We define and characterize completely the Z4-balancedness and
the Z4-nonlinearity according to the HAMMING metric and the LEE metric. In the
particular case of quaternary Bent functions we show that the maximal nonlinearity
of these functions is bounded for the HAMMING metric and we give the exact value
of the maximal nonlinearity of these functions for the LEE metric. A general con-
struction, based on Galois ring, is related in detail and applied to obtain a class of
balanced and high nonlinearity quaternary cryptographic functions. We use Gray
map to derive these constructed quaternary functions to obtain balanced Boolean
functions having high nonlinearity.

1. INTRODUCTION

Boolean ({0, 1}-valued) functions of length n used in pseudo-random generators of
stream and block ciphers play an important role in their security ([7, 1]). These
functions are usually studied over finite field of two elements Fo. Finding Boolean
functions with optimal cryptographic properties as balancedness and high nonlin-
earity is still an open problem. The purpose of this paper is to present new results
on quaternary ({0,1,2,3}-valued) cryptographic functions. This work is moti-
vated by the interest in studying quaternary objects and structures (see [8, 12]).
The usual metric used in Z4 is the LEE metric which allows to have an isometry
from (Z7', LEE distance) to (F3™, HAMMING distance) with the Gray map. We
begin by defining and characterizing exactly quaternary cryptographic functions
of length m. Then, we formally describe balancedness and nonlinearity over Z4
according to the HAMMING metric and the LEE metric. Quaternary Bent functions
[19] (or more generaly g-ary Bent functions [3, 9, 10, 11]) are defined by Walsh
transform. For m-variables quaternary Bent functions we prove that the maximal
nonlinearity is bounded between 3 - 4m~1 — 2m=1 and 3.4™~! — 2m=2 under the
HAMMING metric and we give conditions to reach the upper bound. We show that
the exact value of the maximal nonlinearity of these functions under the LEE met-
ric is 4™~ — 2™*1 A general construction of quaternary cryptographic functions
is detailed, using cyclotomic classes of the multiplicative group of a Galois ring R.
We point out the fact that the balancedness and the nonlinearity of the obtained

Keywords. Quaternary functions, Boolean functions, cryptographic functions, nonlinearity,
balancedness, quaternary algebra, Gray map, Galois ring.

The work was supported by the project A-Math-Net — Applied Mathematics Knowledge
Transfer Network (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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functions depend on the b-polynomial used to construct R and on the distribu-
tion of these classes over R. We naturally apply this construction to a particular
configuration in order to obtain a class of m-variables quaternary cryptographic
functions which are balanced and have nonlinearity bounded between 3-4™~! —2m
and 3 -4™m~! — 2™~ for the HAMMING metric and bounded between 4™ — 2m+1
and 4™ — 2™ for the LEE metric. Using the Gray map with these obtained qua-
ternary functions we present 2m—variables balanced Boolean functions with high
nonlinearity. To avoid any confusion, an n-variables Boolean function is denoted
by f while an m-variables quaternary function is denoted by F .

2. BOOLEAN FUNCTIONS BASICS

Let n be a natural integer and Fy the set of all n-tuples of elements in the
finite field Fo = {0,1} with its sum denoted by @. An n-variables Boolean
function f is a function from F5 to Fo which can be identified by its truth ta-
ble [f(0,---,0),---, f(1,---,1)] of length 2™. The support of f is defined by
supp(f) = {u € F§ | f(u) # 0} and the Hamming weight wg(f) of f by the
size of its support. The Hamming distance between two n-variables Boolean
functions f and ¢ is dg(f,g9) = wu(f ® g) where @ denotes the addition in
Fy. The Walsh transform of an n-variables Boolean function f is the complex
mapping from F3 to C defined by Wy(u) = Zvng,(fl)"'v+f(”) where u - v de-
notes the usual inner product in F5. An n-variables Boolean function f is bal-
anced if its truth table contains an equal number of 1’s and 0’s which means
that wy(f) = 2"~! or in spectral term W;(0) = 0. The nonlinearity of a
n-variables Boolean function f is the minimum distance to all affine functions
nla(f) = H}}n du(f,g). Using the Walsh transform, the nonlinearity of f can be
g affine

expressed by nla(f) =2""1—1 m%x| W¢(a)|. Readers can read [5, 6, 16] for more
a€Fy

detailed explanations of Boolean functions cryptographic criteria. For every n-
variables Boolean function f, we have nly(f) < 2"~'—2%~1. This bound is reached
for Bent functions [17, 14] which are characterised by Vu € Fy, |Wy(u)| = 2%
for n even. A Bent function could not be balanced. Finding maximal nonlinearity
Boolean functions (see [13, 15, 18]) is an open problem.

3. QUATERNARY CRYPTOGRAPHIC FUNCTIONS

3.1. Quaternary Tools

Throughout this section, ¢ will denote the complex number such that 2 = —1.
Let Zy = Z/4Z = {0,1,2,3} be the ring of integers modulo 4 which is group-
isomorphic to Ug = {41, i} the group of 4" root of unity in C under the standard
isomorphism x — i*. Z}* will represent the set of all m—tuples of elements in Z4
where m is a natural integer. The addition on Z4 ( addition (mod 4)) will be
denoted by +. The LEE weights wy, of 0,1,2,3 in Z4 are 0, 1, 2,1 respectively and
the LEE weight wy, (u) of an element u of ZJ* is the rational sum of the LEE weight
of its components. The LEE distance df,(u,v) between two elements v and v in
7y is wr (u +v).
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Definition 3.1. An m-variables quaternary function F is a function from Z}*
to Z4 which can be identified by its truth table [F'(0,---,0), -+, F(3,---,3)] of
length 4™. Let us define F(Z}*,Z4) as the set of all m-variables quaternary func-
tions.

Example 3.2. F: 732 —

(r1,22) — x1+ 22 mod 4

The truth table is

[F(0,0), F(0,1), P(0,2), F(0,3), F(1,0), F(2,0), F(3,0), F(1,1), F(1,2), F(1,3),
F(2,1), F(3,1), F(2,2), F(2,3), F(3,2), F(3,3)] i.c
[0,1,2,3,1,2,3,2,3,0,3,0,0,1,1,2].

The support of F' is defined by supp(F) = {u € ZJ* | F(u) # 0}. We define
the relative support of F' by supp;(F') = {u € Z]" | F(u) = j} for all j in Z4 and
n;(F') its size. The HAMMING weight wg (F') of F is the size of its support and
the HAMMING distance between two m-variables quaternary functions F' and G is
dp(F,G) = wg(F — G). The LEE weight wy,(F) of F is n1(F) + n3(F) 4+ 2n2(F)
and the LEE distance between two m-variables quaternary functions F and G is
dr(F,G) = wr(F — G). The Walsh transform of an m-variables quaternary func-
tion F is the complex mapping from Z}* to C defined by Wg(u) = ZUGZ,,L juvtE )

where u - v denotes the usual inner product in Z§* (mod 4) . We define W% (u) =
ZUGZZ" juv (_1)F(v) and W%(u) — Z’UEZZL ju (_Z')F(v)

3.2. Quaternary Balancedness and Nonlinearity

Definition 3.3 (Balancedness). Let F' € F(Z7', Zy).
F is balanced <= Vj € Zy4, nj(F) =4m"L.

Let us give a balancedness characterisation of quaternary function.

Proposition 3.4. Let F € F(Z}',Z4).
F is balanced <— Wg(0) = W2 +(0) =

Proof. By definition we have Wg(0 Z 7™ and W2,(0) = Z (—1)F@),
vELY vELY

then Wp(0) = 1o(F) — n2(F) + i(n:(F) — n3(f)) and W5(0) = 1o(F) — m (F) +

n2(F) — n3(F). These two equalities give us 3 equations on n; (0 < j < 3)

by extracting real and imaginary parts. Since Z n;(F) = 4™ we then obtain

a system of 4 simultaneous equations in 4 unkn(J)\fVZI;s that we solve. This finishes

the proof. O

Similary to the binary case, we define the nonlinearity of quaternary function.

Definition 3.5 (Nonlinearity). Let F' € F(Z}',Z4). The nonlinearity of F is
defined by the minimum distance to all affine functions with

nlf(F) = min dg(F,G) under the HAMMING metric
4 G affine

and with ni}(F) = n}l}p dr(F,G) under the LEE metric.
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Go on with a nonlinearity characterisation of quaternary function.

Proposition 3.6. Let F € F(Z}',Z4). The nonlinearity of F under the HAM-
MING metric is completely characterised by

1
H _ qgm—=1_ = -b _1\bu2
nly (F) = 3-4 1 oD%, {2Re(i" Wr(a)) + (—1)" WH(2a) }

— ggml %nel% (2| Re(Wi(a) | +W2(2a),2 | Im(Wp(a)) | — W2 (2a)}

where Re(z) and Im(z) denote respectively the real and imaginary part of the
complex number z.

Proof. By Definition 3.5, we have

ZL F) = 1 d F7G = i F-G
nly(F) = min dy(F,G)= min wh( )
Let S be the function in F(Z}",Z4) such that S(u) = F(u) + a-u + b with a in
7 and b in Zy.
() = i S S s
nly (F) weiin, Am(S) +m2(8) + ms(9)}
— 4m — S .
wein%, M0(S)

Using the decomposition of Wg(0), W%(0), W%(0) and the fact that 1o(S) 411 (S)+
72(S) + n3(S) = 4™ we obtain

m(S) = 7 [4™ + Ws(0) + WE(0) + W(0)]

= ]

4™ 4 Z (iF(u)+a-u+b_’_(_1)F(u)+a‘u+b+(_i)F(u)_A,_a‘u_;,_b)
u€EZy"

[4m + P We(a) + (—1)" W2.(2a) + WF(a)}

= 1[4+ 2Re(i® Wi (a) + (-1)" W(2a)] .

N e S

The proof is completed, the second expression of nl (F) is obvious using properties
of complex numbers. O

Proposition 3.7. Let F' € F(Z}',Z4). The nonlinearity of F' under the LEE
metric is completely characterised by

nlf(F) = 4™~ omax {Re(i® Wp(a))}
= 47" = max {| Re(Wr(a)) |, | Im(Wr(a)) [}

Proof. By Definition 3.5, we have

nlk(F) = . znfiﬁnedL(F, G = g}iﬁme(F - Q).
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Let S be the function in F(Z}",Z4) such that S(u) = F(u) + a-u + b with a in
Z} and b in Zy.

nlf(F) = aez%ilryle@ {n(S) +2n2(S) + n3(S9)}.

Using the decomposition of Ws(0) and W%(0) we have
Ws(0) + W5(0) = 2(mo(S) — n2(S)).
Moreover
Ws(0) + Wg(0) = 2Re(i® Wr(a)).

As Z n;(S) = 4™, we obtain

JE€ZLy

m(S) + 2n2(5) 4 n3(S) = 4™ + 12(S5) — no(S5).

That is

nly(F) = _min {47 +12(8) —m0(S)}

= 47— Re(i"W.
sl {Re(i* Wr(a))}
which ends the proof of the first expression. The second expression of nlk(F) is
obvious by properties of complex numbers. O

3.3. Quaternary Bent Functions Properties

Definition 3.8 (Quaternary Bent functions). Let F' be an m-variables quater-
nary function. F is Bent if and only if | Wg(a)| = 2™, for any a € ZJ".

Remark 3.9. If F is Bent, we have Wg(a) = £2™ or Wg(a) = +i2™.

Proof. xr(a) = p+ iv with (g,v) in Z X Z and |xr(a)| = 2™.
Then (2™)? = ;2412 and the only possible values for ;1 and v are (u,v) = (£2™,0)
or (u,v) = (0,4£2™) : proved by recurrence on m for (u,v) in N x N, O

Let us now focus on the maximal nonlinearity of an m-variables quaternary Bent
function F' according to the HAMMING metric and the LEE metric respectively as
shown in Fig.1.

H L
nly nly

3.4m—1 _gm-1 3.4m—1 _gm-ym _ gm

Figure 1. Nonlinearity of Quaternary Bent function .

Theorem 3.10. Let F' be a m-variables Bent function.
(1) 3-4m-t —om=1 < pll(F) <3.4m-1 _om=2,
(2) nlf(F) =3-4m"1 — 272 if and only if Wa(2a) = £2™.
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Proof.

3-4m71 = sup {2] Re(Wi(a)) | +Wi(2a),2 | Im(Wr (@) | =W (20)}.

7. JADDA anNp P. PARRAUD

(1): Proposition 3.6 gives nll (F) equal to

Let us write nlf (F) =3.-4m~1 — %y

where y = aseuzgl {2| Re(Wp(a)) | + Wh(2a),2 | Im(Wr(a)) | — W5(2a)}

and © = W% (2a) = Z (1)20u(—1)FW) = Z (=1)%u(=1)F ),

ueZy”

As F is Bent, we use Remark 3.9 to distinguish two main cases in order to

evaluate y (let c=2mT1):
Wg(a) =+2™ : y = Maz {c+ z, —x}
Wg(a) = £i2™ : y = Max{z,c — x}

The geometric representation of y in terms of = (Fig.2) shows that y ranges

uEZy"

between 2™ and 2™*! which completes the proof.

W% (2a) is equal to —2™ or 2"+! 4 W2,(2a) = 2 that is W5(2a) = 2™ —

agzZy

: Let nlf(F) =3.4m~1 —2m=2 If F is Bent and Wr(a) real then
2m = sup {2 + W%(2a)7—W2F(2a)}. In this case W2 (2a) < 0 and

2m+l = —2m The case Wr(a) is imaginary is similar.

y=—x y=c—=x y=—-c+=x y=x
N i’ gm+1
2m
2N 2N
7 N 7 N
e N e N
’ N ’ N
7 N 7 N
7 N 7 N
. N . N
7 A 7 A
e N N
’ N NN
. . K4 z
m
_2m+1 2 om 2m+1

Figure 2. y in terms of z.

Theorem 3.11. Let F be an m-variables Bent function.
nlb(F) = 47 — 9.

Proof. Proposition 3.7 gives nll(F) = 4™ —

max
a€Zy bELy

{Re(ib Wr(a))}.

Using remark 3.9 we have Re(i® Wr(a)) = £2™ which finishes the proof.

In this section we give definitions and properties of the Galois ring GR(4,m)
without proofs. We refer the reader to [20] and [8] for further informations about

Galois rings.

4. GALOIS RINGS AND CYcLOTOMIC CLASSES
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4.1. Galois Rings

Asusual, Zy = Z/4Z = {0, 1, 2, 3} is the ring of integers modulo 4 and Fy the finite
field with two elements. Let u : Z4 — F3 be the mod-2 reduction map. We extend
1 to Zy[x] — Falz] in the natural way. A monic polynomial h(x) in Z4[x] of degree
m is said to be basic irreducible if ho(x) = p(h(x)) is a monic irreducible primitive
divisor of 22"~ — 1 in Fy[z] (HENSEL lift). The Galois ring R = GR(4,m) of 4™
elements is a Galois extension of order m of Z, and is isomorphic to the factor
ring Zy[z]/(h(x)) where h(x) is a monic basic irreducible polynomial of degree m
(b-polynomial). Let 3 be a root of h(x) of order 2™ — 1 (82" ~! —1 = 0). Then R
is the polynomial ring Z4[3] where {1,3, -, 8™ 1} is a basis of R over Z4. The
Galois ring R is a local ring having a unique maximal ideal D = 2R made up of
the 2™ zero divisors. The residue class field K = R/D is isomorphic to the finite
field Fam under the canonical map z — Z from R to K. The Teichmiiller system
T7T={0,1,8,--- ,62"1_2} is the set of roots of 2" — z in R and can be viewed as
the set of representatives of K as D = 2R = 27. Let # = /3 be a primitive root
of hy(z) in Fa[z], we can identify K with Fom = 7 = {0,1,60,---,6%" ~2}. The
multiplicative group R* = R\ D of R is a group of order (2™ — 1)2™ which is the
direct product H x U where H is the cyclic group of order (2™ — 1) generated by
B and U is the Abelian group of principal units of R of order 2™ that is elements
of the form 1+ 2zy with zg in 7. There are two canonical ways to represent the
4™ elements of R, a multiplicative one and an additive one. In the multiplicative
representation, every element z of R has a unique expansion z = z; + 229 with 2;
and z9 in 7.

4.2. Cyclotomic Classes

Let R = GR(4,m) be the Galois ring of 4™ elements, D = {0,2,23,---,282" 2}
the set of zero divisors with | D |= 2™ and R* = {21(1+22), 20 € T, 21 € T\{0}}
the multiplicative group of R with | R* |= 2™ (2™ — 1).

Definition 4.1. Let m be a natural integer and R = GR(4,m) be the Galois
ring of 4™ elements and R* its multiplicative group. The 2™ cyclotomic classes of
order 2™ — 1 of R* are:

Cr = {7 +28% 0<j < 2™ —2} for any k such that 0 < k& < 2™ — 2 and
Com_1={B7,0<j<2m—2}

5. CONSTRUCTION

Let R = GR(4, m) be the Galois ring of 4™ elements and D the set of zero divisors
of R. Let us consider the 2™ cyclotomic classes C of order 2™ — 1 of R* (see
Definition 4.1).

We construct the quaternary function F' such that the function F' takes the same
value for each element of Cy,.

We now compute formally the expressions of Wr and W4 for this constructed
function F'. We have
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Ch (B +26%, 0<j<2m -2}, 0<k<2m —2

Cam 1 {6, 0<j<2m -2}
with | Ck o<k<am—1 |=2™ — 1. And D = {0} U {287, 0 <j <2m —2}.
Let a in Z}*.

WF(a) = Z iaIUJFF(U) + Z ( Z ia'U+F(U)> + Z Z'a-'quF(v)

veD 0<k<2m—2 \weC, vE€Com _;
—_———
Sp(a) Sc, (a) Scom _4(a)
We(a)=Sp(a)+ Y Sc.(a)+ Scpm_,(a) (5.1)
0<k<2m—2
As D ={0,2,28,---,26%" 72} we have
Spla) =i+ 37 (-1)ef"iFee (5.2)
0<k<2m—2

If veCy for 0 <k <2™—2thenv=p" +28F with 0 < j <2™ — 2 and

Sc(a) = (~1)@B" N st FEh (5.3)

0<j<2m —2

If v € Cym_q then v = 37 for 0 < j < 2™ — 2 and

Seom_y(a)= 3 @) (5.4)
0<j<2m—2

In equations (5.2), (5.3) and (5.4), terms of the form (—1)“'Bk and i®#” show that
Wr(a) depends on the b-polynomial used to construct the Galois ring and terms
of the form i¥'(28%) jF(8+28") and i¥(8)) show that Wr(a) depends on the way
that F' takes value on the different cosets Cy, o<r<am—1 and D.

As the construction states that for a given class C, the function F' takes the same
value, if v = B9 + 2% € C}, then let us define Fj, = F(v) = F(8? + 28%) which
does not depend on j.

WF(G) = SD((I) + Z (f]_)a'ﬁkiFk Z ia-ﬂj + jFom—1 Z Z'aﬁj

0<k<2m—2 0<j<2m—2 0<j<2m—2
Bl L Fym
= Sp(a) + g ivh E (—1)*F ik 4 jFem—
0<j<2m—2 0<k<2m -2

We have now to distinguish the case a € D from the case a € D.
aeD
Let a = 26" with 0 <1< 2™ —2or a = 0.

Wp(0) =Y i@ @r—1 > i (5.5)

veD 0<k<2m—1
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Wea) =Y if @+ | S (-1 S (5.6)

veD 0<j<2m —2 0<k<2m—1
a¢g D
Let o = 8°+ 26" in C; for 0 <1< 2™ —2 and for | = 2™ — 1 we have a = §° with
0<s<2™m -2,

X s ; 'Bs.ﬁj N Bl'ﬁj
Furthermore : (—1)®8" = (=1)8"6" and ¢%’ = { t (=1)

iﬁs.ﬁj
That is
Wr(a) = Sp(s) + A(s, 1) (B(s) + ™" 1) (5.7)
where
Sp(s) =@+ 3 (—1)f e (5.8)
0<k<2m—2
As, )= >0 (-8t (5.9)
0<j<2m—2
B(s)= Y (-1 Fh (5.10)
0<k<2m—2
Ais)y= > 7 (5.11)
0<j<2m -2

We have that Sp(s) and B(s) do not depend on the class of a but only on values
of F' and A depends only on a but not on values of F'. Moreover, we have

Wh(2a)= Y (- (-1)FW =3 (-1)F+ - (Z(_l)a-v+F<v>>

veELY veED 0<k<2m—1 \veCj

As for the calculation of Wg(a), we find that

Wa(2a) = Y (-D)F@ 4+ 3 =P N (e (5.12)

veD 0<k<2m—1 0<j<2m —2

Equations (5.6) and (5.7) give the exact value of Wg(a) and (5.12) the exact
value of W2 (2a) according to the detailed calculation done by equations (5.1)—(5.5)
and (5.8)—(5.11).

Remark 5.1 (Balancedness of F'). The balancedness of F' depends on the way
that F' takes value on the different cosets C), and D.

Remark 5.2 (Nonlinearity of F'). The nonlinearity of F under the HAMMING
and LEE metric depends on the choice of the b-polynomial and the way that F
takes value according to u belongs to Cj, or D.

We now apply these results to a particular configuration in order to obtain a bal-
anced quaternary function with high nonlinearity under the HAMMING metric and
LEE metric as shown in Fig.3 and Fig.4 respectively.
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Constructed functions Bent functions

| | | H
1 1 1— nly

3.4m—1 _ om g.4m—1 _gm—1 g ym—1_ om—2

Figure 3. Constructed Quaternary function nonlinearity nlf .

Constructed functions Bent functions
| 1 / .
1 1 e
qam _ om+1 4m _ ogm

Figure 4. Constructed Quaternary function nonlinearity nlf.

Proposition 5.3. Fork, 0 < k <2™—2 and forv € {0,1,2,3}, we define 6, =
v if k = v (mod 4). With a suitable b-polynomial, we construct an m-variables
quaternary function F as follows: F(B7 + 2p%) = F(28%) = 6, and F(0) = 3, for
7, 0< 5 <2™—2. This quaternary function is balanced and its nonlinearity under
the HAMMING metric satisfies 3-4m~1 —2m < nli(F) < 3-4m~1 —2m=1 qnd its
nonlinearity under the LEE metric satisfies 4™ — 2m+1 < nlk(F) < 4m — 2m,

Numerical Results

Nonlinearity under the HAMMING metric nlf (F) and the LEE metric nl{(F)
(using Propositions 3.6 and 3.7) of constructed balanced quaternary m-variables
functions F' with Nbp the number of possible b-polynomials, Nbs the number of
suitable b-polynomials and BH = 3.4m-1 —om pH — 3. 4m-1 _om-1 pL
gm — 2m+l and BE = 4m — 2m,

m | Nbp | Nbs suitable bpolynomial BH nif (F) B BT nll (F) BL
3 2 2 25 222 f o+ 3 40 a4 44 48 56 56

4 2 2 2T + 222 + 32 + 1 176 180 184 224 232 240
5 6 6 2% 4+ 322 + 22 + 3 736 744 752 960 976 992
6 6 2 20 + 2% + 2T 4 222 f 32 + 1 3008 3032 3040 3968 4016 4032
7 18 14 7 +22% f o+ 3 12160 12208 12224 16128 16224 16256
8 16 2 28 + 325 + a5 + 222 + 3z + 1 48896 49008 49024 65024 65248 65280
9 48 10 29 + 220 4+ 225 4 32T + 25 + 3 || 196096 | 196288 | 196352 || 261120 | 261504 | 261632

6. DERIVED BOOLEAN FUNCTIONS

Let R = GR(4,m) be the Galois ring of 4™ elements and D the set of zero divisors
of R. Let us consider the m-variables quaternary function F obtained by the
construction which uses the 2™ cyclotomic classes of order 2" — 1 of R*. By
taking the binary images of F' under the Gray map, we obtain n = 2m-variables
Boolean functions which are balanced and having high nonlinearity.

Definition 6.1. The Gray map ¢ is defined from Z4 to Fy x Fy with
o(2q+71)=(¢,q®r). We also define @Q from Z,4 to Fy with
Q2q+r)=q.

The Gray map is clearly a bijection from Z4 to F2 and its inverse is defined
by ¢~ 1(q,s) = 2¢ + (¢ ® s). Identifying FJ* x FJ* to F3™, we extend naturally ¢
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to Zj* componentwise by ¢ (2q0 + 70, 5 2¢m—1 + rm—-1) = (0> "+ ,qn—1,90 D
To, s q9m—1 @rm—l) and ¢;7,1 to F%"l by ¢;11(q07 5y qn—1,50," " 75m—1) = (QQO+
4o D S0s s 2qm—1 + Gm-1 D Sm—1).

Definition 6.2. The 2m-variables Boolean function f derived by the Gray map
is
f : F%m — Fg
y = Q. (Y)

Numerical Results :

Nonlinearity nly(f) =271 — 1 Hé%x| W;(a)| of obtained balanced n-variables
a€ly

Boolean functions f with n = 2m derived from the previous constructed balanced
quaternary m-variables functions F' compared with known values.

n bnll | bni? nll [ ni? | nla(f) | bnl': LoBanov’s lower bound

6 12 10 22 24 24 bnl?: CARLET - FENG’s ([4]) lower bound

8 58 70 94 112 112

10 260 366 390 | 478 464 nl': Best balanced exact Nonlinearity before
12 || 1124 | 1700 || 1600 1952 nl?: CARLET-FENG’s ([4]) exact Nonlinearity
14 || 4760 | 7382 || 6524 8000 with optimal algebraic immunity

7. NUMERICAL EXAMPLE FOR m =3 AND n =6

Let consider the GALOIS ring R = GR(4, 3) of 64 elements built with
the b-polynomial h(x) = 23 + 22% + 2 + 3.

T he 8 cyclotomic classes of order 7 of R* (Def.4.1) are :

Co {38,8+2,82+2,8%+2,8'+2,85+2,8% 42}

Gy {1+28,38,8%+28,8° +28,8* +28,8° +28,8% + 28}

Cy = {1+28% 8+28% 8% +262 8% +26% 8" + 282, 8° + 282, 8° + 28°}
Cs : {1+28%B8+28% 8% +28% 8% +28% 5* +25%,8° +28°%, 8¢ + 28°}
Cy = {1+28% 8+28% 8% +2p8*, 8% +2p%, 5 +25%,8° +28*, 8% + 28*}
Cs : {1+2B° B8+28° 5% +28° 8% +2p5 8% +25°, 8% +28°,8% + 28°}
Ce : {1+28%8+28°%8%+28°% % +28% 8" +28° 8% +28° 8% +28°}

Cr o+ {1,8,8%,8% 8% 8°, 8%

The obtained partitions applying the construction are (Prop. 5.3) :
Let B; = {u € Z3, F(u) =j},j=0,1,2,3.

Ey = CoUCqU {2} 2ﬁ4}

E;1 = C1UCsU{2B,28°}
Ey = CyUCsU2{B?28%} °
Es = Cs3UC;U{28% 0}

The balanced constructed 3-variables quaternary function F is :
F = 3322312311001200312003111302203200220021331132130321113030122302
with nlff (F) = 44 and nl} (F) = 56.

The balanced derived 6-variables Boolean function f is :
f=1111101100000100101001000101101100110010110011010110001010011101
with nla(f) = 24.
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8. CONCLUSION

This paper presents new results on quaternary cryptographic functions, bringing
out a new approach of functions used in the security of pseudo-random generators
of stream and block ciphers. The main goal of this work, similarly motivated by
the Z4 linearity paper [8], is to present an alternative to the open problem of find-
ing optimal Boolean functions. After defining quaternary functions and describing
their Z, balancedness and nonlinearity, under the HAMMING metric and the LEE
metric, we give results on the maximal nonlinearity of quaternary Bent functions.
Using the algebraic structure of a Galois ring, we present a general construction of
quaternary functions, pointing out necessary trade offs in order to obtain optimal
cryptographic properties. In a natural way, we apply this construction with a par-
ticular configuration to get balanced and high nonlinearity quaternary functions.
Faithful to our main objective, we take the image of our quaternary constructed
functions under the Gray map to obtain balanced and high nonlinearity Boolean
functions. Z4 codes, Galois Rings and Difference Sets over Z4 seems to offer great
investment opportunities and reinforce our motivation to go on with this new kind
of approach.
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SIFROVACI METODA ZALOZENA NA FRAKTALNI KOMPRESI

TOMAS GRISA

ABSTRAKT. Tento ¢lanek se zabyvéa teoretickymi principy fraktalni komprese a vy-
uzitim modifikovaného algoritmu fraktalni komprese pro symetrickou kryptogra-
fii. Kompaktni matematicka teorie a vlastni algoritmus navrzené symetrické Sifry
(Fractal Compression Based Cryptosystem - FCBC) jsou zde prezentovany. Tato
prace také obsahuje priklad ilustrujici praktické vyuziti této Sifry a jeji riizné modi-
fikace.

1. Uvop

V poslednich letech se ukazalo, ze teorii fraktala lze vyuzit v mnoha teoretickych
i praktickych oborech. Prikladem muze byt fraktalni komprese obrazu vyuZiva-
jici systém iterovangch funkci (IFS) a segmentovany systém iterovanych funkci
(PIFS), kterou v roce 1987 navrhl Barnsley (viz. [1], [2]). Vyuzil sobépodobnost
pro obrazovou kompresi tak, ze atraktor PIFS je aproximaci ptvodniho obrazu.
Avsak hledani sobépodobnych ¢asti v rastrovém obraze je vypocetné narocné.

Dalsi zajimavou oblasti, kde 1ze aplikovat teorii fraktali, je kryptografie. Tento
text se zabyva pravé touto oblasti. Popisuje modifikovany reverzni algoritmus frak-
talni komprese pouZity pro symetrickou Sifru (FCBC), kterd je hlavnim vysled-
kem této prace. V navrzené §iffe se PIFS iterativné aplikuje na libovolnou zpravu
vhodné délky. Atraktorem tohoto PIFS je pak vyslednd zasifrovana zprava. Kli¢ a
zprava k zasifrovani jsou pouzity jako koeficienty daného PIFS. Zasifrovana zprava
je tedy v jistém smyslu sobépodobna. Pokud znédme kli¢, mtizeme pomoci jedno-
duchych vypocta obdrzet puvodni zpravu.

V textu se predpoklada znalost pojmu metricky prostor, posloupnost, konver-
gence posloupnosti, cauchyovskd posloupnost, uplny metricky prostor a kompaktni
mnozinag.

2. MATEMATICKE PRINCIPY

Definice 2.1. Necht (M, d) je metricky prostor a T : M — M. Zobrazeni T
nazveme:

e [ipschitzovské pravé tehdy, kdyz existuje konstanta [ > 0 takova, ze:
d(T(z),T(y) <l-d(x,y), Ve,yeM,

2010 MSC. Priméarni 94A60; Sekundarni 11T71.

Klicovd slova. Fraktalni komprese, symetricky kryptosystém, Fractal Compression Based
Cryptosystem, FCBC.

Prace byla podporovana projektem A-Math-Net — Sif pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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e Lontraktivni pravé tehdy, kdyz existuje konstanta 0 < ¢ < 1 takova, zZe:
d(T (), T(y) <c-d(zy), Vo,yeM,
e neexpanzivni pravé tehdy, kdyz:
d(T(x),T(y) <d(z,y), Ve,yeM.
Tvrzeni 2.2. Jestlife je zobrazeni T : M — M lipschitzovské, potom je i
spojite.
Dikaz. Piedpokladejme T spojité s lipschitzovym koeficientem [. Nechf € > 0.
Pokud |z — y| < &/l, dostdvame Ze
T(@) = T)| <l -yl <15 ==,

kde prvni nerovnost je ekvivalentni s lipschitzovou podminkou. Pokud je tedy e
libovolné, pak T je spojité. O
Definice 2.3. Bod z* € M se nazyva pevnym bodem zobrazeni T : M — M
pravé tehdy, kdyz
T(z*)=2"= lim T" (z¥).
n—oo

Véta 2.4. (Banachova véta o pevném bodu kontraktivniho zobrazeni)
Bud M dplny metricky prostor a T : M — M kontraktivni zobrazeni. Potom T
md pravé jeden pevny bod.

Diikaz. Zvolme libovolné z € M. Potom pro n > m plati
d(T™ (z),T" (2)) < c-d(T™ (), T" " (z)) <™ -d(z,T" ™ (z)). (21)
Dale vyuzijme trojuhelnikovou nerovnost:

d(z, T (z)) < d(z,7" ') +d(T" " (z).T" (z))

S AT )+ TT @) P (T (2), T ()
< (I4cet...+F 24+ d(@,T(
< 1_c~d(x,T(x)). (2.2)
Nyni mtzeme piepsat vyraz 2.1 nasledovné:
d(T™ (@), 1" (x)) < {— - d(2,T (2)).
Jestlize ¢ < 1, potom mizeme vzit levou stranu vyrazu libovolné malou, pokud
jsoun a m dostate¢né velka. To znamend, ze posloupnost z, T (z) ,T (T (z)), ... je

cauchyovska. Pokud je M tplny metricky prostor, potom bod z* = lim,, oo T ()
lezi v M. Nyni podle tvrzeni 2.2 plati, ze pokud je T kontraktivni, je T" zaroven
spojité. Tudiz T (z*) = T (im 7™ (z)) = im 7"+ (x) = x*.

Jednoznacnost dokazme nasledovné: pfedpokladejme, ze x] a x5 jsou dva pevné
body. Potom d (T («7),T (x3)) = d (x7, 23), zéroven ale plati d (T (z3),T (z3)) <
c-d(xf,23). Tim dostavame spor. O
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Véta 2.5. (KoldZzova véta) Bud T kontraktivni zobrazeni s koeficientem kon-
trakce c, a x* pevngm bodem zobrazeni T. Potom plati:

A7) < o d (e, T (@)

Dikaz. Véta plyne z vyrazu 2.2, pokud £ jde k nekonec¢nu. O

Definice 2.6. Bud T lipschitzovské zobrazeni. Pokud existuje n € N takové, ze
T™ je kontraktivni, pak zobrazeni T nazveme podminéné kontraktivni. Exponent
n nazveme exponentem podminéné kontrakce.

Véta 2.7. (Zobecnéna kolaZova véta) Bud T podminéné kontraktivni s
exponentem podmineéné kontrakce n, potom toto zobrazeni md prdvé jeden pevny
bod x*, kterého dosdhneme pro libovolné x ndsledovné:

=T (z*) = lim T (z).
k—o0
Potom plati:
1 1-"
l—c1-1

d(l’,.’t*) < d(l’,T(iL’)),

kde c je koeficient kontrakce T™, a l je lipschitzovym koeficientem T'.
Dikaz. Viz. [2], str. 36 O

Definice 2.8. Pokud je (M, d) tplny metricky prostor, potom systémem itero-
vangch funkci (IFS) nazgvame konefnou mnozinu kontraktivnich zobrazeni F =
{wy,ws, ..., w,} definovanych na M.

Definice 2.9. Pro metricky prostor (M, d) ozna¢me H (M) systém vSech ne-
prazdnych kompaktnich podmnozin M. Potom zobrazeni d, : H (M) x H (M) —
Ry definované piedpisem

dn (A,B) = inf d (a,b inf d(a,b
n (A, B) max{jtelg inf d(a, )7525 inf d(a,b)}

pro neprazdné A, B C M nazveme Hausdorffovou vzddlenosti. Ta spliiuje axiomy
metriky, tudiz (H (M), dp) tvofi metricky prostor.

Véta 2.10. (IFS véta) Je-li (M, F) systémem iterovanych funkci, potom
transformace W : H (M) — H (M), pro kterou plati

W(B) = Juwi (B)

pro vsechna B € H (M), je kontraktivnim zobrazenim na (H (M) ,d) s koeficien-
tem kontrakce ¢ = max{cy, ..., c, }. Pak tato transformace md jeding pevng bod A €
H (M), ktery vyhovuje rovnici A = W (A) a je ddn limitou A = lim;_,., W' (B)
pro libovolné B € H (M).

Diikaz. Viz. [2], str. 34 O

Definice 2.11. Bud M ftplny metricky prostor, dale bud D; € M pro i =
1,...,n. Potom segmentovanym systémem iterovangch funkci (PIFS) nazyvime
mnozinu kontraktivnich zobrazeni w; : D; - M, proi=1,...,n.
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Pozndmka 2.12. PIFS m4 (stejné jako v ptipadé pro IFS) pravé jeden pevny
bod. Pokud budeme navic uvazovat, ze PIFS obsahuje i podminéné kontraktivni,
popripadé neexpanzivni zobrazeni, da se ukazat, Ze i v tomto pfipadé méa toto
PIFS pravé jeden pevny bod. Viz. [3].

3. ALGORITMUS

Definice 3.1. Rekneme, Ze ¢ je podil celociselného déleni dvou celijch cisel
a € Ny, b € N, pokud spliuje
a=b-q+r, q € Ng,r € (0, |g|) N No,
potom celociselné déleni znacime a div b = g a zbytek po tomto celociselném déleni

znac¢ime a mod b = r.

Tvrzeni 3.2. Mé&ime ndsledujici celociselné délent
a diwb,a € Ng,b e N— {1}.

Potom v Ny s klasickou metrikou je toto celociselné déleni neexpanzivni, a podmi-
néné kontraktivni.

Definice 3.3. Definujme zprdvu M jako konec¢nou posloupnost ¢isel z ome-
zeného intervalu pfirozenych éisel. Délku zprévy (pocet prvka této posloupnosti)
oznaéme |M|. N — tg prvek zpravy oznacme m,,.

Definice 3.4. Definujme kli¢ IC jako kone¢nou posloupnost celociselnych dvojic
[0, K], kde § je z omezeného intervalu pfirozenych ¢isel a k € {2,3,...,11}. Délku

klice (pocet celociselnych dvojic této posloupnosti) ozna¢me |K|. Prvni prvek n—té
celodiselné dvojice kli¢e oznacme §,,, druhy prvek této dvojice potom k.

Algoritmus:
Méjme zpravu A délky |A| a kli¢ K délky |K|. Dale mé&jme libovolnou zpravu B
délky |B| = | AJ.

1. Vytvoime novou (pomocnou) zpravu € délky |E| = |A| podle nésledujiciho
predpisu
en = ((b((n+5j,1) mod |g‘)+1) div Hj) +a,, j=((n—=1) mod |K|)+1. (3.1)

2. Pokud
|A|

Z |bi — e;| =0, (3.2)
i=1

vrat £ a ukonci vypodet. V opaném piipadé B = £ a jdi na bod #1.

Nyni jsme schopni rekonstruovat zpravu A podle nasledujiciho predpisu
an = by, — ((b((n+5j,1) mod ‘5‘)+1) div /ﬁj) , j=((n—=1) mod |K|)+1. (3.3)

Pozndmka 3.5. Z predpokladd plyne, ze x musi spliiovat podminku x > 2.
Avsak pokud vezmeme k pfilis velké, potom bude vysledek celociselného déleni v
algoritmu relativné maly. Tedy zaSifrovand zprava by se prili§ nelisila od zpravy
ptivodni. Proto v tomto algoritmu uvazujme & € {2,3,...,11}.
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Lemma 3.6. Nechi A je zprdva, K je kli¢ a £ je odpovidajici zasifrovand
zprdva. Potom pro dany kli¢ IKC je zasifrovand zprdva £ jednoznacné urcena, a je
mozno ji dosahnout pouze z A.

Dikaz. Necht A, B jsou dvé navzadjem odlisné zpravy stejné délky, a necht K
je libovolny kli¢. Pfedpokladejme, Ze obé ze zprav B a A mohou byt zaSifrovany
stejnym klicem /C do totozné zpravy £. Potom pro kazdé n musi platit:

en = ((e((nrs;—1) mod eh+1) div Kj) + an

en = ((e((n+d,-1) mod g))+1) div K;) + bn,
j=((n—1) mod |K|)+ 1.
Avsak z predpokladu A # B plyne, ze zde existuje alespoii jedno n takové, pro
které plati a,, # b,,. Tudiz dostdvame spor. a

Piiklad 3.7. M&jme zpravu A = {50, 37, 85,12, 69, 23, 52, 71,49, 5} délky |.A| =
10. Déale m&jme kli¢ £ = {[35,5],[9,2],[73,6]} délky |[K| = 3 a zpravu B =
{0,0,0,0,0,0,0,0,0,0} délky |B| = 10. Nyni vytvoime podle 3.1 novou zprévu
€ délky |€] = 10.

er = ((bg) div5)+a; = (0 div 5) + 50 = 50
ea = ((b1) div 2) +as = (0 div 2) + 37 =37
ero = ((bs) div5)+ap=(0div5)+5=5

Dostali jsme tedy zpravu & = {50, 37, 85,12, 69,23,52,71,49,5}. Polozme B = £
a vypocitejme novou zpravu £ nasledovné

er = ((bg) div 5)+ay = (23 div 5) + 50 = 54
ea = ((b1) div 2) + ay = (50 div 2) + 37 = 62
es = ((bg) div 6) + az = (23 div 6) + 85 = 88

ero = ((bs) div 5) +aig = (69 div 5) +5 =18
E = {54,62,88,21,75,31,59,97,55,18}

£ = {56,64,90, 23,79, 32, 64, 100, 59, 20}
£ = {56, 65,90, 23,80, 32, 64, 103, 59, 20}
£ = {56, 65,90, 23,80, 32, 65,103, 59, 21}

& = {56, 65,90, 23, 80, 32, 65,103, 59, 21}
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Po provedeni Sesté iterace si mizeme vSimnout, ze jsme dostali stejnou zpravu
&, jako v paté iteraci. Proto Sifrovani ukonc¢ime. Nyni podle 3.3 vytvorme novou
zpravu A’

a, = by — (b div5) =56 — (32 div 5) = 56 — 6 = 50
ay = by— (b div2)=65— (56 div 2) = 65 — 28 = 37
ay = bs— (bg div 6) =90 — (32 div 6) =90 — 5 = 85
aiy = bio— (bsdivs)=21—(80div5)=21-16=5

Zpréva A’ = {50,37,85,12,69,23,52,71,49,5} je shodna s ptvodni nezasifro-
vanou zpravou A = {50, 37,85,12,69,23,52,71,49,5}.

V tomto prikladu si mizeme v§imnout, ze znaky zaSifrované zpriavy nabyvaji
vétsich hodnot nez znaky zpravy puvodni. V pripadé, Ze minimalni hodnota v &
je rovna ¢islu 2, potom maximalni hodnota vystupni abecedy mize byt az dvoj-
nésobné oproti maximélni hodnoté abecedy vstupni (to plyne z rovnice 3.1 pokud
((n+9; —1) mod |€]) + 1 = n a zéroveil a,, je maximélni hodnotou vstupni abe-
cedy). To muZe plisobit problémy v pfipadé, Ze jako zpravu k zasifrovani bereme
textovou zpravu prevedenou do Ciselné reprezentace. Protoze maximalni hodnota
vystupni abecedy mize byt az dvojnasobnd, neméli bychom jak zpatky vyjadrit
zaSifrovanou zpravu v textové reprezentaci. Jednim zptsobem je rozsirit ptvodni
abecedu o nové znaky (napiiklad podtrzenim piivodnich znakw). Dalsi moznosti je
ponechat vystup v ¢iselné reprezentaci (deciméalni, p¥ipadné napf. hexadecimalni).

Poznamka 3.8. Pokud sifrujeme konstantni zpravu (nebo zpravu s opakujici se
sekvenci stejnych znakt) kratkym klicem (|| <« |M]), miZou se ve vysledné zasif-
rované zpravé vyskytovat opakujici se sekvence stejnych znaki (to plyne z rovnice
3.1 pokud je kli¢ kratky a a,, je konstantn{). Pro zamezeni{ tohoto jevu by se mél
pouzit kli¢ alespon stejné délky, jako je délka zpravy. To mizeme docilit naptiklad
vhodnym deterministickym algoritmem pro generovani klice potfebné délky z klice
originalniho. Dalsim pfistupem miZe byt definovani klice jako dvé rtizné konecné
posloupnosti (A bud kone¢néd posloupnost celych ¢isel z intervalu {2,3,...,11} a
K bud konecnd posloupnost z omezeného intervalu celych ¢isel), kde |[A| = p,
|IK| = q ap # ¢ Oznatme n — ty prvek K jako K, a n — ty prvek A jako
A,. Nyni je v rovnici 3.1 nutno pro e, pfedefinovat x; = K (( a

05 = A((n—1) mod |A[)+1°
p X q, aniz by se ve vysledné zasifrované zpravé vyskytovaly opakujici se sekvence.

n—1) mod |K|)+1
Pak mizeme vyuzit tento kli¢ pro zpravu délky nejvyse

4. ZAVER

Tento ¢lanek se zabyval popisem algoritmu FCBC Sifry. Zékladni matematické te-
orie, popis algoritmu a jednoduchy pfiklad zde byly prezentovany. Samotné Sifra
FCBC je pribuzna k Vigenerové sifie, ackoli jsou jejich algoritmy odlisné. Vi-
generova Sifra je symetricka substitucni sifra, kde hodnota kazdého symbolu zpravy
je posunuta o hodnotu znaku v kli¢i. V FCBC S$iffe se hodnoty znaki také posou-
vaji, avSak o hodnotu znaku jiného (z téze zpravy), ktery je navic modifikovan
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hodnotou znaku v kli¢i. Tudiz je vysledna zprava v jistém smyslu sobépodobna.
Nevyhodou této Sifry maze byt vétsi maximéalni hodnota vystupni abecedy oproti
abecedé vstupni. Navic pro konstantni (nebo opakujici se) zpravy je tieba kli¢
modifikovat (avSak stejny problém se vyskytuje i u Vigenérovy Sifry).

Softwarova implementace FCBC $ifry, urcena pouze pro ilustrativni ucely, je ke
stazeni na adrese:

http://fcbc.fme.vutbr.cz

Sila FCBC sifry by méla byt pfiblizné shodna se silou Vigenerovy sifry. Pro
ovéreni tohoto tvrzeni je tfeba provést kryptoanalyzu FCBC. Touto tématikou by
se autor rad zabyval ve svém dal$im badani.
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REPLIKATOROVA ROVNICE - PRIKLAD UZITI
MATEMATIKY V BIOLOGII

ZDENEK POSPISIL

ABSTRAKT. Ptehledovy ¢lanek uvadi matematicky model vyvoje spolec¢enstva po-
pulaci zapsany diferencialnimi rovnicemi a model zmény frekvence alel v jedné po-
pulaci zapsany diferenéni rovnici. Tyto modely maji analogicky tvar, coz ukazuje,
ze z jistého hlediska jsou genetika a populacni ekologie specidlnimi pfipady jedné
obecnégjsi teorie; konkrétné se jednd o evoluéni syntézu (neodarwinismus). Tento
vysledek ilustruje silu matematiky také pfi popisu zivé prirody.

Ve druhé casti jsou uvedeny zakladni asymptotické vlastnosti sestavené rovnice.

1. Uvop

Matematika zasahuje do kazdého oboru lidské ¢innosti a biologie neni v tomto
smeéru vyjimkou. Tato fraze je bezpochyby pravdiva, ovSem nic urcitého nefika.
Pokusime se ji trochu zpresnit. Uziti matematiky mize znamenat prosté nasazeni
vypocetni techniky pro uchovani a analyzu experimentalnich dat. Dlouhou tra-
dici ma také pouzivani matematickych modelt pro predpovidani vyvoje néjakych
procesti, a tim také pro jejich rizeni; zakladatelskou praci v tomto sméru je model
gifen{ nestovic, ktery sestavil Daniel Bernoulli [2]. Takové pouziti matematiky v8ak
okamzité vyvolava diskusi o adekvatnosti sestaveného modelu; to doklada jednak
bezprostiedni reakce Jeana le Rond d’Alemberta na Bernoulliav ¢lanek [1], jednak
diskuse pokracujici dosud [5]. Novoveéka evropskéd piirodovéda vidi v matematice
»jazyk, kterym Bih napsal pfirodu® (Galileo Galilei, sr. diskusi mozného vyznamu
této fraze v [18]). Jinak Fedeno, matematika pomé&hd porozumét prirodé, matema-
tika je formou pfirodnich zdkont. Z tohoto pohledu je nejdokonalejsi védou fyzika,
ktera své teorie formuluje rovnicemi; pojmy ,matematicka“ a ,teoreticka“ fyzika
byvaji zaménovany, piestoZe jejich smysl se lisi [17].

Na cestu pfiblizovani se k idealu fyziky se biologie vydala z Brna, kde Johann
Gregor Mendel vysledky svych pokusu s kfizenim rostlin provadénych v klasterni
zahradé zformuloval jako vzorecky o pomérech vyskytu sledovanych znakt v na-
sledujicich generacich [19]. Genetika po svém znovuobjeveni na za¢atku dvacatého
stoleti cestu matematizace jiz neopustila. V této souvislosti je vhodné zminit ¢is-
tého matematika Godfreye Harolda Hardyho, ktery sice ,neudélal nikdy nic uzi-
te¢ného* [13, str. 135 éeského prekladu], ale pfesto se podle ného jmenuje zékladni

2010 MSC. Primarni 92D15; Sekundarni 92-01.

Kli¢ovd slova. Replikatorovd rovnice, matematicky model, ekologie, popula¢ni genetika,
evoluce.

Préce byla podporovana projektem A-Math-Net — Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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pravidlo genetiky (Hardyho-Weinbergtiv zdkon, objeveny dvakrat [12, 24] nezavisle
na sobé). Dalsi vyznamnou postavou oboru je matematik a fyzik Ronald Aymler
Fisher, ktery zkombinoval Mendelovy zédkony s Darwinovou myslenkou ptirozeného
vybéru [9, 10]. Jeho teorii déle rozvijeli biologové J. B. S. Haldane [11] a S. Wright
[25]. Soucasny stav problematiky je zpracovan napf. v monografii [6].

Jinou matematicky propracovanou oblasti biologie je teorie prirozeného vybéru
na urovni znakt, nikoliv genti. John Maynard Smith, ptivodné letecky inZenyr,
pouzil spolu s Georgem Pricem terminologii teorie her k popisu konfliktt mezi
zvifaty, darwinowskému ,boji o zivot* (struggle for existence), [22, 21]. Impuls
Maynarda Smithe vyuzili Peter Taylor a Leo Jonker a spojenim nékterych mysle-
nek teorie her s diferencidlnimi rovnicemi vytvofili evoluéni teorii her [23]. Jejich
¢lanek vsak ztstal téméf bez odezvy az do doby, kdy teorii pouzili Karl Sigmund
a Peter Schuster [20] k upozornéni na chybu ve slavné knize Richarda Dawkinse
[4]. O evoluéni teorii her se 1ze pouéit v ucebnici matematické biologie [3, kap. 4.]
nebo podrobné v monografii [14].

Tento ¢lanek chce ptiblizit zminéné dva sméry teoretické biologie — genetiku a
evoluci. V prvni ¢asti nasledujici sekce je sestavena rovnice popisujici zmény frek-
vence alel (variant genil) v populaci, v jeji druhé ¢asti rovnice popisujici vyvoj
struktury néjakého spolecenstva biologickych (pseudo)druht. Zékladnim vysled-
kem je to, ze oba procesy popisuje stejna rovnice, kterou nazyvame replikatorova
(replicator equation). To ukazuje, Ze se v jistém smyslu jednd o proces jediny
(podnétnou diskusi o ,fundamentélni jednoté p¥irody“ vyjadfené tim, Ze rtizné
déje jsou popsany stejnymi rovnicemi, uvddi R. P. Feynman [8, dil 3, kap. 12.7]) a
je hlubsim teoretickym zdtvodnénim neodarwinismu — syntézy evoluce a genetiky.

Ve tfeti sekci jsou studovany nékteré zakladni asymptotické vlastnosti reseni
replikatorové rovnice. Zejména je charakterizovano asymptoticky stabilni stacio-
narni feseni, tzv. evolucné stabilni stav, které mize byt vhodnou formalizaci pojmu
yzamrzla evoluce“, o niz mluvi provokativné psand kniha [7]. Zakladni Véta 3.4
o feSeni rovnice (2.14) byla pivodné dokdzana v ¢lanku [15] pro specidlnéjsi rovnici

(3.1).

Pouzivana symbolika je standardni. Méné obvykly je snad jen Hadamardtv
souin vektorw; pro vektory © = (z1,22,...,2k), ¥y = (Y1,Y2,...,yx) je definovan
vztahem x oy = (x1y1, T2y2, . . ., TrYk ). Potfebné poznatky o obycejnych diferen-

cidlnich rovnicich lze najit napf. v ucebnici [16].

2. KONSTRUKCE REPLIKATOROVE ROVNICE

2.1. Genetika populaci

Populaéni genetika popisuje pfenos gend (nosict dédinosti) mezi generacemi né-
jakych organismi. V tomto ¢lanku se budeme vénovat jednomu velice zjednodu-
Senému pripadu zminéného prenosu. Predstavme si, ze dospéli jedinci néjakého
druhu produkuji pohlavni burky, gamety. Spojenim dvou gamet vznikne novy
jedinec, zygota. Ten muze dospét do plodného véku, produkovat gamety a cely
cyklus se bude opakovat. Budeme predpokladat, Ze cas, ktery uplyne od stadia
gamety pres zygotu a plodného jedince do produkce dalsich gamet, je jednotkovy,
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tj. pokud gamety prvni, parentdlni, generace jsou vytvoreny v case t, pak gamety
nasledujici, pruni filidlni, generace jsou vytvoreny v Case t + 1.

Geny si budeme predstavovat mendelovskym zpiisobem, podrobnosti na mole-
kularni Grovni nejsou pro potifeby tohoto ¢lanku relevantni. Jeden gen je predsta-
vovan néjakym mistem na chromozomu, lokusem. Zygoty a dospéli jedinci maji
chromozomy v parech, jsou diploidni. To znamend, Ze na jednom lokusu jsou dvé
varianty genetického materialu, alely, které nemusi byt shodné. Tato neusporadana
dvojice alel urcuje genotyp jedince. Naproti tomu gamety maji kazdy chromozom
jen jednou, jsou haploidni, a tedy nesou jen jednu alelu.

Budeme uvazovat chromozom, ktery neni pohlavni, a na ném jeden lokus se
dvéma moznymi alelami, které oznacime A, a. Jako prvni predpoklad pfijmeme,
ze do gamet prechazi alely ndhodné. To znamena, ze gameta vyprodukovana je-
dincem s genotypem Aa s pravdépodobnosti % obsahuje alelu A a se stejnou prav-
dépodobnosti % obsahuje alelu a. Gameta vyprodukovana jedincem genotypu AA
jisté, tj. s pravdépodobnosti 1, obsahuje alelu A, gameta vyprodukovana jedincem
genotypu aa jisté obsahuje alelu a.

Ozna¢me z(t) podil gamet, které nesou alelu A, mezi vemi gametami v case t.
Hodnotu z(t) miZeme také povazovat za klasickou pravdépodobnost, ze ndhodné
vybrana gameta nese alelu A. V dusledku toho je podil gamet, které mezi vSemi
gametami v Case t nesou alelu a, roven 1 — z(¢). Budeme také predpokladat, ze
tyto podily jsou stejné i u samotnych samicich gamet, nebo samotnjych samdcich
gamet. Jinak feceno, subpopulace samic a samct jsou z hlediska uvazovaného
lokusu geneticky identické.

Budeme déle predpokladat, Zze v populaci dochazi k nadhodnému kfizeni, Ze
populace je panmiktickd. To znamend, Ze gamety se pii vytvareni zygot spojuji
nahodné a nezavisle na alelach, které nesou; libovolné sami¢i gameta se mtze spojit
s libovolnou saméi gametou. (Tento proces je asi lepsi si pfedstavovat jako pylova
zrna nesend ndhodné vanoucimi vétry na blizny ndhodné rozmisténé v krajiné, ne
jako spermie a vajicka spojujici se v téle samice.) Oznaéme Za4, Zaq & Zaq pocet
zygot genotypu AA, Aa a aa. Polozme Z = Z s + Zaq + Z4,. Déle ozna¢me

ZAA ZAa Zaa

pAAZTa pAa:7a Paa = 7

podil zygot pfislusného genotypu mezi vSemi zygotami, ktery muzeme povazovat
za klasickou pravdépodobnost, ze ndhodné vybrana zygota je daného genotypu.
Zygota genotypu AA je realizaci nezavislych ndhodnych jevi, Ze gameta od jednoho
rodice nese alelu A, pravdépodobnost tohoto jevu je rovna z(t), a ze gameta od
druhého rodiée nese také alelu A, coz je jev se stejnou pravdépodobnosti z(t).
Pravdépodobnost vzniku zygoty genotypu AA je tedy rovna paa = x(t)x(t) =

(2.1)

x(t)2. Analogickou tivahou zjistime, 7e p,, = (1 — x(t))Q. Ponévadz kazda zygota

je pravé jednoho z moznych genotypt, plati paqa = 1 — (paa + Paa)- Dostavame

tak vztahy

ZAa
A

ZAA Zaa

2
Par=—— = z(t)?, paq = = (1—=(t))".

(2.2)
Budeme pfedpokladat, ze zygoty riznych genotyp mohou mit rtiznou prav-

dépodobnost, ze se doziji plodného véku, a Ze plodni jedinci rtiznych genotypt

=2x(t)(1 —2(t)), Poa=
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mohou mit riiznou plodnost, tj. vyprodukuji rtizny pocet gamet. Jinak feceno, vy-
bér (at uz pfirozeny nebo umély) pisobi na Grovni genotypu. Ozna¢me S4 podil
zygot mezi vemi zygotami genotypu AA, které dosahnou plodné faze, tj. pravdé-
podobnost, Ze se zygoty genotypu AA doziji plodnosti. Dale oznaéme m 44 pocet
gamet, které vyprodukuje dospély jedinec genotypu AA. V analogickém vyznamu
budeme pouzivat oznadeni Saq, Saa, MAa & Maq- (Pozndmka pro ty, ktef{ si pa-
matuji ze stfedni Skoly o genetice néco vice: Genotyp ,neni vidét“, proto selekce
na urovni genotypu nemuze probihat. OvSem fenotyp je genotypem jednoznacné
uréen. Pokud by alela A byla dominantni a alela a recesivni, platilo by Sg4 = Saq,
mMaA = Mag.)

Oznacéme dale Ny, Naq, Nyg pocet plodnych jedinct ptislusnych genotypt, a
Maa, Mag a Mg, celkovy pocet gamet, které vyprodukuji vSichni jedinci prislus-
ného genotypu. Pak s vyuzitim vztaht (2.1) a (2.2) dostaneme

Maa =maaNaa =manSaaZaa =maaSaaZxz(t)? (2.3)
a podobné
Maa = 2maaSaaZa(t)(1 = 2(t)), Mag = MaaSaaZ (1 — 2(t))”. (2.4)

Vsechny zygoty genotypu AA, kterych bylo Z4 4, mizeme povazovat za ,prvotni
producenty® celkem Ma4 = maaSaaZaa gamet. To znamend, Ze jednu zygotu
genotypu AA mizeme povazovat za ptvodce

Maa
ZaA

=maaSaa

gamet. Tuto velic¢inu lze povazovat za reprodukcéni zdatnost genotypu AA. Ozna¢me
ji waa. Stejnou tivahu miZeme provést a analogické oznaceni zavést pro ostatni

~evs

genotypy. Pak pfepiSeme vztahy (2.3), (2.4) ve struénéjsim tvaru

Mas = wanZa(t)?, Mag = 2waoZa(t)(1—2(t)), Mag = waaZ(1 — x(t))’.
(2.5)
Vsechny gamety vyprodukované jedinci genotypu AA nesou alelu A a polovina
gamet vyprodukovanych jedinci genotypu Aa nese také alelu A. Celkovy pocet
K 4 gamet s alelou A v Case t + 1 tedy je K4 = Maa + %MAG. Podobné celkovy
pocet K, gamet s alelou a je K, = My, + %MAG. Pro podil gamet nesoucich alelu
A v Gase t + 1 nyni s vyuzitim vztahd (2.5) dostaneme vyjadfeni

Ka waaz(t)? + waqz(t) (1 — (1))
Ka+ Ko waaa(t)? + 20a.z(t) (1 — 2(t) + wea (1 — 2(t))

z(t+1) = 27

z néhoz bezprostfedné plyne Fischerova-Haldaneova- Wrightova rovnice populacni
genetiky

waaz(t) + waq (1 — z(t))

z(t+1) =
(1) waar(t)? + 2waqx(t) (1 — x(t)) + Waa (1 — x(t))2

x(t). (2.6)

Veli¢iny waa, waq a wee vyjadiuji reprodukéni zdatnosti jednotlivych geno-
typt. Nyni mtzeme uvazovat ndhodnou veli¢inu ,reprodukéni zdatnost populace®
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a vypocitat jeji stfedni hodnotu @ pomoci pravdépodobnostni funkce genotypi
(2.2):

W = WAAPAA T WAaPAa T WaaPaa =
=waaz(t)® + 2waaz(t) (1 — 2(t)) + waa (1 — g:(t))2 =

- (wAAx(t) +waa(1— x(t)))x(t) n (wAax(t) + waa (1 — x(t))) (1= a(t)).
(2.7)
P1i oznaceni
wa = waazr(t) + waq (1 — x(t)), Wq = WALL(E) + Waq (1 — x(t)) (2.8)
muzeme psat
W = waz(t) + we (1 — z(t)). (2.9)
Stfedni hodnotu reprodukéni zdatnosti populace tedy vyjadiuje vyraz, ktery je
formalné roven stfedni hodnoté jisté ndhodné veli¢iny na dvouprvkovém pravdé-
podobnostnim prostoru. Tato ndhodna veli¢ina mé& hodnotu w4 na jevu, jehoz
pravdépodobnost je rovna z(t), tedy na jevu, Ze ndhodné vybrand alela je A. Ana-
logickou tivahu provedeme pro w,. Hodnoty wa, w, tedy mtzZeme interpretovat
jako reprodukéni zdatnosti alely A a alely a.
Zakladni rovnici (2.6) mzeme s oznacenim (2.7), (2.8) a (2.9) pfepsat ve tvaru

z(t+1) = %.

Podil w
A
f A= —_—
W
vyjadiuje relativni reprodukéni zdatnost alely A vzhledem k reprodukéni zdatnosti
populace. Hodnota f4 samoziejmé zavisi na relativni frekvenci x alely A, fa =

fa(x). Fischerovu-Haldaneovu-Wrightovu rovnici (2.6) nyni mtizeme vyjadfit ve
tvaru rekurentni formule

z(t+1) = fa(z(t))z(t)
nebo autonomni diferenéni rovnice
Az =z(fa(x) —1). (2.10)

Tuto rovnici mizeme precist: ,pokud je hodnota relativni reprodukéni zdatnosti
alely A vétsi nez 1, pak relativni zastoupeni alely A v populaci roste.“

2.2. Vyvoj spoledenstva populaci

Nejprve budeme modelovat vyvoj velikosti jedné populace. Budeme ji povazovat
za homogenni, tj. takovou, Ze vsichni jedinci tvorici populaci jsou stejni. Oznacme
n = n(t) velikost populace v ¢ase t. Tuto velikost mizeme vyjadfit napf. po-
¢tem jedincti, poc¢tem jedinci vztaZenych na jednotku plochy (populaéni husto-
tou), celkovou biomasou populace a podobné. Budeme piedpoklddat, ze populace
je velka, takze funkci n budeme povazovat za diferencovatelnou. Velikost populace
n(t + h) po kratkém casovém tseku délky h bude zfejmé rovna jeji velikosti na
pocatku uvazovaného useku zvétsené o mnozstvi nové narozenych jedinci a zmen-
Sené o mnozstvi jedinct uhynulych. Abychom tuto myslenku vyjadiili presnéji,
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oznacime symbolem d pomér uhynuljch jedincti ku vSem za jednotku cCasu, tzv.
amrtnost (death rate) populace, a b mnozstvi novorozenct, které ,vyprodukuje“
jedinec za jednotku ¢asu, tzv. porodnost (birth rate). P¥i tomto oznaceni mame

n(t + h) = n(t) + bn(t)h — dn(t)h.

Pro zjednoduseni zapisu polozime r = b—d, rovnost obvyklym zptisobem upravime
a provedeme limitni pfechod h — 0. Dostaneme obycejnou diferencialni rovnici

n =rn.

Tato rovnice je linedrni homogenni pouze v pfipadé, ze ristovy koeficient (growth
rate) r nezavisi na velikosti populace n. Tak tomu vSak ve vétsiné pfipadi neni
— v malé populaci miize byt obtizné najit partnera k pafeni (je mald porodnost),
velkd populace spotiebuje zdroje prostiedi (je velkd timrtnost) a podobné. Je tedy
r = ¢(n) a rovnice ristu populace nabyva tvar

n' = np(n). (2.11)
Uvazme nyni spolecenstvo tvofené k populacemi. Velikosti jednotlivych popu-
laci ozna¢ime n; = n;(t) a jejich ristové koeficienty ¢;, i = 1,2, ..., k. Jednotlivé
populace se budou vyvijet podle rovnic analogickych (2.11), ovSem velikosti rtsto-
vych koeficientti mohou zaviset na velikostech jednotlivych populaci — populace si
mohou konkurovat ve vyuzivani zdroji prostifedi, jedna muze byt potravou jiné
a podobné. Dostavame tedy model spolecenstva ve tvaru autonomniho systému k
oby¢ejnych diferencidlnich rovnic

/ .
n; = nipi(ni,ne, ... ,ng), 1=1,2,...k,
nebo v zdpisu vyuzivajicim oznadeni n = (nq,no, ..., ng)
! .
n; =n;pi(n), i=1,2,...k, (2.12)

pripadné jako jednu vektorovou rovnici

n' =nop(n),
kde o oznatuje Hadamardiv soucin vektord (soucin ,po slozkach®).
Ozna¢me nyni

. )
t)*znz(t)v xz*xl(t)* N(t)’ 1*1727”'7]9

celkovou velikost spolecenstva a relativni zastoupeni jednotlivych populaci ve spo-
leenstvu. Pak vzhledem k (2.12) plati
_ N

k
n;
NN N2 N

Jj=1 j=1
k

E

/ /
o N —n;N"
i N2 -

=l
= \3\
2

=|3
2\3

P1i oznaceni

fi(z) = pi(Nzx) = pi(n)
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dostaneme systém obycejnych diferencidlnich rovnic

k
T, =z fl(m)—Zx]f](sc) , 1=1,2,... k. (2.13)
j=1
Ponévadz Z?Zl z; = 1, 1ze druhy vyraz v zévorce povazovat za vézeny primeér

jednotlivych f;, j = 1,2,...,k. Proto ho ozna¢ime f a systém (2.13) piepiseme ve
tvaru

o = (fi(z) — f(z)), i=1,2,... k. (2.14)
Tuto rovnici miazeme precist: ,,pokud je hodnota veli¢iny f pro i-tou populaci vétsi,
nez prumérnd, pak relativni zastoupeni této populace ve spolecenstvu roste.“ Tato
interpretace ukazuje, Ze veli¢ina f; vyjadiuje darwinovskou zdatnost (fitness) i-té
populace. Néjaké prirozena jednotka darwinovské zdatnosti neexistuje. Mizeme ji
tedy zvolit tak, aby primérna zdatnost f byla jednotkova; toto tvrzeni budeme
precizovat v nésledujici sekci, Lemma 3.2. Diferencidlni rovnice (2.14) je pak bez-
prostiedni spojitou analogii diferen¢ni rovnice (2.10).

Rovnice (2.10) modeluje vyvoj relativniho zastoupeni alely v populaci; alela je
jakasi entita, ktera se stale znovu vytvari jako kopie entity rodi¢ovské, replikuje se
v ¢ase. Rovnice (2.14), pfesnéji systém obycejnych diferencidlnich rovnic, modeluje
vyvoj relativniho zastoupeni jedincti jednoho druhu ve spolecenstvu; ti také stéle
znovu vznikaji jako kopie svych rodic¢i, replikuji se v case. Z téchto divodu se
(2.14) nazyva replikdtorovd rovnice. Systém rovnic (2.14) muzeme totiz zapsat
jako jednu vektorovou rovnici

2 =zo fla) - (@ f(@))x,

kde f = (f1, f2,---, fx), symboly o a - ozna¢uji Hadamardiv a skaldrni soucin
vektori.

3. VLASTNOSTI REPLIKATOROVE ROVNICE

Budeme predpokladat, ze vsechny funkce f;, 7 =1,2,...,k, jsou spojité diferenco-
vatelné. Pak maji pravé strany systému (2.14) ohranicené parcialni derivace podle
vSech proménnych, coz znamen4, ze jsou Lipschitzovské v proménné x a pocatecni

N oM v

uloha pro systém (2.14) je jednozna¢né fesitelnd na intervalu [0, 00).

Véta 3.1. Nechf © = x(t) = (w1(t),22(t), ..., zx(t)) je FeSend systému (2.14).
Pak plati

k k
(i) Je-li > x;(0) =1, pak je Y x;(t) =1 pro kaZdé t > 0.

i=1 i=1
(i) Je-liz;(0) =0, resp. x;(0) > 0, pro néjakéi € {1,2,...,k}, pak je z;(t) = 0,
resp. x;(t) > 0, pro vechna t > 0.

Dtikaz: Polozme y(t) = > z;(t) — 1. Pak

i=1
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To znamend, ze y(t) = const, podrobnéji

k
y(t) =y(0) = x:(0) — 1
=1

a odtud plyne tvrzeni (i).
Systém (2.14) méa podle pfedpokladu jediné Feseni, jeho i-t4 slozka spliiuje rov-
nost

i) =0 exp [ a:(9)(£i(w(5)) ~ Fla()) ds.
0

ze které plynou obé tvrzeni (ii). O

Vétu muzeme interpretovat tak, ze slozky feseni replikdtorové rovnice vyjadiuji
casoveé zavislé relativni zastoupeni jednotlivych komponent modelovaného biolo-
gického systému — alel v genotypu nebo druhti ve spole¢enstvu. Komponenta, ktera
neni v systému od zacatku, se v ném v prubéhu ¢asu neobjevi; v systému nic no-
vého nevznika. Replikatorova rovnice tedy popisuje deterministickou ¢ast evoluce,
tj. selekci, nikoliv slozku stochastickou, tj. mutace. Tento zavér neni néjak pre-
kvapivy, replikdtorova rovnice byla takto sestavena. Druhd z vlastnosti (ii) fika,
7ze komponenta systému, ktery v ném je na zacitku, v konecném case nezmizi.
Nevylucuje vsak moznost

5,70 =0
pro slozku takovou, Ze x;(0) > 0. Komponenta systému mtize vymizet (vyhynout)
v ,dostateéné dlouhém“ case.
Pripomenme, ze mnozina

k
Sk = {m = (2z1,29,...,21) € RF: le =1,(Vi)a; > 0}
i=1
se nazyva k-rozmérny simplex. Vétu 3.1 nyni miazeme preformulovat: simplex Sk,
jeho vnitiek S} a hranice 05y jsou pozitivné invariantni mnoziny systému (2.14).

Lemma 3.2. Bud ¥ : S, — R spojité diferencovatelnd funkce. PoloZme
9i = g9i(x) = fi(x) + ¥(x)

proi € {1,2,...,k}. Funkce x = x(t) je fesenim rovnice (2.14) prdvé tehdy, kdyz
je resenim rovnice

k
zp =i | gi(x) - ijgj(x)
j=1

Diikaz: Tvrzeni plyne z rovnosti

vy = (fiz) - f(@) = | film) = zfi(x) | =



REPLIKATOROVA ROVNICE 99

Volbou ¥(x) =1 — f(w) dostaneme

k

> zg5(x) ij fi@)+1— (@) = f(@)+1— f(z) = 1.

j=1
Primérnou darwinovskou zdatnost spolecenstva tedy miizeme bez ijmy na obec-
nosti pokladat za jednotkovou.

Lemma 3.3 (Specidlni tvar Jensenovy nerovnosti). Bud ¢ diferencovatelnd
ryze konvexni funkce definovand na intervalu I C R, tj. pro vSechna &1,& € 1
plati

e(&1) = (&) +¢' (&) (& — &)
a nerovnost je ostrd, kdykoliv & # €. Pak pro libovolnd &1,&a, ..., & € I a kaZdy
vektor p = (p1,p2,--.,pk) € Sy plati

k k
@ (Z pz‘&) <Y (&),
i=1 i=1

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyzZ & =& = - - = &g

Dtikaz: Z konvexnosti funkce ¢ plyne, Ze pro libovolny index j € {1,2,...,k}

plati
k k k
e(&5) > @(Zm&) + ¢’ <2pi§i> <§j - ZPi&) .
i=1 i=1 i—1

Kazdou takovou nerovnost vynésobime p; a secteme je pfes vSechny indexy j.
Dostaneme

k
> pie(&) =
j=1

() o () () ()

=1

1
k ” k k k k
= w(Zp@) +o (sz ) > pi& = pi¢ (Zm&) > piti =
i=1 i=1 J=1 J=1 i=1 i=1
k
= @(Z pifi) .
=1

Pokud ne vSechna &; jsou stejna, pak pro j takové, ze {; = max{{1,&a, ..., &k},

plati & > Zle pi&i, nebot na pravé strané je vazeny pramér cisel &1,&s, ..., k.
V takovém prfipad€ je nerovnost ostra.

Véta 3.4. Necht pro & = (&1, %a,...,2k) € Sk exzistuje okoli U C Sy takové,
Ze pro vsechna x € U ~ {&} plati

k
Zﬂf?ifi(x) > f(x).
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Pak & je asymptoticky stabilni staciondrni bod systému (2.14).

Dtikaz: Pro y € Sy ozna¢me suppy = {i € {1,2,...,k}: y; > 0} a pro vektor
x = (x1,Z9,...,x%) polozme

V(x) = H 7t — H x;t
1€Esupp & i€Esupp &

Ukéazeme, ze V je ljapunovskou funkci systému (2.14) v bodé &.
Podle Lemmatu 3.3 pro bod x z okoli bodu & takovy, Ze supp = supp & plati

3 @-m%: 3 i‘i(—an)z—ln ng — _Inl1=0.

i€supp & ¢ i€Esupp &

To znamena, Ze

Z & Ind; > Z & na, tj. 1 H ¥ ] >In H ati

i€Esupp & i€Esupp & i€supp & i€Esupp &

=

Odlogaritmovanim posledni nerovnosti dostaneme V(x) > 0. Rovnost pfitom na-
stane pravé tehdy, kdyz

€Z; xj o . .. ~
— = — pro vSechny indexy i, j € supp &,
xX; &€

tj. pravé tehdy, kdyz « = c& pro néjakou konstantu c. Ponévadz x, & € Si, musi
byt ¢ = 1. Rovnost V(x) = 0 tedy nastava pravé tehdy, kdyz = = &.
Oznac¢me nyni

1€Esupp &
Pak je P(xz) > 0 a V(x) = P(&) — P(x). Odtud plyne, ze pro derivaci funkce V'
vzhledem k rovnici (2.14) plati V(z) = —P(«). Déle podle predpokladu véty plati

p d d !
ﬁ:—lnP(az):— Z Tilnx, = Z ii%z
i€supp & i€supp & v

= Z & (fi(z) — f(z)) = Z & fi(x) — f(z) > 0.

1€Esupp & 1€Esupp &
Odtud plyne V(z) < 0. O

Vektor & spliujici predpoklady Véty 3.4 vyjadiuje takovou strukturu modelova-
ného biologického systému, pfi niz se relativni zastoupeni jednotlivych komponent
neméni. Pokud je struktura systému ,blizko* strukture &, tj. struktura se ,,prilis
nelisi“ od &, pak se systém do stavu & vyvine a zlistane v ném. To nas oprav-
nuje nazvat & spliujici predpoklady véty evolucné stabilnim stavem vzhledem ke
zdatnostem f1, fo, ..., fx-

vz

Uvazujme nyni jednodussi, ale dtlezity pripad, kdy zdatnosti f1, fo, ..., fi jsou
linedrnimi funkcemi vektoru x, tj. kdy existuji konstanty a;j;, i,7 = 1,2,...,k
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takové, ze

k
fi(w)zz:aijxj, i:1,2,...,k.
j=1

Necht A je matice s prvky a;;, A = (aij)f,jzl’ vektory budeme povazovat za
sloupcové. Pak f;(x) = (Ax); (i-ta slozka vektoru Az) a
ko k
f(w) = Z inaijxj = iI)TAIIJ.
i=1 j=1

Replikatorovou rovnici (2.14) mzeme v takovém p¥ipadé zapsat ve tvaru
o) =z (Az); —x'Az), i=1,2,...,k, (3.1)

nebo jako jednu vektorovou rovnici ' = @ o Az — (x"Az)z. V této podobs —
s linedrnimi zdatnostmi — byla replikdtorova rovnice zavedena v ¢lancich [23, 20].

Matice A reprezentuje néjakou maticovou hru. Jednotlivé druhy tvofici spo-
leenstvo (nebo jednotlivé alely na vybraném lokusu) lze v tomto pojeti inter-
pretovat jako ryzi strategie, které pouzivaji hraci v ,boji o zivot®. Zdatnosti
filz) = Zle a;jz; pak predstavuji stfedni vyhru i-tého druhu pfi konfliktech
s ostatnimi druhy, se kterymi se ndhodné potkavéa; pravdépodobnost, Ze se setka
s j-tym druhem, je totiZ rovna relativnimu vyskytu j-tého druhu ve spolecenstvu.
Tato tivaha umoziiuje (asponi v prvnim pfiblizeni) stanovit zdatnosti jednotlivych

druhu.
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WEILOVO PAROVANI NA ELIPTICKYCH KRIVKACH
V KRYPTOSYSTEMECH ZALOZENYCH NA TOTOZNOSTI
A KRYPTOGRAFICKY RANDOMIZOVANE ODPOVIDACI

TECHNIKY

MIROSLAV KURES

ABSTRAKT. Clanek shrnuje dvé autorovy prednasky: o kryptografii zalozené na to-
toznosti a o kryptograficky randomizovanych odpovidacich technikach. V obou pfi-
padech se opirame o eliptickou kryptografii, tedy systémy vyuzivajici eliptické krivky
nad kone¢nymi poli. Hlavni G¢elem ¢lanku je poskytnout pfehledny text demonstru-
jici, s jakymi algebraickymi problémy se lze v eliptické kryptografii setkat a také, v
ptipadé randomizovanych odpovidacich technik, i ponékud necekané uziti krypto-
grafického protokolu v dotaznikovych Setfenich.

Uvop

Text tohoto ¢lanku je ¢lenén do dvou kapitol odpovidajicich dvéma souvisejicim
prednaskam autora: prvni se vénovala kryptografii zalozené na totoZznosti, druha
kryptograficky randomizovanym odpovidacim technikdm. Dtraz je kladen na elip-
tickou kryptografii (ECC), jiz lze chapat i jako pojici bazi mezi tématy. Upfeni
zajmu k ECC ma své odivodnéni. Lze se totiz opravnéné domnivat, ze nejpopu-
larnéjsi algoritmus asymetrické kryptografie RSA je v souc¢asnosti také predmétem
nejvétsiho Gsili o prolomeni. ECC se opira o fadové naro¢néjsi matematiku a pfi-
tom vykazuje i nékteré lepsi vlastnosti (stejnd bezpecénost s krat§imi k1iéi).

Clanek vyzaduje zdkladni znalost kryptografickych a nékterych algebraickych
pojmu a jisty vhled do problematiky.

1. KRYPTOSYSTEMY ZALOZENE NA TOTOZNOSTI A WEILOVO PAROVANI NA
ELIPTICKYCH KRIVKACH

1.1. Kryptosystémy s vefejnym kli¢em ve srovnani s kryptosystémy za-
loZzenymi na totoZnosti

Pripomenme nejprve zakladni parametry kryptosystémai s vefejnym klicem ve srov-
nani s kryptosystémy zaloZenymi na totoZnosti za uc¢asti v kryptografii jiz oblibe-
nych osob: Alice, Boba a Evy.

2010 MSC. Priméarni 94A60, 68W20; Sekundarni 14H52.

Klicovd slova. Kryptografie zalozena na eliptickych kiivkach, Weilovo parovani, randomizo-
vané odpovidaci techniky.

Prace byla podporovana projektem A-Math-Net — Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Kryptosystéem s verejnym klicem: je tvofen vefejnym klicem Ky a soukromym
klicem Kg. Kli¢ Ky je generovan jednosmérnou funkci z Kr. Pokud je Bob offline,
nelze komunikovat. Pokud Eva ((wo)man-in-the-middle) presvédéi Alici, ze Ky
je jiny, snadno pak deSifruje zpravy urcené Bobovi. Tento autentizacni problém
(ovéfeni identity) je feSen certifikdty poskytovanymi davéryhodnou autoritou.

Kryptosystém zaloZeny na identité: vefejnym klicem Ky je jednoznac¢né identi-
fikace Boba (napf. telefonni ¢islo nebo e-mailova adresa). Certifikity nejsou tieba.
Je-li Bob offline, lze komunikovat (nap¥. zprava mize ¢ekat v Short Message Ser-
vice Center a byt odeslana pozdéji).

1.2. Eliptické kiivky: zakladni pojmy

Dale uvedme zékladni pojmy kryptografie zaloZené na eliptickych kiivkach.
Eliptické krivky. FEliptickou kiivkou £ nad polem F rozumime algebraickou
kfivku tfetiho stupné s rovnici
v+ a1xy + asy = 23 + ax2® + agx + ag,

kde a1, as,as3,a4,a6 € F a kde tzv. diskriminant A eliptické kiivky £ je nenulovy.
Pritom

A = —d3dg —8d3 — 27d2 + 9dadads

dy = a}+4ay

dy = 2a4+ aras

d¢g = a§ + 4ag

dg = a?aﬁ + 4dasag — araszay + agag + ai.

Je-li Fy = Fyn (p prvoéislo, n € N kone¢né pole s charakteristikou réiznou od 2
a 3), pak vhodnou zménou soutradnic lze Weierstrassovu rovnici transformovat na
rovnici
2 _ .3
y° =x° +ax+0.

Je-li F, konecné pole s charakteristikou 2, pak vhodnou zménou soufadnic lze
Weierstrassovu rovnici transformovat na rovnici

v oy =2 +az?+0b
(tzv. nesupersinguldrni eliptickd kiivka) nebo na rovnici
v 4ey=a*+ar+b

(tzv. supersinguldrni eliptickd k¥ivka). Obdobn4 véta plati i pro pole charakteris-
tiky 3.

Bodem eliptické kiivky £ rozumime kazdy bod [z,y] se soufadnicemi z,y € F
splitujicimi jeji rovnici a ddle bod co. Nad body eliptické kiivky (nadéle jiz bereme
oo € &) lze zavést bindrni operaci znacenou + a nazvanou secno-tecnové scéitdani
takto: jsou-li dva body P = [z1,y1], Q = [x2,y2] eliptické k¥ivky & rizné, vedeme
skrze né primku; ta protne £ jesté v dalsim bodé a R = P + @ vezmeme jako
bod osové soumérny s timto tfetim bodem podle osy x. (Je-li pfimka rovnobé&zna
s osou y, tfeti bod &€ na ni jiz neexistuje, pak klademe P + @ = oo.) Déle, pro
soucet P+ P vedeme bodem P te¢nu; ta protne £ jesté v dalsim bodé a R = P+ P
vezmeme jako bod osové soumérny s timto bodem podle osy z. (Opét, je-li pfimka
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rovnobézna s osou y, klademe P + P = c0.) Soucet libovolného bodu P eliptické
kfivky £ s bodem oo polozime roven P.

Vzorce pro seéno-teénové séitani (pro pole s p riznym od 2 i od 3):
(pfipad R = P+ Q; R = [r1, 2], P = [p1,p2], Q = [q1, q2])

2
_ (92— D2 _ (92— D2
m=\—— —P1—q1 o=\ —7" (Pl—Tl)_Pz

qg1— D1 91— D1
(pfipad R =2P = P + P; R = [r1,7r2], P = [p1,p2])
3p?+a 2 2 +a
Ty = ( L ) —2p r9 = 1 (p1—11) — P2
2p2 2p2

1.3. Eliptické ki¥ivky: vlastnosti grupy (&, +)

Nyni je (£,+) grupa. Rddem eliptické krivky & pak rozumime ¥4d této grupy ¢ili
pocet bodi &; znacime ho #&. Je-li £ eliptickd kifivka nad koneénym polem [y,
pro jeji fad #&(F,) plati odhad

q+1-2\q<#E[F,) <q+1+2/q
(Hasseho interval). Existuje tedy ¢ € Z takové, ze
#EF,) =q+1—t, kde|t| <24

RAd eliptické kiivky lze pomoci t a Legendrova symbolu uréit takto:

3 +ar+b
p (Y

z€F,

Primé uziti tohoto vztahu se nazyva naivni algoritmus pro urceni fadu eliptické
krivky.

1.3.1. Torzni podgrupy. Pro m € N bod P kiivky & spliiujici mP = oo na-
zveme m-ty torzni bod. MnoZzina vSech m-tych torznich bodi se znaci £[m], se
zavedenym séitdnim bodd je £[m] podgrupou grupy &, nazyvame ji m-td torzni
grupa.

Je-1i m libovolnym nasobkem fadu bodu P, pak P € &[m]. Prvni torzni pod-
grupa je evidentné trividlni (obsahuje pouze bod ), zatimco #E&-t4 torzni pod-
grupa uz je rovna &. (Nic nového nepfindsi, uvazujeme-li m > #&.) Bod oo je
prvkem vSech m-tych torznich grup a dale je zfejmé, ze v pfipadé nesoudélného m
a #E& je také m-ta torzni podgrupa vzdy trividlni.

Jak vypada druha torzni grupa eliptickych kiivek? Pro jeji body plati P+ P =
o0, coZz je mozné jen pro nulovou y-ovou soufadnici bodu P. Tedy jde o to, zda
existuje kofen rovnice 2 + ax + b = 0 (v F,). Pokud ano, je idd #&(F,) sudy,
a tedy t je sudé, neexistuje-li koten 23 + ax +b =0 (v F,), je t liché.

Obecné nejsou torzni podgrupy grupy G cyklické, nebot sama grupa G nemusi
byt cyklickd; nejsou cyklické ani pro pfipad m, které je mensi nez ¥ad grupy G:
napiiklad druhé torzni grupa grupy G = Z4 b Zg je tvofena body (0,0), (2,0),
(0,3), (2,3) a evidentné neni generovana jedinym prvkem.

Pokud jde o grupu € nad polem F,, pak ta je vzdy izomorfni grupé Z,,, ® Zy,,
pricemz no déli jak nq, tak ¢ — 1 (Teorém 3.12, [6]). Pak ovSem #& = ning. Je-li
ng = 1, je grupa & cyklickd. Je-li ny > 1 malé pfirozené ¢islo (2,3,4,...), fikdme,
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ze grupa & je témer cyklickd. V cyklické grupé existuje bod, jehoz fad je roven
jiz pfimo #€&. Pro urceni fadu eliptické kiivky je ale také vyhodné, je-li témér
cyklickd, nebot v ni existuji body dostateéné vysokého fadu, jejichz ndsobek patii
do Hasseho intervalu.

1.4. Elipticka kryptografie s vefejnym kli¢em

Uvedeme nyni, v ¢em spociva podstata eliptické kryptografie s vefejnym klicem
(ECC). Pro jednoduchost vezmeme prvoéiselné polem F,,, nad kterym uvazujeme
eliptickou kiivku £ a jeji bod P € £. Rddem bodu P rozumime nejmensi n € N ta-
kové, ze nP = oo. R4d kazdého bodu P eliptické kiivky &£ déli fad této kiivky. (To
je zndmy Lagrangetiv teorém z teorie grup.) Bod P vyberme tak, aby jeho fadem
bylo prvoéislo n. Dale vyberme néjaké k € [1,n — 1] a spoétéme Q = kP. Udaje
o poli a eliptické kfivce jsou tzv. definicni parametry a pokladaji se za znamé.
Vefejnym klicem jsou body P a ) a soukromym klicem ¢islo k.

ALGORITMUS. ZAKLADNI ELGAMAL SIFROVANI POMOCI ELIPTICKYCH KRI-
VEK.

VsTUP: DEFINICNf PARAMETRY, VEREINY KLiC P, Q, ZPRAVA m.

VYSTUP: SIFROVANA zPRAVA (Cy,Cy).

1. Vyjadii m jako bod M eliptické kiivky.

2. Vyber a € [1,n —1].

3. Spoéti C7 = aP.

4. Spocti Cy = M + aQ).

5. Vrat’ (01702).

ALGORITMUS. ZAKLADNf ELGAMAL DESIFROVANT POMOCT ELIPTICKYCH KRI-
VEK.

VsTUP: DEFINICNI PARAMETRY, VEREJNY KLI¢ P, (, SOUKROMY KLIiC k,
SIFROVANA ZPRAVA (Cq,C3).

VYSTUP: ZPRAVA m.

2. Pieved M na m.

3. Vrat m.

1.5. Bilinearni zobrazeni grup a Weilovo parovani
Uvazujme dvé grupy G = (G,+), H = (H,-), k € Z, a zobrazeni ¢: G x G - H
splnujici
?(91,93) - 9(92,93)
(6(g1,92))"
= o(91,92) - #(91, 93)
= (¢(g1,92))"

¢(g1 + 92,93
o(kg1, g2
?(g1,92 + g3
o(91, kg2

— — — —

Takové zobrazeni nazveme bilinedrni zobrazeni. (Uzivame zde aditivni notaci
pro G a multiplikativni notaci pro H.)
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V piipadé eliptickych kiivek miizeme uvazovat napi. G = (€,+) a H = (F, —
{0}, "), pro dale uvedené Weilova parovani je volba grup specialnéjsi.
Weilovo pdrovdni je zobrazeni
e: Em] x Em] — Up,

kde U, = (Upn,-) je grupa m-tych odmocnin jednicky v F, (F, je algebraicky
uzaver Fg =Fpn).
1.6. Weilovo parovani v kryptografii zaloZené na totoZnosti
Duvéryhodna autorita je oznacovana jako PKG (private key generator). Ta zvoli
univerzalni tajny kli¢ s. Poté zvefejni: rovnici eliptické kiivky, jeji zékladni bod
P, vefejny kli¢ systému sP a haSovaci funkci h. Kazdy uzivatel méa verejny kli¢
Ky = Qip (bod eliptické kiivky vychdzejici z identity) a soukromy kli¢ Kp =
sQ1p, ktery obdrzi od PKG. Odesilatel zpravy M vybere ndhodné ¢islo r a posila
(U,V) = (rP, M + h(e(Qip,sP)")).
Adresat pak za pouziti svého soukromého klice sQrp z (U, V') spocte
M=V + h(e(SQID, U))
1.6.1. Zavéreéné poznamky k Weilovu parovani. Kryptografie zaloZené na
identité je vhodna zejména pro Sifrovani mobilnimi telefony. Mezi eliptické kiivky
doporucené standardy patii
v raoy=a®+22+0b
nad bindrnimi poli Foues, Fa2ss, Faa00 (sila Sifrovani roste).
Nap¥. pro g = 24%° musi ny délit jak ni, tak nékteré z éisel
4480666067023,
76025626689833,

388119657591324467371942577087124648789568693795169094445383858\
6764072695131586617955811936945129,

tzn. pro drtivou vétsinu kiivek (cvifeni: nebo pro vSechny?) nad timto polem je
grupa eliptické krivky cyklicka.

Bezpecnost kryptosystému zalozeného na identité pak plyne z obtiznosti tzv.
Diffieho-Hellmanova problému pro cyklické grupy.

2. RANDOMIZOVANE ODPOVIDACI TECHNIKY A KRYPTOGRAFICKY
RANDOMIZOVANE ODPOVIDACI TECHNIKY

2.1. Motivace pro nepiimé otazky a randomizaci

Kryptografie ma zajimavé pouziti i v dotaznikovych Setfenich. Uplatni se pfi Feseni
problému dotazovani na zalezitosti, u nichz lze ocekavat, ze respondent bude mit
z nejruznéjsich duvodi obavu odpovédét podle pravdy. Zakladni uvazovana otazka
je tato: Patfite do (,,stigmatizované®) skupiny A?

Z literatury vénujici se problematice uvedme napt. knihu [2], ktera je pfehlednou
monografii o randomizovanych technikdch a technikich nepiimého dotazovéani.
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2.2. Warnerova RRT

Klasickd RRT (Warner 1965) vychazi z nésledujiciho schématu:

pet (zndmd) pravdépodobnost, Ze respondent odpovi na otézku pravdivé (> %,
resp. staéi # %)

74 skuteény podil populace patfici do A

Dyes podil populace s odpovédi ano pak

Pyes = PctTA + (1 _pct)(1 - 7TA);
pro N respondenti a L odpovédi ano je bodovy odhad pyes hodnoty pyes roven
Pyes = £, tzn. miiZeme spoéist bodovy odhad 74 hodnoty 4 jako
ﬁzﬁgf(l*pct):pctfl+£ 1 )
2pct -1 2pct -1 N 2pct -1

Bff ==

Var o 1 1 1\2
I 7T —= s = — B — TTA — —
. N \16(pec — 52 " 2

Predpokladejme, ze naptiklad vime, ze % populace odpovidéa na kazdou otazku
pravdivé a é vzdy lze.
Potom pyes € [%, %] Bude-li pak pyes = %, je

Protoze obvykle nevime, jaky podil populace na otazku odpovi pravdivé a jaky
podil zalZze, ndhodné respondentovi vygenerujeme nebo si vygeneruje sdm (ran-
domizace), zda odpovi na otazku nebo na jeji negaci. Skutec¢nost, zda respondent
odpovidéa na otédzku nebo na jeji negaci zlistane pro tazatele utajend, respondent
o tomto utajeni vi, a nemé proto dtvod lhat.

Priklad:

Otédzka prisluSnosti k A (otdzka 1): P¥iznavéte, Ze jste se nékdy dopustil datio-
vého podvodu?

Negace (otdzka 2): MuZete Fict, Ze jste se nikdy nedopustil daniového podvodu?

Hod%te si kostkou. Hodite-1i Sestku, odpovézte na otazku 2. Hodite-1i néco jiného,
odpovézte na otazku 1.

Dostaneme-li % odpovédi ano, mame

__zoa-9
1

w

A —

2.3. Kryptograficky randomizovana (Warnerova) odpovidaci technika

Randomizace odpovédi respondenta nemusi byt ponechana na respondentovi: miize
ji provést duvéryhodné autorita.

CRRT protokol idedlniho svéta:

T tazatel

R respondent
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T dtvéryhodnd autorita

t
R = T BT
(kde @, () je randomizujici funkce, jejimz vystupem je = s pravdépodobnosti pct)
V redlném svété je duvéryhodna autorita nahrazena kryptografickym protoko-
lem. Pro ten se definuji tfi vlastnosti — pozadavky:

PR soukromi respondenta
PI soukroms tazatele
C korektnost
slaby CRRT protokol: PR, C
silny CRRT protokol: PR, PI, C

Necht p je velké prvodéislo a g, ¢|(p — 1), jiné prvocislo. Pak ma Z, jedinou
multiplikativni podgrupu G Fadu ¢. Necht g a h jsou dva z generdtori G (jejich
vzéjemné diskrétni logaritmy nejsou zndmy). Soukromy parametr: k = ¢, vefejny
klic K = (g, h).

Zprava |1 € Zg je podepsana ndhodnym p € Z, pomoci funkce

Cr (p, p) = g"h*.

l
Pt = —
n

=[]
1= pet

Idea protokolu spociva ve skutec¢nosti, ze alespon jedno z ¢isel u+v+il mod n
musi lezet v intervalu [0, d — 1] a alespoii jedno z téchto éisel musi lezet v intervalu
[I,n—1].

PRIPRAVNY KROK:

e R vybere ndhodné u z intervalu [0,n — 1]
e 7 vybere ndhodné v z intervalu [0,n — 1] a o z intervalu [0,d — 1]
INTERAKTIVN{ KROK:

o R spocte Cx(tr,p) a odesle vysledek 7

e 7 spocte y = Cx (o, p) pro ndhodné vybrané p; v a y odesle R spolu s in-
formaci ze y je Cx-funkei néjakého i € [0,d — 1]

e R verifikuje informaci; spocte hodnoty p tak, ze u; = tr <= (u+v +
il mod n) < I; podepiSe o a posle podpis spolu s {p,} pro vSechna i €
[0,d —1]: [(u+ v +il mod n) <]

e Potom Z polozi rg = p/; to doplni podpisem R, ktery miize byt ovéfen R
i tfetimi stranami

2.4. Modifikované a zobecnéné metody

2.4.1. Greenbergova et al. metoda. V Greenbergové metodé je negace otazky
nahrazena jinou otéazkou, Casto nesouvisejici s predmétem vyzkumu, neskodnou.
Na tuto otdzku se predpoklada pravdiva odpovéd, pravdépodobnost odpovédi ano
je znama, v nejjednodussi varianté je pak 1 nebo 0.
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Priklad:

Otézka piislusnosti k A (otdzka 1): Pfiznavate, Ze jste se nékdy dopustil dafio-
vého podvodu?

Neskodné otazka (otdzka 2): Padl vAm pfi hodu minci orel?

Hodte minci. Padne-li vdm orel, odpovézte na otazku 2. Padne-li vam hlava,
odpovézte na otazku 1.

Dostaneme-li % odpovédi ano, mame

1 2 1
=537y
2.4.2. Polychotomicka RRT. V klasické RRT se zkouma piislusnost ke skupiné
A: bud ano nebo ne (dichotomickd RRT).

V polychotomické RRT mize byt odpovédi vice, pfiCemz mira ,stigmatizace®
mize byt rtzna.

Priklad.

Danového podvodu jste se dopustil:

5
6

e zcela védomeé a imyslné, pro vlastni obohaceni

e 7 nedbalosti, pro zjednoduSeni administrativy, kvuli Spatné evidenci do-
kladu, apod.

e nedopustil jsem se danového podvodu

2.4.3. Metoda t¥i karet. Vyvinuta pro United States Government Accounta-
bility Office (GAO) pro zjistén{ poctu ilegalné usazeného (Spanélsky hovoticiho)
obyvatelstva. Respondenti urci svilj status postupné na tfech kartadch 1, 2 a 3,
které vhazuji do boxi A, B a C. Citlivy status neni nikdy v samostatné skupiné,
dochézi ale k preskupovani.

2.4.4. Zavéreéné poznamky k pouziti ruaznych kryptosystému v CRRT.
NavrZeny protokol je pfipraven (po pfipadnych modifikacich) k implementaci v riz-
nych kryptosystémech s vefejnym klicem. Pfipomenme napiiklad, ze v mobilni
telefonii jsou uzity kryptosystémy zaloZené na eliptickych kiivkach (kvtli vyrazné
mensi hardwarové naro¢nosti, nez ma nejrozsifenéjsi RSA). Nabizi se zkusit zo-
becnit Pedersenovo schéma (pro Z,) pro Z,, & Zy,,.
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OD KOMPOZITNICH MATERIALU KE SLABE KONVERGENCI

JAN FRANCU

ABSTRAKT. Matematické modelovani kompozitnich material vyuziva tzv. homo-
genizaci, pri které heterogenni material s jemnou periodickou strukturou nahradime
homogennim materidlem, ktery méa z makroskopického hlediska stejné vlastnosti.
Matematicky pristup spociva ve studiu posloupnosti feseni parcidlnich diferenci-
alnich rovnic s periodickymi koeficienty se zmensujici se periodou. Homogenizace
umoznuje pocitat makroskopické vlastnosti materidlu z vlastnosti jednotlivych slo-
zek a jejich geometrického usporadani.

Koeficienty se zmensujici se periodou studované pfi homogenizaci nekonverguji
(ani bodové ani v normé), konverguji vsak slabé. Clanek je zaméfen na tuto slabou
konvergenci a jeji vlastnosti. P¥ijemnou vlastnosti je kompaktnost: kazda omezena
posloupnost funkci obsahuje slabé konvergentni podposloupnost. Nepfijemnou vlast-
nosti je vSak nemoznost pfechodu k limité zpusobené ztratou informace ve slabé
limité. Pokracovani tohoto ¢lanku se bude zabyvat fesenim tohoto problému.

1. Uvop

Kompozitni materidly hraji velmi dutlezitou roli v mnoha technickych oborech.
Kombinace latek rtiznych vlastnosti umoziiuje ziskat nové materidly vyjimecénych
vlastnosti. Napfiklad ve sklolaminatu jsou pevna kifehka sklenénd vldkna spojena
pryskyfici do houzevnatého materidlu, podobné v zZelezobetonu je beton vyztuzen
ocelovymi pruty, které podstatné zvysuji pevnost betonu v tahu.

Matematické modelovani, tj. vypocet chovani téchto materialt, piinasi zakladni
problém: pokud bychom vychéazeli z vlastnosti jednotlivych slozek a chtéli pro vy-
pocet popsat jemnou strukturu materidlu — tisice tenkych vldken — museli bychom
volit jesté jemnéjsi triangulaci vypocetni oblasti, coz by vedlo na miliény rovnic
pro miliény neznamych. Jiny pristup spociva ve tvorbé specidlnich modelt kom-
pozitniho materidlu s fadou dal$ich parametri, které je nutno mérit.

Ukazuje se vSak, ze stac¢i zkoumany heterogenni materidl nahradit myslenym
yekvivalentnim“ homogennim materidlem, ktery je popsan konstantnimi koefi-
cienty. Vznikd pritom otazka, zda tento tzv. homogenizovany material lze popsat
rovnicemi stejného typu s konstantnimi koeficienty. Pokud ano, otazkou je, jak spo-
¢itat tyto tzv. homogenizované koeficienty, abychom nemuseli vlastnosti materialu
métit na vzorku, ktery by se musel vyrobit.

2010 MSC. Priméarni 35B27.

Klicovd slova. Kompozitni materidly, homogenizace, slaba konvergence.

Préce byla podporovana projektem A-Math-Net — Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Matematicky pfistup k tomuto problému navrzeny Ivo Babuskou [1] spoéiva
v tom, Ze misto jednoho materialu s periodickou strukturou uvazujeme posloupnost
materiala se zjemnujici se strukturou. V matematické formulaci studujeme chovani
feSeni posloupnosti parcialnich diferencialnich rovnic s periodickymi koeficienty se
zmensujici se periodou. Tyto koeficienty vSak nekonverguji v obvyklém smyslu, ale
jen tzv. slabé, viz [7].

Slaba konvergence funkci v normovanych prostorech integrovatelnych funkei ma
fadu vlastnosti, kterymi se 1isi od obvyklé, tzv. silné konvergence. V prispévku se
budeme vénovat hlavné slabé konvergenci funkci. Po definici slabé konvergence
v normovanych prostorech si ukazeme piipady slabé konvergence v konkrétnich
prostorech. Za¢neme prostory konec¢né dimenze, ve kterych slaba a silnd konver-
gence splyvaji. V prostorech nekone¢nych posloupnosti a integrovatelnych funkci
se jiz obé konvergence lisi, coz si ukazeme na ptikladech.

Zatimco v prostorech konecné dimenze kazdd omezena uzaviend mnozina je
kompaktni, zejména kazda omezena posloupnost obsahuje konvergentni podpo-
sloupnost, v nekone¢né rozmérnych prostorech jiz toto neplati: uvedeme priklad
posloupnosti, ze které nelze vybrat konvergentni podposloupnost. V reflexivnich
prostorech (viz [7]) vSak kazdd omezend posloupnost obsahuje podposloupnost
slabé konvergentni, coz je velmi dulezité v fadé aplikaci. Tato ,pfijemna® vlast-
nost slabé konvergence je ,,vykoupena“ problémy pfi limitnich pfechodech: napfti-
klad limita souc¢inu dvou slabé konvergentnich posloupnosti se nerovna soucinu
limit téchto posloupnosti. Resenim téchto problémi se bude zabjvat pokradovani
tohoto c¢lanku.

Ackoliv prakticky vyznam maji zejména funkce na dvojrozmérné a trojrozmérné
oblasti, teorie je budovana pro N-rozmérny piipad. My se budeme zabyvat hlavné
jednorozmérnymi piiklady, protoze vétsina jeva se projevi jiz zde. Seznam litera-
tury k tomuto tématu ma tisice polozek, uvedeme proto jen nékolik ¢lankt v ¢estiné
a monografie [3], [2], [4], ve kterych lze najit odkazy na dalsi literaturu.

2. HOMOGENIZACE

Homogenizaci rozumime postup, pri kterém heterogenni material s periodickou
strukturou nahradime myslenym ,ekvivalentnim* materidlem homogennim, ktery
ma na makroskopické irovni stejné vlastnosti. V matematickém pojeti diferencialni
rovnici s periodickymi koeficienty nahradime rovnici s konstantnimi koeficienty
davajici globalné stejné feseni.

Obr. 1. Priklad posloupnosti materiali se zjemnujici se strukturou.
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Matematicky p¥istup navrzeny Babuskou v roce 1973, viz [1], spo¢iva v tom, Ze
misto jednoho materidlu s periodickou strukturou uvazujeme posloupnost materi-
ala se zjemnujici se strukturou, v matematické formulaci uvazujeme posloupnost
rovnic uréenych posloupnosti periodickych koeficient se zmensujici se periodou.

Nez pfistoupime k formulaci problému homogenizace, zavedeme zakladni pojmy.
Prakticky vyznam mé& homogenizace rovnic na oblastech Q v prostoru dimenze
N = 2 a N = 3, teorie homogenizace vSak plati i pro N > 3. Body (prvky)
prostoru RY budeme oznacovat = = [x1,...,7N], ¥ = [y1,-- -, yn], atd.

2.1. Periodické funkce se zmensujici se periodou

Pro jednoduchost zakladni periodou Y bude v pripadé N = 2 jednotkovy ¢tverec
a v piipadé N = 3 jednotkové krychle, obecné Y = (0,1) x --- x (0,1).

Funkeci a(y) definovanou na RY nazveme Y-periodickou, jestlize je periodicka
s periodou 1 v kazdé proménné, tj.

a(y1+kl7ayN+kN):a’(y177yN)7 vyERNa VkEZN

Pokud funkce a mé dalsi proménné, napf. x, budeme fikat, Ze funkce a(x,y) je
Y -periodicka v y.

Budeme se zabyvat posloupnosti funkci se zmensujici se periodou e. Misto pfi-
rozenych ¢isel budeme posloupnosti ,Cislovat® klesajici posloupnosti malych ¢isel
€1,€2,€3,... konvergujicich k nule: tj. a®*,a®2,a%3, ..., pro lepsi Citelnost budeme
psat jenom a®. Index € ma zde vyznam velikosti periody €Y.

Bud € omezena oblast v R s ,rozumnou“ hranici. Pro Y-periodickou funkci

a(y) a € >0 vztah

as(x)za(g)za(ﬁ,...,x—N), z €, (2.1)

3 3

definuje eY-periodickou funkeci na Q. Pro posloupnost {e} klesajici k nule tak
dostéavame posloupnost funkei a®(x) se zmensujici se periodou.

2.2. Modelova tiloha

Uvazujme linearni eliptickou parcialni diferencialni rovnici druhého fadu

— div(a(z) Vu) = — Z (a(;v)(?gi) —f, zeq, (2.2)

0
8:172'
s vhodnou okrajovou podminkou na hranici I' = 99, napfiklad u|r = 0. Pokud
koeficient a(x) neni spojity, v rovnici ,,vnéjs$i* derivaci musime brat v zobecnéném
smyslu. Poznamenejme, Ze pro omezenou po ¢astech spojitou funkei a(z) > « > 0
a f € L*(Q) uvedend okrajové tiloha ma pravé jedno (tzv. slabé) feseni, viz [9].

Rovnici 1ze fyzikdlné interpretovat jako rovnici ustaleného vedeni tepla v desce
tvaru Q (N = 2) nebo v télese (N = 3) zabirajicim objem Q. Nezndma wu(z) je
teplota, koeficient a(x) popisuje vlastnosti izotropniho materidlu (pomér tepelné
vodivosti a objemového mérného tepla) a f(x) hustota vykonu vnitinich zdroji
tepla. Okrajova podminka v = 0 fik4, ze na okraji I' je udrzovana nulova teplota.
Rovnice popisuje i difuzi a krouceni tyce, viz nap¥. [8].
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2.3. Homogenizace — formulace tulohy

P1i homogenizaci zkoumame posloupnost okrajovych tloh pro rovnice s koeficienty
se zmens$ujici se periodou. Bud a(y) navic Y-periodickd funkce. Potom pro kazdé
€ > 0 mame eY-periodicky koeficient a®(z) = a(%) a tim i rovnici

— div(a¥(z) Vu©) = — Zaxz < y 9w ) . zeq, (2.3)

kterd s okrajovou podminkou uf|r =0 tvoii okrajovou tlohu pro feseni u°.
V tzv. slabé formulaci na prostoru funkei H}(2)! tato tloha zni:

Hleddme funkci u® € HE(Q) spliujici integrdlni identitu

/i\’:ae(x)aue Ov dz = / fvdx Vv € Hy(Q). (2.4)
Q P 6.131 83)2 Q ’ 0

Za vyse uvedenych predpokladu pro kazdé ¢ > 0 tloha mé pravé jedno feseni.
Pro posloupnost {e} parametrii e, = L tak mdme posloupnost tloh (2.3), a tim
odpovidajici posloupnost feseni v°. Homogenizace se zabyva studiem chovani této
posloupnosti feseni.

2.4. Problémy, kterymi se zabyva homogenizace
Pfi homogenizaci fesime nasledujici otazky:
1. Konverguje posloupnost feseni u*? Pokud ano, v jakém smyslu?
2. Pokud u® konverguje k néjaké funkci u*, je limita u* feSenim okrajové tlohy
stejného typu, ale s konstantnimi tzv. homogenizovanymi koeficienty?

3. Jak lze spocitat homogenizované koeficienty?
4. Jak lze zlepsit aproximaci feSeni u® pro konkrétni € > 0 pomoci u*?

Pro predstavu na uvedené otazky uvedeme jen stru¢né odpovédi bez dikazi. V pfi-
padé homogenizace tlohy (2.3) 1ze odvodit, viz [5], [6], nasledujici vysledky:
1. Posloupnost feseni u® pro € — 0 konverguje k funkci, kterou oznac¢ime u*.
2. Limita u* je feSenim opét eliptické rovnice druhého radu
N

2,,€
ST P g WA

1] 8
z; OF
i,=1 vt

ale misto jednoho koeficientu a(y) mame matici koeficienti {b;}/;_;.
I kdyz ptvodni slozky materiadlu jsou izotropni, homogenizovany material
miize byt anizotropni.

LSymbol H} () znagi Soboleviiv prostor, tj. prostor funkci u(z) na €, které maji nulové
hodnoty na hranici 92 a integrovatelné druhé mocniny parcidlnich derivaci, viz napt. [9]. Prostor
H}(Q) je definovan jako ziplnéni prostoru hladkych funkci nulovych na 89 v normé

0
1/2
ou 2 ou 2
Jull = [/ <u<x>|2+\8<x) + )dx} .
Q 1

a(ﬂﬁ)
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3. Homogenizované koeficienty lze spocitat z vlastnosti jednotlivych slozek
a jejich geometrického rozlozeni v periodé Y. Lze odvodit, viz [5], [6], Ze

by = [ (a8 - at) 00 .

kde d;; je tzv. Kroneckerovo delta: §;; = 1 proi=j a d;; =0 proi # j
a pomocné funkce x7(y) jsou Y-periodickd slabd feseni rovnice

; 0 o’ da
—div(a VY’) = — —(ay—y):——y, yevy.
(@vd) =2 g (e 5o w) = 5w
4. Pomoci funkei y7 lze k feSeni u* pfidat tzv. korektor tak, Ze
S(r) = ut(z) — (T 0 L N(T) 9w
U () = w'(@) €<X (e) axl(x)—'_ X (5) 83:N(x)>

vystihuje i lokdlni chovéani FeSeni u®(x).

2.5. Priklad — vrstevnaty material

Ve specialnich pripadech 1ze homogenizované koeficienty odvodit intuitivné. Uva-
7ujme dvojrozmérnou ulohu ustéleného vedeni elektrického proudu, viz [8], v tenké
desce sloZené ze dvou druhtt A a B homogenniho izotropniho materialu usporada-
ného v uzkych svislych stejné sirokych pruzich ve sméru osy zq, viz Obr. 2.

Obr. 2. Vrstevnaty material.

Neznamé elektrické napéti u(z) potom bude spliiovat rovnici

0 < T ou 0 T ou
(o)) () 22) -
81‘1 g 81‘1 32132 € 6:1:2
kde pravé strana f popisuje hustotu vykonu zdroju proudu. Koeficient a(z), ktery
predstavuje elektrickou vodivost, nabyva stfidavé dvou hodnot v4 a vyg. Jsou to
prevracené hodnoty v4 = 1/pa a vy = 1/pp elektrickych odporti pa, pp. Pruhy
vodivého materidlu lze povazovat za elektrické ,odpory“.

Pomoci znamych vysledkt z elementarni fyziky o zapojeni elektrickych od-
pori lze odvodit ,primérné“ hodnoty odporu a vodivosti. Ve sméru osy z2 jsou
tyto odpory ,zapojeny“ paralelné, proto se s¢itaji jejich vodivosti. Celkova vodi-
vost ve sméru osy xo je proto prumér obou vodivosti, tj. by = %(’YA + vB). Ve
smeéru osy x1 jsou odpory ,zapojeny“ sériové — odpory se séitaji, celkovy odpor
je prumér odporti, tj. %(PA + pp). Pfevedenim na vodivosti dostavame koeficient
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by = [3((va) ™t + (v8)~1)]~!. Homogenizované rovnice potom je

0 ou 0 ou 0%u 0%u
S O A W CO [P AL WAl
011 ( ! 8371) Oz < 2 8952) Y022 P 0a A

kde homogenizované koeficienty jsou (obecné a v ptipadé poméru slozek 1 : 1)

[ o] [ )] e fame o

Pokud vodivosti slozek jsou v4 = 1 a yg = 9, potom b; je harmonicky a bs
aritmeticky priamér vodivosti:

1/1 1\ 10717 1
b1{2<1+9)} {29} =18 h=[1+9=5

Homogenizaci vznikl material anizotropni, i kdyz obé jeho slozky byly izotropni.
Homogenizované koeficienty — efektivni vodivosti — tedy zaviseji nejen na hodno-
tach slozek a jejich poméru, ale i na geometrickém uspotradani slozek. V pripadé
jiného symetrického rozlozeni slozek v periodé Y homogenizované koeficienty jsou
riznymi ,priméry“ koeficientu a(y). Pokud rozlozeni slozek v periodé neni syme-
trické, matice homogenizovanych koeficientd b;; miize mit vSechny cleny nenulové.

3. SLABA KONVERGENCE

Posloupnost koeficientl a, () = a(nx) ve formulaci (2.3) problému homogenizace
nekonverguje v obvyklém smyslu. Tato posloupnost vsak konverguje tzv. slabé.

3.1. Definice

Bud V realny linearni prostor (zvany také vektorovy prostor), tj. mnozina V' bodu
u, na které jsou definovany operace s¢itani u+wv a nasobek redlnym ¢islem au, které
spliiuji jisté axiomy, viz napf. [7]. Budeme se zabjvat normovanym prostorem,
tj. linedrnim prostorem V' s normou. P¥ipomeiime, %e norma je funkciondl || - ||
na prostoru V' s hodnotami v intervalu (0, 00), ktery splituje jistou podminku
homogenity ||au|| = |af - ||u||, trojihelnikovou nerovnost ||u + v|| < |ul| + [|v] a
rozlisuje body: ||u|| = 0 = u = 0. Norma umoziiuje zavést na V' topologické pojmy
jakym je okoli, oteviené a uzaviené mnoziny, spojitost, konvergentni a cauchyovské
posloupnosti, tiplnost, kompaktnost a dalsi.

Na normovaném prostoru mame p¥irozenou konvergenci (zvanou také silna kon-
vergence nebo konvergence v normé) definovanou pomoci normy

Uy, — U — |lun —u*]] = 0.

Pro definici slabé konvergence potfebujeme pojem spojitého linearniho funkcio-
nalu. Realny funkciondl je zobrazeni z prostoru V do realnych ¢isel R. Funkcional
F' na linearnim prostoru V nazveme linearni, jestlize zachovava operace souctu a
skalarniho nasobku, tj. pro kazdé u;,us € V a kazdé a;,as € R plati

F(alul + OQ’LLQ) = alF(ul) + CYQF(’U,Q).
Funkciondl F' je spojity, jestlize zachovava konvergenci

Up, — U* = F(up) = F(u").
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V piipadé linedrnich funkcionali je spojitost ekvivalentni omezenosti funkcionalu.
Tyto funkcionaly muzeme opét scitat F' + G a délat skalarni nasobky «F', proto
mnozina vSech spojitych linearnich funkcionald na V' tvori opét linearni prostor,
ktery znacime V*, s ,pfirozenou® normou

F(u
IFl. = sup |F(w)| = sup L
fluf <1 w0 lull

; 3.1)

ve které je V* Uplny normovany prostor, tj. Banachtv prostor. V definici slabé
konvergence novou konvergenci testujeme pomoci téchto funkcionali:

Definice 3.1. Posloupnost {u,} konverguje slabé k u*, jestlize
F(u, —u*) =0 pro vSechny funkciondly F € V*.
Slabou konvergenci zapisujeme polovi¢ni Sipkou u,, — u*.
Definice (3.1) dava F(x,) — F(z*) = F(a, — 2*) < ||F||« - [|xn — ¥, odkud

plyne, Ze kazda (silné) konvergentni posloupnost konverguje i slabé. Obracené to
vSak neplati, ne kazda slabé konvergentni posloupnost konverguje i silné.

3.2. Prostor koneénych vektora RV
V prostoru RY lze body ztotoznit s vektory u = (uy,us,...,uy) a jejich norma je
1/2
lul| = {Zf\il uﬂ . Podle definice posloupnost bodi u, = (uf, ..., u%) konver-
guje (silné) k u* = (uf,...,ul), jestlize jejich vzdalenost jde k nule:
Uy, — U — llun —u*|] = 0.

Protoze kazdy linedrni funkciondl F na RY lze napsat jako linearni kombinaci
projekci E; na i-tou slozku

Ez(u) = Ei(ul,...,ui,...,uN) = U; ,
k ovéreni slabé konvergence staci vzit jen tyto projekce. Proto posloupnost vek-
tortt u, = (uf,...,ul) konverguje slabé k u*, pokud pro vSechna ¢ posloupnost
E;(u,) = ul konverguje k E;(u*) = u?, tj. kazda slozka konverguje:
Up — u* = ul = oul, ub =l Ul = Ul
A obracené, pokud kazdé slozka konverguje, posloupnost konverguje i v normé,
protoze téchto slozek je koneéné mnoho. Skutecné, jestlize pro € > 0 jsou n; indexy

takové, ze |ul' — ul| < e pro kazdé n > n;, potom pro n > max(n,...,ny) plati
n 1/2 n 1/2
it — " = [Z(u? - uzﬂ < [Z ] =evin.
i=1 i=1

Prichazime tak k dilezitému vysledku:

Véta 3.2. V normovaném prostoru konecné dimenze posloupnost konverguje
slabé, pravé kdyz konverguje silné, tj. slabd a silnd konvergence splyvayji.

Dalsi vyznamnou vlastnosti je kompaktnost:

Véta 3.3. KazZdd omezend posloupnost v normovaném prostoru konecné di-
menze obsahuje konvergenini podposloupnost.



120 J. FRANCU

Kompaktnost je velmi dilezitd vlastnost, kterd se casto vyuziva pii dikazech
existence TeSeni. Protoze Casto nevime, zda feSeni néjaké rovnice existuje, kon-
struujeme posloupnost pribliznych feSeni. Pokud ukazeme, Ze tato posloupnost je
omezena, diky kompaktnosti z ni vybereme konvergentni podposloupnost pribliz-
nych feseni, o jejiz limité pak staci ovérit, ze je ,presnym® feSenim dané rovnice.

3.3. Prostor nekoneénych posloupnosti (2
Body prostoru 2 jsou nekone¢né posloupnosti u = (u1, us2,us, . .. ), pro které plati

oo 1/2
Jull = [Z |] < .

=1

V prostoru £ existuji slabé konvergentni posloupnosti, které nekonverguji (silné):

Piiklad 3.4. Omezena posloupnost {ey, e, €3, ... }, tzv. ,putujici jednicka“
e1 =(1,0,0,0,...), e2 =1(0,1,0,0,...), e3 =1(0,0,1,0,...), ...
neni konvergentni, protoze neni cauchyovska: pro ¢ # j plati |le; — e;|| = V2.

Ukazeme, Ze je slabé konvergentni. Kazdy funkcional F na prostoru ¢2 m4 tvar
oo
F(u) = Zfiui = fiur + fauz + faug + ...,
i=1

kde f = (f1, f2, f3,...) je také prvkem ¢2. Pro n — oo plati
Flen)=f1-04+ fem1- 0+ fr - 1+ frg1 -0+ = fi.

Protoze fada Y .-, | fil? je konvergentni, plati f,, — 0. Proto posloupnost e,, kon-
verguje slabé k nulové posloupnosti 0 = (0,0,0,...).

Priklad také ukazuje, Ze omezend posloupnost nemusi obsahovat konvergentni
podposloupnost. Skuteéné, posloupnost {e,} je omezena: ||e,|| = 1, ale protoze
lei — ejll = v/2 pro i # j, z4dna jeji podposloupnost nemiize byt cauchyovska
a proto ani konvergentni. V prostoru ¢? vsak plati nasledujici ,uziteéné“ tvrzeni:

Véta 3.5. KaZdd omezend posloupnost v €2 obsahuje slabé konvergentni pod-
posloupnost, tj. uzaviend koule v €2 je kompaktni vzhledem ke slabé konvergenci.

3.4. Prostor integrovatelnych funkci L2(I)

7 hlediska aplikaci je velmi dulezity tzv. Lebesguetuv prostor, tj. prostor integro-
vatelnych funkci. Pro jednoduchost se budeme zabyvat jenom pfipadem funkci na
jednorozmérné oblasti 2, tedy funkcemi na intervalu I. Prvky prostoru L2(I) jsou
funkce u(z) definované na I a majici koneénou normu ||ul|, tj. splitujici

Joll = | [ o) aa] " oo,

Prostor L2(I) je tiplny normovany prostor?, tedy Banachtiv prostor.
Uvedme piiklad posloupnosti funkei konvergujici slabé, ale nekonvergujici silné.

2Pro uplnost dodejme, zZe integral v definici je Lebesgueuv integrél, ktery dovede integrovat
i hodné nespojité funkce vcetné Dirichletovy funkce. Funkce, které se lisi jen v maéalo bodech
(na mnoziné miry nula), dévaji stejny integral, a uvedend norma je nerozlisi. Proto tyto funkce
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Pi¥iklad 3.6. Uvazujme Lebesguetv prostor L?(I) funkeci integrovatelnych na
intervalu I = (0, 27) a posloupnost u, (z) = sin(nz). Tato posloupnost je omezena:
1/2 1/2

unll = {/:TrsinQ(nx)dx} = {/Ozﬂl(lcos(Qn:z:))d;z:] =7,

2

ale neni konvergentni, protoZe neni cauchyovska: snadno lze spocitat, ze pron # m
1/2

[t — | = Uoh(sm(m) _ sin(ma))? dx} — Var.

Ukéazeme, Ze uvedena posloupnost konverguje slabé k nulové funkci. Linearni
funkciondly na prostoru L?(I) maji tvar

F(u) = [ feyuta)da,

kde f je funkce z L?(I). Potfebujeme dokazat, Ze

F(up) = ; ! (z) sin(nz) dz — 0.

Obr. 3. Graf integrované funkce f(z)sin(nz) mezi grafy —|f(z)| a |f(z)].

Na Obr. 3 je graf soucinu funkci f(x)sin(nz). Je vidét, Ze se zmenSovanim pe-
riody 27/n oscilaci ptibyva, ¢imz se rozdil mezi kladnymi a zdpornymi ¢astmi
zmensuje, proto integral konverguje k nule.

Ptedchozi nazorny obrazek vsak neni dikaz. Nazna¢me ideu dtkazu w, — 0.
Vyuzijeme pfitom tvrzeni:

Véta 3.7. Necht u, je posloupnost funkci na intervalu I omezend v normé
prostoru L*(I). Jestlize pro kazdou hladkou funkci o s nulami na koncich plati

[ @ (@)~ u @) do - 0.
I
potom posloupnost u,, slabé konverguje k u* v prostoru L2(I).

Posloupnost u,, je omezend v L?(I). Podle predchozi véty staci dokazat kon-
vergenci [} f(x)un(z)dz — 0 jen pro hladké funkce. Bud f(x) diferencovatelna

ztotoznime. Prvky prostoru L2(I) jsou tedy tiidy funkci, které se li§i jen v bodech z mnoziny
miry nula, fikdme funkce, které se navzajem rovnaji skoro vSude. Je to také Hilbertuv prostor.
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funkce. Potom po integraci per-partes mame pro n — oo

m cos(nx)

27 T
Cos(m)} L[ ) dz — 0,

0 0

(z) sin(nz) dz = {— (@)

0

diky ¢lenu 1/n. Tim je slaba konvergence dokézana.

Predchozi ptiklad lze zobecnit na ptipad posloupnosti po ¢astech konstantnich
koeficient1 a® se zmensujici se periodou € z homogenizace, tzv. ,cimbufi®:

Piiklad 3.8. Bud ¢(y) funkce z intervalu (0,1)

[ & proye(0,N),
‘P(y)—{ & proy e (A1)

periodicky rozsifend na celé R. Pro e, = = — 0 posloupnost funkci
un(z) = o() = ¢(nx)

konverguje slab& v L?(I) ke konstantni funkci u*(z) = A\¢1 + (1 — N)&s.

B L L L T L L LT

Obr. 4. Periodickd funkce nabyvajici dvou hodnot, tzv. ,cimbufi“.

Piiklad zobecnime na posloupnost funkci na oblasti Q v RY oscilujicich s ménici
se amplitudou f(z) posunutych o g(x):

P¥iklad 3.9. Budte f(z) a g(z) funkce z L?(Q) a ((y) nenulova omezend in-
tegrovatelna Y-periodickd funkce s nulovym pramérem, tj. [, ¢(y)dy = 0. Potom
pro n — oo posloupnost funkei oscilujicich s amplitudou f(z) posunutych o g(x)

an(z) = f(z) p(nz) + 9(z)

konverguje slabé v L2() k funkci g(r), nekonverguje vsak silné (kromé ptipadu
f(z) = 0). Oscilujici ¢ast f(x)p(nz) nemé na slabou limitu vliv.

Obr. 5. Oscilujici funkce a,(x) a jeji slaba limita g(z).

Také v prostoru funkei L2(2) plati kompaktnost vzhledem ke slabé konvergenci:

Véta 3.10. KaZdd posloupnost funkei omezend v normé L?(Q) obsahuje slabé
konvergentni podposloupnost.
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4. PROBLEMY SLABE KONVERGENCE

Ve srovnani se silnou konvergenci ma slaba konvergence piijemnou vlastnost:
umoziiuje z omezené posloupnosti vybrat slabé konvergentni podposloupnost, ma
vSak nékteré nepiijemné vlastnosti: sloZeni se spojitou funkci nezachovava slabou
konvergenci a v sou¢inu dvou slabé konvergentnich posloupnosti nelze ptejit k sou-
¢inu limit.

4.1. SloZeni se spojitou funkci

Bud @ : R — R spojita funkce spliujici |®(£)] < k€| (k > 0). Snadno lze ovéfit,

7e slozenim funkce u € L?(I) s ® dostaneme funkci ®(u), ktera je opét v L*(I).
Toto sloZeni zachovévé silnou konvergenci, tj. pro posloupnost {u,} C L?(I) plati

Up, — u* = D (up) — P(u”).
Slaba konvergence se vSak pfi slozeni nezachovava, implikace

Up, — U = D (uy) — (u") (4.1)
neplati, jak je vidét z nasledujiciho prikladu:

Piiklad 4.1. Uvazujme funkci ®(¢) = min(£2,2), ktera spliiuje podminku
[®2(8)] < K|, a posloupnost u,(x) = sin(nz) z Piikladu 3.6, ktera slabé kon-
verguje v L?(I) k nulové funkci. SloZend funkce

(®(un))(x) = sin®(nz) = (1 — cos(2nz))
ale slabé konverguje k funkci %, kterd se nerovnd ®(lim,, o u,) = ®(0) = 0.

Lze dokézat, Ze implikace (4.1) plati jen v pfipadé linedrni funkce ®(&) = a&+0.
4.2. Souéin slabé konvergentnich posloupnosti

Sou¢in w = uwv funkei u,v € L?(I) je funkce z prostoru L(I) funkci, pro které
J; lw(z)|dz < oo. Je to normovany prostor s normou |jw|j; = [; |w(x)|dz. Pro
silné konvergujici posloupnosti plati implikace:

Uy — U, vy, =0V e Uy Uy — UV,

kde na pravé strané je konvergence v normé ||w||1, a také konvergence integrala
Uy = U, vy, =V - /unvndx — /u*v*dx.
I I

ODbé implikace plati také v pripadé, kdy jedna z posloupnosti konverguje slabé:
Uy, = u*, v, = e Uy Uy — w0
V pripadé, kdy obé posloupnosti konverguji jenom slabé, implikace:
Up = U, v, =V = U, v, = uv" (4.2)
neplati, jak ukaze nasledujici priklad:

Piiklad 4.2. Uvazujme posloupnosti u,(z) = v,(x) = sin(nz) v prostoru
L?((0,27)). Obé posloupnosti slabé konverguji k nulové funkci, ale jejich soucin

Un(T) vo(x) = sin®(nx) = (1 — cos(2nz))

slabé konverguje k funkci %, ktera se nerovna soucinu slabych limit 0 - 0.
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5. ZAVER

Modelovani kompozitnich materidld pomoci homogenizace vede na posloupnost
uloh s koeficienty a®, které slabé konverguji. Ve slabé formulaci (2.4) tlohy (2.3)

’ v . o . ’ € v v z v v
mame soucin koeficientt a a derivaci % feSeni u®. ProtoZe posloupnost téchto
i

parcialnich derivaci feSeni u¢ je omezen4d v normé prostoru L2(2), posloupnost
’

parcialnich derivaci u® obsahuje slabé konvergentni podposloupnost % Piie - 0
potfebujeme piejit k limité v soucinu dvou slabé konvergentnich posloupnosti,
coz podle piedchozich piikladi pfedstavuje problém. Reseni problému pfechodu
k limité ve slabé konvergentni posloupnosti slozené se spojitou funkci a v soucinu
dvou slabé konvergentni posloupnosti bude obsahem pokracovani tohoto ¢lanku.
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O KVATERNIONOVYCH ALGEBRACH

LENKA MACALKOVA

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku jsou prezentovany dvé ekvivalentni definice kvaternio-
novych algeber a uvedeny nékteré priklady. Cilem je seznamit ctenafe se zakladnimi
pojmy. Vice podrobnosti lze nalézt v [1].

Uvop

V prvni ¢asti se sezndmime s pojmem kvaternionové algebry. Uvedeme dvé za-
kladni definice a ukaZeme, Ze jsou ekvivalentni. Dale definujeme stopu a normu
prvku. V dalsi ¢asti poskytneme charakterizaci kvaternionovych algeber. Inspi-
raci pro tento ¢lanek byly piiklady z knihy [1]. Jejich prostfednictvim se budeme
Ctenafi snazit problematiku alespon ¢astec¢né priblizit.

1. DEFINICE KVATERNIONOVYCH ALGEBER

Nejprve uvedeme dvé definice kvaternionové algebry nad télesem F. V prvni de-
finici je tfeba zvl4st oSet¥it pripad, kdy je téleso charakteristiky 2. Po zavedeni
dalsich potfebnych pojm@ a uvedeni potfebnych tvrzeni ukazeme, Ze jsou spolu
ekvivalentni. V dalsim textu budeme pak vychazet z obou definic a pouzivat tu,
ktera bude v danou chvili pro nase potfeby vhodnéjsi.

Definice 1.1 (Prvni definice kvaternionové algebry). P¥ipad char F # 2: Kva-
ternionovou algebrou A nad télesem F' rozumime vektorovy prostor dimenze Ctyfi
s bazovymi vektory 1,4, j, k, kde neutralnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni
na A je 1 a déle plati, ze

i’=a, j*=0b, ij=—ji=k,

kde a,b € F*.

Ptipad char F' = 2: Kvaternionovou algebrou A nad F' rozumime, jako v pred-
chozim pfipadé, ¢tyidimenzionalni vektorovy prostor s bazi 1,¢,5,k, kde 1 € F
je neutralni prvek vzhledem k nasobeni. Narozdil od prvniho pfipadu, zavedeme
operaci nasobeni nasledujicim zptsobem:

PPti=a, j§j*=0b, ij=7j(1+1i)=k,
kde a € F,b € F*.
2010 MSC. Primarni 11R52.
Klicovd slova. kvaternionova algebra, norma, stopa.

Prace byla podporovana projektem A-Math-Net — Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Kvaternionovou algebru oznac¢ujeme symbolem (”ﬁb> (tzv. Hilbertiv symbol).

Pozndmka 1.2. V dals$im textu budeme uvazovat pouze télesa, kterd nemaji
charakteristiku 2.

Nez uvedeme druhou definici kvaternionové algebry, pfipomeneme pojmy, které
se v definici budou vyskytovat.

Definice 1.3. Necht R je okruh s jednickou.

1. Centrum okruhu R je mnoZina Z(R) = {a € R|ra = ar, Vr € R}.
2. R-algebra A je okruh s jedni¢kou spolu s homomorfismem f : R — A, kde
f(r) =14 a f(R) C Z(A).
3. A je centrdlni R-algebra, jestlize f(R) = Z(A).
4. A je jednoduchd R-algebra, jestlize nemé zadné netrivialni oboustranné ide-
aly.
Poznamka 1.4. V dalsim textu budeme v R-algebie A ztotoznovat okruh R s

jeho obrazem f(R).

Definice 1.5. Necht F je téleso, F je jeho algebraicky uzaveér a A je komutativni
F-algebra. Pak A se nazyvéa separabilni K-algebra, jestlize A = Flz]/(f(z)), kde
f(z) je polynom s riznymi kofeny v F'.

Poznamka 1.6. Mé&jme téleso F' a F-algebru A. Mame-li automorfismus ¢ na A,
pro ktery plati, Zze ¢ ziZeno na F’ je identita, budeme jej nazyvat F-automorfismem.

Definice 1.7. Konjugaci na F-algebfe L, rozumime zobrazeni m — m, Vm €
L, které je netrividlnim F-automorfismem nad L.

Definice 1.8 (Druh4 definice kvaternionové algebry). Necht F' je téleso. Kva-
ternionovd algebra A s centrem F' je centralni algebra A dimenze 4 nad F' takova,
Ze existuje separabilni algebra L dimenze 2 nad F a 6 € F* tak, ze A = L + Lu,
kde u € A spliiuje

u? =0, wum=Tmmu

pro vSechna m € L, kde m — m je konjugace na L. Tuto konjugaci rozsifime na
celou kvaternionovou algebru predpisem u = —u.

Definice 1.9. Pomoci konjugace (viz definice 1.7) definujeme normu prvku
n(z) a stopu tr(x) jako

n(z) =27, tr(z)=z+7.

Priklad 1.10. Prvky kvaternionové algebry A mizeme vnorit do okruhu matic
nad F(y/a). Je-li char F' # 2, sta¢ napiiklad uvazit vnofeni:

(Lo (0 (0
0 1 0o —i ) 10 )"

Normu mutzeme v tomto ptripadé chapat jako determinant matice a stopu jako
stopu matice.
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Priklad 1.11. Nejznaméjsim piikladem kvaternionové algebry jsou tzv. Ha-
miltonovy kvaterniony H. Jedna se o piipad, kdy F =R a i? = j2 = k? = —1, tj.
—1,—1
H= (%)
Mezi dalsi priklady patii napt. A = (%) Zde je i2 =a = -2, j2 =b =3,

k? = —ab = 6. Podivejme se nyni na nisobeni, normu a stopu v této algebie.
Necht x = ag + a1i + asj + azk , y = by + b1t + baj + bsk jsou prvky algebry A.
Pak

-y = agbg— 2a1b1 + 3asby + 6azbs + (a0b1 + a1bg — 3asbs + 3a3b2)i +
—|—(a0b2 — 2a1b3 + azby + +2a3b1)j + (&0[)3 + a1by — agb; + bgbo)kj
Tedy naptiklad
(1+2i—5+3k)1—i+2j+k) =17+ 22i — 95 + Tk.
Pro vypocet stopy a normy budeme vyuzivat konjugaci definovanou jako T =
ag — a1t — asj — azk. Potom
tr(z) = x+7T=2a
n(z) = 2T = a3+ 24} — 3a3 — 6a3.

Napiiklad pro © = 14-2i—j+3k je tr(x) = 2, n(x) = —48. Prvky této kvaternionové
algebry miuzeme reprezentovat maticemi nasledujicim zpusobem:

1 0 ) vV-—2 0 . 0 3
1H<0 1) ’H< 0 —\/?2) 7H<1 o)'
Pozndmka 1.12. Pro libovolné téleso F' plati, ze My(F) = (11’?1). Pro izomorfis-
mus staci zvolit

(1o (1o (01
0 1) " o -1/ 7 10 )

Priklad 1.13. Nechf A je kvaternionova algebra nad télesem F. Mé&jme prvek
T =ag + a1i+ azj + ask € A\ F. Necht char F # 2. Pak snadno spoéteme, ze

2?2 = a2 — aa? — ba3 + aba? + 2a(ari + azj + ask).

Tedy prvek = € A\ F je kofenem kvadratického polynomu z? — x - tr(z) + n(z).

Nez ukazeme ekvivalenci definic 1.1 a 1.8, dokéZeme nékterd pomocna tvrzeni,
ktera v diikazu vyuzijeme.

Lemma 1.14. Necht F je téleso a A = (“—b) je kvaternionovd algebra podle

definice 1.1. Pak plati

1. (@b o~ (az?by? libovolné *
.(F)_ = )prozovonex,yeF.
2. A je centrdlni algebra.

3. A je jednoduchd algebra.
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Dikaz. 1. M&me A — (“7") s bézi {1,4,5,k}, A = (TTW) s bazi
{1,7,4',K'}. Definujme zobrazeni ¢ : A’ — A s pfedpisem (1) = 1,

1) =x1 = a = xyk. Protoze plati

o(i") = xi, ¢(j') = yj a p(k') = wyk. ProtoZe plati

2

(xi)* = az?
yi)? = by
(zi)(yi) = (2y)(ij) = —(2y) (i) = —(yj)(xi),

jedna se o izomorfismus F-algeber.

2. Necht F je algebraicky uzavér F. Pak zfejmé plati (‘%b) Qp F = (%b)

Protoze F je algebraicky uzaviené, je kazdy jeho prvek é&tvercem. Tedy

podle prvni ¢asti tohoto tvrzeni dostavame, ze (%b) = (1?1) = My(F).

Centrem M;(F) je F, a tudiz centrum (%b) je F.
3. Mé&jme nenulovy idedl I C A a necht F opét znaéi algebraicky uzaver télesa

F. Protoze (al’,b> ®p F = (‘%b), pak I @p F je nenulovy ideal v My (F).
Vime, ze My(F) je jednoduché algebra. Navic I je vektorovy prostor nad
F, ktery ma dimenzi 4, a tedy I = A.

O

Nyni jiz ukédzeme, ze definice 1.1 a 1.8 jsou spolu ekvivalentni. Uvazme nej-
prve kvaternionovou algebru dle definice 1.8. Operaci nasobeni miZzeme rozepsat
nasledujicim zptsobem:

(I1 + lau) (I3 + lyw) = (lilz + 12140) + (I1lg + lal3)u.

Protoze L je separabilni algebra dimenze 2, je bud kvadratickym rozsifenim télesa
F nebo je izomorfni sou¢inu F' x F'. V obou pripadech existuji generatory L nad
F, oznac¢me je 1,y. Pak za bazi z definice 1.1 staci zvolit 1,7 = y,j = u, tedy b = 6.

Méjme nyni kvaternionovou algebru podle definice 1.1 s bazi 1,1, j, k. Tato al-
gebra je podle lemmatu 1.14 centrdlni a jednoducha. Rozsifeni F'(i) je zfejmé
separabilni, tedy L = F (). Polozime u = j a ukdZzeme, ze pak A = L+ Lu splituje
definici kvaternionové algebry 1.8. Staci ovérit, ze um = mu pro vSechna m € L.

Pokud je char F' # 2, definujeme zobrazeni ~ pro libovolné =z € A, z = ag +
ali —+ Cng —+ a3k jako

T =ag— a1t — azj — ask.
Prvky m € L jsou tedy ve tvaru m = ag + a;i. Pak
J(ao + a1i) = apj + arji = apj — arij = (ap — a1i)j,
a tedy poZzadovand rovnost plati. Pro char F' = 2 definujeme
T = (ap + a1) + a1i + azj + ask.
Potom dostavame, ze

Jlao + a1i) = apj + arji = agj + a1j + arij = ((ao + a1) + a1i)j.
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2. KLASIFIKACE KVATERNIONOVYCH ALGEBER

(“ﬁb) je bud okruh s délenim nebo je

Véta 2.1. KaZdd kvaternionovd algebra
izomorfni okruhu matic Ma(F(y/a)).

Diikaz. Dtikaz tvrzeni pro ndro¢nost neni uveden. Lze jej nalézt napiiklad v [1]
na strané 81. O

Pozndmka 2.2. Okruhem s délenim rozumime nekomutativni okruh, kde ke
kazdému nenulovému prvku existuje prvek inverzni.

Uvazujme nyni kvaternionovou algebru dle definice 1.8.

Véta 2.3. Necht n(L) = {z € Flz = n(l) prol € L}. Pak A je izomorfni
okruhu matic Ma(F(y/a)) prdvé tehdy, kdyZ L neni téleso nebo 6 € n(L).

Diikaz. Nez zaéneme s ditkazem tvrzeni, oznadéme i2 = a, u? = 0. V prvnim a

druhém kroku ukazeme implikaci zprava doleva, ve tfetim a ¢tvrtém kroku prove-
deme diikaz opacné implikace.

1. Nejprve ukézeme, ze pokud L neni téleso, pak A je izomorfni okruhu matic
M (F(y/a)). Necht L neni téleso. Pokud k prvku ag+a1i € L existuje prvek
inverzni, je obecné ve tvaru (agp + a1i)~! = 2=%;. Protoze L neni téleso,

0 1

existuje nenulovy prvek ag+asi, ktery inverzi nema, tzn. a3 —aa? = 0. To ale

znamend, ze a3 = aa?. Uvazime-li prvek h € A, h = (ag+ayi) + (ag +ayi)u,

pak

n(h) = (ao+ a1t + apu + ariu) - (ag — a1i — apu — ayiv) =
= (a2 —aa?) — (a3 — aa?)0 = 0.

Prvek h ma nulovou normu, a tedy je délitelem nuly. Protoze v A existuji

delitelé nuly, je A je podle véty 2.1 izomorfni okruhu matic Mz (F(y/a)).
2. Necht nyni L je téleso a 6 € n(L). Nasim cilem je dokazat, ze A je izomorfni

okruhu matic. Protoze 6 € n(L), existuje m = ag + a1t € L tak, ze n(m) =

2 _ 2 _ 0
ag —aai = 0.
Pro libovolny prvek h € A plati, ze

h% = hZ + hia + h30 — h2ad + 2ho(hyi + hou + hziu).

Nyni ukazeme, Ze koeficienty hg, b1, ho, hs lze zvolit tak, ze h2 = 1, h # +1.
Pokud zvolime hg, h; = 0, pak

h? = (h3 — h3a)6.

Protoze n(m) = n(ap+a1i) = 0 a L je téleso, pak n(m ') = n(dy+dii) = 3.
Polozime hy = dy, hg = d, a tim jsme nasli vhodny prvek h € A. Pak

0=h>—-1=(h—1)(h+1),

a tim jsme nasli netrivialni délitele nuly a podle véty 2.1 je A izomorfni s

My(F(v/a)).
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3. Ukazme nyni, ze pokud A je izomorfni okruhu matic Ms(F(y/a)) a souc¢asné
L je télesem, pak 6 € n(L). Libovolny prvek h € A je tvaru h = ag + a17 +
(az + azi)u, kde a;, € F pro k =0,...,3. Pro normu plati

h(z) = a2 — aa — a20 + a2af = n(my) — On(my),

kde mi,mo € L. Protoze A je izomorfni okruhu matic, obsahuje délitele
nuly, a tedy existuje prvek h € A takovy, ze n(h) = 0, tzn. n(my) —
(n(mz))0 = 0. Protoze L je té&leso, pak 6 = EgZ;; Nyni ukéZeme, ze 6
je normou konkrétniho prvku z L. Necht m1 = ag + a1i, ma = by + b1, pak

0 — at —ala _
b2 — bla
(ap + a1i)(ap — ayi)

(bo + byi)(bg — b1i)
. ag + a1t bg — bii ag — a1t bg + bii .
 \bo+bii bo—bii) \bo—bii bo+bii)

= n(m), kdem € L,

a tedy 6 € n(L).

4. Nyni zbyva ukazat, je-li A izomorfni okruhu matic Ms(F(y/a)) a soucasné
0 ¢ n(L), pak L neni téleso. Budeme postupovat sporem. Pfedpokladejme,
7e A = Ms(F(y/a)), 0 €n(L) a L je téleso. Pak se ale dostavame do sporu,
nebot podle 2. plati implikace

A = M(F(v/a)) a soucasné L je téleso = 0 € n(L).
g

Definice 2.4. Pokud je A kvaternionovéa algebra nad F izomorfni s My (F(1/a)),
pak fikame, ze A se Stépi nad F.

Pozndmka 2.5. Z Weddeburnovy véty (viz [2] strana 556) vime, ze kazda koneé-
na algebra s délenim je télesem. Tedy kazdé kvaternionova algebra nad koneénym
télesem F je izomorfni s My(F).

Priklad 2.6. Uvazme nad télesem Q dvé nésledujici kvaternionové algebry

~2,-3 2,1
A: Y A/: ) .
(o) #=(%)

Algebra A je algebrou s délenim, nebot pro normu prvki plati

n(z) = ag + 2a3 + 3a3 + 6a3,

a tedy jedinym prvkem s nulovou normou je 0 a algebra A nemd délitele nuly.
Algebra A’ je izomorfni s M(Q(+/2)), nebot napiiklad 1414+ 5+ k je délitelem
nuly, protoze n(1+i+j+ k) = 0.
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