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KVATERNIONOVE ALGEBRY S PROGRAMEM SAGE

LENKA MACALKOVA

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku si klademe za cil sezndmit ¢tenafe s vyuzitim systému
SAGE v souvislosti s vypoéty na kvaternionovych algebrach. Prvni ¢ast je zaméfena
na praci s prvky kvaternionové algebry, ve druhé ¢asti se vénujeme idedliim a fadim
kvaternionovych algeber.

Uvop

V prvni ¢asti ¢lanku se sezndmime se systémem pocitacové algebry SAGE. Poté
se budeme vénovat prikladim, ve kterych pouzijeme SAGE v souvislosti s kva-
ternionovymi algebrami. Ve druhé ¢asti pak uvedeme definice idedlu a fadu kva-
ternionové algebry. Déle se zabyvame pojmem diskriminantu a maximalniho fadu
kvaternionové algebry.

1. SEZNAMENI SE SYSTEMEM SAGE

SAGE je open-source systém pocitacové algebry, ktery je vytvoreny v programova-
cim jazyce Python. Je k dispozici pro vsechny platformy a je mozné jej stahnout na
http://www.sagemath.org/, nebo lze vyuzit online rozhrani (pfistupné na stejné
adrese).

Nyni se lehce sezndmime s ovladanim. Rédek s pitkazem bude vzdy zac¢inat
Hsage:“

sage: 3—2+45+3—7/3
41/3

sage: cos(pi/2)
0

7Z prikladu je vidét, ze zakladni matematické operace a funkce neni slozité za-
psat. My se v tomto ¢ldnku zaméfime na pouziti SAGE v souvislosti s kvaternio-
novymi algebrami.

Zacneme tim, Ze si pfipomeneme definici kvaternionové algebry. V celém textu
budeme pracovat s télesem, jehoz charakteristika neni dva.
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Definice 1.1. Kwaternionovou algebrou A nad télesem F rozumime vektorovy
prostor dimenze Ctyfi s bazovymi vektory 1,4, j, k, kde neutralnim prvkem vzhle-
dem k operaci nasobeni na A je 1 a dale plati, Ze

752:0/7 j2:b7 Zj:—jZ:k,
kde a,b € F*.

Pozndmka 1.2. Pro téleso F' s charakteristikou dva je definice kvaternionové
algebry shodnd aZ na zavedeni operace nasobeni. Ta je v tomto pfipadé definovana
nasledovné:

PP+i=a, j§j*=0b, ij=7(1+1)=k,
kde a € F,b € F*.

Nyni se podivame, jakym zptsobem zadat kvaternionovou algebru v SAGE.
Pod prikazem

sage: A.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ,—1,2)

rozumime: Sestroj kvaternionovou algebru A s bazi 1,4, 7, k, nad télesem racio-
nalnich éisel (tj. QQ), kde a = —1,b = 2. Pokud bychom chtéli kvaternionovou
algebru nad télesem K o dvaceti péti prvcich, kde a = —1,b = 3, zadame

sage: B.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(GF(25,’z’),—1,3)

Symbolem z v piikazu GF (25, ’z’) oznacujeme kofen ireducibilniho polynomu,
podle néjz provadime operaci modulo v télese GF(25).

Uvédomme si, Ze nékteré kvaternionové algebry jsou okruhy s délenim (tj. kazdy
nenulovy prvek mé inverzi), jiné nikoli. Nejznaméjsim piikladem kvaternionové
algebry s délenim jsou Hamiltonovy kvaterniony, coz je kvaternionové algebra nad
realnymi Cisly, kde a = b = —1. Kvaternionovou algebrou, kterd neni okruhem
s délenim (tzn. m4 délitele nuly), je napiiklad kvaternionova algebra nad redlnymi
Cisly, kde a = 1, b = —1. Zde je délitelem nuly prvek 1+, nebot (1+44)(1—14) = 0.
Pokud bychom chtéli védét, zda je dana kvaternionova algebra nad nekoneénym
télesem okruhem s délenim, mtizeme pouzit funkci is_division_algebra(). SAGE
vrati True v kladném pripadé, v opa¢ném vrati False:

sage: B.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(GF(25, 'z’), —1,3)
sage: B.is_division_algebra()
False
sage: A.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ, —1,3)
sage: A.is_division_algebral()
True

Podobnou booleovskou funkci je napfiklad funkce is_finite() nebo funkce
is_integral domain(). Z jejich nazvu si ¢tenar jisté snadno pochopi, k ¢emu tyto
funkce slouzi. Nabizi se otazka, jak probihaji operace s prvky z kvaternionovych
algeber. Pro pfiklad maZeme najit dva ndhodné prvky x,y z algebry A a spocitat
jejich soucin a soucet:
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sage: A.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ, —1,3)
sage: x=A.random _element/()
sage: X
—1 + 4xii + jj + 1/3xkk
sage: y=A.random_element()

sage: y
15/2 + 1/18*ii — 2%jj
sage: X+y
13/2 + 73/18xii — jj + 1/3xkk
sage: Xxy

41/18 + 599/18xii + 257/27xjj — 50,/9xkk

Pro kvaterninovou algebru A a kazdy jeji prvek © = ag + a1i + asj + azk
definujeme stopu Tr(z) a normu N(zx) jako

Tr(z) = 2a9, N(x) = a} — ala — a3b+ a3ab.

Funkce reduced norm() a reduced_trace() slouzi pro vypocet normy a stopy
prvku. Spocitejme tedy pro ukadzku normu a stopu prvku x uvedeného vyse:

sage: x.reduced_norm()
203/9

sage: x.reduced_trace()
-2

2. RADY KVATERNIONOVYCH ALGEBER

Pfed tim, nez uvedeme dalsi pfiklady pouziti programu SAGE, zavedeme pojem
tfadu kvaternionové algebry. V této Casti budeme uvazovat Dedekindtv okruh R
a jeho podilové téleso K.

Definice 2.1. Méjme vektorovy prostor V nad télesem K. R-miizkou nad V
rozumime konec¢né generovany R-modul obsazeny ve V. Mrizka L je upind, jestlize
K®rL~V.

Definice 2.2. Necht A je kvaternionové algebra nad K. Libovolnou tplnou
R-mfizku nazveme idedlem. Je-li takova miizka navic okruhem, tak ji nazyvame
radem.

Definice 2.3. Necht I je ideal kvaternionové algebry A, pak levgm Tddem idedlu
I nazyvame mnozinu

O(I) ={a € Alal C I}.
Pravy 1dd idealu I analogicky definujeme jako

O,(I)={a€ Alla C I}.

Pro préci s idedly a fady kvaternionovych algeber slouzi v SAGE nékteré funkce.
Tyto funkce mtizeme pouzit pouze pro kvaternionové algebry nad racionalnimi
Cisly. Za¢neme s funkci ideal (), kterd vraci idedl s danymi generatory nad Z.
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Funkce basis (), kterd je pouzita v nasledujicim ptikladu, vraci bazi. V nésledu-
jicim prikladu zadame ideal I pomoci baze a to tak, ze kazdy prvek baze I je
trojnasobkem prvku béze A.

sage: A=QuaternionAlgebra(QQ,—1,—13)
sage: [=A.ideal([3xa for a in A.basis()])
sage:1

Fractional ideal (3, 3%i,3xj, 3xk)

Pokud bychom chtéli zjistit, zda je dand mnozina idealem, stac¢i pri zadavani
idealu pridat argument check=False, napft.

Aideal([4*a for a in A.basis()], check=False)}

R4d kvaternionové algebry miizeme zadat stejnym zptisobem jako ideal, jen misto
funkce ideal () vyuzijeme funkce quaternion_order (). Pokud budeme chtit zkon-
trolovat, zda se jednd o Fad, miZeme opét pouZit check=False. SAGE nabizi
i funkce left_order() a right_order() pro praci s levymi a pravymi fady pro
dany ideal I. Pro ukazku spocteme levy fad idealu z predchoziho ptipadu.

sage: A=QuaternionAlgebra(QQ,—1,—13)
sage: Q=A.quaternion_order([1,2xi,2xj,2xk]) sage: Q
Order of Quaternion Algebra (—1, —13) with base ring Rational
Field with basis (1, 2%, 2xj, 2xk)
sage: Lleft_order()
Order of Quaternion Algebra (—1, —13) with base ring Rational
Field with basis (1, i, j, k)

V souvislosti s fady kvaternionovych algeber je tfeba zminit také maximéalni
rady.

Definice 2.4. Mazimdlnim tddem O kvaternionové algebry A, rozumime ta-
kovy ¥ad, Ze neexistuje zaddny fad O’ s vlastnosti O Cc O’ C A.

Véta 2.5. Kazdy vad kvaternionové algebry je podrddem néjakého mazimdlniho
radu.

Bohuzel v souc¢asné dobé nemame algoritmus, podle kterého bychom byli schopni
rychle uréit maximalni ¥ady kvaternionovych algeber. SAGE je schopen vypodi-
tat maximalni fad pouze v pripadé, kdy se jedna o kvaternionovou algebru nad Q,
kterd ma prvociselny diskriminant. Tomuto pojmu se budeme nyni kratce vénovat.

Nejprve sezndmime ¢tenafe s pojmem p-adické metriky a p-adickjch ¢isel.

Definice 2.6. Mé&jme n € Z a p je prvocislo. Symbolem v,(n) budeme oznaco-
vat nejvétsi a € Z, pro které plati p®|n. Pro racionélni ¢islo v zakladnim tvaru o
polozme v, () = vp(m) — vp(n).
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Definice 2.7. Mé&jme prvocislo p. Pro libovolné r € Q v zékladnim tvaru
definujme p-adickou normu |r|, tak, ze |r|, = p~*»(") pro r # 0 a |r|, = 0 pro
r=0.

S pomoci p-adické normy lze na racionalnich ¢islech zavést tzv. p-adickou me-
triku o, tak, ze pro kazda dvé raciondlni ¢isla x,y je jejich vzddlenost v p-adické
metrice g,(z,y) = | —y|p. Pokud provedeme ztplnéni racionalnich ¢isel vzhledem
k této metrice, dostavame tzv. p-adickd cisla Qp, tedy v zavislosti na volbé prvo-
¢isla 2-adicka, 3-adicka, ...Lze dokazat, Zze p-adicka ¢isla tvori téleso. V pripadé
zédjmu si dovolujeme ¢tendfe odkazat na [2].

Definice 2.8. Mé&jme a,b € K. Hilbertovym symbolem vzhledem k télesu K
rozumime
1, rovhnice az? + by? = 22 mé nenulové fefeni v K
(a,b) = .
—1, jinak

Hilbertav symbol v télese Q, budeme znait (a, b),.

Definice 2.9. Mé&jme kvaternionovou algebru A nad @, kde i = a, j2 = b.
Ozna¢me X mnozinu vSech prvoéisel, kdy (a,b), = —1. Pak diskriminantem d
kvaternionové algebry, rozumime vyraz

dsz.

Nyni se vratime k vypoctim v systému SAGE. Pro vypocet Hilbertova symbolu
(a,b), lze pouzit funkci hilbert_symbol() s parametry a,b,p. Pokud bychom
chtéli zjistit vSechna prvocisla, kterd se ve vypoctu diskriminantu vyskytuji, vyu-
zijeme funkce ramified primes(). Pro samotny vypocet diskriminantu pak slouzi
funkce discriminant ().

sage: A=QuaternionAlgebra(QQ,—5,—13)
sage: hilbert_symbol(—5,—13,2)

-1
sage: hilbert_symbol(—5,—13,11)

1

sage: A.ramified_primes()

[2,5,13]
sage: A.discriminant()

130

Nyni se vratime zpét k maximéalnimu fadu. Jak uz bylo feceno, SAGE vypodcita
maximalni fad pouze pro kvaterninovou algebru nad Q s prvociselnym diskrimi-
nantem. V prvni pfipadé ukdzeme vypocet na Hamiltonovych kvaternionech. Jejim
maximalnim fadem jsou tzv. Hurwitzovy kvaterniony.




50 L. MACALKOVA

sage: A.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ,—1,—1)
sage: A.discriminant()
2
sage: A.maximal_order()
Order of Quaternion Algebra (—1, —1) with base ring Rational
Field with basis (1/2 + 1/2« + 1/24j + 1/2+k, i, j, k)
sage: B.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ,—7,—11) sage: B.discriminant()
7
B.maximal order()
Order of Quaternion Algebra (—7, —11) with base ring Rational
Field with basis (1/2 + 1/2xj, 1/2x1 + 1/2xk, j, k)

SAGE obsahuje jesté mnoho dalsich funkci, které 1ze pouzit pfi zkouméni vlast-
nosti kvaternionovych algeber, jsou viak vysoce nad ramec tohoto textu. Ctenéfe
proto odkazeme na referen¢éni manudl, ktery najde na strankach [3].
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