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NAVIER-STOKESOVY ROVNICE: SLABE RESENI, JEHO
JEDNOZNACNOST A REGULARITA

MILAN POKORNY

ABSTRAKT. Tento ¢lanek je struénym uvodem do studia vlastnosti slabych feseni
evolu¢nich Navier—Stokesovych rovnic nestlacitelného proudéni. Nejprve jsou pred-
staveny rtzné typy reseni a vztahy mezi nimi. Poté se ¢lanek vénuje slabému feseni,
otazce jeho existence, jednoznacnosti a regularité v ruznych situacich a také podmi-
néné regularité (kritéria regularity). Je uréen spiSe pro nespecialisty v daném oboru,
ktefi jsou seznameni se zaklady teorie slabych feseni parcialnich diferencidlnich rov-
nic.

1. Uvop

Necht oblast Q C R? je vyplnéna latkou, kterou modelujeme jako kontinuum. Pro
jednoduchost predpokladejme, ze tato oblast je neménna v ¢ase. Na zakladé pred-
stav mechaniky kontinua (viz napf. [23]) je moZno odvodit nasledujici integralni
tvary bilance hmoty a energie

E Qdm—i—/ ou-ndS =0,
dt Jp OB

E/ Qudx—l—/ ouu-ndS = ']I‘ndS—i—/ of dz.
dt Jp B oB B

Zde skalarni pole g reprezentuje hustotu latky, vektorové pole u rychlostni pole,
tenzor T je tenzor napéti (vektor Tn reprezentuje plosné sily v kontinuu) a f je
vektor objemovych sil (napf. tihova sila). Mnozina B je libovolnd méfitelnd pod-
mnozina 2 s dostateéné hladkou hranici, aby vSechny integraly vyse mély smysl.

Spravné bychom meéli jesté uvazovat bilanci momentu hybnosti a celkové ener-
gie. My ale budeme predpokladat, Ze hustota vnitini energie je konstantni v pro-
storu i v Case (pak je bilance celkové energie, alespoii pro hladké funkce, diisledkem
bilance hybnosti) a ze litka nema zadné vnitini momenty hybnosti. Potom z bi-
lance momentu hybnosti pouze plyne, Ze tenzor napéti T je symetricky.

Na zakladé standardnich tvah (podélenim |B| a limitou |B| — 0% spolu se
zadménou derivace a integralu, za pfedpokladu dostate¢né hladkosti vSech veli¢in)
1ze ze systému integralnich bilan¢nich rovnic odvodit jejich néasledujici diferencialni
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tvar? P
o . B
Bt + div(ou) = 0, (1.1)
% +div(ou ® u) — divT = of. (1.2)

Pozdéji ale uvidime, Ze tento postup v sobé skryva jisty problém.
Budeme predpokladat, ze dana latka je nestlacitelnd, tj. objem jeji libovolné
¢asti se v ¢ase neméni. To je ekvivalentni podmince

divu=0. (1.3)

Budeme-li dale pfedpokladat, ze latka je homogenni (tj. hustota je v pocatecnim
Case konstantni v prostoru), potom hustota je rovna kladné konstanté a rovnice
(1.1) se redukuje na (1.3) s tim, Ze hodnota p v rovnici (1.2) je rovna pfedepsané
konstanteé.

Méme tedy celkem 4 rovnice pro 9 neznadmych: 3 slozky rychlosti a 6 slozek sy-
metrického tenzoru napéti. Proto musime jesté néco fici o tenzoru napéti. Za pired-
pokladu, Ze studujeme newtonovskou tekutinu a prfijimame princip nezavislosti na
pozorovateli, vychéazi

T = 2uD(u) — pl,

kde p > 0 je dynamickd viskozita, p je tlak a D(u) = £ (Vu+(Vu)T) je symetricka
¢ast gradientu rychlosti. Pokud ve vztahu (1.2) podélime hustotou, pfeznac¢ime tlak
a piejdeme ke kinetické viskozité v = p/p, dostdvame systém rovnic

divu =0,
Ou .
e +divlu®u) —vAu+ Vp =f,
standardné nazyvany Navier—Stokesovy rovnice pro nestlacitelné proudéni (zkra-
cené téz nestladitelné Navier—Stokesovy rovnice). Tento systém budeme studovat
na ¢asoprostorovém valci I x Q, pfiéemz I = (0,T) je Casovy interval.

Tento systém musime doplnit o pocatecni a okrajové podminky. Poc¢atecni pod-
minku je potfeba pfedepsat pro rychlost

u(0,z) = ug(x), x € Q. (1.5)

Problematika okrajovych podminek je komplikovanéjsi. Neni prili§ zfejmé, jaké
okrajové podminky jsou fyzikalné spravné, zejména v pfipadé, kdy na ¢asti hranice
tekutina vtéké a na ¢asti vytéka. Abychom si situaci zjednodusili (coz je ale pravda
jen ¢aste¢né), budeme v tomto ¢lanku uvazovat homogenni Dirichletovu podminku

u(t,z) =0, tel,zed. (1.6)

V nékterych pfipadech, pokud se chceme zabyvat jen samotnym systémem rovnic
a chceme se zcela vyhnout problémtm s okrajovou podminkou, mizeme uvazovat
periodické okrajové podminky, popf. mizeme brat Q = R?, tj. uvazovat Cauchyovu
tlohu. Podminka na chovani feSeni v nekoneénu (jisty pokles feSeni k nule) je
nahrazen slabsi podminkou konvergence jistych integralt.

Klasickym feSenim tlohy (1.4)—(1.6) nazyvame dvojici funkci (u,p), pfi¢emz
vektorova funkce u je spojita na [0,7) x Q a ma na (0,7) x Q spojité druhé par-
cidlni derivace podle prostorovych proménnych a prvni parcidlni derivaci podle

(1.4)

2Symbol ® oznaduje tenzorovy souéin vektort. Tedy (a ® b)ij = a;b;.
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Casu, funkce p mé na (0,7) x Q spojité prvni parcidlni derivace podle prostoro-
vych proménnych, obé splituji rovnosti (1.4) ve smyslu rovnosti spojitych funkei
a rovnosti (1.5), resp. (1.6) jsou splnény ve smyslu limit pro ¢ — 0%, resp. x — 9.
Jak uvidime pozdéji, i kdyz jsou vSechna data libovolné hladka, neni zaruceno, ze
takové FeSeni existuje.

Systém rovnic (1.2) byl navrzen francouzskym inzenyrem CLAUDE-LOUISEM
NAVIEREM v roce 1822 jako zobecnéni Eulerovych rovnic pro pripad proudéni
viskdzni tekutiny. Vzhledem ke zptisobu odvozeni nebyl model ve své dobé pfijat.
Stalo se tak teprve po roce 1845, kdy britsky matematik a fyzik irského pivodu
GEORGE GABRIEL STOKES tento systém odvodil na zakladé predstav mechaniky
kontinua (odvodil i rovnice pro stlacitelné proudéni). K intezivnéjSimu matema-
tickému studiu tohoto systému rovnic dochézi teprve ve dvacatych letech minu-
lého stoleti diky pracim Svédského teoretického fyzika CARLA WILHELMA OSEENA
([39]). Na jeho vysledky navizal ve své doktorské praci francouzsky matematik
JEAN LERAY ([32], [31]). Formuloval celou fadu zajimavych problémt, nékteré vy-
fesil, jiné zlstaly oteviené po mnoho let ¢i dokonce jsou oteviené dodnes. Z naseho
pohledu je nejzajimavéjsi studium fesitelnosti Cauchyovy tlohy v R? a v R?. Za-
timco ve dvojdimenzionalnim pfipadé se mu podarilo dokazat existenci klasickych
feSeni, ve trojdimenzionalnim pripadé neuspél. Definoval proto novy typ feseni,
které nazval ,solution tourbulante“, jehoz existenci byl schopen dokéazat. Z dnes-
niho pohledu jde vlastné o slabé FeSeni splnujici silnou energetickou nerovnost.
On sam véril spiSe v to, Ze klasické feSeni tohoto systému obecné neexistuje, ze
v konefném Case se stane feSeni singularni. Otazka, zda je tomu tak, je dodnes
oteviena a patii mezi sedm problému pro tfeti tisicileti, za jejichZ feSeni nabidl
Clay Mathematical Institute odménu milién americkych dolart (viz [1]).

Po druhé svétové valce se Jean Leray k problémtim matematické mechaniky te-
kutin nevratil. V jeho stopach vsak pokracovala celd fada svétové uznavanych od-
bornikd. Zmitime zejména EBERHARDA HOPFA ([24]), OLGU ALEXANDROVNU LA-
DYZENSKOU ([29]), JAQUES-LOUISE LIONSE ([33]), PIERRE-LOUISE LIONSE ([34])
aj. Z vyznamnych ceskych matematiki se této problematice vénovali ¢i vénuji
piedeviim JINDRICH NECAS ([36]) a VLADIMIR SVERAK ([43] nebo [15]).

Drive nez se podivame na zobecnéni pojmu klasického feSeni, pfipomenme né-
které prostory funkci, které budeme v dalsim potiebovat.

Lebesgueovy prostory budeme znaéit LP(Q); pro 1 < p < oo jde o Banachovy
prostory se standardn{ normou ||-||,. Sobolevovy prostory zna¢ime WP (Q), k € N,
1 < p < o0; spolu s normou ||- ||, jde opét o Banachovy prostory. Prostor Wé”](Q)
potom oznacuje funkce z uzavéru hladkych funkci s kompaktnim nosicem v 2
v normé ||- || . Poznamenejme jen, ze pro oblasti 2 s lipschitzovskou hranici a p <
00 je prostor WO1 P(£2) totozny s podprostorem W1P(Q) takovym, ze funkce maji
na hranici 2 nulovou hodnotu ve smyslu stop. Duélni prostor k WO1 () budeme
znadit pro 1 < p < 0o W*Lpl(Q), kde p’ = ﬁ je holderovsky sdruzeny exponent
k p. Vektorové veli¢iny bude psény tuéné, tenzorové veli¢iny pak specidlnim fontem.
Analogické znaceni budeme pouzivat i pro prislusné prostory funkci.
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Budeme déle potfebovat prostory funkci s nulovou divergenci. Budeme pracovat
s prostorem (1 < p < 00)

II-
W(l)ygiv(ﬂ) = {v € CSO(Q);CHVV — O}I\ ”l,p’
pro ktery pro oblasti s lipschitzovskou hranici a 1 < p < oo plati
Wéjgiv(g) ={ve Wé*’(Q); divv = 0}.

Déle piipomenime Helmholtztiv rozklad, tj. libovolnou vektorovou funkci z L2(£2)
Ize psat jako

v =v;+ Vg,
kde pro 2 s lipschitzovskou hranici

vi € LY 4:,(Q) = {v € L*(Q); divv = 0 ve smyslu D’'(Q);
v -1 =0 na 09 ve smyslu W~ 2-2(9Q)}

a q € WH2(Q). Navic je tento rozklad ortogonalni.

Protoze studujeme evoluc¢ni tlohy, budeme pracovat s Bochnerovymi prostory.
Necht X je Banachiv prostor. Budeme pracovat s prostory spojitych funkei na
intervalu I s hodnotami v X, tj. C(I; X), s prostory spojitych funkci na intervalu
I ve slabé topologii X znacenymi C(I;X,,) a s prostory bochnerovsky integro-
vatelnych funkci pres interval I s hodnotami v X takovych, Ze norma v X ma
koneénou LP normu ptes I, LP([; X). Dal§i informace o vSech vySe uvedenych
prostorech funkei je mozno nalézt napiiklad v [2], [19], [20] nebo v [41].

Tento c¢lanek se vénuje jen jednomu vybranému problému z velkého mnozstvi
moznych tloh, se kterymi se mtizeme setkat pfi matematické analyze tiloh proudéni
tekutin. I kdyz se omezime jen na malou tfidu modeld, tj. na matematicky popis
nestlacitelného proudéni newtonovské tekutiny, zistane pocet zajimavych otevie-
nych problému stale velky. Jen tak na okraj, v minulém roce byl vyfesen jeden
otevieny problém tykajici se stacionarniho proudéni ve dvou dimenzich s neho-
mogenni okrajovou podminkou za pfedpokladu, Ze hranice oblasti ma vice kom-
ponent, viz [26]. I tak analogicky problém ve tfech dimenzich zlistava otevieny.
Tento clanek se ale soustiedi predevsim na problematiku slabého feseni evoluc¢nich
Navier—Stokesovych rovnic ve prostorové dimenzi tii. I kdyz jde ve své podstaté
o nejjednodussi redlny model tekutiny a je intenzivné studovan matematiky z po-
hledu analyzy i z pohledu numerického feseni, jsou fundamentalni otazky existence
a regularity (tj. hladkosti) feSeni stéle oteviené.

Tento systém rovnic je prototypem na prvni pohled relativné ,,jednoduchého*
nelinedrniho parabolického problému, kde nicméné klasické ale i rtizné specialni
metody selhdvaji a nedafi se nalézt odpovéd na zdkladni otdzky. A to i presto,
ze se rofné objevuji stovky clanku, které se vénuji Navier—Stokesovym rovnicim.
Duivodem sepsani tohoto ¢lanku je dat ceskému ¢tenari zakladni informace ohledné
téchto rovnic. A to nejen vysledkt, ale i metod, jak se daji dané vysledky dokazat.
V nékterych pripadech je dikaz uveden cely, nékdy jsou uvedeny jen zakladni
myslenky ¢i je dikaz vynechan uplné. Pokud nékoho tato problematika zaujme
natolik, Ze by si chtél pfecist néco vice, v ceském jazyce existuje prehledovy ¢lanek
[37], kromé néj potom pouze online dostupné skripta autora tohoto ¢lanku (viz
[41], [42]). V anglicky psané literatufe pak existuje celd fada monografii (napf. [44],
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[14], [34]), pro ¢tenafe znalého francouzského jazyka pak doporucuji péknou knihu
[7]. Z novéjsich prehledovych praci pak zminime jesté [35], tato préce se ale diva
na Navier—Stokesovy rovnice jako na specidlni pfipad jistych nenewtonovskych
modelt (tzv. tekutiny s mocninnym rtistem).

2. RUzZNE TYPY RESENI NAVIER—-STOKESOVYCH ROVNIC

Vyse jsme uvedli definici klasického feSeni. Jak bylo zminéno, existence klasického
feSeni neni zfejmé v prostorové dimenzi tti ani v situacich, kdy vSechna data tulohy
jsou libovolné hladka. Proto je vhodné zavést jiné typy feSeni a pokusit se studovat,
za jakych podminek tato feSeni existuji.

My se v dalsich ¢astech této prace budeme vénovat slabému Teseni. Myslenka
jeho zavedeni je nasledujici. Pokud rovnici (1.4) vyndsobime hladkou funkei ¢
s kompaktnim nosi¢em v ¢asoprostoru a formalné provedeme integraci per partes,
resp. pouzijeme GauBovu formuli, dostavame

/ /(—u-——(u@u):ch—l—uVu:th—pdivcp—f-cp)dxdtzo.
o Ja ot

Nevyhodou je, ze ndm ve formulaci ztstava tlak. Proto budeme predpokladat, ze
mame dive = 0. Navic misto integrace per partes u casové derivace nahradime
integral pres prostor vhodnym funkcionalem a dostavame nésledujici formulaci:

Definice 2.1. Necht f € L*(0,T; W~1%(Q)), ug € Lj 4,(Q). Funkci u €
L0, T;L2(Q)) N L*(0,T; Wéﬁiv(ﬁ)) takovou, Ze jeji slaba derivace podle éasu
ou

o € LY0,T; (W(l)iw(Q))*) pro jisté ¢ > 1, nazyvame slabym tesenim tlohy

(1.2)—(1.5), jestlize

Ou
< ot 90>(W(1):?1;V(Q))*,W1’2 ) + /3:2 ((u u) ("2 +rvVu (%] €T

0,div

= 0)w-120 Wiz

pro vSechna ¢ € Wé’ziv(Q) as.v.t € (0,T) a poatecni podminka je splnéna ve
smyslu
lim [ u(t-) wdx = / ug - wdz (2.1)
t—0t Jo Q
pro viechna w € L?((Q).

Poznamenejme, Ze splnéni pocateéni podminky (2.1) souvisi s tim, ze funkce u
patfici do prostori uvedenych v definici vyse je po zméné na mnoziné miry nula
z prostoru C([0,T]; L2 (Q)), a proto m4 limita smysl.

Pokud bychom formalné vzali za testovaci funkci ¢ := u a predpoklidali, Ze
tato funkce je dostate¢né hladka, dostali bychom po integraci pies ¢asovy interval
(0,t) C (0,T) tzv. energetickou rovnost

1 t 1 t
f/ \u(t,-)|2d:z:—|—/ /|Vu|2dxd7':f/ |u0|2d1:+/ () dr.
2 Ja o Ja 2 Ja 0

K ziskani této rovnosti jsme pouzili rovnost

1
/Q(u-Vu)-ud:E: E/ﬂu~V|u|2dx:0. (2.2)
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Ta ale plati pouze pro dostatecné hladké funkce, aby se uvedené aplikace Gauovy
véty dala ospravedlnit diky aproximaci sobolevovskych funkci s nulovou stopou
pomoci funkci hladkych s kompaktnim nosi¢em. V této souvislosti zminme, ze
obecné nemiizeme pouzit feSeni jako testovaci funkci ve slabé formulaci, tedy ne-
vime, zda je energeticka rovnost splnéna. Na druhou stranu, jak uvidime v dalsi
¢asti, mizeme ziskat energetickou rovnost pro jistou aproximaci nasi ulohy a li-
mitnim pfechodem ziskdme misto rovnosti nerovnost. Dostavame tedy:

Definice 2.2. Slabé feseni Navier—Stokesovych rovnic splituje silnou energetic-
kou nerovnost, jestlize

t ¢
1/ |u(t7~)|2dx+/ / |Vu|?dzdr < 1/ |u(s,-)\2d:r—|—/ (f,u)dr  (2.3)
2 Q s JQ 2 Q s

pro s.v. s > 0 (véetné s = 0) a viechna ¢ € (s,T]. Slabé feSeni splituje energetickou
nerovnost, jestlize je (2.3) splnéno pro s = 0 a s.v. t € (0,7). Slabé TeSeni, které
spliiuje energetickou nerovnost, budeme nazyvat Leray—Hopfovo slabé Tesent.

Poznamenejme, Ze zde neni terminologie jednotna a nékdy se Leray—Hopfovym
feSenim nazyva slabé feseni spliujici silnou energetickou nerovnost.

Vsimnéme si, Ze slabou formulaci jsme formalné ziskali z klasické formulace;
ta vyplynula z bilan¢nich rovnic v integralnim tvaru za predpokladu, ze feseni je
dostatecné hladké. Zdanlivé jsme tedy odvodili slabou formulaci za predpokladu,
ze TeSeni ma takovou hladkost, Ze existuje klasické feseni, tj. pokud klasické feseni
neexistuje, neméa smysl ani slaba formulace. Nastésti lze slabou formulaci odvodit
pfimo z integralnich bilan¢nich rovnic. Toho si vsiml jiz C.W. Oseen ve své knize
[39], kde ov8em misto Lebesgueova integralu pracoval s vicerozmérnym integralem
Riemannovym. Tim jsou jeho podminky na feseni o néco silnéjsi, nez kolik je tieba
pfi pouziti Lebesgueova integralu.

V pristi kapitole naznac¢ime dikaz existence Leray—Hopfova slabého feSeni a
v dalsich ¢astech si fekneme néco o jeho vlastnostech. V§imnéme si téz, ze slabym
feSenim je pouze pole rychlosti, musime tedy také ukazat, jak z jeho znalosti ziskat
tlak. Nejprve ale uvedme jesté dalsi t¥i definice FeSeni Navier—Stokesovych rovnic.

Prvnim bude tzv. vhodné slabé feseni (,suitable weak solution“). Tento pojem
pochézi z ¢lanku [8] autortt LUISE CAFFARELLIHO, ROBERTA KOHNA a LOUISE
NIRENBERGA, ktefi na zakladé predchozich praci VLADIMIRA SCHEFFERA tento
pojem zavedli za tcelem studia lokalni regularity feseni Navier—Stokesovych rovnic.
Presnéji:

Definice 2.3. Necht f € L2(0,T;L3(Q)), up € L2 4, (), @ € R?. Dvojice
(u,p) je vhodnym slabym FeSenim nasi tlohy (1.2)—(1.5), jestlize

o uc L=(0,T;L3(Q)) N L2(0,T; W5, ()

e pe L2((0,T) x Q)

e dvojice (u,p) je distributivnim FeSenim systému (1.2)
e pocateéni podminka je splnéna ve smyslu (2.1)
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e je splnéna zobecnéna energetickéu nerovnost, tj. pro kazdé ® € C5°((0,T) x
), ®>0as.v.te(0,T), plati

/|u I20(t, dx—i—/ /|Vu\ Sdrdr < = /| f—l—A‘b)dde
// f\u|2+p u @dxdt—I—/ /f uddzrdr.

Zobecnénd energetickd nerovnost se ve formé rovnosti dostane formalné tes-
tovanim (1.4) funkci u® a integraci pfes (0,¢). Diky konstrukci feSeni pomoci
vhodné aproximace a naslednym limitnim pfechodem se dostane misto rovnosti
nerovnost. Podobné jako u slabého feSeni totiz neni jasné, ze mizeme pro distri-
butivni feseni splnujici pouze predpoklady o hladkosti z Definice 2.3 zobecnénou
energetickou nerovnost ziskat. Dale poznamenejme, Ze diky vlastnostem u a p je
mozno dostat odhad na ¢asovou derivaci u, rychlost je tedy slabé spojita a splnéni
pocatecni podminky mé smysl. Zrejmé vhodné slabé feSeni je feSenim slabym, lze
pak ukazat, Ze je dokonce i Leray-Hopfovym. Na druhou stranu, pfi dodatecném
predpokladu na pocateéni podminku a hladkost oblasti je mozno ukazat, ze tlak
prislusny slabému feSeni patii do L%((O, T) x ). Pro slabé feseni (i kdyz spliiuje
energetickou nerovnost) ale obecné nevime, zda je splnéna zobecnéna energeticka
nerovnost. Obecné tedy slabé feSeni nemusi byt vhodnym slabym feSenim. Na-
konec poznamenejme, ze vhodné slabé feSeni existuje za vhodnych predpoklada
na ug, f a , které jsou restriktivnéjsi nez podminky uvedené v definici vyse, viz
napf. [8] nebo [30]. V ¢eStiné je potom mozno si néco o tomto typu feSeni jakoZ
i o nékterych aplikacich pfeéist v online dostupnych skriptech [42].

Dalsi typ feSeni, o kterém se stru¢né zminime, se v anglicky psané literatute
nazyvéa ,mild solution“ a byl zaveden v praci [18]. Pokud vime, adekvéatni cesky
preklad neexistuje, snad by se dalo mluvit o ,jemném*“ ¢i ,mirném“ fesSeni, ale
ani jeden preklad ndm nepfipadd vhodny. Jeho myslenka spocivd v tom, Ze si
konvektivni ¢len pfesuneme na pravou stranu a pomoci Duhamelovy formule zapi-
Seme TesSeni prislusného linedrniho problému, tj. dostavame nésledujici integralni
identitu

t
u(t,z) = ey — / =4 P div(u ® u)ds,
0

kde e* oznacuje piislusnou Stokesovu semigrupu. Tento typ feseni je vhodny pro
studium feseni, které je lokalni v ¢ase nebo odpovidd malym datim v rdznych
funkénich prostorech, obecnéjsich nez téch, které pripoustime u slabého FeSeni.
Na druhou stranu, diky zptisobu dikazu existence, ktery je zalozen na aplikaci
Banachovy véty o pevném bodu v prostorech typu C([0,T]; X) pro vhodny Bana-
chiv prostor X, neni mozno dokazat existenci globalniho feseni v ¢ase bez omezeni
na velikost dat v néjakém prostoru. My se nadale timto typem feSeni nebudeme
zabyvat.

Poslednim typem feSeni je velmi slabé Teseni, viz napt. [3], [16]. Jeho definice
je zaloZena na tom, Ze ve slabé formulaci se vSechny prostorové a ¢asové derivace
pomoci aplikace Gauflova vzorce prevedou na testovaci funkce a predpoklada se
lepsi integrovatelnost u pres ¢asoprostor. Tento typ fesSeni je zajimavy spiSe pro
nehomogenni okrajovou podminku ¢i nenulovou divergenci, takze ho nebudeme
déle zminovat.
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3. EXISTENCE SLABEHO RESEN{

V této kapitole si ukazeme existenci slabého feseni, a dokonce i Leray—Hopfova Te-
Seni, pro omezené oblasti v RN , N = 2,3. Vzhledem k tomu, Ze dtikaz je pomérné
dobfe znadm a je z pohledu teorie parabolickych rovnic relativné standardni, ome-
zime se na hlavni kroky dikazu a na pfipadné rozdily vuci dikazu pro nelinearni
parabolickou rovnici. Na pfipadné dalsi detaily odkazujeme ¢tenafe na [41] ¢ na
standardni monografie [34] ¢i [44].

Mame nésledujici tvrzeni:

Véta 3.1. Necht @ ¢ RN, N = 2,3, je omezend oblast, uy € Ladiv(Q),
f e L2(0,T; W~12(Q)). Potom ezistuje alespor jedno Leray—Hopfovo slabé Feseni
alohy (1.2)~(1.5). Nawic, toto Tesent splriuje

li u(t,:) —u =0.
T [u(t, ) — ol

Pozndmka 3.2. Tvrzeni Véty 3.1 plati i pro f € L2(0,T; (W3, ())%). Potize
ale nastanou v okamziku, kdy se budeme snaZit zrekonstruovat tlak (viz Kapi-
tola 4), obecné v tomto pfipadé nemusi existovat. Proto budeme uvazovat silngjsi
podminku na pravou stranu.

Idea dukazu Veéty 3.1. Nejprve si uvédomme, Ze splnéni pocatecni podminky
v silném smyslu je diasledkem slabé spojitosti a energetické nerovnosti. Presnéji,
slaba spojitost nam dava

lim inf fJu(t, -)l|z < [luo]l2,

zatimco energeticka nerovnost implikuje

limsup [[u(t, -)[l2 > [Juol|2-
t—0t

Protoze

lim u(t,") =up

t—0+
slabé v L2(Q2), plyne odsud a z vlastnosti Hilbertovych prostorti silna konvergence.
Daéle prfipomenme, ze v dtsledku toho, v jakych prostorech lezi u a jeji casova
derivace, je nutné u slabé spojita v L?(Q). Sta¢i tedy dokézat existenci slabého
feseni, patficiho do prislusnych prostorii, takového, Ze nabyva pocateéni podminku
ug a splnuje energetickou nerovnost.

Aproximativni FeSeni budeme konstruovat pomoci Galerkinovy metody. Necht
{w'}2°, tvoii tiplny ortogondlni systém v prostoru Wéfhv(Q) a nechf tento systém
je ortonormalni v L 4, (Q2). P¥ikladem takového systému jsou vhodné nanormo-
vané vlastni funkce Stokesova operatoru. Hledejme pro kazdé n € N funkci

w(tw) = Y (W @)
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tak, ze pro kazdé j = 1,2,...,n plati

/<8u 'wj+(u”~Vu”)~wj+l/Vu":ij)dx
o\ Ot

= (f, Wj>wf1’2(fz>,Wé’2<n>v (3.1)

n
x) = E a;w", a; = / uy - w'dz.
i=1 Q

Systém (3.1) je vlastné systémem obyéejnych diferencidlnich rovnic pro nezndmé
funkee 7 (t), j = 1,...,n, ana zékladé Carathéodoryho teorie dostavame existenci
(lokalne v Case) zobecnéného feSeni. Toto feSeni bude globalni v ¢ase, pokud se
nam podarii ukazat jisté apriorni odhady.

Vsimnéme si, Ze kdyz vynasobime j-tou rovnici funkci c?(t) a seCteme pro j od
1 do n, dostavame diky tomu, Ze konvektivni ¢len je nulovy (viz (2.2)), rovnost

n 2 2
2dt/| |dx+/\Vu|dx—<fu)

Odsud plyne nejen to, Ze FeSeni existuje na maximalnim mozném intervalu (0,7,
ale také to, ze
0" (| Loe 0,512 (02)) + 10" [ L2(0,75w1.2(02)) < C'(uo, £)

a je splnéna aproximativni energeticka rovnost

/|u |2dm+/ /|Vu \2dxdr_/<fu Vdr + & /| n(0,)[2 da.

Nyni, pfimo z definice a z rovnosti (3.1), miZzeme ziskat nasledujici dudlni odhad
Casové derivace

La(0,T;(W g%, (2))%)

T
<C sup / / (Vu”V(p + (u"®@u"): V(p) dz dt 4+ C(f).

PELY (0, W3 ()illell<1

Pouzitim odhadu

1 3
)2 < 4 otz lunlls,, N =3
a2l wnllr2, N =2,

pak dostavame (hlavni omezeni pochézi z konvektivniho ¢lenu) Ze pro N = 3 mii-
zeme brat g = 5, zatimco pro N = 2 mame dokonce ¢ = 2, pfi¢emz posloupnost
8“ je omezend v prostoru L4(0, T (WoldQW(Q))*) Nyni miZeme pfistoupit k li-
mltmm prechodtim. Z apriornich odhadu dostavame, ze vybrana podposloupnost
slabych feseni konverguje slabé k jisté funkci u v prostoru L2(0,T; Wo dlv(Q))
a slabé * v prostoru L>°(0,T; L%(Q)). Déle ¢asova derivace konverguje slabé k %—‘t‘
v prostoru L4(0, T} (Wéjziv(Q))*). To ale k limitnimu pfechodu nestaci, potiebu-
jeme silnou konvergenci k limitnimu prechodu v nelinearnim ¢lenu. Ta je disled-
kem tzv. Aubin-Lionsova lemmatu (viz napf. [41]), diky odhadu v prostorovych
proménnych v ,lepsim prostoru“ a alespon néjakého odhadu ¢asové derivace do-
stavame silnou konvergenci v L2(0,7;L?(f2)), coz ndm umoziiuje piejit nejenom
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v rovnici, ale i v energetické nerovnosti. Nakonec se ukéze, ze nase konstrukce apro-
ximativniho FeSeni, viz (3.1)2, zarucuje splnéni poc¢ateéni podminky ug ve slabém
smyslu. Dikaz je hotov. g

4. EXISTENCE TLAKU

Cilem je zjistit, zda slaba formulace neznicila informaci o tlaku, tj. zda existuje
pro kazdé ¢ € (0,T) distribuce p(¢,-) € D'(?) (popf. hladsi) tak, ze

0
<g—7u790>+/ (u~Vu)-<pdx+V/Vu:Vsodaf+<Vp,<p>=<f,so>
t Q Q

Y € Ci°(Q) asv. t € (0,T).

Pro obecnou situaci, kdy nase feseni z predchozi kapitoly je zkonstruované Galer-
kinovou metodou, mame pouze

Véta 4.1. Necht u je slabé reseni Navier—Stokesovijch rovnic zkonstruované
Galerkinovou metodou, Q € C%1, N =2,3.
Potom existuje P : (0,T) x Q — R tak, Ze P(t) € L?>(Q), Vt € (0,T), a spliuje

t
/ (—V/Vu:dex—/(u~Vu)~de+<f,x>>d7
0 Q Q
:/P(t)divxd:c+/u(t)-xdm—/uo-xdrc, Vx € Wy*(9).
Q Q Q

Dukaz je moZno nalézt napt. v [21] & v [42].

Pozndmka 4.2. Obecné neni ale pravda, ze P(¢ fo 7)dr, neni ziejmé, Ze
nas ,tlak“ je skute¢né primitivni funkei k hledanemu tlaku. Tedy ziskany vysledek
neni pfilis uspokojivy.

Pro pfipad, kdy je oblast Q hladké, je mozné piedchozi vysledek zesilit:

Véta 4.3. Necht Q € C%, ue L0, T;L*(Q)), H; € L% (0, T;L%(2)), i = 1,2,

jsou takové, Ze
T
/ /u —dwdt / /(]H[1 +Hy) : Vodadt
o Ja

pro vechna @ € C5°((0,T) x ) s dive = 0. Potom existuji skaldrni funkce p; €
L%(0,T;L%(Q)), i = 1,2, a skaldrni harmonickd funkce p, € L9(0,T;L* (Q))
s Vpn € LU0, T; L*(Q)), s* = = [1,00) pros = N as* € [1, 0]
pro s > N takovd, Ze

/ / d:cdt / /]Hh +Hy) : Vepdadt
/ /p1 + p2 dlvcpdmdt—i—/ /Vph (pda:dt

pro vechna ¢ € CF((0,T) x Q). Navic

lpill Lai 0,505 (2)) < ClHi|| pai 0,751 )y, 1= 1,2,

IVpullLao,riLe @)y < Cllullzeo,r:1e ()
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Poznamka 4.4. Tuto vétu lze pouzit tak, ze za H; vezmeme u®u a za Hy funkci
—vVu — F, f = divF. Vyznam této véty spociva v tom, Ze umoziiuje uvazovat
pomérné obecnou pravou stranu, na druhou stranu ale ukazuje, ze tlak se obecné
nechova tak, jak bychom mohli naivné ocekavat. Konkrétné, harmonicka ¢ast tlaku
ph, kterd je hladkd v prostoru, ale nikoliv v ¢ase, je tim problematickym c¢lenem.

Dikaz je mozno opét nalézt v [41].
Nakonec si ukazme jinou moznost rekonstrukce tlaku, zalozenou na vlastnostech
feseni jednoho linearniho problému, nestacionarniho Stokesova problému

%—?—VAu—l—Vp = g v (0,T) x Q,
divau = 0 v (0,T) x Q,
u =0 na (0,7) x 99,
u(0) = ug v Q.

Slaba formulace je analogicka slabé formulaci pro Navier—Stokesovy rovnice, proto
ji nebudeme uvadét. Existence slabého feSeni se ukaze stejné jako v pripadé Navier—
Stokesovych rovnic, jen mame usetfenou praci s kompaktnosti posloupnosti apro-
ximativniho feseni a dostaneme okamzité silnou spojitost v ¢ase. Pokud bychom
nyni uvazovali pravou stranu ve tvaru divergence néjaké integrovatelné funkce, do-
stali bychom opét problém s harmonickou ¢asti tlaku. Proto budeme predpokladat,
7e prava strana f lezi v jistém Lebesgueové prostoru.
Pro tento pfipad mame:

Véta 4.5. Necht je pocdtecni podminka dostatecné hladkd, Q € C?, nechf g €
LY (0, T;L5(£2)) .
Potom jediné vesent také spliiuje V2u, %&1; Vp € LY(0,T;L5(Q)) a plati

oJu
IV2ul| Lo 0.7 () + HE ) +IVpllLe o @)

Lt(0,T5Ls (Q
< C(uo, gzt 0,710 02)))-

Dikaz této véty je mozno nalézt v [22].

Pokud si vezmeme g = —u - Vu + f, dostavame z predchozi véty:

Véta 4.6. Necht u je slabé reseni Navier—Stokesovijch rovnic a necht Q € C?,
f a ug jsou dostatecné hladke.

Potom existuje tlak a Navier—Stokesovy rovnice jsou splnény skoro vsude na
¢asoprostoru. Navic

N 2 N

VZu, &8 Vpe LN0,T;L3(Q)), 1 < s < 325, THS=N+1, N=23

s Ot
Podivejme se, jakou informaci nam to dava pro samotny tlak ve tfidimenzional-
nim piipadé. Pro zajisténi jednoznacnosti budeme piedpokladat, ze [, p(t,-) dz =
0 pro s.v. t € (0,T'). Dostdvame
« 2 3
p€ LY0,T;L° (Q)), TS = N.
S
Pokud pozadujeme, aby ¢t = s*, dostavame ve trojdimenzinalnim pripadé p €
L5 ((0,T) x ). Ve dvojdimenzionalnim pi{padé potom p € L7 ((0,T) x ) pro
libovolné ¢ < 2.
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5. JEDNOZNACNOST A REGULARITA RESEN{ VE DVOJROZMERNEM PRIPADE

Je-li Q c R?, pak je mozno ukazat, ze Tfeseni se chova tak, jak bychom si predsta-
vovali, tloha je korektni (,,well posed*) ve smyslu Hadamarda. Tedy, feSeni (slabé)
je jednoznacné, spojité zavislé na datech a tak hladké, jak umoznuji data tlohy.
Ukazme nejprve

Véta 5.1. Slabé tesent je ve dvojrozmérném pripadé jednoznacneé.

Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze diky tomu, Ze % € L?(0,T; (Wéiw(ﬁ))*) a
u € L2(0,T; W3, (), je u € C(0,T; L 4, () (a téz patii do C ([0, T]; L(Q2)))

a plati
Ou 9
<E’ 2dt/ [ul” dz.

Proto mtizeme pouzit feSeni jako testovaci funkci ve slabé formulaci. Predpokladéa-
me-li, Ze u a v jsou dvé slaba feseni odpovidajici tymz datéim a oznac¢ime-li w =
u — v jejich rozdil, pak dostdvame pouzitim rovnosti typu (2.2)

Zdt/ |w|2dx+u/ Vw|?dz = — /( -Vu) - wdz.

Pravou stranu mizeme odhadnout pomoci
1
| [ V) wda] < [l Tl < oVl + C)wl |Vl

a diky nulové pocatecni podmince plyne pouzitim Gronwallova lemmatu, ze w je
nulové, tj. FeSeni je jednoznacné. O

Diky predchozi vété staci ukazat regularitu pro feseni, zkonstruované libovol-
nym zpusobem. UkaZeme ji pro feSeni, které jsme jiz diive ziskali Galerkinovou
metodou.

Véta 5.2. Necht Q C R? je omezend oblast tiidy C2, f € L2((0,T) x Q), ug €
Lg’div (Q). Potom libovolné slabé teseni patii navic do prostori L*(e, T; W22(Q))N
L®(e, T;WH2(Q)) a 2 € L2(e, T;L2()) pro libovolné ¢ > 0. Jestlize ug €
Wé:iiv(Q), je mozno brdt e = 0.

Diikaz. Diky regularité feSeni staciondrniho Stokesova problému je ||PAuls pro
funkce z Wé:iiv(Q) ekvivalentni s ||ullz,2, pfi¢emz P je Helmholtzova projekce
vektorovych funkci z L2(Q) do L0 aiv (). Pokud pouzijeme ke konstrukei FeSeni
bézi slozenou s vlastnich funkei Stokesova operatoru a budeme testovat PAu” ve
smyslu, Ze j-tou rovnici vynésobime A;c} () a secteme pfes j, dostaneme identitu

1d

5 dt”v "()|3 + v||[PAU"|3 = /(u" -Vu") - PAu" dz. (5.1)
Q

Pravou stranu mtizeme odhadnout pouzitim Holderovy a Youngovy nerovnosti
a interpolac¢nich nerovnosti pomoci

n n n v n n n
1PAW" o[ Vu"||su”(ls < S{[PAU" 5 + Cw)[|Vu"||z][u"[|3.
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Analogicky muZeme rovnici testovat ¢asovou derivaci aproximativniho feseni a tim
nam piibude na levé strané (5.1) i L2-norma ¢asové derivace. Je-li poc¢atecni pod-
minka ugy € Wéﬁiv(ﬂ), plyne tvrzeni z Gronwallovy nerovnosti. Pokud je pouze
v L(2),div (Q), pak vySe ziskanou nerovnost nasobime sefezavaci funkci ¢asu, ktera je
nulové kolem hodnoty 0, od hodnoty ¢ je jedna a je hladka mezi témito hodnotami.
Tvrzeni pak opét plyne z Gronwallovy nerovnosti. g

Pouzitim metody postupného vylepSovani regularity je mozno ukazat, Ze za
piedpokladu hladkosti pravé strany a oblasti ) je feSeni hladké na (0,7") x €.
Na hladkost az do pocatecniho ¢asu bychom kromé hladkosti poc¢ateéni podminky
potiebovali i jisté podminky kompatibility.

6. TROJROZMERNY PRIPAD: LOKALNE HLADKE RESEN{, JEDNOZNACNOST TYPU
SILNE = SLABE A PODMINENA REGULARITA

V posledni ¢asti se budeme vénovat otdzce dalsich vlastnosti slabych feseni pro
Q) c R®. Nejprve uvedme jednu pomocnou vétu, kterd mé ale vyznam i sama
o sobé. Ukazuje totiz, ze i kdyz obecné nevime, zda slabé feseni je pro hladka data
hladké, vime alespon, ze je hladké na kratkém case, popf. globalné, pokud jsou
data tlohy dostate¢né mala.

Véta 6.1. Predpoklidejme, Ze f € L?(0,T;L%(Q)) a up € Wi (). Necht
Q C R3. Potom existuje T* > 0 takové, ze existuje slabé feseni Navier-Stokesovych
rovnic odpovidagici danym datim u € L?(0,T*; W22(Q)) N L>=(0,T*; WH2(Q))
a %—;‘ € L2(0,T*;L?(Q)). Je-li pocdtecni podminka dostatecné mald, je mozno brdt
T = o0.

Dikaz. Pro jednoduchost predpokladejme f = 0. Podobné jako v pfipadé pro-
storové dimenze dva ziskdme pro galerkinovskou aproximaci rovnost (5.1). Nyni
nejprve pouzijeme odhad

14
‘/(u”Vu")-PAu" dz| < [ PAW" o[ V" [[s]lu”(ls < SlIPAW"[53+C()[[Va™|s,
Q

ktery vede na diferencialni nerovnost
y' < Cy’.

Diky lokdlnimu existen¢nimu vysledku pro pfislusnou obycejnou diferencialni rov-
nici dostavame lokalni existenci feseni s omezenou L?-normou gradientu, coz po-
dobné jako ve dvojdimenziondlnim ptipadé implikuje hladkost vyse. Pokud kon-
vektivni ¢len odhadneme

1 1
‘/(U”'VU")PAH” dz| < [[PAW|2[|Vu”|l¢[[u” |5 < Col| PAW™[3]|Vu" |3 [[u"(|3
Q
a pripomeneme, ze diky konstrukci plati energetickéd rovnost, tj.
" (2, )]z < [lu™(0, )2 < [luoll2,

pak za predpokladu, Ze v pocateénim case plati

1 1
Col[Vuol|3 [[woll3 < v, (6.1)
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mame
[Vu"(t,-)[lz < [Va"™(0,-)][2 < [[Vuoll2.
Proto nerovnost (6.1) plati na celém intervalu existence slabého Feseni, coz dava
regularitu. g
Vyse uvedend lokalni existence je dilezitd mimo jiné v nasledujici souvislosti.
Nize ukézeme, Ze hladka FeSeni jsou jednoznac¢nd na tiidé Leray—Hopfovych fe-
Seni. Pokud mame Leray—Hopfovo feSeni odpovidajici hladkym dattm, vime, Ze
vyse zkonstruované hladké feseni se na svém intervalu existence shoduje s Leray—
Hopfovym fesenim, a proto je Leray—Hopfovo Feseni lokalné v case hladké.
Budeme jesté potiebovat jedno tvrzeni:

Lemma 6.2. Necht dané slabé teseni Navier—Stokesoviyjch rovnic u patii do
L%((0,T) x Q). Potom toto slabé veseni splriuje dokonce energetickou rovnost.

Diikaz je zaloZen na tom, Ze se ukaze, ze ¢asova derivace takového slabého feseni
v v 2 . 1,2 % . v R ,
nutné patii do L*(0,T; (WO,div) ), proto je mozno pouZzit feSeni jako testovaci
funkci ve slabé formulaci. Zmifime pouze, Ze jiné podminky na feSeni, které zarucuji
splnéni energetické nerovnosti, lze nalézt napt. v [12] & v [17].
Mizeme tedy pfistoupit k formulaci avizovaného tvrzeni o jednoznac¢nosti.

Véta 6.3. Necht u je Leray—Hopfovo slabé feseni na (0,T) a necht v je slabé
resent odpovidagjici tymz datum, pro které navic plati, Ze

2 3
veL'O T (@),  ;+o=1 3<s<oo
S

Potom v =u s.v. na (0,T) x Q.

Diikaz. Naznac¢ime ideu dikazu pro pfipad s > 3. Pripad s = 3 je mozno nalézt
v [27]. Uvédomme si, ze funkci u nelze pouzit jako testovaci funkci pro slabou
formulaci pro u. Mame ale k dispozici energetickou nerovnost. Dale neni tézké
pomoci predchoziho tvrzeni ukazat, ze mizeme pouzit jako testovaci funkci pro v
jak u tak i v a kone¢né, analogickymi tvahami lze ukéazat, ze v je dobra testovaci
funkce pro u. Celkem tedy, podobné jako v dimenzi dva, dostaneme pro w = u—v

/\W|2d:17+1// |Vw|2dx</(w Vv) -wdz.
2dt Q

Pomoci Gauflova vzorce pfevedeme derivaci na w a odhadneme ¢len na pravé
strané pouzitim lepsi integrability v jako

v
SIVwlE + C@)viull

a jednoznac¢nost plyne z Gronwallova lemmatu. 0.
Velmi podobnym zptsobem, tj. kombinaci odhadt vyse a véty o regularité pro
Q) C R?, Ize dokézat nasledujici vétu:

Véta 6.4. Necht Q C R® je omezend oblast tiidy C?, £ € L2((0,T) x Q),
uy € L§ 4, (Q). Necht slabé eseni patri navic do L*(0,T;L()), 243 =1,
s > 3. Potom toto slabé teseni patri do L?(e, T; W2 2(Q)) N L>®(e, T; WH2(Q))
a ﬁ € L*(e,T;L%(Q)) pro vsechna ¢ > 0. Je-li uy € VV0 le(Q), pak je mozno
brdt € = 0.
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Stejné jako pro dvojrozmérnou tlohu, metodou postupného vylepSovani hlad-
kosti mizeme ukazat, ze feSeni je tak hladké, jak umoznuji data tlohy.

Tento ¢lanek zakoncéime pouze vyctem nékolika dalsich vybranych pfipadu, kdy
je slabé feSeni splnujici energetickou nerovnost hladké. Pro jednoduchost se bu-
deme zabyvat trochu jinou tlohou, tlohou Cauchyovou na celém R® a budeme
predpokladat, ze prava strana f je nulova. Presnéji

Definice 6.5. Nechf uy € L2, (R*). Potom funkci u € L>(0,T;L(R?)) N
L2(0,T; W2 (R?)), jejiz slaba casova derivace 2% € L9(0,T; (W} (R?))*) pro
jisté g > 1, nazyvame slabym fesenim Cauchyovy ulohy, jestlize

Jdu
B Vu) ¢ +vVu:V )d —0
< ot ¢>(Wé;3(R3))*,W1’2(R3) + /R3 ((u 11) Y +rvvu (72} X

div
pro vSechna ¢ € W(lif,(R?’) as.v.t € (0,T) a po¢atecni podminka je splnéna ve
smyslu

lim u(t,-)-wdz = / uo(-) - wdz
t—0t Jp3 R3

pro viechna w € L?((Q).

Existenci dokonce Leray—Hopfova slabého feSeni Cauchyovy tlohy mtzeme do-
kézat pomoci nésledujici metody. Vezméme si Q,, = B,(0) posloupnost kouli
postupné vypliujicich cely prostor a posloupnost ug hladkych funkei s nosi¢em
v B,(0) takovych, Ze maji nulovou divergenci a konverguji v L2-normé k uy.
Na kazdé kouli existuje Teseni podle Véty 3.1. Toto TesSeni spliuje stejnomérné
odhady v prislusnjch prostorech a stejné jako pfi dikazu existence ziskdme pii-
slusné slabé konvergentni podposloupnosti. Jediny problém je, ze tyto podposloup-
nosti nekonverguji silné na celém R?, ale jen na omezenych podmnozinach. Proto
miZeme provést limitni pfechod (pomoci diagonalniho vybéru) jen pro testovaci
funkce s kompaktnim nosi¢em. Takové funkce jsou ale husté ve Wallf, (R?), odkud
plyne existence slabého feSeni. Véta o jednoznacnosti silné = slabé se dokazuje
podobné jako pro omezené mnoziny s homogenni Dirichletovou podminkou, stejné
tak prislusné véty o podminéné regularité a o lokalni existenci hladkych feseni pro
hladka data.

Obecné schéma dikazu kritérii regularit je tedy nasledujici. Pro hladké feseni
ukézeme apriorni odhady, které jsou nezavislé na ¢ase a tudiz vylucuji vznik sin-
gularity. Proto je feseni hladké na maximélnim mozném intervalu. Budeme vzdy
piedpokladat, Ze studujeme Cauchyovu tlohu na R® a naSe feSeni spliiuje ener-
getickou nerovnost. Stejné vysledky by platily i pro tlohu s periodickou okrajo-
vou podminkou, néktera nize uvedena kritéria funguji i na omezenych oblastech
s vhodnou okrajovou podminkou, to ale pro nas nebude dilezité. Jen zminme, ze
divodem, pro¢ je Cauchyova tloha ¢i periodické okrajové podminky jednodussi,
je to, ze miZeme bez problému integrovat per partes (pouzivat GauBovu vétu)
a nevzniknou nam zadné hranicni ¢leny, které bychom museli kontrolovat.

Omezime se pouze na prehled zakladnich vysledkt. Nejprve pfipomenme, ze
pro

u € L0, T; L5 (R?)), =1, s>3, (6.2)
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je TeSeni hladké, viz Véta 6.3. Regularita se d4 ukédzat i pro pfipad s = 3 (tj.
pro p¥ipad, kdy je podminka (6.2) splnéna pouze pro dveé slozky rychlosti, lze diky
nulové divergenci také dokazat regularitu.

Analogickd podminka na gradient rychlosti je

2 3
Vu € L0, T; L (R?)), THI=2 s>
S
Hodnoty s > 2 pochazi z ¢lanku [4], pripad s = 2 je pak disledkem véty o vnofeni
a prace [15]. Opét poznamenejme, Ze mame-li informaci o lepsi integrabilité gradi-
entu dvou slozek rychlosti (splitujici (6.3)) je opét relativné jednoduché diky nulové
divergenci rychlosti dokazat, ze feseni je hladké. Dale, protoze pro 1 < p < oo je
LP-norma vorticity w = rotu diky nulové divergenci ekvivalentni LP-normé gra-
dientu rychlosti, je dtikaz regularity pro vorticitu spliiujici (6.3) pro % <s <o
ziejmy. O néco zajimavéjsi je, ze i v pripadé, kdy pouze dvé slozky vorticity spliuji
(6.3), plati regularita, viz [11]. Podobné, je-li
2 3 3
p€ L0, T; L*(R*), ~+°-=2, s>°,
t s 2
kde p je tlak pFislusny danému slabému Feseni, je toto slabé Feseni hladké, viz [6].
O néco komplikovanéjsi je situace, kdy je lep$i integrovatelnost znama pouze
o jedné slozce rychlosti. Prvni vysledek v tomto sméru, tj. omezenost u; v ¢a-
soprostoru implikuje hladkost feseni nasi ulohy, byl dokdzén v [38]. Po nékolika
vylepsSenich je v soucasnosti znamo, Ze pro
2 3 3 1 10
€ L'0.T;L°(R%),  TH+-=T+, s>,
weLOTLIRY), s =3+5 523
je Teseni hladké (pifpad s > %) viz [46], hrani¢ni hodnota s = 12 potom viz [25]).
Pro gradient jedné slozky rychlosti se vi, ze kdyz
2 3 23
LY(0,T; L* (R® S+t ==
Vul € (07 ) ( ))v t + 5 12,
potom FeSeni je hladké, viz [47]. Analogicky vysledek pouze pro jednu slozku vor-
ticity neni znamy.
Je zajimavé, Ze pro derivaci rychlostniho pole v jednom sméru je situace lepsi.
Presnéji, pro

N w

. (6.3)

s € [2,3],

2 3 27
LY(0,T;L*(R? “+Z=2 s>=
8111 S (07 9 ( ))? t + S 9 S =2 ].6’
je FeSeni hladké, viz [28] a [9]. V préci [40] bylo mimo jiné ukdzano, Zze pro hladkost
slabého Feseni stac¢i misto celého gradientu kontrolovat jen dveé slozky, tj.
2 3 3
O1u1, O2us ELt(O,T;LS(Rg)), ;4»7:2, s > 5
S
Koneéné, v praci [10] bylo ukdzano, Ze jistd hladkost pouze jedné slozky gradi-
entu rychlosti zaru¢uje hladkost slabého Feseni (prvni takovy vysledek byl ukazan
v [40]), tedy stac¢i védét bud
diu; € LY(0,T; L (R?)),

+ =5+ S>37 27&‘73

2 25’

S )

3_1 .3
s
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nebo

dyu; € LY(0,T; L*(R?)), -+

s> 2.

17

Z dalsich vysledki pak zminime [43], kde autofi ukdzali, Ze pro hladkost fe-
Seni Cauchyovy ulohy staci védét, ze tlak je omezeny zdola a vysledky zarucujici
hladkost feSeni, pokud je smér vorticity ¢ rychlosti dostatecné hladky ([13], [5],
[45]). Existuje celd fada dalsich vysledki, které pro zaruceni hladkosti vyuzivaji
vy$si hladkost v Bésovovych prostorech, popt. kombinuji odhady rtiznych velicin,
ale tyto vysledky nepokladdm za pfilis zajimavé z pohledu lepsiho pochopeni pfi-
padného vzniku singularity ¢i zachovani regularity Feseni zacinajictho z hladké
pocatecni podminky.

2 3 3 3
S

7. ZAVER

Tato prace se zabyvala klasickymi i novéj$imi vysledky souvisejicimi s problémem
regularity slabych feSeni nestlacitelnych Navier—Stokesovych rovnic. Po pfedsta-
veni modelu a formulaci raznych typt feseni byla ukdzana existence Leray—Hopfova
slabého FeSeni a jeho dodate¢né vlastnosti (jednozna¢nost, regularita ve dvojroz-
mérném piipadé, jednoznacnost typu silné = slabé a podminénd regularita (Prodi—
Serrinovy podminky) ve trojrozmérném piipadé). Koneéné, pro Cauchyovu tlohu
bylo predstaveno nékolik podminek na rtzné veliCiny, které zarucuji hladkost fe-
Seni.
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