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Piedmluva k tfetimu ¢islu ¢asopisu Kvaternion

Mili ¢tenari, tfeti Cislo casopisu Kvaternion pfinasi velmi zajimava témata
z riznych oblasti matematiky. Za svou z historického hlediska kratkou dobu exis-
tence Casopisu si Kvaternion jiz nalezl svij okruh autoru i ¢tenaii. Svédéi o tom
zéjem o publikovani v tomto casopise i kladné ohlasy. V predmluvé zatim nikdy
nechybéla zminka o tom, ze Kvaternion neni ¢asopisem ryze védeckym a zZe jeho
smyslem je predevsim popularizace matematiky. Presto jsem presvédcen, Ze se do
tfetiho Cisla se zajmem zactou nejen studenti, ale i ti, kterym se matematika stala
jiz povolanim, a Ze tam naleznou inspiraci pro svoji dalsi praci. Podobné jako ve
dvou ptredchézejicich ¢islech jsou i v tomto ¢isle uverejnény ptispévky z workshopu
v rdmci projektu AMathNet. V tomto ptipadé se jedna o 3. workshop ,, Aplikovana
matematika“ pofddany Ustavem matematiky FSI VUT v Brné ve dnech 28. 1.-31.
1. 2013 v Horni Bec¢vé. Jsou to ¢lanky ,,Moore-Penroseova inverze matice a jeji
aplikace” (autor Ladislav Skula) a ,O FeSeni problémi slabé konvergence* (autor
Jan Franct). Dalsi dva ¢lanky obsahuji tématiku pfednesenou v ramci seminafe
z algebry a geometrie poradaného na FSI VUT. Jednéa se o ¢lanky , Diferencialni
rovnice necelého fadu“ (autor Jifi Karasek) a ,Kvaternionové algebry s progra-
mem SAGE® (autorka Lenka Macélkova). Déle v tomto ¢isle naleznete Elanky
»Logika fyziky z hlediska sémantické perspektivy“ (autor Ivan Chajda) a ,Jak
mohl Fermat uvazovat* (autor Ladislav Kocanda). Véfime, ze rozmanitost témat
zajisti, ze kazdy, kdo otevie stranky Kvaternionu, si najde néco zajimavého ze
svého oboru nebo tfeba i oboru velmi vzdéaleného.

Brno 28. 5. 2013

Miloslav Druckmiiller
Ustav matematiky
FSI VUT v Brné
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LOGIKA FYZIKY Z HLEDISKA SEMANTICKE PERSPEKTIVY

IVAN CHAJDA

ABSTRAKT. Je popsan zdkladni aparat pouzivany v logice kvantové mechaniky. Uka-
zuje se, ze sémantika logiky kvantové mechaniky se odliSuje od sémantiky klasické
logiky a jsou zde zminény nejdulezitéjsi rozdily. Je vzpomenut pfinos G. Birkhoffa
a J. von Neumanna pro vznik logiky kvantové mechaniky.

Logika fyziky se zabyva vyroky o fyzikdlnim systému. Pro vysvétleni naseho
vychodiska pripomeneme nejprve logickou strukturu klasické fyziky. Necht je dan
fyzikalni systém S a necht X je jeho fazovy prostor. Matematicky vzato, za X be-
reme topologicky prostor s Borelovskou strukturou. Prvky z X pak identifikujeme
se stavy fyzikdlniho systému S. Pozorovatelné veli¢iny (tzv. observables) jsou pak
méfitelné funkce f: X — R a elementarni vyroky o fyzikalnim systému S maji
tvar f € A, kde A je nékterd méfitelnd podmnozina mnoziny redlnych cisel R.
Slozené vyroky pak tvorime z elementarnich vyrokid pomoci logickych spojek ne-
gace (oznaceni —), disjunkce (ozn. V) a konjunkce (ozn. A). Elementérni vyrok
f € A o systému S je pravdivy ve stavu z € X, pravé kdyz f(z) € A, neboli
x € f7Y(A). Tento pojem je tedy zaveden ¢isté sémanticky. Nasledné zavadime
pojem tzv. sémantického vyplyvani (ozn. ) takto:

(f € A) E(gel), pokud pravdivost f € A implikuje pravdivost g € T'.
Na mnoziné vSech vyroku zavadime ekvivalenci (ozn. ~) takto:

(f € A) ~ (g €T), pravé kdyz
(feA)E(geTl) vkonjunkcis (g eT) | (f € A).

Ozna¢me [f € A] tfidu vyrokt ekvivalentnich s vyrokem f € A v ekvivalenci ~.
Lze tedy definovat [f € A] = f~1(A). Toto je identifikace tzv. Lindenbaumovy—
Tarského algebry, jejiz prvky jsou pravé vyse popsané tiidy ekvivalentnich vyroki.
Tato identifikace tedy ztotoziiuje t¥idu vyrokt o systému S (tj. prvky Lindenbau-
movy—Tarského algebry) s algebrou X(X) méfitelnych (Borelovskych) podmnozin
X. Pro fyzikélni systém S klasické fyziky je ¥(X) Booleova algebra, pficem? vyse
zminéné logické spojky =, -, V a A odpovidaji mnozinové-teoretickym operacim
inkluze, komplementace, sjednoceni a priinik. Ziejmé () je nejmensim a X nejvétsim
prvkem této Booleovy algebry, které v nasi sémantice hraji roli nepravdy (ozn. L)

2010 MSC. Priméarni 03G12, 81P10.

Klicovd slova. Sémantika, logika kvantové mechaniky, Hilbertiv prostor, samoadjungované
operatory.
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a pravdy (ozn. T). V§imnéme si, Ze pro fyzikalni systém S klasické logiky specidlné

plati:

. disjunkce a konjunkce vzajemné distributuji;

. pV q je pravdivé, pravé kdyz p je pravdivé nebo ¢ je pravdivé;

. pAq je pravdivé, pravé kdyz p je pravdivé a ¢ je pravdivé;

. —p je pravdivy vyrok, pravé kdyz p neni pravdivy;

. existuje tzv. materialni implikace =: 3(X) x X(X) — 3(X) spliiujici p <
(g =), pravée kdyz p A g < r, a tedy (¢ = r) = (¢° Ur), kde ¢° oznaduje
mnozinovy komplement q.

U W N =

Nyni se budeme zabyvat sémantikou logiky neklasického fyzikalniho systému.
Logika kvantové mechaniky v nasem pojeti byla zavedena Garettem Birkhoffem
a John von Neumannem v r. 1936, ovSem prvni pfistup J. von Neumanna se datuje
jiz od r. 1932. Vychézi z pojmu Hilbertova prostoru H, jehoz jednotkové vektory
jsou interpretovany jako tzv. Cisté stavy. Pozorovatelné veliiny (observables) se
identifikuji se samoadjungovanymi operatory a: Dom(a) — H, kde Dom(a) je
hustéd podmnozina v H. Pro jednoduchost miizeme jesté predpokladat, ze tyto
operatory jsou ohraniGené, tj. Dom(a) = H. Elementarni vyroky maji opét tvar
a € A jako v klasické fyzice a lze je opét spojovat pomoci logickych spojek —, V
a A. Nyni je pravdivy predikit na a € A uréen pfifazenou spektralni projekci, coz
zapisujeme E,(A). Neboli zobrazeni A — E,(A) je tzv. spektralni mira definovana
pomoci a. Podle J. von Neumannova pristupu z r. 1932 je vyrok a € A pravdivy
ve stavu ¢ € H, pravé kdyz ¢ € E,(A)H, tj. t¥ida ekvivalence uréend touto
podminkou mize byt vyjadfena jako

[a € A = Eo(A)H.

Kazda takova tfida je tudiz uzavienym podprostorem Hilbertova prostoru H, pfi-
¢emz usporadani této mnoziny t¥id je opét dano mnozinovou inkluzi. Sémantické
vyplyvani pak odpovidd mnozinové inkluzi pfifazenych linearnich podprostort.
Odtud plyne, ze svaz L£(H) uzavienych linearnich podprostort prostoru H je ko-
rektni kvantové-mechanickou analogii svazu (X ) méfitelnych podmnozin klasic-
kého fazového prostoru X klasického fyzikalniho systému S.

G. Birkhoff a J. von Neumann byli vedeni timto pristupem k tvrzeni, Ze logika
kvantové mechaniky je popsana svazem L(H), ktery zde hraje roli Lindenbaumo-
vy—Tarského algebry ekvivalentnich t¥id kvantové-mechanickych vyrokt. Logické
spojky jsou zde ovSem realizovany odlisné nez v logice klasického fyzikalniho sys-
tému, a to takto:

pV q je uzavieny podprostor prostoru H generovany p U g;

pAqg=pnNgq (jako v klasickém systému).

Co se tyka negace, Birkhoff a von Neumann definovali —p jako vyrok, ktery je
pravdivy, pravé kdyz p je nepravdivy. Neboli v kvantové mechanice je vyrok a € A
nepravdivy ve stavu 1, pravé kdyz ¢ € (E,(A)H)*, kde + oznaduje ortogonalni
komplement v £L(H). Pak —p = p. Svaz £L(H) mé4 nejmensi prvek {0} a nejvéts
prvek H, - je tzv. ortokomplementace. Dohromady, £(H) lze chapat jako tzv.
ortomodularni svaz.

Avsak Birkhoff a von Neumann odolali pokuseni o takto jednoduchy popis logiky
kvantové mechaniky. Vsimli si totiz podstatnych rozdili mezi vyrokovou logikou
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klasické fyziky, coz je Booleova algebra, a logikou kvantové mechaniky, které lze
vyjadiit v nasledujicich péti bodech (srovnej s pfedchozimi body 1-5 u logiky
klasické mechaniky):

1. disjunkce a konjunkce nejsou vzajemné distributivni;

2. existuji stavy, ve kterych je p V g pravdivy vyrok, pfi¢emz ani p ani ¢ neni
pravdivy;

3. existuji vyroky p, g, pro které nelze p A ¢ uvazovat jako konjunkci, nebot
tato konjunkce nemé fyzikalni smysl (interpretaci);

4. —p =T, pravé kdyz p = L, nikoliv kdyz p # T;

5. neexistuje zobrazeni =: L(H) x L(H) — L(H) splijici p < (¢ = 1),
pravé kdyz p A ¢ < r (neboli ¢ = r neni rovno ¢° Ur, kde ¢° je mnozinovy
komplement q).

Poznamenejme, ze bod 4 vlastné znamend, zZe v logice kvantové mechaniky
neplati ,zédkon vylouéeného tietiho“. Dale, p = g = —p V ¢, pravé kdyz L(H) je
Booleova algebra, tj. pravé kdyz uvazovany fyzikalni systém S je klasicky. Tedy
logika kvantové mechaniky spliiuje pouze slabsi verzi zédkona p < (¢ = r), pravé
kdyz p A g < r, tj. tento zédkon plati pouze pro p a ¢ spliujici

qa=(gAp*)V(gAp).

V tomto piipadé fikdme, ze p, ¢ komutuji. To pak vede k zavedeni tzv. Sasakiho
implikace

p=sq=p-V({PAQ).

Mtzeme tedy shrnout vztahy mezi popsanymi algebraickymi pojmy. Pro dany
Hilbertuv prostor H je kazdy jeho uzavieny podprostor uréen nékterou projekci p,
ktera definuje ohrani¢eny linearni operator p: H — H splitujici p? = p (tj. je idem-
potentni) a p* = p (je samoadjungovany). Neboli existuje vzajemné jednoznacn
korespondence mezi projekcemi na H a uzavienymi linedrnimi podprostory H.
Projekce p uréuje podprostor p(H) a naopak, kazdy uzavieny podprostor je obra-
zem v pravé jedné projekci. Oznacme B(H) algebru vSech ohrani¢enych operatort
na H. Je-li P(B(H)) mnozina v8ech projekci na H, lze definovat uspofadani na
P(B(H)) takto:

p < g, pravé kdyz p(H) C q(H).
Je ihned patrné, ze p < ¢, pravé kdyz pg = qp = p. Dale, p* = 1 —p a lze definovat
. 1
pAg=slim(pg)",  pvg=(p*Vvg),
n—oo

kde symbol s-lim oznacuje limitu v silné operatorové topologii (tj. s-lima, = a,
pravé kdyz lim ||(a,, — a)¥|| = 0 pro kazdé ¢ € H, pficemz ||ay)| = py(a)). Pokud
p, ¢ komutuji, 1ze tyto vztahy zapsat jednodussim zptisobem takto:

PANgq=pg, pVg=p+q—pq.

Poznamenejme zavérem, ze maximalni mnoziny vzajemné komutujicich prvku tvori
tzv. bloky.
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MOORE-PENROSEOVA INVERZE MATICE A JEJI APLIKACE

LADISLAV SKULA

ABSTRAKT. V ¢lanku je uvedena definice pseudoinverzni matice, ukdzana jeji exis-
tence a jednoznacnost a zminény dvé metody jejiho vypoctu. Pomoci pseudoinverze
je definovano ,FeSeni“ systému linearnich rovnic s komplexnimi koeficienty vzhle-
dem k nejmensim ¢tvercim s minimalni normou a ukazan jeji vyznam pro aplikace.
Toto feseni je demonstrovano na konkrétnim prikladeé.

1. Uvop

Tento prispévek ma slouzit jako doplnék k latce z linearni algebry prednasené
v oboru matematického inzenyrstvi na VUT. Motivaci je nasledujici problematika
Casto potfebnd v mnoha aplikacich matematiky ([1],[2],[4],[8],[9]):

Jestlize mame néjaky systém linedrnich rovnic (koeficienty jsou redlna cisla),
ktery mame fesit, pak pro mnozinu R vSech feSeni tohoto systému rovnic plati
jedna z nasledujicich moznosti:

(a) mnozina R je jednoprvkové (systém rovnic mé pravé jedno feSeni),

(b) mnozina R je nekonecna (systém rovnic mé nekoneéné mnoho feseni),

(¢) mnozina R je prazdnd mnozina, R = () (systém rovnic nema z4dné Fesent).

Velmi casto v aplikacich matematiky je ale potfeba mit néjaké feseni systému
linedrnich rovnic. Proto je nutno v pfipadé a) z mnoziny feSeni vybrat jedno v ja-
kémsi smyslu vyznacné reseni a to pouzivat. V pripadé, ze systém nemd fesSeni
(pFipad c), musi se né&jaka n-tice redlnych ¢éisel (n je podet neznadmych) urcit a brat
jako vyznamné reSent soustavy.

Tento vybér feseni vSak nemuze byt libovolny, musi néjakym zpisobim odpovi-
dat potfebam aplikacni oblasti. V praxi takovych moznosti se vyskytuje cela fada,
ale nejvyznamnéjsi a nejcastéji pouzivand metoda je metoda tzv. metoda nejmen-
Sich ctvercu, kterd je zaloZena na pojmu pseudoinverzni matice. Tuto metodu se
pokusime v tomto pfispévku vysvétlit.

Budeme pfedpokladat znalosti linearni algebry v rozsahu pfednéasky v prvnim
semestru z této oblasti ve studiu matematického inzenyrstvi prezentované ve skrip-
tech [6]. Tyto znalosti jenom rozsifime o skutecnost, ze uvedené vysledky plati
nejenom pro redlnd éisla, ale téz pro ¢éisla komplexni tvoiici téleso C (dokonce pro
linedrni algebru nad libovolnym komutativnim té&lesem).

2010 MSC. Primarni 15A09, 93E24.
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Tudiz prvky matice A budou komplexni ¢isla, transponovanou matici matice A
budeme znagit symbolem A7 a symbolem A budeme oznadovat matici vzniklou
z matice A nahrazenim prvki matice A, coZ jsou komplexni ¢isla, ¢isly komplexné
sdruzenymi. V teorii matic s komplexnimi ¢isly se zavadi tzv. hermitovsky operdtor
znacCeny symbolem * definovany pro matici A typu m X n vztahem:

A = (AT,

Ziejmé matice A* je typu n X m a pro matice A, B typu vhodnych pro nasobeni
mame:

[(A-B)" = B*- A%, (A*)" = A.|

Hodnost matice A budeme oznacovat symbolem r(A) (z angli¢tiny ,rank“).

Poznamenejme, zZe partie, kterd pojednava o psedoinverzni matici a metodé
nejmensich étverctly, je velmi dobfe vysvétlena v knize [7] v kapitole 4 a 7. V této
knize kazda kapitola je doplnéna odstavcem MATLAB Moment, ve kterém je po-
psano pouziti systému MATLAB na vypocty uvedenych pojmu.

2. PSEUDOINVERZNI MATICE

V tomto odstavci zavedeme pojem pseudoinverzni matice, kterou mé kazda matice
a tato pseudoinverzni matice je jednoznac¢né urcena.

Definice 2.1. Necht A je matice (nad télesem komplexnich éisel C) typu m x n.
Matice X typu n X m se nazyvéa pseudoinverzni matice matice A, jestlize plati:

(1) AXA= A,
(2) XAX = X,
(3) (AX)* = AX,
(4) (XA)* = XA.

Podminky (1)—(4) se nazyvaji Penroseovy podminky a pseudoinverzni matice se
Casto nazyva Moore-Penroseova inverze matice A nebo struéné M-P inverze ([3]).
Mluvime také jen o pseudoinverzi matice A.

Véta 2.2 (o jednoznacnosti pseudoinverzni matice). JestliZe matice md pseu-
doinverzi, pak tato pseudoinverze je urcena jednoznacné.

Diikaz. Dutkaz je veden tim zptisobem, Ze predpokladame, Ze matice A ma dvé
pseudoinverze B a C. Pak se vhodnym pouzitim Penroseovych podminek dokazi
rovnosti:

B=CAB a C =CAB,
odkud plyne B = C. a

Oznacent 2.3. Jelikoz je pseudoinverze jednozna¢né uréena, mizeme pro ni za-
vést oznaceni. Tuto pseudoinverzi budeme oznacovat symbolem A7,

Pii zjistovani, zdali matice X je pseudoinverze matice A, se obvykle postupuje
tak, Ze se ovéfuji Penroseovy podminky (1)—(4). V pfipadé jejich platnosti je pak
X jednozna¢né definované pseudoinverzni matice AT matice A.
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Priklad 2.4. a) Jestlize A je regularni matice, pak matice X = A~1 vy-
hovuje Penroseovym podminkam, tudiz
AT =A%

b) Je-li A = O,,, nulovd matice typu m x n, pak podobné ovéiime Penroseovy
podminky pro X = O, ,,, odkud plyne

+
Om,n - On,m-

c) Jestlize matice A ma pseudoinverzi, pak ma pseudoinverzi té% matice A"
a plati:

(AT)T = A.
d) Jestlize D je diagonalni matice fadu n
d 0 ... 0
p_| 0 & ... 7
S (
0 ... 0 d,
pak pro Moore-Penroseovu inverzi matice D mame
dif 0 ... 0
pr_| 0 d .. : ,
o 0
0 ... 0 df

kde pro komplexni ¢&islo ¢ symbol ¢t znaéi 0, jestlize ¢ = 0. V piipadg, Ze ¢

je nenulové komplexni éislo, polozime ¢t = ¢ 1.

V zavérecném odstavci 4 prezentujeme vétu o existenci pseudoinverzni matice

pro kazdou matici nad télesem komplexnich ¢isel C a dvé metody vypoctu této
pseudoinverze.

3. MOORE-PENROSEOVA INVERZE A SYSTEM LINEARNICH ROVNIC

Pro feseni soustavy linearnich rovnic se pouziva aparat teorie matic a vektord.
V tomto prispévku budeme pro pfirozené c¢islo n rozumét n-rozmérnym vekto-
rovym prostorem C™ mnozinu vSech matic nad komplexnimi éisly typu n x 1.
Tyto matice budeme povazovat za vektory, pfiemz komplexni ¢isla budou ska-
lary. Operace sc¢itani vektori a nasobeni vektoru skalarem se definuji jako tyto
operace s maticemi.

Definice 3.1. Pro n-rozmérné vektory X, Y € C”

T1 U1
X = : Y =

T Yn
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polozime

XY)=Y"-X =) a-gal|X||=V(XX)=
i=1

Komplexni ¢islo (X,Y) se nazyva skaldrni soucin vektori X,Y a &islo || X||
norma vektoru X. Jestlize (X,Y) = 0, pak se vektory X,Y nazyvaji ortogondlni

([5))-
Tvrzeni 3.2. Pro n-rozmérné vektory X,Y a komplexni éislo A mdme:
(a) Norma | X|| je redlné nezdporné éislo, pridemz
1X
(b) [|AX]| = |A|l- | X|| a plati trojihelnikovd nerovnost:
X + Y] < [1X] + 1Y)

|=0 <= X =0,,1,

Pro ortogonalni vektory stejného rozméru se da dokazat Pythagorova véta.

Véta 3.3 (Pythagorova véta). Pro ortogondlni n-rozmérné vektory X, Y mdme

X + Y2 = X2+ ||y 2]

V dalsim budeme uvazovat systém () linedrnich rovnic (nad télesem komplex-
nich ¢isel C) s matici soustavy A typu m X n, s vektorem absolutnich ¢lent B

rozméru m a n-rozmérnym vektorem X neznamych xq,...,x,, tedy
z1
X =
T

Tento systém (*) linedrnich rovnic budeme zapisovat v maticovém zapisu:

)

Definice 3.4. Pro systém linearnich rovnic (*) polozime:

Pro n-rozmérny vektor X, plati nasledujici véta:
Véta 3.5 (Hlavni véta). Pro kaZdy n-rozmérny vektor X # Xo mdme:
[A-Xo - B[ <[[A-X - B
a v pripadé ||AXy — B|| = ||[AX — B|| plat{
[ Xoll < [IX1]-

TudiZ vektor X minimalizuje normu || AX — B|| a ze v8ech n rozmérnych vektort
X, které minimalizuji tuto normu, mé nejmensi normu. Vektor X, (viz [3],[5]) se
nazyva fefeni systému (x) vzhledem k nejmensim ctvercim s minimdlni normou
nebo nejlepsi piiblizné feseni systému (%) (the least squares solution of minimum
norm,).
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Priklad 3.6. Naleznéte feSeni nésledujiciho systému vzhledem k nejmensim
¢tvercim s minimalni normou:

r+4y+32=2
—xr+y+2z=-2

—2z -2y =1.
Matice této soustavy je matice
1 4 3
A= -1 1 2
-2 -2 0
Vektory
2 x
B = -2 ], X = Y
1 z

jsou vektory absolutnich ¢lenii a nezndmych. Hodnost matice A soustavy je rovna
2 a hodnost rozsifené matice soustavy (AB) je rovna 3, tudiz soustava nemé feSeni,
ale existuje ,feseni“ Xy této soustavy vzhledem k nejmensim ¢tverciim s miniméalni
normou. K ziskani tohoto ,feSeni“ pouzijeme pseudoinverzi matice A:

1 3 —43 -54
24 41 30
odkud dostaneme
1 38
Xo=AT-B=— 34
231 4

Pozndmka 3.7. Pro nejlepsi pfiblizné feseni X, systému () je sice norma ||A -
X — B|| minimalni, ale vektor Xy nemusi byt jediny vektor X, pro ktery je tato
norma minimalni:

Priklad 3.8. UvaZzujme néasledujici systém linedrnich rovnic o dvou neznamych:
r+y=1
z+y=0.

Matice tohoto systému A a matice B absolutnich ¢lenti jsou dany identitami:
11
=)
1
B= ( ! ) |

Pro psudoinverzi AT mame At = i - A, odkud plyne pro nejleps$i pfiblizné feSeni

1/1

Pak



12 L. SKULA

Pak pro minimélni normu mame
1
I|A- Xo— BJ||* = 3

Napft. pro vektor X:

dostaneme
JA-X-BIP=1 a Xl=1 < ojx|p
T2 o8 4 '
4. METODY VYPOéTU PSEUDOINVERZNi MATICE

V soucasné dobé existuje celd fada metod vypoctu pseudoinverzni matice, z nichz
vétsina muze slouzit jako dikaz pro existenci této Moore-Penroseovy inverze.
V tomto odstavci uvedeme dvé nejéastéji pouzivané metody ([3]).

Metoda skeletniho rozkladu matice.

Definice 4.1. Matice M typu m xn se nazyva matice uplné fadkové (sloupcové)
hodnosti, jestlize hodnost matice M je rovna poctu fadkt (sloupct), tedy

(M)=m ((M)=n).

Pro existenci a vyjadieni pseudoinverze matice s iplnou hodnosti potrebujeme
lemma:

Lemma 4.2. Jestlie matice M md uplnou fddkovou (sloupcovou) hodnost, pak
matice M - M* (M* - M) je reguldrni, tedy md inverzni matici.

Nasledujici tvrzeni udava formule pro pseudoinverzi matic s iplnou hodnosti:

Tvrzeni 4.3. Jestlize matice M md uplnou vddkovou sloupcovou hodnost, pak
md pseudoinverzi a plati:

Mt =M (M-M*"t (MY= 01 -M)~t M),
Pro konstrukci pseudoinverze obecné matice se vétsinou pouziva nasledujici
véty:

Véta 4.4 (O skeletnim rozkladu matice — Theorem on “rank factorization”
of a matrix). Necht A je nenulovd matice typu m X n s hodnosti r. Pak existuji
matice B, C typu m X r, r X n takové, Ze plati:

A=B-C, r(B)=rC)=r.

Rozklad A = B - C' se nazyva skeletni rozklad matice A.
Analogem pro tvrzeni (M - N)=™* = N~!. M~! pro regularni matice M, N
stejného radu je véta:
Véta 4.5. Jestlize A = B - C je skeletni rozklad matice A, pak
’A*z(B-C)Jr:C*-B*.

Uvedend formule slouzi k vypoc¢tu pseudoinverze metodou skeletniho rozkladu.
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Priklad 4.6. Vypocitejte pseudoinverzi matice A soustavy lindrnich rovnic 3
neznamych z odstavce 3. Pfipomenme

1 4 3
A= -1 1 2
-2 -2 0
Matice A mé skeletni rozklad A = B - C, kde
1 3
-3 ) (3 1),
-2 0

7 tvrzeni 4.3 dostaneme

-1
6 1 1 -1 -2
+ _ * 1%
B_(BB>B_<1 13) (3 2 o)
_i 10 —-15 —-26
7T\ 17 13 2 '

Podobné dostaneme

1 2 -1
ct = ol B
-1 2
Odtud podle vzorce AT = C* - Bt obdrzime
1 3 —43 -54
24 41 30

Pozndmka 4.7. Jestlize matice B, C vystupujici ve skeletnim rozkladu matice
A maji za prvky celd ¢isla, pak matice
det(B* - B) - det(C - C*) - A"

ma za prvky také celd cisla. To vysvétluje koeficient ﬁ z pfredeslého prikladu,

protoze 231 = 77- 3 a det (B*-B) = 77,det (C-C*) = 3.

Grevilleuv algoritmus

Grevilleav algoritmus je zaloZen na rekurenci vzhledem k poctu sloupct matice.
Pro matici, ktera ma jen jeden sloupec, je jeji pseudoinverze dand nasledujici
formuli, kterd se snadno dokéze ([3]).

Tvrzeni 4.8. Pro matici A typu m x 1 (A md jeden sloupec) mdme
AT =01, jestlize A =0y, 1,
a v pripadé A # 0, mdame
At = (A7 A) L A%

Tvrzeni 4.6 je prvni krok pii pouziti rekurence. Pro obecnou matici pak mizeme
pouzit hlavni vétu Grevilleova algoritmu.

Véta 4.9. Predpoklddejme, Ze umime sestrojit pseudoinverzi matice, ktera md
n sloupci (n je prirozené éislo) a necht M = (Ns) je matice typu m X (n + 1),
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pricemz s je posledni sloupec matice M a N je podmatice matice M typu m X n.
Polozme
d=Nt.s a c=s—N-d.

Dale polozme

- ct, jestlite c#0
Tl +d*d)"rd*Nt  pro  c¢=0.

Mt - (N+—db>
- . ,

Pak
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DIFERENCIALNI ROVNICE NECELEHO RADU

JIRT KARASEK

ABSTRAKT. Prehledovy ¢lanek prezentuje zakladni informace o diferencialnich rov-
nicich necelého fadu. Zatimco modelovani mnohych jevt studovanych v aplikacich
pomoci klasickych diferencidlnich rovnic je vSeobecné zndmé a hojné rozsifené, v né-
kterych situacich neposkytuje dostatecné uspokojivé vysledky, a je proto t¥eba uchy-
lit se k obecnéjsimu pfistupu — k diferencidlnim rovnicim necelého fadu, které popi-
suji studované jevy lépe. Cilem tohoto clanku je seznamit ¢tenafe s fundamentalnimi
pojmy a vysledky této teorie. Clanek se omezuje pouze na matematicky aparat te-
orie, aniz by uvadél motivaci a interpretaci vysledkt v konkrétnich aplikacich.

1. RIEMANNUV-LIOUVILLEUV INTEGRAL A DERIVACE NECELEHO RADU

Definice 1.1. Necht funkce f je integrovatelnd (napf. riemannovsky) na inter-
valu (a,t) pro libovolné ¢ € I, kde I = (a,b), a,b € R, a < b nebo I = {(a,0),
a € R. Nechf o € R. Definujeme J&, (f) takto:

(i) Necht o € R, Pak

t

1 a—1
IW!(t_T) f(r)ydr.

(Zde T' znaéi funkci gama, [7], str 521.)
(ii) Nechf a € Zg, f ma na I nebo jeho &asti (—a)-tou derivaci f(~). Pak
ar(f) = .
(iii) Nechf o € R™ — Z, no = — |aJ, J& ™ (f) ma na I nebo jeho &ésti n,-tou
derivaci (Jg{ " (f))(na). Pak

g+(f) B (Jl?vj—na (f))(nu) < N F(a ‘IF na) . </ (t - 7{0)(17——)04—7@ dT) (na)> .

a

ar (N@) =

(|z] znadi celou ¢ast z, tj. nejvétsi celé ¢islo mensi nebo rovné z.)

oy (f) se nazyva levostranny Riemanniv-Liouvilleiv integrdl funkce f Tadu c.

2010 MSC. Primarni 34K06, 34K25.

Klicovd slova. Riemann-Liouvilletiv integral a derivace necelého fadu, Caputova derivace
necelého Ffadu, Mittag-Lefflerova funkce, Wrightova funkce, diferencidlni rovnice necelého radu.

Préce byla podporovana projektem A-Math-Net — Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Definice 1.2. Necht jsou splnény predpoklady 1.1 s tim, ze 8 = —a € R{.
Definujeme

D£+(f) = J:+(f)
Df+ (f) se nazyva levostrannd Riemannova-Liouwvilleova derivace funkce f Tddu .

Priklad 1.3. (i) Necht f(t) =1, I = (a,0). Pak

(t—a)® _
o = proaeR-Z
Jar (@) ={ e

0 proa € Z~

D (N)(1) = Ay ProSER{ —N
" 0 pro B € N ’

(ii) Necht f(t) = (t —a)*, s € R, I = (a,00). Pak

D) (¢ g)ats proa+s€R—-Z"
JE(F)(t) = { (l;(a+s+1)

pro a+s €7~
s+l o s—BER—Z-
Df+(f)(t) _J TG—B+D(—a)P~ P B ) |
0 pros— B €Z

Poznamka 1.4. Za obdobnych pfedpokladi se definuje na intervalu I = {a,b),
a,b € R, a <bnebo I =(—00,b), b € R, funkce Ji* (f) :

b
1) Jp( (a)t/Ttalf 7)dr  pro a € RT,

(i) J2 (f) = (-1)*f"%  proaeZ,
(iii) J5(f) = (=) ()" proaeR -7,
D} (f)=Jg(f) prof=-aeR].
Jg (f) se pak nazyva pravostranny Riemanniv-Liouvilletv integrdl funkce f
radu a, Df_(f) pravostrannd Riemannova-Liouvilleova derivace funkce f tddu (.

V ptipadé, ze a € R—Z, resp. 3 € RT —N hovoiime v obou situacich o Riemannové-
Liouvilleové integrdlu, resp. derivaci necelého Tddu.

2. CAPUTOVA DERIVACE NECELEHO RADU

Definice 2.1. Za predpokladi v 1.2 definujeme pro 3 € Ry
CDg-i-(f) = Df+(9)7
[81-1

kde g(t Z —a)*,

pfiGemz funkce f mé v a derivace az do fadu [8] — 1. (Zde [x] znaéi nejmensi

celé ¢islo vétsi nebo rovné z.) Df 1 (f) se nazyva levostrannd Caputova derivace
funkce f Tadu 3.

f(’“ @) 4

Piiklad 2.2. (i) Necht f(t) = 1,1 = (a,00), 8 € RT. Pak D?_(f)(t) = 0.
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(ii) Necht f(t) = (t —a)*, s € RT, I = (a,00), B € RT. Pak

P(s+1) .
cp (py={ et AT pros =[G+ 1ERY
’ pro s — [ +1€Zy

zatimco pro s — [f] + 1 € R~ — Z neexistuje.

Poznamka 2.3. Obdobné se definuje pravostrannd Caputova derivace CDf_(f)
funkce f tadu 3.
3. NEKTERE SPECIALNI FUNKCE

Definice 3.1. Necht a € RT, 8 € R. Mittag-Lefflerova funkce E, 5 se dvéma
parametry je definovana fadou

t)zgm na R.

(Pokud néktera hodnota ak + 8 je rovna celému nekladnému éislu, pFislusny clen
se vynecha.)

Poznamka 3.2. (i) Pro o € R se funkce E, 1 znaci E, a nazyva se Mittag-
Lefflerova funkce s jednim parametrem.
(ii) Mittag-Lefflerovy funkce pro nékteré hodnoty parametri:

el
cosh\f prot e R(J{
{ cosy/—t prot € R™
cosv/t pro t € R{
{ coshy/—t prot € R™
Fy(t?) = cosh t ,
t

)

{ e‘;1 prot € R — {0}

1 prot =0
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o1t prot € R — {0}

Ei3(t) = { = ,

3 prot =0
m—2
el — kz tTk
Ein(t) = —=r— prot € R — {0} ’
(mil)l prot =20
% prot € RT
Epap(t)=4q 1 prot=0
sin\/j;t pro te ]Rf
sinh ¢
Tt prot € R — {0}
By () = ! ,
1 prot=20
sin ¢t
= prot € R — {0}
E272( ) e t '
1 prot=20

Definice 3.3. Necht a,m € RT, [ € R jsou takova ¢isla, ze a(jm+1) € R—Z~
pro kazdé j € No. Zobecnénd Mittag-Lefflerova funkce E ., je definovana fadou

oo

Ea,m,l(t) - Z thk na ]R,
k=0

(a(jm—+1)+1)
kdeC()—l C = H mprokeN
(Pokud opét nektery argument funkce I' ve jmenovateli je roven celému neklad-
nému ¢islu, piislusny ¢len se vynecha.)
Pozndmka 3.4. Je Eq1; = I'(al + 1) Ey ai41, pokud a(j +1) € R —Z~ pro
kazdé j € Np.

Definice 3.5. Necht a,b, o, 8 € R jsou takova ¢isla, ze 8 — a > —1,
a+ak € R—7Z~ pro kazdé k € Ny.
Wrightova funkce 1% (zde struéné ¥) je definovéana fadou

a,a) a+ak tk
= R
[w } ZFbJrﬁk RO

pficemz plati stejnd timluva jako ve 3.3.

Poznamka 3.6. (i) Obecnéji se Wrightovy funkce definuji se dvéma parame-
try pagq,p € Ng, ¢ € N: ¥, ([3], str. 56). V tomto ¢lanku se jiny piipad
nez p = ¢ = 1 nebude vyskytovat.

(ii) Mittag-Lefflerova funkce je zvlaStnim pi¥ipadem Wrightovy funkce, plati

totiz
(1,1)
g t| =F t
[M } 5ol

pro libovolné hodnoty b, 5 spliiujici predpoklady z 3.5.
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4. DIFERENCIALNf ROVNICE NECELEHO RADU
S RIEMANNOVYMI-LIOUVILLEOVYMI DERIVACEMI

V této a dalsi ¢asti uvedeme nékolik typia diferencidlnich rovnic necelého fadu,
u nichz lze nékterd nebo vSechna feSeni vyjadfit pomoci specidlnich funkci ze
3. ¢asti ¢lanku nebo jinak. V pfipadé linedrnich homogennich diferencialnich rovnic
s jednou derivaci necelého fadu popiseme také asymptotickou stabilitu feSeni.

Véta 4.1. Necht a,\,m € RT, 3 € R jsou takovd cisla, Ze plati m # 1,
Sram - 1. Necht a € R. Pak diferencidlni rovnice

1-m
Dy (y)(t) = At = a)y™ (¢)
D(E2+1) \ 7 Bta
PRA TURC
AT +1)
Diikaz. [3], Example 3.3, str. 177.

md resent

Pozndmka 4.2. V pripadé m € N sudého vysledek plati pro libovolné A € R*.

Véta 4.3. Necht a,\,m € RT3 € R jsou takovd ¢isla, Ze plati m # 1,
% > —1. Necht a,b € R. Necht i € RT je takové &islo, Ze plati
F(ﬂ +am B+«
1

- +1)(/\um+b)—l“<m+1>u=0. (1)

Pak diferencidlni rovnice

D, (m)(t) = At — ) y™ () + b(t — a) T
md Tesent

y(t) = ult — a) ==
Diikaz. [3], Example 3.4, str. 181.

Poznamka 4.4. V pripadé m € N sudého vysledek plati pro libovolné A € R*
a libovolné p € R spliujici podminku (1).

Véta 4.5. Necht o € RT, n € N, a, A € R jsou takovd éisla, Ze [a] = n.
Necht funkce f splriuje predpoklady z 1.1. Necht by, € R pro k = 1,2,...,n. Pak
Cauchyiuv probléem

Da (y)(t) = Ay(t) + f(1),
DI w)(a) =bx  prok=1,2,....n
ma jedin€ tesent
y(t) = bi(t—a)* I Baajr1 (At —a)*)+
j=1

t

" / (t=7)* B (At = 7)) f(r) dr.

a

Diikaz. [3], Theorem 4.1, str. 224.
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Véta 4.6. Nechta € RY, n € N, A € R a 8 € R{ jsou takovd ¢isla, Ze [a] = n.
Necht b, € R pro k =1,2,...,n. Pak Cauchytiv problém
Dy (y)(t) = At — @) y(1),
DRy (a) =b,  prok=1,2,...,n

md jediné reseni
- b; i «
y(t) = Z m(t —a)*7- Ea,1+§,1+% (/\(t —a) +ﬁ)_
j=1

Diikaz. [3], Theorem 4.2, str. 227.

Véta 4.7. Necht o € RT, k,n e N, oA € R, B € Rar jsou takova cisla, Ze
[a] = n. Necht ddle pp, f, € R prop =1,2,...,k jsou takovd, Ze u, > —1 — a,
tp # =3, (r+1)(a+B)+pp € R—Z~ pro libovolnép=1,2,....k, j=1,2,....,n
ar € Ng. Pak Cauchyiv problém

k
Dg () (1) = At — a)’y(t) + D folt — a),

Dg;j(y)(a)zbj proj=1,2,...,n

md jediné reseni

b, i o
y(t) = Z Fij(t —a)* - Ea,1+§,1+% (At —a) +B)+

k
+ Z Ly + Dy (t—a)*thr . F pup (A — a)a+'3).

o

a,1+2 14

Diikaz. [3], Example 4.22; str. 254.

Poznamka 4.8. Véta 4.6 je zvlastnim pfipadem 4.7; je uvedeno samostatné
pouze z metodickych divodu.

Véta 4.9. Necht o, 8 € RT, | € N jsou takovd ¢&isla, Ze [a] =1, a =1+ 1> 8.
Necht A\, p € R. Pak diferencidlni rovnice
Diy () () = A Dy (1)(H) = py(®)
md obecné Tesent

— - Mu auta—j (u+1,1) a—p
t) = - —t -0 At
u(t) Z “ ; Lau+a+1—j¢x—5) ’

kdec; € R proj=1,2,...,1.
Specidlné pro p = 0 md obecné Tesent
l

y(t) =D ¢ t* 7 Bapar1y(MP).
j=1

Diikaz. [3], Theorem 5.2, str. 286.
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Véta 4.10. Necht o, 3 € RT, I,m € N jsou takovd ¢isla, Ze [a] =1, m > 3,
a—Il+1>p.
Necht ag, a1, ...,m_2 € R jsou takovd &isla, Ze 8 > a2 > ... > a3 > ag = 0.
Necht \, Ag, Ay, ..., Apm—o € R. Pak diferencidlni rovnice

Dg, (y)() — A DE. ( z ARDEE(y)(t) = 0

md obecné Tesent
= 1
t>:zcjz( > e
j=1 =0 “ko+...+km_2=u
(a—B)uta—j+ Z (B- au)k
(T1 )

v=0

u+1,1
)
((a=Butatijt T (B-ow)ks.0—8)

kde c; € R pro j =1,2,...,1 jsou libovolnd cisla.
Diikaz. [3], Theorem 5.3, str. 291.
Véta 4.11. Nechf o, € RT, a > 3, A\, u € R. Necht funkce f splriuje pFedpo-

klady z 1.1 pro a = 0. Pak diferencidlni rovnice
Dg (y)(t) = ADgy (u)(8) = py(t) + f(2)
md partikuldrni Tesent
t
o) = [(0= 1 Gt = 1) ()
0
(u+1,1)
(auta,a—pB)

kde G g n(t) = S E gon qx{

u'
u=0

partikuldrni Tesent

‘ Ate—h ] Specidlné pro p = 0 md

y(t) = / (t— 1) B (Mt — 7)) f(r) dr.

Diikaz. [3], Theorem 5.5, str. 297.

Véta 4.12. Necht o, 8 € RT, m € N jsou takovd ¢&isla, Ze m > 3, a > 3. Necht
Qp, 1, ..., Qm_2 € R jsou takovd, Ze B > Qpu_2 > ... > a1 > ag = 0. Necht
A, Ao, A1, ... Ap—o € R. Necht funkce f spliiuje piedpoklady z 1.1 pro a = 0. Pak
diferencidlni rovnice

m—2

D§, (y)(t) = A Dy (y) Z Ay Do’ (y)(t) = £(t)
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md partikuldrni Tesent

y(t) = [ (t— T>a_1 Gar,oosorm 2,800 (t—7)f(r)dr,

o .

kde Gah...,amfzﬁ’a?)\ (t) = Z ( Z m .

Uu=0 kot thm_o=u O "

m—29 m—2
a—pB)u+ B—ay)ky +1,1
(HA];V)t( ) IEO( ) . \Il|: (73_2 ) ‘/\taﬁ:|>.
o ((a—B)uta+ po} (B—aw)ky, a—B)

Diikaz. [3], Theorem 5.6, str. 299.
Definice 4.13. Necht o, A\, by € R, 0 < a < 1. Pak FeSeni Cauchyova problému
Dy (y)(t) = Ay(t),
D5 ()(0) = bo
se nazyva asymptoticky stabilni, jestlize tlim y(t) = 0.
— 00

Véta 4.14. Necht a, A\, by € R, 0 < o < 1. Je-li A < 0, pak 7eseni Cauchyova
problému

Dy (y)(t) = Ay(t),
DgH(y)(0) = bo
je asymptoticky stabilni.
Diikaz. [2], Theorem 3.1, str. 864.

5. DIFERENCIALNI ROVNICE NECELEHO RADU S CAPUTOVYMI DERIVACEMI

Poznamka 5.1. Vysledky ze 4.1 a 4.3 zustavaji v platnosti i pro Caputovy
derivace véetné pozndmek 4.2 a 4.4 ( [2], Example 3.7, str. 209).

Véta 5.2. Necht « € RT, n €N, a, A € R jsou takovd ¢isla, e [a] = n. Necht
funkce f spliiuje predpoklady z 1.1. Necht by, € R pro k = 0,1,2,...,n — 1. Pak
Cauchyuv probléem

“Dgy(y)(t) = Ay(t) + f(D),
y®(a)=b, prok=01,2,...,n—1
md jediné reseni
u—1

y(t) =Y bt —a)’ Ba i1 (At —a)*)+
=0

N /(t ) By (M — 1)) £(7) dr.
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Specidlné pro a = % ma Cauchyuv problém

CDE, (y)(t) = Ay(t),

y(a) = bo
jedin€ resent
o rreawy [
y(t) = —=e “ e” " dr.
NG
AVt—a

Diikaz. [3], Theorem 4.3, Example 4.9, str. 231.

Véta 5.3. Nechft a € RY, n € N, a,A € R, 3 € RS‘ jsou takovd cisla, Ze
[a] =n. Necht b, € R pro k=0,1,2,...,n— 1. Pak Cauchyiv problém

D)) = At —a)’ y(1),
y(k)(a):bk prok=0,1,2,...,n—1
md jediné reseni

n—1
b j e}
y(t) = —J'(tfa)j By 148, 85 (A(t — a)*+7).

. , B

<

j=0
Dikaz. [3], Theorem 4.4, str. 233.

Véta 5.4. Necht a, 3 € RT, I,m € N jsou takovd ¢isla, Ze [a] =1, [B] = m,
a—1+1> 3, necht A\, u € R. Pak diferencidlni rovnice

“Dg. (y)(t) = X Dg, (y)(t) — py(t) =0

md obecné resent
m—1 e’} u ( 1 1)
H=S ¢ B_jouti | T Maﬁ}
y( ) Z J (u_o u! [(au+j+17a—5)

oo
—\ /”Liu toutita=p \I/[ (ut1,1) ‘ A@ B :|)+
= ul (outj+1+a—pB,a-p)

-1 [e'e) w
B autj (ut1,1) a—p
; Tt - At ;

kdec; € R pro j =0,1,2,...,1 — 1. Specidlné pro . = 0 ma obecné Tesent

m—1

y(t) = cj (tj Eo_pjs1(At*7P) = >\ta_ﬁJran—ﬁ,a—/ﬂjﬂ(/\t“_ﬁ))Jr

Diikaz. [3], Theorem 5.13, str. 314.
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Véta 5.5. Nechtf a,3 € RY, I,m € N jsou takovd é¢isla, Ze [a] =1, m > 3,

a—1+1> . Necht ag,as,...,0,_o € R jsou takovd, Ze 8 > ap_o > ... >
ar > > ag = 0. Necht ly,la,...,l;n—1 € N jsou takovd, Ze l; < 12 < <
lm—lgl; lm—1*1<ﬂ<lm—1; lk*1<ak§lkp7’0k*1327" — 2. Necht

A, Ag, Ax, ..y A2 € R. Pak diferencidlni rovnice
“D§, (1)(1) = A Dy ( Z A “DgL(y)(¢)

md obecné resent

kot+...+km—2=u 0

_ ( T Akv) t(a—ﬂ)u+j+§0 (B—au)k,

u+1,1
(\Ij|: (7:—2) ‘)\taﬁ]—
((a=Butitit X (B-au)kv.a—p)

u+1,1
— At P \If[ e ‘ )\t“‘ﬂ}—
((e=B) @A) +145+ 3 (B-aw)k0-5)

m=2 (u+1,1)
—ZAkta_"‘k-\I/{ e ’Ata—ﬂ?D +
— ( ; )

a—Bluta—ar+1+j+ > (B—ow)k,,a—f
v=0

lyp_1—1 m—2 m—2

1 W\ (e Butit T (B-a)k,

p> ch( > kO!...km,z!'(HAl’)t v '
J=lm—2 u=0 ko+...+km_2=u v=0

L [ L

((a=B)u+1+4j+ z; (B—on )k~ )
—Ataiﬁ' \I/[ (u+1,1) ‘ Ataﬁ:|> 4
((a—m<u+1>+1+j+"§:(6—au)ku,a—ﬁ)

S|

-1 o0 m—2 m—2
1 W\ (@ Butit T (B-au)k,

+ X a3 (Y e (I s

Jj=lm-1 u=0 “ko+..4+km_2=u v=0

u+1,1
D)
((a=Byu+1+j+ z (B )k 0~ )

kde c; €R pro j =0,1,2,...,1 =1 jsou libovolnd cisla.

Diikaz. [3], Theorem 5.14, str. 319.

Véta 5.6. Necht o, € R, a > 8, A\, u € R. Necht funkce f spliiuje piedpo-
klady z 1.1 pro a = 0. Pak diferencidlni rovnice

“Dgy (1)(t) = A “Dg, (y)(8) = py(t) + £ (1)

md partikuldrni reseni téhoZ tvaru jako ve 4.11 vcetné specidlniho pripadu p = 0.
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Diikaz. [3], Theorem 5.16, str.323.

Véta 5.7. Necht o, 3 € RT, m € N jsou takovd ¢isla, Ze m > 3, a > 3. Necht
o, 1, ..., m_2 € R jsou takovd, Ze 8 > qpm_o2 > ... > a1 > ag = 0. Necht
A Ag, Ay, ... A_o € R. Necht funkce [ splriuje predpoklady z 1.1 pro a = 0. Pak
diferencidlni rovnice

“D§L(y)(t) = A Do (y)(t) — 2—: ACDgE(y)(1) = f (1)
k=0

mda partikuldrni Tesent téhoz tvaru jako ve 4.12.
Dikaz. [3], Theorem 5.17, str. 324.

Definice 5.8. Nechf o, \,bg € R, 0 < a < 1. Pak feSeni Cauchyova problému
“Dg (y)(t) = Ay(1),
y(0) = bo

se nazyva asymptoticky stabilni, jestlize tlim y(t) =0.
— o0

Véta 5.9. Necht a,\,byp € R, 0 < a < 1. Je-li A < 0, pak Feseni Cauchyova
problému,

“Dgy (y)(t) = Ay(),
y(0) = bo
je asymptoticky stabilni.
Diikaz. [8], str. 346.
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O RESENI PROBLEMU SLABE KONVERGENCE

JAN FRANCU

ABSTRAKT. Cléanek je pokracovanim prace J. Franct: Od kompozitnich materidli ke
slabé konvergenci, Kvaternion 2/2012, 113-124, ve které byla formulovana tloha ho-
mogenizace parcidlnich diferencidlnich rovnic. Matematicky pfistup vede na studium
posloupnosti feseni parcialnich diferencialnich rovnic s periodickymi koeficienty an
se zmensujici se periodou e = 1/n — 0.

Koeficienty a, nekonverguji silné, ale jenom slabé. V slabé formulaci tlohy se
tak vyskytuje soucin dvou slabé konvergentnich posloupnosti funkci a nelze pte-
jit k limité: sou¢in dvou slabé konvergentnich posloupnosti nekonverguje k soucinu
pfislusnych slabych limit. Podobné nelze pfejit k limité ve funkci ®(ay) slozené se
slabé konvergentni posloupnosti {a }. Reseni obou zminénych problémi je obsahem
tohoto ¢lanku. V pripadé soucinu dvou slabé konvergentnich posloupnosti lze pro-
blém fesit pomoci dvojskalové limity, v pfipadé funkce slozené se slabé konvergentni
posloupnosti je feSenim limita ve tvaru souboru Youngovych mér.

1. Uvobp

Clanek je pokracovanim ptispévku [11], ve kterém byla formulovana tiloha homoge-
nizace parcialnich diferencidlnich rovnic. Pfipomenme, Ze homogenizaci rozumime
matematickou metodu pro modelovani kompozitnich materidli. Zejména z vy-
pocetnich divodt modelovany silné heterogenni materiadl potifebujeme nahradit
»ekvivalentnim® materidlem homogennim.

Obr. 1. Priklad posloupnosti materiali se zjemnujici se strukturou.

Pristup navrzeny I. Babuskou spocivd v tom, Ze misto jednoho materidlu zkou-
mame posloupnost heterogennich materiald se zjemnujici se strukturou, ktera
z makroskopického hlediska ,konverguje“ k ,ekvivalentnimu“ homogennimu ma-
teridlu. V matematické formulaci studujeme posloupnosti feseni parcialnich dife-
rencialnich rovnic s periodickymi koeficienty se zmensujici se periodou.

2010 MSC. Priméarni 35B27.

Klicovd slova. Homogenizace, slabd konvergence, soubor Youngovych mér, dvojskalova kon-
vergence.

Prace byla podporovana projektem A-Math-Net — Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Analyza této posloupnosti rovnic umoziiuje pocitat makroskopické vlastnosti
tohoto fiktivniho ,ekvivalentniho® tzv. homogenizovaného materidlu z vlastnosti
jednotlivych slozek a jejich geometrického usporadani.

Studovana posloupnost periodickych koeficient a,, se zmensujici se periodou
e = 1/n, kterd odpovida posloupnosti materialti se zjemiiujici se strukturou, ne-
konverguje v klasickém smyslu silné, ale jen slabé. Pf¥ipomeinime, Zze v Banachové
prostoru V obvykl4 (silnd) konvergence ,,méf{“ konvergenci posloupnosti {u,, } k u*
pfi n — co pomoci normy:

U, > U = |up —u*||ly — 0.
P1i slabé konvergenci konvergenci ,testuji“ spojité linearni funkciondly:
U, =~ u* <= F(up, —u*) — 0 pro kazdé F' € V*,

kde V* je tzv. dudlni prostor spojitych linearnich funkcionald na V.

V prostoru konecné dimenze slaba a silnd konvergence splyvaji, v prostorech
nekonecné dimenze je kazda silné konvergentni posloupnost i slabé konvergentni,
obréacené to neplati. V prostorech konecné dimenze kazda omezenéd posloupnost
obsahuje konvergentni podposloupnost, v prostorech nekone¢né dimenze jiz to
neplati. ProtoZe v aplikacich ¢asto potfebujeme z omezené posloupnosti (napf.
pribliznych feSeni néjaké tlohy) zarucit existenci konvergujici podposloupnosti,
slabé konvergence situaci ,zachrani“. V reflexivnim Banachové prostoru totiz plati:
kazda omezend posloupnost obsahuje slabé konvergentni podposloupnost.

Vedle této ,ptijemné“ vlastnosti vsak slaba konvergence mé i nékteré ,nepfi-
jemné* vlastnosti: v pripadé slozeni se spojitou funkci F'(£) se slabd konvergence
nezachovava:

Uy — u” =  F(u,) — F(u"), (1.1)
také v soucinu dvou slabé konvergentnich posloupnosti nelze pfejit k limité:
Up — U™, v, = V* = Uy Uy, — W™ (1.2)

Je to zpusobeno tim, zZe ve slabé limité se nezachovala informace o lokalnim chovani
posloupnosti. Abychom v téchto pfipadech mohli pfejit k limité, musime zavést
néjakou limitu, ve které by informace o lokalnim chovani slabé konvergujicich
funkei u,, byla zachovana.

Resenim téchto problémi se budeme zabyvat v tomto &lanku. Nejprve shrneme
vlastnosti konvergenci integrovatelnych funkci. Pro feseni problému slozené funkce
pouzijeme limitu ve tvaru souboru Youngovych mér, pro feseni problému soucinu
dvou slabé konvergentnich posloupnosti zavedeme tzv. dvojskalovou konvergenci
a naznacime jeji vyuziti v teorii homogenizace.

2. LEBESGUEOVY PROSTORY FUNKCI

Budeme se zabyvat integrovatelnymi funkcemi, protoze maji hlavni vyznam pro
modelovani jevi v mechanice kontinua. Podrobnosti najdete napi. v [8], [10] a
v u€ebnicich funkcionédlni analyzy.
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2.1. Zavedeni Lebesgueovych prostoru

V dalsim Q bude omezeny otevieny interval v R, nebo v N-rozmérném piipadé
omezend, oblast, tj. omezend souvisla oteviend mnozina v RY, s ,rozumnou® hra-
nici 9Q. Bud p exponent, 1 < p < oco. UvaZujme méfitelné funkce u(z) (napf.
funkce po &astech spojité), které maji koneény integral z p-té mocniny pfes (2,
tj. [o [u(x)]P dz < oo. Integral bereme ve smyslu Lebesgueové, ktery je zobecné-
nim obvyklého integralu na ,horsi“, méné spojité funkce nez funkce po ¢astech
spojité. Tyto funkce tvoii linedrni prostor .Z%(Q)), protoze skaldrni nasobek au
a soudet u + v je opét v mnoziné #? (). Funkcional

full, = | [ 1o dxf’ (2.1

spliluje prvni dva axiomy normy na .£2%(Q), protoze plati |aul, = || - [Jullp
a Minkowského nerovnost dava trojihelnikovou nerovnost ||u+v||, < |Jullp, + ||v|lp-
Tteti axiom ||ull, = 0 = u = 0 vSak splnén neni, rovnost ||u||, = 0 spliiuji i funkce,
které maji ve spocetné mnoha bodech nenulové hodnoty, integral to ,nepozna“.
Proto v prostoru Z*(Q) ztotoznime funkce, které se lis{ jen na mnoZiné miry
nula, tj. pokud [ju — v, = [[q, |u — v|? dx]% = 0. Rikame, Ze funkce u,v jsou si
rovny ,skoro vSude“, zkracené ,s.v.“, a povazujeme je za totozné. Dostavame tak
Lebesguetv prostor

LP(Q) = 27(Q)

sv. = {u: Q= R, |Jull, < oo}

ev. (2.2)

vybaveny normou ||-||, definovanou (2.1). V prostoru jsou ztotoznény funkce, které
se rovnaji ,skoro vsude“, tj.lisi se nejvysSe na mnoziné miry nula, pfesnéji prvky
prostoru jsou tiidy funkci, které se navzajem lisi nejvyse na mnoziné miry nula.

Lebesguetv prostor definujeme i pro exponent p = oco. V tomto pfipadé je
normou tzv. esencidlni supremum, ve kterém bereme infimum ze vSech suprem
pfes mnozinu 2 zmensenou o mnozinu N miry nula

fulle = jnt (s 1762 (23

m(N)=0 \zeQ—N

a (2.2) definuje prostor L>°(Q) skoro v8ude omezenych méfitelnych funkel na Q.
Vsechny prostory LP(€) obsahuji funkce definované na stejné mnoziné Q. Po-
moci Holderovy nerovnosti 1ze pro exponenty 1 < p < g < co dokézat nerovnosti

_1 —1
lully <m(Q)'7% - ull, <m(Q)'77 - lully < m(Q) - ullo. (2.4)

Disledkem této nerovnosti je skutecnost, ze v pripadé oblasti 2 kone¢né miry pfi
zvétSovani p se prostor LP(Q) ,zmenSuje“, tj. pro 1 < p < ¢ < oo plati inkluze

LY(Q) D LP(Q) D LY(Q) D L>=(Q). (2.5)

Prvky prostorit LP(2) s p < oo obecné nelze nasobit. Pomoci Holderovy nerov-
nosti vSak lze odvodit nésledujici tvrzeni.

Véta 2.1. Bud'p,q,r € (0,00) splriujici % + é = % Potom plati

[wvlr < flullpllvllg, (2.6)



30 J. FRANCU

odkud plyne implikace
we LP(Q), veli(Q)) = wuvel'(Q).
Zakladni vlastnosti Lebesgueovych prostort lze shrnout ve vété:

Véta 2.2. Prostory LP(2) jsou pro vsechna 1 < p < oo v normé || - ||, dplné,
tj. Banachovy prostory. Pro 1 < p < oo jsou separabilni, tj. obsahuji spocetnou
hustou podmmnoZinu, pro p = oo separabilni nejsou.

2.2. Spojité linearni funkcionaly

Podle obecné definice posloupnost {u,, } v prostoru V' slabé konverguje k u*, jestlize
F(up, —u*) = 0 pro kazdy spojity linedrni funkcional F' na V. Spojité linedrni
funkcionaly na Banachové prostoru V tvofi opét Banachiv prostor V* s normou
|F|l« = sup{|F(u)|, |lu|| < 1}. Konkrétni tvar funkciondlti na Lebesgueovych
prostorech a jejich vlastnosti jsou shrnuty v nasledujici vété:

Véta 2.3. Necht p € (1,00) a p* = p’%l exponent sdrufeny k p, tj. splriugici
% + p% = 1. Potom pro kaZdy spojity linedrni funkciondl F na LP(Q) existuje

pravé jedna funkce f € LP(Q) takovd, Ze
F(u) = / f(@)u(x)dz, Yu € LP(Q). (2.7)
Q

Plati i obrdcené turzeni: Pro kazdou funkci f € LP(Q) je F definovang (2.7) spo-
jJity linedrni funkcional na LP(Q). Existuje proto vzdjemné jednoznacné zobrazent,
které je izometrické (zachovdvd normu ||F|l. = | fllp+) @ izomorfni (zachovdvd
operace linedrniho prostoru séitani a skaldrni ndsobek) mezi funkciondly (LP(Q))*
a funkcemi LP" (). Schématicky (LP(Q))* ~ LP(Q).

V pfipadé p = 1 lze vSechny funkciondly F na L*(Q) vyjddrit ve tvaru (2.7),
kde reprezentugici funkce f € L>(9).

V pripadé p = oo jen nékteré funkciondly F na L (Q) lze vyjddrit ve tvaru
(2.7), kde f € LY(Q). Eristuje vsak hodné funkciondli na L>(Q), které nelze
reprezentovat pomoct funkce f € L*(Q). Symbolicky lze proto psdt:

(LP@) ~ L7 (Q),  (THQ) ~L¥(Q), (LX) 2 LY. (28)

Na dualnim prostoru V* existuji spojité linearni funkcionaly ® : V* — R. Pri
tzv. kanonickém vnofeni .#: V — V** kazdému prvku u € V lze ptitadit funkci-
ondl @ : V* — R tim, Ze polozime ®(F) = F(u) pro kazdy F € V*. Pokud timto
zpusobem dostaneme cely V**| tj. AV) = V**, mluvime o prostoru reflexivnim.
V piipadé Lebesgueovych prostort situaci shrnuje véta:

Véta 2.4. Pro p € (1,00) jsou prostory LP(Q) reflexivni, zbyvajici prostory
LY(Q) a L*(Q) reflezivni nejsou.
2.3. Konvergence v Lebesgueovych prostorech

Na prostorech LP(£2) mame nékolik druht konvergence. Pomoci pfedchozich vy-
sledkii konkretizujeme jednotlivé konvergence: Necht {u,,} C LP(Q) a u* € LP(Q).
Rekneme, ze posloupnost {u,} v LP(Q) pti n — oo
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konverguje (silng, v normé) k u* (1 < p < 00), zapisujeme u, — u*, jestlize

1

P
lun —u*||, = [/ [up () —u*|P dz| — 0,
Q

konverguje slabé k u* (1 < p < 00), zapisujeme u,, — u*, jestlize

F(u, —u") = /Qf(x)(un(ac) —u*(z))dz =0 Vfe LP(),

pficemz pro p > 1 je p* = -E5 a pro p =1 je p* = oo,

konverguje slabé k u* (p = o), zapisujeme u,, — u*, jestlize

F(up, —u*) =0 VF € (L*(9Q))",

konverguje slabé-+ k u* (p = 00), zapisujeme u,, — u*, jestlize

Flun —u*) = /Qf(x)(un(x) _ (@) de =0,  Vfe Q).

Poznamenejme, Ze pro p = oo mame dvé slabé konvergence: ,silnéjsi“ slabou
a ,slabsi“ slabou-*, ktera je definovana stejné jako slaba konvergence pro p < oco.
Pro zkoumani slabé konvergence mame néasledujici uzitecné kritérium, které

vyuzivé skutecnosti, Ze hladké funkce jsou husté v kazdém LP(Q), p < oo:

Véta 2.5. Bud u,, omezend posloupnost v LP(Q), tj. ||up|l, < M, u* € LP(R),
(1 <p<o0)anecht

/Q (un(z) — w* (2))p(2) dz — 0 Vo € CE(Q). (2.9)

Potom u,, konverguje k u* slabé v LP(QY). Pokud u, je omezend v L™= (Q) a plati
(2.9), potom u,, konverguje k u* slabé-+ v L>°(2).

V aplikacich velmi dtlezitou vlastnosti je ,kompaktnost“ vzhledem k néjaké
konvergenci, kdy omezena posloupnost obsahuje konvergentni podposloupnost:

Véta 2.6. Bud {u,} omezend posloupnost v LP(Q2), (1 < p < o0). Potom
existuje podposloupnost {u, } slabé konvergujici k néjakému u* € LP(Q).

V pFipadé p = oo omezend posloupnost v L>°(Q2) obsahuje slabé-+ konvergentni
podposloupnost, nemust véak obsahovat slabé konvergentni podposloupnost.

2.4. Podstata problémii

Vedle vyse uvedené ,,dobré“ vlastnosti (moznost z kazdé omezené posloupnosti vy-
brat slabé konvergentni podposloupnost) ma slabé konvergence i dvé ,nepfijemné®
vlastnosti pti prechodu k limité, které jsme uvedli v tivodu (1.1) a (1.2). Cim je
to zpisobeno? Slaba limita obsahuje malo informaci o lokalnim chovani funkeci w,,.
Naptiklad posloupnosti

o u,(x) = sin(nx), o u,(x
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maji vSechny slabou limitu u*(x) = 0, lokdlni chovani uvedenych posloupnosti je
vsak znacné odlisné. Nutno proto zavést pojem limity, ktery by obsahoval i infor-
maci o lokdlnim chovani posloupnosti u,,.

3. FUNKCE SLOZENA SE SLABE KONVERGENTN{ POSLOUPNOSTf
Bud ® : R — R spojitd funkce. Pii slozeni funkce ®(u) se silné konvergujici
posloupnosti {u,} miZzeme pfejit k limité:
Up »> U = D(uy) = d(u”),

pokud vSak posloupnost {u, } konverguje jenom slabé k «*, nemtizeme pfejit k li-
mité, protoze neplati implikace:

Up = ut = D(uy) = D(u’). (3.1)

Jako protipiiklad uvedeme funkci ®(¢) = ¢2 a posloupnost u,(x) = sin(nz), ktera
slabé konverguje k nulové funkci u*(z) = 0, ale

®(un(2)) = sin®(nz) = 3[1 — cos(2nz)] — & # 0 = (u*(2))? = ®(u*(2)).
3.1. Pro které funkce ® plati implikace (3.1)?

Véta 3.1. Implikace (3.1) plati pro kaZdou posloupnost {u,} prave, kdyz funkce
® je linedrni, tj. ®(§) = k€ + q, kde k,q € R.

Dikaz implikace ,,<%. Necht ® je linedrni, tj. ®(§) = k& + q. Jestlize u,, — u*,
potom F(u,, —u*) — 0 pro kazdy F € (LP(2))*. Proto plati

F(®(up) — @) =F((kup +q) — (ku*+¢q)) =k F(u, —u*) = 0.

&2
& y

Obr. 2. Funkce typu ,cimbufi“.
Diikaz implikace ,=“. Pro &1,& € R, A € (0,1) definujme funkei ¢ : (0,1) - R

_ fl pro y € <Oa >\)7
a periodicky ji rozsifme na celé R. Pron =1,2,3,... tak dostavime posloupnost

funkei un,(z) = p(nz) typu ,cimbuii* s periodou %, viz Obr. 2. Posloupnost u,,
konverguje slabé ke konstantni funkci u*(z) = A& + (1 — A) &a.

Na druhé strané &(u,) konverguje slabé k A®(&) + (1 — A) &(&2). Podle
implikace (3.1) méa platit lim ®(u,,) = ®(u*), tedy

AR(&) + (1= A) (&) = (A& + (1 - A) &).
Funkce ®(&) je proto linearni. O

3.2. Pripad nelinearni funkce ®

Podivejme se, kterymi funkcemi ® ma smysl se zabyvat. Nejprve nutno zarudit,
ze pro méritelnou funkci u bude slozené funkce opét méritelna. To je splnéno pro
spojitou funkci ®. Budeme proto uvazovat spojitou funkci @, i kdyz to neni nutné,
stacilo by napiiklad, aby ® byla po ¢astech spojita.
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Déle musime zaruéit, aby pro v € LP(f) slozena funkce ®(u) byla v prostoru
L1(Q). To zaru¢i podminka omezeného riistu s konstantami ¢y, ¢y > 0:

IF(E)] < aléP/? + co. (3.3)

V pripadé p = oo staci, aby ® byla spojita. Pokud p < oo a ¢ = oo, funkce ® musi
byt omezend. Uvedené podminky zaruéi, Zze pro u € LP(Q) bude ®(u) € LI(Q).
Podrobnosti véetné piipadu zobrazeni u — ®(-, u) lze najit napf. v [10]. V dalsim
se budeme zabyvat jen omezenymi funkcemi, tj. funkcemi v L>°(Q).

3.3. Specialni tvar limity slabé konvergentni posloupnosti

Na nékolika piikladech ukédzeme specidlni tvar limity slabé konvergentni posloup-
nosti, ve kterém se informace o chovani u,, zachova, aby bylo mozné pfejit k limite.
Vyuzijeme pfitom nézorné pojmy z teorie pravdépodobnosti.

Piiklad 3.2. Vezméme posloupnost {u,} funkci u,(z) = ¢(nx) typu ,cimbuii*
definovanou v (3.2) v diikazu Véty 3.1. V piikladu je vidét, Ze ve skoro kazdém
bodé x posloupnost {u, (z)} nabyvi hodnoty &; s ,,pravdépodobnosti“ A a hodnoty
&2 s ,pravdépodobnosti (1 — A). Pramérem {u,(x)} je jiz zminénd slaba limita
u*(z) = A& + (1 — )&, Analogicky lze spoc¢itat pramér hodnot ®(u,(z))

limy oo ®(un) = AB(E) + (1 — \) B(E2).

Jako FeSeni naseho problému se proto nabizi vzit za limitu posloupnosti {u,}
funkei, jejiz hodnota v kazdém z neni redlné ¢islo, ale ,ndhodnd veli¢ina® v(x).
V nasem piikladé je v(z) ndhodna veliina nezdvisla na x, kterad nabyva hodnoty
&1 a & s pravdépodobnostmi A a (1 — A). Slab4 limita u*(z) je pak stfedni hod-
nota E(v(z)) ndhodné veli¢iny v(z). Hodnoty ®(u,(z)) konverguji ke stfedni hod-
noté E(®(v(x))) funkce ndhodné veli¢iny ®(v(x)) nabyvajici hodnot ®(&1) a ®(&2)
s pravdépodobnostmi A a (1 — A).

Uvedeny ptiklad 1ze snadno zobecnit na pfipad funkei u, nabyvajicich k£ hodnot:

Pfiklad 3.3. Necht periodickd funkce ¢(y) nabyva k hodnot & s ,obsahy*
A; v periodé (0,1), pfiemz Ay + --- + Ay = 1. Potom za zobecnénou limitu
posloupnosti u,(z) = ¢(nz) mizeme vzit ndhodnou veli¢inu nabyvajici hodnot
&1, .., & s pravdépodobnostmi Mg, ..., Ag. Slabou limitou {u,(x)} je stfedni hod-
nota E(v) = A& + -+ + \p&k a posloupnost {®(uy,)} slabé konverguje ke stfedni
hodnoté @(v):

E(@(v(z))) = M®(&1) + - + A ®(&)-
Zatim jsme brali posloupnost po éastech konstantnich funkei u,(z) = p(nz),

které vedly k ndhodnym veli¢indm diskrétniho typu. Jaka bude zobecnéna limita
v pfipadé funkce ¢, kterd neni po ¢astech konstantni, ale po ¢astech spojita?

Pfiklad 3.4. Uvazujme funkei tvaru pily ¢(y) = g+ky proy € (0, 1) periodicky
rozsifenou na celé R a posloupnost funkei u, (z) = ¢(nz), viz Obr. 3.

q+k

q
‘ >

Obr. 3. Funkce tvaru ,,pily“.
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Funkce u,, konverguji slabé ke konstantn{ funkci u*(z) = q—i—g. Funkce u™ nabyvaji
v8ech hodnot v intervalu (k,q + k) stejné ,Casto“. Proto zobecnéna limita bude
nahodné veli¢ina v(z) se spojitym rovnomérnym rozdélenim opét nezavisla na x.
Lze ji urc¢it pomoci hustoty pravdépodobnosti

1
) % pro £€(g,q+k),
1) = { 0 jinde.

Potom slaba limita funkci ®(u,,) je konstantni funkce

q+k
B(®(u(2))) = / B(O)1(€) de = / 1g(6)de

Inspirovani priklady dame nové limité ,matematicky kabat®.

3.4. Youngova mira

Za zobecnénou limitu posloupnosti {u,, } vezmeme soubor tzv. Youngovych pravdé-
podobnostnich mér {v(z) | z € Q} na R. Jako kazd4 mira i Youngova mira je mno-
zinova funkce definovana na systému . méfitelnych podmnozZin R. Pfipomerime,
%e systém .¥ musi obsahovat prazdnou mnoZinu @ a cely prostor R, s kaZdou mno-
zinou jeji doplnék a kazdé sjednoceni spocetné mnoha mnozin z .#. Vlastni mira
v je nezaporna a c-aditivni: mira sjednoceni spocetné mnoha disjunktnich pod-
mnozin je rovna sou¢tu meér jednotlivych mnozin. Navic jako u pravdépodobnostni
miry je mira celého prostoru rovna jedné: v(R) = 1.

Youngova mira mé charakter ndhodné veli¢iny, v Pt¥ikladu 3.2 a 3.3 byla dis-
krétniho typu, proto jsme ji charakterizovali pravdépodobnostni funkei, v P¥ikladu
3.4 byla spojitého typu, proto jsme ji charakterizovali hustotou pravdépodobnosti.
Oba typy vSak lze charakterizovat distribuéni funkci F'(£). Pfipomertime, Ze dis-
tribu¢ni funkce F'(§) je neklesajici funkce s limitami F(—oo) = 0 a F'(c0) = 1.
Distribucni funkce z Pfikladu 3.2 a 3.4 jsou na Obr. 4.

() [ ‘ F(6)

& & ¢ q q+tk §

Obr. 4. Distribuéni funkce F' miry ,cimbufi“ a distribu¢ni funkce , pily*“.

| —

St¥edni hodnotu ndhodné veli¢iny v i slozeni ®(v) lze pomoci distribu¢ni funkce
F (&) ndhodné veli¢iny v vyjadrit ve tvaru Stieltjesova integralu

B(v) = / €AF(E)  a  B@W) = / B(6) dF ().

Pfipomenime stru¢né pojem Stieltjesova integralu. Bud D = {&o,&1,...,&m},
kde a = & < & < -+ < &, = b, déleni intervalu I = (a,b) a body {c1,...,cm}
spliujici ¢; € (§-1,&;) body tohoto déleni. Potom pro funkce f,g: I — R vyraz

m

fag7D C Zf CZ 1 g(gi—l))
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nazveme integralnim sou¢tem. Pokud pfi zjemiiovani déleni | D| — 0 existuje limita
sou¢ttt S(f, g, D, c) nezavisld na vybéru déleni D a bodi ¢;, tuto limitu nazveme
Riemann-Stieltjesovym integralem funkce f podle funkce g pies (a, b) a zapisujeme

b
/ £(6) dg(€)

Integral existuje, pokud funkce f je spojitd a g ma konecnou variaci. Pokud funkce
g ma derivaci ¢’, 1ze Stieltjesiiv integral prepsat na integral

b b
/ £(6) dg(¢) = / £(6) g6)d

Tento Riemann-Stieltjestv integral 1ze zobecnit na Lebesgue-Stieltjestiv integral.
Vratme se jesté k piikladu s posloupnosti funkei u, () = sin(nx).
Piiklad 3.5. V piipadé u,(x) = sin(nz) je limitou posloupnosti {u,} soubor

Youngovych mér (ndhodnych veli¢in) v(x) = v nezdvisly na x. Miru v lze popsat
hustotou pravdépodobnosti

1 —
f(@:{”ﬂ po it
0 jinde,

nebo distribuéni funkci
pro § < —1,
arcsin(€) + 3 pro -1 <¢ <1,
pro £ > 1.

F(&) =

== O

Pro spojitou ® pak posloupnost ®(sin(nz)) slabé konverguje ke konstantni funkci

/11 O 1_52 a - / d(L avesin(¢) + 1) .

Dosud ve vSech pfikladech vystupovaly funkce u,, ,stejnomérné“ slabé konver-
gujici ke konstantni funkci. V pripadé, kdy periodické funkce u,, maji ,proménlivou
amplitudu“ a pripadné slabé konverguji k nenulové funkci, naptiklad

un(x) = p(nz)g(z) + h(z),

potom limitou u*(z) je soubor mér {v(z) | = € Q} s parametrem = € , kdy
pro riznd z jsou rizné i miry v(x) s parametrem x, které jsou charakterizované
distribuénimi funkcemi F'(x,§) s parametrem z definované pro £ € R a x € Q.

3.5. Souhrn Feseni problému slozené funkce

V piipadé spojité funkce ® na posloupnosti {u,} omezené v L>°(f) a slabé-x
konvergujici, 1ze problém (1.1) Fesit tim, Ze za limitu posloupnosti u, (z) vezmeme
soubor Youngovych mér v(x) s parametrem z € .

Poznamenejme, Ze v pfipadé, kdy wu, (x) silné konverguje k hodnoté u*(z), mira
v(z) je tzv. Diracova mira §,«(,) soustfedéna v u*(x), tj. ndhodna veli¢ina v(x)
nabyva jen jedné hodnoty u*(x), a tedy neni ndhodné.
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V pripadé, kdy u,, konverguji jenom slabé-x, limita ve tvaru souboru Youngo-
vych mér nemusi existovat. Pokud existuje, distribué¢ni funkce F'(x,&) miry v(x)
pro limitu posloupnosti {u,} v bodé z je ddna limitou

F(z,¢) = lim < lim Lm({t €E(z—Az+A) |uy(t) < 5})) .

A=0 \ n—oo 2A

Pro omezenou slabé-x konvergujici posloupnost u,, vSak existuje podposloupnost,
ktera uz limitu ma. Nasledujici véta je proto velmi dulezita pro aplikace:

Véta 3.6. Kazdd omezend posloupnost {u,} v L>°(Q) obsahuje podposloupnost
{un'} a soubor mér {v(x)}req s distribucni funkci F(x,£) takovy, Ze pro kaZdou
spojitou funkci ® plati

(un(x)) konverguje v L>(Q) slabé-x k funkci f(x) = [; ®(§) d(F(x,£)).

Reseni problému slozené funkce lze charakterizovat nasledujicim tvrzenim:

Véta 3.7. Pokud posloupnost {u,} md limitu ve tvaru souboru Youngovijch
meér v(x), potom platl:  lim, o (u,) = E(®(v)).

4. SOUCIN SLABE KONVERGENTNICH POSLOUPNOST{

Pro silné konvergujici posloupnosti plati implikace:
Up = U, Uy =V = Up U, — UV,

a tudiz také [, unv,dz — [, u*v* dz. Implikace plati také v pripadé, Ze jedna
z konvergenci je slaba:

Uy U, v, =V = u,v, —uvt.
V ptipadé, kdy obé konvergence jsou jenom slabé, nasledujici implikace neplati:
U, =~ u*, v, v = u,v, ~uv. (4.1)
Naptiklad pro u,(z) = sin(nz) a v,(z) = sin(nz) obé posloupnosti konverguji
slabé k nulové funkci u,, — 0, v,, — 0, ale jejich soucin konverguje slabé
U (2) vn (2) = sin®(nz) = 1 [1 — cos(2nz)]
ke konstantni funkci %, kterd se 1isi od souéinu limit w,, v,,.

Limita ve tvaru souboru Youngovych mér nestaci, viz néasledujici ptiklad:

Piiklad 4.1. Uvazujme posloupnosti u,(z) = sin(nz) a v,(z) = sin(nr — «).
Obé posloupnosti slabé konverguji k nule, jejich soucin vsak slabé konverguje

U () vp (2) = sin(nz) sin(nz — a) = 1 [cos(a) — cos(2nz — )] — 3 cos(a).
Obé posloupnosti u,(x) = sin(nz) a v,(r) = sin(nz — «) maji stejnou limitu ve
tvaru Youngovych mér v(z), a pFitom souéin w,v,, slabé konverguje ke konstanté
1 cos(a), ktera miize nabyvat libovolnou hodnotu z intervalu (—1, 1). Proto limita
ve tvaru Youngovych mér nedokéze urcit limitu soucinu. Zalezi totiZ nejen na
lokalnim chovani obou funkci u,, a v,, ale i na jejich vzajemném ,sfazovani“.

Resenim problému je tzv. dvojskalova limita. Upfesnéme si nékteré pojmy.
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4.1. Periodické funkce se zmensujici se periodou

Zékladni periodou Y bude v pfipadé N = 1 interval (0,%), pro N = 2 obdélnik
(0,7;) x (0,75), obecné Y = (0,7;) x --- x (0,9 ), pFicemz g, > 0.

Zakladni periodu Y bereme ,polouzavienou®, abychom posunutim o celo¢iselné
nasobky rozmért periody ky = (k1%q,...,knUy), kde (ki,...,ky) = k € ZV,
dostali periody Yy =Y +ky = {y+k7y | y € Y}, které tvoii rozklad prostoru R,
tzv. ,dlazdéni“, tj. buiiky Y% jsou navzéjem disjunktni a jejich sjednoceni |, c v Ya
dava cely prostor RYV. Mira (objem) periody Y je m(Y) =7, - - - Jn-

Pro e > 0 e-skdlovanou periodu Y ozna¢me Y° = (0,e7;) X -+ x (0,eqy)
a Skalovanou periodu posunutou o ek oznacme Y. Skalované posunuté periody
{Y¢ |k € ZV} tvoii opét rozklad prostoru RY.

Funkci a(y) definovanou na RY nazveme Y-periodickou, jestlize je periodicka
s velikosti periody ¥, v kazdé proménné y;, tj.

a(yl + klm; <o YN T+ kNyN) = a(yla s 7yN) vy € RNa vk e ZN' (42)

Pokud funkce a méa dal$i proménné, nap¥. z, budeme Fikat, ze funkce a(z,y) je
Y -periodicka v y.

Budeme se zabyvat posloupnosti funkci se zmensujici se periodou. Bud Q ome-
zend oblast s ,rozumnou” hranici. Pro Y-periodickou funkci a(y) a € > 0 vztah

u(oc):a(f)Eu(ﬂ7...,x—]\f)7 LAY (4.3)

S 9 9

definuje Y¢-periodickou funkci na . Posloupnost malych éisel £ = {e1,e2,€3,...}
klesajicich k nule budeme nazyvat skalou. Pro skidlu £ potom vztah

T

un(x) =a () , TEQ, (4.4)

En

definuje posloupnost funkei {u,} se zmensujici se periodou.

4.2. Klasicka definice dvojskalové konvergence

Ve dvojskélové konvergenci limita posloupnosti u, (z) jedné N-tice proménnych x
m4 za limitu funkei ug(x, y) dvou N-tic proménnych, kde x € Q a y € Y, pFicemz
prvni popisuje ,,globalni“ a druha proménné lokalni chovani funkci wu,,.

Definice 4.2. Bud € skila a {u,} omezend posloupnost funkci v L? (). Potom
{un} konverguje (slabé) dvojskdlové k limité ug(x,y) v LP () vzhledem ke kdle &,
jestlize pro kazdou funkci ¢(z,y) spojitou na € x Y a Y-periodickou v y plati

/Qun(x)go(x, i) dz —» ﬁ/ﬂ (/Yuo(x,y)ap(x,y)dgadx. (4.5)

Pozndmka 4.3. Definice ,kontroluje* konvergenci funkci u,, pomoci testovaci
funkce ¢, kterd je Y-periodicka v proménné y, pfi¢emz pro kazdé u,, ji &,,-,,Skaluje®.
Bere pfitom hodnoty ¢ v bodech (z, 2/, ), které tvoii mnozinu miry nula v 2 x Y.
Proto testovaci funkce ¢ nemiize byt z LP(2 x Y), musi byt alespoii ,trochu
spojita. Na druhou stranu dvojskalova limita ug je jenom z LP(Q2 xY'), a nemiizeme
ji proto pouzit jako testovaci funkci.



38 J. FRANCU

Vedle této (slabé) dvojskdlové konvergence je nutno zavést silnou dvojskalovou
konvergenci, kterd predpokldda konvergenci (4.5) a vyzaduje navic rovnost norem

(4.6)

nh~>nolo Huan%Q ’ m(Y) = ||U()| PIXY

Uvedme proto alternativni definici dvojskélové konvergence zaloZenou na roz-
vinuti. Tato ekvivalentni definice pfirozené definuje slabou i silnou dvojskalovou
konvergenci, je nazornéjsi a zjednodusuje diikazy tvrzeni.

4.3. Rozvinuti funkce

Kazdé ¢islo y € R lze rozdélit na celou ¢ast [y] a necelou ¢ast {y} nasledujicim
vztahem: y = [y] + {y}, kde [y] € Z a 0 < {y} < L.

Tento pojem rozsiiime na RY vzhledem k periodé Y a rozklad RV na disjunktni
posunuté periody Yy, tj.RY = |J{Y% | k € ZV}. Kazdy bod y € RY rozlozime
y = [yly + {y}y, kde [y]y je posunuti k7 periody Yy, ve které se bod y nachézi,
a {y}y je relativni poloha bodu y vzhledem k periods Yy, tj. {y}y =y—[y]ly € Y.

kyz

Y11

Y0,

)

{y}y

Y1,

Y(2,1)

Y(s,1)

Y10

0

lyly

Y0

Y(2,0)

Y(3,0)

Y1

Obr. 5. Rozklad bodu y na ,celou“ ¢ast [y]y (bod) a ,necelou® éast {y}y (vektor).

Definujme zobrazeni 7¢(z,y) = ¢ [g] + ey, které kazdému bodu (z,y) € A x Y
pritadi bod 7¢(z,y) v mnozing Q

“(z.y) =< |2] 4.7

(ey) =< | 2] +ev. (4.7)

V tomto zobrazeni celd ,usecka® {(z,y) | € €Y} se zobrazi do jednoho bodu
v periodé Y}, viz Obr. 6 pro jednorozmérny pfipad. Na obrazku je vidét, zZe ¢im

Obr. 6. Zobrazeni 7° z Q x Y do Q.

#Vetsi“ y € Y, tim se zobrazi ,,dal“ od ,levého konce“ periody Y.
R
Yy
QxY

Y

0 | z
‘ ‘ ‘ ‘ Q =
0 Y ey YE 2y Ys 3ey  YE  dey
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Zobrazeni umozni funkci v proménné x ptifadit funkci 2° proménnych (z,y):
- x
u(z,y) = u(t®(z,y)) =u (s [g} ; + sy) . (4.8)

Pozndmka 4.4. Uvedené rozvinuti 1ze pouzit bez problému pro oblasti €2, pro
které hranice €2 probihé jen po hranicich Y;7, tedy €2 obsahuje pouze ,,celé“ periody
Y. V piipadé, kdy € obsahuje ,necelé“ periody, v téchto hrani¢nich necelych
periodach funkce u° neni viude definovana. Tento problém néktefi autori fesi tim,
ze v téchto necelych periodach davaji nulu, lepSim feSenim je identické zobrazeni,
tj. v necelych periodéch polozime jednoduse @¢(z,y) = u(x). Potom plati velmi
dilezita rovnost

u®(z,y)dedy = m(Y) / u(z) dz, (4.9)
Qxy Q
tj. yrozvinuti“ zachovava (az na ndsobek m(Y')) integrél a tim i normu.

4.4. Definice dvojskalové konvergence zaloZena na rozvinuti
Definice 4.5. Bud {u,,} posloupnost v LP(Q) a & $kila. Rekneme, 7e
e posloupnost u, (z) slabé dvojskalové konverguje k limité ug(z,y), pokud
uzr(z,y) slabé konverguji k wo(x,y) v LP(QxY),
(

e posloupnost u,(z) silné dvojskalové konverguje k limité ug(z,y), pokud

uir(x,y) (silng) konverguji k wo(z,y) v LP(2 xY).

V pripadé p = co bereme slabou-* konvergenci.

Priklad 4.6. Budte f a g skoro vSude omezené métitelné funkce v omezené
oblasti , viz Piiklad 3.9 v [11]. Potom w,(xz) = f(x)sin(nz) + g(z) definuje
posloupnost funkci omezenou v kazdém LP(2), ktera

e konverguje slabé k u*(z) = g(x) v kazdém LP(Q), p € (1,00) a slabé-x
v L>(Q).

e konverguje dvojskalové slabé i silné vzhledem ke skéle {%} k limité
uo(z,y) = f(x)sin(y)+g(z) prop € (1,00) — lokalni chovéni je zachyceno
v proménné y.

e slabou limitu lze spocitat z dvojskalové limity

u(z) = ﬁ Jy wo(z,y) dy.

e Pokud zmenSovéni periody Y:  funkei w, neni ,v souladu® (v rezonanci) se
skalou &, naptiklad vzhledem ke skale {%\/ﬁ}, potom u,, konverguji jenom
dvojskélové slabé k ug(z, y) = g(x). V tomto pfipadé limita ug(x, y) nezévisi
na y a lokalni chovani u,, se nezachovalo ani ve dvojskalové limiteé.

Pro ilustraci definice uvedme grafy rozvinuti konkrétni funkce.

Priklad 4.7. Uvazujme funkc2e un(z) = f(x) (%) + g(x), kde f(z) = £ + 25,
o(y) =sin(2my), g(z) = £+ % — L. Ukédzeme, jak rozvinuti ,transformuje* funkce
U, pro prvni tii e,: 61 = %, €9 = i acgg = %. Na Obr. 7-10 je vidét, jak rozvinuté
funkce uS» konverguji k dvojskélové limité wug(z, y).
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4.5. Vysledky o dvojskalové konvergenci dulezité pro aplikace

Véta 4.8. (KOMPAKTNOST) Pro kaZdou posloupnost {u,} omezenou v LP()
(1 <p<oo)askdlu €= {e,} existuje funkce ug € LP(Q xY') a podposloupnost
{un'} konvergujici slabé dvojskdlove v LP(Q2) k limité ug vzhledem k ,podskdle*

E={ep}C €.

Dtikaz tvrzeni plyne ze skutecnosti, ze diky (4.9) rozvinutim funkci w,, dosta-
neme opét posloupnost ué" stejné omezenou v LP(2 x Y') a klasicky vysledek
o kompaktnosti mnozin v Lebesgueové prostoru LP(Q x Y') dava tvrzeni.

Podle Véty 2.1 soucin posloupnosti u, omezené v LP(Q2) a posloupnosti v,
omezené v LI(Q) tvofi posloupnost u, v, omezenou v L"(Q), kde % + % =L
Mizeme proto formulovat vétu o limitnim pfechodu.

Véta 4.9. Necht pro exponenty p,q,r € (1,00) plati % + % = % Jestlize

o u, silné dvojskdlové konverguje k ug v LP(Q),
e v, slabé dvojskdlové konverguje k vy v L1(Q),
potom plati
o u, vy, slabé dvojskdlovée konverguje k ugvg v L™(Q2) a
 u, v, slabé v L(Q) konverguje k m(Y)™! [, uo(-,y) vo(-, y) dy,
pricemz v pripadé r = oo jde o slabou-x konvergenci v L™ ().

Dtikaz véty plyne z vlastnosti silné a slabé konvergence v prostorech LP(Q2 x Y).
Ozna¢me U,, = uSr a V,, = v5». Podle predpokladu véty U,, — ug a V,, — vo. Bud
f € L™(Q x Y) reprezentujici funkciondl F na L"(2 x Y'). Ve vyrazu

/ S (Un Viy—ugvg) dz dy = / F(Un—u0)Vy dmdy+/ Fuo(Vy,—vo) dz dy
QxY QxY QxY

prvni ¢len na pravé strané konverguje k nule, protoze ||U,, — ugll, — 0 a |V,,||4 je
omezena. Druhy ¢len jde také k nule, protoze fug reprezentuje funkcional na slabé
konvergentni posloupnosti (V;, —vg) — 0 v LI(2 x Y).

5. VYUZITI V TEORII HOMOGENIZACE

Vratme se nyni k problému homogenizace. Uvazujme linedrni eliptickou parcidlni
diferencidlni rovnici druhého radu

N
—div(a(z) Vu) = — Z % (a(x)gs) =T, x €, (5.1)
i=1 " ¢

doplnénou vhodnou okrajovou podminkou na hranici I' = 99, naptiklad u|r = 0.
Pro funkci a € L>() splitujici a(z) > a > 0 a f € L*(Q) uveden4 okrajova tloha
mé pravé jedno (tzv. slabé) feseni, viz [10].

Rovnice modeluje ustilené vedeni tepla v desce tvaru €2 izolované na povrchu
(N = 2) nebo v télese (N = 3) zabirajicim objem . Nezndmou u(x) je teplota,
koeficient a(z) popisuje vlastnosti materidlu a f(x) je hustota vykonu vnitfnich
zdroju. Okrajova podminka u = 0 fika, Ze na okraji I' je udrzovana nulovéa teplota.
Rovnice popisuje i diftizi, krouceni tyée, viz napt. [9)].
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5.1. Formulace iilohy homogenizace

P1i homogenizaci zkoumame posloupnost okrajovych tloh pro rovnice s koeficienty
se zmens$ujici se periodou. Bud a(y) navic Y-periodickd funkce. Potom pro kazdé
€ > 0 mame Y *-periodicky koeficient a®(x) = a(%) a tim i rovnici

— div(a¥(z) V) Z@x( ZZ)]”, zeQ, (5.2)

ktera s okrajovou podminkou uf|r =0 tvoii okrajovou tlohu pro feseni u®.
V tzv. slabé formulaci na Sobolevové prostoru Hg () (se skaldrnim soucinem
(u,v) = [o(VuVv)dz je to Hilbertiv prostor) iloha méa tvar:

Najdi funkci u® € H}(Q) splriugici integrdlni identitu

/Z 8x1 o%l /fvdm Yo € Hg(Q). (5.3)

Teorie homogenizace uvazuje skalu & = {e,} — posloupnost zmensujicich se
en — 0, ¢imz dostdvame posloupnost koeficienti {a°"}, posloupnost okrajovych
aloh a nasledné posloupnost feseni {u~}.

Ve slabé formulaci (5.3) se vyskytuje sou¢in dvou posloupnosti: posloupnosti

koeficienti {a°"} a posloupnosti derivaci {Bg;j } a potfebujeme piejit k limité.

5.2. Principialni krok

Principialni krok umozni dvojskalova konvergence. Protoze koeficient a je v L (),
koeficienty a*" (z) = a(Z%) konverguji silné dvojskalové v L*°(2) k dvojskalové li-
mité ag(z,y) = aly) € L>=(Q).

Diky Laxové-Milgramové lemmatu feseni u° lze odhadnout v normé prostoru
H}(Q) konstantou nezavislou na e. Podle Véty o kompaktnim vnoteni z teorie So-
bolevovych prostort, viz napi. [10], existuje funkce u* € Hg(£2) a podposloupnost
{u"} (kterou budeme oznaovat stejné) konvergujici k limité u* slabs v HE(Q)
a silné v L?(Q2). Navic z omezenosti posloupnosti {u°"} v normé H}(Q) plyne

omezenost derivaci wi" = 6“ v normé L?(2) se stejnou konstantou.

Podle Véty 4.8 existuji funkce w? € L?(Q x Y) a podposloupnost takova, ze
En

wi™ konverguji slabé dvojskalové v L?(Q) k w). (5.4)

Lze dokazat, Ze existuje takova funkce u; € LP(2 x Y'), kterd je Y-periodickd v y
a jeji derivace 8“1 L(z,y) jsou v L*(Q x Y), ze limity w; lze vyjadiit ve tvaru

ou* ou
0 0
w; (z,y) = e (z,y) + —ayi (z,y). (5.5)

Funkce a®" a w;" tedy spliuji pfedpoklady Véty 4.9, proto soucin
a*"(x) wi" (z) konverguje slabé dvojskalové v L?(Q) k a(y)w;(z,y). (5.6)

V integralni identité (5.3) nyni mazeme pfijit k limité

al ou* au ov
2: 1
K] dzd —/ vdxdy, Vo € HY(Q). 5.7
/QXY |: Zi 32!@} 8% 4 Qxyf Yy 0( ) ( )
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7 této integralni identity volbou vhodnych testovacich funkci lze odvodit rovnici
pro homogenizované feseni u*, vzorce pro homogenizované koeficienty a dokazat, ze
nejen podposloupnost, ale celd posloupnost {u°" } konverguje k homogenizovanému
feSeni u*, cely diikaz lze najit napf. v [5].

6. ZAVER

Clanek sa zabyval fesenim problémt (1.1) a (1.2) piechodu k limité se slabé kon-
vergentni posloupnosti.

V ptipadé sloZeni posloupnosti u,, se spojitou funkei ® limita ve tvaru souboru
Youngovych mér w*(x) = v(x) umozituje ur¢it limitu ®(u,), viz Véta 3.7. Ne
kazda slabé konvergujici posloupnost ma limitu v tomto tvaru. Véta 3.6 navic
dava jistou kompaktnost, tj.existuje podposloupnost, kterd ma limitu ve tvaru
souboru Youngovych mér.

V pripadé prechodu k limité v sou¢inu dvou slabé konvergentnich posloupnosti
pomohla dvojskalova konvergence. Pomoci Véty 4.9 lze prejit k limité pokud se
nam podafi vhodnou volbou $kély £ = {e} dosdhnout ,souladu“ s jednou po-
sloupnosti, napft. u,, kterd potom bude vzhledem ke skale &£ konvergovat silné
dvojskalové. Pro druhou posloupnost v, stac¢i dokazat jeji omezenost, diky kom-
paktnosti, viz Véta 4.8, pak uz konverguje vybrana podposloupnost dvojskalové
slabé.

Uvedené vysledky umoznuji prejit k limité ve slabé formulaci a fesit tak problém
homogenizace v pripadé periodickych koeficienti.

Problém pfechodu k limité v souc¢inu dvou slabé konvergentnich posloupnosti
zustava otevieny v pripadé, pokud se ndm nepodafi najit skalu, ve které alespon
jedna z posloupnosti konverguje silné dvojskalové.

Na z&vér uvedme, Ze pro pripad homogenizace rovnic s neperiodickymi (napti-
klad kvaziperiodickymi) koeficienty G. Nguetseng nahradil periodi¢nost koeficientii
existenci tzv. homogenizac¢ni algebry a dvojskalovou konvergenci nahradil novou,
tzv. X-konvergenci, viz [13].
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KVATERNIONOVE ALGEBRY S PROGRAMEM SAGE

LENKA MACALKOVA

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku si klademe za cil sezndmit ¢tenafe s vyuzitim systému
SAGE v souvislosti s vypoéty na kvaternionovych algebrach. Prvni ¢ast je zaméfena
na praci s prvky kvaternionové algebry, ve druhé ¢asti se vénujeme idedliim a fadim
kvaternionovych algeber.

Uvop

V prvni ¢asti ¢lanku se sezndmime se systémem pocitacové algebry SAGE. Poté
se budeme vénovat prikladim, ve kterych pouzijeme SAGE v souvislosti s kva-
ternionovymi algebrami. Ve druhé ¢asti pak uvedeme definice idedlu a fadu kva-
ternionové algebry. Déle se zabyvame pojmem diskriminantu a maximalniho fadu
kvaternionové algebry.

1. SEZNAMENI SE SYSTEMEM SAGE

SAGE je open-source systém pocitacové algebry, ktery je vytvoreny v programova-
cim jazyce Python. Je k dispozici pro vsechny platformy a je mozné jej stahnout na
http://www.sagemath.org/, nebo lze vyuzit online rozhrani (pfistupné na stejné
adrese).

Nyni se lehce sezndmime s ovladanim. Rédek s pitkazem bude vzdy zac¢inat
Hsage:“

sage: 3—2+45+3—7/3
41/3

sage: cos(pi/2)
0

7Z prikladu je vidét, ze zakladni matematické operace a funkce neni slozité za-
psat. My se v tomto ¢ldnku zaméfime na pouziti SAGE v souvislosti s kvaternio-
novymi algebrami.

Zacneme tim, Ze si pfipomeneme definici kvaternionové algebry. V celém textu
budeme pracovat s télesem, jehoz charakteristika neni dva.

2010 MSC. Priméarni 11R52, 11-04.

Klicova slova. Kvaternionova algebra, SAGE, ideal, fad.

Prace byla podporovana projektem A-Math-Net — Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Definice 1.1. Kwaternionovou algebrou A nad télesem F rozumime vektorovy
prostor dimenze Ctyfi s bazovymi vektory 1,4, j, k, kde neutralnim prvkem vzhle-
dem k operaci nasobeni na A je 1 a dale plati, Ze

752:0/7 j2:b7 Zj:—jZ:k,
kde a,b € F*.

Pozndmka 1.2. Pro téleso F' s charakteristikou dva je definice kvaternionové
algebry shodnd aZ na zavedeni operace nasobeni. Ta je v tomto pfipadé definovana
nasledovné:

PP+i=a, j§j*=0b, ij=7(1+1)=k,
kde a € F,b € F*.

Nyni se podivame, jakym zptsobem zadat kvaternionovou algebru v SAGE.
Pod prikazem

sage: A.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ,—1,2)

rozumime: Sestroj kvaternionovou algebru A s bazi 1,4, 7, k, nad télesem racio-
nalnich éisel (tj. QQ), kde a = —1,b = 2. Pokud bychom chtéli kvaternionovou
algebru nad télesem K o dvaceti péti prvcich, kde a = —1,b = 3, zadame

sage: B.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(GF(25,’z’),—1,3)

Symbolem z v piikazu GF (25, ’z’) oznacujeme kofen ireducibilniho polynomu,
podle néjz provadime operaci modulo v télese GF(25).

Uvédomme si, Ze nékteré kvaternionové algebry jsou okruhy s délenim (tj. kazdy
nenulovy prvek mé inverzi), jiné nikoli. Nejznaméjsim piikladem kvaternionové
algebry s délenim jsou Hamiltonovy kvaterniony, coz je kvaternionové algebra nad
realnymi Cisly, kde a = b = —1. Kvaternionovou algebrou, kterd neni okruhem
s délenim (tzn. m4 délitele nuly), je napiiklad kvaternionova algebra nad redlnymi
Cisly, kde a = 1, b = —1. Zde je délitelem nuly prvek 1+, nebot (1+44)(1—14) = 0.
Pokud bychom chtéli védét, zda je dana kvaternionova algebra nad nekoneénym
télesem okruhem s délenim, mtizeme pouzit funkci is_division_algebra(). SAGE
vrati True v kladném pripadé, v opa¢ném vrati False:

sage: B.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(GF(25, 'z’), —1,3)
sage: B.is_division_algebra()
False
sage: A.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ, —1,3)
sage: A.is_division_algebral()
True

Podobnou booleovskou funkci je napfiklad funkce is_finite() nebo funkce
is_integral domain(). Z jejich nazvu si ¢tenar jisté snadno pochopi, k ¢emu tyto
funkce slouzi. Nabizi se otazka, jak probihaji operace s prvky z kvaternionovych
algeber. Pro pfiklad maZeme najit dva ndhodné prvky x,y z algebry A a spocitat
jejich soucin a soucet:
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sage: A.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ, —1,3)
sage: x=A.random _element/()
sage: X
—1 + 4xii + jj + 1/3xkk
sage: y=A.random_element()

sage: y
15/2 + 1/18*ii — 2%jj
sage: X+y
13/2 + 73/18xii — jj + 1/3xkk
sage: Xxy

41/18 + 599/18xii + 257/27xjj — 50,/9xkk

Pro kvaterninovou algebru A a kazdy jeji prvek © = ag + a1i + asj + azk
definujeme stopu Tr(z) a normu N(zx) jako

Tr(z) = 2a9, N(x) = a} — ala — a3b+ a3ab.

Funkce reduced norm() a reduced_trace() slouzi pro vypocet normy a stopy
prvku. Spocitejme tedy pro ukadzku normu a stopu prvku x uvedeného vyse:

sage: x.reduced_norm()
203/9

sage: x.reduced_trace()
-2

2. RADY KVATERNIONOVYCH ALGEBER

Pfed tim, nez uvedeme dalsi pfiklady pouziti programu SAGE, zavedeme pojem
tfadu kvaternionové algebry. V této Casti budeme uvazovat Dedekindtv okruh R
a jeho podilové téleso K.

Definice 2.1. Méjme vektorovy prostor V nad télesem K. R-miizkou nad V
rozumime konec¢né generovany R-modul obsazeny ve V. Mrizka L je upind, jestlize
K®rL~V.

Definice 2.2. Necht A je kvaternionové algebra nad K. Libovolnou tplnou
R-mfizku nazveme idedlem. Je-li takova miizka navic okruhem, tak ji nazyvame
radem.

Definice 2.3. Necht I je ideal kvaternionové algebry A, pak levgm Tddem idedlu
I nazyvame mnozinu

O(I) ={a € Alal C I}.
Pravy 1dd idealu I analogicky definujeme jako

O,(I)={a€ Alla C I}.

Pro préci s idedly a fady kvaternionovych algeber slouzi v SAGE nékteré funkce.
Tyto funkce mtizeme pouzit pouze pro kvaternionové algebry nad racionalnimi
Cisly. Za¢neme s funkci ideal (), kterd vraci idedl s danymi generatory nad Z.
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Funkce basis (), kterd je pouzita v nasledujicim ptikladu, vraci bazi. V nésledu-
jicim prikladu zadame ideal I pomoci baze a to tak, ze kazdy prvek baze I je
trojnasobkem prvku béze A.

sage: A=QuaternionAlgebra(QQ,—1,—13)
sage: [=A.ideal([3xa for a in A.basis()])
sage:1

Fractional ideal (3, 3%i,3xj, 3xk)

Pokud bychom chtéli zjistit, zda je dand mnozina idealem, stac¢i pri zadavani
idealu pridat argument check=False, napft.

Aideal([4*a for a in A.basis()], check=False)}

R4d kvaternionové algebry miizeme zadat stejnym zptisobem jako ideal, jen misto
funkce ideal () vyuzijeme funkce quaternion_order (). Pokud budeme chtit zkon-
trolovat, zda se jednd o Fad, miZeme opét pouZit check=False. SAGE nabizi
i funkce left_order() a right_order() pro praci s levymi a pravymi fady pro
dany ideal I. Pro ukazku spocteme levy fad idealu z predchoziho ptipadu.

sage: A=QuaternionAlgebra(QQ,—1,—13)
sage: Q=A.quaternion_order([1,2xi,2xj,2xk]) sage: Q
Order of Quaternion Algebra (—1, —13) with base ring Rational
Field with basis (1, 2%, 2xj, 2xk)
sage: Lleft_order()
Order of Quaternion Algebra (—1, —13) with base ring Rational
Field with basis (1, i, j, k)

V souvislosti s fady kvaternionovych algeber je tfeba zminit také maximéalni
rady.

Definice 2.4. Mazimdlnim tddem O kvaternionové algebry A, rozumime ta-
kovy ¥ad, Ze neexistuje zaddny fad O’ s vlastnosti O Cc O’ C A.

Véta 2.5. Kazdy vad kvaternionové algebry je podrddem néjakého mazimdlniho
radu.

Bohuzel v souc¢asné dobé nemame algoritmus, podle kterého bychom byli schopni
rychle uréit maximalni ¥ady kvaternionovych algeber. SAGE je schopen vypodi-
tat maximalni fad pouze v pripadé, kdy se jedna o kvaternionovou algebru nad Q,
kterd ma prvociselny diskriminant. Tomuto pojmu se budeme nyni kratce vénovat.

Nejprve sezndmime ¢tenafe s pojmem p-adické metriky a p-adickjch ¢isel.

Definice 2.6. Mé&jme n € Z a p je prvocislo. Symbolem v,(n) budeme oznaco-
vat nejvétsi a € Z, pro které plati p®|n. Pro racionélni ¢islo v zakladnim tvaru o
polozme v, () = vp(m) — vp(n).
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Definice 2.7. Mé&jme prvocislo p. Pro libovolné r € Q v zékladnim tvaru
definujme p-adickou normu |r|, tak, ze |r|, = p~*»(") pro r # 0 a |r|, = 0 pro
r=0.

S pomoci p-adické normy lze na racionalnich ¢islech zavést tzv. p-adickou me-
triku o, tak, ze pro kazda dvé raciondlni ¢isla x,y je jejich vzddlenost v p-adické
metrice g,(z,y) = | —y|p. Pokud provedeme ztplnéni racionalnich ¢isel vzhledem
k této metrice, dostavame tzv. p-adickd cisla Qp, tedy v zavislosti na volbé prvo-
¢isla 2-adicka, 3-adicka, ...Lze dokazat, Zze p-adicka ¢isla tvori téleso. V pripadé
zédjmu si dovolujeme ¢tendfe odkazat na [2].

Definice 2.8. Mé&jme a,b € K. Hilbertovym symbolem vzhledem k télesu K
rozumime
1, rovhnice az? + by? = 22 mé nenulové fefeni v K
(a,b) = .
—1, jinak

Hilbertav symbol v télese Q, budeme znait (a, b),.

Definice 2.9. Mé&jme kvaternionovou algebru A nad @, kde i = a, j2 = b.
Ozna¢me X mnozinu vSech prvoéisel, kdy (a,b), = —1. Pak diskriminantem d
kvaternionové algebry, rozumime vyraz

dsz.

Nyni se vratime k vypoctim v systému SAGE. Pro vypocet Hilbertova symbolu
(a,b), lze pouzit funkci hilbert_symbol() s parametry a,b,p. Pokud bychom
chtéli zjistit vSechna prvocisla, kterd se ve vypoctu diskriminantu vyskytuji, vyu-
zijeme funkce ramified primes(). Pro samotny vypocet diskriminantu pak slouzi
funkce discriminant ().

sage: A=QuaternionAlgebra(QQ,—5,—13)
sage: hilbert_symbol(—5,—13,2)

-1
sage: hilbert_symbol(—5,—13,11)

1

sage: A.ramified_primes()

[2,5,13]
sage: A.discriminant()

130

Nyni se vratime zpét k maximéalnimu fadu. Jak uz bylo feceno, SAGE vypodcita
maximalni fad pouze pro kvaterninovou algebru nad Q s prvociselnym diskrimi-
nantem. V prvni pfipadé ukdzeme vypocet na Hamiltonovych kvaternionech. Jejim
maximalnim fadem jsou tzv. Hurwitzovy kvaterniony.
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sage: A.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ,—1,—1)
sage: A.discriminant()
2
sage: A.maximal_order()
Order of Quaternion Algebra (—1, —1) with base ring Rational
Field with basis (1/2 + 1/2« + 1/24j + 1/2+k, i, j, k)
sage: B.<i,j,k>=QuaternionAlgebra(QQ,—7,—11) sage: B.discriminant()
7
B.maximal order()
Order of Quaternion Algebra (—7, —11) with base ring Rational
Field with basis (1/2 + 1/2xj, 1/2x1 + 1/2xk, j, k)

SAGE obsahuje jesté mnoho dalsich funkci, které 1ze pouzit pfi zkouméni vlast-
nosti kvaternionovych algeber, jsou viak vysoce nad ramec tohoto textu. Ctenéfe
proto odkazeme na referen¢éni manudl, ktery najde na strankach [3].
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JAK MOHL FERMAT UVAZOVAT

LADISLAV KOCANDA

ABSTRAKT. Clanek je rozdélen na dvé ¢asti. Vprvni ¢asti dokdZzeme, Ze pro zadna
pfirozena cisla x,y,z a n, kde n > 3, neplati rovnost zn 4+ yn = zn. Kdikazu
nepouzijeme pfimo ¢isla x,y, z ale jejich rozklad na ¢isla v,d a p, pro ktera plati:

na které je vprvni ¢asti odkazovano.

1. Uvop

Pierre de Fermat (1601-1665) zanechal pfed t¥ista ¢tyficeti osmi léty ve své po-
zustalosti jistou Diofantovu knihu, v niZ poznamenéva, ze pro zaddna pfirozena
¢isla x,y,z a n, kde n > 3, neplati rovnost =™ + y™ = z". Pro vice informaci je
mozné nahlédnout do literatury [1, 2, 3, 4].

Vztah 2™ 4 y™ = 2" funguje bez problému v oboru pfirozenych ¢isel pro n =1
a s pouzitim vzorct i pro n = 2. Uvazujme o tom, co se zménilo, kdyz za n zvolime
¢islo liché vétsi nebo rovno 3.

2. DUKAZ VELKE FERMATOVY VETY

Ze vztahu " + y” = 2" je patrné, ze z < z a y < z, a proto musi existovat
prirozené Cislo v takové, ze z = x + v, a prirozené Cislo d takové, ze z = y + d.

Lze dokazat, ze existuje prirozené c¢islo p takové, ze x +y = z + p. Nahradime-li
ve vztahu x + y = z + p Cislo z, pak

rt+y=z+p=x+v+p,

tedyy=p4+vazxr+y=y+d-+p,ztohox=p+d.

Pii nahrazeni ¢isel  a y plati (p+d)+ (p+v) =2+p,atedy z=p+d+o.
Plati-li pro pfirozena c¢isla x,y, z a n vztah 2™ +y™ = 2", pak platii y" = 2" — 2",
tedy y™ = (zz) - G, kde G je ¢islo pfirozené. Polozime-li z — 2 = v, lze dokézat, Ze
ze vztahu y™ = v - G bude v; = ged(y, v). Dale, plati-li pro pfirozend éisla z,y, z
a n, vztah o™ + y™ = 2", pak plati i 2™ = 2z"y", a tedy 2" = (zy) - W, kde W
je Cislo pfirozené. Polozime-li z — y = d, pak ze vztahu z" = d - W, dostavame
dy = ged(z, d). Ze vztahu v1 = ged(y, v) je

y=v1-glav=uv-go,

2010 MSC. Primarni 11D41.
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kde ged(g1,92) = 1, a ze vztahu dy = ged(z, d) vyplyva, ze
x:d1~w1 ad:d1~w27

kde ged(wy,w2) = 1. Protoze p = yv, je p = v1 - (g1 — g2) ap = . —d je
p=d; - (w1 —w) a plati, Ze

U1 - (91 - 92) =dy - (wl - ’LU2)-
Protoze vy a d; jsou ¢isla nesoudélnd (v opa¢ném piipadé by byla soudélnd i ¢isla
x,y, 2), plati, Ze v1 = (w1 —wa) a dy = (g1 — g2), tedy p = vy - dy.

Nyni se vratme k otdzce, co by se zménilo, pokud by ¢&islo n bylo v&tsi nebo
rovno 3, a hlavné, kdyz n bude liché. Méjme tedy n cislo liché vétsi nebo rovno
tfem. Jestlize pro pfirozend nesoudélné ¢isla x, y, z plati 2™ = 2™ 4+ y™, pak plati,
7e 2" = (x +y) - U, kde U je ¢&islo ptirozené, tedy 23 = ged((z + y),2). Pak
z=2z1-u1 a(r+y) =2 -us. Protoze x +y = z + p, musi platit z +p = 21 - us. Z
predchoziho plyne, Ze 21 - u; + vy - dy = 21 - ug a nasledné vy - dy = 21 - ug — 21 - Uy
awvy-dy = z1 - (ug —uy). Z tohoto zapisu ale vyplyvd, ze bud v; nebo d; musi
byt soudélné s ¢islem z;. Tedy pro n > 2 liché budou c¢isla vy,d;, 21 soudélna
a tim budou soudélné i ¢isla x,y, 2. Z toho plyne zavér, ze neexistuji prirozena
nesoudélna cisla x,y, z a liché ¢islo n > 2, pro néz plati " + y" = 2™.

Zde dokazeme dvé véty, na které je v textu odkazovano.

Véta 2.1. Plati-li pro prirozend nesoudélnd cisla vztah x™ 4+ y™ = 2", pak
ezistuje prirozené€ cislo p takove, Ze plati x +y = z + p.

Dikaz. Podivejme se, v jakém vztahu jsou pfirozena ¢isla x4y a ¢islo z. Pokud
by z+y < z, pak pron > 1 plati (z+y)" < 2" . Tedy 2" +na" ly+...+y" < 2"
az”+nx" ly+...+9y" — 2" <0. Protoze 2" +y"2" =0 a na" ly+...nxy" !
je kladné, dojdeme ke sporu. Kdyz tedy « + y > z, pak existuje pfirozené cislo p
takové, ze x +y = z + p. O

Pozndmka 2.2. Pokud ve vztahu 2" 4+ y™ = 2" jen =1, pak x +y = 2, a tedy
p=0.

Véta 2.3. Plati-li pro prirozend nesoudélnd ¢isla x,y, z an > 1 vztah ™ +y™ =
2", pak ze vztahu x+y = z+p je &islo p = v1-dy, kde v1 = ged(y,v) ady = ged(x, d)
prize =v az—1y=d.

Dtikaz rozdélime na dvé ¢asti.

Véta 2.4. Plati-li gcd((g1—g2), (w1—w2)) =1 aged(x,y,2) =1, pakp = v1-ds.

Diikaz. K dikazu pouzijeme znadmou vétu: Jestlize b|ay -by a je-li ged(b,a1) =1,
pak blb;.

Necht ged((g1 — g2), (w1 — we)) = 1 ve vztahu vy - (g1 — g2) = d1 - (w1 — wa),
kdy (91 — g2)ld1 - (w1 — w2), Pii ged((g1 — g2), (w1 — w2)) = 1 je (91 — g2)|da,
tedy di = k- (91 — g2). Po dosazeni v1 - (g1 — g2) = k- (91 — g2) - (w1 — w2) je
vy = k- (w1 — we), pak dostavame

x = dy-w =k (91— g2) wi,
= Ul'g1=k'(w1—w2)'91,
z = v+v=Fk-(91—92) w1+ k- (w—wp)- g2 =

= k-((91 —92) w1 + (w1 —w2) - g2).
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Zavér: Bude-li k > 1, pak ¢isla x, y, z jsou soudélné. Pii k = 1 jsou déisla x,y, 2
nesoud€lna, jak bylo pozadovano. Tedy plati, Ze je-li dy = g1 — g2 a v1 = w1 — wa,
pak dostavame p = vy - dy. O

Véta 2.5. Prirozend cisla x,y, z jsou nesoudélnd prave tehdy, kdyZ p = vy - d;.
Diikaz. Pro nasobky trojice pfirozenych ¢isel x,y, z, pro ktera plati
ged(z,y,2) =1
zavedme: X =k -z, Y =k -y, Z=k-z kdy ged(X,Y,Z) = k.

1. Dikaz prvni ¢asti véty ,,jestlize ged(x,y, z) = 1, pak p = vy -d1“ provedeme
neptimo. Predpokladejme, ze p = vy - dy - k. Pak

p=uv1-di-k=v1-(g1— g2),

7 toho
1
d1'k=(91—92)adlZ%'(m—gz)-
Déle vy - dy - k = dy - (w1 — w2), pak
1
v1~k=(w1—w2)avlzg-(wl—wg).
Dostavame
1
fzdl'wlzg'(fhfgﬂ'wh X=x-k=(g91—g2)  wi,
1
y:vrgl:E(mfwz)yl, Y=y k= (w—w2)- g1,
a tedy
1
z = 1'+'U:%((91—92)"LU1+(’IU1—’LU2)‘92),
Z = z-k=g1-wi+wz-ga.

Zéavér: Bude-li k > 1, pak jsou X, Y, Z ¢isla soudélna. Aby byla ¢éisla X, Y, Z
nesoudélnd, musi byt k¥ = 1 a plati nase tvrzeni: Jestlize ged(x,y,2) = 1,
pak p = vy - dy.

2. Dukaz druhé ¢asti véty ,,jestlize p = vy -dy, pak ged(z,y, 2) = 1¢, provedeme
opét nepiimo. Jestlize k = ged(X,Y, Z), pak dostdvdme P = vy - d; - k.
Protoze plati:

X+4+Y = Z+P
k-x+k-yk-z = P,
Pak P=Fk-(x4+y—2)=k-p=k-vy-d;. Tedy plati: Jestlize p = v; - dy,
pak ged(z,y,2) = 1.

Zavér: Prirozend Cisla x, ¥y, z jsou nesoudé€lné pravé tehdy, jestlize p =wv1 -dy. O
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3. ZAVER

Dtkaz znamé véty, posléze nazvané Velka Fermatova véta, nebyl v pozustalosti
Pierre de Fermata objeven, ale vime, Ze Fermat nasel dikaz pro n rovno ¢tyfem.
Pro jina cisla ditkaz idajné nehledal. Dovoluji si vyslovit myslenku, ze Pierre de
Fermat objevil podobny jednoduchy dtikaz, ktery predkladdm. Z tohoto dikazu
je patrné, ze plati pro vSechna liché ¢isla vétsi nebo rovné ¢islu 3. Proto vidim
jako logické, ze Fermat musel najit diikaz pro n rovno ¢tyfem, aby jeho dikaz byl
uplny.
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