


Předmluva ke čtvrtému číslu časopisu Kvaternion

Vážení čtenáři, v pořadí již čtvrté číslo časopisu Kvaternion přináší pět zají-
mavých výsledků z různých oblastí matematiky. Hlavním cílem tohoto časopisu je
seznámit čtenáře s moderními matematickými metodami pro řešení problémů růz-
ných oblastí praxe, s konkrétními aplikacemi matematiky a také s problematikou
týkající se vzdělávání v matematice. I toto číslo jistě zaujme odborníky i studenty,
kteří se zabývají různými oblastmi aplikované matematiky, a může tak být moti-
vací pro další výzkumnou práci.
Příspěvky „Navier-Stokesovy rovnice: slabé řešení, jeho jednoznačnost a regu-

laritaÿ (autor Milan Pokorný) a „Hledání Wieferichových prvočíselÿ (autor Petr
Ležák) vycházejí z referátů přednesených na 3. workshopu Aplikovaná matematika,
Horní Bečva, 28. 1.–31. 1. 2013. Tento workshop se konal v rámci projektu AMath-
Net – ”Síť pro transfer znalostí v aplikované matematice” a právě časopis Kva-
ternion je vhodnou platformou pro prezentaci výsledků tohoto projektu. Článek
„Vysvětlení jedné důkazové metody Fermatovy hypotézy užitím teorie dělitelnostiÿ
(autor Ladislav Skula) je reakcí na článek „Jak mohl Fermat uvažovatÿ (autor
Ladislav Kocanda), který byl publikován v časopise Kvaternion 1/2013. Úvod-
ními příspěvky jsou pak odborné články „Elementární důkaz Levinovy-Mayovy
větyÿ (autoři Jan Čermák a Jiří Jánský) a „Variační třídy a zobrazení ve variační
posloupnosti druhého řádu: Explicitní formuleÿ (autor Zbyněk Urban). Jsem pře-
svědčena, že i v tomto čísle najdou čtenáři řadu užitečných poznatků z matematiky
a jejích aplikací a inspiraci pro vlastní odbornou práci.

Brno 2. 1. 2014

Ivana Horová
Ústav matematiky a statistiky
PřF MU Brno
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Abstrakt. Článek se zabývá problematikou lokalizace kořenů polynomu obecného
stupně s obecnými reálnými koeficienty. Vedle vlastního teoretického přínosu je tato
otázka důležitá především v souvislosti s analýzou stability některých diferenciál-
ních a diferenčních rovnic. Hlavním výsledkem článku je originální důkazová metoda,
formulující nutné a postačující podmínky pro to, aby všechny kořeny daného poly-
nomu měly velikost menší než jedna. Tato metoda umožňuje odvodit dosud známé
výsledky efektivněji, než je tomu v případě standardních důkazových postupů. Navíc
je také aplikovatelná i na dosud nezkoumané typy polynomů.

1. Vymezení problematiky

Jednou z významných otázek tradičně diskutovaných v souvislosti s vyšetřováním
polynomu k-tého stupně s reálnými koeficienty

P (λ) = λk + p1λ
k−1 + · · ·+ pk−1λ+ pk , pi ∈ R, (1.1)

je problém lokalizace jeho kořenů. Přesněji vyjádřeno, podstatou problému je for-
mulace podmínek zaručujících, že všech k kořenů polynomu P (λ) leží uvnitř pře-
dem vymezené části komplexní roviny. Tímto problémem se zabývala a dosud
zabývá řada významných matematiků, a to především pro dva typy oblastí: levou
polorovinu v komplexní rovině (tedy množinu všech komplexních čísel se zápornou
reálnou částí) a jednotkový kruh v komplexní rovině (tedy množinu všech kom-
plexních čísel, jejichž velikost je menší než jedna). Přesná znění odpovídajících
problémů jsou pak tato:

Problém 1: Formulujte nutné a postačující podmínky pro parametry polynomu
P (λ) zaručující, že všechny jeho kořeny mají zápornou reálnou část.

Problém 2: Formulujte nutné a postačující podmínky pro parametry polynomu
P (λ) zaručující, že všechny jeho kořeny mají velikost menší než jedna.

Hlavním důvodem, proč jsou významné právě tyto dvě oblasti, je jejich sou-
vislost s analýzou stability lineárních diferenciálních a diferenčních rovnic vyšších
řádů. V další kapitole ukážeme, že otázka optimálních podmínek asymptotické

2010 MSC. Primární 12D10, 39A30.
Klíčová slova. Polynom, lokalizace kořenů, lineární diferenční rovnice, asymptotická stabilita.
Práce byla podporována projektem A-Math-Net – Síť pro transfer znalostí v aplikované ma-

tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).



58 J. ČERMÁK a J. JÁNSKÝ

stability pro tyto typy rovnic je ekvivalentní výše formulovaným problémům, kde
polynom P (λ) hraje roli odpovídajícího charakteristického polynomu.

Odpovědi na oba uvedené problémy jsou známé a spojené se jmény význačných
matematiků. Připomeneme je v jejich klasické podobě.

Věta 1.1 (Routh-Hurwitz). Označme

d(n) =


p1 1 0 0 0 · · · 0
p3 p2 p1 1 0 · · · 0
p5 p4 p3 p2 p1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
p2n−1 p2n−2 p2n−3 p2n−4 · · · · · · pn

 , n = 1, 2, . . . , k ,

kde prvek pm nahradíme nulou pro m > k. Pak všechny kořeny P (λ) mají zápornou
reálnou část právě tehdy, když

d(1) > 0, d(2) > 0, . . . , d(k) > 0 .

Věta 1.2 (Schur-Cohn). Označme

D(n) = det

(
An Bn

Bn An

)
, n = 1, 2, . . . , k − 1 ,

kde

An =


1 0 · · · 0

p1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
pn−1 · · · p1 1

 , Bn =


0 · · · 0 pk
... · · · · · · pk−1

0 · · · · · ·
...

pk pk−1 · · · pk−n+1

 .

Pak všechny kořeny P (λ) mají velikost menší než jedna právě tehdy, když

P (1) > 0 , (−1)kP (−1) > 0 (1.2)

a zároveň

D(1) > 0, D(2) > 0, . . . , D(k − 1) > 0 . (1.3)

Poznámka 1.3. V literatuře je známo několik variant Schurova-Cohnova krité-
ria. Formulace Věty 1.2 vychází ze znění uvedeného v monografii [11], s přihléd-
nutím k náhradě podmínky D(k) > 0 nerovnostmi (1.2) (viz [7, str. 87]).

Mohlo by se tedy zdát, že oba problémy jsou úspěšně vyřešeny, a nemá proto
smysl se jimi nadále zabývat. To je však pravda pouze částečná. Obě kritéria
sice dávají odpověď na otázku, zda všechny kořeny daného polynomu P (λ) náleží
do vymezených oblastí, ovšem pouze pro polynomy s pevně zvoleným stupněm k
a s konkrétně specifikovanými koeficienty pi. Pokud bychom chtěli získat expli-
citní a efektivní podmínky na lokalizaci kořenů polynomu P (λ) obecného stupně
k a ss obecnými keoficienty pi, pak uvedená kritéria nejsou dostačující. Co je tím
přesně míněno, vysvětlíme na následujících příkladech. Omezíme se v nich (jako
i v celém dalším textu) pouze na Problém 2, tedy na otázku lokalizace všech kořenů
P (λ) uvnitř jednotkového kruhu.
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Příklad 1.4. Uvažujme kvadratický polynom

P2(λ) = λ2 + p1λ+ p2 . (1.4)

Z podmínek (1.2) a (1.3) Schurova-Cohnova kritéria vyplývá, že oba kořeny P2(λ)
mají velikost menší než jedna právě tehdy, když platí

P (1) = 1 + p1 + p2 > 0 , (−1)2P (−1) = 1− p1 + p2 > 0 ,

D(1) = det

(
1 p2
p2 1

)
= 1− p22 > 0 .

Můžeme tedy shrnout, že oba kořeny kvadratického polynomu P2(λ) mají velikost
menší než jedna právě tehdy, když

|p1| < 1 + p2 < 2 . (1.5)

Příklad 1.5. Uvažujme dále kubický polynom

P3(λ) = λ3 + p1λ
2 + p2λ+ p3 .

V tomto případě Schurovo-Cohnovo kritérium implikuje tyto podmínky:

P (1) = 1 + p1 + p2 + p3 > 0 , (−1)3P (−1) = 1− p1 + p2 − p3 > 0

a

D(1) = det

(
1 p3
p3 1

)
= 1− p23 > 0 ,

D(2) = det


1 0 0 p3
p1 1 p3 p2
0 p3 1 0
p3 p2 p1 1

 = (1− p23)2 − (p2 − p1p3)2 > 0 .

Dostáváme tak nerovnosti

|p1 + p3| < 1 + p2 , |p3| < 1 , |p2 − p1p3| < 1− p23 .

Tedy kubický polynom P3(λ) má všechny tři kořeny o velikosti menší než jedna
právě tehdy, když

|p1 + p3| < 1 + p2 , |p2 − p1p3| < 1− p23 . (1.6)

Již v těchto jednoduchých speciálních případech si lze povšimnout, jak silný
aparát v sobě obsahuje zmíněné kritérium. V obou případech totiž existují známá
vyjádření kořenů daného polynomu pomocí jeho koeficientů. Mohlo by se tedy zdát,
že jednodušší bude získat podmínky (1.5) a (1.6) přímo ze vztahů pro vyjádření
kořenů. Přímým výpočtem se však lze přesvědčit o tom, že již v případě kvadratic-
kého polynomu vyžaduje odvození podmínek (1.5) ze vzorce pro kořeny λ1,2 jisté
početní úsilí. V případě kubického polynomu je pak početní výhodnost odvození
podmínek (1.6) ze Schurova-Cohnova kritéria zcela markantní. Není totiž těžké si
domyslet, jaké úsilí by vyžadovalo odvození těchto podmínek přímo z Cardanových
vzorců pro kořeny kubického polynomu.

Oba případy ale současně ilustrují, že takto explicitně pojatý tvar podmínek se
začíná s rostoucím stupněm daného polynomu komplikovat. Např. pro polynom

P4(λ) = λ4 + p1λ
3 + p2λ

2 + p3λ+ p4
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lze výše popsaným způsobem ze Schurova-Cohnova kritéria odvodit, že P4(λ) má
všechny své kořeny o velikosti menší než jedna právě tehdy, když

|p4| < 1 , |p1 + p3| < 1 + p2 + p4

a

|p2(1− p4) + p4(1− p24) + p1(p1p4 − p3)| < p2p4(1− p4) + 1− p24 + p3(p1p4 − p3) .
Je tedy evidentní, že Schurovo-Cohnovo kritérium nemůže dát pro polynom

P (λ) s obecným stupněm k podobné explicitní podmínky jako pro P2(λ) či P3(λ).
Bylo tedy třeba hledat jiné metody, jak zformulovat potřebné podmínky, a to
zejména v souvislosti s jistými speciálními polynomy obecného k-tého stupně, které
se začaly v literatuře objevovat v souvislosti s některými diskrétními problémy.
Mezi nejjednodušší polynomy tohoto typu patří

Q(λ) = λk − λk−1 + q , q ∈ R , (1.7)

který se poprvé objevil v článku [10] jako charakteristický polynom pro speciální
lineární diferenční rovnici modelující jistý populační problém. V tomto článku byla
současně zformulována jednoduchá nutná a postačující podmínka pro to, aby všech
k kořenů tohoto polynomu mělo velikost menší než jedna.

Věta 1.6 (Levin-May). Všechny kořeny polynomu Q(λ) mají velikost menší
než jedna právě tehdy, když platí

0 < q < 2 cos
(k − 1)π
2k − 1

. (1.8)

Poznámka 1.7. Podmínka (1.8) je zcela explicitní a vyplývá z ní přímá závislost
koeficientu q na stupni k daného polynomu. Tuto závislost je přitom možné chápat
i v opačném smyslu, neboť ekvivalentní vyjádření podmínky (1.8) je

0 < q < 2 , k <
arccos(−q/2)
2 arcsin(q/2)

.

Hlavním cílem tohoto článku je podat jednoduchý důkaz této věty, který by
umožnil i její rozšíření na obecnější typy polynomů. Námi dále navržená důka-
zová metoda využívá, kromě elementárních znalostí lineární algebry, také základy
teorie diferenčních rovnic. Proto jsou v kapitole druhé uvedeny některé základní
poznatky o těchto rovnicích, se zaměřením na ty partie, které budeme v důkazu
Věty 1.6 potřebovat. Současně nám připomenutí některých základů teorie lineár-
ních diferenčních rovnic umožní alespoň naznačit motivaci formulace Problému 2
a speciálně i Věty 1.6. Kapitola třetí je věnována navrženému alternativnímu dů-
kazu Věty 1.6, zejména popisu jeho principu a souvisejícím výpočtům. V kapitole
čtvrté budou uvedeny a komentovány některé výsledky pro obecnější typy poly-
nomů, a to jak výsledky známé, tak i výsledky originální, vyplývající z prezento-
vané důkazové metody.

2. Několik poznámek o diferenčních rovnicích

Hlavní motivací, proč se zabývat Problémem 2, je jeho úzká souvislost s kvalita-
tivní analýzou lineární diferenční rovnice k-tého řádu

y(n+k)+p1y(n+k−1)+ · · ·+pk−1y(n+1)+pky(n) = 0 , n = 0, 1, . . . , (2.1)
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kde p1, . . . , pk jsou reálné konstanty, přičemž pk 6= 0. Připomeňme proto nejprve
některé základní pojmy a vlastnosti související s touto rovnicí.

Řešením rovnice (2.1) rozumíme každou posloupnost {y(n)}, n = 0, 1, . . . , která
této rovnici po dosazení vyhovuje. K jednoznačné identifikaci jednotlivých řešení je
třeba předepsat k počátečních hodnot y(0), y(1), . . . , y(k− 1). Všechny následující
hodnoty y(k), y(k + 1), . . . pak obdržíme z rovnice (2.1) postupným dosazením
n = 0, 1, . . . . Snadno nahlédneme, že množina všech řešení rovnice (2.1) tvoří
vektorový prostor dimenze k. Proto k popisu všech řešení této rovnice stačí nalézt
bázi tohoto prostoru, tedy k lineárně nezávislých řešení.

Způsob, jak tato řešení určit, je inspirován úvahami prováděnými při řešení
odpovídajících rovnic diferenciálních. Hledejme proto řešení rovnice (2.1) ve tvaru
y(n) = λn, kde λ je (obecně komplexní) číslo, které je třeba určit. Dosazením do
(2.1) dostáváme charakteristickou rovnici

λk + p1λ
k−1 + · · ·+ pk−1λ+ pk = 0 ,

jejíž levá strana je právě charakteristický polynom P (λ) - viz (1.1). Konstrukci
potřebných k lineárně nezávislých řešení pomocí kořenů P (λ) naznačíme pro k = 2.

V tomto případě má příslušná diferenční rovnice

y(n+ 2) + p1y(n+ 1) + p2y(n) = 0 , n = 0, 1, . . . (2.2)

charakteristický polynom (1.4) s dvojicí kořenů λ1, λ2. Jsou-li tyto kořeny re-
álné a různé, pak bázi prostoru řešení rovnice (2.2) tvoří funkce y1(n) = λn1
a y2(n) = λn2 . Má-li polynom (1.4) dvojnásobný reálný kořen λ, pak odpovídající
báze prostoru řešení rovnice (2.2) je tvořena funkcemi y1(n) = λn a y2(n) = nλn.
Případ, kdy λ1, λ2 je dvojice komplexně sdružených kořenů α± iβ, vyžaduje jisté
dodatečné početní obraty, jejichž cílem je převést nereálná řešení (α ± iβ)n na
dvojici reálných řešení. Komplexně sdružené kořeny je zapotřebí nejprve vyjádřit
v goniometrickém tvaru

λ1,2 = r(cos(ω)± i sin(ω)) ,

kde r =
√
α2 + β2 je velikost daného komplexního čísla a 0 < ω < π vyhovuje

vztahům
cos(ω) = α/r , sin(ω) = β/r .

Bázi prostoru řešení určíme v principu analogicky jako v předcházejících případech.
Užitím Moivreovy věty dostáváme bázová řešení

ỹ1(n) = rn(cos(ωn) + i sin(ωn)) , ỹ2(n) = rn(cos(ωn)− i sin(ωn)) .

Vhodnou lineární kombinací těchto nereálných řešení pak zajistíme, že báze pro-
storu řešení rovnice (2.2) je tvořena reálnými funkcemi

y1(n) = rn cos(ωn) , y2(n) = rn sin(ωn) . (2.3)

Jako ilustraci výše uvedeného postupu zmíníme následující klasický problém.

Příklad 2.1. Jednou z nejznámějších úloh souvisejících s diferenční rovnicí
typu (2.2) je nepochybně konstrukce tzv. Fibonacciho posloupnosti

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, . . . .
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Většina čtenářů jistě zná princip této posloupnosti (každý člen, druhým počínaje,
je součtem dvou předcházejících), stejně jako její klasickou motivaci (modelování
populace králíků za jistých specifických podmínek). Označíme-li F (n) jako n-tý
člen této posloupnosti, pak vzniká otázka, zda lze nalézt nějaké explicitní (přímé)
vyjádření pro F (n) s obecným n. Ke kladnému zodpovězení této otázky si stačí
uvědomit, že musí být splněn rekurentní vztah

F (n+ 2) = F (n+ 1) + F (n) , n = 0, 1, . . . , (2.4)

přičemž nultý a první člen této posloupnosti je předepsán jako

F (0) = 0 , F (1) = 1 . (2.5)

Jedná se tedy o diferenční rovnici typu (2.2), jejíž charakteristická rovnice

λ2 − λ− 1 = 0

má dvojici reálných různých kořenů

λ1 =
1 +
√

5
2

, λ2 =
1−
√

5
2

.

Lineární kombinací příslušných bázových řešení y1(n) = λn1 , y2(n) = λn2 pak do-
stáváme obecné řešení rovnice (2.4) ve tvaru

F (n) = C1

(
1 +
√

5
2

)n

+ C2

(
1−
√

5
2

)n

, n = 0, 1, . . . . (2.6)

Počáteční podmínky (2.5) dosazené do (2.6) specifikují obecné konstanty C1, C2
jako C1 = 1/

√
5 = −C2, čímž dostáváme řešení problému (2.4),(2.5), neboli expli-

citní vyjádření n-tého členu Fibonacciho posloupnosti ve tvaru

F (n) =
1√
5

[(
1 +
√

5
2

)n

−

(
1−
√

5
2

)n]
, n = 0, 1, . . . .

O této fascinující posloupnosti by se dalo uvést mnoho dalších zajímavostí, my
se však vrátíme k původnímu směru úvah. Především poznamenejme, že rozšíření
výše uvedené konstrukce bázových řešení na případ obecného k je přímým zobec-
něním postupu popsaného pro k = 2 (a lze ho nalézt např. v [6]). Speciálně pak
odtud vyplývá následující úvaha.

Jednou z nejdůležitějších vlastností diferenčních (a obecně dynamických) rovnic
je jejich asymptotická stabilita. Zhruba vyjádřeno, tato vlastnost popisuje schop-
nost dané rovnice eliminovat případné poruchy vstupních dat. Přesnou definici
asymptotické stability v obecném (nelineárním) případě uvádět nebudeme (její
znění opět viz [6]). Pro případ lineární diferenční rovnice (2.1) lze tuto vlastnost
popsat takto:

Definice 2.2. Diferenční rovnici (2.1) nazveme asymptoticky stabilní, jestliže
každé její řešení y(n) konverguje k nule při n rostoucím nade všechny meze.

Jestliže si znovu promyslíme princip konstrukce báze prostoru řešení rovnice
(2.1), pak snadno dospějeme k tomuto závěru:
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Věta 2.3. Lineární diferenční rovnice (2.1) je asymptoticky stabilní právě
tehdy, když všechny kořeny jejího charakteristického polynomu P (λ) mají velikost
menší než jedna.

Tuto větu lze považovat za diskrétní analogii známého kritéria asymptotické
stability pro lineární diferenciální rovnici

x(k)(t) + p1x
(k−1)(t) + · · ·+ pk−1x

′(t) + pkx(t) = 0 , t ≥ 0 (2.7)

s reálnými koeficienty p1, . . . , pk, které připomeneme v následujícím znění.

Věta 2.4. Rovnice (2.7) je asymptoticky stabilní (tedy každé její řešení x(t)
konveguje k nule při t rostoucím nade všechny meze) právě tehdy, když všechny
kořeny jejího charakteristického polynomu P (λ) mají zápornou reálnou část.

Jak již bylo zmíněno dříve, předcházející dvě tvrzení jsou hlavním důvodem,
proč bylo úsilí řady matematiků věnováno právě řešení Problému 1 a 2.

Z příkladu diferenční rovnice (2.4) a z vyjádření jejího obecného řešení (2.6) je
názorně vidět, proč tato rovnice nemůže být asymptoticky stabilní. Zatímco kořen
λ2 příslušného charakteristického polynomu má velikost menší než jedna, kořen λ1
tuto vlastnost nemá. Pak ve vyjádření (2.6) tedy dominuje právě výraz λn1 , který
způsobuje neohraničenost řešení.

Tento závěr je samozřejmě zcela přirozený již vzhledem k charakteru Fibo-
nacciho úlohy. Speciálně z hlediska modelování populace králíků zde totiž chybí
jakýkoliv regulující prvek (přirození nepřátelé, nedostatek potravy, či samotná při-
rozená úmrtnost). U složitějších modelů, kde se s těmito faktory počítá, nabývá
otázka asymptotické stability velkého významu. A to i v případě nelineárních dis-
krétních modelů, kde se různé typy rovnovážných stavů klasifikují právě pomocí
asymptotické stability příslušných linearizovaných modelů. To byla také motivace
článku [10] při vyšetřování asymptotické stability lineární diferenční rovnice

y(n+ k)− y(n+ k − 1) + qy(n) = 0 , n = 0, 1, . . . , (2.8)

získané linearizací rovnice

y(n+ k)− y(n+ k − 1) + f(y(n)) = 0 , n = 0, 1, . . . , (2.9)

která modeluje, při vhodné volbě funkce f , jistý populační problém. Z Věty 2.3
pak vyplývá, že v ekvivalentním vyjádření stačí posoudit podmínky zaručující, že
charakteristický polynom Q(λ) pro rovnici (2.8) má všechny své kořeny o velikosti
menší než jedna. Formulace této podmínky, tedy vztah (1.8), byl hlavní výsledek
zmíněného článku. V následující kapitole podáme jeho nový důkaz.

3. Důkaz Levinovy-Mayovy věty

Standardní důkaz Levinovy-Mayovy věty je založen na analytické diskusi kořenů
polynomu Q(λ) v závislosti na měnícím se koeficientu q. Kromě originálního článku
[10] lze nalézt didakticky zdařilou formu tohoto důkazu také v monografii [6, str.
491-497], kde tvoří obsah Apendixu E.

Alternativní důkaz, který předložíme v další části textu, jde proti převažujícímu
názoru o nevhodnosti Schurova-Cohnova kritéria při lokalizaci kořenů polynomu
P (λ) obecného stupně k. Podle tohoto názoru zmíněné kritérium není vhodné pro
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formulaci explicitních podmínek typu (1.8), a to ani v případě formálně jedno-
duchých polynomů obecného stupně k (jako je např. polynom Q(λ)). V dalším
ukážeme opak, tedy že Schurova-Cohnova kritéra nejen využít lze, ale navíc se tím
celý důkazový proces výrazně zjednoduší.

Hlavní myšlenka naší metody má základní obrysy, možná poněkud překvapivě,
společné se způsobem, jakým byla vyřešena Fibonacciho úloha. Připomeňme, že
klíčem k nalezení požadovaného explicitního vyjádření hodnoty F (n) pro obecné n
bylo sestavení rekurentního vztahu (2.4), doplněného o podmínky (2.5). Rekurence
(2.4) je přitom lineární diferenční rovnicí druhého řádu s konstantními koeficienty,
jejíž explicitní řešení bylo v kapitole druhé popsáno. V případě Schurova-Cohnova
kritéria tedy snadno nahlédneme, že pokud bychom znali explicitní vyjádření de-
terminantů D(n) pro obecné n, pak posouzení podmínky (1.3) tohoto kritéria by
mohlo být snadné (ověření podmínek (1.2) je přitom evidentně triviální). Položme
si proto tuto otázku: Je možné nalézt rekurenci pro D(n), která by, při doplnění
příslušných počátečních podmínek, explicitní vyjádření tvaru D(n) umožnila?

Uvědomíme-li si početní význam jednotlivých symbolů D(n), D(n+1), . . . , pak
nalezení potřebné rekurence znamená nalezení vhodné relace mezi jednotlivými
determinanty.

Aplikujme tedy nejprve Schurovo-Cohnovo kritérium na polynom (1.7). Pak
pomocné matice An, Bn dostáváme ve tvaru

An =



1 0 · · · · · · 0

−1 1
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . 1 0

0 · · · 0 −1 1


, Bn =



0 · · · · · · 0 q
... · · · · · · 0
... · · · · · · · · ·

...

0 · · · · · ·
...

q 0 · · · · · · 0


.

Prvním cílem při důkazu Levinovy-Mayovy věty bude proto nalezení vhodných
rekurentních vztahů pro odpovídající determinanty D(n). Za tímto účelem nyní
provedeme následující sloupcové úpravy v determinantu D(n+ 2):

První sloupec příslušné matice vynásobíme výrazem −q a přičteme k posled-
nímu sloupci. Poté předposlední sloupec vynásobíme číslem −1 a opět přičteme
k poslednímu sloupci. Odtud obdržíme vyjádření

D(n+ 2) = det



1
−1

0
...
...
0
q

0 · · ·

An+1

Bn+1

0 · · ·

· · · 0

Bn+1

An+1

0 − 1

0
...
...
...
0
−1

2− q2


.

Nyní využitím Laplaceova rozvoje podle posledního sloupce obdržíme relaci

D(n+ 2) = (2− q2)D(n+ 1)−D(n) .
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Hledané determinanty tedy lze vyjádřit jako řešení lineární diferenční rovnice

D(n+ 2)− (2− q2)D(n+ 1) +D(n) = 0, n = 0, 1, . . . , k − 3 , (3.1)

doplněné o počáteční podmínky ve tvaru

D(0) = 1, D(1) = 1− q2 . (3.2)

Vztahy (3.1), (3.2) tedy představují analogii vztahů (2.4), (2.5) z Fibonacciho
úlohy. Dalším krokem je proto vyřešení problému (3.1), (3.2). Proces jeho řešení
budeme provádět za předpokladu 0 < q < 2. Podmínky (1.2), (1.3) totiž speciálně
implikují nerovnosti 0 < q < 2 pro k liché a 0 < q < 1 pro k sudé.

Protože řešení problému (3.1), (3.2) představuje explicitní vyjádření determi-
nantů D(n) z Schurova-Cohnova kritéria, uvedeme ho v samostatném tvrzení.

Lemma 3.1. Nechť 0 < q < 2. Potom

D(n) = cos(ωn)− q

(4− q2)1/2
sin(ωn), n = 0, 1, . . . , k − 1 , (3.3)

kde

ω = arccos
2− q2

2
. (3.4)

Důkaz: Rekurence (3.1) je lineární diferenční rovnicí druhého řádu. Odpovídající
charakteristická rovnice

µ2 − (2− q2)µ+ 1 = 0

má kořeny

µ1,2 =
2− q2

2
± i

q(4− q2)1/2

2
= cos(ω)± i sin(ω) ,

kde ω je dáno vztahem (3.4). Obecné řešení rovnice (3.1) je tedy podle (2.3) tvaru

D(n) = C1 cos(ωn) + C2 sin(ωn) . (3.5)

Obecné konstanty C1, C2 určíme dosazením počátečních podmínek (3.2) do vztahu
(3.5). Odtud dostáváme soustavu

1 = C1 ,

1− q2 = C1 cos(ω) + C2 sin(ω) ,

jejímž vyřešením a dosazením do (3.5) obdržíme vyjádření (3.3). �

Nyní se vrátíme zpět k diskusi podmínky (1.3). Po dosazení (3.3) tato podmínka
nabývá tvar

cos(ωn)− q

(4− q2)1/2
sin(ωn) > 0 , n = 0, 1, . . . , k − 1 . (3.6)

Vztah (3.6) platí právě tehdy, když

cos(ω(k − 1))− q

(4− q2)1/2
sin(ω(k − 1)) > 0 , 0 ≤ (k − 1)ω <

π

2
,

tedy

ω(k − 1) < arccotg
q

(4− q2)1/2
.



66 J. ČERMÁK a J. JÁNSKÝ

Odtud s využitím vztahů

ω = arccos
2− q2

2
= π − 2 arccos

q

2
, arccotg

q

(4− q2)1/2
= arccos

q

2

dostáváme podmínku (1.8). Tím je Levinova-Mayova věta dokázána.

4. Závěrečné komentáře

Důkazová metoda uvedená v předcházející kapitole lze využít i v širších souvis-
lostech. Jedno z možných rozšíření vychází ze skutečnosti, že Schurovo-Cohnovo
kritérium lze obecněji formulovat i pro problém, kdy hledáme podmínky zaru-
čující, aby polynom P (λ) měl právě m kořenů (kde 0 ≤ m ≤ k) ležících uvnitř
jednotkového kruhu v komplexní rovině, a zbývajících k −m kořenů ležících vně
tohoto kruhu. Tato varianta Schurova-Cohnova kritéria se využila v článku [2], je-
hož cílem bylo popsat potřebné explicitní podmínky na parametry k a q polynomu
Q(λ), a podat tedy úplnou charakterizaci všech možných rozložení jeho k kořenů
vzhledem k jednotkovému kruhu v komplexní rovině. Levinovo-Mayovo kritérium
pak odtud vyplývá jako speciální případ příslušného tvrzení.

Významnější a zajímavější zobecnění tato důkazová metoda přináší v případě,
uvažujeme-li obecnější polynomy k-tého stupně, než je Q(λ). Jestliže nahradíme
ve vyjádření Q(λ) koeficient mínus jedna obecným parametrem p, pak dostáváme
polynom

Q̃(λ) = λk + pλk−1 + q , p, q ∈ R .
Za příslušné zobecnění Levinovy-Mayovy podmínky (1.8) pro tento polynom je

obvykle považováno následující tvrzení, poprvé publikované v článku [9].

Věta 4.1. Nechť p 6= 0 a q jsou reálná čísla a k ≥ 2. Pak všechny kořeny Q̃(λ)
mají velikost menší než jedna právě tehdy, když |p| < k/(k − 1) a

|p| − 1 < q < (p2 + 1− 2|p| cosφ)1/2 pro k sudá ,

|p+ q| < 1 a |q| < (p2 + 1− 2|p| cosφ)1/2 pro k lichá ,

kde φ ∈ (0, π/k) je kořen rovnice sin[(k − 1)x]/ sin(kx) = 1/|p|.

Z uvedeného vyjádření je patrné, že toto kritérium sice dává systém nutných
a postačujících podmínek pro požadovanou vlastnost kořenů polynomu Q̃(λ), avšak
tento systém podmínek není zcela explicitní. Zejména si povšimněme, že vyžaduje
řešení jisté nelineární rovnice, což představuje překážku pro jeho efektivní využití.

Formálně velmi podobný systém podmínek byl odvozen v článku [5] i pro případ
polynomu λk + pλ+ q. Přímým zobecněním obou těchto typů je pak polynom

Q̂(λ) = λk + pλ` + q , p, q ∈ R , k, ` ∈ Z+ , k > ` ,

pro který byly požadované podmínky, lokalizující všechny kořeny Q̂(λ) uvnitř jed-
notkového kruhu, formulovány v článku [4]. Zde uvedený systém podmínek pro
danou lokalizaci kořenů je zobecněním Věty 4.1 a je již poměrně komplikovaný
(lze ho nalézt rovněž v monografii [6, str. 250-251]). Alternativní, nikoliv však
explicitní systémy podmínek byly později odvozeny v článcích [3] a [8].

Velká přednost metody popsané v předcházející kapitole spočívá v tom, že její
aplikací (v kombinaci s dalšími důkazovými technikami) je možné získat podmínky
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explicitní, a to pro všechny výše zmíněné polynomy. Příslušné tvrzení zformulujeme
bez důkazu pro případ nejobecnějšího z nich, tedy polynomu Q̂(λ). Ten je zajímavý
především tím, že jde o obecný tříčlenný polynom (pokud u koeficientu q vystupuje
člen λm, m ∈ Z+, m < `, pak jeho vytknutím převedeme triviálně tento případ
na tvar Q̂(λ)). Zdůrazněme také ještě, že následující tvrzení dosud nebylo jinde
publikováno.

Věta 4.2. Nechť p, q jsou reálná čísla a nechť k, ` jsou nesoudělná přirozená
čísla s vlastností k − ` ≥ 2.

(i) Nechť (−p)k(−q)k−` ≥ 0. Pak všechny kořeny Q̂(λ) mají velikost menší než
jedna právě tehdy, když

|p|+ |q| < 1 .

(ii) Nechť (−p)k(−q)k−` < 0. Pak všechny kořeny Q̂(λ) mají velikost menší než
jedna právě tehdy, když

|p|+ |q| ≤ 1 ,

nebo

p2 + q2 < 1 < |p|+ |q| , ` arccos
1 + p2 − q2

2|p|
+ (k − `) arccos

1− p2 − q2

2|pq|
< π .

Poznámka 4.3. Z Věty 4.2 vyplývá několik zajímavých skutečností. Především
si všimněme, že typ podmínek závisí na znaménku koeficientů p, q a paritě mocnin
k, `. Bez ohledu na tyto hodnoty, všechny kořeny polynomu Q̂(λ) mají velikost
menší než jedna, jestliže jeho koeficienty p, q leží uvnitř čtverce |p|+ |q| < 1 (při-
tom na hodnoty mocnin k, ` není kladeno žádné další omezení). V případě (i)
je tato podmínka současně i podmínkou nutnou. Předpokládáme-li však platnost
(ii), vyšetřovaná kořenová vlastnost platí nejen na hranici, ale dokonce i vně to-
hoto čtverce; v každém případě však p, q musí ležet uvnitř kruhu, který je tomuto
čtverci opsán. V tomto případě současně nastupuje také omezení na mocniny k, `
obsažené v Q̂(λ). I toto omezení má zajímavou interpretaci, jestliže si uvědomíme
rozsah funkčních hodnot příslušných cyklometrických funkcí obsažených v tomto
omezení.

Případ k − ` = 1 nebudeme blíže komentovat, od výše diskutovaného se liší
pouze v několika detailech.

Je třeba zdůraznit, že aplikace výše popsané důkazové metody se stává výrazně
početně náročnější, než byla při odvození Levinovy-Mayovy věty, a to již i ve
zmíněných speciálních případech polynomu Q̂(λ). Ačkoliv hlavní myšlenka této
metody zůstává stejná, její případná rozšíření na další typy polynomů (speciální
čtyřčlenný polynom byl diskutován v článku [1]) bude nepochybně vyžadovat další
inspirující nápady. Hlavním problémem se přitom ukazuje být sestavení potřebné
rekurence mezi determinanty D(n) z Schurova-Cohnova kritéria, tedy nalezení
rozšířené analogie vztahů (3.1), (3.2). Tento problém se týká například polynomu
λk − λk−1 + pλ` + q, který tvarově zobecňuje Q(λ) i Q̂(λ). Formulace explicitních
nutných a postačujících podmínek, které by zaručily, že všechny kořeny tohoto
polynomu mají velikost menší než jedna, je známý otevřený problém. K odpovědi
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na tento problém by mohla napomoci i metoda, která byla popsána v třetí kapitole
tohoto článku.

Poznámka 4.4. Pokud bychom pro polynom Q̂(λ) řešili Problém 1, tedy otázku
podmínek zaručujících, že všechny jeho kořeny mají zápornou reálnou část, pak
na rozdíl od výše komentovaného Problému 2 je tato otázka v případě Q̂(λ) téměř
triviální. Přímo z Routhova-Hurwitzova kritéria totiž jednoduše plynou podmínky
k = 2, ` = 1, p, q > 0.

Na závěr poznamenejme, že uvedené výsledky byly dosaženy v rámci výzkumu,
který na Ústavu matematiky FSI VUT probíhá několik posledních let. Kromě au-
torů tohoto příspěvku se na některých dosažených výsledcích podílel také Petr
Tomášek, který je, podobně jako jeden z autorů tohoto textu, absolventem stu-
dijního oboru Matematické inženýrství na FSI VUT. Lze tedy říci, že s výrazným
přispěním absolventů tohoto oboru, jejich nápadů a postřehů, se podařilo objevit
nové výsledky v oblasti, která je považována za klasickou a jejíž výzkum je spojen
s řadou významných matematiků minulosti a současnosti.

Případné poznámky, náměty či dotazy k výše uvedené problematice jsou vítány
a je možné se s nimi obrátit na kteréhokoliv z autorů tohoto textu.
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VARIAČNÍ TŘÍDY A ZOBRAZENÍ VE VARIAČNÍ
POSLOUPNOSTI DRUHÉHO ŘÁDU: EXPLICITNÍ FORMULE

ZBYNĚK URBAN

Abstrakt. Třídy diferenciálních forem, reprezentující základní variační objekty
(Lagrangián, Eulerova-Lagrangeova forma, Helmholtzova forma), a variační mor-
fismy (Eulerovo-Lagrangeovo zobrazení, Helmholtzovo zobrazení) jsou studovány
jako objekty variační posloupnosti ve fibrované mechanice. Jsou odvozeny expli-
citní formule pro variační třídy a morfismy ve variační posloupnosti druhého řádu
v kanonických souřadnicích, umožňující přímé použití v lokálním a globálním in-
verzním variačním problému.

1. Úvod

Koncept variační posloupnosti, kterou v této práci uvažujeme na fibrovaných va-
rietách s 1-rozměrnou bází („fibrovaná mechanikaÿ), zavedl D. Krupka [1] za úče-
lem studia lokálních a globálních charakteristik Eulerova-Lagrangeova zobrazení
variačního počtu na konečných jetových prodlouženích fibrovaných variet, s ná-
vazností na myšlenku P. Dedeckera o konstrukci podobného komplexu, jakým je
De Rhamův komplex diferenciálních forem, v němž by jedním z morfismů bylo
Eulerovo-Lagrangeovo zobrazení. Základními problémy, které jsou studovány v te-
orii variční posloupnosti, jsou lokální a globální inverzní problém variačního počtu
a s ním související struktura Helmholtzových podmínek variačnosti. Je-li zadán
systém funkcí (resp. diferenciálních rovnic), pak řešení inverzního variačního pro-
blému spočívá v nalezení podmínek, za jakých tento systém splývá s Eulerovými-
Lagrangeovými výrazy (resp. rovnicemi) Lagrangeovy funkce, lokálně či globálně
definované, kterou hledáme.

Za stejným účelem vznikla teorie variačního bikomplexu různých autorů (Vi-
nogradov, Dedecker a Tulczyjew, Takens, Anderson a Duchamp, Saunders, Olver,
aj.) v různých verzích na nekonečných jetových prodlouženích fibrovaných variet.
Částečné srovnání těchto přístupů lze nalézt v článcích Krupka [4] a Vitolo [13].

Variační posloupnost je konstruována jako faktorová posloupnost De Rhamovy
posloupnosti podle její exaktní podposloupnosti kontaktních forem. Hlavní význam
této posloupnosti spočívá v tom, že její morfismy, mající význam variačních zob-
razení (Eulerovo-Lagrangeovo zobrazení, Helmholtzovo zobrazení, atd.), lze zcela

2010 MSC. Primární 49Q99, 58E30, 58A20; Sekundární 70G75.
Klíčová slova. Variační posloupnost, Lagrangián, Eulerovy-Lagrangeovy výrazy, Helmholt-

zovy podmínky, kontaktní diferenciální forma, jet, fibrovaná varieta.
Práce byla podpořena grantem č. CZ.1.07/2.3.00/30.0058 MŠMT ČR na Univerzitě

Pardubice a projektem A-Math-Net – Síť pro transfer znalostí v aplikované matematice
(CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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popsat bez ohledu na variační funkcionály, a lze navíc charakterizovat jejich lokální
a globální aspekty pomocí kohomologických grup podkladových variet.

Cílem této práce je odvodit základní souřadnicové formule pro variační třídy
a zobrazení ve variační posloupnosti druhého řádu pro účely aplikací, zejména
pak Helmholtzovy variační podmínky. Zároveň lze text chápat jako úvod do te-
orie variačních posloupností na fibrovaných varietách. Variační posloupnosti na
fibrovaných varietách byly dále studovány v pracích Krupka [2, 3], Musilová [8],
Krupka a Šeděnková [6], Vitolo [13] (viz. také reference), Krupka, Urban a Volná
[7], a na kontaktních elementech Urban a Krupka [11], Urban [10].

V této práci používáme Ehresmannovu teorii jetů. Podrobný výklad podklado-
vých struktur lze nalézt v monografiích Krupka [5] a Saunders [9].

V celém článku Y označuje fibrovanou varietu nad 1-rozměrnou bází X s pro-
jekcí π : Y → X („fibrovaná mechanikaÿ). Nechť m = dimY − 1. Připomeňme, že
podle definice je π surjektivní submerze. Jsou tedy splněny následující dvě ekvi-
valentní podmínky v každém bodě y ∈ Y : (i) tečné zobrazení k projekci π v bodě
y, Tyπ : TyY → Tπ(y)X, je surjektivní, (ii) v bodě y existuje souřadnicový sys-
tém (V, ψ), ψ = (s, qσ), 1 ≤ σ ≤ m, a v bodě π(y) ∈ X souřadnicový systém
(U,ϕ), ϕ = (t), takové, že U = π(V ) a t ◦ π = s. Souřadnicový systém (V, ψ) na
Y z podmínky (ii) nazýváme fibrovaný souřadnicový systém. Při označení fibrova-
ných souřadnic používáme konvenci s = t, tedy píšeme ψ = (t, qσ). Souřadnicový
systém (U,ϕ) na bázi X je podmínkou (ii) určen jednoznačně a nazývá se aso-
ciovaný k fibrovanému souřadnicovému systému (V, ψ). Řezem fibrované variety
π : Y → X nazýváme zobrazení γ : U → Y definované na nějaké otevřené pod-
množině U ⊂ X a takové, že π ◦ γ = idU , kde idU je identické zobrazení množiny
U .

Nechť r ≥ 1 je celé číslo. Označme JrY r-té jetové prodloužení fibrované variety
Y . Prvek Jrxγ ∈ JrY , nazývaný r-jet řezu γ v bodě x ∈ X, je definován jako třída
relace ekvivalence na množině hladkých řezů γ fibrované variety π : Y → X, defi-
novaných na okolí bodu x s hodnotami v bodě y = γ(x): „γ1 ∼ γ2, existuje-li fibro-
vaný souřadnicový systém (V, ψ), ψ = (t, qσ), v bodě y = γ1(x) = γ2(x) takový, že
Dl(qσγ1ϕ−1)(ϕ(x)) = Dl(qσγ2ϕ−1)(ϕ(x)) pro každé l = 1, 2, . . . , r.ÿ Pokud γ1 ∼
γ2, pak podle pravidla o derivaci složeného zobrazení snadno ukážeme, že pro libo-
volný fibrovaný souřadnicový systém (V̄ , ψ̄), ψ̄ = (t̄, q̄σ), v bodě y = γ1(x) = γ2(x)
platí Dl(q̄σγ1ϕ̄−1)(ϕ̄(x)) = Dl(q̄σγ2ϕ̄−1)(ϕ̄(x)) pro každé l = 1, 2, . . . , r. Na mno-
žině JrY definujeme kanonické jetové projekce πr,s : JrY → JsY , 0 ≤ s ≤ r,
a πr : JrY → X formulemi πr,s(Jrxγ) = Jsxγ, πr(Jrxγ) = x. Je-li γ : U → Y
hladký řez fibrované variety Y na otevřené množině U ⊂ X, pak hladké zobrazení
Jrγ : U → JrY , definované vztahem Jrγ(x) = Jrxγ, nazýváme r-jetové prodlou-
žení řezu γ.

Hladká struktura na Y indukuje asociovanou strukturu hladké variety na JrY
následovně. Je-li (V, ψ), ψ = (t, qσ), fibrovaný souřadnicový systém na Y , (U,ϕ),
ϕ = (t), asociovaný souřadnicový systém na X, pak dvojice (V r, ψr), kde V r =
(πr,0)−1(V ) a ψr = (t, qσ, qσ1 , q

σ
2 , . . . , q

σ
r ), s reálnými funkcemi qσl : V r → R da-

nými vztahem qσl (Jrxγ) = Dl(qσγϕ−1)(ϕ(x)), tvoří souřadnicový systém na JrY ,
nazývaný asociovaný fibrovaný souřadnicový systém. Pro r ≤ 3 píšeme q̇σ = qσ1 ,
q̈σ = qσ2 ,

. . .
q σ = qσ3 . Tvoří-li fibrované souřadnicové systémy (V, ψ) hladký atlas
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na Y , pak asociované fibrované souřadnicové systémy (V r, ψr) tvoří hladký atlas
a generují hladkou strukturu variety na JrY s dimenzí dim JrY = m(r + 1) + 1.

Pro libovolnou otevřenou podmnožinu W ve fibrované varietě Y klademe W r =
(πr,0)−1(W ). Symbolem Ωr0W značíme okruh hladkých funkcí a symbolem ΩrkW
Ωr0W -modul hladkých diferenciálních forem, definovaných na W r ⊂ JrY . Vnější
algebru hladkých diferenciálních forem, definovaných na W r, značíme ΩrW .

2. Kontaktní formy a kanonický rozklad forem

V této části definujeme pojem kontaktní 1-formy a rozšířené kontaktní k-formy
na jetovém prodloužení fibrované variety a uvádíme vlastnosti kontaktních forem,
zejména rozklad forem na kontaktní komponenty. Kanonický rozklad diferenciál-
ních forem je základním nástrojem v geometrické variační teorii na fibrovaných
prostorech (Krupka [1, 3, 5]).

Diferenciální 1-forma ρ ∈ Ωr1W se nazývá kontaktní, je-li

Jrγ∗ρ = 0 (2.1)

pro každý hladký řez γ fibrované variety Y , definovaný na libovolné otevřené pod-
množině množiny W . Jinými slovy, kontaktní 1-forma se anuluje podél jetového
prodloužení libovolného řezu fibrované variety. Ve smyslu definice (2.1) je pak
každá funkce kontaktní právě tehdy, když je identicky nulová, a každá diferenci-
ální k-forma je kontaktní pro k ≥ 2. Lokální popis kontaktních 1-forem je dán
následovně.

Lemma 2.1. (a) Nechť W je otevřená podmnožina fibrované variety Y . Pak
forma ρ ∈ Ωr1W je kontaktní právě tehdy, když v každém fibrovaném souřadnicovém
systému (V, ψ), ψ = (t, qσ), na W ⊂ Y má ρ vyjádření

ρ =
r−1∑
j=0

Bjσω
σ
j ,

kde
ωσj = dqσj − qσj+1dt, 0 ≤ j ≤ r − 1. (2.2)

(b) Jsou-li dány dva fibrované souřadnicové systémy na Y , (V, ψ), ψ = (t, qσ),
a (V̄ , ψ̄), ψ̄ = (t̄, q̄σ), takové, že V ∩ V̄ 6= ∅, pak

ω̄σj =
j∑
l=0

∂q̄σj
∂qνl

ωνl , (2.3)

kde ω̄σj = dq̄σj − q̄σj+1dt̄, 0 ≤ j ≤ r − 1.

1-formy (2.2) jsou kontaktní formy a jsou lineárně nezávislé. Lze je tedy doplnit
na kontaktní bázi 1-forem definovaných na souřadnicovém okolí V r,

dt, ωσj , dq
σ
r . (2.4)

Formule dqσj = ωσj + qσj+1dt definuje bijektivní korespondenci mezi kontaktní bází
(2.4) a kanonickou bází dt, dqσj , dqσr , 0 ≤ j ≤ r − 1, 1-forem na V r.

Poněvadž operace vnější derivace a pull-back diferenciálních forem komutují,
z definice (2.1) vyplývá, že pro kontaktní formu ρ ∈ ΩrkW , k ≥ 1, je rovněž
dρ kontaktní; pokud navíc η ∈ ΩrlW , pak také ρ ∧ η je kontaktní forma. Ideál



72 Z. URBAN

vnější algebry ΩrW diferenciálních forem na W r, lokálně generovaný kontaktními
1-formami (2.2), se nazývá kontaktní ideál. Kontaktní k-formou rozumíme libo-
volnou k-formu náležející do kontaktního ideálu. Transformační vlastnost (2.3)
kontaktních 1-forem má následující důsledek: k-formy na W r lokálně generované
k vnějšími faktory ωσj (2.2), t.j. k-formy lokálně vyjádřené ve tvaru

ρ = A j1 j2... jk
σ1σ2...σk

ωσ1j1 ∧ ω
σ2
j2
∧ . . . ∧ ωσk

jk
, (2.5)

tvoří podmodul modulu diferenciálních k-forem ΩrkW , který značíme Ωrk,cW .
Kanonický rozklad diferenciálních forem na jejich kontaktní komponenty je zalo-

žen na rozkladu tečných vektorů. Definujme nyní morfismus tečných vektorových
prostorů h : TJr+1Y → TJrY nad projekcí πr+1,r : Jr+1Y → JrY , nazývaný
horizontalizace. Každému tečnému vektoru ξ k Jr+1Y v bodě Jr+1x γ přiřadíme
tečný vektor hξ k JrY v bodě Jrxγ předpisem hξ = TxJ

rγ ◦ Tπr+1 · ξ. Tečný
vektor hξ ∈ TJrY nazýváme horizontální komponenta vektoru ξ. Kontaktní kom-
ponentu pξ vektoru ξ definujeme předpisem pξ = Tπr+1,r · ξ − hξ. Má-li tečný
vektor ξ ∈ TJr+1Y lokální vyjádření

ξ = ξ0
∂

∂t
+
r+1∑
j=0

Ξσj
∂

∂qσj
,

pak

hξ = ξ0

 ∂

∂t
+

r∑
j=0

qσj+1
∂

∂qσj

 , pξ =
r∑
j=0

(Ξσj − qσj+1ξ0)
∂

∂qσj
,

a

dt(Jrxγ)(hξ) = ξ0, dt(Jrxγ)(pξ) = 0,

ωσj (Jrxγ)(hξ) = 0, ωσj (Jrxγ)(pξ) = Ξσj − qσj+1ξ0.

Nechť ρ ∈ ΩrkW je libovolná k-forma, k ≥ 1, a ξ1, ξ2, . . . , ξk jsou tečné vektory
k Jr+1Y v bodě Jr+1x γ ∈ W r+1. Pak Tπr+1,r · ξl = hξl + pξl, 1 ≤ l ≤ k, při-
čemž všechny horizontální komponenty hξl náleží do 1-rozměrného vektorového
podprostoru v TJr

xγ
JrY . Dostáváme odtud

(πr+1,r)∗ρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk)

= ρ(Jrxγ)(TJr+1
x γπ

r+1,r · ξ1, TJr+1
x γπ

r+1,r · ξ2, . . . , TJr+1
x γπ

r+1,r · ξk)

= ρ(Jrxγ)(hξ1 + pξ1, hξ2 + pξ2, . . . , hξk + pξk)

= pk−1ρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk) + pkρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk),

kde

pkρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk) = ρ(Jrxγ)(pξ1, pξ2, . . . , pξk),

pk−1ρ(Jr+1x γ)(ξ1, ξ2, . . . , ξk) = ρ(Jrxγ)(hξ1, pξ2, . . . , pξk)

+ ρ(Jrxγ)(pξ1, hξ2, pξ3, . . . , pξk)

+ . . .+ ρ(Jrxγ)(pξ1, pξ2, . . . , pξk−1, hξk).

(2.6)

Tudíž
(πr+1,r)∗ρ = pk−1ρ+ pkρ. (2.7)
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Formule (2.7) se nazývá kanonický rozklad formy ρ na kontaktní komponenty.
Formu pk−1ρ, resp. pkρ, (2.6) na W r+1 ⊂ Jr+1Y nazýváme (k − 1)-kontaktní,
resp. k-kontaktní, komponenta formy ρ. Přesněji řečeno, jde o kanonický rozklad
formy (πr+1,r)∗ρ. V případě 1-forem, k = 1, značíme hρ = p0ρ a pρ = p1ρ, tedy
(πr+1,r)∗ρ = hρ+ pρ.

Lemma 2.2. Nechť (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný souřadnicový systém na Y
takový, že V ⊂W .

(a) Nechť 1-forma ρ ∈ Ωr1W má v kanonické bázi vyjádření

ρ = Adt+
r∑
j=0

Bjσdq
σ
j .

Pak

pρ =
r∑
j=0

Bjσω
σ
j , hρ =

(
A+

r∑
j=0

Bjσq
σ
j+1

)
dt. (2.8)

(b) Je-li f ∈ Ωr0W funkce na W r, pak

(πr+1,r)∗df = hdf + pdf, (2.9)

kde

hdf =
df

dt
dt, pdf =

r∑
j=0

∂f

∂qσj
ωσj .

Analogicky jako v předchozím lemmatu lze snadno nalézt vyjádření pro pk−1ρ
a pkρ libovolné k-formy ρ. Je-li pk−1ρ = 0, pak (πr+1,r)∗ρ = pkρ je k-kontaktní
k-forma tvaru (2.5). Rozklad vnější derivace funkce (2.9) a 1-formy (2.8) často
potřebujeme při výpočtu tříd diferenciálních forem.

Definujeme nyní nový typ kontaktnosti pro formy stupně k ≥ 2.
Řekneme, že k-forma ρ ∈ ΩrkW , k ≥ 2, je rozšířená kontaktní forma, jestliže ke

každému bodu y0 ∈W existuje fibrovaný souřadnicový systém (V, ψ), ψ = (t, qσ),
v bodě y0 a (k − 1)-kontaktní (k − 1)-forma ηV ∈ Ωrk−1,cV tak, že

pk−1(ρ− dηV ) = 0.

Jinými slovy, ρ ∈ ΩrkW je rozšířená kontaktní forma, má-li ρ lokální vyjádření

ρ = µ+ dη, (2.10)

kde µ je k-kontaktní k-forma a η je (k − 1)-kontaktní (k − 1)-forma na daném
souřadnicovém V .

Lemma 2.3. Nechť W ⊂ Y je otevřená množina a ρ ∈ ΩrkW je rozšířená
kontaktní forma. Pak rozklad (2.10) formy ρ je určen jednoznačně.

Rozšířené kontaktní k-formy na W r tvoří vektorový podprostor vektorového
prostoru k-forem ΩrkW , který značíme Θr

kW . Podle Lemmatu 2.3. je Θr
kW di-

rektním součtem podmodulů Ωrk,cW a Ωrk−1,cW . V dalším textu uvažujeme Θr
kW

zejména se strukturou abelovské grupy.
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3. Variační posloupnost ve fibrované mechanice

Nechť W ⊂ Y je otevřená množina. Pro každé k ≥ 1, Θr
kW je podgrupa abelov-

ské grupy ΩrkW a dostáváme tak podposloupnost abelovských grup rozšířených
kontaktních forem

0→ Θr
1W → Θr

2W → Θr
3W → · · · → Θr

MW → 0 (3.1)

De Rhamovy posloupnosti

0→ R→ Ωr0W → Ωr1W → Ωr2W → · · · → ΩrNW → 0, (3.2)

kde M = mr + 1, N = dimJrY = m(r + 1) + 1. (3.1) a (3.2) jsou diferenciální
posloupnosti, jejichž morfismy tvoří operátor vnější derivace d. Posloupnost (3.1) se
nazývá kontaktní podposloupnost De Rhamovy posloupnosti (3.2). Připomeňme,
že diferenciální posloupnost se nazývá exaktní, jestliže v každém členu je obraz
daného morfismu roven jádru následujícího morfismu. De Rhamova posloupnost
(3.2) je tedy podle Poincaréova lemmatu lokálně exaktní: nechť forma ρ ∈ ΩrkW
splňuje podmínku dρ = 0 (ρ je uzavřená), pak ke každému bodu z W r existuje
okolí U a diferenciální (k − 1)-forma η na U tak, že ρ|U = dη.

Následující tvrzení výplývá ze struktury rozšířených kontaktních forem.

Věta 3.1. Kontaktní podposloupnost (3.1) De Rhamovy posloupnosti je lokálně
exaktní.

Dostáváme následující diagram,

0 0

Ωr1W/Θ
r
1W

6

- Ωr2W/Θ
r
2W

6

- · · ·

0 - R - Ωr0W -

-

Ωr1W

6

- Ωr2W

6

- · · ·

0

6

- Θr
1W

6

- Θr
2W

6

- . . .

0

6

0,

6

v němž faktorizací De Rhamovy posloupnosti podle její exaktní kontaktní podpo-
sloupnosti vzniká faktorová posloupnost

0→ R→ Ωr0W → Ωr1W/Θ
r
1W → Ωr2W/Θ

r
2W

→ · · · → ΩrMW/Θ
r
MW → ΩrM+1W → · · · → ΩrNW → 0.

(3.3)

Třídu diferenciální formy ρ ∈ ΩrkW z faktorové grupy ΩrkW/Θ
r
kW ve variační

posloupnosti (3.3) značíme [ρ]. Faktorová zobrazení v (3.3), E : ΩrkW/Θ
r
kW →

Ωrk+1W/Θ
r
k+1W , jsou definována vztahem

E([ρ]) = [dρ]. (3.4)
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Posloupnost (3.3) se nazývá variační posloupnost řádu r na W ⊂ Y .

Věta 3.2. Faktorová posloupnost (3.3) je lokálně exaktní.

Členy variační posloupnosti jakožto faktorové grupy jsou určeny jednoznačně
až na isomorfismus. To umožňuje vyjádření tříd ve variační posloupnosti pomocí
různých reprezentantů. Následující tvrzení se uplatní při výpočtu reprezentantů
tříd a při studiu vnoření variační posloupnosti r-tého řádu do posloupnosti (r+1)-
ního řádu (problém redukce řádu).

Věta 3.3. Faktorové zobrazení ΩrkW/Θ
r
kW → Ωr+1k W/Θr+1

k W injekce ΩrkW 3
ρ→ (πr+1,r)∗ρ ∈ Ωr+1k W je injektivní.

Variační posloupnost (3.3) lze formulovat také v případě, kdy podkladové pro-
story jsou svazky diferenciálních forem na r-jetovém prodloužení JrY . Ukazuje se,
že pro odpovídající komplex globálních řezů lze aplikovat abstraktní De Rhamův
teorém, umožňující vyšetřovat lokální a globální aspekty morfismů ve variační po-
sloupnosti pomocí kohomologických grup fibrované variety Y ; viz. Poznámka 4.5.

4. Variační třídy a zobrazení ve variační posloupnosti druhého řádu

V této části ukážeme variační význam tříd diferenciálních k-forem, kde k = 1, 2, 3,
a jejich morfismů ve variační posloupnosti. Pro účely aplikací nalezneme expli-
citní formule ve variační posloupnosti druhého řádu. Přirozeně vzniká otázka, zda
existuje kanonický reprezentant třídy forem ve variační posloupnosti. Tento pro-
blém reprezentace variační posloupnosti (globálně definovanými) diferenciálními
formami byl studován a na fibrovaných varietách obecně řešen různými autory;
komentáře ke srovnání lze nalézt v práci Volná, Urban [12].

Věta 4.1. Nechť W ⊂ Y je otevřená množina a (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný
souřadnicový systém W .

(a) Nechť ρ ∈ Ω21W má vyjádření v kontaktní bázi tvaru

ρ = Adt+Bσω
σ +B1σω̇

σ + Cσdq̈
σ. (4.1)

Pak třída [ρ] je prvkem Ω21W/Θ
2
1W a je reprezentována diferenciální formou na

W 3 ⊂ J3Y ,
[ρ] = (A+ Cσ

. . .
q σ)dt. (4.2)

(b) Nechť ρ ∈ Ω22W má vyjádření v kontaktní bázi tvaru

ρ = Aσω
σ ∧ dt+A1σω̇

σ ∧ dt+Bνdq̈
ν ∧ dt

+
1
2
Cσ1σ2ω

σ1 ∧ ωσ2 +
1
2
C1σ1σ2 ω̇

σ1 ∧ ω̇σ2 + C1,0ν,σω̇
ν ∧ ωσ

+Dν,σdq̈
ν ∧ ωσ +D1ν,σdq̈

ν ∧ ω̇σ +
1
2
Dν1ν2dq̈

ν1 ∧ dq̈ν2 .

(4.3)

Pak třída [ρ] je prvkem Ω22W/Θ
2
2W a je reprezentována diferenciální formou na

W 5 ⊂ J5Y ,
[ρ] = εσ([ρ])ωσ ∧ dt, (4.4)

kde

εσ([ρ]) = (Aσ −Dν,σ
. . .
q ν)− d

dt
(A1σ −D1ν,σ

. . .
q ν) +

d2

dt2
(Bσ −Dνσ

. . .
q ν) . (4.5)
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(c) Nechť ρ ∈ Ω23W má vyjádření v kontaktní bázi tvaru

η =
1
2
Aσ1σ2ω

σ1 ∧ ωσ2 ∧ dt+A1ν,σω̇
ν ∧ ωσ ∧ dt+

1
2
A1ν1ν2 ω̇

ν1 ∧ ω̇ν2 ∧ dt

+Bν,σdq̈
ν ∧ ωσ ∧ dt+B1ν,σdq̈

ν ∧ ω̇σ ∧ dt+
1
2
Bν1ν2dq̈

ν1 ∧ dq̈ν2 ∧ dt

+
1
6
Cσ1σ2σ3ω

σ1 ∧ ωσ2 ∧ ωσ3 +
1
2
C1ν,σ1σ2 ω̇

ν ∧ ωσ1 ∧ ωσ2

+
1
2
C1ν1ν2,σω̇

ν1 ∧ ω̇ν2 ∧ ωσ +
1
6
C1ν1ν2ν3 ω̇

ν1 ∧ ω̇ν2 ∧ ω̇ν3

+
1
2
Dν,σ1σ2dq̈

ν ∧ ωσ1 ∧ ωσ2 +
1
2
Dν1ν2,σdq̈

ν1 ∧ dq̈ν2 ∧ ωσ

+
1
6
Dν1ν2ν3dq̈

ν1
2 ∧ dq̈ν2 ∧ dq̈ν3 +D1ν,µ,σdq̈

ν ∧ ω̇µ ∧ ωσ

+
1
2
D1ν,σ1σ2dq̈

ν ∧ ω̇σ1 ∧ ω̇σ2 +
1
2
D1ν1ν2,σdq̈

ν1 ∧ dq̈ν2 ∧ ω̇σ.

Pak třída [ρ] je prvkem Ω23W/Θ
2
3W a je reprezentována diferenciální formou na

W 7 ⊂ J7Y ,

[ρ] =
1
2
ενσ([η])ων ∧ ωσ ∧ dt+ κν,σ([η]) ω̇ν ∧ ωσ ∧ dt+

1
2
κνσ([η]) ω̈ν ∧ ωσ ∧ dt

+ τν,σ([η])
. . .
ω ν ∧ ωσ ∧ dt+

1
2
τνσ([η])

. . . .
ω ν ∧ ωσ ∧ dt,

kde

ενσ([η]) = Aνσ +Dµ,νσ
. . .
q µ − 1

2
d

dt

(
A1ν,σ −A1σ,ν + (D1µ,ν,σ −D1µ,σ,ν)

. . .
q µ
)

+
1
2
d2

dt2
(A1νσ +D1µ,νσ

. . .
q µ)− 1

4
d3

dt3
(
B1ν,σ −B1σ,ν + (D1µν,σ −D1µσ,ν)

. . .
q µ
)

+
1
2
d4

dt4
(Bνσ +Dµνσ

. . .
q µ3 ),

κν,σ([η]) =
1
2

(
A1ν,σ +A1σ,ν + (D1µ,ν,σ +D1µ,σ,ν)wµ3

− d

dwL
(Bν,σ +Bσ,ν + (Dµν,σ +Dµσ,ν)wµ3 )

+
d2

d(wL)2
(
B1ν,σ +B1σ,ν + (D1µν,σ +D1µσ,ν)wµ3

) )
,

κνσ([η]) = A1σν +D1µ,σνw
µ
3 + (Bν,σ −Bσ,ν) + (Dµν,σ −Dµσ,ν)wµ3

+
1
2

d

dwL
(
B1ν,σ −B1σ,ν + (D1µν,σ −D1µσ,ν)wµ3

)
− 2

d2

d(wL)2
(Bνσ +Dµνσw

µ
3 ),

τν,σ([η]) = −1
2

(
B1ν,σ +B1σ,ν + (D1µν,σ +D1µσ,ν)wµ3

)
,

τνσ([η]) = Bν,σ +Dµνσw
µ
3 .
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Následující tvrzení popisuje strukturu faktorových zobrazení ve variační po-
sloupnosti druhého řádu, souvisejících se základními variačními objekty (totální
derivace, Eulerovo-Lagrangeovo zobrazení, Helmholtzovo zobrazení).

Věta 4.2. Nechť W ⊂ Y je otevřená množina a (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný
souřadnicový systém na W .

(a) Je-li f ∈ Ω20W , pak E(f) = (df/dt)dt.
(b) Nechť ρ ∈ Ω21W má vyjádření v kontaktní bázi (4.1). Pak

E([ρ]) = εσ([dρ])ωσ ∧ dt, (4.6)

kde

εσ([dρ]) =
∂A

∂wσ
+
∂Cν
∂wσ

. . .
q ν − d

dt

(
∂A

∂q̇σ
+
∂Cν
∂q̇σ

. . .
q ν
)

+
d2

dt2

(
∂A

∂q̈σ
+
∂Cν
∂q̈σ

. . .
q ν
)
− d3Cσ

dt3
.

(c) Nechť ρ ∈ Ω22W má vyjádření v kontaktní bázi (4.3). Pak

E([ρ]) =
1
2
ενσ([dρ])ων ∧ ωσ ∧ dt

+ κν,σ([dρ]) ω̇ν ∧ ωσ ∧ dt+
1
2
κνσ([dρ]) ω̈ν ∧ ωσ ∧ dt

+ τν,σ([dρ])
. . .
ω ν ∧ ωσ ∧ dt+

1
2
τνσ([dρ])

. . . .
ω ν ∧ ωσ ∧ dt,

(4.7)

kde

τν,σ([dρ]) = −1
2

(
∂A1ν
∂q̈σ

+
∂A1σ
∂q̈ν

−
(
∂Bσ
∂q̇ν

+
∂Bν
∂q̇σ

)
+ (Dν,σ +Dσ,ν)

+

(
∂Dµν

∂q̇σ
+
∂Dµσ

∂q̇ν
−
∂D1µ,σ
∂q̈ν

−
∂D1µν
∂q̈σ

)
. . .
q µ +

d

dt
(D1ν,σ +D1σ,ν)

)
,

τνσ([dρ]) =
∂Bσ
∂q̈ν2

− ∂Bν
∂q̈σ

+D1ν,σ −D1σ,ν +

(
∂Dµν

∂q̈σ2
− ∂Dµσ

∂wν2

)
. . .
q µ +

d

dt
(Dνσ),

κν,σ([dρ]) =
1
2

(
∂Aσ
∂q̇ν

+
∂Aν
∂q̇σ

− ∂A1σ
∂qν

− ∂A1ν
∂qσ

−
(
∂Dµ,σ

∂q̇ν
+
∂Dµ,ν

∂q̇σ

+
∂D1µ,ν
∂qσ

+
∂D1µ,σ
∂qν

)
. . .
q µ
)
− d

dt

(
∂Aσ
∂q̈ν

+
∂Aν
∂q̈σ

−
(
∂Bσ
∂qν

+
∂Bν
∂qσ

)
−
(
∂Dµ,ν

∂q̈σ
+
∂Dµ,σ

∂q̈ν
− ∂Dµσ

∂qν
− ∂Dµν

∂qσ

)
. . .
q µ
)

+
d2

dt2

(
∂A1σ
∂q̈ν

+
∂A1ν
∂q̈σ

−
(
∂Bσ
∂q̇ν

+
∂Bν
∂q̇σ

)
+

(
∂Dµν

∂q̇σ
+
∂Dµσ

∂q̇ν

−
∂D1µ,ν
∂q̈σ

−
∂D1µ,σ
∂q̈ν

)
. . .
q µ +

d

dt3
(D1ν,σ +D1σ,ν)

)
,
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κνσ([dρ]) =

(
∂Aσ
∂q̈ν

− ∂Aν
∂q̈σ

)
+

(
∂A1ν
∂q̇σ

− ∂A1σ
∂q̇ν

)
+

(
∂Bσ
∂qν

− ∂Bν
∂qσ

)
+

(
∂Dµν

∂qσ
− ∂Dµσ

∂qν
+
∂Dµ,ν

∂q̈σ
− ∂Dµ,σ

∂q̈ν
+
∂D1µ,σ
∂q̇ν

−
∂D1µν
∂q̇σ

)
. . .
q µ

+
1
2
d

dt

(
∂A1σ
∂q̈ν

− ∂A1ν
∂q̈σ

+
∂Bσ
∂q̇ν

− ∂Bν
∂q̇σ

+

(
∂Dµν

∂q̇σ
− ∂Dµσ

∂q̇ν

+
∂D1µ,ν
∂q̈σ

−
∂D1µσ
∂q̈ν

)
. . .
q µ

)
+

3
2
d

dt

(
Dν,σ −Dσ,ν −

d

dt
(D1ν,σ −D1σ,ν)

)
− 2

d2

dt2

(
∂Bσ
∂q̈ν

− ∂Bν
∂q̈σ

+

(
∂Dµν

∂q̈σ
− ∂Dµσ

∂q̈ν

)
. . .
q µ
)
− 2

d3Dνσ

dt3
,

ενσ([dρ]) =
∂Aσ
∂qν

− ∂Aν
∂qσ

+

(
∂Dµ,ν

∂qσ
− ∂Dµ,σ

∂qν

)
. . .
q µ − 1

2
d

dt

(
∂Aσ
∂q̇ν

− ∂Aν
∂q̇σ

+
∂A1σ
∂qν

− ∂A1ν
∂qσ

+

(
∂Dµ,ν

∂q̇σ
− ∂Dµ,σ

∂q̇ν
+
∂D1µ,ν
∂qσ

−
∂D1µ,σ
∂qν

)
. . .
q µ
)

+
1
2
d2

dt2

(
∂A1σ
∂q̇ν

− ∂A1ν
∂q̇σ

+

(
∂D1µ,ν
∂q̇σ

−
∂D1µ,σ
∂q̇ν

)
. . .
q µ
)

− 1
4
d3

dt3

(
∂A1σ
∂q̈ν

− ∂A1ν
∂q̈σ

+
∂Bσ
∂q̇ν

− ∂Bν
∂q̇σ

+

(
∂Dµν

∂q̇σ
− ∂Dµσ

∂q̇ν

)
. . .
q µ

+ (Dν,σ −Dσ,ν) +

(
∂D1µ,ν
∂q̈σ

−
∂D1µ,σ
∂q̈ν

)
. . .
q µ
)

+
1
2
d4

dt4

(
∂Bσ
∂q̈ν

− ∂Bν
∂q̈σ

+
1
2

(D1ν,σ −D1σ,ν) +

(
∂Dµν

∂q̈σ
− ∂Dµ,σ

∂q̈ν

)
. . .
q µ
)

+
1
2
d5

dt5
(Dνσ).

Poznámka 4.3. Třídu E([ρ]) (4.7) z Věty 4.2, (c), lze také vyjádřit v jiné bázi
a na jiném prodloužení fibrované variety následovně

E([ρ]) =
1
2
ε′νσ([dρ])ων ∧ ωσ ∧ dt

+ κ′ν,σ([dρ])ων1 ∧ ωσ ∧ dt+
1
2
κ′νσ([dρ])ων1 ∧ ωσ1 ∧ dt

+ τ ′ν,σ([dρ])ων2 ∧ ωσ1 ∧ dt+
1
2
τ ′νσ([dρ])ων2 ∧ ωσ2 ∧ dt.

(4.8)

Lze však ukázat, že E([ρ]) (4.8) obecně není (globálně definovaná) forma. Uka-
zuje se, že reprezentace tříd globálně definovanými diferenciálními formami souvisí
s variačními objekty, známými z lokální variační teorie.

Charakterizujme nyní faktorová zobrazení E : Ω21W/Θ
2
1W → Ω22W/Θ

2
2W a E :

Ω22W/Θ
2
2W → Ω23W/Θ

2
3W ve variační posloupnosti jiným způsobem. I když třídy

ve variační posloupnosti jsou definovány abstraktně ((4.2), (4.4)), jsou úzce spjaty
s variační teorií na fibrovaných varietách. Tím je motivována následující termino-
logie.
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Nechť (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný souřadnicový systém na W ⊂ Y . Mějme
1-formu ρ ∈ Ω21W , vyjádřenou v kontaktní bázi ve tvaru ρ = Adt+Bσωσ+B1σω̇

σ+
Cσdq̈

σ. Definujme Lagrangeovu funkci formy ρ, L : V 3 → R, předpisem

L = A+ Cσ
. . .
q σ. (4.9)

Podle Věty 4.1 představuje funkce (4.9) koeficient třídy [ρ]. Eulerovy-Lagrangeovy
výrazy Eσ(L) : V 5 → R, asociované s Lagrangeovou funkcí L, jsou pak tvaru

Eσ(L) =
∂L

∂qσ
− d

dt

∂L

∂q̇σ
+
d2

dt2
∂L

∂q̈σ
. (4.10)

Nechť ρ ∈ Ω22W je 2-forma, mající vyjádření (4.3). Položme

εσ = (Aσ −Dν,σ
. . .
q ν)− d

dt

(
A1σ −D1ν,σ

. . .
q ν
)

+
d2

dt2
(Bσ −Dνσ

. . .
q ν) . (4.11)

Podle Věty 4.2 představuje funkce (4.11) koeficient třídy [ρ], reprezentované source
formou (4.4).

Helmholtzovy výrazy asociované s εµ jsou pak tvaru

H5σν(εµ) =
∂εσ
∂qν5

+
∂εν
∂qσ5

,

H4σν(εµ) =
∂εσ
∂qν4
− ∂εν
∂qσ4
− 5

2
d

dt

(
∂εσ
∂qν5
− ∂εν
∂qσ5

)
,

H3σν(εµ) =
1
2

(
∂εσ
∂

. . .
q ν

+
∂εν
∂

. . .
q σ
− 2

d

dt

(
∂εσ
∂qν4

+
∂εν
∂qσ4

))
,

H2σν(εµ) =
∂εσ
∂q̈ν
− ∂εν
∂q̈σ
− 3

2
d

dt

(
∂εσ
∂

. . .
q ν
− ∂εν
∂

. . .
q σ

)
+

5
2
d3

dt3

(
∂εσ
∂qν5
− ∂εν
∂qσ5

)
,

H1σν(εµ) =
1
2

(
∂εσ
∂q̇ν

+
∂εν
∂q̇σ
− d

dt

(
∂εσ
∂q̈ν

+
∂εν
∂q̈σ

)
+
d3

dt3

(
∂εσ
∂qν4
− ∂εν
∂qσ4

))
,

H0σν(εµ) =
∂εσ
∂qν
− ∂εν
∂qσ
− 1

2
d

dt

(
∂εσ
∂q̇ν
− ∂εν
∂q̇σ

)
+

1
4
d3

dt3

(
∂εσ
∂

. . .
q ν
− ∂εν
∂

. . .
q σ

)
− 1

2
d5

dt5

(
∂εσ
∂qν5
− ∂εν
∂qσ5

)
.

(4.12)

Následující tvrzení je podstatné pro aplikace variační posloupnosti. Ukazujeme,
že Eulerovy-Lagrangeovy výrazy (4.10) a Helmholtzovy výrazy (4.12) jsou totožné
s koeficienty tříd E([ρ]) (4.6), (4.7) ve variační posloupnosti.

Věta 4.4. Nechť W ⊂ Y je otevřená množina a (V, ψ), ψ = (t, qσ), je fibrovaný
souřadnicový systém na W .

(a) Nechť ρ ∈ Ω21W má v kontaktní bázi vyjádření (4.1). Pak

E([ρ]) = εσ([dρ])ωσ ∧ dt,

přičemž
εσ([dρ]) = Eσ(L),

kde L je Lagrangeova funkce (4.9) a Eσ(L) Eulerovy-Lagrangeovy výrazy (4.10)
asociované s L.
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(b) Nechť ρ ∈ Ω22W má v kontaktní bázi vyjádření (4.3). Pak

E([ρ]) =
1
2
ενσ([dρ])ων ∧ ωσ ∧ dt

+ κν,σ([dρ])ων1 ∧ ωσ ∧ dt+
1
2
κνσ([dρ])ων2 ∧ ωσ ∧ dt

+ τν,σ([dρ])ων3 ∧ ωσ ∧ dt+
1
2
τνσ([dρ])ων4 ∧ ωσ ∧ dt,

přičemž

ενσ([dρ]) = H0σν(εµ), κν,σ([dρ]) = H1σν(εµ), κνσ([dρ]) = H2σν(εµ),

τν,σ([dρ]) = H3σν(εµ), τνσ([dρ]) = H4σν(εµ), H5σν(εµ) = 0,

kde εµ je dáno vztahem (4.11) a H l
σν(εµ) jsou Helmholtzovy výrazy (4.12) asocio-

vané s εµ.

Poznámka 4.5. Podle Věty 4.4 jsou morfismy

E : Ω21W/Θ
2
1W → Ω22W/Θ

2
2W, resp. E : Ω22W/Θ

2
2W → Ω23W/Θ

2
3W,

ve variační posloupnosti druhého řádu totožné s Eulerovým-Lagrangeovým zobra-
zením, resp. Helmholtzovým zobrazením variačního počtu. Variační posloupnost na
konečných jetových prodlouženích fibrované variety je tudíž nástrojem ke studiu lo-
kálních a globálních aspektů variační teorie. Jádro a obraz Eulerova-Lagrangeova
zobrazení a Helmholtzova zobrazení jsou definovány a můžeme studovat koho-
mologické grupy odpovídajícího komplexu globálních řezů. Tím je řešen globální
inverzní problém variačního počtu.

Z exaktnosti variační posloupnosti vyplývá, že pokud Helmholtzovy výrazy
(4.12) jsou identicky nulové, H l

σν(εµ) = 0, pak výrazy εµ (4.11) jsou lokálně vari-
ační: lokálně jsou εµ pro nějaké L tvaru

εµ =
∂L

∂qσ
− d

dt

∂L

∂q̇σ
+
d2

dt2
∂L

∂q̈σ
. (4.13)

Helmholtzovy podmínkyH l
σν(εµ) = 0 jsou tak podmínky lokální variačnosti (2-for-

my, systému funkcí). Z lokální variačnosti ovšem nemusí vyplývat globální vari-
ačnost dané 2-formy (4.4), tedy nemusí existovat globálně definovaná funkce L
s vlastností (4.13). Z vlastností variačních posloupností svazků diferenciálních fo-
rem na fibrovaných varietách vyplývá, že postačující (topologickou) podmínkou
existence globálního Lagrangiánu λ = Ldt je nulová druhá De Rhamova ko-
homologická grupa fibrované variety Y . Je-li tedy source forma (třída 2-formy)
ε = εσω

σ ∧ dt (4.4) lokálně variační a zároveň H2Y = 0, pak ε je globálně vari-
ační.

Je-li například Y = Rm, platí HkRm = 0 pro každé k, 1 ≤ k ≤ m, a tu-
díž lokální variačnost libovolné source formy (4.4) na Rm implikuje globální va-
riačnost. Podobně, je-li Y Möbiova páska, pak lokální variačnost implikuje glo-
bální variačnost. Naopak, pokud je Y = S2 sféra nebo Y = S1 × S1 torus, platí
H2S2 = H2(S1 × S1) = R 6= 0, a tudíž lokální variačnost source formy obecně
neimplikuje globální variačnost.

Podrobnější diskuse globálních aspektů variačních posloupností na fibrovaných
varietách přesahuje rámec tohoto článku a lze ji nalézt v pracích Krupka [1, 2, 3].
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NAVIER–STOKESOVY ROVNICE: SLABÉ ŘEŠENÍ, JEHO
JEDNOZNAČNOST A REGULARITA

MILAN POKORNÝ

Abstrakt. Tento článek je stručným úvodem do studia vlastností slabých řešení
evolučních Navier–Stokesových rovnic nestlačitelného proudění. Nejprve jsou před-
staveny různé typy řešení a vztahy mezi nimi. Poté se článek věnuje slabému řešení,
otázce jeho existence, jednoznačnosti a regularitě v různých situacích a také podmí-
něné regularitě (kritéria regularity). Je určen spíše pro nespecialisty v daném oboru,
kteří jsou seznámeni se základy teorie slabých řešení parciálních diferenciálních rov-
nic.

1. Úvod

Nechť oblast Ω ⊂ R3 je vyplněná látkou, kterou modelujeme jako kontinuum. Pro
jednoduchost předpokládejme, že tato oblast je neměnná v čase. Na základě před-
stav mechaniky kontinua (viz např. [23]) je možno odvodit následující integrální
tvary bilance hmoty a energie1

d
dt

∫
B

% dx+
∫
∂B

%u · n dS = 0,

d
dt

∫
B

%u dx+
∫
∂B

%uu · n dS =
∫
∂B

Tn dS +
∫
B

%f dx.

Zde skalární pole % reprezentuje hustotu látky, vektorové pole u rychlostní pole,
tenzor T je tenzor napětí (vektor Tn reprezentuje plošné síly v kontinuu) a f je
vektor objemových sil (např. tíhová síla). Množina B je libovolná měřitelná pod-
množina Ω s dostatečně hladkou hranicí, aby všechny integrály výše měly smysl.

Správně bychom měli ještě uvažovat bilanci momentu hybnosti a celkové ener-
gie. My ale budeme předpokládat, že hustota vnitřní energie je konstantní v pro-
storu i v čase (pak je bilance celkové energie, alespoň pro hladké funkce, důsledkem
bilance hybnosti) a že látka nemá žádné vnitřní momenty hybnosti. Potom z bi-
lance momentu hybnosti pouze plyne, že tenzor napětí T je symetrický.

Na základě standardních úvah (podělením |B| a limitou |B| → 0+ spolu se
záměnou derivace a integrálu, za předpokladu dostatečné hladkosti všech veličin)
lze ze systému integrálních bilančních rovnic odvodit jejich následující diferenciální

2010 MSC. Primární 35Q30, 76D05.
Klíčová slova. Navier–Stokesovy rovnice, slabé řešení, jednoznačnost, regularita řešení.
Práce byla podporována grantem GA ČR č. 201/09/0917 a projektem A-Math-Net – Síť pro

transfer znalostí v aplikované matematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
1Poznamenejme, že všechny integrály v článku chápeme v Lebesgueově smyslu.
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tvar2

∂%

∂t
+ div(%u) = 0, (1.1)

∂(%u)
∂t

+ div(%u⊗ u)− divT = %f . (1.2)

Později ale uvidíme, že tento postup v sobě skrývá jistý problém.
Budeme předpokládat, že daná látka je nestlačitelná, tj. objem její libovolné

části se v čase nemění. To je ekvivalentní podmínce

div u = 0. (1.3)

Budeme-li dále předpokládat, že látka je homogenní (tj. hustota je v počátečním
čase konstantní v prostoru), potom hustota je rovna kladné konstantě a rovnice
(1.1) se redukuje na (1.3) s tím, že hodnota % v rovnici (1.2) je rovna předepsané
konstantě.

Máme tedy celkem 4 rovnice pro 9 neznámých: 3 složky rychlosti a 6 složek sy-
metrického tenzoru napětí. Proto musíme ještě něco říci o tenzoru napětí. Za před-
pokladu, že studujeme newtonovskou tekutinu a přijímáme princip nezávislosti na
pozorovateli, vychází

T = 2µD(u)− pI,
kde µ > 0 je dynamická viskozita, p je tlak a D(u) = 1

2

(
∇u+(∇u)T

)
je symetrická

část gradientu rychlosti. Pokud ve vztahu (1.2) podělíme hustotou, přeznačíme tlak
a přejdeme ke kinetické viskozitě ν = µ/%, dostáváme systém rovnic

div u = 0,
∂u
∂t

+ div(u⊗ u)− ν∆u +∇p = f ,
(1.4)

standardně nazývaný Navier–Stokesovy rovnice pro nestlačitelné proudění (zkrá-
ceně též nestlačitelné Navier–Stokesovy rovnice). Tento systém budeme studovat
na časoprostorovém válci I × Ω, přičemž I = (0, T ) je časový interval.

Tento systém musíme doplnit o počáteční a okrajové podmínky. Počáteční pod-
mínku je potřeba předepsat pro rychlost

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω. (1.5)

Problematika okrajových podmínek je komplikovanější. Není příliš zřejmé, jaké
okrajové podmínky jsou fyzikálně správně, zejména v případě, kdy na části hranice
tekutina vtéká a na části vytéká. Abychom si situaci zjednodušili (což je ale pravda
jen částečně), budeme v tomto článku uvažovat homogenní Dirichletovu podmínku

u(t, x) = 0, t ∈ I, x ∈ ∂Ω. (1.6)

V některých případech, pokud se chceme zabývat jen samotným systémem rovnic
a chceme se zcela vyhnout problémům s okrajovou podmínkou, můžeme uvažovat
periodické okrajové podmínky, popř. můžeme brát Ω = R3, tj. uvažovat Cauchyovu
úlohu. Podmínka na chování řešení v nekonečnu (jistý pokles řešení k nule) je
nahrazen slabší podmínkou konvergence jistých integrálů.

Klasickým řešením úlohy (1.4)–(1.6) nazýváme dvojici funkcí (u, p), přičemž
vektorová funkce u je spojitá na [0, T )× Ω a má na (0, T )× Ω spojité druhé par-
ciální derivace podle prostorových proměnných a první parciální derivaci podle

2Symbol ⊗ označuje tenzorový součin vektorů. Tedy (a⊗ b)ij = aibj .
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času, funkce p má na (0, T ) × Ω spojité první parciální derivace podle prostoro-
vých proměnných, obě splňují rovnosti (1.4) ve smyslu rovnosti spojitých funkcí
a rovnosti (1.5), resp. (1.6) jsou splněny ve smyslu limit pro t→ 0+, resp. x→ ∂Ω.
Jak uvidíme později, i když jsou všechna data libovolně hladká, není zaručeno, že
takové řešení existuje.

Systém rovnic (1.2) byl navržen francouzským inženýrem Claude-Louisem
Navierem v roce 1822 jako zobecnění Eulerových rovnic pro případ proudění
viskózní tekutiny. Vzhledem ke způsobu odvození nebyl model ve své době přijat.
Stalo se tak teprve po roce 1845, kdy britský matematik a fyzik irského původu
George Gabriel Stokes tento systém odvodil na základě představ mechaniky
kontinua (odvodil i rovnice pro stlačitelné proudění). K intezivnějšímu matema-
tickému studiu tohoto systému rovnic dochází teprve ve dvacátých letech minu-
lého století díky pracím švédského teoretického fyzika Carla Wilhelma Oseena
([39]). Na jeho výsledky navázal ve své doktorské práci francouzský matematik
Jean Leray ([32], [31]). Formuloval celou řadu zajímavých problémů, některé vy-
řešil, jiné zůstaly otevřené po mnoho let či dokonce jsou otevřené dodnes. Z našeho
pohledu je nejzajímavější studium řešitelnosti Cauchyovy úlohy v R2 a v R3. Za-
tímco ve dvojdimenzionálním případě se mu podařilo dokázat existenci klasických
řešení, ve trojdimenzionálním případě neuspěl. Definoval proto nový typ řešení,
které nazval „solution tourbulanteÿ, jehož existenci byl schopen dokázat. Z dneš-
ního pohledu jde vlastně o slabé řešení splňující silnou energetickou nerovnost.
On sám věřil spíše v to, že klasické řešení tohoto systému obecně neexistuje, že
v konečném čase se stane řešení singulární. Otázka, zda je tomu tak, je dodnes
otevřená a patří mezi sedm problémů pro třetí tisíciletí, za jejichž řešení nabídl
Clay Mathematical Institute odměnu milión amerických dolarů (viz [1]).

Po druhé světové válce se Jean Leray k problémům matematické mechaniky te-
kutin nevrátil. V jeho stopách však pokračovala celá řada světově uznávaných od-
borníků. Zmiňme zejména Eberharda Hopfa ([24]),Olgu Alexandrovnu La-
dyženskou ([29]), Jaques-Louise Lionse ([33]), Pierre-Louise Lionse ([34])
aj. Z významných českých matematiků se této problematice věnovali či věnují
především Jindřich Nečas ([36]) a Vladimír Šverák ([43] nebo [15]).

Dříve než se podíváme na zobecnění pojmu klasického řešení, připomeňme ně-
které prostory funkcí, které budeme v dalším potřebovat.

Lebesgueovy prostory budeme značit Lp(Ω); pro 1 ≤ p ≤ ∞ jde o Banachovy
prostory se standardní normou ‖·‖p. Sobolevovy prostory značíme W k,p(Ω), k ∈ N,
1 ≤ p ≤ ∞; spolu s normou ‖·‖k,p jde opět o Banachovy prostory. Prostor W k,p

0 (Ω)
potom označuje funkce z uzávěru hladkých funkcí s kompaktním nosičem v Ω
v normě ‖·‖k,p. Poznamenejme jen, že pro oblasti Ω s lipschitzovskou hranicí a p <
∞ je prostor W 1,p

0 (Ω) totožný s podprostorem W 1,p(Ω) takovým, že funkce mají
na hranici Ω nulovou hodnotu ve smyslu stop. Duální prostor k W 1,p

0 (Ω) budeme
značit pro 1 < p <∞ W−1,p′(Ω), kde p′ = p

p−1 je hölderovsky sdružený exponent
k p. Vektorové veličiny bude psány tučně, tenzorové veličiny pak speciálním fontem.
Analogické značení budeme používat i pro příslušné prostory funkcí.
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Budeme dále potřebovat prostory funkcí s nulovou divergencí. Budeme pracovat
s prostorem (1 ≤ p <∞)

W1,p
0,div(Ω) = {v ∈ C∞0 (Ω); div v = 0}

‖·‖1,p
,

pro který pro oblasti s lipschitzovskou hranicí a 1 < p <∞ platí

W1,p
0,div(Ω) = {v ∈W1,p

0 (Ω); div v = 0}.

Dále připomeňme Helmholtzův rozklad, tj. libovolnou vektorovou funkci z L2(Ω)
lze psát jako

v = v1 +∇q,
kde pro Ω s lipschitzovskou hranicí

v1 ∈ L2
0,div(Ω) = {v ∈ L2(Ω); div v = 0 ve smyslu D′(Ω);

v · n = 0 na ∂Ω ve smyslu W−
1
2 ,2(∂Ω)}

a q ∈W 1,2(Ω). Navíc je tento rozklad ortogonální.
Protože studujeme evoluční úlohy, budeme pracovat s Bochnerovými prostory.

Nechť X je Banachův prostor. Budeme pracovat s prostory spojitých funkcí na
intervalu I s hodnotami v X, tj. C(I;X), s prostory spojitých funkcí na intervalu
I ve slabé topologii X značenými C(I;Xw) a s prostory bochnerovsky integro-
vatelných funkcí přes interval I s hodnotami v X takových, že norma v X má
konečnou Lp normu přes I, Lp(I;X). Další informace o všech výše uvedených
prostorech funkcí je možno nalézt například v [2], [19], [20] nebo v [41].

Tento článek se věnuje jen jednomu vybranému problému z velkého množství
možných úloh, se kterými se můžeme setkat při matematické analýze úloh proudění
tekutin. I když se omezíme jen na malou třídu modelů, tj. na matematický popis
nestlačitelného proudění newtonovské tekutiny, zůstane počet zajímavých otevře-
ných problému stále velký. Jen tak na okraj, v minulém roce byl vyřešen jeden
otevřený problém týkající se stacionárního proudění ve dvou dimenzích s neho-
mogenní okrajovou podmínkou za předpokladu, že hranice oblasti má více kom-
ponent, viz [26]. I tak analogický problém ve třech dimenzích zůstává otevřený.
Tento článek se ale soustředí především na problematiku slabého řešení evolučních
Navier–Stokesových rovnic ve prostorové dimenzi tři. I když jde ve své podstatě
o nejjednodušší reálný model tekutiny a je intenzívně studován matematiky z po-
hledu analýzy i z pohledu numerického řešení, jsou fundamentální otázky existence
a regularity (tj. hladkosti) řešení stále otevřené.

Tento systém rovnic je prototypem na první pohled relativně „jednoduchéhoÿ
nelineárního parabolického problému, kde nicméně klasické ale i různé speciální
metody selhávají a nedaří se nalézt odpověď na základní otázky. A to i přesto,
že se ročně objevují stovky článků, které se věnují Navier–Stokesovým rovnicím.
Důvodem sepsání tohoto článku je dát českému čtenáři základní informace ohledně
těchto rovnic. A to nejen výsledků, ale i metod, jak se dají dané výsledky dokázat.
V některých případech je důkaz uveden celý, někdy jsou uvedeny jen základní
myšlenky či je důkaz vynechán úplně. Pokud někoho tato problematika zaujme
natolik, že by si chtěl přečíst něco více, v českém jazyce existuje přehledový článek
[37], kromě něj potom pouze online dostupná skripta autora tohoto článku (viz
[41], [42]). V anglicky psané literatuře pak existuje celá řada monografií (např. [44],
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[14], [34]), pro čtenáře znalého francouzského jazyka pak doporučuji pěknou knihu
[7]. Z novějších přehledových prací pak zmiňme ještě [35], tato práce se ale dívá
na Navier–Stokesovy rovnice jako na speciální případ jistých nenewtonovských
modelů (tzv. tekutiny s mocninným růstem).

2. Různé typy řešení Navier–Stokesových rovnic

Výše jsme uvedli definici klasického řešení. Jak bylo zmíněno, existence klasického
řešení není zřejmá v prostorové dimenzi tři ani v situacích, kdy všechna data úlohy
jsou libovolně hladká. Proto je vhodné zavést jiné typy řešení a pokusit se studovat,
za jakých podmínek tato řešení existují.

My se v dalších částech této práce budeme věnovat slabému řešení. Myšlenka
jeho zavedení je následující. Pokud rovnici (1.4) vynásobíme hladkou funkcí ϕϕϕ
s kompaktním nosičem v časoprostoru a formálně provedeme integraci per partes,
resp. použijeme Gaußovu formuli, dostáváme∫ T

0

∫
Ω

(
− u · ∂ϕ

ϕϕ

∂t
− (u⊗ u) : ∇ϕϕϕ+ ν∇u : ∇ϕϕϕ− p divϕϕϕ− f ·ϕϕϕ

)
dxdt = 0.

Nevýhodou je, že nám ve formulaci zůstává tlak. Proto budeme předpokládat, že
máme divϕϕϕ = 0. Navíc místo integrace per partes u časové derivace nahradíme
integrál přes prostor vhodným funkcionálem a dostáváme následující formulaci:

Definice 2.1. Nechť f ∈ L2(0, T ; W−1,2(Ω)), u0 ∈ L2
0,div(Ω). Funkci u ∈

L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; W1,2
0,div(Ω)) takovou, že její slabá derivace podle času

∂u
∂t ∈ Lq(0, T ; (W1,2

0,div(Ω))∗) pro jisté q ≥ 1, nazýváme slabým řešením úlohy
(1.2)–(1.5), jestliže〈∂u

∂t
,ϕϕϕ
〉

(W1,2
0,div(Ω))∗,W1,2

0,div(Ω)
+
∫

Ω

(
(u · ∇u) ·ϕϕϕ+ ν∇u : ∇ϕϕϕ

)
dx

= 〈f ,ϕϕϕ〉W−1,2(Ω),W1,2
0 (Ω)

pro všechna ϕϕϕ ∈ W1,2
0,div(Ω) a s.v. t ∈ (0, T ) a počáteční podmínka je splněna ve

smyslu

lim
t→0+

∫
Ω

u(t, ·) ·w dx =
∫

Ω
u0 ·w dx (2.1)

pro všechna w ∈ L2(Ω).

Poznamenejme, že splnění počáteční podmínky (2.1) souvisí s tím, že funkce u
patřící do prostorů uvedených v definici výše je po změně na množině míry nula
z prostoru C([0, T ]; L2

w(Ω)), a proto má limita smysl.
Pokud bychom formálně vzali za testovací funkci ϕϕϕ := u a předpokládali, že

tato funkce je dostatečně hladká, dostali bychom po integraci přes časový interval
(0, t) ⊂ (0, T ) tzv. energetickou rovnost

1
2

∫
Ω
|u(t, ·)|2 dx+

∫ t

0

∫
Ω
|∇u|2 dxdτ =

1
2

∫
Ω
|u0|2 dx+

∫ t

0
〈f ,u〉dτ.

K získání této rovnosti jsme použili rovnost∫
Ω

(u · ∇u) · u dx =
1
2

∫
Ω

u · ∇|u|2 dx = 0. (2.2)
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Ta ale platí pouze pro dostatečně hladké funkce, aby se uvedená aplikace Gaußovy
věty dala ospravedlnit díky aproximaci sobolevovských funkcí s nulovou stopou
pomocí funkcí hladkých s kompaktním nosičem. V této souvislosti zmiňme, že
obecně nemůžeme použít řešení jako testovací funkci ve slabé formulaci, tedy ne-
víme, zda je energetická rovnost splněna. Na druhou stranu, jak uvidíme v další
části, můžeme získat energetickou rovnost pro jistou aproximaci naší úlohy a li-
mitním přechodem získáme místo rovnosti nerovnost. Dostáváme tedy:

Definice 2.2. Slabé řešení Navier–Stokesových rovnic splňuje silnou energetic-
kou nerovnost, jestliže

1
2

∫
Ω
|u(t, ·)|2 dx+

∫ t

s

∫
Ω
|∇u|2 dxdτ ≤ 1

2

∫
Ω
|u(s, ·)|2 dx+

∫ t

s

〈f ,u〉dτ (2.3)

pro s.v. s ≥ 0 (včetně s = 0) a všechna t ∈ (s, T ]. Slabé řešení splňuje energetickou
nerovnost, jestliže je (2.3) splněno pro s = 0 a s.v. t ∈ (0, T ). Slabé řešení, které
splňuje energetickou nerovnost, budeme nazývat Leray–Hopfovo slabé řešení.

Poznamenejme, že zde není terminologie jednotná a někdy se Leray–Hopfovým
řešením nazývá slabé řešení splňující silnou energetickou nerovnost.

Všimněme si, že slabou formulaci jsme formálně získali z klasické formulace;
ta vyplynula z bilančních rovnic v integrálním tvaru za předpokladu, že řešení je
dostatečně hladké. Zdánlivě jsme tedy odvodili slabou formulaci za předpokladu,
že řešení má takovou hladkost, že existuje klasické řešení, tj. pokud klasické řešení
neexistuje, nemá smysl ani slabá formulace. Naštěstí lze slabou formulaci odvodit
přímo z integrálních bilančních rovnic. Toho si všiml již C.W. Oseen ve své knize
[39], kde ovšem místo Lebesgueova integrálu pracoval s vícerozměrným integrálem
Riemannovým. Tím jsou jeho podmínky na řešení o něco silnější, než kolik je třeba
při použití Lebesgueova integrálu.

V příští kapitole naznačíme důkaz existence Leray–Hopfova slabého řešení a
v dalších částech si řekneme něco o jeho vlastnostech. Všimněme si též, že slabým
řešením je pouze pole rychlosti, musíme tedy také ukázat, jak z jeho znalosti získat
tlak. Nejprve ale uveďme ještě další tři definice řešení Navier–Stokesových rovnic.

Prvním bude tzv. vhodné slabé řešení („suitable weak solutionÿ). Tento pojem
pochází z článku [8] autorů Luise Caffarelliho, Roberta Kohna a Louise
Nirenberga, kteří na základě předchozích prací Vladimira Scheffera tento
pojem zavedli za účelem studia lokální regularity řešení Navier–Stokesových rovnic.
Přesněji:

Definice 2.3. Nechť f ∈ L2(0, T ; L
6
5 (Ω)), u0 ∈ L2

0,div(Ω), Ω ⊂ R3. Dvojice
(u, p) je vhodným slabým řešením naší úlohy (1.2)–(1.5), jestliže

• u ∈ L∞(0, T ; L2(Ω)) ∩ L2(0, T ; W1,2
0,div(Ω))

• p ∈ L 3
2 ((0, T )× Ω)

• dvojice (u, p) je distributivním řešením systému (1.2)
• počáteční podmínka je splněna ve smyslu (2.1)
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• je splněna zobecněná energetická nerovnost, tj. pro každé Φ ∈ C∞0 ((0, T )×
Ω), Φ ≥ 0 a s.v. t ∈ (0, T ), platí

1
2

∫
Ω
|u(t, ·)|2Φ(t, ·) dx+

∫ t

0

∫
Ω
|∇u|2Φ dxdτ ≤ 1

2

∫
Ω
|u|2

(∂Φ
∂t

+ ∆Φ
)

dx dτ

+
∫ t

0

∫
Ω

(1
2
|u|2 + p

)
u · Φ dxdt+

∫ t

0

∫
Ω

f · uΦ dx dτ.

Zobecněná energetická nerovnost se ve formě rovnosti dostane formálně tes-
továním (1.4) funkcí uΦ a integrací přes (0, t). Díky konstrukci řešení pomocí
vhodné aproximace a následným limitním přechodem se dostane místo rovnosti
nerovnost. Podobně jako u slabého řešení totiž není jasné, že můžeme pro distri-
butivní řešení splňující pouze předpoklady o hladkosti z Definice 2.3 zobecněnou
energetickou nerovnost získat. Dále poznamenejme, že díky vlastnostem u a p je
možno dostat odhad na časovou derivaci u, rychlost je tedy slabě spojitá a splnění
počáteční podmínky má smysl. Zřejmě vhodné slabé řešení je řešením slabým, lze
pak ukázat, že je dokonce i Leray–Hopfovým. Na druhou stranu, při dodatečném
předpokladu na počáteční podmínku a hladkost oblasti je možno ukázat, že tlak
příslušný slabému řešení patří do L

5
3 ((0, T )×Ω). Pro slabé řešení (i když splňuje

energetickou nerovnost) ale obecně nevíme, zda je splněna zobecněná energetická
nerovnost. Obecně tedy slabé řešení nemusí být vhodným slabým řešením. Na-
konec poznamenejme, že vhodné slabé řešení existuje za vhodných předpokladů
na u0, f a Ω, které jsou restriktivnější než podmínky uvedené v definici výše, viz
např. [8] nebo [30]. V češtině je potom možno si něco o tomto typu řešení jakož
i o některých aplikacích přečíst v online dostupných skriptech [42].

Další typ řešení, o kterém se stručně zmíníme, se v anglicky psané literatuře
nazývá „mild solutionÿ a byl zaveden v práci [18]. Pokud víme, adekvátní český
překlad neexistuje, snad by se dalo mluvit o „jemnémÿ či „mírnémÿ řešení, ale
ani jeden překlad nám nepřipadá vhodný. Jeho myšlenka spočívá v tom, že si
konvektivní člen přesuneme na pravou stranu a pomocí Duhamelovy formule zapí-
šeme řešení příslušného lineárního problému, tj. dostáváme následující integrální
identitu

u(t, x) = etAu0 −
∫ t

0
e(t−s)AP div(u⊗ u) ds,

kde etA označuje příslušnou Stokesovu semigrupu. Tento typ řešení je vhodný pro
studium řešení, které je lokální v čase nebo odpovídá malým datům v různých
funkčních prostorech, obecnějších než těch, které připouštíme u slabého řešení.
Na druhou stranu, díky způsobu důkazu existence, který je založen na aplikaci
Banachovy věty o pevném bodu v prostorech typu C([0, T ];X) pro vhodný Bana-
chův prostor X, není možno dokázat existenci globálního řešení v čase bez omezení
na velikost dat v nějakém prostoru. My se nadále tímto typem řešení nebudeme
zabývat.

Posledním typem řešení je velmi slabé řešení, viz např. [3], [16]. Jeho definice
je založena na tom, že ve slabé formulaci se všechny prostorové a časové derivace
pomocí aplikace Gaußova vzorce převedou na testovací funkce a předpokládá se
lepší integrovatelnost u přes časoprostor. Tento typ řešení je zajímavý spíše pro
nehomogenní okrajovou podmínku či nenulovou divergenci, takže ho nebudeme
dále zmiňovat.
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3. Existence slabého řešení

V této kapitole si ukážeme existenci slabého řešení, a dokonce i Leray–Hopfova ře-
šení, pro omezené oblasti v RN , N = 2, 3. Vzhledem k tomu, že důkaz je poměrně
dobře znám a je z pohledu teorie parabolických rovnic relativně standardní, ome-
zíme se na hlavní kroky důkazu a na případně rozdíly vůči důkazu pro nelineární
parabolickou rovnici. Na případné další detaily odkazujeme čtenáře na [41] či na
standardní monografie [34] či [44].

Máme následující tvrzení:

Věta 3.1. Nechť Ω ⊂ RN , N = 2, 3, je omezená oblast, u0 ∈ L2
0,div(Ω),

f ∈ L2(0, T ; W−1,2(Ω)). Potom existuje alespoň jedno Leray–Hopfovo slabé řešení
úlohy (1.2)–(1.5). Navíc, toto řešení splňuje

lim
t→0+

‖u(t, ·)− u0‖2 = 0.

Poznámka 3.2. Tvrzení Věty 3.1 platí i pro f ∈ L2(0, T ; (W1,2
0,div(Ω))∗). Potíže

ale nastanou v okamžiku, kdy se budeme snažit zrekonstruovat tlak (viz Kapi-
tola 4), obecně v tomto případě nemusí existovat. Proto budeme uvažovat silnější
podmínku na pravou stranu.

Idea důkazu Věty 3.1. Nejprve si uvědomme, že splnění počáteční podmínky
v silném smyslu je důsledkem slabé spojitosti a energetické nerovnosti. Přesněji,
slabá spojitost nám dává

lim inf
t→0+

‖u(t, ·)‖2 ≤ ‖u0‖2,

zatímco energetická nerovnost implikuje

lim sup
t→0+

‖u(t, ·)‖2 ≥ ‖u0‖2.

Protože

lim
t→0+

u(t, ·) = u0

slabě v L2(Ω), plyne odsud a z vlastností Hilbertových prostorů silná konvergence.
Dále připomeňme, že v důsledku toho, v jakých prostorech leží u a její časová
derivace, je nutně u slabě spojitá v L2(Ω). Stačí tedy dokázat existenci slabého
řešení, patřícího do příslušných prostorů, takového, že nabývá počáteční podmínku
u0 a splňuje energetickou nerovnost.

Aproximativní řešení budeme konstruovat pomocí Galerkinovy metody. Nechť
{wi}∞i=1 tvoří úplný ortogonální systém v prostoru W1,2

0,div(Ω) a nechť tento systém
je ortonormální v L2

0,div(Ω). Příkladem takového systému jsou vhodně nanormo-
vané vlastní funkce Stokesova operátoru. Hledejme pro každé n ∈ N funkci

un(t, x) =
n∑

i=1

cni (t)wi(x)
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tak, že pro každé j = 1, 2, . . . , n platí∫
Ω

(∂un

∂t
·wj + (un · ∇un) ·wj + ν∇un : ∇wj

)
dx

= 〈f ,wj〉W−1,2(Ω),W1,2
0 (Ω),

un(0, x) =
n∑

i=1

aiwi, ai =
∫

Ω
u0 ·wi dx.

(3.1)

Systém (3.1) je vlastně systémem obyčejných diferenciálních rovnic pro neznámé
funkce cnj (t), j = 1, . . . , n, a na základě Carathéodoryho teorie dostáváme existenci
(lokálně v čase) zobecněného řešení. Toto řešení bude globální v čase, pokud se
nám podaří ukázat jisté apriorní odhady.

Všimněme si, že když vynásobíme j-tou rovnici funkcí cnj (t) a sečteme pro j od
1 do n, dostáváme díky tomu, že konvektivní člen je nulový (viz (2.2)), rovnost

1
2

d
dt

∫
Ω
|un(t, ·)|2 dx+

∫
Ω
|∇un|2 dx = 〈f ,un〉.

Odsud plyne nejen to, že řešení existuje na maximálním možném intervalu (0, T ),
ale také to, že

‖un‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖un‖L2(0,T ;W1,2(Ω)) ≤ C(u0, f)

a je splněna aproximativní energetická rovnost

1
2

∫
Ω
|un(t, ·)|2 dx+

∫ t

0

∫
Ω
|∇un|2 dxdτ =

∫ t

0
〈f ,un〉dτ +

1
2

∫
Ω
|un(0, ·)|2 dx.

Nyní, přímo z definice a z rovnosti (3.1), můžeme získat následující duální odhad
časové derivace ∥∥∥∂un

∂t

∥∥∥
Lq(0,T ;(W1,2

0,div(Ω))∗)

≤ C sup
ϕϕϕ∈Lq′ (0,T ;W1,2

0,div(Ω));‖ϕϕϕ‖≤1

∫ T

0

∫
Ω

(
∇un∇ϕϕϕ+ (un ⊗ un) : ∇ϕϕϕ

)
dxdt+ C(f).

Použitím odhadu

‖un‖24 ≤

{
‖un‖

1
2
2 ‖un‖

3
2
1,2, N = 3

‖un‖2‖un‖1,2, N = 2,

pak dostáváme (hlavní omezení pochází z konvektivního členu) že pro N = 3 mů-
žeme brát q = 4

3 , zatímco pro N = 2 máme dokonce q = 2, přičemž posloupnost
∂un

∂t je omezená v prostoru Lq(0, T ; (W 1,2
0,div(Ω))∗). Nyní můžeme přistoupit k li-

mitním přechodům. Z apriorních odhadů dostáváme, že vybraná podposloupnost
slabých řešení konverguje slabě k jisté funkci u v prostoru L2(0, T ; W1,2

0,div(Ω))

a slabě ∗ v prostoru L∞(0, T ; L2(Ω)). Dále časová derivace konverguje slabě k ∂u
∂t

v prostoru Lq(0, T ; (W1,2
0,div(Ω))∗). To ale k limitnímu přechodu nestačí, potřebu-

jeme silnou konvergenci k limitnímu přechodu v nelineárním členu. Ta je důsled-
kem tzv. Aubin–Lionsova lemmatu (viz např. [41]), díky odhadu v prostorových
proměnných v „lepším prostoruÿ a alespoň nějakého odhadu časové derivace do-
stáváme silnou konvergenci v L2(0, T ; L2(Ω)), což nám umožňuje přejít nejenom
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v rovnici, ale i v energetické nerovnosti. Nakonec se ukáže, že naše konstrukce apro-
ximativního řešení, viz (3.1)2, zaručuje splnění počáteční podmínky u0 ve slabém
smyslu. Důkaz je hotov. �

4. Existence tlaku

Cílem je zjistit, zda slabá formulace nezničila informaci o tlaku, tj. zda existuje
pro každé t ∈ (0, T ) distribuce p(t, ·) ∈ D′(Ω) (popř. hladší) tak, že〈∂u

∂t
,ϕϕϕ
〉

+
∫

Ω
(u · ∇u) ·ϕϕϕdx+ ν

∫
Ω
∇u : ∇ϕϕϕdx+ 〈∇p,ϕϕϕ〉 = 〈f ,ϕϕϕ〉

∀ϕϕϕ ∈ C∞0 (Ω) a s.v. t ∈ (0, T ).

Pro obecnou situaci, kdy naše řešení z předchozí kapitoly je zkonstruované Galer-
kinovou metodou, máme pouze

Věta 4.1. Nechť u je slabé řešení Navier–Stokesových rovnic zkonstruované
Galerkinovou metodou, Ω ∈ C0,1, N = 2, 3.
Potom existuje P : (0, T )×Ω→ R tak, že P (t) ∈ L2(Ω), ∀t ∈ (0, T ), a splňuje∫ t

0

(
− ν

∫
Ω
∇u : ∇χχχdx−

∫
Ω

(u · ∇u) ·χχχdx+ 〈f ,χχχ〉
)

dτ

=
∫

Ω
P (t) divχχχdx+

∫
Ω

u(t) ·χχχdx−
∫

Ω
u0 ·χχχdx, ∀χχχ ∈W1,2

0 (Ω).

Důkaz je možno nalézt např. v [21] či v [42].

Poznámka 4.2. Obecně není ale pravda, že P (t) =
∫ t

0 p(τ) dτ , není zřejmé, že
náš „tlakÿ je skutečně primitivní funkcí k hledanému tlaku. Tedy získaný výsledek
není příliš uspokojivý.

Pro případ, kdy je oblast Ω hladká, je možné předchozí výsledek zesílit:

Věta 4.3. Nechť Ω ∈ C2, u ∈ Lq(0, T ; Ls(Ω)), Hi ∈ Lqi(0, T ;Lsi(Ω)), i = 1, 2,
jsou takové, že

−
∫ T

0

∫
Ω

u · ∂ϕ
ϕϕ

∂t
dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

(H1 + H2) : ∇ϕϕϕdxdt

pro všechna ϕϕϕ ∈ C∞0 ((0, T )× Ω) s divϕϕϕ = 0. Potom existují skalární funkce pi ∈
Lqi(0, T ;Lsi(Ω)), i = 1, 2, a skalární harmonická funkce ph ∈ Lq(0, T ;Ls∗(Ω))
s ∇ph ∈ Lq(0, T ; Ls(Ω)), s∗ = Ns

N−s pro s < N , s∗ ∈ [1,∞) pro s = N a s∗ ∈ [1,∞]
pro s > N taková, že

−
∫ T

0

∫
Ω

u · ∂ϕ
ϕϕ

∂t
dx dt =

∫ T

0

∫
Ω

(H1 + H2) : ∇ϕϕϕdxdt

+
∫ T

0

∫
Ω

(p1 + p2) divϕϕϕdxdt+
∫ T

0

∫
Ω
∇ph ·

∂ϕϕϕ

∂t
dxdt

pro všechna ϕϕϕ ∈ C∞0 ((0, T )× Ω). Navíc

‖pi‖Lqi (0,T ;Lsi (Ω)) ≤ C‖Hi‖Lqi (0,T ;Lsi (Ω)), i = 1, 2,

‖∇ph‖Lq(0,T ;Ls(Ω)) ≤ C‖u‖Lq(0,T ;Ls(Ω)).
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Poznámka 4.4. Tuto větu lze použít tak, že za H1 vezmeme u⊗u a za H2 funkci
−ν∇u − F, f = divF. Význam této věty spočívá v tom, že umožňuje uvažovat
poměrně obecnou pravou stranu, na druhou stranu ale ukazuje, že tlak se obecně
nechová tak, jak bychom mohli naivně očekávat. Konkrétně, harmonická část tlaku
ph, která je hladká v prostoru, ale nikoliv v čase, je tím problematickým členem.

Důkaz je možno opět nalézt v [41].
Nakonec si ukažme jinou možnost rekonstrukce tlaku, založenou na vlastnostech

řešení jednoho lineárního problému, nestacionárního Stokesova problému

∂u
∂t
− ν∆u +∇p = g v (0, T )× Ω,

div u = 0 v (0, T )× Ω,

u = 0 na (0, T )× ∂Ω,

u(0) = u0 v Ω.

Slabá formulace je analogická slabé formulaci pro Navier–Stokesovy rovnice, proto
ji nebudeme uvádět. Existence slabého řešení se ukáže stejně jako v případě Navier–
Stokesových rovnic, jen máme ušetřenou práci s kompaktností posloupnosti apro-
ximativního řešení a dostaneme okamžitě silnou spojitost v čase. Pokud bychom
nyní uvažovali pravou stranu ve tvaru divergence nějaké integrovatelné funkce, do-
stali bychom opět problém s harmonickou částí tlaku. Proto budeme předpokládat,
že pravá strana f leží v jistém Lebesgueově prostoru.

Pro tento případ máme:

Věta 4.5. Nechť je počáteční podmínka dostatečně hladká, Ω ∈ C2, nechť g ∈
Lt (0, T ; Ls(Ω)) .
Potom jediné řešení také splňuje ∇2u, ∂u

∂t , ∇p ∈ L
t(0, T ; Ls(Ω)) a platí

‖∇2u‖Lt(0,T ;Ls(Ω)) +
∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥
Lt(0,T ;Ls(Ω))

+ ‖∇p‖Lt(0,T ;Ls(Ω))

≤ C(u0, ‖g‖Lt(0,T ;Ls(Ω))).

Důkaz této věty je možno nalézt v [22].
Pokud si vezmeme g = −u · ∇u + f , dostáváme z předchozí věty:

Věta 4.6. Nechť u je slabé řešení Navier–Stokesových rovnic a nechť Ω ∈ C2,
f a u0 jsou dostatečně hladké.
Potom existuje tlak a Navier–Stokesovy rovnice jsou splněny skoro všude na

časoprostoru. Navíc

∇2u, ∂u
∂t , ∇p ∈ L

t(0, T ; Ls(Ω)), 1 < s < N
N−1 ,

2
t

+
N

s
= N + 1 , N = 2, 3.

Podívejme se, jakou informaci nám to dává pro samotný tlak ve třídimenzionál-
ním případě. Pro zajištění jednoznačnosti budeme předpokládat, že

∫
Ω p(t, ·) dx =

0 pro s.v. t ∈ (0, T ). Dostáváme

p ∈ Lt(0, T ;Ls∗(Ω)),
2
t

+
3
s

= N.

Pokud požadujeme, aby t = s∗, dostáváme ve trojdimenzinálním případě p ∈
L
5
3 ((0, T )× Ω). Ve dvojdimenzionálním případě potom p ∈ Lq ((0, T )× Ω) pro

libovolné q < 2.
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5. Jednoznačnost a regularita řešení ve dvojrozměrném případě

Je-li Ω ⊂ R2, pak je možno ukázat, že řešení se chová tak, jak bychom si předsta-
vovali, úloha je korektní („well posedÿ) ve smyslu Hadamarda. Tedy, řešení (slabé)
je jednoznačné, spojitě závislé na datech a tak hladké, jak umožňují data úlohy.
Ukažme nejprve

Věta 5.1. Slabé řešení je ve dvojrozměrném případě jednoznačné.

Důkaz. Nejprve si uvědomme, že díky tomu, že ∂u
∂t ∈ L

2(0, T ; (W1,2
0,div(Ω))∗) a

u ∈ L2(0, T ; W1,2
0,div(Ω)), je u ∈ C(0, T ; L2

0,div(Ω)) (a též patří do C([0, T ]; L2(Ω)))
a platí 〈∂u

∂t
,u
〉

=
1
2

d
dt

∫
Ω
|u|2 dx.

Proto můžeme použít řešení jako testovací funkci ve slabé formulaci. Předpokládá-
me-li, že u a v jsou dvě slabá řešení odpovídající týmž datům a označíme-li w =
u− v jejich rozdíl, pak dostáváme použitím rovnosti typu (2.2)

1
2

d
dt

∫
Ω
|w|2 dx+ ν

∫
Ω
|∇w|2 dx = −

∫
Ω

(w · ∇u) ·w dx.

Pravou stranu můžeme odhadnout pomocí∣∣∣ ∫
Ω

(w · ∇u) ·w dx
∣∣∣ ≤ ‖w‖24‖∇u‖2 ≤

1
2
ν‖∇w‖22 + C(ν)‖w‖22‖∇u‖22

a díky nulové počáteční podmínce plyne použitím Gronwallova lemmatu, že w je
nulové, tj. řešení je jednoznačné. �

Díky předchozí větě stačí ukázat regularitu pro řešení, zkonstruované libovol-
ným způsobem. Ukážeme ji pro řešení, které jsme již dříve získali Galerkinovou
metodou.

Věta 5.2. Nechť Ω ⊂ R2 je omezená oblast třídy C2, f ∈ L2((0, T )×Ω), u0 ∈
L2

0,div(Ω). Potom libovolné slabé řešení patří navíc do prostorů L2(ε, T ; W2,2(Ω))∩
L∞(ε, T ; W1,2(Ω)) a ∂u

∂t ∈ L2(ε, T ; L2(Ω)) pro libovolné ε > 0. Jestliže u0 ∈
W1,2

0,div(Ω), je možno brát ε = 0.

Důkaz. Díky regularitě řešení stacionárního Stokesova problému je ‖P∆u‖2 pro
funkce z W1,2

0,div(Ω) ekvivalentní s ‖u‖2,2, přičemž P je Helmholtzova projekce
vektorových funkcí z L2(Ω) do L2

0,div(Ω). Pokud použijeme ke konstrukci řešení
bázi složenou s vlastních funkcí Stokesova operátoru a budeme testovat P∆un ve
smyslu, že j-tou rovnici vynásobíme λjcnj (t) a sečteme přes j, dostaneme identitu

1
2

d
dt
‖∇un(t)‖22 + ν‖P∆un‖22 =

∫
Ω

(un · ∇un) · P∆un dx. (5.1)

Pravou stranu můžeme odhadnout použitím Hölderovy a Youngovy nerovnosti
a interpolačních nerovností pomocí

‖P∆un‖2‖∇un‖4‖un‖4 ≤
ν

2
‖P∆un‖22 + C(ν)‖∇un‖42‖un‖22.
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Analogicky můžeme rovnici testovat časovou derivací aproximativního řešení a tím
nám přibude na levé straně (5.1) i L2-norma časové derivace. Je-li počáteční pod-
mínka u0 ∈ W1,2

0,div(Ω), plyne tvrzení z Gronwallovy nerovnosti. Pokud je pouze
v L2

0,div(Ω), pak výše získanou nerovnost násobíme seřezávací funkcí času, která je
nulová kolem hodnoty 0, od hodnoty ε je jedna a je hladká mezi těmito hodnotami.
Tvrzení pak opět plyne z Gronwallovy nerovnosti. �

Použitím metody postupného vylepšování regularity je možno ukázat, že za
předpokladu hladkosti pravé strany a oblasti Ω je řešení hladké na (0, T ) × Ω.
Na hladkost až do počátečního času bychom kromě hladkosti počáteční podmínky
potřebovali i jisté podmínky kompatibility.

6. Trojrozměrný případ: lokálně hladké řešení, jednoznačnost typu
silné = slabé a podmíněná regularita

V poslední části se budeme věnovat otázce dalších vlastností slabých řešení pro
Ω ⊂ R3. Nejprve uveďme jednu pomocnou větu, která má ale význam i sama
o sobě. Ukazuje totiž, že i když obecně nevíme, zda slabé řešení je pro hladká data
hladké, víme alespoň, že je hladké na krátkém čase, popř. globálně, pokud jsou
data úlohy dostatečně malá.

Věta 6.1. Předpokládejme, že f ∈ L2(0, T ; L2(Ω)) a u0 ∈ W1,2
0,div(Ω). Nechť

Ω ⊂ R3. Potom existuje T ∗ > 0 takové, že existuje slabé řešení Navier–Stokesových
rovnic odpovídající daným datům u ∈ L2(0, T ∗; W2,2(Ω)) ∩ L∞(0, T ∗; W1,2(Ω))
a ∂u

∂t ∈ L
2(0, T ∗; L2(Ω)). Je-li počáteční podmínka dostatečně malá, je možno brát

T ∗ =∞.

Důkaz. Pro jednoduchost předpokládejme f = 0. Podobně jako v případě pro-
storové dimenze dva získáme pro galerkinovskou aproximaci rovnost (5.1). Nyní
nejprve použijeme odhad∣∣∣ ∫

Ω
(un ·∇un)·P∆un dx

∣∣∣ ≤ ‖P∆un‖2‖∇un‖3‖un‖6 ≤
ν

2
‖P∆un‖22+C(ν)‖∇un‖62,

který vede na diferenciální nerovnost

y′ ≤ Cy3.

Díky lokálnímu existenčnímu výsledku pro příslušnou obyčejnou diferenciální rov-
nici dostáváme lokální existenci řešení s omezenou L2-normou gradientu, což po-
dobně jako ve dvojdimenzionálním případě implikuje hladkost výše. Pokud kon-
vektivní člen odhadneme∣∣∣ ∫

Ω
(un·∇un)·P∆un dx

∣∣∣ ≤ ‖P∆un‖2‖∇un‖6‖un‖3 ≤ C0‖P∆un‖22‖∇un‖
1
2
2 ‖un‖

1
2
2

a připomeneme, že díky konstrukci platí energetická rovnost, tj.

‖un(t, ·)‖2 ≤ ‖un(0, ·)‖2 ≤ ‖u0‖2,

pak za předpokladu, že v počátečním čase platí

C0‖∇u0‖
1
2
2 ‖u0‖

1
2
2 ≤ ν, (6.1)
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máme
‖∇un(t, ·)‖2 ≤ ‖∇un(0, ·)‖2 ≤ ‖∇u0‖2.

Proto nerovnost (6.1) platí na celém intervalu existence slabého řešení, což dává
regularitu. �

Výše uvedená lokální existence je důležitá mimo jiné v následující souvislosti.
Níže ukážeme, že hladká řešení jsou jednoznačná na třídě Leray–Hopfových ře-
šení. Pokud máme Leray–Hopfovo řešení odpovídající hladkým datům, víme, že
výše zkonstruované hladké řešení se na svém intervalu existence shoduje s Leray–
Hopfovým řešením, a proto je Leray–Hopfovo řešení lokálně v čase hladké.

Budeme ještě potřebovat jedno tvrzení:

Lemma 6.2. Nechť dané slabé řešení Navier–Stokesových rovnic u patří do
L4((0, T )× Ω). Potom toto slabé řešení splňuje dokonce energetickou rovnost.

Důkaz je založen na tom, že se ukáže, že časová derivace takového slabého řešení
nutně patří do L2(0, T ; (W1,2

0,div)∗), proto je možno použít řešení jako testovací
funkci ve slabé formulaci. Zmiňme pouze, že jiné podmínky na řešení, které zaručují
splnění energetické nerovnosti, lze nalézt např. v [12] či v [17].

Můžeme tedy přistoupit k formulaci avizovaného tvrzení o jednoznačnosti.

Věta 6.3. Nechť u je Leray–Hopfovo slabé řešení na (0, T ) a nechť v je slabé
řešení odpovídající týmž datům, pro které navíc platí, že

v ∈ Lt(0, T ; Ls(Ω)),
2
t

+
3
s

= 1, 3 ≤ s ≤ ∞.

Potom v = u s.v. na (0, T )× Ω.

Důkaz. Naznačíme ideu důkazu pro případ s > 3. Případ s = 3 je možno nalézt
v [27]. Uvědomme si, že funkci u nelze použít jako testovací funkci pro slabou
formulaci pro u. Máme ale k dispozici energetickou nerovnost. Dále není těžké
pomocí předchozího tvrzení ukázat, že můžeme použít jako testovací funkci pro v
jak u tak i v a konečně, analogickými úvahami lze ukázat, že v je dobrá testovací
funkce pro u. Celkem tedy, podobně jako v dimenzi dva, dostaneme pro w = u−v

1
2

d
dt

∫
Ω
|w|2 dx+ ν

∫
Ω
|∇w|2 dx ≤

∫
Ω

(w · ∇v) ·w dx.

Pomocí Gaußova vzorce převedeme derivaci na w a odhadneme člen na pravé
straně použitím lepší integrability v jako

ν

2
‖∇w‖22 + C(ν)‖v‖ts‖u‖22

a jednoznačnost plyne z Gronwallova lemmatu. �.
Velmi podobným způsobem, tj. kombinací odhadů výše a věty o regularitě pro

Ω ⊂ R2, lze dokázat následující větu:

Věta 6.4. Nechť Ω ⊂ R3 je omezená oblast třídy C2, f ∈ L2((0, T ) × Ω),
u0 ∈ L2

0,div(Ω). Nechť slabé řešení patří navíc do Lt(0, T ; Ls(Ω)), 2
s + 3

t = 1,
s > 3. Potom toto slabé řešení patří do L2(ε, T ; W2,2(Ω)) ∩ L∞(ε, T ; W1,2(Ω))
a ∂u

∂t ∈ L2(ε, T ; L2(Ω)) pro všechna ε > 0. Je-li u0 ∈ W1,2
0,div(Ω), pak je možno

brát ε = 0.
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Stejně jako pro dvojrozměrnou úlohu, metodou postupného vylepšování hlad-
kosti můžeme ukázat, že řešení je tak hladké, jak umožňují data úlohy.

Tento článek zakončíme pouze výčtem několika dalších vybraných případů, kdy
je slabé řešení splňující energetickou nerovnost hladké. Pro jednoduchost se bu-
deme zabývat trochu jinou úlohou, úlohou Cauchyovou na celém R3 a budeme
předpokládat, že pravá strana f je nulová. Přesněji

Definice 6.5. Nechť u0 ∈ L2
div(R3). Potom funkci u ∈ L∞(0, T ; L2(R3)) ∩

L2(0, T ; W1,2
div(R3)), jejíž slabá časová derivace ∂u

∂t ∈ Lq(0, T ; (W1,2
div(R3))∗) pro

jisté q ≥ 1, nazýváme slabým řešením Cauchyovy úlohy, jestliže〈∂u
∂t
,ϕϕϕ
〉

(W1,2
div(R3))∗,W1,2

div(R3)
+
∫
R3

(
(u · ∇u) ·ϕϕϕ+ ν∇u : ∇ϕϕϕ

)
dx = 0

pro všechna ϕϕϕ ∈ W1,2
div(R3) a s.v. t ∈ (0, T ) a počáteční podmínka je splněna ve

smyslu

lim
t→0+

∫
R3

u(t, ·) ·w dx =
∫
R3

u0(·) ·w dx

pro všechna w ∈ L2(Ω).

Existenci dokonce Leray–Hopfova slabého řešení Cauchyovy úlohy můžeme do-
kázat pomocí následující metody. Vezměme si Ωn = Bn(0) posloupnost koulí
postupně vyplňujících celý prostor a posloupnost un

0 hladkých funkcí s nosičem
v Bn(0) takových, že mají nulovou divergenci a konvergují v L2-normě k u0.
Na každé kouli existuje řešení podle Věty 3.1. Toto řešení splňuje stejnoměrné
odhady v příslušných prostorech a stejně jako při důkazu existence získáme pří-
slušné slabě konvergentní podposloupnosti. Jediný problém je, že tyto podposloup-
nosti nekonvergují silně na celém R3, ale jen na omezených podmnožinách. Proto
můžeme provést limitní přechod (pomocí diagonálního výběru) jen pro testovací
funkce s kompaktním nosičem. Takové funkce jsou ale husté ve W1,2

div(R3), odkud
plyne existence slabého řešení. Věta o jednoznačnosti silné = slabé se dokazuje
podobně jako pro omezené množiny s homogenní Dirichletovou podmínkou, stejně
tak příslušné věty o podmíněné regularitě a o lokální existenci hladkých řešení pro
hladká data.

Obecné schéma důkazu kritérií regularit je tedy následující. Pro hladké řešení
ukážeme apriorní odhady, které jsou nezávislé na čase a tudíž vylučují vznik sin-
gularity. Proto je řešení hladké na maximálním možném intervalu. Budeme vždy
předpokládat, že studujeme Cauchyovu úlohu na R3 a naše řešení splňuje ener-
getickou nerovnost. Stejné výsledky by platily i pro úlohu s periodickou okrajo-
vou podmínkou, některá níže uvedená kritéria fungují i na omezených oblastech
s vhodnou okrajovou podmínkou, to ale pro nás nebude důležité. Jen zmiňme, že
důvodem, proč je Cauchyova úloha či periodické okrajové podmínky jednodušší,
je to, že můžeme bez problémů integrovat per partes (používat Gaußovu větu)
a nevzniknou nám žádné hraniční členy, které bychom museli kontrolovat.

Omezíme se pouze na přehled základních výsledků. Nejprve připomeňme, že
pro

u ∈ Lt(0, T ; Ls(R3)),
2
t

+
3
s

= 1, s > 3, (6.2)
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je řešení hladké, viz Věta 6.3. Regularita se dá ukázat i pro případ s = 3 (tj.
t =∞), viz [15], důkaz je ale mnohem technicky obtížnější. Poznamenejme jen, že
pro případ, kdy je podmínka (6.2) splněna pouze pro dvě složky rychlosti, lze díky
nulové divergenci také dokázat regularitu.

Analogická podmínka na gradient rychlosti je

∇u ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2
t

+
3
s

= 2, s ≥ 3
2
. (6.3)

Hodnoty s > 3
2 pochází z článku [4], případ s = 3

2 je pak důsledkem věty o vnoření
a práce [15]. Opět poznamenejme, že máme-li informaci o lepší integrabilitě gradi-
entu dvou složek rychlosti (splňující (6.3)) je opět relativně jednoduché díky nulové
divergenci rychlosti dokázat, že řešení je hladké. Dále, protože pro 1 < p < ∞ je
Lp-norma vorticity ωωω = rot u díky nulové divergenci ekvivalentní Lp-normě gra-
dientu rychlosti, je důkaz regularity pro vorticitu splňující (6.3) pro 3

2 ≤ s < ∞
zřejmý. O něco zajímavější je, že i v případě, kdy pouze dvě složky vorticity splňují
(6.3), platí regularita, viz [11]. Podobně, je-li

p ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2
t

+
3
s

= 2, s >
3
2
,

kde p je tlak příslušný danému slabému řešení, je toto slabé řešení hladké, viz [6].
O něco komplikovanější je situace, kdy je lepší integrovatelnost známa pouze

o jedné složce rychlosti. První výsledek v tomto směru, tj. omezenost u1 v ča-
soprostoru implikuje hladkost řešení naší úlohy, byl dokázán v [38]. Po několika
vylepšeních je v současnosti známo, že pro

u1 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2
t

+
3
s

=
3
4

+
1
2s
, s ≥ 10

3
,

je řešení hladké (případ s > 10
3 viz [46], hraniční hodnota s = 10

3 potom viz [25]).
Pro gradient jedné složky rychlosti se ví, že když

∇u1 ∈ Lt(0, T ; Ls(R3)),
2
t

+
3
s

=
23
12
, s ∈ [2, 3],

potom řešení je hladké, viz [47]. Analogický výsledek pouze pro jednu složku vor-
ticity není známý.

Je zajímavé, že pro derivaci rychlostního pole v jednom směru je situace lepší.
Přesněji, pro

∂1u ∈ Lt(0, T ; Ls(R3)),
2
t

+
3
s

= 2, s ≥ 27
16
,

je řešení hladké, viz [28] a [9]. V práci [40] bylo mimo jiné ukázáno, že pro hladkost
slabého řešení stačí místo celého gradientu kontrolovat jen dvě složky, tj.

∂1u1, ∂2u2 ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2
t

+
3
s

= 2, s >
3
2
.

Konečně, v práci [10] bylo ukázáno, že jistá hladkost pouze jedné složky gradi-
entu rychlosti zaručuje hladkost slabého řešení (první takový výsledek byl ukázán
v [40]), tedy stačí vědět buď

∂iuj ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2
t

+
3
s

=
1
2

+
3
2s
, s > 3, i 6= j,
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nebo

∂iui ∈ Lt(0, T ;Ls(R3)),
2
t

+
3
s

=
3
4

+
3
2s
, s > 2.

Z dalších výsledků pak zmiňme [43], kde autoři ukázali, že pro hladkost ře-
šení Cauchyovy úlohy stačí vědět, že tlak je omezený zdola a výsledky zaručující
hladkost řešení, pokud je směr vorticity či rychlosti dostatečně hladký ([13], [5],
[45]). Existuje celá řada dalších výsledků, které pro zaručení hladkosti využívají
vyšší hladkost v Běsovových prostorech, popř. kombinují odhady různých veličin,
ale tyto výsledky nepokládám za příliš zajímavé z pohledu lepšího pochopení pří-
padného vzniku singularity či zachování regularity řešení začínajícího z hladké
počáteční podmínky.

7. Závěr

Tato práce se zabývala klasickými i novějšími výsledky souvisejícími s problémem
regularity slabých řešení nestlačitelných Navier–Stokesových rovnic. Po předsta-
vení modelu a formulaci různých typů řešení byla ukázána existence Leray–Hopfova
slabého řešení a jeho dodatečné vlastnosti (jednoznačnost, regularita ve dvojroz-
měrném případě, jednoznačnost typu silné = slabé a podmíněná regularita (Prodi–
Serrinovy podmínky) ve trojrozměrném případě). Konečně, pro Cauchyovu úlohu
bylo představeno několik podmínek na různé veličiny, které zaručují hladkost ře-
šení.
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HLEDÁNÍ WIEFERICHOVÝCH PRVOČÍSEL

PETR LEŽÁK

Abstrakt. Článek pojednává o současném stavu hledání Wieferichových prvočísel.
Jsou zde navrženy metody, jak toto hledání urychlit, a tyto metody jsou implemen-
továny v software na jejich hledání. Tento software byl pak použit na vyhledání
Wieferichových prvočísel o základu 2− 9999 menších než 3, 5 · 1010 a výsledky jsou
v článku prezentovány. Dále je v článku navržen pravděpodobnostní model pro od-
had hustoty Wieferichových prvočísel a tento model je porovnán s reálnými daty.

1. Úvod

Podle malé Fermatovy věty platí pro každé prvočíslo p a přirozené číslo a ne-
dělitelné p rovnice (1.1), jak je uvedeno například v [1]. Wieferichovo prvočíslo
o základu a navíc splňuje rovnici (1.2), viz [2].

ap−1 ≡ 1 (mod p) (1.1)

ap−1 ≡ 1 (mod p2) (1.2)

Není-li uvedeno jinak, tak se většinou uvažují Wieferichova prvočísla o základu
a = 2, pro něž jsou známa jen dvě řešení rovnice (1.2): p = 1093 a p = 3511. Ta-
bulka 1 ukazuje, jak se v průběhu let podařilo rozšířit prozkoumaný interval čísel.
Údaje jsou převzaty z [2] a [3]. Přesto se dosud nepodařilo najít třetí Wieferichovo
prvočíslo. Důvody tohoto neúspěchu jsou prodiskutovány v sekci 8, kde je navržen
pravděpodobnostní model hustoty Wieferichových prvočísel.

Cílem výzkumu bylo nalezení prvního a druhého Wieferichova prvočísla o zá-
kladu 2 ≤ a ≤ 9999. V současnosti není znám lepší algoritmus hledání Wieferi-
chových prvočísel, než je prosté dosazování prvočísel do rovnice (1.2) a ověření
její platnosti. Problémem tedy není, jak Wieferichova prvočísla hledat, ale jak je
hledat co nejrychleji.

Protože obecné knihovny pro výpočty s velkými čísly jsou pomalé, tak bylo
nutné vytvořit knihovnu optimalizovanou pro danou úlohu. Dále byl v prohledáván
využit fakt, že hledáme Wieferichova prvočísla z velkého rozsahu základů.

2010 MSC. Primární 11A41.
Klíčová slova. Wieferich, prvočíslo, algoritmus, reprezentace.
Práce byla podporována projektem A-Math-Net – Síť pro transfer znalostí v aplikované ma-

tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Rok Hranice Vědec nebo organizace
1940 1.6× 104 Beeger
1960 1× 105 Kravitz
1964 5× 105 Riesel
1971 3× 109 Brillhart, Tonascia, Weinberger
1981 6× 109 Lehmer
1996 6.1× 1010 Clark
1997 4× 1012 Crandall, Dilcher, Pomerance
2001 4.6× 1013 Brown, McIntosh
2005 1.25× 1015 Knauer, Richstein
2013 1.07× 1017 PrimeGrid

Tabulka 1. Prozkoumaný interval.

2. Výpočet Wieferichových prvočísel s různými základy

Wieferichova prvočísla se stejným exponentem jsou vždy hledána v jednom kroku.
Lze tak využít různé optimalizace. Zavedeme-li označení (2.1) představující levou
stranu rovnice (1.2), lze ukázat, že platí rovnice (2.2).

e(a, p) = ap−1 mod p2 (2.1)

e(ab, p) ≡ (ab)p−1 ≡ ap−1bp−1 ≡ e(a, p) · e(b, p) (mod p2) (2.2)

Díky ní je nutné vypočítat hodnoty e(a, p) modulárním umocňováním jen pro
prvočíselné základy a, hodnoty e(a, p) pro složené základy a lze dopočítat mnohem
rychleji pomocí modulárního násobení. Důsledkem rovnice (2.2) je i fakt, že je-li p
Wieferichovo prvočíslo o základu a, pak je p také Wieferichovo prvočíslo o základu
an.

K testování prvočíselnosti je využito Eratosthenovo síto, viz [4]. Protože je
prosívání pomocí velkých prvočísel neefektivní (prvočíslo 2 odstraní každé druhé
složené číslo, zatímco prvočíslo 997 zhruba každé tisícé), tak se prohledávaný in-
terval prosívá jen prvočísly do určité velikosti. Výstupem tohoto kroku jsou proto
tzv. pseudoprvočísla - tedy všechna prvočísla a některá složená čísla, která prošla
sítem. Dále lze ukázat, že z platnosti p | p2, plyne rovnice (2.3).

(x mod p2) mod p = (x+ n1 · p2) + n2 · p = x+ (n1p+ n2) · p = x mod p (2.3)

Toho lze využít k provedení Fermatova testu prvočíselnosti téměř bez doda-
tečné režie. Hodnotu e(a, p) = ap−1 mod p2 spočítáme při testování Wieferichova
prvočísla. Pokud se ukáže, že e(a, p) mod p 6= 1, pak není splněna rovnice (1.1)
a p proto není prvočíslo. Nebudeme proto dále počítat e(a, p) pro ostatní základy
a a přejdeme k dalšímu pseudoprvočíslu p. Takto lze zavčas rozpoznat složená
čísla, která prošla Eratosthenovým sítem, dříve, než jim věnujeme příliš mnoho
strojového času, a přitom tento test nás prakticky nic nestojí.
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3. Modulární umocňování

Pro ověření platnosti rovnice (1.2) je nutné provádět modulární umocňování. Před
zahájením výpočtu jsou vypočítány mocniny

m(a, x) = ax = a · ax−1 = a ·m(a, x− 1);m(a, 0) = 1

pro všechny prvočíselné základy a a pro m(a, x) < 264.
Mocnina je pak spočítána podle rovnice (3.1), přičemž n se rozloží podle vztahu

(3.2) na součet skupin bitů xi začínajících na bitech s indexem si. Skupiny bitů
xi jsou voleny tak, aby m(a, xi) < p. Tento algoritmus vychází z [5].

an ≡
k∏

i=1

(m(a, xi))
2si (mod c) (3.1)

n =
k∑

i=1

xi · 2si ; s1 = 0, si < si+1 (3.2)

Důkaz platnosti rovnice (3.1):

an ≡ a
∑k

i=1 xi·2si ≡
k∏

i=1

axi·2si ≡
k∏

i=1

(axi)2
si ≡

k∏
i=1

(m(a, xi))
2si (mod c)

Rovnici (3.1) lze přepsat iterativně, což vede k efektivnějšímu výpočtu:

rk = m(a, xk)

ri−1 = (ri)
2si−si−1 ·m(a, xk) mod c

an mod c = r1

Výpočet (ri)
2si−si−1

je realizován pomocí si−si−1 modulárního umocňování nadru-
hou.

4. Reprezentace velkých čísel a modulární násobení

Budeme předpokládat, že vytvořený program poběží na 64-bitovém procesoru,
protože prakticky všechny nové osobní počítače mají 64-bitový procesor. Pro ulo-
žení maximálního prozkoumaného prvočísla p je podle tabulky 1 nutné použít 54
bitů. Pokud pro uložení prvočísla p použijeme 64 bitový registr, budeme pracovat
s dostatečnou rezervou. Zbytek po dělení p2 je pak nutné reprezentovat pomocí
128 bitů, tedy dvou registrů.

Pro implementaci modulárního umocňování je třeba mít k dispozici algoritmus
modulárního násobení čísel. Proto zvolená reprezentace musí být taková, aby mo-
dulární násobení bylo pokud možno co nejefektivnější. Přirozeně lze zbytek po
dělení reprezentovat dvěma číslicemi x0 a x1 čísla v soustavě o základu 264. Lepší
je ale pracovat v soustavě o základu p. Libovolné číslo 0 ≤ x < p2 lze pak repre-
zentovat podle rovnice (4.1).

x = x1p+ x0; 0 ≤ a, b < p (4.1)
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Výpočet z = x · y mod p2 popisuje rovnice (4.2).

z = x · y ≡ (x1p+ x0) · (y1p+ y0) ≡ x1y1p2 + (x1y0 + x0y1)p+ x0y0

≡(x1y0 + x0y1)p+ x0y0 ≡ (x1y0 + x0y1 + k − lp) · p+ (x0y0 − kp) (mod p2),
(4.2)

kde

k =

⌊
x0y0
p

⌋
, l =

⌊
x1y0 + x0y1 + k

p

⌋
.

Rovnici (4.2) lze implementovat pomocí následujícího algoritmu výpočtu:

• Vstupy: x = x1p+ x0; y = y1p+ y0; p
• Výstup: z = z1p+ z0 = x · y
• t1 = x0y0

• k =
⌊
t1
p

⌋
• z0 = t1 − kp
• t2 = x1y0 + x0y1 + k

• l =
⌊
t2
p

⌋
• z1 = t2 − lp

Srovnáme-li algoritmus s modulárním násobením čísel reprezentovaných v sou-
stavě o základu 264, tak odpadne jeden člen při násobení a stačí jen dvě dělení p
oproti redukci modulo p2.

5. Redukce

Jak bylo popsáno v sekci 4, tak pro modulární násobení je třeba provádět dělení
čísla o velikosti nejvýše 128 bitů číslem p o velikosti nejvýše 64 bitů. Na současných
procesorech je však dělení cca 14x pomalejší než násobení, viz [6]. Proto je vhodné
využít algoritmus, který dělení nahradí i několika násobeními. Jedna z možností je
využít Barrettův algoritmus, který je detailně popsán v [7]. Algoritmus je vhodný
tehdy, pokud je třeba provést mnoho dělení se stejným dělitelem p. Vychází z myš-
lenky, že dělení lze nahradit násobením převrácenou hodnotou čísla, toto násobení
je ale třeba uzpůsobit aritmetice celých čísel.

Nejdříve se pro dané p předpočítá µ =
⌊
2128

p

⌋
. Dělení se pak provádí podle

rovnice (5.1). ⌊
a

p

⌋
=
⌊µ · a

2128

⌋
+ k (5.1)

První člen rovnice (5.1) představuje odhad podílu a korekce k je odchylka od
skutečné hodnoty podílu. Čísla µ a a mají velikost 128 bitů, každé je tedy repre-
zentováno dvěma registry o velikosti 64 bitů. Rovnice (5.2) určuje způsob výpočtu
prvního členu rovnice (5.1).⌊µ · a

2128

⌋
=

⌊
(264µ1 + µ0) · (264a1 + a0)

2128

⌋
≈ µ1a1 +

⌊
µ1a0 + µ0a1

264

⌋
(5.2)

Jedno dělení se tak nahradí třemi násobeními a následně ještě jedním násobením p
pro výpočet zbytku po dělení. Korekce k se dopočítá ve smyčce po dělení tak, aby
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zbytek dělení r = a − p ·
⌊
a
p

⌋
splňoval podmínku 0 ≤ r < p. Barettův algoritmus

zaručuje, že −1 ≤ k ≤ 2.

6. Celkový algoritmus

Nyní všechny uvedené dílčí kroky sestavíme do algoritmu pro hledání Wiefericho-
vých prvočísel.

• Předpočítej hodnoty m(a, x) pro prvočíselná a a pro m(a, x) < 264.
• Rozděl prohledávaný interval na intervaly konstantní délky. V nich vyhledej

pseudoprvočísla Erastothenovým sítem.
• Pro každé pseudoprvočíslo p dělej:

– Pro každý prvočíselný základ a < p vypočítej e(a, p) = ap−1 mod p2,
pokud pro některý prvočíselný základ a platí e(a, p) mod p 6= 1, tak
další hodnoty e(a, p) již nepočítej a přejdi k dalšímu pseudoprvočíslu
p.

– Každý složený základ a < p rozlož na součin 2 čísel a = b · c a vypo-
čítej e(a, p) = e(b, p) · e(c, p) mod p2, postupuj od nejnižšího základu
k nejvyššímu.

– Pokud e(a, p) = 1, tak zapiš [a, p] do výsledků.

Hodnoty základů a ≥ p nemohou být tímto algoritmem spočítány, protože by
docházelo k chybnému modulárnímu umocňování, proto byly spočítány s využitím
standardních knihoven pro práci s velkými čísly. Je jich relativně malé množství,
proto pomalejší výpočet nebyl na škodu.

7. Dosavadní výsledky

Nalezená Wieferichova prvočísla jsou umístěna na stránce [8] na záložce files v sou-
boru results/table.txt. V tabulce 7 je výběr některých z nich. V intervalu 2 až
3, 5 · 1010 nebylo nalezeno žádné Wieferichovo prvočíslo pro celkem 433 základů.
Nejvyšší nalezené Wieferichovo prvočíslo je a = 4795, p = 34974531887. Na uve-
dené stránce jsou i kompletní zdrojové kódy vytvořeného programu volně ke sta-
žení.

8. Hustota Wieferichových prvočísel

Mohlo by nás zajímat, kolik Wieferichových prvočísel bychom měli ve zkoumaném
intervalu najít. Uvažujme hodnotu e(a, p) = ap−1 mod p2 jako náhodný pokus.
Výsledek modulo p2 může nabývat celkem p2 různých hodnot. Pouze každá p-tá
hodnota ale zároveň vyhovuje rovnici (1.1). Pravděpodobnost, že prvočíslo p je
Wieferichovo, je proto určena rovnicí (8.1).

P
(
ap−1 ≡ 1 (mod p2)

)
=

1
p

(8.1)

Protože je hustota prvočísel rovna 1
ln(p) , tak je celkový počet prvočísel v inter-

valu p1 ≤ p < p2 popsán rovnicí (8.2), N zde představuje počet základů a.



108 PETR LEŽÁK

a p
2 1093, 3511
3 11, 1006003
4 1093, 3511
5 2, 20771, 40487, 53471161, 1645333507, 6692367337
6 66161, 534851, 3152573
7 5, 491531
8 3, 1093, 3511
9 2, 11, 1006003

10 3, 487, 56598313
11 71

9996 72461
9997 2, 7, 15973
9998 3, 31
9999 5, 25763597

Tabulka 2. Vybraná Wieferichova prvočísla.

n = N

p2−1∑
p=p1

1
p · ln(p)

≈ N
∫ p2

p1

dp

p · ln p
= N (ln | ln p2| − ln | ln p1|) (8.2)

V této rovnici byla suma aproximována určitým integrálem. Dosadíme do této
rovnice p1 = 10k, p2 = 10k+1 a získáme tak počet čísel v k-té dekádě:

n(k) = N ln

(
ln p2
ln p1

)
= N ln

(
log 10k+1

log 10k

)
= N ln

(
1 +

1
k

)
Povšimněme si, že limn→∞ n(k) = N ln 1 = 0, s rostoucím číslem dekády k tak
klesá počet Wieferichových prvočísel v ní obsažených. Přestože tedy budeme vy-
nakládat stále větší úsilí (počet prvočísel v dekádě, která je nutné prozkoumat,
roste), budeme nacházet stále méně Wieferichových prvočísel.

Obrázek 1 zobrazuje předpokládaný a nalezený počet Wieferichových prvočísel
v jednotlivých dekádách. Povšimněme si, že kromě prvních 2 dekád, kde je počet
prvočísel p relativně malý, a nejsou tak splněny předpoklady použité pro odvození
modelu, model prakticky koresponduje s reálnými daty.

9. Závěr

Na základě uvedeného výzkumu byla publikována tabulka obsahující nalezená Wie-
ferichova prvočísla. Ukázalo se, že hledání Wieferichových prvočísel s N základy
současně je mnohem méně náročné, než prohledávání jednotlivých základů oddě-
leně. Vytvořený software je publikován v [8].

Dalšího rozšíření intervalu p je možné dosáhnout distribucí výpočtu na mnoho
počítačů. Na tomto problému aktuálně pracuji a nalezené výsledky budu v bu-
doucnu publikovat.
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Obrázek 1. Četnost Wieferichových prvočísel.
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VYSVĚTLENÍ JEDNÉ DŮKAZOVÉ METODY FERMATOVY
HYPOTÉZY UŽITÍM TEORIE DĚLITELNOSTI

LADISLAV SKULA

Abstrakt. V článku je podáno vysvětlení možného použití teorie dělitelnosti pro
důkaz Fermatovy hypotézy v článku L. Kocandy [1], ve kterém se autor dopustil
chyby. Účelem tohoto příspěvku je podat podrobnější vysvětlení tohoto nedostatku.

1. Úvod

Fermatova hypotéza v současné matematické terminologii je následující tvrzení:
Rovnice

xn + yn = zn, (1.1)

kde n je přirozené číslo ≥ 3, nemá žádné řešení v přirozených číslech x, y, z.

Pierre de Fermat (1601–1665) dokázal tuto hypotézu pro n = 4. Z tohoto dů-
vodu stačí při důkazu Fermatovy hypotézy omezit se jen na liché prvočíselné ex-
ponenty n. Dále pro eventuelní řešení této hypotézy je možno předpokládat:

přirozená čísla x, y, z jsou po dvou nesoudělná. (1.2)

Předpokládejme, že x, y, z jsou přirozená čísla splňující rovnici (1.1) a n je liché
přirozené číslo ≥ 3. Jestliže z ≥ x+ y, pak zn ≥ (x+ y)n > xn + yn = zn, což je
spor. Tudíž platí

z > x, z > y, x+ y > z. (1.3)

Jelikož platí

zn = xn + yn = (x+ y) ·
n∑

k=1

(−1)k+1xn−kyk−1, (1.4)

můžeme o číslech x, y, z ještě předpokládat:

gcd{x+ y, z} > 1. (1.5)

Podmínku (1.5) můžeme také nahradit silnější podmínkou

jestliže π je prvočíslo, které dělí číslo x+ y,pak π dělí číslo z. (1.6)

2010 MSC. Primární 11D41; Sekundární 11A05.
Klíčová slova. Fermatova hypotéza.
Práce byla podporována projektem A-Math-Net – Síť pro transfer znalostí v aplikované ma-

tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Označní 1.1. Z důvodu jednoduchosti budeme největšího společného dělitele
dvou přirozených čísel ξ, η značit symbolem

(ξ, η) := gcd{ξ, η}.

2. Přirozená čísla x, y, z

Budeme v dalším předpokládat, že x, y, z jsou přirozená čísla splňující podmínky
(1.2), (1.3), tedy

(x, y) = (x, z) = (y, z) = 1, z > x, z > y, x+ y > z.

Zřejmě platí

Tvrzení 2.1. Číslo x+ y− z je přirozené číslo a čísla (x, z− y), (y, z−x) jsou
nesoudělná a dělí číslo x+ y − z.

Označní 2.2. Položíme

c := c(x, y, z) =
x+ y − z

(x, z − y) · (y, z − x)
.

Podle Tvrzení 2.1 je číslo c = c(x, y, z) přirozené číslo a dále platí:

Tvrzení 2.3. Jestliže čísla x, y, z splňují podmínku (1.5), pak

c = c(x, y, z) ≥ 2.

Důkaz. Předpokládejme, že čísla x, y, z splňují podmínku (1.5). Pak existuje
prvočíslo π, které dělí čísla x+y, z. Jestliže c = 1, pak (x, z−y)·(y, z−x) = x+y−z.
Tudíž π|(x, z− y) nebo π|(y, z−x) a pak π|x nebo π|y, což je spor s nesoudělností
těchto čísel s číslem z. �

Uvedený výsledek v Tvrzení 2.3 vede k otázce, zdali pro některé trojice x, y, z
může být c(x, y, z) > 1. Jestliže by se totiž ukázalo, že vždy máme c(x, y, z) = 1,
pak bychom dostali úplný důkaz Fermatovy hypotézy.
M. Kureš nalezl dvě trojice čísel x, y, z, pro které platí c(x, y, z) > 1. Jsou to

trojice x = 3, y = 7, z = 8 a x = 5, y = 7, z = 8. Jak se snadno nahlédne,
máme c(3, 7, 8) = 2 a c(5, 7, 8) = 4. Podle výpočtu je počet takových trojic pro
z ≤ 15 s podmínkou x < y roven 19. Následující tabulka udává všechny tyto trojice
x, y, z, x < y se silnější podmínkou (δ) na čísla x, y, z. Tyto trojice jsou vybrané
z předcházejících trojic.

x y z c
7 9 10 2
5 11 12 4
7 11 12 6
3 13 14 2
5 11 14 2
11 14 15 5
13 14 15 6

Tabulka 1
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3. Výsledky článku L. Kocandy

Ve svém článku [1] L. Kocanda předpokládá existenci přirozených čísel x, y, z s
vlastnostmi (1.2), (1.3), (1.5) a prezentuje spor s jejich existencí. Spor je založen
na chybném tvrzení, že číslo c(x, y, z) = 1. V tomto případě se pak skutečně
dochází ke sporu (ve Tvrzení 2.2). Tato rovnost ale neplatí, jak ukazují citované
trojice nalezené M. Kurešem a trojice v Tabulce 1.
Pro kontrolu uvedeme jen jiné označení v článku [1]:

z − y = d, z − x = v, (x, z − y) = (x, d) = d1,
(y, z − x) = (y, v) = v1, x+ y − z = p.

4. Další možnosti

Další možnosti spočívají v získání ze vztahu (1.4) nějaké vlastnosti čísel x, y, z
týkající se dělitelnosti. Například podmínka (1.6) by se mohla nahradit ještě silnější
podmínkou

existuje přirozené číslo n ≥ 3 takové, že číslo x+ y dělí zn.
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