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Predmluva ke ¢tvrtému c¢islu ¢asopisu Kvaternion

Véazeni ctenafi, v poradi jiz ¢tvrté cislo ¢asopisu Kvaternion pfinasi pét zaji-
mavych vysledkt z rtiznych oblasti matematiky. Hlavnim cilem tohoto ¢asopisu je
seznamit ¢tenare s modernimi matematickymi metodami pro feseni problému riiz-
nych oblasti praxe, s konkrétnimi aplikacemi matematiky a také s problematikou
tykajici se vzdélavani v matematice. I toto ¢islo jisté zaujme odborniky i studenty,
ktefi se zabyvaji riznymi oblastmi aplikované matematiky, a mize tak byt moti-
vaci pro dalsi vyzkumnou praci.

Prispévky ,Navier-Stokesovy rovnice: slabé feSeni, jeho jednoznacnost a regu-
larita® (autor Milan Pokorny) a ,Hledani Wieferichovych prvoéisel“ (autor Petr
Lezék) vychazeji z referati pfednesenych na 3. workshopu Aplikovand matematika,
Horni Beéva, 28. 1.-31. 1. 2013. Tento workshop se konal v ramci projektu AMath-
Net — ”Sit pro transfer znalosti v aplikované matematice” a pravé casopis Kva-
ternion je vhodnou platformou pro prezentaci vysledki tohoto projektu. Clanek
,Vysvétleni jedné ditkazové metody Fermatovy hypotézy uzitim teorie délitelnosti*
(autor Ladislav Skula) je reakci na ¢lanek ,Jak mohl Fermat uvazovat® (autor
Ladislav Kocanda), ktery byl publikovan v ¢asopise Kvaternion 1/2013. Uvod-
nimi prispévky jsou pak odborné c¢lanky ,Elementarni dikaz Levinovy-Mayovy
véty® (autofi Jan Cermék a Jifi Jansky) a ,Varia¢ni tiidy a zobrazeni ve varia¢ni
posloupnosti druhého faddu: Explicitni formule®* (autor Zbynék Urban). Jsem pfe-
svédcena, ze 1 v tomto ¢isle najdou ¢tenafi fadu uzitecnych poznatki z matematiky
a jejich aplikaci a inspiraci pro vlastni odbornou praci.

Brno 2. 1. 2014

Ivana Horova
Ustav matematiky a statistiky
Pf¥F MU Brno
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ELEMENTARNI DUKAZ LEVINOVY-MAYOVY VETY

JAN CERMAK a JIRI JANSKY

Autori tento prispévek vénuji prof. RNDr. Alexandru Zeniskovi, DrSc., byjvalému tediteli
Ustavu matematiky a Otci zakladateli oboru Matematické inZengrstvi na FSI VUT v Brné.

ABSTRAKT. Clanek se zabyva problematikou lokalizace kofenti polynomu obecného
stupné s obecnymi realnymi koeficienty. Vedle vlastniho teoretického pfinosu je tato
otazka dulezitd predevsim v souvislosti s analyzou stability nékterych diferencial-
nich a diferené¢nich rovnic. Hlavnim vysledkem ¢lanku je originalni dikazova metoda,
formulujici nutné a postacujici podminky pro to, aby vsechny kofeny daného poly-
nomu mély velikost mensi nez jedna. Tato metoda umoznuje odvodit dosud znamé
vysledky efektivnéji, nez je tomu v pripadé standardnich diikazovych postupi. Navic
je také aplikovatelna i na dosud nezkoumané typy polynomu.

1. VYMEZENI PROBLEMATIKY

Jednou z vyznamnych otazek tradi¢né diskutovanych v souvislosti s vySetfovanim
polynomu k-tého stupné s realnymi koeficienty

PO =N+ p M b At pe,  p €R, (1.1)

je problém lokalizace jeho kofenii. Pfesnéji vyjadieno, podstatou problému je for-
mulace podminek zarucujicich, ze v8ech k kofent polynomu P(\) lezi uvnitf pre-
dem vymezené c¢asti komplexni roviny. Timto problémem se zabyvala a dosud
zabyva fada vyznamnych matematiki, a to pfedevsim pro dva typy oblasti: levou
polorovinu v komplexni roviné (tedy mnozinu v8ech komplexnich ¢isel se zdpornou
redlnou ¢asti) a jednotkovy kruh v komplexni roving (tedy mnozinu vSech kom-
plexnich ¢isel, jejichZ velikost je mensi nez jedna). Pfesnd znéni odpovidajicich
problémt jsou pak tato:

Problém 1: Formulujte nutné a postacujici podminky pro parametry polynomu
P(\) zarucujici, ze vSechny jeho kofeny maji zdpornou redlnou ¢ast.

Problém 2: Formulujte nutné a postacujici podminky pro parametry polynomu
P(\) zarucujici, ze vSechny jeho kofeny maji velikost mensi nez jedna.

Hlavnim divodem, pro¢ jsou vyznamné pravé tyto dvé oblasti, je jejich sou-
vislost s analyzou stability linearnich diferencidlnich a diferen¢nich rovnic vyssich
rada. V dalsi kapitole ukdzeme, Ze otazka optimalnich podminek asymptotické

2010 MSC. Primarni 12D10, 39A30.

Klic¢ovd slova. Polynom, lokalizace korent, linearni diferenc¢ni rovnice, asymptoticka stabilita.
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stability pro tyto typy rovnic je ekvivalentni vysSe formulovanym problémum, kde
polynom P(A) hraje roli odpovidajiciho charakteristického polynomu.

Odpovédi na oba uvedené problémy jsou znamé a spojené se jmény vyznacnych
matematiki. Pripomeneme je v jejich klasické podobé.

Véta 1.1 (Routh-Hurwitz). Oznacéme

P1 1 0 0 o --- 0
D3 D2 D1 1 o --- 0

d(n) = Ps Pa Ps po p - 0 |, n=12...k,
P2n—-1 P2n—2 P2n-3 P2n—4 " ° Pn

kde prvek p,, nahradime nulou pro m > k. Pak vSechny kofeny P(\) maji zdpornou
redlnou cdst pravé tehdy, kdyz

d(1) >0,d(2) >0,...,d(k)>0.
Véta 1.2 (Schur-Cohn). Oznacéme

An Bn _
D(n)—det(Bn An)’ n=12,...,k—1,
kde
1 0O --- 0 0o --. 0 P
i o . e B : e
: .0 0 : : :
Pn-1 -+ p1 1 Pk DPk—1 °°° Pk-ntl

Pak vsechny koteny P(X\) maji velikost mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz
P(1) >0, (-=1)*P(-1) >0 (1.2)

a zdrovern

D(1)>0,D(2)>0,...,D(k—1)>0. (1.3)

Poznamka 1.3. V literatufe je znamo nékolik variant Schurova-Cohnova krité-
ria. Formulace Véty 1.2 vychdzi ze znéni uvedeného v monografii [11], s pfihléd-
nutim k nédhradé podminky D(k) > 0 nerovnostmi (1.2) (viz [7, str. 87]).

Mohlo by se tedy zdat, ze oba problémy jsou GspéSné vyresSeny, a nemé proto
smysl se jimi nadale zabyvat. To je vSak pravda pouze Castena. Obé kritéria
sice davaji odpovéd na otézku, zda vSechny kofeny daného polynomu P()\) nélezi
do vymezenych oblasti, ovSem pouze pro polynomy s pevné zvolenym stupném k
a s konkrétné specifikovanymi koeficienty p;. Pokud bychom chtéli ziskat expli-
citn{ a efektivni podminky na lokalizaci kofenti polynomu P()\) obecného stupné
k a ss obecnymi keoficienty p;, pak uvedend kritéria nejsou dostacujici. Co je tim
presné minéno, vysvétlime na nasledujicich piikladech. Omezime se v nich (jako
iv celém dalsim textu) pouze na Problém 2, tedy na otazku lokalizace vSech kofeni
P(A) uvnitt jednotkového kruhu.
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Priklad 1.4. Uvazujme kvadraticky polynom
PQ()\) :)\2+p1)\+p2. (14)

Z podminek (1.2) a (1.3) Schurova-Cohnova kritéria vyplyva, Ze oba kofeny Pa()\)
maji velikost mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz plati

P(1)=1+4p; +p2 >0, (—=1)?P(=1) =1—p1 +p2 >0,
_ 1 p2 Y\ _, o
D(l)—det<p2 1 )—1 p5 > 0.

Mizeme tedy shrnout, Ze oba kofeny kvadratického polynomu P»(\) maji velikost
mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz

p1] <1+p2<2. (1.5)
Priklad 1.5. Uvazujme déale kubicky polynom
Pg()\) = /\3 +p1)\2 +p2)\ + p3.

V tomto pfipadé Schurovo-Cohnovo kritérium implikuje tyto podminky:

P(1)=14pi+p2+p3s>0, (-1)*P(~=1)=1—p1+ps—p3 >0
a
1 ps3 2
D) = det —1-p2>0,
<> (, 5 )-1-#
1 0 0 P3
_ i 1 ps p2 | _ oy 22 2
D(2) = det 0 p3 1 0 _(1 p3) (p2 p1p3) >0.

p3 p2 p1 1

Dostavame tak nerovnosti

|p1 + ps| <14 p2, Ips| <1, lp2 — pips| < 1—pj3.

Tedy kubicky polynom Ps(\) mé vSechny tii kofeny o velikosti mensi nez jedna
pravé tehdy, kdyz

Ip1 +p3| <1+ pa2, lp2 — p1ps| < 1—p3. (1.6)

Jiz v téchto jednoduchych speciadlnich piipadech si lze povsSimnout, jak silny
aparat v sobé obsahuje zminéné kritérium. V obou pfipadech totiz existuji znama
vyjadfeni kofenti daného polynomu pomoci jeho koeficienti. Mohlo by se tedy zdat,
Ze jednodussi bude ziskat podminky (1.5) a (1.6) pfimo ze vztahii pro vyjadieni
kofentl. PFimym vypoctem se vSak lze presvédcit o tom, ze jiz v pripadé kvadratic-
kého polynomu vyzaduje odvozeni podminek (1.5) ze vzorce pro kofeny Ap o jisté
pocetni Gsili. V pripadé kubického polynomu je pak pocetni vyhodnost odvozeni
podminek (1.6) ze Schurova-Cohnova kritéria zcela markantni. Neni totiz t&zké si
domyslet, jaké tsili by vyzadovalo odvozeni téchto podminek primo z Cardanovych
vzorcu pro kofeny kubického polynomu.

Oba piipady ale soucasné ilustruji, Zze takto explicitné pojaty tvar podminek se
zaciné s rostoucim stupném daného polynomu komplikovat. Napt. pro polynom

Py(N) = M+ pi A3 + pod? + p3d + py
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lze vySe popsanym zptisobem ze Schurova-Cohnova kritéria odvodit, ze P4(\) mé
vSechny své kofeny o velikosti mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz

Ipal <1,  |p1+p3| <1+4p2+ps

a

Ip2(1 = pa) + pa(1 — p3) + p1(p1pa — p3)| < papa(l — pa) + 1 — pi + ps(prpa — ps) -

Je tedy evidentni, ze Schurovo-Cohnovo kritérium nemuze dat pro polynom
P(X) s obecnym stupném k podobné explicitni podminky jako pro Py(A) ¢éi Ps(A).
Bylo tedy tfeba hledat jiné metody, jak zformulovat potfebné podminky, a to
zejména v souvislosti s jistymi speciadlnimi polynomy obecného k-tého stupné, které
se zacCaly v literatuie objevovat v souvislosti s nékterymi diskrétnimi problémy.
Mezi nejjednodussi polynomy tohoto typu patii

Q) =X = "14q,  geR, (L.7)
ktery se poprvé objevil v ¢lanku [10] jako charakteristicky polynom pro specidlni
linearni diferenc¢ni rovnici modelujici jisty popula¢ni problém. V tomto ¢lanku byla
soucasné zformulovana jednoducha nutna a postacujici podminka pro to, aby vsech
k koreni tohoto polynomu meélo velikost mensi nez jedna.

Véta 1.6 (Levin-May). Vsechny koteny polynomu Q(N\) magji velikost mensi
nez jedna pravé tehdy, kdyz plati
(k—Dm
2k—1 °
Poznamka 1.7. Podminka (1.8) je zcela explicitni a vyplyva z ni pfim4 zéavislost
koeficientu ¢ na stupni k& daného polynomu. Tuto zavislost je pfitom mozné chapat
i v opa¢ném smyslu, nebot ekvivalentni vyjadfeni podminky (1.8) je

0 < ¢ < 2cos (1.8)

arccos(—q/2)
2arcsin(q/2)

Hlavnim cilem tohoto ¢lanku je podat jednoduchy dikaz této véty, ktery by
umoznil i jeji rozsifeni na obecnéjsi typy polynomt. Nami dale navrzend dika-
zova metoda vyuziva, kromé elementarnich znalosti linearni algebry, také zaklady
teorie diferencnich rovnic. Proto jsou v kapitole druhé uvedeny nékteré zakladni
poznatky o téchto rovnicich, se zaméfenim na ty partie, které budeme v dikazu
Véty 1.6 potifebovat. Soucasné nam pripomenuti nékterych zakladi teorie linear-
nich diferen¢nich rovnic umozni alespon naznacit motivaci formulace Problému 2
a specialné i Véty 1.6. Kapitola tieti je vénovana navrzenému alternativnimu da-
kazu Véty 1.6, zejména popisu jeho principu a souvisejicim vypoc¢tim. V kapitole
¢tvrté budou uvedeny a komentovany nékteré vysledky pro obecnéjsi typy poly-
nomt, a to jak vysledky znamé, tak i vysledky origindlni, vyplyvajici z prezento-
vané diukazové metody.

0<qg<2, k<

2. NEKOLIK POZNAMEK O DIFERENCNICH ROVNICICH

Hlavni motivaci, pro¢ se zabyvat Problémem 2, je jeho tizka souvislost s kvalita-
tivni analyzou linearni diferen¢ni rovnice k-tého fadu

y(n+k)+pry(n+k—1)+ - -+pr_1y(n+1)+pry(n) =0, n=0,1,..., (2.1)
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kde p1,...,pg jsou realné konstanty, pficemz py # 0. Pfipomernme proto nejprve
nékteré zakladni pojmy a vlastnosti souvisejici s touto rovnici.
Resenim rovnice (2.1) rozumime kazdou posloupnost {y(n)},n = 0,1,..., ktera

této rovnici po dosazeni vyhovuje. K jednoznac¢né identifikaci jednotlivych feSeni je
tfeba pfedepsat k pocatecénich hodnot y(0),y(1),...,y(k—1). VSechny nasledujici
hodnoty y(k),y(k + 1),... pak obdrzime z rovnice (2.1) postupnym dosazenim
n = 0,1,.... Snadno nahlédneme, Ze mnozina vSech FeSeni rovnice (2.1) tvofi
vektorovy prostor dimenze k. Proto k popisu vSech feseni této rovnice stac¢i nalézt
bézi tohoto prostoru, tedy k linearné nezavislych reseni.

Zptsob, jak tato feSeni urcit, je inspirovan tivahami provadénymi pfi reSeni
odpovidajicich rovnic diferencidlnich. Hledejme proto feseni rovnice (2.1) ve tvaru
y(n) = A", kde A je (obecné komplexni) ¢islo, které je t¥eba urcit. Dosazenim do
(2.1) dostédvame charakteristickou rovnici

M p AT b e =0,
jejiz leva strana je pravé charakteristicky polynom P(\) - viz (1.1). Konstrukei
potiebnych k linearné nezdvislych feSeni pomoci kofentt P(\) naznacime pro k = 2.
V tomto pfipadé ma prislusna diferenc¢ni rovnice

y(n+2)+pry(n+ 1)+ pay(n) =0, n=01,... (2.2)
charakteristicky polynom (1.4) s dvojici kofenit Ai, As. Jsou-li tyto kofeny re-
alné a rtzné, pak bazi prostoru FeSeni rovnice (2.2) tvoii funkce yi(n) = A}
a ya(n) = AJ. M&-1i polynom (1.4) dvojndsobny reilny kofen A, pak odpovidajici
béze prostoru FeSeni rovnice (2.2) je tvofena funkcemi y1(n) = A" a ya(n) = nA\"™.
Pripad, kdy A1, A2 je dvojice komplexné sdruzenych kofenu « + i3, vyzaduje jisté
dodate¢né pocetni obraty, jejichz cilem je pfevést neredlnd feseni (a & i)™ na
dvojici realnych feseni. Komplexné sdruzené kofeny je zapotfebi nejprve vyjadrit
v goniometrickém tvaru

A1,2 = r(cos(w) £isin(w)),
kde r = \/a? + 32 je velikost daného komplexniho ¢isla a 0 < w < 7 vyhovuje
vztahlim
cos(w) = afr, sin(w)=F/r.
Bazi prostoru reseni ur¢ime v principu analogicky jako v pfedchéazejicich piipadech.
Uzitim Moivreovy véty dostavame bazova reseni
71(n) = r"(cos(wn) + isin(wn)), Fa(n) = r"(cos(wn) — isin(wn)) .

Vhodnou linearni kombinaci téchto neredlnych feseni pak zajistime, ze baze pro-
storu feSeni rovnice (2.2) je tvofena redlnymi funkcemi

y1(n) =r"cos(wn), ya2(n)=r"sin(wn). (2.3)
Jako ilustraci vyse uvedeného postupu zminime nésledujici klasicky problém.

Priklad 2.1. Jednou z nejzndméjsich tloh souvisejicich s diferenéni rovnici
typu (2.2) je nepochybné konstrukce tzv. Fibonacciho posloupnosti

0,1,1,2,3,5,8,13,... .
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Vétsina ¢tendii jisté zna princip této posloupnosti (kazdy ¢len, druhym pocinaje,
je souétem dvou pfedchézejicich), stejné jako jeji klasickou motivaci (modelovani
populace kraliki za jistych specifickych podminek). Oznacime-li F(n) jako n-ty
¢len této posloupnosti, pak vzniké otdzka, zda lze nalézt néjaké explicitni (pFimé)
vyjadieni pro F(n) s obecnym n. Ke kladnému zodpovézeni této otazky si staci
uvédomit, ze musi byt splnén rekurentni vztah

Fn+2)=F(n+1)+ F(n), n=0,1,..., (2.4)
pficemz nulty a prvni ¢len této posloupnosti je predepsan jako
F(0)=0, F(1)=1. (2.5)
Jedna se tedy o diferen¢ni rovnici typu (2.2), jejiz charakteristicka rovnice
M-A-1=0
ma dvojici redlnych rtznych kofent

14+5 1-5
5 AQ = .

2 2

Linearni kombinaci pfislusnych bazovych feseni y1(n) = A7, ya(n) = A} pak do-

stavame obecné FeSeni rovnice (2.4) ve tvaru

F(n)=01<1+\/5> +02<1_\/5> ., n=0,1,.... (2.6)

A =

2 2

Pocéteéni podminky (2.5) dosazené do (2.6) specifikuji obecné konstanty Ci,Cs
jako C} = 1/4/5 = —Cy, ¢imz dostavame feseni problému (2.4),(2.5), neboli expli-
citni vyjadreni n-tého ¢lenu Fibonacciho posloupnosti ve tvaru

F(n)=—

1+v5) [(1-vB\" o1
NG 5 - 5 , n=0,1,....

O této fascinujici posloupnosti by se dalo uvést mnoho dalsich zajimavosti, my
se vSak vratime k ptivodnimu sméru tvah. Pfedev§im poznamenejme, Ze rozsiteni
vyse uvedené konstrukce bazovych feseni na piipad obecného k je pfimym zobec-
nénim postupu popsaného pro k = 2 (a lze ho nalézt napf. v [6]). Specidlné pak
odtud vyplyva nasledujici tvaha.

Jednou z nejdilezitéjsich vlastnosti diferen¢nich (a obecné dynamickych) rovnic
je jejich asymptoticka stabilita. Zhruba vyjadieno, tato vlastnost popisuje schop-
nost dané rovnice eliminovat pfipadné poruchy vstupnich dat. Pfesnou definici
asymptotické stability v obecném (nelinedrnim) piipadé uvadét nebudeme (jeji
znéni opét viz [6]). Pro piipad linearni diferenc¢ni rovnice (2.1) lze tuto vlastnost
popsat takto:

1

Definice 2.2. Diferené¢ni rovnici (2.1) nazveme asymptoticky stabilni, jestlize
kazdé jeji feseni y(n) konverguje k nule pfi n rostoucim nade vSechny meze.

Jestlize si znovu promyslime princip konstrukce béaze prostoru feSeni rovnice
(2.1), pak snadno dospéjeme k tomuto zévéru:
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Véta 2.3. Linedrni diferenéni rovnice (2.1) je asymptoticky stabilni prdvé
tehdy, kdyz viechny koteny jejiho charakteristického polynomu P(X\) maji velikost
mensi nez jedna.

Tuto vétu lze povazovat za diskrétni analogii znamého kritéria asymptotické
stability pro linearni diferencidlni rovnici

2B @) + pra® V@) + -+ pr_12/(t) + pra(t) =0, t>0 (2.7)

s redlnymi koeficienty p1, ..., pr, které pripomeneme v nasledujicim znéni.

Véta 2.4. Rownice (2.7) je asymptoticky stabilni (tedy kazZdé jeji vesend x(t)
konveguje k nule pii t rostoucim nade vSechny meze) prdvé tehdy, kdyz vsechny
koteny jejtho charakteristického polynomu P(\) maji zdpornou redlnou édst.

Jak jiz bylo zminéno dfive, pfedchazejici dvé tvrzeni jsou hlavnim divodem,
pro¢ bylo usili fady matematikii vénovano pravé feSeni Problému 1 a 2.

Z piikladu diferen¢ni rovnice (2.4) a z vyjadfeni jejiho obecného feseni (2.6) je
nazorné vidét, pro¢ tato rovnice nemuze byt asymptoticky stabilni. Zatimco kofen
Ao prislusného charakteristického polynomu mé velikost mensi nez jedna, kofen Ay
tuto vlastnost nemd. Pak ve vyjadfeni (2.6) tedy dominuje pravé vyraz A7, ktery
zpusobuje neohranicenost feseni.

Tento zavér je samoziejmé zcela prirozeny jiz vzhledem k charakteru Fibo-
nacciho dlohy. Specialné z hlediska modelovani populace kralikii zde totiz chybi
jakykoliv regulujici prvek (pfirozeni nepiatelé, nedostatek potravy, ¢i samotnd pfi-
rozend tmrtnost). U slozit&j$ich modelf, kde se s témito faktory pocita, nabyva
otazka asymptotické stability velkého vyznamu. A to i v pfipadé nelinedrnich dis-
krétnich modelt, kde se rizné typy rovnovaznych stava klasifikuji pravé pomoci
asymptotické stability prislusnych linearizovanych modeli. To byla také motivace
¢lanku [10] pfi vySetfovani asymptotické stability linedrni diferenéni rovnice

yin+k)—yn+k—1)+qyn) =0, n=20,1,..., (2.8)
ziskané linearizaci rovnice
yin+k)—yn+k—1)+ f(y(n)) =0, n=0,1,..., (2.9)

ktera modeluje, pfi vhodné volbé funkce f, jisty popula¢ni problém. Z Véty 2.3
pak vyplyva, ze v ekvivalentnim vyjadfeni staci posoudit podminky zarucujici, ze
charakteristicky polynom @()) pro rovnici (2.8) mé vSechny své kofeny o velikosti
mensi nez jedna. Formulace této podminky, tedy vztah (1.8), byl hlavni vysledek
zminéného c¢lanku. V nésledujici kapitole podame jeho novy dikaz.

3. DUKAZ LEVINOVY-MAYOVY VETY

Standardni dtkaz Levinovy-Mayovy véty je zalozen na analytické diskusi kofeni
polynomu Q(\) v zévislosti na ménicim se koeficientu ¢q. Kromé originalniho ¢lanku
[10] 1ze nalézt didakticky zdaFilou formu tohoto ditkazu také v monografii [6, str.
491-497], kde tvoii obsah Apendixu E.

Alternativni dikaz, ktery predlozime v dalsi ¢asti textu, jde proti pfevazujicimu
nazoru o nevhodnosti Schurova-Cohnova kritéria pfi lokalizaci kofenti polynomu
P(X) obecného stupné k. Podle tohoto nazoru zminéné kritérium neni vhodné pro
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formulaci explicitnich podminek typu (1.8), a to ani v p¥{padé formélné jedno-
duchych polynomii obecného stupné k (jako je napf. polynom Q(\)). V dalsim
ukazeme opak, tedy Ze Schurova-Cohnova kritéra nejen vyuzit lze, ale navic se tim
cely dukazovy proces vyrazné zjednodusi.

Hlavni myslenka nasi metody mé zakladni obrysy, mozna ponékud prekvapive,
spole¢né se zptisobem, jakym byla vyfeSena Fibonacciho tiloha. Pfipomenme, Ze
klicem k nalezeni pozadovaného explicitniho vyjadieni hodnoty F'(n) pro obecné n
bylo sestaveni rekurentniho vztahu (2.4), doplnéného o podminky (2.5). Rekurence
(2.4) je ptitom linearni diferenéni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty,
jejiz explicitni feseni bylo v kapitole druhé popséano. V piipadé Schurova-Cohnova
kritéria tedy snadno nahlédneme, ze pokud bychom znali explicitni vyjadieni de-
terminant@ D(n) pro obecné n, pak posouzeni podminky (1.3) tohoto kritéria by
mohlo byt snadné (ovéfeni podminek (1.2) je pfitom evidentné trividlni). Polozme
si proto tuto otazku: Je mozné nalézt rekurenci pro D(n), ktera by, pfi doplnéni
prislusnych pocéatecénich podminek, explicitni vyjadfeni tvaru D(n) umoznila?

Uvédomime-li si po¢etni vyznam jednotlivych symbolia D(n), D(n+1),..., pak
nalezeni potfebné rekurence znamené nalezeni vhodné relace mezi jednotlivymi
determinanty.

Aplikujme tedy nejprve Schurovo-Cohnovo kritérium na polynom (1.7). Pak
pomocné matice A,, B, dostavame ve tvaru

1 O -+ - 0 0 -+ ... 0
-1 1 - : : ()
Ani 0 ) Bni
: . . 1 0 0 :
o --- 0 -1 1 g 0 - -0

Prvnim cilem pfi dikazu Levinovy-Mayovy véty bude proto nalezeni vhodnych
rekurentnich vztahd pro odpovidajici determinanty D(n). Za timto G¢elem nyni
provedeme néasledujici sloupcové tpravy v determinantu D(n + 2):

Prvni sloupec prislusné matice vynasobime vyrazem —q a pficteme k posled-
nimu sloupci. Poté predposledni sloupec vynasobime ¢islem —1 a opét pficteme
k poslednimu sloupci. Odtud obdrzime vyjadieni

1 0 - .0 0
-1
0 | Ant1 || Bnsa
D(n+2) =det :
: Buny1 || Anta 0
0 -1
g 0 -« 0—-1 2—¢>

Nyni vyuzitim Laplaceova rozvoje podle posledniho sloupce obdrzime relaci

D(n+2)=(2—-¢*)D(n+1)—D(n).
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Hledané determinanty tedy lze vyjadrit jako feSeni linearni diferencni rovnice

D(n+2)—(2—-¢*)D(n+1)+ D(n) =0, n=0,1,....,k—3, (3.1)
doplnéné o pocatecni podminky ve tvaru
D(0) =1, D(1)=1-¢*. (3.2)

Vztahy (3.1), (3.2) tedy predstavuji analogii vztahti (2.4), (2.5) z Fibonacciho
ulohy. Dalsim krokem je proto vyfeSeni problému (3.1), (3.2). Proces jeho feSeni
budeme provadét za pfedpokladu 0 < ¢ < 2. Podminky (1.2), (1.3) totiz specidlné
implikuji nerovnosti 0 < ¢ < 2 pro k liché a 0 < g < 1 pro k sudé.

Protoze feSeni problému (3.1), (3.2) pfedstavuje explicitni vyjadieni determi-
nant® D(n) z Schurova-Cohnova kritéria, uvedeme ho v samostatném tvrzeni.

Lemma 3.1. Nechf 0 < ¢ < 2. Potom

D(n) = cos(wn) — sin(wn), n=0,1,...,k—1, (3.3)

_a
(4— )2
kde

W = arccos

(3.4)

Dtikaz: Rekurence (3.1) je linedrni diferenéni rovnici druhého fadu. Odpovidajici
charakteristickd rovnice

p=2=¢)u+1=0

ma kofeny
Hi2 = 2 —2q2 + iq(4 —2q2)1/2 = cos(w) £ isin(w),
kde w je ddno vztahem (3.4). Obecné Feseni rovnice (3.1) je tedy podle (2.3) tvaru
D(n) = C; cos(wn) + Cay sin(wn) . (3.5)

Obecné konstanty Cy, Cy uré¢ime dosazenim pocéate¢nich podminek (3.2) do vztahu
(3.5). Odtud dostavame soustavu
1 = €1,
1-¢* = Ccos(w)+ Cysin(w),

jejimz vyfeSenim a dosazenim do (3.5) obdrzime vyjadieni (3.3). O

Nyni se vratime zpét k diskusi podminky (1.3). Po dosazeni (3.3) tato podminka
nabyva tvar

cos(wn) — sin(wn) >0, n=0,1,...,k—1. (3.6)

7
=
Vztah (3.6) plati pravé tehdy, kdyz

cos(w(k — 1)) — sin(w(k —1)) >0, 0<(k—1w< g :

7
=
tedy

q

W(k — 1) < arCCOtgm .
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Odtud s vyuzitim vztaha

2—q¢* q q
= 7 — 2arccos 3 arccotg

q
m — arccos 5

dostavame podminku (1.8). Tim je Levinova-Mayova véta dokdzana.

W = arccos

4. ZAVERECNE KOMENTARE

Dtikazova metoda uvedend v predchéazejici kapitole lze vyuzit i v Sirsich souvis-
lostech. Jedno z moznych rozsifeni vychazi ze skutecnosti, ze Schurovo-Cohnovo
kritérium 1ze obecnéji formulovat i pro problém, kdy hledame podminky zaru-
Cujici, aby polynom P(A) mél pravé m kofend (kde 0 < m < k) lezicich uvnit¥
jednotkového kruhu v komplexni roviné, a zbyvajicich £k — m kotfenu lezicich vné
tohoto kruhu. Tato varianta Schurova-Cohnova kritéria se vyuzila v ¢lanku [2], je-
hoz cilem bylo popsat potfebné explicitni podminky na parametry k a ¢ polynomu
Q(N), a podat tedy tplnou charakterizaci véech mozngch rozloZeni jeho k kofent
vzhledem k jednotkovému kruhu v komplexni roviné. Levinovo-Mayovo kritérium
pak odtud vyplyva jako specialni pripad pfislusného tvrzeni.

Vyznamnéjsi a zajimavéjsi zobecnéni tato dikazova metoda pfinasi v pripadé,
uvazujeme-li obecnéjsi polynomy k-tého stupné, nez je Q(A). Jestlize nahradime
ve vyjadieni Q(\) koeficient minus jedna obecnym parametrem p, pak dostavame
polynom

Q) = A 4 pAFl 4 g, p,q € R.

Za pFislusné zobecnéni Levinovy-Mayovy podminky (1.8) pro tento polynom je

obvykle povazovano nésledujici tvrzeni, poprvé publikované v ¢lanku [9].

Véta 4.1. Necht p # 0 a q jsou redlnd ¢isla a k > 2. Pak viechny koveny @()\)
magi velikost mensi neZ jedna pravé tehdy, kdyz |p| < k/(k—1) a

Ip| —1 < ¢ < (p> +1—2|p| cos ¢)*/? pro k sud4,
p+q <1 a g < (@*+1—2|p|cosep)'/? pro k lich4,
kde ¢ € (0,7/k) je kofen rovnice sin[(k — 1)z]/sin(kz) = 1/|p|.

Z uvedeného vyjadreni je patrné, ze toto kritérium sice dava systém nutnjych
a postacujicich podminek pro pozadovanou vlastnost kofenti polynomu @()\)7 avsak
tento systém podminek neni zcela explicitni. Zejména si povSimnéme, Ze vyzaduje
FeSeni jisté nelinearni rovnice, coz pfedstavuje prekazku pro jeho efektivni vyuziti.

Formalné velmi podobny systém podminek byl odvozen v ¢lanku [5] i pro piipad
polynomu A* + pX + ¢. P¥imjm zobecnénim obou téchto typt je pak polynom

QM) =X +p\tq, pqgeR, kleZt, k>¢,

pro ktery byly pozadované podminky, lokalizujici vSechny koreny @()\) uvnitt jed-
notkového kruhu, formulovany v ¢ldnku [4]. Zde uvedeny systém podminek pro
danou lokalizaci kofenti je zobecnénim Véty 4.1 a je jiz pomérné komplikovany
(Ize ho nalézt rovnéz v monografii [6, str. 250-251]). Alternativni, nikoliv vSak
explicitni systémy podminek byly pozdéji odvozeny v ¢lancich [3] a [8].

Velka prednost metody popsané v predchézejici kapitole spoc¢iva v tom, ze jeji
aplikaci (v kombinaci s dalsimi dtikazovymi technikami) je mozné ziskat podminky
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explicitni, a to pro vSechny vyse zminéné polynomy. P¥islusné tvrzeni zformulujeme
bez diikazu pro pripad nejobecnéjsiho z nich, tedy polynomu CA)()\) Ten je zajimavy
predevsim tim, Ze jde o obecny t¥iclenny polynom (pokud u koeficientu ¢ vystupuje
¢len A\, m € Z*, m < £, pak jeho vytknutim pievedeme trivialné tento ptipad
na tvar @(A)) Zdtraznéme také jests, Ze nésledujici tvrzeni dosud nebylo jinde
publikovéno.

Véta 4.2. Necht p,q jsou redlnd cisla a necht k,£ jsou nesoudélnd pfirozend
c¢isla s vlastnosti k — £ > 2.
(i) Necht (—p)*(—q)*=¢ > 0. Pak viechny koieny Q(\) maji velikost mensi nez
jedna pravé tehdy, kdyz
lpl+ gl < 1.

(ii) Necht (—p)*(—q)*~* < 0. Pak vsechny kofeny Q(\) maji velikost mensi nez
jedna prave tehdy, kdyz

Pl +lql <1,
nebo
1 2 _ 2 1— 2 2
PP+ <1< |pl+lql, farccosu+(k—€)arccos#<w.
2|p| 2|pq|

Poznamka 4.3. 7 Véty 4.2 vyplyva nékolik zajimavych skutecnosti. Pfedevsim
si v§imnéme, ze typ podminek zavisi na znaménku koeficientt p, ¢ a parité mocnin
k,{. Bez ohledu na tyto hodnoty, vSechny kofeny polynomu @()\) maji velikost
mensi nez jedna, jestlize jeho koeficienty p, ¢ leZi uvnitt ¢tverce [p| + |q| < 1 (pfi-
tom na hodnoty mocnin k,¢ neni kladeno 74dné dalsi omezeni). V piipadé (i)
je tato podminka soucasné i podminkou nutnou. Pfedpokladame-li vSak platnost
(ii), vySetfovana kofenové vlastnost plati nejen na hranici, ale dokonce i vné to-
hoto ¢tverce; v kazdém piipadé vSak p, ¢ musi lezet uvnitt kruhu, ktery je tomuto
¢tverci opsan. V tomto piipadé soucasné nastupuje také omezeni na mocniny k, ¢
obsazené v @(A) I toto omezeni m4 zajimavou interpretaci, jestlize si uvédomime
rozsah funkénich hodnot pfislusnych cyklometrickych funkci obsazenych v tomto
omezeni.

Pripad k£ — ¢ = 1 nebudeme bliZze komentovat, od vyse diskutovaného se lisi
pouze v nékolika detailech.

Je tfeba zdtraznit, ze aplikace vyse popsané diikazové metody se stava vyrazné
pocetné narocnéjsi, nez byla pfi odvozeni Levinovy-Mayovy véty, a to jiz i ve
zminénych specidlnich pfipadech polynomu @()\) Ackoliv hlavni myS$lenka této
metody zlstavé stejnd, jeji pfipadné rozsifeni na dalsi typy polynomi (specidlni
CtyFélenny polynom byl diskutovén v ¢lanku [1]) bude nepochybné vyzadovat dalsi
inspirujici ndpady. Hlavnim problémem se pfitom ukazuje byt sestaveni potfebné
rekurence mezi determinanty D(n) z Schurova-Cohnova kritéria, tedy nalezeni
roz§irené analogie vztahi (3.1), (3.2). Tento problém se tyka napfiklad polynomu
Mo — M1 4 pAL 4 g, ktery tvarové zobeciiuje Q(A) i Q(\). Formulace explicitnich
nutnych a postacujicich podminek, které by zarucily, ze vSechny kofeny tohoto
polynomu maji velikost mensi nez jedna, je znamy otevieny problém. K odpovédi
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na tento problém by mohla napomoci i metoda, kterd byla popsana v tfeti kapitole
tohoto ¢lanku.

Pozndmka 4.4. Pokud bychom pro polynom @(A) fesili Problém 1, tedy otazku
podminek zarucujicich, ze vSechny jeho kofeny maji zapornou realnou c¢ast, pak
na rozdil od vysSe komentovaného Problému 2 je tato otazka v pripadé @()\) témeér
trividlni. Pfimo z Routhova-Hurwitzova kritéria totiz jednoduse plynou podminky
k=2,/¢=1,p,q>0.

Na zavér poznamenejme, ze uvedené vysledky byly dosazeny v rdmci vyzkumu,
ktery na Ustavu matematiky FSI VUT probih4 nékolik poslednich let. Kromé au-
tord tohoto prispévku se na nékterych dosazenych vysledcich podilel také Petr
Tomések, ktery je, podobné jako jeden z autort tohoto textu, absolventem stu-
dijniho oboru Matematické inzenyrstvi na FSI VUT. Lze tedy fici, Ze s vyraznym
pfispénim absolventil tohoto oboru, jejich napadt a postiehtl, se podafilo objevit
nové vysledky v oblasti, ktera je povazovana za klasickou a jejiz vyzkum je spojen
s fadou vyznamnych matematikt minulosti a soucasnosti.

Pripadné poznamky, naméty ¢i dotazy k vyse uvedené problematice jsou vitany
a je mozné se s nimi obratit na kteréhokoliv z autort tohoto textu.
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VARIACNI TRIDY A ZOBRAZENI VE VARIACNI
POSLOUPNOSTI DRUHEHO RADU: EXPLICITNI FORMULE

ZBYNEK URBAN

ABSTRAKT. TFidy diferencidlnich forem, reprezentujici zékladni variac¢ni objekty
(Lagrangian, Eulerova-Lagrangeova forma, Helmholtzova forma), a varia¢ni mor-
fismy (Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni, Helmholtzovo zobrazeni) jsou studovéany
jako objekty variacni posloupnosti ve fibrované mechanice. Jsou odvozeny expli-
citni formule pro varia¢ni t¥idy a morfismy ve varia¢ni posloupnosti druhého rfadu
v kanonickych soufadnicich, umoznujici pfimé pouziti v lokdlnim a globalnim in-
verznim varia¢nim problému.

1. Uvop

Koncept variacni posloupnosti, kterou v této praci uvazujeme na fibrovanych va-
rietdch s 1-rozmérnou bazi (,fibrovand mechanika®), zavedl D. Krupka [1] za Gce-
lem studia lokalnich a globélnich charakteristik Fulerova-Lagrangeova zobrazent
varia¢niho poctu na konecnych jetovych prodlouzenich fibrovanych variet, s na-
vaznosti na myslenku P. Dedeckera o konstrukci podobného komplexu, jakym je
De Rhamuv komplex diferencidlnich forem, v némz by jednim z morfismu bylo
Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni. Zakladnimi problémy, které jsou studovany v te-
orii vari¢ni posloupnosti, jsou lokalni a globalni inverzni problém varia¢niho poctu
a s nim souvisejici struktura Helmholtzovych podminek variac¢nosti. Je-li zadan
systém funkei (resp. diferencidlnich rovnic), pak feSeni inverzniho varia¢niho pro-
blému spoc¢iva v nalezeni podminek, za jakych tento systém splyva s Eulerovymi-
Lagrangeovymi vyrazy (resp. rovnicemi) Lagrangeovy funkce, lokalné ¢i globdlné
definované, kterou hledame.

Za stejnym Gcelem vznikla teorie varia¢niho bikomplexu riiznych autort (Vi-
nogradov, Dedecker a Tulczyjew, Takens, Anderson a Duchamp, Saunders, Olver,
aj.) v rznych verzich na nekoneéngch jetovych prodlouZenich fibrovanych variet.
Césteéné srovnani téchto piistupt lze nalézt v ¢lancich Krupka [4] a Vitolo [13].

Varia¢ni posloupnost je konstruovana jako faktorova posloupnost De Rhamovy
posloupnosti podle jeji exaktni podposloupnosti kontaktnich forem. Hlavni vyznam
této posloupnosti spoc¢iva v tom, ze jeji morfismy, majici vyznam variacnich zob-
razeni (Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni, Helmholtzovo zobrazeni, atd.), 1ze zcela

2010 MSC. Priméarni 49Q99, 58E30, 58A20; Sekundarni 70G75.

Kli¢ovd slova. Varia¢ni posloupnost, Lagrangian, Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy, Helmholt-
zovy podminky, kontaktni diferencidlni forma, jet, fibrovana varieta.

Prace byla podpofena grantem ¢&. CZ.1.07/2.3.00/30.0058 MSMT CR na Univerzité
Pardubice a projektem A-Math-Net — Sif pro transfer znalosti v aplikované matematice
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popsat bez ohledu na varia¢ni funkcionaly, a 1ze navic charakterizovat jejich lokalni
a globalni aspekty pomoci kohomologickych grup podkladovych variet.

Cilem této prace je odvodit zékladni souradnicové formule pro variac¢ni t¥idy
a zobrazeni ve variacni posloupnosti druhého fadu pro tucely aplikaci, zejména
pak Helmholtzovy variacni podminky. Zaroven lze text chapat jako tivod do te-
orie varia¢nich posloupnosti na fibrovanych varietach. Varia¢ni posloupnosti na
fibrovanych varietdch byly dale studovany v pracich Krupka [2, 3], Musilova [8],
Krupka a Sedénkova [6], Vitolo [13] (viz. také reference), Krupka, Urban a Voln4
[7], a na kontaktnich elementech Urban a Krupka [11], Urban [10].

V této praci pouzivame Ehresmannovu teorii jeti. Podrobny vyklad podklado-
vych struktur lze nalézt v monografiich Krupka [5] a Saunders [9].

V celém ¢lanku Y oznacuje fibrovanou varietu nad 1-rozmérnou bdzi X s pro-
jekei m:Y — X (fibrovand mechanika“). Necht m = dimY — 1. Pfipomerime, Ze
podle definice je 7 surjektivni submerze. Jsou tedy splnény nasledujici dvé ekvi-
valentni podminky v kazdém bodé y € Y: (i) teéné zobrazeni k projekci = v bodé
y, Tym : T,Y — Ty, X, je surjektivni, (ii) v bodé y existuje soutadnicovy sys-
tém (V,9), ¥ = (5,4¢°), 1 < 0 < m, a v bodé n(y) € X soufadnicovy systém
(U, ), ¢ = (t), takové, ze U = (V) a t o m = s. Soufadnicovy systém (V) na
Y z podminky (ii) nazyvame fibrovany soufadnicovy systém. P¥i oznaleni fibrova-
nych soufadnic pouzivame konvenci s = ¢, tedy piseme ¢ = (¢,¢”). Soutadnicovy
systém (U, ¢) na bazi X je podminkou (ii) uréen jednoznaéné a nazjva se aso-
ciovany k fibrovanému soufadnicovému systému (V,). Rezem fibrované variety
m:Y — X nazyvame zobrazeni v : U — Y definované na néjaké oteviené pod-
mnoziné U C X a takové, ze m o v = idy, kde idy je identické zobrazeni mnoziny
U.

Necht r > 1 je celé ¢islo. Oznacéme J"Y r-té jetové prodlouzens fibrované variety
Y. Prvek J.~v € J'Y, nazyvany r-jet fezu v v bodé x € X, je definovéan jako t¥ida
relace ekvivalence na mnoziné hladkych fezt ~ fibrované variety 7 : Y — X, defi-
novanych na okoli bodu x s hodnotami v bodé y = v(z): ;1 ~ 72, existuje-li fibro-
vany soufadnicovy systém (V,¢), ¥ = (t,q%), v bodé y = v1(x) = y2(x) takovy, ze
DHg°vie7 1) (¢(x)) = D(q° Y2~ 1) (¢(x)) pro kazdé | = 1,2,...,7.“ Pokud 71 ~
vz, pak podle pravidla o derivaci slozeného zobrazeni snadno ukézeme, ze pro libo-
volny fibrovany soufadnicovy systém (V,v), ¥ = (£,7), v bodé y = v1(z) = 72(x)
plati DY@y 1) (@(x)) = D@23 1) (@(x)) pro kazdé [ = 1,2,...,r. Na mno-
ziné J"Y definujeme kanonické jetové projekce n™° : JY — J°Y, 0 < s < r,
an” : JY — X formulemi n™*(JLy) = Jiv, #"(Jiy) = x. Jelliy : U - Y
hladky fez fibrované variety Y na oteviené mnoziné U C X, pak hladké zobrazeni
J'y U — J'Y, definované vztahem J"y(z) = J.v, nazyvame r-jetové prodlou-
Zeni Tezu 7.

Hladka struktura na Y indukuje asociovanou strukturu hladké variety na J"Y
nasledovné. Je-li (V, ), ¢ = (t,¢7), fibrovany soufadnicovy systém na Y, (U, ¢),
» = (t), asociovany soufadnicovy systém na X, pak dvojice (V",¢"), kde V" =
(77X (V) a ¥ = (t,4°,47,45,-..,q7), s redlnymi funkcemi ¢7 : V" — R da-
nymi vztahem g7 (J77v) = D' (q°yp~1)(¢(z)), tvoii soufadnicovy systém na J"Y,
nazyvany asociovany fibrovany souradnicovy systém. Pro r < 3 piSeme ¢7 = ¢,

4% = q¢§, ¢ = ¢§. Tvori-li fibrované soufadnicové systémy (V1) hladky atlas
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na Y, pak asociované fibrované soufadnicové systémy (V" ¢") tvoii hladky atlas
a generuji hladkou strukturu variety na J"Y s dimenzi dim J"Y = m(r + 1) 4+ 1.
Pro libovolnou otevienou podmnozinu W ve fibrované varieté Y klademe W™ =
(79 ~L(W). Symbolem QfW znac¢ime okruh hladkych funkei a symbolem Q)W
QpW-modul hladkych diferencidlnich forem, definovanych na W" C J"Y. Vnéjsi
algebru hladkych diferencialnich forem, definovanych na W7, znacime Q"W

2. KONTAKTNI FORMY A KANONICKY ROZKLAD FOREM

V této cCasti definujeme pojem kontaktni 1-formy a rozsifené kontaktni k-formy
na jetovém prodlouzeni fibrované variety a uvadime vlastnosti kontaktnich forem,
zejména rozklad forem na kontaktni komponenty. Kanonicky rozklad diferencial-
nich forem je zakladnim nastrojem v geometrické variac¢ni teorii na fibrovanych
prostorech (Krupka [1, 3, 5]).
Diferencialni 1-forma p € QiW se nazyva kontaktni, je-li

J"vp=0 (2.1)
pro kazdy hladky fez « fibrované variety Y, definovany na libovolné oteviené pod-
mnoziné mnoziny W. Jinymi slovy, kontaktni 1-forma se anuluje podél jetového
prodlouzeni libovolného fezu fibrované variety. Ve smyslu definice (2.1) je pak
kazda funkce kontaktni pravé tehdy, kdyz je identicky nulova, a kazda diferenci-

alni k-forma je kontaktni pro k& > 2. Lokalni popis kontaktnich 1-forem je dén
nasledovné.

Lemma 2.1. (a) Necht W je oteviend podmnoZina fibrované variety Y. Pak
forma p € QYW je kontaktni prdve tehdy, kdyz v kazZdém fibrovaném soutadnicovém
systému (V, ), ¥ = (t,q%), na W CY md p vyjddiend

r—1
_ J )0
p= E Blw?,
Jj=0

kde
wi =dq] —qj,dt, 0<j<r-—1 (2.2)
(b) Jsou-li ddny dva fibrované soutadnicové systémy na'Y, (V,4), ¥ = (t,¢7),

a (V,), = (tq°), takové, e VNV # 0, pak

J
=350
-
=0

G
wy, 2.3
kde 0 = dq7 — qf,,dt, 0<j<r—1,

1-formy (2.2) jsou kontaktni formy a jsou linedrné nezavislé. Lze je tedy doplnit
na kontaktni bdzi 1-forem definovanych na soufadnicovém okoli V",

dt, w7, dq;. (2.4)

Formule dgf = wf + ¢7,,dt definuje bijektivni korespondenci mezi kontaktni bazi
(2.4) a kanonickou bazi dt, dq7, dg7, 0 < j <7 — 1, 1-forem na V".

Ponévadz operace vnéjsi derivace a pull-back diferencidlnich forem komutuji,

z definice (2.1) vyplyvé, ze pro kontaktni formu p € Q[W, k > 1, je rovnéz

dp kontaktni; pokud navic n € Q]W, pak také p A n je kontaktni forma. Idedl
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vnéjsi algebry Q"W diferencialnich forem na W7, lokalné generovany kontaktnimi
1-formami (2.2), se nazyva kontaktni idedl. Kontaktni k-formou rozumime libo-
volnou k-formu néleZejici do kontaktniho idedlu. Transformacni vlastnost (2.3)
kontaktnich 1-forem ma nasledujici dasledek: k-formy na W” lokdlnée generované
k vnéjsimi faktory w¢ (2.2), t.j. k-formy lokdlné vyjddrené ve tvaru

p= A3z gk, 71N Wiz AL AWTE (2.5)

J102..-0k " J1 Ik

tvori podmodul modulu diferencidlnich k-forem QW ktery znacime €2 W

Kanonicky rozklad diferencidlnich forem na jejich kontaktni komponenty je zalo-
Zen na rozkladu teénych vektort. Definujme nyni morfismus teénych vektorovych
prostort A : TJ™HY — TJ"Y nad projekci #"+17 : J*F1Y — J'Y, nazfvany
horizontalizace. Kazdému teénému vektoru ¢ k J™HY v bodé J/ 1y piitadime
tecny vektor hé k J"Y v bodé JIv predpisem hé = T,J"y o Tr"t1 . ¢ Teény
vektor hé € TJ"Y nazyvame horizontdlni komponenta vektoru €. Kontaktni kom-
ponentu pé vektoru & definujeme predpisem pé = Ta™t17 - € — hé. Ma-li teény
vektor £ € TJ"T1Y lokalni vyjadieni

r+1

0
= Zﬂa;’

pak

0 - 0 3
_¢0 o ':' 0
h§=¢ ot + Jz::() Qj+178q; , p§= Z = = qj+1€ 3

dt(Jyy)(h€) = €%, di(J;y)(p€) =0,
Wi (J5y)(h€) =0, Wi (Jz7)(p€) = B] — q7,,£°.

Necht p € QW je libovolna k-forma, k > 1, a &1,&2, ..., & jsou teéné vektory
k J™FY v bodé Jrtly € Wt Pak Tr" L7 . & = h& +p&, 1 < 1 < k, pii-
¢emz vSechny horizontalni komponenty h&; nélezi do 1-rozmérného vektorového
podprostoru v T'jr~J"Y . Dostavame odtud

(7_[_T+1,7‘)* (JT+1 )(51,52,~-~,£k;)
= p(Jo)( Ty, a6, T e ot g ,THHVHHW &)
= p(Jov)(hér + p&1, héa + péa, - . ., hEk + PEi)
= pr1p(Jy ) (s Eo, - &)+ rp(JE ) (61, a5 ),
kde
pep(Jy ) (s s Ek) = p(T57) (D€L, Do, - -, PER),
Pe—1p(Jy ) (€1, o, &) = p(T5y) (héa, péas - -, PER)
P( ) (P€1, h&2,ps, - - -, PEL)
+ p(Jp7) (€1, P2, - - - s PEE—1, Mk ).

/—\/-\

Tudiz

(7" TETY p = pr_1p + prp. (2.7)
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Formule (2.7) se nazyva kanonicky rozklad formy p na kontaktni komponenty.
Formu py_1p, resp. pgp, (2.6) na W't C J" Y nazyvame (k — 1)-kontaktni,
resp. k-kontaktni, komponenta formy p. Presnéji feceno, jde o kanonicky rozklad
formy (7"t17)*p. V piipadé 1-forem, k = 1, znacime hp = pop a pp = p1p, tedy
(7Y p = hp + pp.

Lemma 2.2. Necht (V,4), ¥ = (t,q°), je fibrovany soufadnicovy systém na 'Y
takovy, Ze V.C W.
(a) Necht 1-forma p € QW md v kanonické bdzi vyjadrent

p=Adt+Y Bldg.

§=0
Pak
pp = Z ng}’, hp = (A + Z ng;ﬁrl) dt. (2.8)
§=0 §=0
(b) Je-li f € QGW funkce na W7, pak
(x" 17 df = hdf + pdf, (2.9)
kde
daf — of
hdf = —dt df = 7.
f dt y P f ]go aq]q wJ

Analogicky jako v predchozim lemmatu lze snadno nalézt vyjadieni pro px_1p
a pgp libovolné k-formy p. Je-li py_1p = 0, pak (7" T1")*p = prp je k-kontaktni
k-forma tvaru (2.5). Rozklad vnéjsi derivace funkce (2.9) a 1-formy (2.8) Casto
potfebujeme pfi vypoctu trid diferencidlnich forem.

Definujeme nyni novy typ kontaktnosti pro formy stupné k > 2.

Rekneme, Ze k-forma p € QL W, k > 2, je rozsirend kontaktni forma, jestlize ke
kazdému bodu yo € W existuje fibrovany soufadnicovy systém (V, ), v = (¢,¢7),
v bodé yo a (k — 1)-kontaktni (k — 1)-forma ny € Q) _, .V tak, Ze

Pe-1(p — dnv) = 0.
Jinymi slovy, p € Qi W je rozsifené kontaktni forma, ma-li p lokalni vyjadreni
p=p+dn, (2.10)

kde u je k-kontaktni k-forma a 7 je (k — 1)-kontaktni (k — 1)-forma na daném
soufadnicovém V.

Lemma 2.3. Necht W C Y je oteviend mnoZina a p € QW je rozsiiend
kontaktni forma. Pak rozklad (2.10) formy p je uréen jednoznacné.

Rozsitené kontaktni k-formy na W" tvoii vektorovy podprostor vektorového
prostoru k-forem Q; W, ktery znacime ©pW. Podle Lemmatu 2.3. je ©;W di-
rektnim sou¢tem podmodul 2 W a Q) _; W. V dalsim textu uvazujeme ;W
zejména se strukturou abelovské grupy.
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3. VARIACNI POSLOUPNOST VE FIBROVANE MECHANICE

Necht W C Y je oteviend mnozina. Pro kazdé k > 1, ©}W je podgrupa abelov-
ské grupy QW a dostdvame tak podposloupnost abelovskych grup rozsifenych
kontaktnich forem

0—=01W —=005W —=05W — ... 50, =0 (3.1)
De Rhamovy posloupnosti
0—-R— QW = QW - QW — ... - QyIW =0, (3.2)

kde M =mr+1, N =dimJ"Y = m(r + 1) + 1. (3.1) a (3.2) jsou diferencidlni
posloupnosti, jejichz morfismy tvofi operdtor vnéjsi derivace d. Posloupnost (3.1) se
nazyva kontaktni podposloupnost De Rhamovy posloupnosti (3.2). Pfipomenme,
ze diferencialni posloupnost se nazyva exaktni, jestlize v kazdém c¢lenu je obraz
daného morfismu roven jadru nasledujiciho morfismu. De Rhamova posloupnost
(3.2) je tedy podle Poincaréova lemmatu lokdiné exaktni: necht forma p € QW
splituje podminku dp = 0 (p je uzaviend), pak ke kazdému bodu z W" existuje
okoli U a diferencialni (k — 1)-forma n na U tak, Ze p|y = dn.
Nasledujici tvrzeni vyplyva ze struktury rozsifenych kontaktnich forem.

Véta 3.1. Kontaktni podposloupnost (3.1) De Rhamovy posloupnosti je lokdlné
exaktni.

Dostavame nésledujici diagram,

CW/OTW — QUW/OLW — -

0— >R — QW —— QW GW —— -
0 orw TWo——— ..
0 0,

v némz faktorizaci De Rhamovy posloupnosti podle jeji exaktni kontaktni podpo-
sloupnosti vznikd faktorova posloupnost

0—-R - QW — QIW/OTW — QoW/O5W

3.3
— = QU W/OLW = QW — - = QI — 0. (3:3)

Ttidu diferencidlni formy p € Q)W z faktorové grupy Q) W/©;W ve varia¢ni
posloupnosti (3.3) zna¢ime [p]. Faktorovd zobrazeni v (3.3), E : QW/O.W —
Q. W/©7,, W, jsou definovana vztahem

E([o]) = [dpl. (3.4)
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Posloupnost (3.3) se nazyva variacni posloupnost fadu r na W C Y.
Véta 3.2. Faktorovd posloupnost (3.3) je lokdlné exaktni.

Cleny varia¢ni posloupnosti jakozto faktorové grupy jsou uréeny jednoznacéné
az na isomorfismus. To umoznuje vyjadieni tfid ve varia¢ni posloupnosti pomoci
raznych reprezentantti. Nasledujici tvrzeni se uplatni pii vypoctu reprezentant
tf¥id a pfi studiu vnofeni varia¢ni posloupnosti r-tého fadu do posloupnosti (r+1)-
niho ¥ddu (problém redukce fédu).

Véta 3.3. Faktorové zobrazeni QW/OLW — Qu W/OI W injekce QLW >
p— (7" p € QUTIW je injektivnd.

Varia¢ni posloupnost (3.3) 1ze formulovat také v p¥ipadé, kdy podkladové pro-
story jsou svazky diferencidlnich forem na r-jetovém prodlouzeni J"Y . Ukazuje se,
ze pro odpovidajici komplex globalnich fezl lze aplikovat abstraktni De Rhamtv
teorém, umoziujici vySetfovat lokalni a globalni aspekty morfismu ve varia¢ni po-
sloupnosti pomoci kohomologickych grup fibrované variety Y; viz. Poznamka 4.5.

4. VARIACNI TRIDY A ZOBRAZENI VE VARIACNI POSLOUPNOSTI DRUHEHO RADU

V této ¢asti ukdzeme variacni vyznam tiid diferencialnich k-forem, kde k = 1,2, 3,
a jejich morfismt ve variani posloupnosti. Pro ucely aplikaci nalezneme expli-
citni formule ve variacni posloupnosti druhého fadu. Ptirozené vznika otazka, zda
existuje kanonicky reprezentant t¥idy forem ve varia¢ni posloupnosti. Tento pro-
blém reprezentace variaéni posloupnosti (globalné definovanymi) diferenciadlnimi
formami byl studovan a na fibrovanych varietdch obecné fesen riiznymi autory;
komentarfe ke srovnani lze nalézt v praci Volna, Urban [12].

Véta 4.1. Necht W C 'Y je oteviend mnozina o (V, ), ¥ = (t,q7), je fibrovany
souradnicovy systéem W.
(a) Necht p € Q2W md vyjddreni v kontaktni bdzi tvaru
p = Adt + B,w® + Bro + C,di°. (4.1)
Pak trida [p] je prvkem Q3W/OIW a je reprezentovdna diferencidlni formou na
w3 c J3Y,
[p] = (A+C, g %)dt. (4.2)
(b) Necht p € Q2W md vyjddreni v kontaktni bdzi tvaru
p=A,w’ Ndt + ALL ANdt + B,di” Adt

0102

1 1
t 5 Co1aw™ AW + 205 5,07 NG + Clgi” Aw’ (4.3)

1
+ Dy odd” Aw’ + D), di” N7 + tiqum A di”?.

Pak trida [p] je prokem QZW/O3W a je reprezentovdna diferencidlni formou na
w? c J°Y,

7] = o ())& Adt, (4.4)
kde

d ) d?

ollp) = (As = Do) = 51 (AL = DL 4™) + 55 (Bo = Dur'd™). (45)
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(c) Necht p € Q3W md vyjddreni v kontaktni bdzi tvaru

viva

1 1
N = 5Acioow™ AW Adt+ A 0" Aw? Adt+ 5Al WY A G2 A dt

1
+ Buodd” Aw” Ndt+ By di” N Ndt+ 5 Buyy,dd”t Adi A dt

1 1
+ *0010263(*)01 ANw?? Aw + 501 W’ AWt A w?

6 V,0102

1 1
+ 501 WA W AW+ 601 WA WA W3

viV2,0 VivaVs3

2

1 . . .
+ & Duvaws 45" N " A dg” + D) .

1
+ D)

2 V,0102

1
+ DV,Uled(jy AW Aw? + §Dulu2,ad(']"’1 AdG? A w®

dg” N o* Aw?

1
di’ A @ AW’ 4+ =D}

2 viv2,0

di”* A di” A ac.

Pak trida [p] je prvkem QZW/OIW a je reprezentovdna diferencidlni formou na
W'cJY,

1 1
[p] = Eeyg([n])w” Aw? ANdt + Ky o ([n]) &Y Aw? Adt + inw([n])d}” Aw? Adt

1
+7uo([n]) WY AWT AdE+ =Tue([n]) WY Aw? Adt,

2
kde
cop 1 d 1 1 1 1 -
euo (M) = Avo + Dypus’ @ = 52 (Ahg = A4, + (D = Dy i)
1d*, 1 ... 1d3 1 1 1 1
+ iﬁ(Auo + D/hua q #) o 1% (Bu,a - Bo,z/ + (DMV,U o DHUaV) q #)
1d*
—+ iﬂ(Byo' + Duya q §)7

1
Kv U([T/]) = 5 (Ai,a + Arlr,y + (D/];.7l/7ﬂ' + D/lt,o,l/)wg

)

- dU}iL (By,a + Ba,u + (D,uu,a + D,uo',l/)wg)

d2
s (B +BL,+ (D}, + D, )wh) ),

* dwh)

kvo([0]) = Ay, + Dy 5wk + (Bu.o = Bow) + (Dyvo = Dyuow )k
1 d

1 1 1 1
+ 2 dwk (Bu,a - Bo,l/ + (D/LV,U - D/L(T,V)wg)
d? "
_ QW(BW + D, owh),
1 ’
Tl/,o([n]) = _5 (BI},O' + Bi,y + (D;lul,o + Dplw,u)wé) 3

TVU([’O]) = BU,U + D,uuawg~
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Nasledujici tvrzeni popisuje strukturu faktorovych zobrazeni ve varia¢ni po-
sloupnosti druhého ¥ddu, souvisejicich se zdkladnimi varia¢nimi objekty (totdlni
derivace, Eulerovo-Lagrangeovo zobrazeni, Helmholtzovo zobrazeni).

Véta 4.2. Necht W C 'Y je oteviend mnoZina a (V, ), ¢ = (t,q°), je fibrovany
souradnicovy systém na W.

(a) Je-li f € Q2W, pak E(f) = (df /dt)dt.

(b) Necht p € QW md vyjddreni v kontaktni bdzi (4.1). Pak

E(lp)) = e ([dp]) o” A dt, (4.6)

kde

0A oc, .., d (0A 0C,...,
d?> [ 0A aC, ..., d3C,
—S |\ ==+ 5= - .
dt2 \ 9g° = 0§° dt3

(c) Necht p € Q3W md vyjddieni v kontaktni bdzi (4.3). Pak
1 v [oa
E(lp) = 5evo(dp) w” ne” n
1
+ Ky ([dp]) W Aw® Adt + inw([dp]) WY Aw? Adt (4.7)

1
+ 7.0 ([dp]) WY Aw” Adt+ ETW([dp]) WY AW ANdt,

kde
1 /0AL 0AL (0B, 0B,
T (ldp]) = 5 ( 5 ( 30 aqa) + (Dyo + Do)
ODy, 9Dy, OD., 0D\ .., d. .
- 7 —(D D
+ ( 8qa- + 8qy 8qy 8qa— q + dt( l/,(T+ O',l/) )
0B, 0B oD oD d
vo d - 7 _ z D1 —D1 m ra gt —- Dya 5
a(ldg) = 5o - 522 4 b, - Db+ (G - G2 ) i (D)

1/0A, 84, 9AL 9AL /(8D oD
volldp]) = = [ =2 v_ e v 1o oy
oA lde]) 2(64" 9 ¢ o ( o " o
oD,., 9D, ,\... d (0A, ©OA, (0B, OB,
ot Ryt ) - — - +
q° aq¥ dt \ 0¢” aG° oq¥ 0q°
_ (aDW/ 0D, o _ 9Dyus 8DW) ~q'u>

ol ol aq¥ dq°
d? <6‘A}, 0AL 7 <8Bg 6Bl,> (6‘DW n 0D,

a2 \ a¢v ' 9j° o ¢° d4° dq”
oDl oDl d

_ KV Ko Ve 4~ (DL D1
aqc o )q 3 Dro * ”’”)>’
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(ap)) — (A _OA\ (04 9AL\ (9B, 9B,
kv Pl) = 8(]” 8('1'0 8qa aqu aqv aqa
o (2w Duo  ODuy  9Dus  ODhs DL ..
dq° dgq¥ og° Ioliid ol id aq°
1d (aA}, oA, 9B, 0B, (8DW D,

2dt \ 8¢©  9ie * o Bg° 04" O¢”

oD} oD} 3d d
pr I\ ..y °“(p,,-D,,— —(D. — D!
+ aq aq ) q ) + 2dt< ) ’ dt( v,o a,u))

& (0B, 0B, (0D, aDNU _ LDy
B -ty
a2 \ o a5\ oge PR
94, 9A, (0D, ODuo\ ... 1d (94, 04,
svolldel) = 50~ B +( 9" og ) 2 di 5‘q G
L 0AL 04L (0D, ODue Db, ODi,\.,
oq¥ 0q° 0¢° ag¥ 0q° dq¥

1d* (0AL  9AL (0D, OD),\...
= =+ - = g
oqv 0¢° 94° 94"
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Pozndmka 4.3. Ttidu E([p]) (4.7) z Véty 4.2, (c), lze také vyjadiit v jiné bazi
a na jiném prodlouzeni fibrované variety nasledovné

E(p)) = 5&l, (ldpl) w” Aw” Adt

§€ua
1
+ £, o ([dp]) Wi Aw? Adt + E/@’W([dp]) Wi Aw{ Adt (4.8)

1
+ 7o (dp]) wy AWl Adt+ 575 ((dpl) wy Awg A dt.
Lze v8ak ukdzat, ze E([p]) (4.8) obecné neni (globalné definovana) forma. Uka-
zuje se, Ze reprezentace t¥id globalné definovanymi diferencialnimi formami souvisi
s varianimi objekty, znamymi z lokalni variac¢ni teorie.

Charakterizujme nyni faktorova zobrazeni E : Q?W/©3W — Q3W/OiW a E :
Q3W/O3W — Q3W/O3W ve variaéni posloupnosti jinym zptsobem. I kdyz tridy
ve varia¢ni posloupnosti jsou definovény abstraktné ((4.2), (4.4)), jsou tzce spjaty
s variacni teorii na fibrovanych varietach. Tim je motivovana nasledujici termino-
logie.
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Necht (V, %), v = (t,¢7), je fibrovany soufadnicovy systém na W C Y. M&jme
1-formu p € Q3W, vyjadienou v kontaktni bazi ve tvaru p = Adt+ B,w’ + BLw +
C,di°. Definujme Lagrangeovu funkci formy p, L : V3 — R, pfedpisem

L=A+C,q¢°. (4.9)
Podle Véty 4.1 pfedstavuje funkce (4.9) koeficient t¥idy [p]. Fulerovy-Lagrangeovy
vjrazy Ey(L) : V® — R, asociované s Lagrangeovou funkci L, jsou pak tvaru

oL oL & oL
0q°  dtd¢e  dt? 9§o’
Necht p € Q3W je 2-forma, majici vyjadieni (4.3). Polozme

B, (L) = (4.10)

d d?
_ A1 _ Dl ceep el

gt Ar = Do) + o
Podle Véty 4.2 predstavuje funkce (4.11) koeficient t¥idy [p], reprezentované source
formou (4.4).

Helmholtzovy vyrazy asociované s €, jsou pak tvaru

Oe, Oe,
=+

g6 =(Ae — Dy s'q") (Bo = Dyo'q’"). (4.11)

Oeo 02y 5d (f‘%o_ 8fu>
Og5 045 )’

1/ Oe Oe d [ 0Oe Oe
H3 == o L Yv 9% (%e  TEv
() =5 (6'@'” T (aqz " aqu)) ’

e, Oeg, 3 d [ Ocs Oe, 5d® (0, Oe,
=2 - e . (4.12)
oqy 0q¢° 2dt3 \0q¢ 0¢g

Hl( )_1 850_'_85,,_1 8£J+85V +i3 350_851,
o\ =5\ o T o~ at \ogr " oqe ) T art \ogy  9q3 ) )"
O, Og, 1d (85(, 85,,) 1d3 ( Ocy Oe,, )

HO _Zfo v 22 [(TE0  TEv == | ey
&) =50 "o 2@ \ag o) T1ae \aqr  aqe

1d® (Oe, Oe,
2dt5 \d¢¥  0q2 )"
Nasledujici tvrzeni je podstatné pro aplikace variac¢ni posloupnosti. Ukazujeme,

7e Eulerovy-Lagrangeovy vyrazy (4.10) a Helmholtzovy vyrazy (4.12) jsou totozné
s koeficienty t¥id E([p]) (4.6), (4.7) ve varia¢ni posloupnosti.

Véta 4.4. Necht W C Y je oteviend mnoZina a (V, ), ¢ = (t,q°), je fibrovany
souradnicovy systém na W.
(a) Necht p € QW md v kontaktni bdzi vyjddreni (4.1). Pak

E(lp]) = e, ([dp]) o A dt,
pricemz
go([dp]) = Eo (L),

kde L je Lagrangeova funkce (4.9) a E,(L) Eulerovy-Lagrangeovy vjrazy (4.10)
asociovan€ s L.
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(b) Necht p € Q3W md v kontaktni bdzi vyjddrent (4.3). Pak

B(p]) = geun([dp]) ¥ Aw? Ad

1
+ o ([dp) Y Aw” Adt + S ko ([dp]) wy Aw” A dt

+ 7o ([dp]) ws Aw? Adt+ %Tug([dp]) wy Aw? A dt,

pricemz
evo([dp]) = Hg, (en),  Fuo([dp])
v ([dp]) = ng(gu)a Tvo ([dp])

kde e, je ddno vztahem (4.11) a H. (g,) jsou Helmholtzovy vyrazy (4.12) asocio-
vane s ;.

= H;u(fu)a Kuo ([dp]) = ng(gu)v
= ng(g#«)’ H(?’V(EH) = 07

Pozndmka 4.5. Podle Véty 4.4 jsou morfismy
E:QiW/OIW — Q3W/O3W, resp. E: QW/0O3W — Q2W/O3W,

ve variac¢ni posloupnosti druhého fadu totozné s Fulerovym-Lagrangeovym zobra-
zenim, resp. Helmholtzovym zobrazenim varia¢niho poctu. Varia¢ni posloupnost na
kone¢nych jetovych prodlouzenich fibrované variety je tudiz nastrojem ke studiu lo-
kalnich a globalnich aspektt variacni teorie. Jadro a obraz Eulerova-Lagrangeova
zobrazeni a Helmholtzova zobrazeni jsou definovany a miuZeme studovat koho-
mologické grupy odpovidajicitho komplexu globalnich fezti. Tim je feSen globalni
inverzni problém varia¢niho poctu.

Z exaktnosti varia¢ni posloupnosti vyplyva, ze pokud Helmholtzovy vyrazy
(4.12) jsou identicky nulové, H! (e,) = 0, pak vyrazy ¢, (4.11) jsou lokdiné vari-
acni: lokalné jsou €, pro né€jaké L tvaru

oL d 0L d?> OL

R T T
Helmholtzovy podminky H., (¢,) = 0 jsou tak podminky lokdini variacnosti (2-for-
my, systému funkci). Z lokaln{ variacnosti ovSem nemusi vyplyvat globaln{ vari-
acnost dané 2-formy (4.4), tedy nemusi existovat globéalné definovana funkce L
s vlastnosti (4.13). Z vlastnosti varia¢nich posloupnosti svazki diferencialnich fo-
rem na fibrovanych varietach vyplyva, Ze postacujici (topologickou) podminkou
existence globalniho Lagrangidnu A = Ldt je nulovd druhd De Rhamova ko-
homologickd grupa fibrované variety Y. Je-li tedy source forma (tfida 2-formy)
€ = g,w’ Adt (4.4) lokdlng variaéni a zéroven H?Y = 0, pak ¢ je globalné vari-
acéni.

Je-li naptiklad Y = R™, plati H*R™ = 0 pro kazdé k, 1 < k < m, a tu-
diz lokalni varia¢nost libovolné source formy (4.4) na R™ implikuje globalni va-
ria¢nost. Podobné, je-li Y Mobiova paska, pak lokalni varia¢nost implikuje glo-
béalni varia¢nost. Naopak, pokud je Y = S? sféra nebo Y = S! x S! torus, plati
H?S5% = H?(S! x S1) = R # 0, a tudiZ lokdlni varia¢nost source formy obecné
neimplikuje globalni varia¢nost.

Podrobnéjsi diskuse globalnich aspektu variacnich posloupnosti na fibrovanych
varietach pfesahuje ramec tohoto ¢lanku a lze ji nalézt v pracich Krupka [1, 2, 3.

(4.13)
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(3]
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5]
6]
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[11]
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(13]
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NAVIER-STOKESOVY ROVNICE: SLABE RESENI, JEHO
JEDNOZNACNOST A REGULARITA

MILAN POKORNY

ABSTRAKT. Tento ¢lanek je struénym uvodem do studia vlastnosti slabych feseni
evolu¢nich Navier—Stokesovych rovnic nestlacitelného proudéni. Nejprve jsou pred-
staveny rtzné typy reseni a vztahy mezi nimi. Poté se ¢lanek vénuje slabému feseni,
otazce jeho existence, jednoznacnosti a regularité v ruznych situacich a také podmi-
néné regularité (kritéria regularity). Je uréen spiSe pro nespecialisty v daném oboru,
ktefi jsou seznameni se zaklady teorie slabych feseni parcialnich diferencidlnich rov-
nic.

1. Uvop

Necht oblast Q C R? je vyplnéna latkou, kterou modelujeme jako kontinuum. Pro
jednoduchost predpokladejme, ze tato oblast je neménna v ¢ase. Na zakladé pred-
stav mechaniky kontinua (viz napf. [23]) je moZno odvodit nasledujici integralni
tvary bilance hmoty a energie

E Qdm—i—/ ou-ndS =0,
dt Jp OB

E/ Qudx—l—/ ouu-ndS = ']I‘ndS—i—/ of dz.
dt Jp B oB B

Zde skalarni pole g reprezentuje hustotu latky, vektorové pole u rychlostni pole,
tenzor T je tenzor napéti (vektor Tn reprezentuje plosné sily v kontinuu) a f je
vektor objemovych sil (napf. tihova sila). Mnozina B je libovolnd méfitelnd pod-
mnozina 2 s dostateéné hladkou hranici, aby vSechny integraly vyse mély smysl.

Spravné bychom meéli jesté uvazovat bilanci momentu hybnosti a celkové ener-
gie. My ale budeme predpokladat, Ze hustota vnitini energie je konstantni v pro-
storu i v Case (pak je bilance celkové energie, alespoii pro hladké funkce, diisledkem
bilance hybnosti) a ze litka nema zadné vnitini momenty hybnosti. Potom z bi-
lance momentu hybnosti pouze plyne, Ze tenzor napéti T je symetricky.

Na zakladé standardnich tvah (podélenim |B| a limitou |B| — 0% spolu se
zadménou derivace a integralu, za pfedpokladu dostate¢né hladkosti vSech veli¢in)
1ze ze systému integralnich bilan¢nich rovnic odvodit jejich néasledujici diferencialni

2010 MSC. Primarni 35Q30, 76D05.

Kli¢ova slova. Navier—Stokesovy rovnice, slabé feseni, jednoznacnost, regularita feSeni.

Préce byla podporovana grantem GA CR. ¢&. 201/09/0917 a projektem A-Math-Net — Sit pro
transfer znalosti v aplikované matematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).

1Poznamenejme, ze vSechny integraly v ¢lanku chapeme v Lebesgueové smyslu.
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tvar? P
o . B
Bt + div(ou) = 0, (1.1)
% +div(ou ® u) — divT = of. (1.2)

Pozdéji ale uvidime, Ze tento postup v sobé skryva jisty problém.
Budeme predpokladat, ze dana latka je nestlacitelnd, tj. objem jeji libovolné
¢asti se v ¢ase neméni. To je ekvivalentni podmince

divu=0. (1.3)

Budeme-li dale pfedpokladat, ze latka je homogenni (tj. hustota je v pocatecnim
Case konstantni v prostoru), potom hustota je rovna kladné konstanté a rovnice
(1.1) se redukuje na (1.3) s tim, Ze hodnota p v rovnici (1.2) je rovna pfedepsané
konstanteé.

Méme tedy celkem 4 rovnice pro 9 neznadmych: 3 slozky rychlosti a 6 slozek sy-
metrického tenzoru napéti. Proto musime jesté néco fici o tenzoru napéti. Za pired-
pokladu, Ze studujeme newtonovskou tekutinu a prfijimame princip nezavislosti na
pozorovateli, vychéazi

T = 2uD(u) — pl,

kde p > 0 je dynamickd viskozita, p je tlak a D(u) = £ (Vu+(Vu)T) je symetricka
¢ast gradientu rychlosti. Pokud ve vztahu (1.2) podélime hustotou, pfeznac¢ime tlak
a piejdeme ke kinetické viskozité v = p/p, dostdvame systém rovnic

divu =0,
Ou .
e +divlu®u) —vAu+ Vp =f,
standardné nazyvany Navier—Stokesovy rovnice pro nestlacitelné proudéni (zkra-
cené téz nestladitelné Navier—Stokesovy rovnice). Tento systém budeme studovat
na ¢asoprostorovém valci I x Q, pfiéemz I = (0,T) je Casovy interval.

Tento systém musime doplnit o pocatecni a okrajové podminky. Poc¢atecni pod-
minku je potfeba pfedepsat pro rychlost

u(0,z) = ug(x), x € Q. (1.5)

Problematika okrajovych podminek je komplikovanéjsi. Neni prili§ zfejmé, jaké
okrajové podminky jsou fyzikalné spravné, zejména v pfipadé, kdy na ¢asti hranice
tekutina vtéké a na ¢asti vytéka. Abychom si situaci zjednodusili (coz je ale pravda
jen ¢aste¢né), budeme v tomto ¢lanku uvazovat homogenni Dirichletovu podminku

u(t,z) =0, tel,zed. (1.6)

V nékterych pfipadech, pokud se chceme zabyvat jen samotnym systémem rovnic
a chceme se zcela vyhnout problémtm s okrajovou podminkou, mizeme uvazovat
periodické okrajové podminky, popf. mizeme brat Q = R?, tj. uvazovat Cauchyovu
tlohu. Podminka na chovani feSeni v nekoneénu (jisty pokles feSeni k nule) je
nahrazen slabsi podminkou konvergence jistych integralt.

Klasickym feSenim tlohy (1.4)—(1.6) nazyvame dvojici funkci (u,p), pfi¢emz
vektorova funkce u je spojita na [0,7) x Q a ma na (0,7) x Q spojité druhé par-
cidlni derivace podle prostorovych proménnych a prvni parcidlni derivaci podle

(1.4)

2Symbol ® oznaduje tenzorovy souéin vektort. Tedy (a ® b)ij = a;b;.
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Casu, funkce p mé na (0,7) x Q spojité prvni parcidlni derivace podle prostoro-
vych proménnych, obé splituji rovnosti (1.4) ve smyslu rovnosti spojitych funkei
a rovnosti (1.5), resp. (1.6) jsou splnény ve smyslu limit pro ¢ — 0%, resp. x — 9.
Jak uvidime pozdéji, i kdyz jsou vSechna data libovolné hladka, neni zaruceno, ze
takové FeSeni existuje.

Systém rovnic (1.2) byl navrzen francouzskym inzenyrem CLAUDE-LOUISEM
NAVIEREM v roce 1822 jako zobecnéni Eulerovych rovnic pro pripad proudéni
viskdzni tekutiny. Vzhledem ke zptisobu odvozeni nebyl model ve své dobé pfijat.
Stalo se tak teprve po roce 1845, kdy britsky matematik a fyzik irského pivodu
GEORGE GABRIEL STOKES tento systém odvodil na zakladé predstav mechaniky
kontinua (odvodil i rovnice pro stlacitelné proudéni). K intezivnéjSimu matema-
tickému studiu tohoto systému rovnic dochézi teprve ve dvacatych letech minu-
lého stoleti diky pracim Svédského teoretického fyzika CARLA WILHELMA OSEENA
([39]). Na jeho vysledky navizal ve své doktorské praci francouzsky matematik
JEAN LERAY ([32], [31]). Formuloval celou fadu zajimavych problémt, nékteré vy-
fesil, jiné zlstaly oteviené po mnoho let ¢i dokonce jsou oteviené dodnes. Z naseho
pohledu je nejzajimavéjsi studium fesitelnosti Cauchyovy tlohy v R? a v R?. Za-
timco ve dvojdimenzionalnim pfipadé se mu podarilo dokazat existenci klasickych
feSeni, ve trojdimenzionalnim pripadé neuspél. Definoval proto novy typ feseni,
které nazval ,solution tourbulante“, jehoz existenci byl schopen dokéazat. Z dnes-
niho pohledu jde vlastné o slabé FeSeni splnujici silnou energetickou nerovnost.
On sam véril spiSe v to, Ze klasické feSeni tohoto systému obecné neexistuje, ze
v konefném Case se stane feSeni singularni. Otazka, zda je tomu tak, je dodnes
oteviena a patii mezi sedm problému pro tfeti tisicileti, za jejichZ feSeni nabidl
Clay Mathematical Institute odménu milién americkych dolart (viz [1]).

Po druhé svétové valce se Jean Leray k problémtim matematické mechaniky te-
kutin nevratil. V jeho stopach vsak pokracovala celd fada svétové uznavanych od-
bornikd. Zmitime zejména EBERHARDA HOPFA ([24]), OLGU ALEXANDROVNU LA-
DYZENSKOU ([29]), JAQUES-LOUISE LIONSE ([33]), PIERRE-LOUISE LIONSE ([34])
aj. Z vyznamnych ceskych matematiki se této problematice vénovali ¢i vénuji
piedeviim JINDRICH NECAS ([36]) a VLADIMIR SVERAK ([43] nebo [15]).

Drive nez se podivame na zobecnéni pojmu klasického feSeni, pfipomenme né-
které prostory funkci, které budeme v dalsim potiebovat.

Lebesgueovy prostory budeme znaéit LP(Q); pro 1 < p < oo jde o Banachovy
prostory se standardn{ normou ||-||,. Sobolevovy prostory zna¢ime WP (Q), k € N,
1 < p < o0; spolu s normou ||- ||, jde opét o Banachovy prostory. Prostor Wé”](Q)
potom oznacuje funkce z uzavéru hladkych funkci s kompaktnim nosicem v 2
v normé ||- || . Poznamenejme jen, ze pro oblasti 2 s lipschitzovskou hranici a p <
00 je prostor WO1 P(£2) totozny s podprostorem W1P(Q) takovym, ze funkce maji
na hranici 2 nulovou hodnotu ve smyslu stop. Duélni prostor k WO1 () budeme
znadit pro 1 < p < 0o W*Lpl(Q), kde p’ = ﬁ je holderovsky sdruzeny exponent
k p. Vektorové veli¢iny bude psény tuéné, tenzorové veli¢iny pak specidlnim fontem.
Analogické znaceni budeme pouzivat i pro prislusné prostory funkci.
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Budeme déle potfebovat prostory funkci s nulovou divergenci. Budeme pracovat
s prostorem (1 < p < 00)

II-
W(l)ygiv(ﬂ) = {v € CSO(Q);CHVV — O}I\ ”l,p’
pro ktery pro oblasti s lipschitzovskou hranici a 1 < p < oo plati
Wéjgiv(g) ={ve Wé*’(Q); divv = 0}.

Déle piipomenime Helmholtztiv rozklad, tj. libovolnou vektorovou funkci z L2(£2)
Ize psat jako

v =v;+ Vg,
kde pro 2 s lipschitzovskou hranici

vi € LY 4:,(Q) = {v € L*(Q); divv = 0 ve smyslu D’'(Q);
v -1 =0 na 09 ve smyslu W~ 2-2(9Q)}

a q € WH2(Q). Navic je tento rozklad ortogonalni.

Protoze studujeme evoluc¢ni tlohy, budeme pracovat s Bochnerovymi prostory.
Necht X je Banachiv prostor. Budeme pracovat s prostory spojitych funkei na
intervalu I s hodnotami v X, tj. C(I; X), s prostory spojitych funkci na intervalu
I ve slabé topologii X znacenymi C(I;X,,) a s prostory bochnerovsky integro-
vatelnych funkci pres interval I s hodnotami v X takovych, Ze norma v X ma
koneénou LP normu ptes I, LP([; X). Dal§i informace o vSech vySe uvedenych
prostorech funkei je mozno nalézt napiiklad v [2], [19], [20] nebo v [41].

Tento c¢lanek se vénuje jen jednomu vybranému problému z velkého mnozstvi
moznych tloh, se kterymi se mtizeme setkat pfi matematické analyze tiloh proudéni
tekutin. I kdyz se omezime jen na malou tfidu modeld, tj. na matematicky popis
nestlacitelného proudéni newtonovské tekutiny, zistane pocet zajimavych otevie-
nych problému stale velky. Jen tak na okraj, v minulém roce byl vyfesen jeden
otevieny problém tykajici se stacionarniho proudéni ve dvou dimenzich s neho-
mogenni okrajovou podminkou za pfedpokladu, Ze hranice oblasti ma vice kom-
ponent, viz [26]. I tak analogicky problém ve tfech dimenzich zlistava otevieny.
Tento clanek se ale soustiedi predevsim na problematiku slabého feseni evoluc¢nich
Navier—Stokesovych rovnic ve prostorové dimenzi tii. I kdyz jde ve své podstaté
o nejjednodussi redlny model tekutiny a je intenzivné studovan matematiky z po-
hledu analyzy i z pohledu numerického feseni, jsou fundamentalni otazky existence
a regularity (tj. hladkosti) feSeni stéle oteviené.

Tento systém rovnic je prototypem na prvni pohled relativné ,,jednoduchého*
nelinedrniho parabolického problému, kde nicméné klasické ale i rtizné specialni
metody selhdvaji a nedafi se nalézt odpovéd na zdkladni otdzky. A to i presto,
ze se rofné objevuji stovky clanku, které se vénuji Navier—Stokesovym rovnicim.
Duivodem sepsani tohoto ¢lanku je dat ceskému ¢tenari zakladni informace ohledné
téchto rovnic. A to nejen vysledkt, ale i metod, jak se daji dané vysledky dokazat.
V nékterych pripadech je dikaz uveden cely, nékdy jsou uvedeny jen zakladni
myslenky ¢i je dikaz vynechan uplné. Pokud nékoho tato problematika zaujme
natolik, Ze by si chtél pfecist néco vice, v ceském jazyce existuje prehledovy ¢lanek
[37], kromé néj potom pouze online dostupné skripta autora tohoto ¢lanku (viz
[41], [42]). V anglicky psané literatufe pak existuje celd fada monografii (napf. [44],
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[14], [34]), pro ¢tenafe znalého francouzského jazyka pak doporucuji péknou knihu
[7]. Z novéjsich prehledovych praci pak zminime jesté [35], tato préce se ale diva
na Navier—Stokesovy rovnice jako na specidlni pfipad jistych nenewtonovskych
modelt (tzv. tekutiny s mocninnym rtistem).

2. RUzZNE TYPY RESENI NAVIER—-STOKESOVYCH ROVNIC

Vyse jsme uvedli definici klasického feSeni. Jak bylo zminéno, existence klasického
feSeni neni zfejmé v prostorové dimenzi tti ani v situacich, kdy vSechna data tulohy
jsou libovolné hladka. Proto je vhodné zavést jiné typy feSeni a pokusit se studovat,
za jakych podminek tato feSeni existuji.

My se v dalsich ¢astech této prace budeme vénovat slabému Teseni. Myslenka
jeho zavedeni je nasledujici. Pokud rovnici (1.4) vyndsobime hladkou funkei ¢
s kompaktnim nosi¢em v ¢asoprostoru a formalné provedeme integraci per partes,
resp. pouzijeme GauBovu formuli, dostavame

/ /(—u-——(u@u):ch—l—uVu:th—pdivcp—f-cp)dxdtzo.
o Ja ot

Nevyhodou je, ze ndm ve formulaci ztstava tlak. Proto budeme predpokladat, ze
mame dive = 0. Navic misto integrace per partes u casové derivace nahradime
integral pres prostor vhodnym funkcionalem a dostavame nésledujici formulaci:

Definice 2.1. Necht f € L*(0,T; W~1%(Q)), ug € Lj 4,(Q). Funkci u €
L0, T;L2(Q)) N L*(0,T; Wéﬁiv(ﬁ)) takovou, Ze jeji slaba derivace podle éasu
ou

o € LY0,T; (W(l)iw(Q))*) pro jisté ¢ > 1, nazyvame slabym tesenim tlohy

(1.2)—(1.5), jestlize

Ou
< ot 90>(W(1):?1;V(Q))*,W1’2 ) + /3:2 ((u u) ("2 +rvVu (%] €T

0,div

= 0)w-120 Wiz

pro vSechna ¢ € Wé’ziv(Q) as.v.t € (0,T) a poatecni podminka je splnéna ve
smyslu
lim [ u(t-) wdx = / ug - wdz (2.1)
t—0t Jo Q
pro viechna w € L?((Q).

Poznamenejme, Ze splnéni pocateéni podminky (2.1) souvisi s tim, ze funkce u
patfici do prostori uvedenych v definici vyse je po zméné na mnoziné miry nula
z prostoru C([0,T]; L2 (Q)), a proto m4 limita smysl.

Pokud bychom formalné vzali za testovaci funkci ¢ := u a predpoklidali, Ze
tato funkce je dostate¢né hladka, dostali bychom po integraci pies ¢asovy interval
(0,t) C (0,T) tzv. energetickou rovnost

1 t 1 t
f/ \u(t,-)|2d:z:—|—/ /|Vu|2dxd7':f/ |u0|2d1:+/ () dr.
2 Ja o Ja 2 Ja 0

K ziskani této rovnosti jsme pouzili rovnost

1
/Q(u-Vu)-ud:E: E/ﬂu~V|u|2dx:0. (2.2)
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Ta ale plati pouze pro dostatecné hladké funkce, aby se uvedené aplikace Gauovy
véty dala ospravedlnit diky aproximaci sobolevovskych funkci s nulovou stopou
pomoci funkci hladkych s kompaktnim nosi¢em. V této souvislosti zminme, ze
obecné nemiizeme pouzit feSeni jako testovaci funkci ve slabé formulaci, tedy ne-
vime, zda je energeticka rovnost splnéna. Na druhou stranu, jak uvidime v dalsi
¢asti, mizeme ziskat energetickou rovnost pro jistou aproximaci nasi ulohy a li-
mitnim pfechodem ziskdme misto rovnosti nerovnost. Dostavame tedy:

Definice 2.2. Slabé feseni Navier—Stokesovych rovnic splituje silnou energetic-
kou nerovnost, jestlize

t ¢
1/ |u(t7~)|2dx+/ / |Vu|?dzdr < 1/ |u(s,-)\2d:r—|—/ (f,u)dr  (2.3)
2 Q s JQ 2 Q s

pro s.v. s > 0 (véetné s = 0) a viechna ¢ € (s,T]. Slabé feSeni splituje energetickou
nerovnost, jestlize je (2.3) splnéno pro s = 0 a s.v. t € (0,7). Slabé TeSeni, které
spliiuje energetickou nerovnost, budeme nazyvat Leray—Hopfovo slabé Tesent.

Poznamenejme, Ze zde neni terminologie jednotna a nékdy se Leray—Hopfovym
feSenim nazyva slabé feseni spliujici silnou energetickou nerovnost.

Vsimnéme si, Ze slabou formulaci jsme formalné ziskali z klasické formulace;
ta vyplynula z bilan¢nich rovnic v integralnim tvaru za predpokladu, ze feseni je
dostatecné hladké. Zdanlivé jsme tedy odvodili slabou formulaci za predpokladu,
ze TeSeni ma takovou hladkost, Ze existuje klasické feseni, tj. pokud klasické feseni
neexistuje, neméa smysl ani slaba formulace. Nastésti lze slabou formulaci odvodit
pfimo z integralnich bilan¢nich rovnic. Toho si vsiml jiz C.W. Oseen ve své knize
[39], kde ov8em misto Lebesgueova integralu pracoval s vicerozmérnym integralem
Riemannovym. Tim jsou jeho podminky na feseni o néco silnéjsi, nez kolik je tieba
pfi pouziti Lebesgueova integralu.

V pristi kapitole naznac¢ime dikaz existence Leray—Hopfova slabého feSeni a
v dalsich ¢astech si fekneme néco o jeho vlastnostech. V§imnéme si téz, ze slabym
feSenim je pouze pole rychlosti, musime tedy také ukazat, jak z jeho znalosti ziskat
tlak. Nejprve ale uvedme jesté dalsi t¥i definice FeSeni Navier—Stokesovych rovnic.

Prvnim bude tzv. vhodné slabé feseni (,suitable weak solution“). Tento pojem
pochézi z ¢lanku [8] autortt LUISE CAFFARELLIHO, ROBERTA KOHNA a LOUISE
NIRENBERGA, ktefi na zakladé predchozich praci VLADIMIRA SCHEFFERA tento
pojem zavedli za tcelem studia lokalni regularity feseni Navier—Stokesovych rovnic.
Presnéji:

Definice 2.3. Necht f € L2(0,T;L3(Q)), up € L2 4, (), @ € R?. Dvojice
(u,p) je vhodnym slabym FeSenim nasi tlohy (1.2)—(1.5), jestlize

o uc L=(0,T;L3(Q)) N L2(0,T; W5, ()

e pe L2((0,T) x Q)

e dvojice (u,p) je distributivnim FeSenim systému (1.2)
e pocateéni podminka je splnéna ve smyslu (2.1)
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e je splnéna zobecnéna energetickéu nerovnost, tj. pro kazdé ® € C5°((0,T) x
), ®>0as.v.te(0,T), plati

/|u I20(t, dx—i—/ /|Vu\ Sdrdr < = /| f—l—A‘b)dde
// f\u|2+p u @dxdt—I—/ /f uddzrdr.

Zobecnénd energetickd nerovnost se ve formé rovnosti dostane formalné tes-
tovanim (1.4) funkci u® a integraci pfes (0,¢). Diky konstrukci feSeni pomoci
vhodné aproximace a naslednym limitnim pfechodem se dostane misto rovnosti
nerovnost. Podobné jako u slabého feSeni totiz neni jasné, ze mizeme pro distri-
butivni feseni splnujici pouze predpoklady o hladkosti z Definice 2.3 zobecnénou
energetickou nerovnost ziskat. Dale poznamenejme, Ze diky vlastnostem u a p je
mozno dostat odhad na ¢asovou derivaci u, rychlost je tedy slabé spojita a splnéni
pocatecni podminky mé smysl. Zrejmé vhodné slabé feSeni je feSenim slabym, lze
pak ukazat, Ze je dokonce i Leray-Hopfovym. Na druhou stranu, pfi dodatecném
predpokladu na pocateéni podminku a hladkost oblasti je mozno ukazat, ze tlak
prislusny slabému feSeni patii do L%((O, T) x ). Pro slabé feseni (i kdyz spliiuje
energetickou nerovnost) ale obecné nevime, zda je splnéna zobecnéna energeticka
nerovnost. Obecné tedy slabé feSeni nemusi byt vhodnym slabym feSenim. Na-
konec poznamenejme, ze vhodné slabé feSeni existuje za vhodnych predpoklada
na ug, f a , které jsou restriktivnéjsi nez podminky uvedené v definici vyse, viz
napf. [8] nebo [30]. V ¢eStiné je potom mozno si néco o tomto typu feSeni jakoZ
i o nékterych aplikacich pfeéist v online dostupnych skriptech [42].

Dalsi typ feSeni, o kterém se stru¢né zminime, se v anglicky psané literatute
nazyvéa ,mild solution“ a byl zaveden v praci [18]. Pokud vime, adekvéatni cesky
preklad neexistuje, snad by se dalo mluvit o ,jemném*“ ¢i ,mirném“ fesSeni, ale
ani jeden preklad ndm nepfipadd vhodny. Jeho myslenka spocivd v tom, Ze si
konvektivni ¢len pfesuneme na pravou stranu a pomoci Duhamelovy formule zapi-
Seme TesSeni prislusného linedrniho problému, tj. dostavame nésledujici integralni
identitu

t
u(t,z) = ey — / =4 P div(u ® u)ds,
0

kde e* oznacuje piislusnou Stokesovu semigrupu. Tento typ feseni je vhodny pro
studium feseni, které je lokalni v ¢ase nebo odpovidd malym datim v rdznych
funkénich prostorech, obecnéjsich nez téch, které pripoustime u slabého FeSeni.
Na druhou stranu, diky zptisobu dikazu existence, ktery je zalozen na aplikaci
Banachovy véty o pevném bodu v prostorech typu C([0,T]; X) pro vhodny Bana-
chiv prostor X, neni mozno dokazat existenci globalniho feseni v ¢ase bez omezeni
na velikost dat v néjakém prostoru. My se nadale timto typem feSeni nebudeme
zabyvat.

Poslednim typem feSeni je velmi slabé Teseni, viz napt. [3], [16]. Jeho definice
je zaloZena na tom, Ze ve slabé formulaci se vSechny prostorové a ¢asové derivace
pomoci aplikace Gauflova vzorce prevedou na testovaci funkce a predpoklada se
lepsi integrovatelnost u pres ¢asoprostor. Tento typ fesSeni je zajimavy spiSe pro
nehomogenni okrajovou podminku ¢i nenulovou divergenci, takze ho nebudeme
déle zminovat.
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3. EXISTENCE SLABEHO RESEN{

V této kapitole si ukazeme existenci slabého feseni, a dokonce i Leray—Hopfova Te-
Seni, pro omezené oblasti v RN , N = 2,3. Vzhledem k tomu, Ze dtikaz je pomérné
dobfe znadm a je z pohledu teorie parabolickych rovnic relativné standardni, ome-
zime se na hlavni kroky dikazu a na pfipadné rozdily vuci dikazu pro nelinearni
parabolickou rovnici. Na pfipadné dalsi detaily odkazujeme ¢tenafe na [41] ¢ na
standardni monografie [34] ¢i [44].

Mame nésledujici tvrzeni:

Véta 3.1. Necht @ ¢ RN, N = 2,3, je omezend oblast, uy € Ladiv(Q),
f e L2(0,T; W~12(Q)). Potom ezistuje alespor jedno Leray—Hopfovo slabé Feseni
alohy (1.2)~(1.5). Nawic, toto Tesent splriuje

li u(t,:) —u =0.
T [u(t, ) — ol

Pozndmka 3.2. Tvrzeni Véty 3.1 plati i pro f € L2(0,T; (W3, ())%). Potize
ale nastanou v okamziku, kdy se budeme snaZit zrekonstruovat tlak (viz Kapi-
tola 4), obecné v tomto pfipadé nemusi existovat. Proto budeme uvazovat silngjsi
podminku na pravou stranu.

Idea dukazu Veéty 3.1. Nejprve si uvédomme, Ze splnéni pocatecni podminky
v silném smyslu je diasledkem slabé spojitosti a energetické nerovnosti. Presnéji,
slaba spojitost nam dava

lim inf fJu(t, -)l|z < [luo]l2,

zatimco energeticka nerovnost implikuje

limsup [[u(t, -)[l2 > [Juol|2-
t—0t

Protoze

lim u(t,") =up

t—0+
slabé v L2(Q2), plyne odsud a z vlastnosti Hilbertovych prostorti silna konvergence.
Daéle prfipomenme, ze v dtsledku toho, v jakych prostorech lezi u a jeji casova
derivace, je nutné u slabé spojita v L?(Q). Sta¢i tedy dokézat existenci slabého
feseni, patficiho do prislusnych prostorii, takového, Ze nabyva pocateéni podminku
ug a splnuje energetickou nerovnost.

Aproximativni FeSeni budeme konstruovat pomoci Galerkinovy metody. Necht
{w'}2°, tvoii tiplny ortogondlni systém v prostoru Wéfhv(Q) a nechf tento systém
je ortonormalni v L 4, (Q2). P¥ikladem takového systému jsou vhodné nanormo-
vané vlastni funkce Stokesova operatoru. Hledejme pro kazdé n € N funkci

w(tw) = Y (W @)
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tak, ze pro kazdé j = 1,2,...,n plati

/<8u 'wj+(u”~Vu”)~wj+l/Vu":ij)dx
o\ Ot

= (f, Wj>wf1’2(fz>,Wé’2<n>v (3.1)

n
x) = E a;w", a; = / uy - w'dz.
i=1 Q

Systém (3.1) je vlastné systémem obyéejnych diferencidlnich rovnic pro nezndmé
funkee 7 (t), j = 1,...,n, ana zékladé Carathéodoryho teorie dostavame existenci
(lokalne v Case) zobecnéného feSeni. Toto feSeni bude globalni v ¢ase, pokud se
nam podarii ukazat jisté apriorni odhady.

Vsimnéme si, Ze kdyz vynasobime j-tou rovnici funkci c?(t) a seCteme pro j od
1 do n, dostavame diky tomu, Ze konvektivni ¢len je nulovy (viz (2.2)), rovnost

n 2 2
2dt/| |dx+/\Vu|dx—<fu)

Odsud plyne nejen to, Ze FeSeni existuje na maximalnim mozném intervalu (0,7,
ale také to, ze
0" (| Loe 0,512 (02)) + 10" [ L2(0,75w1.2(02)) < C'(uo, £)

a je splnéna aproximativni energeticka rovnost

/|u |2dm+/ /|Vu \2dxdr_/<fu Vdr + & /| n(0,)[2 da.

Nyni, pfimo z definice a z rovnosti (3.1), miZzeme ziskat nasledujici dudlni odhad
Casové derivace

La(0,T;(W g%, (2))%)

T
<C sup / / (Vu”V(p + (u"®@u"): V(p) dz dt 4+ C(f).

PELY (0, W3 ()illell<1

Pouzitim odhadu

1 3
)2 < 4 otz lunlls,, N =3
a2l wnllr2, N =2,

pak dostavame (hlavni omezeni pochézi z konvektivniho ¢lenu) Ze pro N = 3 mii-
zeme brat g = 5, zatimco pro N = 2 mame dokonce ¢ = 2, pfi¢emz posloupnost
8“ je omezend v prostoru L4(0, T (WoldQW(Q))*) Nyni miZeme pfistoupit k li-
mltmm prechodtim. Z apriornich odhadu dostavame, ze vybrana podposloupnost
slabych feseni konverguje slabé k jisté funkci u v prostoru L2(0,T; Wo dlv(Q))
a slabé * v prostoru L>°(0,T; L%(Q)). Déle ¢asova derivace konverguje slabé k %—‘t‘
v prostoru L4(0, T} (Wéjziv(Q))*). To ale k limitnimu pfechodu nestaci, potiebu-
jeme silnou konvergenci k limitnimu prechodu v nelinearnim ¢lenu. Ta je disled-
kem tzv. Aubin-Lionsova lemmatu (viz napf. [41]), diky odhadu v prostorovych
proménnych v ,lepsim prostoru“ a alespon néjakého odhadu ¢asové derivace do-
stavame silnou konvergenci v L2(0,7;L?(f2)), coz ndm umoziiuje piejit nejenom
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v rovnici, ale i v energetické nerovnosti. Nakonec se ukéze, ze nase konstrukce apro-
ximativniho FeSeni, viz (3.1)2, zarucuje splnéni poc¢ateéni podminky ug ve slabém
smyslu. Dikaz je hotov. g

4. EXISTENCE TLAKU

Cilem je zjistit, zda slaba formulace neznicila informaci o tlaku, tj. zda existuje
pro kazdé ¢ € (0,T) distribuce p(¢,-) € D'(?) (popf. hladsi) tak, ze

0
<g—7u790>+/ (u~Vu)-<pdx+V/Vu:Vsodaf+<Vp,<p>=<f,so>
t Q Q

Y € Ci°(Q) asv. t € (0,T).

Pro obecnou situaci, kdy nase feseni z predchozi kapitoly je zkonstruované Galer-
kinovou metodou, mame pouze

Véta 4.1. Necht u je slabé reseni Navier—Stokesovijch rovnic zkonstruované
Galerkinovou metodou, Q € C%1, N =2,3.
Potom existuje P : (0,T) x Q — R tak, Ze P(t) € L?>(Q), Vt € (0,T), a spliuje

t
/ (—V/Vu:dex—/(u~Vu)~de+<f,x>>d7
0 Q Q
:/P(t)divxd:c+/u(t)-xdm—/uo-xdrc, Vx € Wy*(9).
Q Q Q

Dukaz je moZno nalézt napt. v [21] & v [42].

Pozndmka 4.2. Obecné neni ale pravda, ze P(¢ fo 7)dr, neni ziejmé, Ze
nas ,tlak“ je skute¢né primitivni funkei k hledanemu tlaku. Tedy ziskany vysledek
neni pfilis uspokojivy.

Pro pfipad, kdy je oblast Q hladké, je mozné piedchozi vysledek zesilit:

Véta 4.3. Necht Q € C%, ue L0, T;L*(Q)), H; € L% (0, T;L%(2)), i = 1,2,

jsou takové, Ze
T
/ /u —dwdt / /(]H[1 +Hy) : Vodadt
o Ja

pro vechna @ € C5°((0,T) x ) s dive = 0. Potom existuji skaldrni funkce p; €
L%(0,T;L%(Q)), i = 1,2, a skaldrni harmonickd funkce p, € L9(0,T;L* (Q))
s Vpn € LU0, T; L*(Q)), s* = = [1,00) pros = N as* € [1, 0]
pro s > N takovd, Ze

/ / d:cdt / /]Hh +Hy) : Vepdadt
/ /p1 + p2 dlvcpdmdt—i—/ /Vph (pda:dt

pro vechna ¢ € CF((0,T) x Q). Navic

lpill Lai 0,505 (2)) < ClHi|| pai 0,751 )y, 1= 1,2,

IVpullLao,riLe @)y < Cllullzeo,r:1e ()
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Poznamka 4.4. Tuto vétu lze pouzit tak, ze za H; vezmeme u®u a za Hy funkci
—vVu — F, f = divF. Vyznam této véty spociva v tom, Ze umoziiuje uvazovat
pomérné obecnou pravou stranu, na druhou stranu ale ukazuje, ze tlak se obecné
nechova tak, jak bychom mohli naivné ocekavat. Konkrétné, harmonicka ¢ast tlaku
ph, kterd je hladkd v prostoru, ale nikoliv v ¢ase, je tim problematickym c¢lenem.

Dikaz je mozno opét nalézt v [41].
Nakonec si ukazme jinou moznost rekonstrukce tlaku, zalozenou na vlastnostech
feseni jednoho linearniho problému, nestacionarniho Stokesova problému

%—?—VAu—l—Vp = g v (0,T) x Q,
divau = 0 v (0,T) x Q,
u =0 na (0,7) x 99,
u(0) = ug v Q.

Slaba formulace je analogicka slabé formulaci pro Navier—Stokesovy rovnice, proto
ji nebudeme uvadét. Existence slabého feSeni se ukaze stejné jako v pripadé Navier—
Stokesovych rovnic, jen mame usetfenou praci s kompaktnosti posloupnosti apro-
ximativniho feseni a dostaneme okamzité silnou spojitost v ¢ase. Pokud bychom
nyni uvazovali pravou stranu ve tvaru divergence néjaké integrovatelné funkce, do-
stali bychom opét problém s harmonickou ¢asti tlaku. Proto budeme predpokladat,
7e prava strana f lezi v jistém Lebesgueové prostoru.
Pro tento pfipad mame:

Véta 4.5. Necht je pocdtecni podminka dostatecné hladkd, Q € C?, nechf g €
LY (0, T;L5(£2)) .
Potom jediné vesent také spliiuje V2u, %&1; Vp € LY(0,T;L5(Q)) a plati

oJu
IV2ul| Lo 0.7 () + HE ) +IVpllLe o @)

Lt(0,T5Ls (Q
< C(uo, gzt 0,710 02)))-

Dikaz této véty je mozno nalézt v [22].

Pokud si vezmeme g = —u - Vu + f, dostavame z predchozi véty:

Véta 4.6. Necht u je slabé reseni Navier—Stokesovijch rovnic a necht Q € C?,
f a ug jsou dostatecné hladke.

Potom existuje tlak a Navier—Stokesovy rovnice jsou splnény skoro vsude na
¢asoprostoru. Navic

N 2 N

VZu, &8 Vpe LN0,T;L3(Q)), 1 < s < 325, THS=N+1, N=23

s Ot
Podivejme se, jakou informaci nam to dava pro samotny tlak ve tfidimenzional-
nim piipadé. Pro zajisténi jednoznacnosti budeme piedpokladat, ze [, p(t,-) dz =
0 pro s.v. t € (0,T'). Dostdvame
« 2 3
p€ LY0,T;L° (Q)), TS = N.
S
Pokud pozadujeme, aby ¢t = s*, dostavame ve trojdimenzinalnim pripadé p €
L5 ((0,T) x ). Ve dvojdimenzionalnim pi{padé potom p € L7 ((0,T) x ) pro
libovolné ¢ < 2.
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5. JEDNOZNACNOST A REGULARITA RESEN{ VE DVOJROZMERNEM PRIPADE

Je-li Q c R?, pak je mozno ukazat, ze Tfeseni se chova tak, jak bychom si predsta-
vovali, tloha je korektni (,,well posed*) ve smyslu Hadamarda. Tedy, feSeni (slabé)
je jednoznacné, spojité zavislé na datech a tak hladké, jak umoznuji data tlohy.
Ukazme nejprve

Véta 5.1. Slabé tesent je ve dvojrozmérném pripadé jednoznacneé.

Diikaz. Nejprve si uvédomme, ze diky tomu, Ze % € L?(0,T; (Wéiw(ﬁ))*) a
u € L2(0,T; W3, (), je u € C(0,T; L 4, () (a téz patii do C ([0, T]; L(Q2)))

a plati
Ou 9
<E’ 2dt/ [ul” dz.

Proto mtizeme pouzit feSeni jako testovaci funkci ve slabé formulaci. Predpokladéa-
me-li, Ze u a v jsou dvé slaba feseni odpovidajici tymz datéim a oznac¢ime-li w =
u — v jejich rozdil, pak dostdvame pouzitim rovnosti typu (2.2)

Zdt/ |w|2dx+u/ Vw|?dz = — /( -Vu) - wdz.

Pravou stranu mizeme odhadnout pomoci
1
| [ V) wda] < [l Tl < oVl + C)wl |Vl

a diky nulové pocatecni podmince plyne pouzitim Gronwallova lemmatu, ze w je
nulové, tj. FeSeni je jednoznacné. O

Diky predchozi vété staci ukazat regularitu pro feseni, zkonstruované libovol-
nym zpusobem. UkaZeme ji pro feSeni, které jsme jiz diive ziskali Galerkinovou
metodou.

Véta 5.2. Necht Q C R? je omezend oblast tiidy C2, f € L2((0,T) x Q), ug €
Lg’div (Q). Potom libovolné slabé teseni patii navic do prostori L*(e, T; W22(Q))N
L®(e, T;WH2(Q)) a 2 € L2(e, T;L2()) pro libovolné ¢ > 0. Jestlize ug €
Wé:iiv(Q), je mozno brdt e = 0.

Diikaz. Diky regularité feSeni staciondrniho Stokesova problému je ||PAuls pro
funkce z Wé:iiv(Q) ekvivalentni s ||ullz,2, pfi¢emz P je Helmholtzova projekce
vektorovych funkci z L2(Q) do L0 aiv (). Pokud pouzijeme ke konstrukei FeSeni
bézi slozenou s vlastnich funkei Stokesova operatoru a budeme testovat PAu” ve
smyslu, Ze j-tou rovnici vynésobime A;c} () a secteme pfes j, dostaneme identitu

1d

5 dt”v "()|3 + v||[PAU"|3 = /(u" -Vu") - PAu" dz. (5.1)
Q

Pravou stranu mtizeme odhadnout pouzitim Holderovy a Youngovy nerovnosti
a interpolac¢nich nerovnosti pomoci

n n n v n n n
1PAW" o[ Vu"||su”(ls < S{[PAU" 5 + Cw)[|Vu"||z][u"[|3.
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Analogicky muZeme rovnici testovat ¢asovou derivaci aproximativniho feseni a tim
nam piibude na levé strané (5.1) i L2-norma ¢asové derivace. Je-li poc¢atecni pod-
minka ugy € Wéﬁiv(ﬂ), plyne tvrzeni z Gronwallovy nerovnosti. Pokud je pouze
v L(2),div (Q), pak vySe ziskanou nerovnost nasobime sefezavaci funkci ¢asu, ktera je
nulové kolem hodnoty 0, od hodnoty ¢ je jedna a je hladka mezi témito hodnotami.
Tvrzeni pak opét plyne z Gronwallovy nerovnosti. g

Pouzitim metody postupného vylepSovani regularity je mozno ukazat, Ze za
piedpokladu hladkosti pravé strany a oblasti ) je feSeni hladké na (0,7") x €.
Na hladkost az do pocatecniho ¢asu bychom kromé hladkosti poc¢ateéni podminky
potiebovali i jisté podminky kompatibility.

6. TROJROZMERNY PRIPAD: LOKALNE HLADKE RESEN{, JEDNOZNACNOST TYPU
SILNE = SLABE A PODMINENA REGULARITA

V posledni ¢asti se budeme vénovat otdzce dalsich vlastnosti slabych feseni pro
Q) c R®. Nejprve uvedme jednu pomocnou vétu, kterd mé ale vyznam i sama
o sobé. Ukazuje totiz, ze i kdyz obecné nevime, zda slabé feseni je pro hladka data
hladké, vime alespon, ze je hladké na kratkém case, popf. globalné, pokud jsou
data tlohy dostate¢né mala.

Véta 6.1. Predpoklidejme, Ze f € L?(0,T;L%(Q)) a up € Wi (). Necht
Q C R3. Potom existuje T* > 0 takové, ze existuje slabé feseni Navier-Stokesovych
rovnic odpovidagici danym datim u € L?(0,T*; W22(Q)) N L>=(0,T*; WH2(Q))
a %—;‘ € L2(0,T*;L?(Q)). Je-li pocdtecni podminka dostatecné mald, je mozno brdt
T = o0.

Dikaz. Pro jednoduchost predpokladejme f = 0. Podobné jako v pfipadé pro-
storové dimenze dva ziskdme pro galerkinovskou aproximaci rovnost (5.1). Nyni
nejprve pouzijeme odhad

14
‘/(u”Vu")-PAu" dz| < [ PAW" o[ V" [[s]lu”(ls < SlIPAW"[53+C()[[Va™|s,
Q

ktery vede na diferencialni nerovnost
y' < Cy’.

Diky lokdlnimu existen¢nimu vysledku pro pfislusnou obycejnou diferencialni rov-
nici dostavame lokalni existenci feseni s omezenou L?-normou gradientu, coz po-
dobné jako ve dvojdimenziondlnim ptipadé implikuje hladkost vyse. Pokud kon-
vektivni ¢len odhadneme

1 1
‘/(U”'VU")PAH” dz| < [[PAW|2[|Vu”|l¢[[u” |5 < Col| PAW™[3]|Vu" |3 [[u"(|3
Q
a pripomeneme, ze diky konstrukci plati energetickéd rovnost, tj.
" (2, )]z < [lu™(0, )2 < [luoll2,

pak za predpokladu, Ze v pocateénim case plati

1 1
Col[Vuol|3 [[woll3 < v, (6.1)
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mame
[Vu"(t,-)[lz < [Va"™(0,-)][2 < [[Vuoll2.
Proto nerovnost (6.1) plati na celém intervalu existence slabého Feseni, coz dava
regularitu. g
Vyse uvedend lokalni existence je dilezitd mimo jiné v nasledujici souvislosti.
Nize ukézeme, Ze hladka FeSeni jsou jednoznac¢nd na tiidé Leray—Hopfovych fe-
Seni. Pokud mame Leray—Hopfovo feSeni odpovidajici hladkym dattm, vime, Ze
vyse zkonstruované hladké feseni se na svém intervalu existence shoduje s Leray—
Hopfovym fesenim, a proto je Leray—Hopfovo Feseni lokalné v case hladké.
Budeme jesté potiebovat jedno tvrzeni:

Lemma 6.2. Necht dané slabé teseni Navier—Stokesoviyjch rovnic u patii do
L%((0,T) x Q). Potom toto slabé veseni splriuje dokonce energetickou rovnost.

Diikaz je zaloZen na tom, Ze se ukaze, ze ¢asova derivace takového slabého feseni
v v 2 . 1,2 % . v R ,
nutné patii do L*(0,T; (WO,div) ), proto je mozno pouZzit feSeni jako testovaci
funkci ve slabé formulaci. Zmifime pouze, Ze jiné podminky na feSeni, které zarucuji
splnéni energetické nerovnosti, lze nalézt napt. v [12] & v [17].
Mizeme tedy pfistoupit k formulaci avizovaného tvrzeni o jednoznac¢nosti.

Véta 6.3. Necht u je Leray—Hopfovo slabé feseni na (0,T) a necht v je slabé
resent odpovidagjici tymz datum, pro které navic plati, Ze

2 3
veL'O T (@),  ;+o=1 3<s<oo
S

Potom v =u s.v. na (0,T) x Q.

Diikaz. Naznac¢ime ideu dikazu pro pfipad s > 3. Pripad s = 3 je mozno nalézt
v [27]. Uvédomme si, ze funkci u nelze pouzit jako testovaci funkci pro slabou
formulaci pro u. Mame ale k dispozici energetickou nerovnost. Dale neni tézké
pomoci predchoziho tvrzeni ukazat, ze mizeme pouzit jako testovaci funkci pro v
jak u tak i v a kone¢né, analogickymi tvahami lze ukéazat, ze v je dobra testovaci
funkce pro u. Celkem tedy, podobné jako v dimenzi dva, dostaneme pro w = u—v

/\W|2d:17+1// |Vw|2dx</(w Vv) -wdz.
2dt Q

Pomoci Gauflova vzorce pfevedeme derivaci na w a odhadneme ¢len na pravé
strané pouzitim lepsi integrability v jako

v
SIVwlE + C@)viull

a jednoznac¢nost plyne z Gronwallova lemmatu. 0.
Velmi podobnym zptsobem, tj. kombinaci odhadt vyse a véty o regularité pro
Q) C R?, Ize dokézat nasledujici vétu:

Véta 6.4. Necht Q C R® je omezend oblast tiidy C?, £ € L2((0,T) x Q),
uy € L§ 4, (Q). Necht slabé eseni patri navic do L*(0,T;L()), 243 =1,
s > 3. Potom toto slabé teseni patri do L?(e, T; W2 2(Q)) N L>®(e, T; WH2(Q))
a ﬁ € L*(e,T;L%(Q)) pro vsechna ¢ > 0. Je-li uy € VV0 le(Q), pak je mozno
brdt € = 0.
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Stejné jako pro dvojrozmérnou tlohu, metodou postupného vylepSovani hlad-
kosti mizeme ukazat, ze feSeni je tak hladké, jak umoznuji data tlohy.

Tento ¢lanek zakoncéime pouze vyctem nékolika dalsich vybranych pfipadu, kdy
je slabé feSeni splnujici energetickou nerovnost hladké. Pro jednoduchost se bu-
deme zabyvat trochu jinou tlohou, tlohou Cauchyovou na celém R® a budeme
predpokladat, ze prava strana f je nulova. Presnéji

Definice 6.5. Nechf uy € L2, (R*). Potom funkci u € L>(0,T;L(R?)) N
L2(0,T; W2 (R?)), jejiz slaba casova derivace 2% € L9(0,T; (W} (R?))*) pro
jisté g > 1, nazyvame slabym fesenim Cauchyovy ulohy, jestlize

Jdu
B Vu) ¢ +vVu:V )d —0
< ot ¢>(Wé;3(R3))*,W1’2(R3) + /R3 ((u 11) Y +rvvu (72} X

div
pro vSechna ¢ € W(lif,(R?’) as.v.t € (0,T) a po¢atecni podminka je splnéna ve
smyslu

lim u(t,-)-wdz = / uo(-) - wdz
t—0t Jp3 R3

pro viechna w € L?((Q).

Existenci dokonce Leray—Hopfova slabého feSeni Cauchyovy tlohy mtzeme do-
kézat pomoci nésledujici metody. Vezméme si Q,, = B,(0) posloupnost kouli
postupné vypliujicich cely prostor a posloupnost ug hladkych funkei s nosi¢em
v B,(0) takovych, Ze maji nulovou divergenci a konverguji v L2-normé k uy.
Na kazdé kouli existuje Teseni podle Véty 3.1. Toto TesSeni spliuje stejnomérné
odhady v prislusnjch prostorech a stejné jako pfi dikazu existence ziskdme pii-
slusné slabé konvergentni podposloupnosti. Jediny problém je, ze tyto podposloup-
nosti nekonverguji silné na celém R?, ale jen na omezenych podmnozinach. Proto
miZeme provést limitni pfechod (pomoci diagonalniho vybéru) jen pro testovaci
funkce s kompaktnim nosi¢em. Takové funkce jsou ale husté ve Wallf, (R?), odkud
plyne existence slabého feSeni. Véta o jednoznacnosti silné = slabé se dokazuje
podobné jako pro omezené mnoziny s homogenni Dirichletovou podminkou, stejné
tak prislusné véty o podminéné regularité a o lokalni existenci hladkych feseni pro
hladka data.

Obecné schéma dikazu kritérii regularit je tedy nasledujici. Pro hladké feseni
ukézeme apriorni odhady, které jsou nezavislé na ¢ase a tudiz vylucuji vznik sin-
gularity. Proto je feseni hladké na maximélnim mozném intervalu. Budeme vzdy
piedpokladat, Ze studujeme Cauchyovu tlohu na R® a naSe feSeni spliiuje ener-
getickou nerovnost. Stejné vysledky by platily i pro tlohu s periodickou okrajo-
vou podminkou, néktera nize uvedena kritéria funguji i na omezenych oblastech
s vhodnou okrajovou podminkou, to ale pro nas nebude dilezité. Jen zminme, ze
divodem, pro¢ je Cauchyova tloha ¢i periodické okrajové podminky jednodussi,
je to, ze miZeme bez problému integrovat per partes (pouzivat GauBovu vétu)
a nevzniknou nam zadné hranicni ¢leny, které bychom museli kontrolovat.

Omezime se pouze na prehled zakladnich vysledkt. Nejprve pfipomenme, ze
pro

u € L0, T; L5 (R?)), =1, s>3, (6.2)
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je TeSeni hladké, viz Véta 6.3. Regularita se d4 ukédzat i pro pfipad s = 3 (tj.
pro p¥ipad, kdy je podminka (6.2) splnéna pouze pro dveé slozky rychlosti, lze diky
nulové divergenci také dokazat regularitu.

Analogickd podminka na gradient rychlosti je

2 3
Vu € L0, T; L (R?)), THI=2 s>
S
Hodnoty s > 2 pochazi z ¢lanku [4], pripad s = 2 je pak disledkem véty o vnofeni
a prace [15]. Opét poznamenejme, Ze mame-li informaci o lepsi integrabilité gradi-
entu dvou slozek rychlosti (splitujici (6.3)) je opét relativné jednoduché diky nulové
divergenci rychlosti dokazat, ze feseni je hladké. Dale, protoze pro 1 < p < oo je
LP-norma vorticity w = rotu diky nulové divergenci ekvivalentni LP-normé gra-
dientu rychlosti, je dtikaz regularity pro vorticitu spliiujici (6.3) pro % <s <o
ziejmy. O néco zajimavéjsi je, ze i v pripadé, kdy pouze dvé slozky vorticity spliuji
(6.3), plati regularita, viz [11]. Podobné, je-li
2 3 3
p€ L0, T; L*(R*), ~+°-=2, s>°,
t s 2
kde p je tlak pFislusny danému slabému Feseni, je toto slabé Feseni hladké, viz [6].
O néco komplikovanéjsi je situace, kdy je lep$i integrovatelnost znama pouze
o jedné slozce rychlosti. Prvni vysledek v tomto sméru, tj. omezenost u; v ¢a-
soprostoru implikuje hladkost feseni nasi ulohy, byl dokdzén v [38]. Po nékolika
vylepsSenich je v soucasnosti znamo, Ze pro
2 3 3 1 10
€ L'0.T;L°(R%),  TH+-=T+, s>,
weLOTLIRY), s =3+5 523
je Teseni hladké (pifpad s > %) viz [46], hrani¢ni hodnota s = 12 potom viz [25]).
Pro gradient jedné slozky rychlosti se vi, ze kdyz
2 3 23
LY(0,T; L* (R® S+t ==
Vul € (07 ) ( ))v t + 5 12,
potom FeSeni je hladké, viz [47]. Analogicky vysledek pouze pro jednu slozku vor-
ticity neni znamy.
Je zajimavé, Ze pro derivaci rychlostniho pole v jednom sméru je situace lepsi.
Presnéji, pro

N w

. (6.3)

s € [2,3],

2 3 27
LY(0,T;L*(R? “+Z=2 s>=
8111 S (07 9 ( ))? t + S 9 S =2 ].6’
je FeSeni hladké, viz [28] a [9]. V préci [40] bylo mimo jiné ukdzano, Zze pro hladkost
slabého Feseni stac¢i misto celého gradientu kontrolovat jen dveé slozky, tj.
2 3 3
O1u1, O2us ELt(O,T;LS(Rg)), ;4»7:2, s > 5
S
Koneéné, v praci [10] bylo ukdzano, Ze jistd hladkost pouze jedné slozky gradi-
entu rychlosti zaru¢uje hladkost slabého Feseni (prvni takovy vysledek byl ukazan
v [40]), tedy stac¢i védét bud
diu; € LY(0,T; L (R?)),

+ =5+ S>37 27&‘73

2 25’

S )

3_1 .3
s
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nebo

dyu; € LY(0,T; L*(R?)), -+

s> 2.

17

Z dalsich vysledki pak zminime [43], kde autofi ukdzali, Ze pro hladkost fe-
Seni Cauchyovy ulohy staci védét, ze tlak je omezeny zdola a vysledky zarucujici
hladkost feSeni, pokud je smér vorticity ¢ rychlosti dostatecné hladky ([13], [5],
[45]). Existuje celd fada dalsich vysledki, které pro zaruceni hladkosti vyuzivaji
vy$si hladkost v Bésovovych prostorech, popt. kombinuji odhady rtiznych velicin,
ale tyto vysledky nepokladdm za pfilis zajimavé z pohledu lepsiho pochopeni pfi-
padného vzniku singularity ¢i zachovani regularity Feseni zacinajictho z hladké
pocatecni podminky.

2 3 3 3
S

7. ZAVER

Tato prace se zabyvala klasickymi i novéj$imi vysledky souvisejicimi s problémem
regularity slabych feSeni nestlacitelnych Navier—Stokesovych rovnic. Po pfedsta-
veni modelu a formulaci raznych typt feseni byla ukdzana existence Leray—Hopfova
slabého FeSeni a jeho dodate¢né vlastnosti (jednozna¢nost, regularita ve dvojroz-
mérném piipadé, jednoznacnost typu silné = slabé a podminénd regularita (Prodi—
Serrinovy podminky) ve trojrozmérném piipadé). Koneéné, pro Cauchyovu tlohu
bylo predstaveno nékolik podminek na rtzné veliCiny, které zarucuji hladkost fe-
Seni.
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HLEDANI WIEFERICHOVYCH PRVOCISEL

PETR LEZAK

ABSTRAKT. Clanek pojednavé o sou¢asném stavu hledani Wieferichovych prvoéisel.
Jsou zde navrzeny metody, jak toto hledani urychlit, a tyto metody jsou implemen-
tovany v software na jejich hledani. Tento software byl pak pouzit na vyhledani
Wieferichovych prvoéisel o zakladu 2 — 9999 mensich nez 3,5 - 1010 a vysledky jsou
v ¢lanku prezentovany. Déle je v ¢lanku navrzen pravdépodobnostni model pro od-
had hustoty Wieferichovych prvocisel a tento model je porovnan s realnymi daty.

1. Uvop

Podle malé Fermatovy véty plati pro kazdé prvocislo p a prirozené ¢islo a ne-
délitelné p rovnice (1.1), jak je uvedeno napiiklad v [1]. Wieferichovo prvoéislo
o zékladu a navic spliiuje rovnici (1.2), viz [2].

a?"'=1 (mod p) (1.1)
a?” ' =1 (mod p?) (1.2)

Neni-li uvedeno jinak, tak se vétsinou uvazuji Wieferichova prvocisla o zakladu
a = 2, pro néz jsou znama jen dvé feSeni rovnice (1.2): p = 1093 a p = 3511. Ta-
bulka 1 ukazuje, jak se v priubéhu let podafilo rozsifit prozkoumany interval ¢isel.
Udaje jsou ptevzaty z [2] a [3]. Piesto se dosud nepodaiilo najit tteti Wieferichovo
prvocislo. Divody tohoto netspéchu jsou prodiskutovany v sekci 8, kde je navrzen
pravdépodobnostni model hustoty Wieferichovych prvocisel.

Cilem vyzkumu bylo nalezeni prvniho a druhého Wieferichova prvocisla o za-
kladu 2 < a < 9999. V soucasnosti neni znam lepsi algoritmus hledani Wieferi-
chovych prvocisel, nez je prosté dosazovani prvocisel do rovnice (1.2) a ovéfeni
jeji platnosti. Problémem tedy neni, jak Wieferichova prvocisla hledat, ale jak je
hledat co nejrychleji.

Protoze obecné knihovny pro vypocty s velkymi ¢isly jsou pomalé, tak bylo
nutné vytvorit knihovnu optimalizovanou pro danou tlohu. Dale byl v prohledavan
vyuzit fakt, Ze hleddme Wieferichova prvoéisla z velkého rozsahu zakladu.

2010 MSC. Primarni 11A41.

Klicova slova. Wieferich, prvocislo, algoritmus, reprezentace.

Prace byla podporovana projektem A-Math-Net — Sit pro transfer znalosti v aplikované ma-
tematice (CZ.1.07/2.4.00/17.0100).
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Rok Hranice Védec nebo organizace
1940 | 1.6 x 10* Beeger

1960 1x 10° Kravitz

1964 | 5 x 10° Riesel

1971 | 3 x 10° | Brillhart, Tonascia, Weinberger
1981 | 6 x 10° Lehmer

1996 | 6.1 x 1010 Clark

1997 | 4 x 10*2 Crandall, Dilcher, Pomerance
2001 | 4.6 x 10'3 Brown, McIntosh

2005 | 1.25 x 10%° Knauer, Richstein

2013 | 1.07 x 1017 PrimeGrid

Tabulka 1. Prozkoumany interval.

2. VYPOCET WIEFERICHOVYCH PRVOCISEL S RUZNYMI ZAKLADY

Wieferichova prvocisla se stejnym exponentem jsou vzdy hleddna v jednom kroku.
Lze tak vyuZzit riizné optimalizace. Zavedeme-li oznadeni (2.1) pfedstavujici levou
stranu rovnice (1.2), lze ukéazat, ze plati rovnice (2.2).

e(a,p) = a?~! mod p? (2.1)
e(ab,p) = (ab)P~! = a?7 0P~ = e(a,p) - e(b,p) (mod p?) (2.2)

Diky ni je nutné vypocitat hodnoty e(a,p) moduldrnim umociiovdnim jen pro
prvocéiselné zéklady a, hodnoty e(a, p) pro slozené zéklady a lze dopo¢itat mnohem
rychleji pomoci moduldrniho nasobeni. Diisledkem rovnice (2.2) je i fakt, ze je-li p
Wieferichovo prvocislo o zakladu a, pak je p také Wieferichovo prvoéislo o zakladu
a™.

K testovani prvociselnosti je vyuzito Eratosthenovo sito, viz [4]. Protoze je
prosivani pomoci velkych prvocisel neefektivni (prvoéislo 2 odstrani kazdé druhé
sloZené ¢islo, zatimco prvocislo 997 zhruba kazdé tisicé), tak se prohleddvany in-
terval prosiva jen prvocisly do urcité velikosti. Vystupem tohoto kroku jsou proto
tzv. pseudoprvocisla - tedy vsechna prvocisla a néktera slozena ¢isla, ktera prosla
sitem. Déle lze ukazat, Ze z platnosti p | p?, plyne rovnice (2.3).

(xmod p?) modp= (z+ny-p*) +na-p=x+ (np+ng)-p=amodp (2.3)

Toho 1ze vyuzit k provedeni Fermatova testu prvociselnosti téméf bez doda-
te¢né rezie. Hodnotu e(a,p) = a?~! mod p? spocitame pii testovani Wieferichova
prvocisla. Pokud se ukdze, Ze e(a,p) mod p # 1, pak neni splnéna rovnice (1.1)
a p proto neni prvocislo. Nebudeme proto dale poéitat e(a,p) pro ostatni zdklady
a a prejdeme k dalsimu pseudoprvocislu p. Takto lze zavéas rozpoznat slozena
¢isla, ktera prosla Eratosthenovym sitem, dfive, nez jim vénujeme pfili§ mnoho
strojového casu, a pfitom tento test nas prakticky nic nestoji.
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3. MODULARN{ UMOCNOVAN{

Pro ovéfeni platnosti rovnice (1.2) je nutné provadét modularni umocniovani. Pfed
zahajenim vypoctu jsou vypocitany mocniny

r—1

m(a,z) =a” =a-a""" =a-ma,z —1);m(a,0) =1

pro vSechny prvoéiselné zéklady a a pro m(a,z) < 2°4.

Mocnina je pak spocitana podle rovnice (3.1), pfi¢emz n se rozlozi podle vztahu
(3.2) na soucet skupin biti z; zaéinajicich na bitech s indexem s;. Skupiny bitd
x; jsou voleny tak, aby m(a,z;) < p. Tento algoritmus vychézi z [5].

sy

(m(a,z;))>"  (mod c) (3.1)

S
3
If
=

1

M=

n= X - 2Si; $1=0,8; < Si+1 (32)
=1
Dukaz platnosti rovnice (3.1):
. _ k -k k »
a" = aXi= T = [[a™? = H (@) =TT (n(a,2:))*"  (mod ¢)
i=1 i=1 i=1

Rovnici (3.1) lze piepsat iterativng, coz vede k efektivnéjsimu vypoctu:

rr = m(a,xg)

8§ —8i—1
)2

ri—1 = (r; -m(a, ) mod ¢

a” modc=r;

i~ Si

P 2° 1, N , (o, Ly
Vypocet (r;) je realizovan pomoci s;—s;_1 modularniho umocnovani nadru-

hou.

4. REPREZENTACE VELKYCH Cf{SEL A MODULARNI NASOBEN{

Budeme predpokladat, ze vytvoreny program pobézi na 64-bitovém procesoru,
protoze prakticky vSechny nové osobni pocitace maji 64-bitovy procesor. Pro ulo-
zeni maximéalniho prozkoumaného prvocisla p je podle tabulky 1 nutné pouzit 54
bitl. Pokud pro ulozeni prvocisla p pouzijeme 64 bitovy registr, budeme pracovat
s dostatecnou rezervou. Zbytek po déleni p? je pak nutné reprezentovat pomoci
128 bit1, tedy dvou registra.

Pro implementaci modularniho umocnovani je tfeba mit k dispozici algoritmus
modulérniho nasobeni ¢isel. Proto zvolena reprezentace musi byt takova, aby mo-
dularni nasobeni bylo pokud mozno co nejefektivnéjsi. Ptirozené lze zbytek po
déleni reprezentovat dvéma &islicemi g a x; ¢isla v soustavé o zakladu 264, Lepsi
je ale pracovat v soustavé o zékladu p. Libovolné ¢islo 0 < x < p? Ize pak repre-
zentovat podle rovnice (4.1).

r=z1p+z0;0<a,b<p (4.1)
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Vypodet z = x - y mod p? popisuje rovnice (4.2).
z=x-y=(r1p+20) - (110 + Y0) = ©191P” + (21Y0 + Zoy1)p + ToYo

=(x190 + 2oy1)p + Tovo = (1Yo + Toy1 +k — Ip) - p+ (zoyo — kp)  (mod p?),
(4.2)

kde

b — {ﬂfoyoJ [ rlyo-l-xoyri-kJ
p ] P
Rovnici (4.2) lze implementovat pomoci nésledujiciho algoritmu vypoctu:

o Vstupy: £ = x1p + Zo; Y = Y10 + Yo; P
Vystup: z=z1p+20 =2y

o {1 =ZoYo
i[5

p
e zo=1t; —kp
® t2:I1y0+l’0y1+k
o= |k

p
] Zlitgflp

Srovname-li algoritmus s moduldrnim nésobenim ¢isel reprezentovanych v sou-
stavé o zakladu 254, tak odpadne jeden ¢len pii ndsobeni a stadi jen dvé déleni p
oproti redukci modulo p2.

5. REDUKCE

Jak bylo popsano v sekci 4, tak pro modularni nasobeni je tieba provadét déleni
¢isla o velikosti nejvyse 128 bitti ¢islem p o velikosti nejvyse 64 bitti. Na soucasnych
procesorech je vSak déleni cca 14x pomalejsi nez ndsobeni, viz [6]. Proto je vhodné
vyuzit algoritmus, ktery déleni nahradi i nékolika nasobenimi. Jedna z moznosti je
vyuzit Barretttv algoritmus, ktery je detailné popsan v [7]. Algoritmus je vhodny
tehdy, pokud je tfeba provést mnoho déleni se stejnym délitelem p. Vychézi z mys-
lenky, ze d€leni lze nahradit nasobenim pfevracenou hodnotou ¢isla, toto nasobeni

je ale tfeba uzptisobit aritmetice celych ¢isel.
2128

Nejdiive se pro dané p predpocitd pu = L -

J. Déleni se pak provadi podle
rovnice (5.1).

al jp-a

) =]+ o

Prvni ¢len rovnice (5.1) predstavuje odhad podilu a korekce k je odchylka od
skuteéné hodnoty podilu. Cisla p a a maji velikost 128 bitt, kazdé je tedy repre-
zentovano dvéma registry o velikosti 64 bitd. Rovnice (5.2) uréuje zptsob vypoctu
prvniho ¢lenu rovnice (5.1).

poay | (2% + po) - (2%%a1 +ao) | p1ao + poay
o128 | 9128 A paar + 964

(5.2)

pro vypocet zbytku po déleni. Korekce k se dopocita ve smycce po déleni tak, aby
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zbytek déleni r =a —p- {%J spliioval podminku 0 < r < p. Baretttiv algoritmus

zarucuje, ze —1 < k < 2.
6. CELKOVY ALGORITMUS

Nyni vSechny uvedené dil¢i kroky sestavime do algoritmu pro hledani Wiefericho-
vych prvocisel.

e Ptedpocitej hodnoty m(a,z) pro prvociselna a a pro m(a,r) < 254.

e Rozdé€l prohledévany interval na intervaly konstantni délky. V nich vyhledej
pseudoprvocisla Erastothenovym sitem.

e Pro kazdé pseudoprvocislo p délej:

— Pro kazdy prvoéiselny zéklad a < p vypoéitej e(a,p) = a?~! mod p?,
pokud pro néktery prvoéiselny zaklad a plati e(a,p) mod p # 1, tak
dalsi hodnoty e(a,p) jiz nepocitej a pfejdi k dalsimu pseudoprvoéislu
p.

— Kazdy slozeny zéklad a < p rozloz na soucin 2 ¢isel a = b - ¢ a vypo-
¢itej e(a,p) = e(b,p) - e(c,p) mod p?, postupuj od nejnizsiho zdkladu
k nejvyssimu.

— Pokud e(a,p) = 1, tak zapis [a, p] do vysledku.

Hodnoty zékladd a > p nemohou byt timto algoritmem spocitany, protoze by
dochézelo k chybnému moduldrnimu umociiovani, proto byly spoc¢itany s vyuzitim
standardnich knihoven pro praci s velkymi ¢isly. Je jich relativné malé mnozstvi,
proto pomalejsi vypocet nebyl na skodu.

7. DOSAVADNI VYSLEDKY

Nalezena Wieferichova prvocisla jsou umisténa na strance [8] na zalozce files v sou-
boru results/table.txt. V tabulce 7 je vybér nékterych z nich. V intervalu 2 az
3,5 - 102 nebylo nalezeno z4dné Wieferichovo prvoéislo pro celkem 433 zakladii.
Nejvyssi nalezené Wieferichovo prvocislo je a = 4795, p = 34974531887. Na uve-
dené strance jsou i kompletni zdrojové kédy vytvoreného programu volné ke sta-
zeni.

8. HusToTA WIEFERICHOVYCH PRVOCISEL

Mohlo by nas zajimat, kolik Wieferichovych prvocisel bychom méli ve zkoumaném
intervalu najit. Uvazujme hodnotu e(a,p) = a?~! mod p? jako nadhodny pokus.
Vysledek modulo p? miize nabyvat celkem p? riiznych hodnot. Pouze kazda p-ta
hodnota ale zaroveii vyhovuje rovnici (1.1). Pravdépodobnost, Ze prvoéislo p je
Wieferichovo, je proto urcena rovnici (8.1).

P(a’""'=1 (mod p*)) = % (8.1)

Protoze je hustota prvocisel rovna ﬁ, tak je celkovy pocet prvocisel v inter-

valu p; < p < p popsan rovnici (8.2), N zde pfedstavuje pocet zakladi a.
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a | p
2 [ 1093, 3511
3| 11, 1006003
41093, 3511
5| 2, 20771, 40487, 53471161, 1645333507, 6692367337
6 | 66161, 534851, 3152573
7| 5, 491531
8| 3, 1093, 3511
9|2, 11, 1006003
10 | 3, 487, 56598313
11|71
9996 | 72461
9997 | 2, 7, 15973
9998 | 3, 31
9999 | 5, 25763597

Tabulka 2. Vybrand Wieferichova prvocisla.

p2—1 1 P2 dp
n=N 7%1\7/ —— =N {(In|lnps| —In|lnp 8.2
> i =N, oty = VOl -l 62

V této rovnici byla suma aproximovana urcitym integralem. Dosadime do této
rovnice p; = 10F, py = 10F*1 a ziskdme tak pocet ¢isel v k-té dekadé:

In po log 10%+1 1
k)y=N1 =Nlhn|(———)=Nln|1+ -
n(k) n(hun) n( log 10F U

Povsimnéme si, ze lim,,.n(k) = NInl = 0, s rostoucim éislem dekady k tak
klesa pocet Wieferichovych prvocisel v ni obsazenych. Prestoze tedy budeme vy-
nakladat stale vétsi Gsili (pocet prvodisel v dekddé, ktera je nutné prozkoumat,
roste), budeme nachézet stile méné Wieferichovych prvodcisel.

Obrézek 1 zobrazuje predpokladany a nalezeny pocet Wieferichovych prvocisel
v jednotlivych dekddéch. PovSimnéme si, Ze kromé prvnich 2 dekéad, kde je pocet
prvocisel p relativné maly, a nejsou tak splnény predpoklady pouzité pro odvozeni
modelu, model prakticky koresponduje s realnymi daty.

9. ZAVER

Na zékladé uvedeného vyzkumu byla publikovana tabulka obsahujici nalezend Wie-
ferichova prvodisla. Ukazalo se, ze hleddni Wieferichovych prvodisel s N zaklady
soucasné je mnohem méné narocné, nez prohledavani jednotlivych zékladd oddé-
lené. Vytvofeny software je publikovan v [8].

Dalsiho rozsifeni intervalu p je mozné dosdhnout distribuci vypoc¢tu na mnoho
pocitact. Na tomto problému aktualné pracuji a nalezené vysledky budu v bu-
doucnu publikovat.
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Obrazek 1. Cetnost Wieferichovych prvodéisel.
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VYSVETLENI JEDNE DUKAZOVE METODY FERMATOVY
HYPOTEZY UZITIM TEORIE DELITELNOSTI

LADISLAV SKULA

ABSTRAKT. V ¢lanku je podano vysvétleni mozného pouziti teorie délitelnosti pro
diikaz Fermatovy hypotézy v ¢lanku L. Kocandy [1], ve kterém se autor dopustil
chyby. U¢elem tohoto piispévku je podat podrobnéjsi vysvétleni tohoto nedostatku.

1. Uvop
Fermatova hypotéza v souCasné matematické terminologii je nasledujici tvrzeni:
Rownice
"4yt = 2", (1.1)
kde n je prirozené ¢islo > 3, nemd Zddné Tesenti v prirozenych cislech x,y, z.

Pierre de Fermat (1601-1665) dokézal tuto hypotézu pro n = 4. Z tohoto di-
vodu staci pfi dikazu Fermatovy hypotézy omezit se jen na liché prvociselné ex-
ponenty n. Dale pro eventuelni feSeni této hypotézy je mozno predpokladat:

prirozené ¢isla x,y, z jsou po dvou nesoudélna. (1.2)

Piedpokladejme, Ze x,y, z jsou ptirozend ¢isla splitujici rovnici (1.1) a n je liché
pfirozené ¢islo > 3. Jestlize z > x + y, pak 2" > (z +y)" > 2™ + y" = 2", coZ je
spor. Tudiz plati

2>z, z>Y, THY>z. (1.3)
Jelikoz plati
gt byt = (aty) - S (—) Ry, (1.4)
k=1

mizeme o Cislech x,y, z jesté predpokladat:
ged{z +y,z} > 1. (1.5)
Podminku (1.5) mizeme také nahradit silnéjsi podminkou
jestlize 7 je prvodislo, které déli ¢islo z + y, pak 7w déli ¢islo z. (1.6)
2010 MSC. Priméarni 11D41; Sekundarni 11A05.
Klicovd slova. Fermatova hypotéza.
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Oznaéni 1.1. Z diavodu jednoduchosti budeme nejvétsiho spoleéného délitele
dvou prirozenych cisel £, n znacit symbolem

(& m) == ged{, n}.
2. PRIROZENA CiSLA z,y, 2z

Budeme v dalsim predpokladat, Ze x,y, z jsou prirozena ¢isla splinujici podminky
(1.2),(1.3), tedy
(r,y) = (z,2) = (y,2) =1, 2>z, 2>y, xT+y>=z

Ziejmé plati

Tvrzeni 2.1. Cislo x+y — z je prirozené ¢islo a &isla (z,z —y), (y,z — x) jsou
nesoudélnd a déli ¢islo x +y — z.

Oznaéni 2.2. PoloZime
r+y—=z

c:=c(z,y,2) = (%Z_y).(y’z—x)'

Podle Tvrzeni 2.1 je &islo ¢ = ¢(z,y, z) pfirozené ¢islo a dale plati:
Tvrzeni 2.3. Jestlize ¢isla x,y,z spliujl podminku (1.5), pak
c=c(x,y,z) > 2.

Diikaz. Predpokladejme, ze ¢isla z,y, z splituji podminku (1.5). Pak existuje
prvocislo , které déli éisla z+y, z. Jestlize ¢ = 1, pak (z, z2—y)-(y, z2—x) = 2+y—=z.
Tudiz 7|(x, z — y) nebo 7|(y, 2 — x) a pak m|x nebo 7|y, coz je spor s nesoudélnosti
téchto cisel s ¢islem z. O

Uvedeny vysledek v Tvrzeni 2.3 vede k otazce, zdali pro nékteré trojice z,y, z
miZe byt c(z,y, z) > 1. Jestlize by se totiz ukazalo, ze vzdy mame c(z,y, z) = 1,
pak bychom dostali iplny diitkaz Fermatovy hypotézy.

M. Kure$ nalezl dvé trojice ¢isel x,y, z, pro které plati ¢(z,y,z) > 1. Jsou to
trojice x = 3,y =7, 2 =8ax =5,y =7, z = 8. Jak se snadno nahlédne,
mame ¢(3,7,8) = 2 a ¢(5,7,8) = 4. Podle vypoctu je pocet takovych trojic pro
z < 15 s podminkou x < y roven 19. Nésledujici tabulka udava vSechny tyto trojice
z,y, 2z, x < y se silnéjsi podminkou (0) na ¢&isla z,y, z. Tyto trojice jsou vybrané
z predchézejicich trojic.

x|y | z|c
719 (102
511|124
711111216
3113|142
5 11|14 |2
1114|155
13|14|15|6

Tabulka 1
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3. VYSLEDKY CLANKU L. KOCANDY

Ve svém ¢lanku [1] L. Kocanda pfedpoklada existenci pfirozenych ¢isel z,y,z s
vlastnostmi (1.2), (1.3), (1.5) a prezentuje spor s jejich existenci. Spor je zaloZen
na chybném tvrzeni, Ze ¢islo ¢(z,y,z) = 1. V tomto pfipadé se pak skutecné
dochézi ke sporu (ve Tvrzeni 2.2). Tato rovnost ale neplati, jak ukazuji citované
trojice nalezené M. Kuresem a trojice v Tabulce 1.

Pro kontrolu uvedeme jen jiné oznaceni v ¢lanku [1]:

z—y:d,z—x:U, (xaz_y):(Qj?d):dl;
(y,Z—l‘):(y,U):Ul, TH+Yy—z=0p.

4. DALST MOZNOSTI

Dalsi moznosti spoéivaji v ziskdni ze vztahu (1.4) néjaké vlastnosti ¢isel z,y, z
tykajici se délitelnosti. Napiiklad podminka (1.6) by se mohla nahradit jesté silngjsi
podminkou

existuje pfirozené ¢islo n > 3 takové, ze Cislo x + y déli 2.
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