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ULOHA O SETKANI A JEJI ZOBECNENI

LUCIE KREUZIGEROVA A ONDREJ VENCALEK

ABSTRAKT. Clanek pojedndva o klasické tloze o setkani dvou piatel, k jejimuz
fedeni se pouziva tzv. geometrické pravdépodobnosti. Ulohu zobeciiujeme a fesime
pro k > 2 pratel. Kromé exaktniho feSeni je ukézano i feSeni simula¢ni, dostupné
i lidem bez Sir§siho matematického vzdélani.

1. Uvop

S ulohou o setkdni se dnes setkd prakticky kazdy student zakladniho vysokoskol-
ského kurzu pravdépodobnosti obsahujiciho pojednani o tzv. geometrické pravdeé-
podobnosti. At vezmeme skripta pouzivana v Brné [1], v Liberci [2], v Olomouci [3],
v Ostravé [4], v Praze [5] ¢i v jiném mésté, tillohu o setkdni tam v kapitole o geome-
trické pravdépodobnosti s velkou pravdépodobnosti najdeme. Nékdy jde o setkani
dvou pratel, jindy to maze byt setkani dvou vlaku ¢i lodi. Podstata tlohy je vsak
stale stejnd. My zde tlohu o setkéni formulujeme podobné, jako to ¢ini Andél
v monografii [6]:

Dua prdtelé (Fikejme jim pan X a pan Y) se domluvili, Ze pFijdou na urcité misto
v dobé mezi polednem a jednou hodinou odpoledne. Na misto prijde v tomto caso-
vém intervalu kazZdy z nich zcela ndhodné a nezdvisle na prichodu toho druhého.
Oba jsou pripraveni cekat 10 minut, ale ne déle neZ do jedné hodiny odpoledne.
Jakd je pravdépodobnost, Ze se za téchto podminek skutecné sejdou?

V tomto ¢lanku se zamyslime nad situaci, kdy se maji (¢i nemaji) potkat vice
nez dva pratelé. Predstavime si, Ze se na schiizce dohodli tii pratelé. Jaka je nyni
pravdépodobnost, Ze se vSichni setkaji? A jakd je pravdépodobnost, Ze se setkaji
aspoii dva z nich? A jaka je naopak pravdépodobnost, Ze se nesetkaji vibec? Lze
si pfitom predstavit i situace, kdy je zadouci, aby k zddnému setkéni nedoslo. Jde
napiiklad o situaci, kdy se tii spolubydlici probouzeji nezavisle na sobé mezi 6:00
a 7:00 rano a poté se odeberou do koupelny, kde se kazdy z nich zdrzi 10 minut.
Zajima nas, jakd je pravdépodobnost, Ze ani jeden z nich nebude muset cekat.
Resime tedy spise ,tlohu o nesetkani“.

Ulohu o (ne)setkani pro vice nez dva lidi fesime v ¢lanku nejprve exaktné, poté
své vysledky srovname se simula¢ni studii, kterou je schopen realizovat i student,
ktery neumi integrovat (pokud ov8em umi simulovat).
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2. RESENI ULOHY O SETKANI

Vénujme se nejprve feseni standardni tlohy o setkani, k némuz se vyuziva tzv. ge-
ometrickd pravdépodobnost. Symbolem x ozna¢me ¢as pfichodu pana X vyjadieny
v néjakych ¢asovych jednotkach, naptiklad v minutach, uplynulych od poledne. Je
tfeba si uvédomit, Ze Cas je spojita veli¢ina, bez ohledu na to, v jakych ¢asovych
jednotkach je méfen. Proto x muzZe byt libovolné redlné ¢islo z intervalu [0, 60].
Z4dn4a hodnota pfitom neni preferovana (neni vice pravdépodobné nez jiné hod-
noty). Elementarni jev, ze pan X piijde v ¢ase z a pan Y v ¢ase y budeme znadit
(2, y). Mnozinu v8ech elementédrnich jevi, tradiéné oznac¢ovanou symbolem €, tedy
muzeme zapsat nasledovné:

Q= {(z,y) : 2 €[0,60],5 € [0,60]} = [0,60] x [0, 60].

Jev, jehoz pravdépodobnost chceme uréit, tedy jev, ze se panové X a Y setkaji,
zapiSeme nasledovné:

A={(z,y) € Q:|z—y| <10}.

Graficky je cela situace znazornéna na Obrazku 1.
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Obrazek 1. Schéma feseni tlohy o setkani. Doba pfichodu pana X na z-ové ose, doba prichodu
pana Y na y-ové ose. Jev setkdni A vyznacen Sedé..

Pravdépodobnost jevu A mtzeme spocitat jako podil
A(4)
P(A) = ——=
=Ty

kde symbol A znaéi (v tomto pfipadé dvourozmérnou) Lebesgueovu miru. Pravdé-
podobnost jevu A tedy vypocteme jako podil Sedé plochy pii diagonale ku plose
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celého Ctverce:
60 — 50 11
P(A) = —— = — =0, 306.
(4) 602 36
Pravdépodobnost, Ze se dva zminéni panové setkaji, je tedy priblizné 30 %. Naopak
k ,nesetkdni“ dojde s pravdépodobnosti témér 70 %.

3. DO HRY VSTUPUJE PAN Z

Predstavme si nyni, Ze se s pany X a Y chce setkat jesté pan Z. Zde muze nastat
vicero situaci: budto se sejdou vsichni, nebo se sejdou jen dva z nich a tfetiho
pfitom minou, nebo se nesetkaji vibec, tedy zadny z pani nepotkd zadného ze
svych pratel. Polozme si otazku, jaka je pravdépodobnost, Ze dojde praveé k této
situaci, tedy Ze dojde k ,nesetkani“.

Princip feSeni tlohy je stejny. Prostorem elementarnich jevi je nyni mnozina

Q = [0,60]3,

jeho prvky znaéime (x,y, z). Aspoii dva ze t¥{ pant se setkaji, pokud plati aspori
jedna z néasledujicich nerovnosti: |z — y| < 10, |z — 2| < 10, |y — 2| < 10. V opaé-
ném pripadé dojde k nesetkani. Tento jev tedy miizeme popsat nasledovné:

N ={(z,y,2) € Q:min(|lz —y|, |z — 2|, |y — 2|) > 10}.
K urceni pravdépodobnosti nesetkani tedy staci vypocist

_AWY)
W =@

Nakreslit obrézek popisujici tuto situaci jiz bude trochu komplikované&jsi (obrézek
je trojrozmérny) a vypocet vyzaduje budto velmi dobrou geometrickou predstavi-
vost nebo schopnost integrovat.

Pro vétsi obecnost budeme uvazovat, ze délka ¢asového tseku, v némz se pratelé
maji (nemaji) setkat je d (v naSem piipadé d = 60 minut) a délka, po kterou jsou
ochotni ¢ekat je ¢ (v nasem piipadé ¢ = 10 minut). Budeme pfedpokladat, ze
d > 2¢, nebot v opacéném pripadé by k nesetkani tii osob viibec nemohlo dojit.

Situaci si zna¢né zjednodusime, pokud budeme predpokladat néjaké uspoiradani
hodnot z,y a z, naptiklad x < y < z. Toto usporadani je stejné pravdépodobné,
jako kterékoliv jiné usporadani, tedy jeho pravdépodobnost je 1/(3!). Lebesgueovu
miru ¢asti mnoziny N, pro niz je splnéna podminka x < y < z pak vypocteme

jako integral
d—2c d—c d
/ / / dzdydx = (d — 2¢)?/6,
0 z+c Jy+tc

tedy Lebesgueova mira celé mnoziny N bude rovna (d — 2¢)? a pravdépodobnost
jevu N muizeme vypocist jako podil

(d—2c)3 c\3
Py = @229 (1 50)°,
(V) e 7
Povsimnéme si, Ze vyslednd pravdépodobnost zalezi jen na poméru c¢/d, tedy na
tom, jakou ¢ast z celkové doby urcené na setkani jsou jednotlivi lidé ochotni ¢ekat.
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Pfi vétsim poctu osob, které se maji (nemaji) setkat, lze postupovat obdobné.
Pro 2 < k < d/c osob plati, Ze pravdépodobnost jejich nesetkani je rovna
ek
P(N) = (1 (k- Ug) .
Vratime-li se k situaci, kdy d = 60 a ¢ = 10, mtizeme postupné uvazovat o 2 az
6 osobach. Pravdépodobnosti jejich nesetkani jsou shrnuty v tabulce 1.

k 2 3 4 5 6
P(N) 25/36 8/27 1/16 1/243 1/46656

Tabulka 1. Pravdépodobnosti nesetkani pro rtizné pocty osob.

Zatimco pii poméru ¢/d = 1/6 se dvé osoby spise nepotkaji (s pravdép. 70 %),
u t¥{ osob uZ nesetkani nastévé s pravdépodobnosti jen asi 30 %, u ¢tyt s pravds-
podobnosti asi 6 % a u vice nez ¢tyf uz je pravdépodobnost velmi mald. Pro vice
nez 6 osob uz je pravdépodobnost nesetkani nulova.

4. SETKANI A NESETKANI

V predeslé sekci jsme se zabyvali ,nesetkdnim“, tedy situaci, kdy ani jedna z osob,
které se maji setkat, nepotkd zadnou dalsi osobu. Opakem tohoto jevu je jev, kdy
dojde k sektani alespon dvou osob. Pravdépodobnost tohoto jevu je tedy doplikem
do jednicky z vySe uvedené pravdépodobnosti nesetkani.

Mohla by nas vsak zajimat i pravdépodobnost jevu, Ze se sejdou vSichni pratelé.
Zde je dobré si uvédomit, jak ve skutecnosti vypada situace, kdy se dva z pratel
opravdu sejdou. Miazeme uvazovat o riznych scénaiich v chovani téchto osob.
Pokud je bodem setkani naptiklad misto, kde se mohou obcerstvit, budou zfejmé
ochotni se spole¢né obcerstvovat a ¢ekat na dalsi icastniky schiizky delsi dobu nez
jen stanovenych 10 minut (tfeba az do konce dohodnuté ¢ oteviraci doby).

Predstavme si vsak, ze kazdy z tcastnikdl mé na setkani vyhrazeno pravé jen 10
minut. Jaka je pravdépodobnost, Ze se setkaji vSichni? Jev setkani vSech ucastnik
mizeme pro tii osoby zapsat nasledovné:

S=A{(z,y,2) € Q:max(lx —y|, |z — 2|, |y — 2|) < 10}.

Pravdépodobnost tohoto jevu opét vypocéteme pomoci podilu

Znovu si pomuzeme predpokladem z < y < z. Lebesgueovu miru ¢asti mnoziny
S, pro niz je splnéna podminka x < y < z, pak vypocteme jako soucet integrala

d—c patc pate d d pd
/ / / dzdydx—I—/ / / dzdyda = ¢*(3d — 2¢) /6.
0 T Y d—cJx Y

Pravdépodobnost jevu S tedy vypocteme nasledovné:
~ *(3d — 2c)

P(S) =

=3(c/d)* —2(c/d)’.
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Vyslednd pravdépodobnost opét zalez{ jen na poméru ¢/d, tedy na tom, jakou ¢ast
z celkové doby urcené na setkani jsou jednotlivi lidé ochotni cekat.

Pri vétsim poctu osob, které se maji setkat, lze postupovat obdobné. Za zminku
snad stoji skutecnost, ze nyni mtize k setkani vSech osob dojit pro libovolné velky
pocet osob (bez omezeni), i kdyz pochopitelné pravdépodobnost bude s rostoucim
poctem ucastnikl setkani klesat. Pro & > 2 osob plati, ze pravdépodobnost setkani
vSech je rovna

P(S) =k (¢/d)* ™" = (k= 1) (¢/d)" ,

V situaci, kdy d = 60 a ¢ = 10, jsou pravdépodobnosti setkani vSech osob

shrnuty v tabulce 2.

k 2 3 4 5 10
P(S) 11/36 2/27 7/432 13/3888 ... 17/20155392

Tabulka 2. Pravdépodobnosti setkdni pro rtizné pocty osob.

Pfi poméru ¢/d = 1/6 se dvé osoby setkaji s pravdépodobnosti piiblizné 30 %
(11/36), tii osoby s pravdépodobnosti jen asi 7 % (2/27). Cim vice je osob, které
se maji setkat, tim je pravdépodobnost, Ze se potkaji vSechny, mensi. Je vSak
nenulové pro libovolné velky (koneény) pocet osob.

5. SIMULACE NESETKANT{

Uloha o (ne)setkani je atraktivni také v tom, 7e se d4 velmi snadno Fesit simulaéné.
Pomoci generdtoru (pseudo)ndhodnych ¢isel opakované generujeme z rovnomérné-
ho rozdéleni ¢asy prichodii jednotlivych pant (nezavisle na sobé) a poté vzhodno-
cujeme, zda doslo k (ne)setkéni. Relativni ¢etnost situaci, kdy doslo k ,nesektani“,
je pak odhadem pravdépodobnosti tohoto jevu.

Ukazme si kéd takovéto simulace realizovany v prostiedi statistického soft-
waru R. Nejprve se vénujme situaci, kdy se (ne)maji setkat jen dvé osoby:

opak = 100000 # pocet opakovani simulace
d = 60 # delka casoveho useku
c = 10 # doba cekani

x1 = runif(opak,0,d) # casy prichodu pana X
x2 = runif(opak,0,d) # casy prichodu pana Y

pravdep = sum(abs(x1-x2)>c)/opak
print (pravdep)

Nase simulace pfi 100000 opakovanich (vysledek méame prakticky ihned) do-
spéla k odhadu pravdépodobnosti nesetkani 0,69414, coz je dosti blizko skutecné
hodnoté 0,69444. Svou nejistotu v odhadu pritom mizZeme snadno vyjadrit tieba
pomoci 95%-ho (pfiblizného) konfidenéniho intervalu. K jeho sestrojeni pouzijeme
centralni limitni vétu. V nasem piipadé ma tento konfiden¢ni interval podobu
(0,691284;0,696996). Vidime tedy, Ze jiz tfetim desetinnym mistem si nemutZeme



38 L. KREUZIGEROVA A O. VENCALEK

byt moc jisti. Zpresnéni o tad si pfitom vyzada stokrat vice opakovani simulace.
Zde je také vidét, ze simulaci budeme jen velmi tézko odhadovat nizké pravdépo-
dobnosti, tfeba pravdépodobnost nesetkéni pro 5 nebo 6 osob (kdyz ¢/d = 1/6).

Vénujme se nyni tloze (ne)setkani vice osob, pficemz chceme simulaci naprogra-
movat tak, aby fungovala pro libovolny pocet k < d/c lidi, ktefi se maji (nemaji)
setkat. Je tfeba si uvédomit, Ze k vyhodnoceni, zda doslo k nesetkani, obecné po-
tfebujeme porovnat vSechny dvojice ¢asti pfichodi. Téch je k(k — 1)/2. Muzeme
sice nejprve Casy usporadat a poté provést jen k — 1 porovnani, uvédomme si vsak,
ze opakované sefazeni hodnot od nejmensi k nejvétsi uz je pomérné narocné na
cas.

Primocara simulace ma sice prehledny zapis, ale jeji vypocet je ponékud zdlou-
havy:

opak = 100000 # pocet opakovani simulace
d = 60 # delka casoveho useku

c = 10 # doba cekani

k =4 # pocet osob

nesetkajise = 0
for (i in 1:opak) {
prichody = runif(k,0,d)
prichody = sort(prichody)
rozdily diff (prichody)
if (min(rozdily) > c) nesetkajise = nesetkajise + 1 }

pravdep = nesetkajise/opak
print (pravdep)

Tato simulace odhadne pravdépodobnost nesetkani v pripadé 4 osob, které se
maji setkat béhem jedné hodiny, kdyz kazda z osob je ochotna c¢ekat 10 minut.
Na pocitaci s procesorem 2.66GHz Intel Core 2 trva pii 100000 opakovanich asi
13 sekund. Oproti tomu nasledujici verze vyuziva dobrych vlastnosti softwaru R
pii praci s vektory. Pii stejnych parametrech trva jen asi 1 sekundu. Uloha o ne-
setkani tedy nemusi byt napfisté spojovana jen s geometrickou pravdépodobnosti,
ale stejné dobie muze poslouzit i k zdokonalovani programatorskych schopnosti
student.

# matice pro ulozeni casu prichodu:
x = matrix(ncol=k,nrow=opak)

# generovani casu prichodu:
for (i in 1:k) x[,i] = runif(opak,0,d)

# porovnani casu prichodu:
rozdil = matrix(ncol=choose(k,2) ,nrow=opak)
index = 1
for (i in 1:(k-1))
for (j in (i+1):k)
{rozdil[,index] = abs(x[,i]l-x[,jl)
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index = index+1 }

m = apply(rozdil,1,min)
pravdep = sum(m>c)/opak
print (pravdep)

6. ZAVER

Uloha o sektani dvou pfatel se v riiznych obménach objevuje snad az piilis ¢asto
jako ukazkovy priklad vyuziti tzv. geometrické pravdépodobnosti. V ¢lanku jsme
ukézali moznost, jak tlohu zobecnit pro setkdni vicero osob. Nalezli jsme exaktni
tvar TeSeni této tilohy a poukézali na moznost vyuziti simulace k nalezeni pribliz-
ného feseni. Uloha je zajimavé i z pohledu programétorského.
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