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PLAN EXPERIMENTU A STATISTICKA KOREKTNOST
MODELU

BOHUMIL MAROS

ABSTRAKT. Kvalitni ptiprava, realizace a analyza védecko-vyzkumnych experimen-
tl z laboratornich ¢i (polo)provoznich pokust predpokladé osvojeni si uréitého sou-
boru poznatkt a systematicky vybudované metodiky zndmé pod zkratkou DOE —
Design of Experiments. V pripadé pouziti ,klasického* regresniho pfistupu k analyze
dat experimentii pro pivodni (netransformovana) data z experimentu sestaveného
a realizovaného podle metodiky DOE muze dojit k raznym nesrovnalostem a nume-
rickym, statistickym i principidlné zavaznym problémtm s dopadem na znehodno-
ceni celé experimentalni prace. V prispévku jsou rozebirany numerické a nasledné
statistické aspekty zminéného nesouladu.

1. Uvop

Spravny navrh, provedeni a nasledné analyza (vyhodnoceni) technologicko-techni-
ckych experimentii nezbytné patii (nebo rozhodné by méla patfit) k zédkladnimu
vybaveni studenti i absolventti (nejen) technickych univerzit, vyzkumnych i véde-
ckych pracovnikii. Zanedbani uréitych principt pldnovani a provadéni experimentti
miuzZe vést ke znehodnoceni experimentatorské prace. Cilem prispévku je proto
struéné sezndmeni s pojmy, principy a metodikou pldnovdni experimenti, jako
i upozornéni a dokumentace moznych problémi na srozumitelném prikladu.

2. ZAKLADN{ POJMY A PRINCIPY PLANOVAN{ EXPERIMENTU

Castym tikolem (nejen) technologicko-technické praxe je zjisténi vazeb a vztahti
mezi uréitymi veli¢inami zkoumaného procesu. Jde zvlasté o pripady, kdy proces
je velice slozity a neexistuje pro jeho popis (dostateéné) vhodny matematicky
fyzikalné-technicky model.

2.1. Zakladni pojmy DOE

Zakladnim a nejéastéjsim cilem experimentu je uréeni, zda urc¢ité faktory (ovlivitu-
jici, vstupni, vysvétlujici veli¢iny) maji vliv na sledovanou (ovliviiovanou, vystupni,
vysvétlovanou) veli¢inu, ¢asto nazyvanou odezva (response). Dalsi, ¢i nasledujici
tlohou mtize byt nalezeni takové trovné faktort, aby bylo dosazeno optima (ma-
xima, minima) sledované veli¢iny. Pot¥ebna data pro sestaveni modelu lze ziskat
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bud pozorovdnim veli¢in procesu bez cileného zasahu do néj (tzv. pasivni ¢i ne-
planovany experiment) anebo uskuteénénim ezperimentu s cilenymi zasahy do
procesu (tzv. aktivni ¢i pldnovany experiment). AvSak ani v p¥ipadé aktivnich ex-
perimentt nemaji vzdy experimentatori dostatek znalosti o principech efektivniho
provedeni experimentii a vile k jejich uskutecnéni. Je tfeba s politovanim kon-
statovat, Ze Zddnou analyzou (7adnou metodou) experimentéalnich dat nelze obejit
$patné ¢i nedostatecné pfipraveny experiment [3].

Terminem ezperiment se oznacuje soustava pokust (také méfeni, pozorovéni),
kterd je v pripadé planovaného experimentu wvhodngm zpusobem uspordddna.
V podstaté lze Tici, ze v planovaném experimentu jde o vytvoreni takovych pod-
minek, aby rozsah experimentu byl co nejmensi, ale objem i forma informaci co
nejkvalitnéjsi. V dusledku to také znamena, ze u faktori budeme vybirat jejich
vhodné drovné v rdmci zvolenych (technologicky vhodnych) intervali.
Pozadavek na efektivitu se uplatiiuje jesté mnohem vyraznéji u experimentu s mno-
ha faktory (nezévislymi proménnymi). Jeho dusledné respektovani vedlo k vy-
tvofeni samostatného odvétvi aplikované statistiky, tzv. pldnovaného (fizeného)
experimentu. Rlzné navrhy usporadani méreni a metody jejich vyhodnoceni se
souhrnné ozna¢uji jako planovani (navrhovani) experimentti. V literatufe se ¢asto
oznac¢uji jako Design of Experiment (DOE).

2.2. Zakladni principy a pfistupy metody DOE

Mezi zakladni principy a piistupy tvorby plant experimentti podle metody DOE
patii nasledujici:

e replikace: je opakovani méfeni pii stejné iirovni nebo kombinaci Grovni fak-
tort. Timto zpisobem lze odhadnout nepfesnost méfeni (ndhodnou slozku)
a zvysit spolehlivost zavéru tim,ze mzeme pouzit test adekvatnosti (pfi-
méfenosti, vhodnosti, pouzitelnosti) modelu,

e rozdéleni do blokii: pro pomérné stejné podminky experimentu za ucelem
odliseni dalsiho zdroje variability,

e znidhodnéni: aby nevznikla systematickd chyba (napf. stejnym pofadim
urovni faktoru v kazdém bloku), provedeme jednotlivé pokusy (méfeni)
experimentu v ndhodném potadi. Celé schéma komplexniho experimentu
pak nazyvame zndhodnéné (replikované) bloky. Ty dovoluji rozlozit celko-
vou variabilitu na slozku odpovidajici efekttim trovni zkoumaného faktoru,
slozku nepfesnosti méfeni, slozku odpovidajici bloktim a rezidualni (zbyt-
kovou, nevysvétlenou) slozku, jez zahrnuje vliv ostatnich (nezkoumanych)
Cinitelt.

Z dtvodu minimalizace po¢tu pokus v experimentu se pouzivaji (pouze) dvou
a triirovniové experimenty, které mohou byt uplné (faktorové) a zkrdcené.
Planovany experiment (DOE) poskytuje navod jak soucasné ménit vsechny fak-
tory na nékolika mdlo jejich vdrovnich najednou (z toho vyplyvéa minimalizace po-
¢tu pokust v experimentu) pfi ziskdni mazima informaci pro vystavbu vhodného
a pouzitelného modelu zkoumaného procesu.
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2.3. MozZné problémy pfi nepouziti metodiky DOE

Pokud budeme spoléhat jen na tzv. ,selsky rozum®, ¢i expertni posouzeni* (coz
zvlasté 1dka“ u malého poétu, tj. u 2 a 3 faktort i zkuSené experimentatory), pak
miZe (téméf urcité) dojit k nékolika nepifjemnym skuteénostem, napt.:

e Spatné provedeme vgbér bodi (hodnot pokusil, drovni faktort) s disledkem
nesprdvné indikované statistické nevyznamnosti nékterych faktori (pficemsz
tyto jsou vyznamné a vlivné), a tim i ke stanoveni nespravného (,oklesté-
ného*) modelu,

e sestavime nevhodny nduvrh s prebytecnymi udaji pro model za ,,dobrym*
ucelem ziskdni maxima (ale ne vSech potfebnjch) informaci,

e metoda ,,pokus-omyl“ jenom malokdy (kdyZ se ,nadhodou strefime*) posky-
tne uziteéné informace o zavislostech,

e metoda zmény pouze jednoho faktoru pri dalsich faktorech konstantnich
(tzv. jednofaktorovy experiment, plan) vede jak k p¥ili§ (zbytecné) vysoké-
mu poc¢tu pokust (a s tim souvisejiciho dlouhého ¢asu a vynalozeni mnoha
penéz na takovyto experiment), tak i k zdsadni skute¢nosti nemoznosti pod-
chyceni (Gasto existujicich) interakei faktord,

e pouziti nevhodné metody analyzy (pii spravné metodice ndvrhu a provedeni
experimentu metodou DOE) napf. linedrni regresni analyzy misto analyzy
pfistupem DOE na pivodni data mize také (neoCekdvané a prekvapivé)
vést vysSe uvedené nesprdavné indikaci statistické nevyznammnosti nékterych
(ve skutecénosti vyznamnych) faktori s diisledkem na stanoveni nespravného
(pFilis zjednoduSeného) modelu.

3. PLAN EXPERIMENTU PODLE DOE

S ohledem na minimalizaci po¢tu pokust (a tim i ¢asu a penéz na jejich pro-
vedeni), lze uvazovat, ze kazdy faktor z ma pouze dvé (krajni) Grovné. Ty lze
pomoci linearni transformace prevést na hodnoty s trovnémi —1 a +1. Tyto ké-
dované (transformované) bezrozmérné faktory budou déle oznacovany symboly
o, Z1,. .., pro k faktoru.
Linedrni transformace ptivodniho faktoru z; na jeji kédovanou hodnotu zj,
j=1,... k, se provede pomoci vztahu
Zj max + Zj,min
2
Zjmazx — Zjmin (31)
2
Plan experimentu je matice X tvorend ze sloupcti kédovanych faktort, pricemz
prvni sloupec je sloZen ze samych jednicek a odpovida fiktivni proménné zy. Pti-
slugny regresni parametr je by. Radky matice planu predstavuji (kédované) hod-
noty urovni jednotlivych faktorti. Pocet fadka matice planu je roven poctu vSech
pokust (méfeni), véetné opakovanych.
7 dtvodu podchyceni ndhodngjch chyb méreni a umoznéni testovdni adekvdtnosti
modelu mohou byt pfidany dalsi opakované pokusy (v krajnich bodech nebo ve
stfedu planu ¢ili ve stredovém, centrdlnim bodu, ve kterém maji vsechny kédované
faktory hodnotu 0).

Zj—

Tj =
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Ortogonalni plan je takovy plan experimentu X, ve kterém jsou vSechny sloupcové
vektory matice na sebe kolmeé.

Ze vztahu (3.1) je zfejmé, Ze kédovanim dochédzi také k prevodu z ptivodnich
fyzikéalnich jednotek faktord na bezrozmérovy tvar.

3.1. Plan experimentu podle DOE v konkrétnim p¥ipadé

Pri tvafeni oceli za studena nebo za ohfevu klade material odpor, jenz se méni jak
s velikosti deformace, tak s nastavenim tvafeci teploty. Ukolem je nalézt vhodny
model pro ocel 14240.3, jenz bude popisovat chovani tohoto pretvdrného odporu
v zavislosti na stupni deformace a teploté. Jeden faktor je tedy logaritmicky stupen
deformace ¢ [-], druhym faktorem je teplota t [°C]. Sledovanou veli¢inou bude
pfetvarny odpor o [MPal. Oblast zkouméni bude v oblasti, jeZ je vymezena obéma
faktory: ¢ € (0,0;1,4), t € (20;700).

Chceme nalézt co nejjednodussi vztah o = f(p,t), ale takovy, aby statistickd
analyza potvrdila vyznamnost tohoto vztahu. V literatufe [3] je ukdzan postup
vystavby modelu (v souéinnosti s upravovanou ¢ dopliiovanou matici planu) od
jednoduchého linedarniho bez interakci, ptes linedrni model s interakcemi az po
uplny kvadraticky model. V nasem pripadé uvazovany hledany model bude mit

vy

jednodussi tvar, a to:
o=0o+P1-p+P2-t+f3-p-t.
Odhad tohoto modelu mtzeme zapsat ve tvaru
G=bo+bi-o+by-t+bs -1, (3.2)

kde b; jsou odhady regresnich parametra §;, j = 0,1,2,3. Koeficient by je tzv.
absolutni (konstantni) ¢len. Obecné je vhodné s nim vzdy pocitat (zafazovat jej
do modelu), protoze podchycuje vliv méfitka (fyzikdlnich hodnot) odezvy, sou-
Casné i vliv pripadné nezarazené vysvétlujici proménné, ¢i existujici nelinearitu
a umoziuje korektni stanoveni statistickych ukazatelii (jakymi jsou napi. koefici-
ent determinace modelu, Durbinova-Watsonova statistika apod.).

Pro dany rozsah uvazovanych veli¢in ¢ a ¢ se pfepoé¢tou ze vztahu (3.1) transfor-
mované (kédované) veli¢iny takto:

—0,7 t — 360
o :@oi?’ 27 T340 (3:3)

Abychom mohli testovat adekvdtnost modelu, byla pridana jesté dvé opakovand
méfeni, a to ve stfedovém bodu [0, 7; 360], coz po transformaci (3.3) pfejde na bod
[0;0]. Pavodni a transformované hodnoty proménnych jsou nézorné viditelné na
obr. 1:

Méfteni uskuteénime v ndhodném pofadi, napf. v bodech [1; —1], [-1; —1], [0;0],
[—1;1], [1; 1], [0; 0]. Matice planu X s transformovanymi hodnotami arovni faktord
v pokusech experimentu pro testovany model tvaru (3.2) pfi daném pofadi méfeni
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tA %o
700 T & ° S — 1 o
360 4 °
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20 + o ° PO B °
: ; : -1
0 0.7 14 ¢
Obrazek 1. Pavodni a transformované hodnoty planu.
pak bude:

(3.4)

e = T =y
o
o
(=)

1 0o 0 O
Druhy sloupec pro x; odpovida ptvodni proménné ¢, tieti sloupec pro xo od-

povida ptivodni proménné ¢ a posledni sloupec pro z3 odpovida interakci obou
proménnych a ziskéd se vynasobenim hodnot z druhého a tietiho sloupce.

Pomoci skalarnich soucintu lze jednoduse ukézat, ze tento pldn je ortogonalni, tzn.,
7e vSechny sloupcové vektory jsou na sebe kolmé.

Po provedeném méteni v poradi, jez urcuje matice planu, jsme ziskali postupné
tyto hodnoty pietvarného odporu: 816, 380, 510, 330, 390 a 497. To znamena, Ze
napt. hodnota pretvarného odporu ¢ = 816 MPa se obdrzela pri logaritmickém
stupni pretvoreni ¢ = 1,4 a tvareci teploté t = 20°C, hodnota ¢ = 510 MPa se
obdrzela pfi logaritmickém stupni pfetvoreni ¢ = 0,7 a tvareci teploté ¢t = 360 °C,
atd.

3.2. Analyza experimentu

Pro tplny faktoridlni (faktorovy) dvou-troviiovy plan (ale i pro dalsi typy expe-
riment) je podrobny postup (algoritmus, popis) névrhu i analyzy uskuteénéného
experimentu metodou DOE uveden napf. v literatufe [5]. V této literatute defino-
vanym nazornym postupem je mozné ,ruc¢né“; na papife* za pomoci kalkulacky,
¢i elegantnéji a obecnéji prostfednictvim napf. tabulkového procesoru Excel, usku-
teénit analyzu DOE a ziskat tvar i koeficienty modelu. Je logické, Zze v dnesni dobé
je lepsi (komplexnéjsi, spolehlivéjsi, rychlejsi) pouzit néjaky vhodny SW obsahu-
jici tuto metodu. Existuje specidlni SW pro metodiku DOE znamy pod anglic-
kou zkratkou (akronymem) CADEX/DOE (Computer Aided Design and Analysis
of Experiments / Design of Experiments), mezi néZ patil napf. programy De-
sign Ezpert ¢i MODDE. Avsak asi nejcastéji maji uzivatelé (studenti, vyzkumnici
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a védci) k dispozici obecné statistické (napf. Minitab, Statgraphics, JMP, Stati-
stica, NCSS), ¢i matematické (Matlab) baliky programt, které lze pro dané tcely
pouzit.

Dalsi alternativou, kterou lze pouzit, je klasicka linearni regrese, jez je bézné do-
stupnd v riznych programech.

Odhad modelu (linedrni 1. fddu s interakei 2. ¥4du) s transformovanymi promsé-
nnymi budeme potom uvazovat v analogickém tvaru jako model (3.2), tj.:

§=0by+ by -1+ b2+ b3 1 -T2,

kde § je vypoctend (predikovand) hodnota o z modelu, x1, resp. x2, je transfor-
movand proménna @, resp. t.

Nezndmé odhadované parametry b;, j = 0,...,3, ziskdme ze vztahu (metoda
nejmensich étverctt)

b= (X"X)"'XTy = M~ 'XTy = VXTy, (3.5)

kde b = (bo, b1, b2,b3)T je vektor odhadovanych parametrii, X je matice planu
(3.4) a vektor y = (816,380,510, 330, 390,497)T obsahuje naméiené hodnoty pre-
tvarného odporu. Matice M je momentova matice a matice V se nazyva varian¢ni.
Prakticky lze uvedeny vektor regresnich koeficienti b velice elegantné a nazorné
uréit (podle vztahu (3.5) v systému Matlab, Mathcad, Minitab ¢i Statistica, odkud
dostaneme nésledujici vektor odhadu regresnich koeficient:

b = (487,167 124,000 — 119,000 — 94,000)T

pro transformované proménné. Tyto hodnoty mizeme podle (3.3) zpétné prepoci-
tat, abychom obdrzeli hodnoty vektoru b pro ptivodni proménné ¢ a t:

b = (389,637 319,238 —0,073529 — 0,394958)".

Nicméné, pro ovéreni statistické vyznamnosti modelu, jako i vyznamnosti jeho re-
gresnich koeficienti, je nutné stanovit dalsi hodnoty riznych statistik a uskutecnit
potfebné testy.

4. REGRESNf ANALYZA PRIKLADU

Pokud uskutecnime statistickou vicenasobnou linearni regresni analyzu pro kddo-
vand a ptvodni (netransformovand) data uvedeného piikladu v systému Matlab
(ale obecné i v libovolném jiném matematickém, statistickém, ¢ ekonometrickém
programu), pak sice dostaneme (po pfepoctu, po zpétné transformaci) numericky
stejné hodnoty regresnich koeficientti, avsak jejich statistickd vyznamnost (statis-
tické vlastnosti) se budou u obou modeld (pro oba druhy dat) lisit.

4.1. Statistické ,,pozadi“ hodnoceni regrese

Pied hodnocenim statistickych vystupt regrese je vhodné definovat vztahy vedouci
k jejich urceni. Skutecnost, ze vypocteny odhad regresniho parametru modelu
m3é nenulovou hodnotu jesté neznamend, Ze je statisticky vyznamné odlisny od
nuly (vétsi nebo mensi nez nula). To lze posoudit az po urceni jeho nepfesnosti
charakterizované smérodatnou odchylkou.
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Nestrannym odhadem rozptylu o2 ndhodnych veli¢in je ndhodna veli¢ina

RSC

2 AT ~

s*=————— RSC=(y— —-9),

T (=9 (—19)

kde n je pocet méfeni, k je pocet faktord v modelu a RSC je rezidudlni soucet
¢tvercti. Rozptyl jednotlivych ndhodnych veli¢in b; je ddn vztahem

s(b;) = 5% - vjj, (4.1)
kde v;; je diagonalni prvek matice (XTX)~L. Jestlize plati, Ze
b
T:¢Zt(17g,nfkfl), (4.2)
s2(b) 2

kde t(...) je kvantil Studentova rozdéleni, pak zamitdme hypotézu o statistické
nevyznamnosti (,nulovosti“) regresniho koeficientu na hladiné «. Jinymi slovy,
j-ty sloupec matice X ma vyznamny vliv na hodnoty vektoru y.

Dalsi moznosti hodnoceni statistické vyznamnosti regresniho koeficientu je urcit
tzv. phodnotu (p-value), ¢ili dosazenou hladinu pravdépodobnosti (vyznamnosti)
zamitnuti hypotézy o nevyznamnosti tohoto regresniho koeficientu a porovnat ji se
zvolenou ,kritickou* hladinou vyznamnosti testovani « (vétsinou se voli hodnota
0,05).

4.2. Transformovana data

S vyuzitim vySe definovanych vztahi byla v programu Minitab uskutecnéna line-
arni regresni analyza s diagnostikou statistické vyznamnosti regresnich koeficient
nejprve pro transformovand (kédovand) data podle (3.4) s timto vysledkem:

Regression Analysis: sigma versus fi; t; fi*t
The regression equation is
sigma = 487 + 124 fi - 119 t - 94,0 fi*t

Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 487,167 8,587 56,73 0,000 (4_3)
fi 124,00 10,52 11,79 0,007 1,000
t -119,00 10,52 -11,32 0,008 1,000
fi*t -94,00 10,52 -8,94 0,012 1,000

S = 21,0337 R-Sq = 99,4% R-Sq(adj) = 98,6%

V tomto vystupu Minitabu ve sloupci Coef jsou hodnoty jednotlivych koefici-
entl bj, ve sloupci SE Coef hodnoty smérodatnych odchylek b;, ve sloupci T jsou
hodnoty T ze vztahu (4.2), ve sloupci P jsou p-hodnoty a ve sloupci VIF jsou
hodnoty Variance Inflation Factor definované jako

n
VIF; = vy (Xij —X;)".
i=1
Ve vystupu Minitabu se jesté vypise analyza rozptylu:
V radku Residual Error a sloupci SS je hodnota RSC' a sloupci MS je odhad roz-
ptylu s2. Dilezita je zde p-hodnota v Fadku Lack of Fit, ponévadz zde se testuje
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Analysis of Variance

Source DF SS MS F P

Regression 3 153492 51164 115,65 0,009

Residual Error 2 885 442 (4_4)
Lack of Fit 1 800 800 9,47 0,200
Pure Error 1 85 85

Total 5 154377

adekvatnost modelu. Je-li P < «, pak vypo¢teny model neni adekvatni (neodpo-
vid4 naméfenym hodnotam). Tento fadek se ve vystupu neobjevi, pokud nejsou
zadné opakovana méfeni.

4.3. Puvodni data

V kapitole 4.2 byla provadéna regresni analyza z transformovanych dat na interval
(—1;1). Nyni provedeme regresni analyzu na ptvodni data pro proménné ¢ a t.
To znamend, Ze matice planu nebude podle (3.4), ale bude mit tvar:

1,4 20 28
0 20 0
0,7 360 252
0 700 0
1,4 700 980
0,7 360 252

e e e T

Opét pomoci Minitabu obdrzime:

Regression Analysis: sigma versus fi; t; fi*t
The regression equation is
sigma = 390 + 319 fi - 0,0735 t - 0,395 fi*t

Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 389,64 20,79 18,74 0,003 (45)
fi 319,33 21,88 14,59 0,005 2,121
t -0,07353 0,04374 -1,68 0,235 2,000
fi*t -0,39496 0,04419 -8,94 0,012 3,121

S = 21,0337 R-Sq = 99,4% R-Sq(adj) = 98,6%

Analysis of Variance

Source DF SS MS F P

Regression 3 153492 51164 115,65 0,009

Residual Error 2 885 442 (4,6)
Lack of Fit 1 800 800 9,47 0,200
Pure Error 1 85 85

Total 5 154377
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Na prvni pohled je zfejmé, ze analyza rozptylu v (4.4) a (4.6) je naprosto shodna.
Jiné je to vsSak ve sloupcich P pro p-hodnoty v (4.3) a (4.5). Zatimco vSechny
p-hodnoty v (4.3) jsou mensi nez 0, 05, tak p-hodnota v (4.5) pro teplotu je 0, 235,
coz je mnohem vétsi hodnota nez 0,05. Z toho plyne, ze proménna ¢ neovliviiuje
pretvarny odpor. Kazdy technik okamzité vi, ze néco neni v poradku, protoze
tvareci teplota ma vyznamny vliv na velikost pretvarného odporu. Ovsem podle
(4.6) je tento model adekvétni, takze by mél byt spravny.

Na druhé strané je jednoduse ovéfitelné, ze samotné hodnoty regresnich koeficienti
pro puvodni data i transformovana data jsou ¢iselné shodné po provedeni zpétné
transformace.

4.4. Shrnuti

Porovnanim vysledku obou pfistupt (pro oba druhy dat) je jasné, Ze i kdyz oba
modely stejné kvalitné vysvétluji rozptyl odezvy (vykazuji stejné hodnoty koefi-
cientu determinace), lisi se v hodnoceni statistické vyznamnosti vlivu (efektu,
koeficientu) teploty tvafeni na pretvarny odpor oceli. Otézka tedy zni, ¢im (jakou
skutecnosti) je tato disproporce zptusobena, coZ je obsahem néasledujici kapitoly.

5. ROZBOR STATISTICKEHO PROBLEMU

Pro zjisténi pficin vzniklého problému byla definovana néktera statisticka i nume-
rickd indikacni kritéria.

5.1. Pri¢iny problému

Na zakladé informaci z literatury, napt. [2], [4], lze zjistit, Ze nesprdvnd indi-
kace statistické nevgznamnosti regresoru (vysvétlujici proménné) je dusledkem tzv.
multikolinearity (téméf soubéZnosti) nékolika regresorii (jejich vzajemné korelo-
vanosti, souvislosti), ¢i jinak Feceno, jejich neortogonality (nekolmosti). Tato sku-
te¢nost zptisobuje (kromé jiného) wvelké rozptyly jednotlivych odhadii regresnich
koeficientt, diky kterym vysledky t-testt indikuji nespravné statistickou vyzna-
mnost téchto koeficientu.

Je prekvapivé, ze i v tomto pripadé vychazi koeficient determinace vysoky a re-
gresni model miZze dobfe popisovat (avSak uz ne dobfe a spravné wvysvétlovat)
experimentalni data. Nespravné urcena statistickd vyznamnost vychéazi z numeri-
ckého hlediska tzv. $patné podminénosti tzv. momentové matice M = XTX (kde
X je matice planu).

5.2. Indikaéni kritéria neortogonality

Pro testovani uvedeného jevu existuje a je doporuceno nékolik kritérii, a to jak
numerickych, tak i statistickych, pficemz kritéria:

e numerickd vychazejici ze spektralniho rozkladu momentové a (jeji inverzni)
varianéni matice se stanovenim tzv. wvlastnich cisel, stopy a determinantu
matic,

e statisticka vychéazeji z korelacni matice, pouziva se u nich statistickych
pojmi, ¢i pro hodnoceni se vyuziva kvantilt pravdépodobnostnich rozdéle-
ni.
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Dalsi obdobné ¢lenéni téchto kritérii miize byt podle skutecnosti, z jaké matice
regresort se vychazi, tj. zda se vychazi z matice:

planu X,

momentové M = XTX,

varia¢éni V, kterd je inverzni matici k matici momentové: V.= M1,
anebo z normované verze variancni matice R, kterd je formalné shodné

s korelac¢ni matici vysvétlujicich proménnych (regresortt).

Seznam vybranych a na datech pfikladu pouzitych kritérii vychézi z literatury
[1], [2], [4]- U nize uvedeného piehledu jsou u kritérii definované kritické hodnoty,
pii jejichZ prekrocdeni lze uvazovat o existenci multikolinearity (neortogonality)
regresoru:

A. Kritéria numericka

skaldrni souciny dvojic vysvétlujicich proménnych (z matice planu X): po-
kud nejsou vSechny nulové, pak plan neni ortogonalni,

vlastni ¢isla momentové matice M: podil nejvétsiho a nejmensiho vlastniho
¢sla matice (cond(M) = qmaz) vétsf nez 10°,

min

e vlastni c¢isla: nejmensi vlastni ¢islo je blizké nule,
o determinant matice M: hodnota vétsi nez 10°, nebo hodnota mensi nez

1076,

e stopa matice M: tr(M), tzn. soucet diagonalnich prvki, je vétsi nez 10°,
o stopa matice V: hodnota tr(V) vétsi nez 1.0,
e korelacni matice R: pokud nejsou vSechny mimodiagondalni prvky (Pearso-

novy péarové korela¢ni koeficienty) rovné nule, pak plan neni nekorelovany
(neni nezavisly),

e cislo podminénosti K matice R: cond(R) vétsi nez 103,
e determinant matice R: blizky nule.

B. Kritéria statisticka

VIF-faktory (Variance Inflation Factor - infla¢ni faktory rozptylu regresort
[2]): rovné jedné (prediktory nejsou korelované, plan je nekorelovany a je
ortogondlni), vétsi nez 1, ale mensi nez 5 (indikace mirné korelovanosti a ne-
ortogonality planu), vétsi jak 5, ale mensi nez 10 (vyznamné korelovanost
a neortogonalita), vétsi nez 10 (multikolinearita, neortogonalita). V piipadé
VIF > 1 jsou odhady regresnich koeficientd (¢iseln&) spravné, ale nejsou
n

spravné jejich p-hodnoty. VIF; = v;; Z(Xij — Xj)2 yi=1,...,k vj; je
diagonalni prvek varia¢ni matice V, =

Testy diagonality vybérové korelacni matice R, tzn. testuje se nulova hy-
potéza, ze tato matice je jednotkova [2]: testovaci veli¢inou je hodnota
W = —n - In(|R]), kde |R| zna¢i hodnotu determinantu matice R. Pokud

W > Xi(k(kgl)), pak se jedna o multikolinearitu.
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o Castéji je vSak pouzivana korigovand (zpfesnéna) hodnota testu diagonality
na pocet faktort (regresorti) podle Farrara a Glaubera [1]:

PG = o (12 250 ) grp = (M),

e F-test regresord zpusobujicich multikolinearitu: Pokud plati
—k
FD; = Z = (VIF; = 1) > Falk = 1,n— k),

kde F,(k — 1,n — k) je hodnota kvantilu F-rozdéleni.

6. ZPUsoBY RESEN{ PROBLEMU

Podle informaci z literatury byly déle sestaveny navrhy zptisobu feSeni problému.
Pro ovéfeni navrhovanych opatfeni byla uskutecnéna aplikace kritérii a zptisobu
feSeni na data prikladu s hodnocenim jejich detek¢ni schopnosti a t¢innosti.
V literatute [2], [4], [5], je doporuceno v ptipadé vyskytu multikolinearity pouzit
linearni transformaci dat proménnych z na proménné z nékolika nasledujicimi
zpusoby (i =1,2,...,n, kde n je celkovy pocet pokusi):

e centrovani hodnot promeénngch:

T; = 2; — Z, kde Z je aritmeticky primér proménné z,
e normovani hodnot promeénngjch;:
Zy — 2

T, = , kde s, je smérodatna odchylka proménné z,

e DOE transformace (kédovani) - viz pfedchozi vztah (3.1).

Vsechny uvedené zpusoby linearni transformace dat vedou k nulové stredni hodnoté
a symetrii transformovanych dat s priznivym dopadem na zajiSténi ortogonality
a nekorelovanosti planu s takovymito proménnymi. Nicméné, zde je tfeba obecné
konstatovat, Ze multikolinearitu regresort (faktorii) nelze vzdy uvedenymi zptsoby
odstranit. Je to tehdy, kdyz jsou faktory mezi sebou z principu zavislé (napi.
délka a objem télesa), pii pouzivani vyssich mocnin (které jsou navzajem zavislé)
proménnych, apod.

Pro analyzovana data se rozmezi jejich hodnot pro ptivodni i transformované pro-
ménné pohybovalo v nasledujicich intervalech:

data %) t w-t
ptvodni (0,0;1,4) (20; 700) (0;980)
centrovand (—0,7;0,7) (—340; 340) (—238;238)
normovana (—1,225;1,225) | (—1,225;1,225) | (—1,5;1,5)
DOE transformovana (-1;1) (—1;1) (-1;1)

Tabulka 1. Intervaly hodnot.
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Prakticky to znamenad, ze jak normovdni tak i DOE transformace ,stlacuji“ hod-
noty do intervalu (—2;2), coz je doporuc¢ené rozmezi s ohledem na zaruéeni nume-
rické stability vypocti a omezeni kumula¢nich chyb. Uvedené rozmezi poskytuje
nejmensi odchylky od spravného feseni, které bychom obdrzeli, kdyby pocita¢ umél
zapsat kazdé Cislo na nekonec¢né dlouhou mantisu.

6.1. Ovéreni kritérii a zpusobu reSeni

Po transformaci ptavodnich dat a vypoctu kritérii v prostfedi Minitab, Statistica
a Matlab obdrzime naprosto stejné vysledky, které jsou pfehledné usporadany
v tab. 2 (kde jsou tuénym pismem oznaceny hodnoty kritérii, které prekroéily kri-
tické hodnoty a signalizuji naruSeni ortogonality a nekorelovanosti planu). Pro

test Farrara a Glaubera je kritickd hodnota Xg,05(3) = 7,815 a pro F-test je
Fo,05(2,3) =9, 552.

kritéria puvodni centrovand | mormovand | DOE transf.
det(M) |1,232-10'2 | 1,232-10%2 | 1,944-103 384
tr(M) 2,328 108 6,89 - 10° 27 18
tr(V) 2,059 0,677 0,611 0,917
cond(M) | 3,641-10° | 2 359-10° 1,5 1,5
cond(R) 10,371 10,371 10,371 10,371
det(R) 0,321 0,321 0,321 0,321
FG 3,6 3,6 3,6 3,6
® 2,121 1 1 1
VIF | t 2,000 1 1 1
p-t 3,121 1 1 1
%) 1,682 0 0 0
FD t 1,500 0 0 0
p-t 3,182 0 0 0

Tabulka 2. Tabulka kritérii multikolinearity a korelovanosti dat.

Hodnoty a porovnani ukazateld stopa matice M, jakoz i ¢islo podminénosti mati-

ce M jsou pro pivodni a transformovand data graficky (v logaritmickém méfitku)
znazornény na obr. 2:

Z obr. 2 je zfejmé, ze centrovdni ¢asteéné (a snad i dostatecéné) snizuje hodnoty
stopy matice M a ¢islo podminénosti. Vyrazné (témét o 5 ¥adu) je vSak toto snizeni
u dalsich zptisobu transformace, tj. u normovdni a DOE transformace.
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diagram stopy matice M

log(tr(M))

1

plv odni

centrovana normovana DOE transf.

data

diagram ¢isla podminénosti matice M

74

log(cond(M))

1

1

plv odni

centrovana normovana DOE transf.

data

Obréazek 2. Sloupcovy graf stopy a ¢isla podminénosti matice M pro analyzovana data.

V tab. 3 muzeme sledovat, jak se vyrazné meéni velikost vlastnich cisel, jestlize

pouZijeme na puvodni data rizné transformace. A nakonec je vidét to nejdilezit

éjsi

vz

- jak jednotlivé transformace ovliviiuji vyznamnost odhadt jednotlivych regresnich

parametru.

puvodni | centrovana | normovana | DOE transf.

A1 0,599 6 6 6
vlastni ¢isla A2 3,699 1,96 6 4
matice M Az | 2.928-10° | 4.624 - 10° 6 4
Ag | 2.035-10° | 2.266 - 105 9 4

bo | 10,0028 0,0031 0, 0000 0,0003

p-hodnoty by | 0,0047 0,0071 0,0022 0,0016

regresnich
Koof. by | 0,2348 0,0077 0,0204 0,0156
b3 0.0123 0.0123 0.0123 0.0123

Tabulka 3. Vlastni ¢isla matice M a p-hodnoty regresnich koeficientt modelu (3.2).
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6.2. Hodnoceni kritérii a zpusobu FeSeni

Z predchozich vysledkt je jasné, Ze neortogonalitu (nekolmost) a korelovanost
(multikolinearitu a Spatnou podminénost) matice planu s ptivodnimi proménnymi:

e signalizovala (pouze) t¥i kritéria: inflacni faktory VIF (vétsi nez 1), stopa
matice M, tj. tr(M) a ¢islo podminénosti matic M, které prekrocily kriti-
ckou mez 10%. Je vSak tieba fici, Ze malé ¢islo podminénosti sice zarucuje
spravny numericky vysledek, avSak velké éislo pouze miZe (ale nemusi)
zpusobit numerické problémy tzn. malé ¢islo podminénosti je pouze po-
stacugjict, ale nikoliv nutnd podminka k numerické stabilité a statistické
spravnosti vysledku vypoctu,

e nejvyraznéji (pro techniky a technology) signalizovala nesprdvnd a nevéro-
hodna statistickd nevyznamnost vlivu teploty tvareni na pretvarny odpor.
Jako zpisoby Teseni uvedeného problému se rysuji nasledujici:

e pouziti metody DOE, ktera zajistuje ortogonalitu a dobrou numerickou
podminénost (mald ¢isla podminénosti diky transformovanym, normova-
nym, tzv. kédovanym datiim) planu experimentu s dopadem na statistickou
korektnost a spolehlivost zavér,

e pii pouziti regresni analyzy (napf. diky nemoznosti pouzit metodu DOE
s piislusnym SW) pro objektivni a spolehlivé rozpoznani uvedenych ne-
ctnosti, a tim i moznosti vyskytu numericko-statistické nekorektnosti indi-
kace nevyznamnosti (nékterych) regresnich koeficientt, je nutné a vhodné
porovnat tuto vyznamnost (pomoci t-statistik ¢ p-hodnot) pro modely
s ptivodnimi a transformovangmi daty. Vyraznéjsi nesouhlas (vyznamnost
versus nevyznamnost) pak signalizuje §patnou podminénost planu. Hodno-
ceni statistické vyznamnosti koeficientt modelu je korektni pouze u modelu
s transformovanymi proménnymi, pri¢emz ¢iselné hodnoty samotnych re-
gresnich koeficientl jsou spravné i pro model s piivodnimi proménnymi.

Obecné je zde viditelné, ze doporucené zpusoby linedrni transformace ptvodnich
dat vedou k odstranéni multikolinearity diky ortogonalité a nekorelovanosti plant
s transformovanymi proménnymi a také k numericky i statisticky vérohodnym
vysledktm.

7. STATISTICKY DUSLEDEK NEORTOGONALITY

Pfti operacich se $patné podminénymi maticemi rostou numerické chyby diky nut-
nému zaokrouhleni (,,0fezdni“) ¢isel pfi omezené délce slova pocitace. To se zv1asté
projevi pfi inverzi momentové matice M, ze které nasledné vychazi vypocet roz-
ptyla i smérodatnych odchylek regresnich koeficienti a pfislusné t-testy jejich vy-
znamnosti.

Z vyse uvedeného vztahu (4.1) pro vypocet rozptylu regresnich koeficienti je vidét
primy dopad nepiesné urdené inverzni matice (diky $patné podminénosti momen-
tové matice vychézejici z matice pldnu) na nasledné nepfesné stanoveny (vétsinou
nadhodnoceny) rozptyl regresniho koeficientu.

Spatna podminénost momentové matice miiZe byt zptisobena az o 2,5 fadu rozdil-
nygmi hodnotami (Grovnémi) zakladnich faktorti v matici planu (pramérna hodnota
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» = 0,7, stfedni hodnota ¢ = 360°C). Pravé diky nadhodnoceni odhadu sméro-
datné odchylky u regresniho koeficientu teploty tvareni ¢ doslo k podhodnocent
prislusné t-statistiky a nepfekroceni kritické hodnoty s dopadem na nespravnou
signalizaci statistické nevyznamnosti tohoto vlivu (faktoru).

8. ZAVER

Na zékladé matematicko-statistického rozboru jednoduchého ,technologického*
prikladu s linedrnim modelem a interakci faktort, kde se pro pivodni data neGekané
vyskytl numericko-statisticky problém nespravné indikace statistické nevyznammno-
sti jednoho regresniho koeficientu technologicky i fyzikalné vlivného faktoru, a to
teploty tvdrent, lze vyslovit zdvery a doporuceni:

e Diky ortogonalité (a malému ¢islu podminénosti) planu je mozné v jednom
kroku (jednorazové) spravné (korektné) stanovit statisticky vyznamné a ne-
vyznamné faktory. Uziti regresni analyzy pro pivodni (netransformované)
proménné muze (diky neortogonalité planu) poskytnout statisticky i fyzi-
kalné, ¢i technologicky nesprdvné hodnoceni nevyznamnosti (nékterych) re-
gresnich koeficientl (v analyzovaném piikladu to byl vliv, tj. regresni koefi-
cient teploty tvdrent), pFicemz vSak jejich hodnoty jsou numericky spravné.
Proto pouze regresni analyza s transformovangmi proménnymi poskytne
i statisticky sprdvné vysledky,

pokud je experiment sice aktivni, planovany, ale ne podle metodiky DOE,
pak jeho vyhodnoceni pomoci regresni analyjzy poskytne spravné hodnoty
regresnich koeficientt faktori, ¢isla podminénosti jsou (vétsinou) mald, ale
diky neortogonalité planu a urcité multikolinearité faktort dochézi ke sta-
tistické nekorektnosti jejich hodnoceni, tj. k nespravné indikaci statistické
nevyznamnosti fyzikalné ¢i technologicky vlivnych faktord, a to jak pro je-
jich pivodni, tak i pro transformované hodnoty. Tato skuteénost znamen4,
ze neni k dispozici zadna statisticky korektni metoda vyhodnoceni expe-
rimentu, ale pouze metoda numericky korektni, kterou je regresni analgjza
(analyzu metodou DOE nelze v tomto pfipadé pouzit),

tzv. pasivni experiment je nejhorsi variantou pro analyzu: plan je (zdsadné)
neortogonalni, faktory jsou kolinedrni, podminénost je velkd, a tak lze (asi
vyraznéji a ¢astéji pro vétsi rozsah dat a vétsi pocet faktort) ocekdvat pii
analyze pomoci regresni analyzy jak numerickou nestabilitu (diky numeri-
ckym chybam a jejich kumulaci), tj. numericky nepiesné a az nesprdvné
hodnoty (nékterych) regresnich koeficientt, tak i jejich nespravné indiko-
vanou statistickou mevyznamnost, coz znamend statistickou nekorektnost
vysledkd,

metoda DOE poskytuje spolehlivé a efektivni (optimélni) pFistupy k névrhu
a analyze prinosnych experimenttl, jako i numericky a statisticky korektni
vysledky. Proto je velice potfebné, aby védci, vyzkumnici, technici i tech-
nologové, ale i studenti tuto metodiku znali a zadsadné ji pouzivali,

protoze vSechny tii nejpouzivanéjsi SW Matlab, Minitab, Statistica poskytly
shodné Spatné vysledky pri stanoveni spolehlivosti odhadu regresnich para-
metri pro puvodni hodnoty, doporucuje se opatrnost pii aplikaci vysledkt
regrese bez transformace.
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