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Piredmluva k sedmému a osmému c¢islu ¢asopisu Kvaternion

Milé ¢tenérky a Ctenéafi,

nazev pravé vychazejiciho dvojc¢isla pripomina blizici se zivotni jubileum vyznamné
a nepiehlédnutelné osobnosti brnénské matematiky (dodejme, Ze nejen brnénské
a nejen matematiky), prof. RNDr. Alexandra Zenigka, DrSc. V rdmci tohoto tivod-
niho slova neni mozné, byt jen strucéné, zachytit jeho védecky prinos, ktery je
zejména v oblasti matematické teorie metody koneénych prvki celosvétové uzna-
van a ocenovan. Prostor na podobna zhodnoceni ostatné bude pii lednovém setkani
s jubilantem, které je pofddano na jeho pocest. V souvislosti s ¢asopisem Kvater-
nion vSak nelze alespoii nezminit, Ze profesor Zenisek ptisobil po dobu 9 let jako
feditel Ustavu matematiky FSI. Navic stal u zrodu studijniho oboru Matema-
tické inZenyrstvi, ktery se pod jeho vedenim stal respektovanym oborem s fadou
vynikajicich absolventt.

Zatimco nazev tohoto dvojéisla odkazuje na jiz zminéné jubileum, jeho obsah
vypovidd o néem mozna jesté dulezitéjsim. Totiz, Ze se nejednd o pouhou for-
malni ¢ nostalgickou vzpominku na vyznamného védce. Autorem hned t¥i odbor-
nych piispévkl je pravé profesor Zenisek, kterému by jeho soucasny védecky zabér
a nasazeni mohla fada mladsich kolegti jen zavidét. Nazvy téchto pFispévki (,,Sou-
stavy jednotek cgs a SI v pfipadé elektromagnetického pole, | K transformac¢nim
vztahim vektort elektromagnetického pole“ — napsano spole¢né s Janem Lamacem
a ,Uplné Maxwellovy-Lorentzovy rovnice v cgs a SI*) prozrazuji i jeho piivodni
védeckou profesi, fyziku. Dalsi dva ¢lanky tohoto dvojcisla predstavuji v jistém
smyslu protipél zminénych t¥i p¥ispévkil, nebot se jedns o prace studentské. Cla-
nek ,Vymenna ekonémia® Kristiny Sramkové, studentky oboru Matematické me-
tody v ekonomice, byl napsan v souvislosti s pripravou jeji bakalarské prace a bude
nepochybné zajimavy i pro matematické ctenafe. Jan Stopka a Jindfich Dvorak
(druhy jmenovany je studentem oboru Fyzikalni inzenyrstvi) pfinaseji inspiraci ke
zpestteni dlouhych zimnich vecerti, a to ¢lankem ,, Karetni hra Kabrnaci“, pojed-
navajicim o originalni hte, jejiz soucasti jsou nejvyznamnéjsi postavy matematické
historie. Tuto hru nepochybné oceni i profesor Zenisek, sém znamenity hraé bri-
dze. Prispévek ,,O rozlozeni kofent kubického polynomu“ autort Jana Cerméka
a Ludka Nechvatala, ¢lentt Ustavu matematiky FSI, poukazuje na skute¢nost, ze
i v tak klasické problematice, jakou pfedstavuji kubické polynomy a jejich kofeny,
je stale nad ¢im pfemyslet.

Doufame, ze obsah tohoto dvojcisla zaujme co nejsirsi matematickou verejnost
(a to zejména studentskou) a t&sime se, Ze bude inspiraci i pro dalsi potenciondlni
prispévatele tohoto casopisu. Na zavér bychom radi jménem redakéni rady Kva-
ternionu poblahopiali profesorovi Alexandru Zenigkovi k jeho jubileu a popfali mu
mnoho zdravi a sil ke zdoldni naroénych védeckych vyzev, které pied nim jesté
stoji.

V Brné dne 23. 12. 2015
Jan Cermak, J. Francti, M. Kures

Ustav matematiky
Fakulta strojniho inzenyrstvi VUT v Brné
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SOUSTAVY JEDNOTEK CGS A SI V PRIPADE
ELEKTROMAGNETICKEHO POLE

ALEXANDER ZENISEK

ABSTRAKT. Tento ¢lanek byl napsan ze ¢tyf divoda: (1) Malokdo vi, Ze mezi jed-
notkami cgs a SI je v piipadé elektromagnetického pole velky rozdil. (2) VSechny
znamé ucebnice teorie relativity jsou napsany v cgs. (3) Chcemeli v teorii relativity
uzivat soustavu SI, na nékterych mistech se nevyhneme uziti soustavy cgs (jako
napt. pfi doslovném prekladu Einsteinovych textil). (4) Moderni soustava CGS je

Elektricka intenzita E a magnetickd intenzita H elektromagnetického pole spl-
1uji v soustavé cgs tyto Maxwellovy-Lorentzovy rovnice!

10E 4m
H- - - 1
rot - . J, (1)
divE = 4mp, (2)
10H
tE4+ —— =
rot E + T 0, (3)
divH =0, (4)

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu, g hustota elektrickych naboji a J = pu proudova
hustota, pficemz u je rychlost elektrickych naboj.
V cgs maji transformacni vztahy pro vektory elektromagnetického pole tvar

Bi= By By =7(B, - BH.), B =+(E. + H,) ¢
H, = H,, )= (H, + E.), H—~(H. - 5E,). (+4)
kde
v 1

6 - c a /7 - \/ﬁ)
pricemz v je relativni rychlost inercidlnich kartézskych pravotocivych souradnico-
vych soustav S a S’, které jsou zvoleny tak, Ze osy x a £ lezi na téze piimce a y||n,
z||¢. (Pro uréitost poznamenavame, 7e poc¢atek O’ soustavy S’ se pohybuje viiéi S
rychlosti (v, 0,0).)
Plati [8] = 1, takZe aby rovnice (x), (%) mély smysl, musi v nich mit vektory
E a H stejny rozmér

[H] = [E]. ()

1V soustavé SI maji tvar (7)-(10). Einstein se vyjadioval v soustavé cgs.
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V dikazu (5) napted pfedpoklddejme, ze J = 0. Potom z (1) plyne
10E 1 s 1
S = H = —-
c Ot } [H]

2

~ cms
V moderni soustavé CGS je jednotkou sily (stejné jako v cgs) 1dyn=1gcms 2.
Protoze chceme, aby Coulombuv zédkon mél tvar

: (6)

definujeme v CGS jednotku elektrického naboje (budeme ji znacit 1sC=1statC,
kde C je zkratka pro coulomb) vztahem? (1sC)%=1dyn (cm)2. Po odmocnéni (viz

2])

[th]z{ E] = [H]=[E. O

cm

1sC=1g"2cm?/?s7 1.

Z Coulombova zdkona (6) vyplyva pro rozmér intenzity elektrického pole

F g1/2cm3/25~1 o
Z (2) plyne stejny vysledek:
. - 1 _ (@] I (O Y SRy

Obratme jesté pozornost na rovnici (1), kdyz J # 0. Plati

1/2 (n3/2 o—1
£ et = 8o g fulle] _ [4my) o [1OE)
cm? cm?3 [c] c c Ot
coz je ve shodé s rovnici (1).
V SI maji Maxwellovy—Lorentzovy rovnice pro vakuum tvar

OE
tH—cg—=1J 7
Iro €0 o1 y ( )
codivE = p, (8)

OH
tE — =0, 9
rot B + o It 9)
divH =0, (10)

kde gp = 8,854 16-107'2 Fm™! je permitivita vakua a jg = 1,25665-1076 Hm™!
permeabilita vakua. Zde maji transformacni vztahy pro vektory elektromagnetic-
kého pole tvar podle [3], vztahy (10.10), (10.11)

Eé =F,, E;] =7 <Ey - BH, Z(())) ) Eé =7 (Ez +ﬂHy 52) ) (11)

& €
H{ = H,, HT’]_'y(HyaLBEM/MZ), Hg_y(HzﬂEy,/li)). (12)

kde [y] = [f] = 1 a déle podle [1], Tab. 7.03 na str. 555-559
J

o] = mkgs 2 A7 = a2 [e] = N (13)

2Slovy: Dva naboje o velikosti 1sC, jsou-li vzdaleny od sebe 1 cm, ptisobi na sebe silou 1dyn.
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takze
Ho 2 —3 A2 J
—_ =1 k A = — 14
|: €0 &% sA2’ ( )

kde J = m?kgs~2 = joule a A = ampér. V SI ma Coulombiiv zakon tvar

1 Qq

= L 15
4dmeg 12 (15)
Podle (15) pro velikost F intenzity E bodového naboje @ plati
q 4megr?
takze
B = mikgs 4 A2 58 — kg SA- = mlV 16
[E] = m”kgs E—mgs = m (16)
kde V = volt. Podle (12), (16) a (14)
A2
[H] = [E] [ EO} = mkgs 3A~! 2 mlA.
Ho J

Magnetické pole o intenzité H je charakterizovano silovym ptisobenim na pohy-
bujici se elektricky naboj ¢ podle vztahu

F:(I(VXB)a

kde v je rychlost naboje a B vektor magnetické indukce souvisejici s H vztahem
B = pH = prpoH.

Pozndmka. V moderni CGS jsou pouze mechanické jednotky; proto jsou elek-
tromagnetické jednotky definovany pomoci mocnin gPcm? s necelymi exponenty

b,q.

Spocteme jesté kolik sC odpovida jednomu coulombu. Diive vSak uvedeme mo-
derni MKS (kratce mMKS). Podle Coulombova zédkona (6) plati

newton - m? = [Q)% \iks-

Odtud
[Qlunks = kgl/2m3/25 1,
Podobné jako 1sC definujeme
1 miC = kg'/?m?/2s~ 1. (17)

Upravme Coulombtv zakon v SI na tvar

() ()

Porovnanim (18) s (6) dostavame

= \/47'('&‘07
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kde g je v soustavé mMKS a za ) dosazujeme hodnotu v coulombech. Presvéd¢ime
se o tom: Podle (13); a C = A-s plati

1 _ _
)= (ks = (kg2 AT A s = kgL (o0
0
Pravé strany (17) a (20) jsou totozné, coZ jsme potfebovali dokazat.
Protoze

£0=28,85-10"12Fm~! =8,85-1072m 2 kg 's*A?,
plati podle (19), kdyz polozime Q = 1C,
GmMKS = % -10° miC. (21)
Podle (6)
1 miC = (1000g)*/2 1000 cm®2 s~ = 7 - 10* sC,
takze podle (21)

1Ci%~101080i3-109s0.

REFERENCE

[1] B. Klimes, J. Kracik, A. Zenisek: Zdklady fyziky II, Academia, Praha, 1972.
[2] D. Nedbal: http://www-ucjf.troja.mff.cuni.cz/~nedbal/cr.
[3] A. Zenisek: Relativita do kapsy, ptipraveno k tisku.
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K TRANSFORMACNIM VZTAHUM VEKTORU
ELEKTROMAGNETICKEHO POLE

ALEXANDER ZENISEK A JAN LAMAC

ABSTRAKT. V leto$nim roce si pfipominame nejenom 100 let od vzniku obecné teo-
rie relativity, ale také 110 let od vzniku speciélni teorie relativity. V tomto pfispévku
se hlavné zaméfime na detailni odvozeni transformacnich vztahi pro vektory intensit
elektromagnetického pole klasickym zpusobem v soustavé SI. Einstein neuvedl v [1]
propocet piechodu od (E1) k (E3); jeho rovnice (E2) jsou jenom naznacenim. Do-
mnivame se, Ze v roce 110. vyroéi transformacnich rovnic (E4), (E5) je vhodné uvést

[4] — viz napf. [5], str. 166-167, resp. Ceskou uéebnici specidlni teorie relativity [6],
str. 225-227, a zde také kap. 5. Dodatek.) V kap. 5 jsou také dokdzany obdobné
transformaéni rovnice v SI. Klasické knihy o relativité (jako [2], [3], [5], [6]) uzivaji
soustavu cgs.

1. NEKOLIK UVODNICH VZTAHU

Maxwellovy-Lorentzovy rovnice jsou zjednodusené Maxwellovy rovnice, které Lo-
rentz' uzival ve své elektronové teorii.

Pro vétsi prehlednost zapisu budeme uzivat symboly &, 7, a 7 misto z’, %/, 2’
a t’. Nejjednodussi Lorentzova transformace (kdyZz osy x a & lezi na stejné pfimce,
pocatek O’ se pohybuje po ose x rychlosti v a ||y, (||z) pro pfechod z inercidlni
soustavy S do inercidlni soustavy S’ bude pak mit tvar

x — vt t— %z

5: 5 n=yv, gzzv T = 6227 (11)
w2 1- 22
2 2

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu. Pro inverzni Lorentzovu transformaci odpovida-
jici pfechodu z S’ do S nyni plati

§+vr T+ =5¢
—— Y=, === (1.2)
J1-% Vi-%

Podle Einsteinova principu relativity maji Maxwellovy-Lorentzovy rovnice pro
vakuum v soustavé S, resp. S’ tvar?

Tr =

IH. A. Lorentz, druhy nositel Nobelovy ceny, kterou ziskal spole¢né se Zeemanem.
2U#ivame zde soustavu jednotek SI.
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OE
rot H = «EOE, divE =0,
OH (1.3)
I'OtE:—/,LOE, leH:O7
resp.
OE/
rot' H = ¢ , div'E' =0,
or 14
- (19
rot' B! = —pg , div'H =0,
or

kde E a H jsou intensity elektrického a magnetického pole; €q je permitivita vakua
a po permeabilita vakua. Déle

E=(E, B, E.), H=(H,H,H,) E=(E,E,E.), W =(H,H,H),

i j ok
OFE OF, OF OF OF, OF
E= 0 9 0 — zZ Y \e T Z ) Yy T k
rot Ea,”” gy %,Z (83/ 0z )H_(az Oz >J+<8x 8y> ’
T y z
i/ s/ k/
/E/_ 9 J@ o | _ 6Eé 8E7/7 o/
orE = oy ol =\ T g )!
E5 E77 E
aiEé,aiEé j/+ LE;?,LEé k';
¢ 3 3 n

kde i, j, k, resp. 1', j’, k’ jsou jednotkové vektory v kladném sméru os x, y, z, resp.
&, n, (. Konecneé

E, E E, OE. OE! OF!
divE:a +ay+a div'E = —* n ¢

oz "oy o2 2¢ T oy Tac

2. PREKLAD MATEMATICKE CASTI EINSTEINOVA PUVODNIHO TEXTU
PARAGRAFU 6 PRACE [1]

Einstein ,odvodil“ transformad¢ni vztahy (E4), (E5) ve své préci z roku 1905 takto
(uzili jsme uvozovky proto, Ze Einstein zadny vypocet neuvedl):

Necht v klidné soustavé S plati Maxwellovy—Hertzovy rovnice pro vakuum,
takze mame (Einstein uzil soustavu cgs (v pfedchozim textu jsme uzili SI), takze
se na levé strané rovnic (E1) objevuje faktor 1)

10E, 0H. 0H, 10H, 0E, OFE.
c ot oy 0z ¢ Ot 9z Oy’
10E, 0H, OH.  10H, 0E. OE, (ED)
c Ot Oz Oz’ c Ot Ox 0z’
10E. 0H, OH, 10H., 0E, 0F,

c Ot O oy’ c Ot oy  Ox
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Transformujme rovnice (E1) do soustavy S’ pomoci Lorentzovy transformace uve-
dené v §3 prace [1]. (Zde viz (1.1) resp. (1.2).) Dostaneme

laEx _ rya(Hz - ﬂEy) _ ,Ya(Hy + ﬁEz)

c Or on ¢ ’

| 0(E,—pH.) 0H, O(H.-BE,)

T or o T e

1 O(E.+BH,)  0(H,+BE.) 0OH,

T o Y- " o -
10H, (B, —fH.)  O(E.+ BH,) (E2)
cor T b T e

1 O(H,+BE.)  O(E.+BH,) OE,

T or BT "o

| O(H.-BE,) 0B, 0(E,—BH.)

¢ ar “on T 8

kde konstanty v, 8 maji stejny vyznam jako v (3.10). Protoze v S plati rovnice
(E1), tak v S’ podle principu relativity plati rovnice

10E; OH. 0H, 10H; 0E; O
c Or on oC¢’ c Ot ¢ on’
10E) _ OH/{ B OH{ 10H) _ 87E2 B LE& (E3)
c Or o¢ o’ c Ot o€ oCc’
10E; OH, OH; 10H, OE; 0E
c Or o€ on’ c ot on o¢
Porovnanim (E2) a (E3) dostdvame tyto transformaéni vztahy
Bl = E,, E,=~(BE,—BH.), E. =~(E.+jH,), (E4)
H{=H,, H,=~(H,+pE.), H. =~(H.— BE,). (E5)

3. TANSFORMACE VEKTORU E A H v PRiPADE SI
Problém je, jak ziskat z rovnic typu (E1), resp. (E3) rovnice typu (E2). Abychom

vyjadiili Eé,E;,Eé,Hé,H;I,Hé pomoci Ey, By, E,, Hy,H,, H,, vyjdeme ze sloz-
kového tvaru rovnic (1.4):

OE. OH. OH,

€0 87' — 877 - 6< 9 (31)

O OH. OH!

n _ £ ¢
oy T ac T ae (3:2)

OE. OH' OH!

¢ _ n §
ar T ae  on (3:3)

dE. OE. OFE!

S 1y Z <, (3.4)

o oy T ac
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oH, OE. OFE!

_“OaT oy ac

oH, O, OE

—Ho or = 87( - Tga

OH. OB, OF,

T T ag an
OHL oH, OH.
e " an T ac

(3.5)
(3.6)
(3.7)

(3.8)

(Einstein nepovazoval za nutné uvést rovnice divE = 0,divH = 0, resp. div'E’' =

0, div’'H' = 0 v (E1), resp. (E3).) Plati

H/

)
)

T (3.9)

Y

b

(3.1a)
(3.2a)
(3.3a)
(3.4a)
(3.5a)
(3.6a)
(3.72)

(3.8a)

Ei(&n, (1) = Ex(2(&,m,¢,7),y(6,m,¢,7), 2(6,1,¢,7), (€, 1, ¢, 7))
By (&m,¢ 1) = Ey(z(&m,¢7),y(&m,¢ 1), 2(6,m,¢, 1), (€, ¢, 7))
Eé( 777<a ):Ez($( 7743 )>y(5a777§,7)72(fa77aC7 )’t( 777(37_))
Hy(§,m, ¢ m) = Ho(x(8,m, ¢ 7),y(&m,¢,7), 2(6,m, ¢, 7), 48,1, ¢, 7))
Hy\(&m,¢,7) = Hy(x(§,0, ¢, 7),y(&m,¢,7), 2(6,m, ¢, 7), 48,7, ¢, 7))
Hi(&n, ¢ 1) = Ho(2(&m,¢,7),y(&m, ¢ 1), 2(6m, ¢ 7), (€, €, 7))
Dosadme vztahy (3.9) do rovnic (3.1)—(3.8). Po tpravé dostaneme?
0E, OE,\ 0H. OH,
‘E”(at +“ax>: oy 0z
60’7(8Ey Lo 8Ey> 0H, _7<8HZ U@HZ>
ot Ox 0z or 2 ot )’
OF, OF, 0H, v O0H, 0H,
O\ i +”ax>:’y(ax 2 i )‘ oy
OF, v OF, OE, OF,
7<ax Tz 8t)+ oy o 0
0H, OH,\ OE, OF.
“07( ot “’ax): 52 oy’
0H, OH, OE. v 0E.\ OE,
,ug’y( ot +”ax>:7(ax 2 315) 0z’
OH, 0H, OF, oE, v OF,
“‘”( ot "V on ) ~ oy ”( dr 2 ot )
0H, v OH, 0H, O0H,
7(63: 2 o >+ oy "oz 0
3Uzivame vztahy
of _Ofodx _Ofdy _Ofdz _Of ot of v of
¢ " owoe  oyoe  ozoe | ot o€ ”(a*ga)’
of _off of _of of of of
9y on’ 02 ac’ 8717(5 d;r)
které plynou z pravidla o derivovani sloZené funkce a z transformace (1.2); zde symbol f nahrazuje
funkce Ey, Ey, E., Hy, Hy, H, a symbol f’ nahrazuje funkce E57 Ey, E’ Hé, Hy,

¢
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Vztahy (3.1a)—(3.8a) lze upravit na tvar (podrobnosti jsou uvedeny v zavéru
dukazu véty 1)

c 38]”; gy { (7. +eovEy )] - % ['y(Hy _ sosz)], (3.1b)
ME + povH. )] a;i aax[ (H +equE, )} (3.2D)

{7( uova)] - % {’Y(Hy - E()UEZ):| - a;i - (3.3b)

8;; aa[ (7, + uovﬂz)} + % [W(E = uova)] =0, (3.4b)

o 8; = ;{ (B, +povi )| - a% {’V(E - uova)}, (3.5b)

uo% [V(Hy - é‘osz)] ~ % {V(E - Mova)} - 6;;,@7 (3.6b)

Mo% [v(H + EovEy)] _9 - a% [w(Ey n uosz)}, (3.7b)

8;;1: S ;y[v(Hy — 2ovE: ) (,i[ (. + v E )} (3.8b)

kde

vzﬂl_iﬂz, =" (3.10)

Véta 3.1. Transformacni vztahy pro vektory E, H elektromagnetického pole
magi v soustavé SI v piipadé Lorentzovy transformace (1.1) tvar

Ei=E,, E, =~(Ey — pvH.), E =~(E. + uvH,), (3.11)
Hé = H,, H;7 =v(Hy +eovE.), Hé =v(H, — eovEy), (3.12)
¢ili (protoZe ¢ = \/;W)

E. = E,, E;:fy(Ey—ﬁHz ?) El :fy(Ez—f—ﬁHy,/?), (3.13)
0 0

&€ &
H{=H,, H, = 'y(Hy + BE,, /u—(;) H, = 'y(Hz — BE,, //7(;) (3.14)

Drikaz. Zavedme pomocné znaceni
B, = E,, Ey =E,, B, = E., H, = H,, ﬁy = Hy, H,:=H, (3.15)
a s jeho uzitim napiSme rovnice (1.3) ve slozkéach:
OE, OH. OH,
= —_— 3.1
o T oy o (8.1c)
oE, OH, OH,
= - 2
ot T o o (8.2c)
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€0 88% = 88[? - 8;3, (3.3¢)

OE, N OE, N OF,
oz dy 0z
0H, OE. 0E,

=0, (3.4¢)

—Ho = S (3.5¢)
oH, OE, OE,
T T oz T on (8.6¢)
9H, 0E, OE,
T T o oy (8.7¢)
H, 0H, OH.
0 +6 y+a =0. (3.8¢)

or oy 0z

Protoze rovnice (3.1¢)—(3.8c) znamenaji totéz co rovnice (3.1b)—(3.8b), plati

E, = E,, Ey = vy(Ey + povH,), B, = YE. — povHy), (3.16)
H, = H,, ffy: v(Hy — eovE,), H, =~(H, + eovEy), (3.17)

V pravych strandch rovnic (3.16), (3.17) polozme

1.:1.(57777 C’ T)7 y:y(g’,’/]7 C’ 7_)7 = Z(£7n7<77)7 t:t(g’ 777 <7T)7
takze podle (3.9) plati

Em = Eé, Ey - 7(E7/7 + ,UOUHé)a Ez = '7<E< ,U'OUHn)v (3 18)
H, = H, H,=~(H, - wE,), H.=~(H,+eE,), (3.19)

Odstranime-li v levych stranach rovnic (3.1), (3.19) jiz zbyteény ,klobouk* (wide-

hat ¢ili ¢esky obvykleji stiisku), dostaneme
E, = E}, E, =~(E, + povH{), E.=~(E; — pvH,), (3.11%)
H, = H{, H,=~(H) — k), H.=~(H+eovE), (3.12%)
coZ je inverzni transformace k transformaci (3.11), (3.12).
Zbyvéa dokazat implikaci (3.1a) — (3.8a) = (3.1b) — (3.8b). Kazdou ze ¢tyf
rovnic (3.2b), (3.3b), (3.6b), (3.7b) lze ziskat z jednotlivych korespondujicich rovnic

(3.2a), (3.3a), (3.6a), (3.7a) snadnou upravou a uzitim vztahu ¢ = 1/,/ggpo.
Rovnice

(3.1b) = v x (3.1a) — yeov X (3.4a).
Rovnice
(3.4b) = v x (3.4a) — yuov x (3.1a).
Podobné,
(3.5b) = v x (3.5a) — yuov(3.8a) a (3.8b) =~ x (3.8a) — yeov x (3.5a).
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3A. K opvozeNni ROVNIC (E2)

Einsteinuv vysledek transformace rovnic (E1) na rovnice (E2) je nestandardni:
ystaré“ funkce F,, ..., H, jsou derivovany podle ,novych“ proménnych &, 7, (, 7.
Zcela ve stylu ¢lanku [1] neni pfipojen zadny komentaf nebo néjaké zduvodnéni.
Pozndmka. 1 kdyz funkce E,, ..., H, nesouviseji s proménnymi &, n, , 7, mate-
maticky formalismus dovoluje pséat (kde f je libovolna z funkci E,, ..., H,)
o5 _afoe ofom  ofoc o5 o
ds 0£0s Onds 0OCOs Or Os
UvaZujme prvni z rovnic (E1):
10E, OH, 0H,
c ot Oy 0z
Podle (1.1) a (3.20) dostavame z rovnice (3.21):
1/ 0B, U+6E$ _OH, 0H,
o "o )T Tay T e
Odtud nedostaneme prvni rovnici (E2), i kdyby platilo
0E, OE, OE,
+ Y 4+ 2 =0
o on O

Zaporné vysledky se dokazuji obtizné, ale zd4 se, Ze pres (3.20) cesta nevede.

(s =m,y,2,t). (3.20)

(3.21)

(3.22)

Cc

4. JESTE K ODVOZENI ROVNIC (E2)

Domnivame se, ze Einstein zachazel s derivacemi tak, jako by to byly zlomky, takze
upravoval jejich ,citatele® nasledujicim zptisobem:* S pomoci (3.9) ptepiseme rov-
nice (3.1b)—(3.8b) na tvar (jiny zpusob ziskani rovnic (4.1)—(4.8) pomoci definice
parcialnich derivaci nevidime, resp. by byl prilis krkolomny, coz by Einstein nedé-
lal)

605’8—]3é = a% {W(Hé + EovE;)} - % {V(H,'] - sovEéﬂ ) (4.1)
sogt [W(E,g + ,uovHé)} = 88—1? - % [v(Hé + Eo’UE;]):|, (4.2)
50% [W(Eé - MOUH;)} = 5% [v(H,', - awEé)] - aazé, (4.3)
% + a% [7 (&, + Mo’UHé):| + % [V(Eé - MOUH;)} —0, (44
Mo%}? - % {V(E; n uovHé)] - a% [’y (Eg - /,L()UH:]>:|, (4.5)
uo% [’y (1~ EOUEE)} - % [7 (Bt - ,LL()UH;?):| - 68—%, (4.6)

4Podle naseho minéni nelze takto postupovat.
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8 / 12 _ aEé a / /
oy (o) | = - [ wo)] o
OH! 8 )
=5 a{ (H;7 - EovEé)} + 5 [V(Hé + Eo’l)E;]>:| ~0. (4.8)

Toto jsou rovnice typu (E2). Podle Einsteinova principu relativity vyjadfuji rovnice
(4.1)—(4.8) totéz co rovnice (1.3). Odtud

E, = E;, E, =~(E, + povH{), E.=~(E;— povH,), (4.11%)

H, = H, H,=~(H, —egEL), H.=~(H.+ewE.), (4.12+)
To jsou inverzni rovnice k rovnicim (3.11) a (3.12). Z nich snadno ziskdme rovnice
(3.11) a (3.12).

5. DODATEK

Jesté dokazeme dvé véty o transformaci vektoru E, H, a to jak v cgs, tak v SI
s pomoci Minkowského formalismu.

Véta 5.1. Transformacni vztahy pro vektory E, H elektromagnetického pole
maji v soustavé cgs tvar

EézEI, Eﬁlz v(E, — BH.), ,:.= Y(E. + BHy), (5.1)
Hé =H,, H{7 v(Hy + BE.), v(H. — BEy), (5.2)
kde v =1/y/1— 32, B =v/c.
Naptred uvedeme dvé lemmata:

Lemma 5.2. Pri nejjednodussi Lorentzové transformaci (kde osy x a & lezi na
jedné primce a y||n, z||C) pro étyfvektor (x1, xa, 3, 24) plati

oo tife o Taifm (5.3)
1 m? 2 2, 3 35 4 m7 .
! : ! ! : !
xr7 —1px xry +1px
x1:1754 Ty =ah, T3 = T4, x4:4751 (5.3%)

\/ﬁ, \/ﬁ,
0 _BmtVan 00 00 0 g Vin gy
gry I | Oxy Oy Oahy dws’ 0ay J1-p
0 9 0xy . 0 9 9oz, . 0
at Oxy Ot _lcax47 ot al’ﬁ; ot _lcaxﬁlv (55)

kde znadime x1 = x, xa =y, x3 =z, ;g = ict a 2}y =&, h =n, 5 = (, x) =icT.

Diikaz. Rovnice (5.3) tvoii nejjednodussi Lorentzovu transformaci napsanou
pomoci Minkowského soufadnic; (5.3%) je k (5.3) inverzni transformace. Vztahy
(5.5) jsou zfejmé a vztahy (5.4) plynou z (5.3%) a véty o derivaci slozené funkce,
podle které

Ox; 0
=1,...4).
89:k ;8:1% 0z ’ )
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Druhé lemma se tyka potencialu A, ¢, které vystupuji ve vztazich

E=—gradp — —
c

10A
ot’

H=rot A.

15

(5.6)

(Poznamenejme, zZe veli¢iny A;, Ay, A., ip jsou slozky ¢tyfvektoru Ay = A;, Ay =

Ay7 A3 = Azu A4 = lQO)

Lemma 5.3. Pro slozky vektori E = (E,, E,, E,), H= (H,, H,, H,) plati

. 0A1  0A4
Ew = a5 T 4

! 8564 8951
oAy 04
v 8332 8x3 ’

g _ 0 0As
v 8I4 8:62 ’
LA 04
v 81‘3 61‘1 ’

043 0A,
Owy Owg’
04; A
dwy Dy

(5.7)

(5.8)

Diikaz. Dokdzeme (5.7): Nésobme prvni vztah (5.6) imagindrni jednotkou i.

Dostaneme pro kK =1,2,3

O

. . 8@ i (9Ak 8A4 3Ak
ik =—-1—— - = — ,
Oxr ¢ Ot Oxr  Oxy
coz je jiz (5.7); pii tpravé —1 24k jsme uzili vztah (5.5). Vztah (5.8) plyne z H =
rot A.
Dikaz véty 5.1. S uzitim (5.3) a (5.4) dostaneme:
H,:BAg_aA’QzaAg_BAQ:H
T Oy  Oxf  Oxy Oz ”
04 045 0 (ALtidsy Gur 185
T Oxy Ox) Oxz\ /12 V1-p2
9A;  0As 7iﬁ(8A3 _ 8A4>
6363 8951 6334 8:83

coz dé konecny vysledek (s

Zcela stejné muZzeme psat

i~ 0A,  0A]

GioE

pomoci (5.7), (5.8))
,_ Hy+BE,
1S

0As
Oxq

:n0A 0A :
+1531§ B 89521 _16

0A4
Oxo

_ H. - BE,

- T 7
Oz}  Oxh

JI- B

Nk

Tim jsme dokazali (5.2). Nyni dokazeme (5.1). Ditkaz vztahu E{ = E, je opét

snadny; omezime se na E;:

/ / OAy _ :n0A
Loom om  HE-gh o
T oxly Oz V1-p52 0z

04 _ 04y _jp(0As _ 04,

3%4 63)2 8951 8%2

cili

Jio3

iE{7 =(iE, —ipH,),

(

JI-F

Ay — iﬂAl)
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coz po zkraceni imagindrni jednotkou i dé E; = v(E, — BH.). O
Lemma 5.4. V SI plati
A
E = —grady — uo a@t H =rotA. (5.9)

Diikaz. Dosadme zfejmy vztah H = rot A do druhé Maxwellovy rovnice rot E+
uo%—? = 0, kterou jsme napsali v SI. Dostaneme rot(E + uo%—;\) = 0. Tento vztah
bude splnén, polozime-li E—|—u0%—? = —grad ¢, coz je defini¢ni vztah pro ¢. Odtud
plyne prvni vztah (5.9). O

Véta 5.5. Transformacni vztahy pro vektory E, H elektromagnetického pole
magji v soustavé SI v piipadé Lorentzovy transformace (1.1) tvar

E.=E,, E, :fy(EyfﬂHz %’) E :V(EZqLﬁHW/Z—Z), (5.10)

H, = H,, H = ’y(Hy + BE,, /%) H. = V(Hz — BE,, /%) (5.11)

Diikaz. V pripadé SI staéi polozit A4 =i 50 >p. Potom (je totiz ¢ = 1/,/mo€o)
iEffiai,i 04k _ _ [mo € Op 104
k= oxy Ho ot o Oz, ic Ot

__ [ (0As OAx
o Oxr Oz )’

takze vyjde napf. (podle (5.12) a lemmat 5.1 a 5.2)

(5.12)

0A, _ 9As _ :nf0As _ 0A4
g 0404y on o 1ﬂ<

o 1 3 Oxy Oxs3 ) . 570
T Owy Ooh Vi-p82 _7<Hy+ﬂEZVM0>7
B 3<p _i 0AL _ ko, €0 0’ g9 0A;
¢T ac T co '\ 1o ¢ o ot
_ [wo (0Ay  10A3\ _ [po (04 8A’
N go \ O ic Ot ) g0 \ Oz O
Ho aA4 . aA’41 aAg 8A3
= — — | — _ lﬁi + _
€0 81‘3 81‘3 8x4 8.’1,‘1

_ [Ho 0As  0A4\ | . _6A3 0A1\]
a €0 " |: ( 8.1?4 61‘3 + lﬂ 61‘1 81‘3 n IE + IBH
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UPLNE MAXWELLOVY-LORENTZOVY ROVNICE V CGS A SI

ALEXANDER ZENISEK

ABSTRAKT. Clanek uzavird sérii t¥i ¢lankt zapocatou ¢lanky [5], [4]. Reference [2]
byla uzita ve vété 1 a poznamce 2 (konkrétné kap. o integraci Maxwellovych rovnic),
reference [1] v ditkazu véty 5 (konkrétné odvozeni vztahu (48.11), ktery vyjadiuje
rychlost svétla c). V sérii je nejvyznamnéjsi ¢lanek [4] se svymi vyhradami k Ein-
steinové postupu.

Elektricka intenzita E a magneticka intenzita H elektromagnetického pole spl-
1uji v soustavé cgs tyto Maxwellovy-Lorentzovy rovnice!

10E 4r
H_--2=— 1
rot c Ot c ' (1)
divE = 4mp, (2)

OH
tE 4 - =

rot E 4+ ey 0, (3)
divH = 0, (4)

kde ¢ je rychlost svétla ve vakuu, o hustota elektrickych ndboju a J = gu proudova
hustota, pfi¢emz u je rychlost elektrickych naboju.

Vzhledem k rozsahlosti odvozovani shrneme hlavni vysledky do Véty 1, kterou
potom dokazeme.

Véta 1. Rowvnice (3) a (4) zarucuji, Ze intenzity E a H lze vidy vyjddrit vek-
torovym potencidglem A a skaldrnim potencidlem ¢ ve tvaru

10A
E:—gradw—zﬁ, (5)

H =rotA. (6)

Pokud je mozné zvolit potencidly A a ¢ tak, aby spliovaly Lorentzovu kalibracni
podminku

10¢
divA+-—=0 7
vATS ot ’ Q)
potom rovnice (1) a (2) maji tvar
1 0°A 4dn
- 1
c? ot? c (1a)
1 0%

1V soustavé SI maji tvar (13)—(16). Einstein se vyjadfoval v soustavé cgs.
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VZdy vsak plati rovnice (1c), (2¢). Z nich lze potencidly A a ¢ vypoditat pFi danyjch
o ad=ou.

Diikaz. Protoze div rota = 0 pro kazdy vektor a, z rovnice (4) plyne existence
vektorového potencidlu A, pro ktery plati (6). Dosazenim (6) do (3) dostaneme

rot (E—l— i %‘?) = 0. Tento vztah bude také splnén, polozime-li E+ i %‘? = —grad ¢,

coz je defini¢ni vztah pro skaldrni potencial . Z néj plyne (5).

Nyni odvodime rovnice (1a) a (2a). Dosadime proto (5) a (6) do rovnic (1) a (2),
2 2
pfiéemz k (2) pfi¢téme nulu ve tvaru 0 = C%%Tf - C%%Tf:

10 1 0°A
rotrot A = 7;]’ — f&<grad QD) — ?W’ (1b)
10% 10% 10,
—divgrad ¢ + 292 CEW <5 (div A) = 4mp. (2b)
Pfipomeinime znamé vztahy z vektorové analyzy:
rotrot A = graddiv A — AA, divgrad p = Ap.
S jejich pomoci upravime (1b) a (2b):
1 92A 10¢ 4m
~ 2 — grad (leA + - Tt ) = —7.], (1c)
19% 10 19¢
——=— 4+ -—(divA ) —47o. 2
o g oo (VAL e (2¢)

Vidime, ze systém (1c), (2¢) by se zna¢né zjednodusil, kdyby platila Lorentzova
podminka (7). (Potom bychom, mimo jiné, obdrzeli dvé na sobé nezévislé rovnice.)

Obrafme nejdiive pozornost na to, Ze podminka (6) nedefinuje jednoznacné
vektorovy potenciadl A. MuZeme zavést jiny vektorovy potencidl A’, ktery se 1isi
od A o gradient libovolné funkce f(z,y, z,t):

A=A +gradf (8)

a vztah H = rot A’ zustane v platnosti (je rot A = rot A’, protoze rot grad f = 0).
Nyni, aby se nezménila hodnota E, musime soucasné zménit definici skalarniho

., , . .- . , 10f.
potencialu tim, ze od néj odecteme vyraz E(T{'
10f
—p_ - 9
V== a (9)
Potom
10A’ 1 of 10A 10
J— ! —_—,—,—— N —
grad ¢! — 5y = —wmad o+ Cgnad () - D58 = Lo (amad )

Protoze operace % a grad jsou komutativni, tak se druhy a ¢tvrty vyraz na pravé

strané rusi a plati

10A’ 10A
—grad ' — = el —grad ¢ — o =
Tedy potencidly ¢ a A mﬁieme definovat pomoci vztaht (5) a (6). Vztahy (8)
a (9) se nazyvaji kalibraéni transformace. Pokud Lorentzova kalibraéni podminka
(7) plati, systém (1c), (2c) se redukuje na dvé samostatné vlnové rovnice (la),

(2a).
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Zjistime nyni, kdy plati Lorentzovy kalibra¢ni podminka (7): Podrobme poten-
cidly ¢ = ¢ — %%, A = A’ +grad f (ziskané z kalibraéni transformace (8), (9))

;g(/ 19f

Lorentzové kalibra¢ni podmince div (A’ +grad f) + < 5; (¢’ — % ;) = 0. Dostaneme

(vzhledem ke vztahu divgrad f = Af)

18? 10¢/
T _givar+ 197

—A - .
U c2 Ot? c Ot

(7a)

Tedy: Pokud Af — C%%th = 0 (tedy pokud funkce f spliiuje homogenni vlnovou
rovnici), potom plati Lorentzova kalibra¢ni podminka (7) pro potencidly A’, ¢'.
Naopak: Pokud je prava strana (7a) rovna nule, potom i leva strana (7a) je rovna
nule, tj. funkce f spliiuje homogenni vlnovou rovnici.

Votruba [3], str. 43: Z hlediska rovnice (7) a vlnovych rovnic (1la), (2a) jsou

potencidly A’, ¢’ rovnocenné puvodnim A, ¢ jen tehdy, spliiuje-li funkce f sama
a2

vlnovou rovnici Af — c%% = 0. Tato podminka neni ovSem nutnd. (Dikaz neu-

veden. Konec citatu.) O

Nadstin teseni rovnic (la), (2a): Ezistuje-li obecné feseni rovnice

10°f

c? ot? ’
mdme také obecnd feSeni homogennich rovnic prislusnych k (1a), (2a). Nyni uz
staéi nalézt partikuldrnd fesend rovnic (1la), (2a). O

Pozndmka 2. Dokazeme tzv. rovnici kontinuity, ktera vyjadiuje zakon zacho-
vani elektrického ndboje. Derivujme proto rovnici (2) podle ¢asu

% (div E) - 4ﬂ%

a na rovnici (1) aplikujme operédtor div. Protoze div rot H = 0 VH, dostaneme
(zaménime-li operétory % a div)

4 . 10 /..
7d1VJ+E&(d1VE> =0.

Vyloucime-li z poslednich dvou rovnic vyraz % (div E), ziskdme rovnici kontinuity

do
divJ+ — =0. 10
wd + It (10)
Fyzikalni smysl (10) je tento: Zména hustoty o v daném bodé se déje pouze
v dusledku vtékéani ¢i vytékani elektrického toku v tomto bodé. O

Nasledujici vétu o transformaci vektoru E, H lze elegantné dokézat pomoci
Minkowského formalismu (viz [4], kap. 5).

Véta 3. Transformacni vztahy pro vektory E, H elektromagnetického pole maji
v soustaveé cgs tvar

Eé =Eg, E;; = V(Ey - ﬂHZ), Eé = ’Y(Ez =+ BHy)’
Hé = Hy, H;] = ’Y(Hy + BEZ)? Hé = V(HZ - /BEZJ)’

kde vy =1/y/1—p52%, B =v/c.
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Poznamka 4. V soustavé SI maji Maxwellovy—Lorentzovy rovnice tvar

OE
tH—cg— =J 11
ro €0 , (11)
godivE = o, (12)

OH
t E — =0 13
ot B+ i —, (13)
divH =0, (14)

kde g = 8,85416-10" 12 Fm™! je permitivita vakua a po = 1,256 65-10 S Hm™!
permeabilita vakua.

Véta 5. Pro rychlost svétla ¢ ve vakuu plati

1
c= . (15)
VEOHO
Dikaz. Dokézeme, 7e v pripadé
J=0, 0=0
z rovnic (11)—(14) plyne

0’E . 0’E . 0’E . 0’E (16)
8r2 " 9z2 | x2  H0g2>

coz je vlnova rovnice pro vektor E, kde eouo = 1/c2. Protoze 1/,/gofio = 2,9979 -
108 ms™1, plyne odtud (15). Dokézeme tedy (16).
Derivujme z-ovou slozku rovnice (11), kde J = 0, podle ¢:
0’H, 7 0*H, . 0’E,
oyot  ozot o
Derivujme dale ypsilonovou, resp. zetovou slozku rovnice (13) podle z, resp.y
0*H, 1 (0*E, O%E, 0%H, _ 1 0’E, 0°E,
022 0x0z)’ 0Otdy o \O0xdy  Oy?
a dosadme tyto dva vztahy do (17):

(17)

Hoz o

oMo OEy = OB,  OE, — <82Ey + 32Ey>. (18)
ot? Oy? 022 Oxdy  Oxdz
Posledni dva ¢leny v zavorce upravime
9*E,  O%E, _ a(aEer 8EZ)
Oxdy 0xdz Oz \ Oy 0z )’
Podle rovnice (12), kde o = 0, je
OE, N OFE, _ 0B,
Oy 0z Oz’
takze
0’E,  0*E, _ 0 0B, _ 0*E, (19)

0xdy = 020z or 8z 012
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Dosadime-1i (19) do (18), dostaneme

0*E, 0°E, O0O%E, 0*E,

Ox? Oy 9.2 OH0THe
coz ie x-ové slozka vektorové rovnice (16). Zbyvajici dvé slozky se dokézou ob-
dobné. O

Pomoci Minkowského formalismu lze odvodit transformacni vztahy pro vektory
E, H také v SI (viz opét [4]):

Véta 6. Transformacni vztahy pro vektory E, H elektromagnetického pole maji
v soustavé SI v pripadé Lorentzovy transformace tvar

E,=E,, E, :fy(Ey—ﬁHZ 5—2) B ZV(EZJrﬂHy,/‘;—;’),

& 9
H; = H,, H, ZV(Hy+5EZ\/;Z>a H; = (M —ﬁEy\//j(;)

éili (protoze f=v/c al/c= \/eomo)
E{ = E,, E| =~(E, —vuH.), E; =~(E.+vuH,),
H{=H,, H,=~(H,+veoE.), H. =~(H.—veoEy).
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O ROZLOZENI KORENU KUBICKEHO POLYNOMU

JAN CERMAK A LUDEK NECHVATAL

ABSTRAKT. Clanek je vénovan problematice lokalizace kofenti kubického polynomu
s obecnymi redlnymi koeficienty. Jsou zde odvozeny efektivni a soucasné optimalni
(tj. nutné i postacujici) podminky na koeficienty tohoto polynomu, které zajistuji, ze
vSechny jeho tii kofeny lezi ve stanovenych oblastech komplexni roviny. Ponévadz
primy postup zalozeny na uziti Cardanovych vzorct neni pro tento tucel vhodny,
¢lanek diskutuje i dalsi metody pro feseni problému tohoto typu.

1. Uvobp

Kubické polynomy (tedy polynomy tfetiho stupné) s redlnymi koeficienty hraji
velmi dilezitou tlohu v rtznych matematickych i nematematickych oblastech,
a s potfebou nalézt kofeny néjakého konkrétniho kubického polynomu se setkal
témér kazdy student technického ¢i pfirodovédného smeéru. Je vSeobecné znamo,
Ze pro FeSeni tohoto problému existuji tzv. Cardanovy vzorce, které umoznuji vyja-
dfeni téchto kofenti pomoci koeficientti daného polynomu. Tato skutec¢nost prispiva
k domnénce, ze tim je otazka vySetfovani kofeni kubického polynomu vyresena,
a neni proto dtivod se problematikou souvisejici s analyzou téchto korenii dale hlou-
béji zabyvat. Cilem tohoto ¢lanku je poukizat na skutecnost, ze tomu tak neni, a ze
naopak existuji problémy, souvisejici piedevsim s lokalizaci kofenti, které mohou
byt i nadale pfedmétem vyzkumu v oblasti kubickych polynomi.

Jedna z nejvyznamnéjsich aplikaci kubickych polynomt souvisi s kvalitativni
analyzou spojitych a diskrétnich dynamickych systémi. Uvazujeme-li spojity dy-
namicky systém ve formé soustavy tii linedrnich autonomnich diferencialnich rov-
nic prvniho fadu (piip. ve formé jedné linedrni autonomni diferencidlni rovnice
tfetiho fadu), pak odpovidajici charakteristicky polynom je préavé kubicky poly-
nom. Je pfitom znadmo, Ze lineadrni a nelinearni tfidimenzionalni dynamické sys-
témy maji zdsadni vyznam z hlediska teoretického i praktického (v této souvislosti
pripomenme alespon Lorenziv problém konvektivniho proudéni v atmosfére, jehoz
matematicky model ve tvaru zminéné dynamické soustavy se stal zdkladem pro
studium chaotického chovani, viz napf. [6]). VySetfovani hlavnich problému kva-
litativni teorie spojitych dynamickych systémil, jako jsou otdzky (asymptotické)
stability, periodického chovani a oscilatorickych vlastnosti, pak formuluje nasledu-
jici problémy pro prislusné charakteristické polynomy:

2010 MSC. Priméarni 26C10; Sekundarni 65H04.

Kli¢ova slova. Kubicky polynom, Cardanovy vzorce, lokalizace kofent.

Prace byla podpofena projektem Moderni metody aplikované matematiky pro vyuziti v tech-
nickych védach (FSI-S-14-2290).
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Maji vSechny kofeny daného polynomu zépornou realnou c¢ast? Existuje kofen
polynomu s nulovou realnou ¢asti? Jak je tomu s realnosti ¢i neredlnosti korena?

Zatimco v pripadé kubického polynomu je posledni otazka pomérné snadné, a lze
ji skute¢né zodpovédét piimo pomoci Cardanovych vzorct (ptip. pomoci dalsich
elementarnich vlastnosti kubickych polynomt), odpovédi na zbyvajici dvé otazky
jiz tak snadné nejsou. Pozdéji ukazeme, Ze ani pro kubicky polynom s konkrétnimi
koeficienty nelze uzitim Cardanovych vzorci snadno rozhodnout, zda vSechny ko-
feny maji, ¢i nemaji zdpornou redlnou ¢ast. V teorii stability je navic ¢asto po-
tfeba tuto odpovéd znat pro polynom s obecnymi koeficienty. V takovém piipadé
se ukazuje pouziti Cardanovych vzorci byt nevhodné, a proto se voli alternativni
postupy (vychézejici nejcastéji z aplikace Routhova—Hurwitzova kritéria), které
dévaji rychlou odpovéd na tuto otézku.

V nedéavné dobé se objevily nové obecnéjsi polynomiélni problémy, a to zejména
v souvislosti s analyzou tzv. zlomkovych spojitych dynamickych systémi, kdy je
derivace prvniho fadu stavové proménné nahrazena derivaci necelociselného radu
(nejéastéji se jednd o redlné Cislo lezici mezi nulou a jednickou). Specidlné problém
asymptotické stability systému tohoto typu se da formulovat pomoci pfislusného
charakteristického polynomu takto:

Jaké podminky je tfeba klast na koeficienty polynomu, aby absolutni hodnota
argumentii v8ech jeho kofent byla vétsi nez pfedepsand hodnota v € (0, 7/2]?

Vsimnéme si, ze pii v = 7/2 se jednd o vySe zminény klasicky problém, kdy
pozadujeme, aby vSechny kofeny daného polynomu mély zapornou redlnou c¢ast.

Odpovéd na tento problém je obecné velmi obtiZnd, a do neddvné doby nebyla
zodpovézena ani v pripadé kubického polynomu. Presnéji feceno, zformulované
podminky nebyly bud explicitni (tj. formulované pfimo pomoci koeficient poly-
nomu a parametru vy), nebo mély charakter pouze postacujicich podminek. Hlavni
vysledek tohoto ¢lanku zformuluje podminky explicitni a pfitom optimélni (tj.
nutné i postacujici).

Podobné problémy se fesi i v oblasti analyzy diskrétnich dynamickyjch systém.
Rozdil spociva pouze v tom, ze prislusné podminky, kterym maji kofeny charakte-
ristického polynomu vyhovovat, jsou jiného charakteru. Speciilné, omezime-li se na
otazku asymptotické stability klasickych diskrétnich dynamickych systému, pak je
tfeba posoudit, zda vSechny kofeny prislusného charakteristického polynomu maji
velikost mensi nez jedna. V pfipadé kubického polynomu s obecnymi koeficienty
je analyza této vlastnosti zalozena na uziti Schurova—Cohnova kritéria (pfimé od-
vozeni potiebnych podminek pomoci Cardanovych vzorctu je opét pocetné velmi
komplikované). Uvazujeme-li tzv. zlomkové diskrétni dynamické systémy, které
zahrnuji diference necelociselnych fada, pak otazka lokalizace kofent pfislusného
charakteristického kubického polynomu v dané oblasti komplexni roviny je dosud
nezodpovézenym problémem.

Nyni uvedeme par poznamek ke strukture tohoto ¢lanku. Kapitola druhé je vé-
novana shrnuti zakladnich poznatki, které souviseji s Cardanovymi vzorci a jejich
uzitim pii hledani kofent kubického polynomu s obecnymi koeficienty. Treti kapi-
tola pfipomene vyse zminéna klasickd polynomialni kritéria, kterd aplikujeme na
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kubické polynomy s cilem ziskat efektivni podminky na jejich koeficienty zarucu-
jici, ze vSechny kofeny spliuji pozadovanou lokaliza¢ni vlastnost. V kapitole ¢tvrté
uvedeme rozsifenou verzi Routhova—Hurwitzova kritéria pro kubické polynomy,
vCetné nastinéni principu dikazu. Zavéry této kapitoly jsou vysledkem nedavného
vyzkumu autort tohoto ¢lanku. Posledni kapitola mé shrnujici charakter, naznaci
ale také nékteré sméry dalsiho vyzkumu.

Na zavér tvodni kapitoly je tfeba zduraznit, Zze v dalSim textu se zamérime
jiz vyhradné na vyse uvedené problémy souvisejici s lokalizaci kofenti kubického
polynomu. Vyse uzivané pojmy, jako asymptoticka stabilita diskrétnich a spoji-
tych dynamickych systémil, nebo derivace a diference necelo¢iselnych radi, slou-
zily pouze jako motivace a zdivodnéni, proc¢ je uzite¢né se témito polynomidlnimi
otazkami zabyvat. Proto tyto pojmy nebudeme bliZe specifikovat. Poznamenejme
jen, Ze zatimco otazka stability linearnich dynamickych systému a jeji souvislost
s rozlozenim kofenu pfislusného charakteristického polynomu je zalezitost klasicka
(podrobnosti lze nalézt v kazdé ucebnici vénované témto systémim, viz napf. [7]
a [3]), oblast tzv. zlomkového kalkulu, kam patii pojmy derivace a diference necelo-
¢iselnych Fadu, jiz standardni véci neni. Uvod do této problematiky je p¥istupnou
formou popsén napf. v [5] a [10]. Poznamenejme také jesté, ze vysledky tohoto
¢lanku obsahové navazuji na préci [1], kde jsou uvedeny dalsi souvisejici vysledky
a poznamky.

2. CARDANOVY VZORCE
V této i dalsich kapitolach bude kubicky polynom uvazovan s vedoucim koeficien-
tem rovnym jednél, tj. ve tvaru

Q) =2 +aX\? + b+,

kde koeficienty a,b, ¢ jsou libovolna realna cisla. Pfedpis pro vypocet vSech tii
kofenti tohoto polynomu je znam pod nazvem Cardanovy vzorce?. Postup pii od-
vozeni téchto vzorct je nasledujici. Kubickou rovnici

QN =X +aX24+bA+¢=0 (2.1)

nejprve prevedeme na tzv. redukovany tvar, ktery neobsahuje kvadraticky ¢len. To
Ize provést diky substituci

a
A=t— .
3
Po dosazeni tohoto vztahu do (2.1) a tpravé dostaneme rovnici
2+ pt+q=0, (2.2)
kde
a? 2a® — 9ab
p=b— — a g=c+ —.

3 27
Je-lip=0, qg+#0, nebo p # 0, g =0, nebo p = ¢ = 0, pak rovnici (2.2) lze snadno
vytesit. V dalsim tedy uvazujme p, q # 0.

1T neni omezujici, nebot kdyby vedouci koeficient nebyl roven jedné, tak polynom vydéleny
timto koeficientem bude mit stejné kofeny.
2Gerolamo Cardano (1501-1576) byl italsky matematik, filosof, astronom a astrolog.
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Predpokladejme nyni, Ze 1ze nalézt dvé neznamé w a v splaujici t = u + v.
Dosazeni tohoto vyrazu do (2.2) vede po roznasobeni na tvar
ud + 03 + (3uv + p)(u +v) + ¢ =0.
Polozme
3uv+p=0, neboli wv=-—p/3 (2.3)
(to jisté mlizeme, tato vazba neodporuje podmince u + v = t). Potom
ud 03 = —q azarovenn wudv® = —p3/27.

Je zndmo, 7e kofeny z1,x» kvadratické rovnice 2 + Az + B = 0 spliiuji vztahy

21 + 19 = —A, 175 = B (tzv. Vietovy vzorce). Z toho plyne, ze u® a v® jsou
feSenimi kvadratické rovnice
3
p
22+ qr — — =0,
97

tedy

:_+¢+27 :__¢+2T (2.4)

Rovnice (2.4) nyni pfedstavuji dvé binomické rovnice pro neznamé u, v, pficemz
kazda rovnice ma tii feseni. Zdanlive tedy dostaneme devét hodnot feseni ¢t = u+v
rovnice (2.2). Uvédomime-li si v8ak, ze pro jedno konkretni feSeni « rovnice (2.4);
je TeSeni v rovnice (2.4)5 uréeno jiz jednozna¢né vztahem v = —p/(3u) plynoucim
z (2.3), mdme pouze t¥i mozné hodnoty pro soudet u + v.

Plati nésledujici tvrzeni: Nechf &z, pfedstavuje jednu (pevné zvolenou) hod-
notu tohoto feSeni (ze tif moznych) binomické rovnice 2® = zy. Pak vSechny tii
hodnoty fefeni je mozné napsat ve tvaru®

V3

1
Vo, et PYm, kde e=—5+

Ozna¢me u; libovolnou (ale pevné zvolenou) hodnotu tfeti odmocniny

4T |

Potom podle vyse uvedeného pro zbylé dvé hodnoty mame us = cu; a ug = €°u;.
Pro hodnotu u; dale plati

”ﬁ
w

3 —4 a2 4
P _ p3 Ttw g @ p o3
3w ) q 7 p3 a? p3__2_ Z+277_v.
2 tyVTtw Ttwm

3Obecnéji: je-li ¥/zg libovolna (ale pevna) hodnota feSeni binomické rovnice z™ = zg, pak
vSechny hodnoty feseni rovnice lze vyjadrit jako

n

_ 21 2T
20, &%z, €2 %zo,..., €71 %z, kde afcos( )+ 1n( )1
n n
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sl q ¢ pd
\/2 4 Top

pro kterou plati v;1 = —p/(3uq), pak dostdvame t¥i kofeny rovnice (2.2) ve tvaru
Cardanovych vzorct

Oznadcime-li v; tu hodnotu

t1 = u1 + vy,

1 3 .
ty = euy + vy = _E(ul +v1) + g(ul —v1)i,
1 3 .
ts = 82U1 + vy = —i(ul —|—U1) — g(ul — 1}1)1.

Provedme nyni diskuzi typu kofene. Oznacme

¢  p
D=yta

diskriminant* rovnice (2.2).

Je-li D > 0, jsou hodnoty u3 a v3 ve vztahu (2.4) realné. Pak je oviem realna
i jedna ze t¥i hodnot V/uB. Oznadime-li pravé tuto realnou hodnotu u;, pak kofen
t1 = uy + vy je také redlny a zbyvajici dva koreny to,t3 jsou komplexné sdruzené,
coz plyne pifimo z jejich vyjadreni. Na tomto misté je vhodné poznamenat, Ze
v dobé G. Cardana jesté komplexni ¢isla nebyla zndma, v rovnicich (2.4) se tedy
predpoklddalo D > 0 (tj. na pravych stranach téchto rovnic bylo redlné ¢islo) a tteti
odmocnina z redlného ¢isla se chapala téz jako redlné ¢islo (striktné vzato, v té dobé
jesté ani mnoZina redlnych éisel nebyla korektné predstavena). V Cardanové praci
Ars Magna, ktera staté tykajici se kubickych rovnic obsahuje, je vSak naznaceno,
ze TeSeni mimo ¢iselny obor, se kterym se tehdy pracovalo, existovat bude.

Je-li D = 0, ze vzorcti (2.4) plyne u® = v3 a tedy bud u = v, nebo u = v, nebo
u = £2v. Potom je bud ¢ty = t3, nebo t; = t3, nebo t; = t,, tj. rovnice ma alespoii
dvojnasobny kofen. Pritom jsou vSechny kofeny nutné realné, nebot imaginarni
kofeny polynomu s redlnymi koeficienty jsou vzdy (po dvou) komplexné sdruzené.

Je-li D < 0, lze ukazat, ze vSechny tfi kofeny budou realné a rizné, diskuze
vSak jiz neni tak snadnd, jako v pfedchazejicich dvou pripadech. Poznamenejme,
ze 1 kdyz jsou koreny v tomto pripadé realné, Cardanovy vzorce je vyjadiuji jako
soucty tfetich odmocnin z imaginarnich ¢isel (v pfipadé D < 0 jsou pravé strany
(2.4) imaginarni ¢isla, a tedy zadnd hodnota tfeti odmocniny nebude redlnd). Jinak
feceno, ma-li kubickd rovnice redlné rizné kofeny, nelze je algebraicky vyjadrit
jinak, nez jako tfeti odmocniny z imaginarnich ¢isel. Tento pfipad se obvykle
nazyva ireducibilni.

Vratime-li se zpét k rovnici (2.1) (pfipomenme, Ze feSeni rovnic (2.1) a (2.2)
jsou svédzdna vztahem A\ = ¢ — a/3), miZeme vySe uvedené tvahy shrnout do
nasledujiciho tvrzeni:

Y pfipadé ptivodni rovnice (2.1) se diskriminant obvykle piSe ve tvaru D = 18abc + a2b? —
4aBc — 4b3 — 27c2, pii¢emz vatah mezi D a D je D = —108 - D.
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Véta 2.1. Oznacme symbolem u kteroukoliv hodnotu treti odmocniny

3l q q®> p3 a? 2a® — 9ab
L L ke p=b- L —eq 200
¢ o T\ gty Ree 3 ¢ 1=t T

Ddle oznacme symbolem v tu hodnotu treti odmocniny

sl q ¢ p3
\/2 4 Tor

pro kterou plati 3uv = —p. Potom koteny polynomu Q(X\) jsou éisla

Al=u+4v— %,
Ao = —%(u—i—v) - % + ?(u—v)l,
Ag = —%(u—l—v) - % - ?(u—v)l
Oznacime-li ddle
2 3
p=%+L

diskriminant rovnice, potom plati: je-li D > 0, polynom mad jeden redlny koven
a dva imagindrni komplexné sdruzené€ koreny, je-li D = 0, polynom md jeden redlny
trojndsobny koten nebo dva rediné koteny (dvojndsobny a jednoduchy), a konecné
je-li D < 0, polynom md ti% redlné (navzdjem rizné) koteny.

Pozndmka 2.2. 7 praktického hlediska neni uziti Cardanovych vzorct prilis
vyhodné predevsim proto, Ze vyjadruji koreny casto v komplikovaném tvaru, coz
znesnadiiuje dalsi potfebnou analjzu. Napf. rovnice ¢3 — 15t +22 = 0 mé t¥i redlné
kofeny, z toho jeden celociselny t; = 2. Cardanovy vzorce jej ale vyjadiuji jako

V3 V3

1 2 1
tlz(—§+7;Q{%41+m+(—§+7?93—n—2L

Navic, z hlediska problému lokalizace kofenti uvnitt dané oblasti komplexni roviny
by ke Cardanovym vzorctim musely pristoupit dalsi vypocty tykajici se velikosti
a argumentu danych kofent. Proto se v dalsi ¢asti zamérime na jiné zpusoby feseni
tohoto problému, které jsou efektivnéjsi (a v nékterych piipadech aplikovatelné i na
polynomy obecného stupné).

3. NEKOLIK DALSICH KLASICKYCH VYSLEDKU

Uvazujme obecny polynom k-tého stupné ve tvaru
PA) =X +p AN 4 pa A P b pea A ok,

kde p; (1 = 1,...,k) jsou redlnd ¢&isla. V tvodni kapitole bylo pfipomenuto, Ze
otazka asymptotické stability linedrnich dynamickych rovnic vede k problému na-
lezeni podminek na koeficienty polynomu P(\) zarucujicich, ze vSechny jeho kofeny
maji zapornou realnou ¢ast (spojity pfipad), resp. zarucujicich, ze vSechny jeho
koteny maji velikost mensi nez jedna (diskrétni pfipad).
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Odpovéd na prvni otdzku déva Routhovo—Hurwitzovo kritérium. Pro jeho ob-
vyklou formulaci nejprve zavedeme oznaceni

p1 1 0 0 o -~ 0
p3 D2 p1 1 0 -0

d(n) = det Ds D4 D3 D2 pr -+ 0 , n=1,2,...k,
P2n—1 P2n—-2 P2n—-3 DP2n—4 e e Pn

kde prvek p,, nahradime nulou pro m > k. Pak plati
Véta 3.1. (Routhova—Hurwitzova). Viechny kofeny P(\) maji zdpornou
redlnou ¢dst pravé tehdy, kdyz
d(1) >0,d(2)>0,...,dk)>0.
Forméalné velmi podobny tvar ma i druhé kritérium, odpovidajici diskrétnimu
piipadu. Misto determinantt d(n) zaviddime determinanty

D(n):det(gz i:ﬁ), n=12...k—1,

kde
1 0 --- 0 0o .- 0 D
A, = pr e e . B, = S
: o 0 :
Pn-1 - p1 1 Pk Pk—1 “*° Dk—n+1
Pak plati

Véta 3.2. (Schurova—Cohnova). Vsechny koteny P(\) maji velikost mensi
nez jedna prdveé tehdy, kdyz

P(1) >0, (-1)*P(-1) >0 (3.1)

a zdroven
D) >0,D(2)>0,..., D(k—1)>0. (3.2)
ODbé tvrzeni maji i svd komplexni rozsiteni, kdy p; (i = 1, ..., k) jsou komplexni

Cisla, viz napf. [8].
Nyni tato kritéria aplikujme na kubicky polynom
QN =X+ a2 +br+c,
kde a, b, ¢ jsou realna cisla. Jako prvni posoudime otazku, kdy maji vSechny tfi
kotfeny Q(A) zapornou redlnou ¢ast. V tomto piipadé z Routhova—Hurwitzova
kritéria vyplyva, ze d(1) =a >0 a

d(2):det(z )zab—c>0,

d(3) = det =c(ab—c).

S o
oo R S
o 2 O
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Dostavame tak néasledujici jednoduchou charakterizaci pozadované kofenové vlast-
nosti.

Dusledek 3.3. Vsechny tri koteny Q(\) maji zdpornou redlnou édst pravée
tehdy, kdyz

a,b>0 a 0<c<ab. (3.3)

O néco malo slozitéjsi je rozpracovani Schurova—Cohnova kritéria pro polynom
Q(A). V tomto piipadé podminky (3.1) a (3.2) davaji

Ql)=1+a+b+c>0, (-1)*Q(-1)=1-a+b—c>0

a
_ 1 C _ 2
D(l)—det<c 1)—1 >0,
1 0 0 ¢
a 1 ¢ b
D(2) = det 0c 10 |7 (1-¢c*)?—(b—ac)*>0.
c b a1l
Odtud vyplyva
le] <1, la+¢l <140, b—acl <1—c?.

Dostéavame tedy

Dusledek 3.4. Vsechny ti kofeny Q(N) maji velikost mensi neZ jedna pravé
tehdy, kdyz
la+cl<1+b a b—ac| <1—c?.

Zdtraznéme, ze predchazejici postupy jsou mnohem jednodussi, nez kdybychom
se zévéry Disledkii 3.3 a 3.4 snazili odvodit pfimo z vyjadfeni kofentt Q(A) pomoci
Cardanovych vzorct.

4. ZOBECNENE ROUTHOVO-HURWITZOVO KRITERIUM PRO KUBICKY POLYNOM

V této kapitole uvedeme (a ¢astecné dokdZeme) nutné a postacujici podminky,
které, pti pevné daném v € (0, 7/2], zajisti splnéni nerovnosti

larg(Ai)| >~ (4.1)
pro vSechny kofeny A; (i = 1,2, 3) kubického polynomu Q(X) (symbolem arg(-) zde
rozumime hlavni argument daného komplexniho ¢isla). Jedna se tedy o rozsifeni
Routhova-Hurwitzova kritéria v tom smyslu, Ze pfi volbé v = 7/2 nerovnost (4.1)
prechazi pravé v pozadavek, aby vSechny kofeny A; (i = 1,2,3) polynomu Q(X)
mély zapornou realnou cast.

Vsimnéme si, Ze Routhovy-Hurwitzovy podminky (3.3) pfedstavuji postacujici
podminky pro splnéni vlastnosti (4.1) (pfi¢emz pro v = 7/2 se stavaji soucasné
i podminkami nutnymi). Je totiz dobfe vidét, ze pii klesajici hodnoté v se pod-
minka (4.1), kladend na hlavni argumenty kofentl, stavé stile méné omezujici.
Jinak vyjadieno, mnozina vsech koeficientii (a, b, c) € R3, pii kterych viechny ko-
Feny A; (i = 1,2,3) polynomu Q(A) spliuji podminku (4.1), se p¥i klesajici hodnoté
~ stéle rozsituje.
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Protoze systém nutnych a postacujicich podminek, které zajisti splnéni (4.1)
pro v € (0,7/2), je vyrazné komplikovanéjsi, nez tomu bylo v piipadé v = /2,
zavedeme nejprve nékterd pomocna oznaceni. Klademe

cta,b;y) = { — ab %+ 2cos(7)[a® — 4bcos?(v) + b]\/a? cos2 () — 4bcos?(y) + b

+ 2a cos®(y)[—a® + 4bcos®(y) + b]}/{4cos2(7) - 1}3

2 .2 2
~ a® cos*(7) - a
bla;v) = ———7"—, bla;v) = ———~,

(a7) 4cos?(y) — 1 (a;) 4 cos?(y)

jestlize uvedené vyrazy maji smysl. Pak v zavislosti na hodnoté parametru - do-

stavame nasledujici ¢tyri tvrzeni, kterd budeme také pribézné komentovat.

Véta 4.1. Necht n/3 < v < 7/2. Viechny kofeny \; (i = 1,2,3) polynomu
Q(N) spliiugi (4.1) prdvé tehdy, kdyZ plati libovolnd z ndsledujicich (disjunktnich)
podminek:

(a) a>0, b>0, 0<c<c (a,b;y);

(b) a <0, b>bla;y), 0<c<c (a,b;y);

() a>0, bla;7)<b<0, ct(a,by)<c<c(ab;y).

Pozndmka 4.2. Podminky tvrzeni kladené na trojice koeficientt (a, b, c) tvoii
prostorovou oblast, ktera zasahuje do L. II. a IV. oktantu. Bude-li se parametr ~
blizit zleva k hodnoté 7 /2, bude se tato oblast zmensovat ,smérem* k I. oktantu, az
v limité pfejde na oblast popsanou Routhovymi-Hurwitzovymi podminkami (3.3).
Naopak, s klesajici hodnotou parametru 7y se oblast, ve které se mohou koeficienty
(a, b, c) pohybovat, postupné rozsifuje.

Véta 4.3. Necht v = /3. Viechny koteny \; (i = 1,2,3) polynomu Q(X)
spliiugi vztah (4.1) pravé tehdy, kdyz plati libovolnd z ndsledugjicich (disjunktnich)
podminek:

(a) a>0, b>0, ¢>0;

(b) a<0, b>a?, 0<c<(a®b?—b%)/a3;

() a>0, b<0, c>(a®b®—b3)/ad.

Pozndmka 4.4. Pro hodnotu v = /3 jiz podminky na trojice (a, b, ¢) zahrnuji
cely I. oktant (to je dilezitd informace, nebof mnoho redlnych tloh vede pravé
na polynom s kladnymi koeficienty). V tomto pi¥ipadé také nase mnozina trojic
(a,b,c) vyplni pfislusnou ¢ast II. a IV. oktantu.

Véta 4.5. Necht n/4 < v < ©/3. Viechny kofeny \; (i = 1,2,3) polynomu
Q) spliiugi (4.1) prdvé tehdy, kdyz plati libovolnd z ndsledugjicich (disjunktnich)
podminek:

(a) a<0, b<bla;y), c>ct(ab;y);

(b) a <0, bla;y)< b<3(a;'y), 0 <c<c (a,b;vy) nebo c > ct(a,b;v);
(¢) a <0, b>3(a;’y), c>0;

Ya>0, b<0, c¢>ct(a,b;y);

() a>0, b>0, ¢>0.
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Pozndmka 4.6. Pfi uvedenych hodnotéch + splnéni podminky (4.1) nové zajisti
také nékteré trojice koeficienti (a, b, ¢) nélezejicich III. oktantu.

Véta 4.7. Necht 0 < v < w/4. Viechny kofeny \; (i =1,2,3) polynomu Q(X)
splriugi vztah (4.1) pravé tehdy, kdyz plati libovolnd z ndsledujicich (disjunktnich)
podminek:

(a) a<0, b<bla;y), c>ct(a,b;y);

(b) a<0, b>bla;y), c>0;

(c) a>0, b<0, c>cT(a,b;y);

(d) a>0, b>0, ¢>0.

Pozndmka 4.8. V souladu s nasimi ocekdvanimi se prostorova oblast vSech trojic
(a, b, c), pro které plati podminka (4.1), nadéle zvé&tSuje. V limité pro v — 0+ pak
dostavame cely poloprostor R? x R,

Vsimnéme si také, ze zadna z podminek v predchézejicich ¢tyfech tvrzenich
nedovoli, aby ¢ bylo nekladné. Kdyby totiz platilo ¢ < 0, pak polynom Q(\) mé
nezdporny redlny kotfen (ovéfeni této skuteénosti je elementédrni, a plyne okamzité
z vlastnosti Q(0) < 0 a Q(o0) = c0), tedy podminka (4.1) nemiize byt pro takovy
kofen splnéna. Jinymi slovy, ¢ > 0 je nutnou podminkou pro splnéni vztahu (4.1),
a tedy ,vychozi* mnozinou, ve které se trojice koeficientti (a, b, ¢) miize pohybovat,
je poloprostor R? x R¥.

Idea dikazu. Dukaz predchézejicich tvrzeni vyuziva tzv. boundary locus me-
todu, kterda je pomérné znac¢né rozsifena zejména pii analyze stability v oblasti
numerické matematiky. Podstata metody spocivad v nalezeni mnoziny nazyvané
boundary locus, kterd lezi v prostoru koeficienttt daného polynomu a ma tu vlast-
nost, ze pri volbé koeficient z mnoziny boundary locus ma dany polynom alespon
jeden koten lezici na hranici vysSetfované lokalizacni oblasti v komplexni roviné.
V nasem pripadé je tato mnozina definovana jako

BL(y) = {(a,b,c) € R : existuje A € C spliiujici Q(A\) = 0 a |arg()\)| = v}
Jinak fedeno, BL(7) je tvofena vSemi trojicemi (a,b,c) takovymi, ze Q(A\) ma
koren

A =wexp(iy) pro vhodné w > 0. (4.2)

Dosadime-li (4.2) do Q(X) = 0 a separujeme redlnou a imaginarni ¢ast, dostaneme
soustavu rovnic

w? cos(37) + aw? cos(27) + bw cos(y) + ¢ = 0,

wlw? sin(37y) + awsin(2y) + bsin(y)] = 0
pro nezndmé a, b, c. Pfesnéji vyjadreno, hleddme v8echny trojice (a,b,c) tvofené
koeficienty polynomu Q(\), které dané soustavé vyhovuji pti néjaké (vhodné) volbé

parametru w > 0.
Tato soustava ma FeSeni ¢ = 0 (a, b libovolna) pii volbé w = 0, a FeSeni

b= —2aw cos(y) — w” [4cos*(y) — 1],

¢ = 2w3 cos(y) + aw?
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(a libovolné) pfi libovolné volbé w > 0. V rovnicich (4.3) dale rozlisime piipady
y#w/3ay=mn/3.

Je-li v # w/3, pak prvni z rovnic (4.3) je kvadratickd rovnice v proménné
w, kterd ma dvé feseni wi o = wq 2(a,b;7y). Protoze tato feSeni maji byt redlna
a kladné, je tfeba provést diskuzi, za jakych podminek na a,b a v se tak stane.
Jakmile je potiebnd analyza provedena, sta¢i dosadit hodnoty w; 2 do druhé z rov-
nic (4.3), ¢imz dostaneme dvé Feseni ¢q 2 = ¢1,2(a, b;y). Poznamenejme, Ze nazna-
¢end analyza vede pravé k symboltim g(a; 7) a ¢t (a, b;7), které byly zavedeny na
zacatku této kapitoly, a které vystupuji v podminkach jednotlivych vét.

Je-li v = /3, pak se soustava (4.3) zjednodusi na

b= —aw,
¢ =w? + aw? ,
kde w > 0 je parametr. Odtud vyplyva, ze
ab < 0, ¢ = (a®b® — b*)/a?, nebo a=b=0,c>0.

Naznacené uvahy, a s nimi souvisejici vypocty, davaji plné explicitni popis mnoziny
BL(y) C R3. Pfidanim vyse zminéné nutné podminky c¢ > 0 se nam dalsi Gvahy
707 na poloprostor R?2 x Rt (poznamenejme, 7e ztizeni BL(v)N(R? x RT) si vynuti
zavedeni dal$i ,hraniéni kiivky“ b(a;~) uvedené vyse). Podminka ¢ > 0 zarucuje
existenci zdporného kofene A1, ktery vztah (4.1) spliiuje automaticky. Aby i zbylé
dva kofeny tento vztah splnily, musi to byt komplexné sdruzené imaginarni kofeny
s argumenty vyhovujicimi (4.1), nebo dva realné zaporné koteny.

Mnozina BL(7y) rozdéluje R? x R* na dvé disjunktni ¢4sti. Je zndmo (viz napt.
[3]), Ze kofeny polynomu spojité zaviseji na jeho koeficientech, tedy mald zména
hodnot koeficienti vyvolad malou zménu v hodnotéach kotfeni. To znamend, ze po-
kud jakakoliv trojice (a,b,c), lezici v jedné ze zminénych dvou ¢&asti, generuje
polynom Q()\) s kofeny splitujicimi (resp. nespliiujicimi) (4.1), pak kazda dalsi
trojice lezici ve stejné ¢asti ma tutéz vlastnost. Stacéi tedy v kazdé ze zminénych
disjunktnich ¢asti vybrat jednoho reprezentanta, spocitat kofeny odpovidajiciho
kubického polynomu a ovéfit, zda jejich argument splituje (4.1) ¢i nikoliv. O

Pozndmka 4.9. PYedchazejici Gvahy jsou obsahem ¢lanku [2]. Poznamenejme
jesté, Ze zcela analogickym zpusobem by bylo mozné diskutovat i splnéni podminky
(4.1) v pripadé v € (7/2, 7).

5. ZAVERECNE POZNAMKY

Smyslem predchazejicich kapitol bylo ukazat, Ze znalost Cardanovych vzorct neni
automatickou odpovédi na vsechny otazky, které se objevuji v souvislosti s proble-
matikou kofentt kubického polynomu, a ze v fadé pripadu se jevi jako 1¢innéjsi uziti
alternativnich postupt. Specialné tomu pak je v pfipadech, kdy je tfeba odvodit
efektivni podminky na koeficienty tohoto polynomu zarucujici, Ze vSechny jeho tfi
koreny lezi uvnitf predepsané oblasti. Nejvyznamnéjsimi takovymi oblastmi jsou
leva polorovina komplexni roviny (vymezend vztahem Re (\) < 0) a otevieny jed-
notkovy kruh (dany vztahem |A)| < 1). Obé& dvé tyto ¢asti Gaussovy komplexni
roviny jsou znazornény na Obrazku 1 a 2.
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Pottebné efektivni podminky, zaruc¢ujici piislusnost vSech kofent Q() do téchto
oblasti, byly zformulovany jako Dtsledek 3.3, resp. Dusledek 3.4, vyplyvajici témér
okamzité z Routhova—Hurwitzova, resp. Schurova—Cohnova kritéria. Dukazy obou
téchto kritérii a dalsi souvisejici poznatky lze nalézt v monografii M. Mardena [8],
kterd je v tomto sméru povazovana za jednu z nejkvalifikovanéjsich ucebnic.

Tfetim typem oblasti, kterd byla v souvislosti s lokalizaci kofentt Q(\) disku-
tovana, je otevieny sektor Gaussovy roviny, vymezeny vztahem |arg (A)| > v, kde
v € (0,7/2] je redlné ¢islo. Tento sektor je zobrazen na Obrazku 3, z néhoZ je dobfe
patrné, Ze pii v = 7/2 se uvedend oblast redukuje na levou komplexni polorovinu
(viz Obrazek 1).
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Obrazek 3

Neni bez zajimavosti, Ze i této oblasti je v monografii [8] vénovdna pozornost
(pFesnéji feCeno, je zde vySetfovan pocet kofenti obecného polynomu P()) lezicich
v dopliiku této oblasti v rdmci komplexni roviny). Zatimco motivace vySetfovani
standardnich lokaliza¢nich problémi (kdy vSechny kofeny daného polynomu maji
lezet v levé ¢asti komplexni roviny, p¥ip. uvnitf jednotkového kruhu) je véc klasicka
a dand potiebami teorie stability diferencidlnich, pfip. diferen¢nich rovnic, zadné
podobna motivace pro vySetfovani podminek zarucujicich, ze vSechny kofeny da-
ného polynomu maji lezet ve vyseku komplexni roviny dle Obrazku 3 v dobé vzniku
Mardenovy knihy znama nebyla. Zasadni vysledek D. Matignona, popisujici vy-
znam této oblasti v ramci teorie stability diferencidlnich rovnic neceloc¢iselnych
rada, se totiz objevil teprve v jeho znamém ¢lanku [9] z roku 1996. Kniha [8] se
tedy otazkou lokalizace kofentl polynomu v daném sektoru zevrubné zabyvala jiz
0 30 let dfive, a to pomoci konstrukce specidlnich Sturmovych posloupnosti. Zdu-
raznéme ovsem, Ze touto cestou neni mozné ziskat efektivni podminky podobné
tém, které byly formulovany v prislusnych vétach kapitoly ¢tvrté.

Uvedené typy lokalizac¢nich oblasti pro kofeny kubického polynomu jsou beze-
sporu nejvyznamnéjsi, avSak nikoliv jediné. Jako piiklad lze uvést oblast popsanou
podminkami

|arg A| — 7

2v/7
Al >
2_27”) a |argAl >~y

[A] < (2 cos
(v je opét z intervalu (0,7/2]) a zobrazenou na Obrazku 4. Divodem, proé¢ se
zabyvat otazkou, za jakych podminek lezi vSechny kofeny Q(A) pravé uvniti této
oblasti, je analyza stability nékterych diskrétnich soustav necelociselnych radu.
Zduraznéme pritom, Ze na rozdil od predchazejicich diskutovanych lokaliza¢nich
otazek, je zodpovézeni této zalezitosti otevienym problémem. Jevi se vsak jako
realné, ze pouziti podobné dukazové techniky, jako v pfipadé odvozeni rozsifeného
Routhova-Hurwitzova kritéria, by mohlo vést k nalezeni potfebnych podminek.
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Problematika rozlozeni korent kubického polynomu vSak neni omezena jen na
podminky piislusnosti vSech jeho kofend do dané oblasti komplexni roviny. Jako
ptiklad lze uvést nasledujici zajimavou souvislost mezi rozlozenim kotenti kubic-
kého polynomu a jistého (souvisejicitho) kvadratického polynomu:

Uvazujme kubicky polynom Q(A) s vlastnosti, Ze jeho tfi kofeny, zobrazené
v Gaussové komplexni roviné, nelezi na jedné pfimce. Tyto kofeny tedy vytvoii
vrcholy trojthelniku, do kterého lze vepsat (jednozna¢né uréenou) elipsu, kterd
se hranice trojuhelniku dotyké ve stfedech jeho jednotlivych stran. Pak ohniska
této elipsy jsou kotfeny kvadratického polynomu, ktery vznikne derivaci ptivodniho
kubického polynomu, tedy jedna se o kofeny polynomu

Q'(\) =3)\% +2a\ +b.
Situace je znazornéna na Obrazku 5, a to pro pfipad polynomu
QN =N -2 +r-1

s kofeny Ay = 1 a Ag3 = =*i. Tyto tfi kofeny vytvoii v Gaussové komplexni
roviné vrcholy rovnoramenného trojuhelniku, jemuz vepsana elipsa, dotykajici se
stiedt jeho stran, ma ohniska (14 +/2i)/3. Tato ohniska jsou v souladu se zavérem
predchéazejiciho tvrzeni soucasné koreny kvadratického polynomu

Q'(\) =3\ -2\ +1.

Poznamenejme jesté, ze autorstvi této véty je pripisovano J. Siebeckovi, v Sirsi
povédomi vSak vesla teprve diky jiz zminovanému M. Mardenovi, a to s vydatnym
prispénim popularizacniho ¢lanku [4] D. Kalmana. Autoti tohoto ¢lanku byli na jeji
existenci upozornéni Mgr. Janem Pavlikem, Ph.D., kolegou z Ustavu matematiky
FSI. Snad i tato véta, spole¢né s prehledem ptredchazejicich poznatkl o lokalizaci
korent kubického polynomu, pfispéla ke zdiraznéni skutecnosti, ze i v této klasické
(a zd4nlivé uzaviené) oblasti se lze dozvédét nové zajimavé skutecnosti, ¢i dokonce
nalézat originalni vysledky.
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VYMENNA EKONOMIA

KRISTINA SRAMKOVA

ABSTRAKT. V ¢lanku je prezentovand a na jednoduchom priklade ilustrovana vy-
mennd ekondémia, ¢o je model ekonémie bez produkcie. Cielom je prehladné zobra-
zenie procesu hladania rovnovaznej alokacie statkov medzi spotrebitelov a ndzorné
vysvetlenie zakladnych ekonomickych problémov, s ktorymi sa pocas procesu stre-
tédvame, ako je Paretovo optimum, konkuren¢éna rovnovaha a efektivita.

Clanok je volnym prekladom kapitoly 15 knihy R. Serrano and A.M. Feldman:
A Short Course in Intermediate Microeconomics with Calculus, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 2013. Je publikovany s dovolenim autorov.

1. Uvobp

V tomto élanku sa budeme zaoberat vymennou ekondmiou, ¢o je model ekonémie
bez produkcie. To znamend, Ze statky' uz boli vyrobené, najdené, zdedené alebo
darované. Jedinym problémom, ktory budeme riesit je, ako budi rozdelené medzi
spotrebitelov. Napriek tomu, Ze v tomto modeli vylu¢ujeme existenciu produkcie,
model objastiuje vietky dolezité otdzky o efektivnosti a neefektivnosti alokacii?
tovaru medzi spotrebitelmi.

Na zadiatku si zvolime velmi jednoduchy ekonomicky model a pozrieme sa na
Paretovo optimum alokacie statkov. Potom sa presunieme k tlohe trhov, budeme sa
zaoberat konkurenénymi trhmi a walrasovou trznou rovnovahou. Nakoniec budeme
hovorit o doélezitych vztahoch medzi trhmi a efektivitou vo vymennej ekonémii.
Tieto vztahy patria medzi najdolezitejsie vysledky tedrie ekondmie a st patriéne
nazyvané zakladné teorémy ekondémie blahobytu.

2. HOSPODARSTVO S DVOMI SPOTREBITELMI A DVOMI STATKAMI

Budeme sa zaoberat najjednoduchs§im moZnym modelom vymennej ekonomiky,
v ktorom vystupuju iba dvaja spotrebitelia a obchoduje sa iba s dvomi statkami.
Tento model je skutocne najjednoduchsi, aky by mohol existovaf. Pretoze keby
sme ho chceli este zjednodusit, vystupoval by v fiom iba jeden spotrebitel, alebo
by sa obchodovalo len s jedinym statkom, takze by vlastne ani neexistoval realny
dovod na obchodovanie. Hoci je na$ model naozaj velmi jednoduchy, obsiahne
vetky problémy, ktoré sa vyskytuji aj vo vicsich trhoch a je velmi jednoducho
zovSeobecnitelny.

IPredmety alebo sluzby, ktoré slizia na uspokojovanie fudskych potrieb
2Alokécia alebo tiez rozdelenie
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Za¢nime s predpokladom, Ze mame dvoch spotrebitelov, in§pirujeme sa romé-
nom Daniela Defoa Robinson Crusoe (vydany 1719) a nazveme ich Robinson
a Piatok. Budeme oznacovat Robinsona R, Piatka P. Dalej predpokladame, Ze na
ostrove st len dva spotrebné statky, chlieb (statok z) a rum (statok y). V tomto
modeli vyla¢ime produkeiu, teda moznost, Ze by R a P vyrabali rum a chlieb (alebo
si akokolvek zaobstarali ich zdsoby). Preto mozeme predpokladat, ze existuje fixné
mnozstvo rumu a chleba a Ze jedinym problémom je, ako toto mnoZstvo rozdelit
medzi dvoch spotrebitelov. Teda moZeme povedat, Ze mame najjednoduchsi model
vymennej ekonomiky.

Obaja spotrebitelia za¢inaju s podiatoénym mnozstvom statkov, potom zacéna
obchodovat. Nech X reprezentuje celkové dostupné mnozstvo statku z. Analogicky
Y reprezentuje celkové dostupné mmnozstvo statku y. VSeobecne, ked budeme ho-
vorit o lubovolnom zvizku Robinsonovych statkov, oznacime ho ako (zg,yr), kde
xR je jeho mnozstvo chleba a yr je mnozstvo jeho rumu. Podobne pre Piatka,
lubovolny zviizok jeho statkov budeme znacit (zp,yp).

Robinson aj Piatok maju pociatoéné zviizky statkov, budeme ich oznacovat
nulou v hornom indexe. Robinsonov pociatoény zvizok teda bude (m%,y%), pre
Piatka to analogicky bude (2%,y%). St¢tom pociatoénych mnozstiev statkov mu-
sime vzdy dostat predpokladané celkové dostupné mnozstva chleba a rumu, kedze
sme vylucili produkciu aj akikolvek inti moznost ziskat statky. To znamena,

X=ap+ahp a Y=yht+ih

Taktiez, ked za¢nii obchodovat, kazdy zvizok statkov, pri ktorom skondia, musi
znova zachovavat celkové dostupné mnozstvo. Takze, ak skonéia so zvizkami

((IRayR)a (zPa yP))a

bude tu stale platif zavislost
X=xp+xp a Y =yr+yp.

Dalej budeme predpokladat, ze kazdy zo spotrebitelov je schopny rozhodnit,
ktory zo zvizkov je pre neho uzitoénejsi. Inymi slovami, dokdze zvizky usporiadat
s rasticou preferenciou a tym zadefinovat relaciu preferencie medzi zvizkami. Ro-
binsonove preferencie pre chlieb a rum st reprezentované jeho tzitkovou funkciou?
ur(xr,Yr), a podobne Piatkove preferencie st reprezentované jeho uzitkovou fun-
kciou up(xp,yp). Predpokladdme, Ze Gzitkova funkcia kazdého spotrebitela zavisi
iba na jeho vlastnom spotrebnom zvizku. Poznamenajme, ze uzitkové funkcie ug
a up buda vo vSeobecnosti rézne a nezavislé na pociatoénych zvizkoch. Tieto dva
fakty umoziiuja vzajomne prospesné obchodovanie.

Pre nazornost pouZijeme grafické zobrazenie nasej vymennej ekonomiky, vy-
uzijeme diagram, ktory bol prvykrat pouzity irskym ekonémom a matematikom
Francisom Ysidrom Edgeworthom (1845-1926). (Edgeworth v skutocnosti tento
diagram nevymyslel; za verziu, ktort dodnes pouzivame vdac¢ime anglickému eko-
némovi Arthurovi Bowleyimu (1869-1957).) Nazov tohto grafu je Edgeworthov
krabicovy diagram. MéZeme ho vidiet na Grafe 1. Na tomto grafe oznac¢ime lavy

3Nézov tzitkovéa funkcia sa &asto stretava s kritikou (napr. McKenna, Rees [19], str. 55),
pretoze uzitok sa nedd merat. V principe ide len o usporaduvanie zviizkov do postupnosti podla
preferencie
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dolny roh Robinson a pravy horny roh Piatok, dlzku grafu X a vysku Y. Do vnu-
tra grafu sme umiestnili bod W, ktorym st dané pociatocné zvizky, ¢o v nasom
znadeni znamena zvizok (z%,vy%) pre Robinsona a analogicky (2%, y%) pre Piatka.
V grafe st dalej zndzornené dve indiferencéné krivky, Ir patriaca Robinsonovi a Ip
Piatkovi. Indiferenc¢né krivky st krivky, na ktorych funkcia z = f(x,y) nadobuda
konstantni hodnotu c. V nasom pripade krivky, ktoré predstavuju zvizky stat-
kov, z ktorych maji Robinson (Ir) a Piatok (Ip) rovnaky tzitok. Malé sipky na
krivkach urcuju smery, v ktorych ich uzitok rastie.

X,0 € Piatok
A
IR
IP
Y
I w Y
¥’
Y
Robinson > X
< X >
Graf 1

Edgeworthov krabicovy diagram sme nezvolili pre znézornenie ndhodne. Ako
sme si mohli v§imnatf, mame v fiom dva podiatky, od ktorych sa meraji mnozstva
statkov pre jednotlivych spotrebitelov R a P. Piatkov pociatok je vpravo hore,
teda jeho statky st merané nadol a vlavo, preto aj jeho indiferenéné krivka vyzera
byt nakreslend opacne, ale ked si uvedomime ako st orientované osi, zistime, Ze je
to takto spravne. Ked sa dalej pozrieme na graf, vidime, Ze st splnené aj obe nase
podmienky. Prvou je, Ze stcet pociato¢nych statkov je rovny celkovému mnozstvu

X =2% +29% a Y =4 + 4.

A druhou, Ze Iubovolna dvojica zvizkov ((zg,yr), (zp,yp)) v silte znova dava
celkové dostupné mnozstvo statkov

X =xp+xp a Y =yr+yp
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3. PARETOVO OPTIMUM

Dalej pri uréovani ekonomického optima musime vedief merat prospech. Ten sa
v ekonomike vytvara aj produkciou, aj obchodovanim na trhu samotnom. Ekono-
micky prospech meriame pomocou prebytku spotrebitela a prebytku vijrobcu. Preby-
tok spotrebitela je rozdiel medzi ¢iastkou, ktor1 je spotrebitel ochotny maximélne
zaplatit a ¢iastkou, ktort skutoéne zaplatil. Prebytkom vyrobcu rozumieme roz-
diel medzi prijmami ziskanymi vyrobcom za predaj statkov a minimélnou sumou,
ktora bola potrebné na produkciu danych statkov. Stcet tychto dvoch prebytkov
reprezentuje celkovy ¢isty azitok vytvoreny na trhu merany v penaznych jednot-
kach. Inymi slovami, sumou prebytku spotrebitela a vyrobcu meriame ekonomicky
prospech. Ak je tento prospech mozné zvysit, trh je neefektivny (pripad mono-
polu) a naopak, ak neexistuje sposob ako prospech zvysit, trh je efektivny (pripad
konkurenéného trhu). To je préve situdcia, aki by sme v naom modeli chceli
dosiahnut.

Vsimnime si, ze tento druh analyzy sa zameriava len na stidium jedného statku
a ignoruje, ¢o sa deje na ostatnych trhoch pre iné statky. Preto tato analjzu
nazyvame analyza c¢iastkovej rovnovahy a model, ktory studuje tento jeden statok
volame model c¢iastkovej rovnovdhy.

Ale teraz sa zaoberdame jednoduchym modelom vymennej ekonomiky bez pro-
dukcie. Ak by sme merali ekonomicky prospech na zéklade celkového mnoZstva
chleba a/alebo rumu, velkost prospechu by sa nezmenila, pretoZe celkové mnoz-
stva st pevne dané a nemenné. V nasom modeli nie s peniaze (asponl zatial nie),
preto nebude jednoduché ekonomicky prospech merat v penaznjch jednotkéch.
Mozeme skusit merat prospech v jednotkdch azitku, ale vieme, Ze zrejme nebude
spravne spocitavat dohromady Robinsonov a Piatkov tzitok. Ako teda rozhodneme
¢i je alokdcia pevného mnozstva chleba a rumu medzi nasich dvoch spotrebitelov
efektivna?

S rieSenie tohto problému prisiel taliansky ekoném Vilfredo Pareto (1848-1923).
Jeho riesenie sa nazyva Paretovo optimum. Je to stav v ekonomike, kedy uz nie je
mozné zvysit uspokojenie ziadneho tdastnika bez toho, aby sa zdroven neznizilo
uspokojenie niekoho iného. V8imnime si, ze tento princip moéze byt jednoducho
roz$ireny na vymennu ekonomiku s akymkolvek poétom spotrebitelov a akym-
kolvek poétom statkov, tiez moézZe byt rozsirend na iny model ekondmie, vratane
modelov s produkciou. Taktiez Paretovo optimum nie je obmedzené na modely
s jednym statkom (Giastkové rovnovazne modely), je pouzitelné aj pri vseobecnych
rovnovaznych modeloch, to st modely, ktoré uvazuju ponuku a dopyt na vsetkych
trhoch zaroven.

Teraz sa zamyslime nad pripustnymi alokaciami, ktoré nie sii paretovsky opti-
malne, tie si pre spolocnost evidentne neziaduce, kedZe existuje ind pripustna
alokécia, pri ktorej by sa spolo¢nost mohla mat lepsie. AvSak poznamenajme, Ze
Paretovo optimum nemé ni¢ spolo¢né so spravodlivym rozdelenim statkov. Injymi
slovami, paretovsky neoptimélna alokdcia moze byt ovela spravodlivejsia ako pare-
tovsky optimalna. Ako priklad si zoberme situdciu Robinsona a Piatka. Ak by sme
vSetok chlieb a rum dali Robinsonovi, tato alokacia by bola paretovsky optimalna.
Na druhej strane, ak by sme dali Robinsonovi a Piatkovi kazdému presne polovicu
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celkového mnozstva chleba aj rumu, tato alokicia by bola ovela spravodlivejsia,
avsak uz by nebola paretovsky optimalna.

Vratme sa opif k Edgeworthovmu krabicovému diagramu, zdhadu paretovsky
optimalnej a paretovsky neoptiméalnej alokacie nam objasni nazornejsie.

Pripustné alokacie

Predstavme si, Ze mame zvizky statkov ((zg,yr),(zp,yp)), hodnoty nam v stcéte
musia dat X a Y. Na Grafe 2 mame tieto zviizky zndzornené, ale mnozstva chleba
(horizontalna os) a rumu (vertikdlna os) v stéte prevySuju celkové mnozstva X
(8irka diagramu) a Y (vyska diagramu). Inymi slovami, alokicia zndzornené na
Grafe 2 nie je pripustnd, tym padom nemoze byt ani paretovsky optimélna.

x, € Piatok
A
yR Py (XR 7 yR)
A
Y
Xo1 Vi) o Y
Ye
Y
Robinson > Xp
-~ X >
Graf 2

Na Grafe 3 je zobrazeny iny par zvizkov, ktorych jednotlivé sicty st mensie
ako celkové mnozstva X a Y. Teda taktiez povazujeme tento par zvizkov za nepri-
pustny a rovnako aj paretovsky neoptimélny. (Niektori ekonémovia by povazovali
tento par zvizkov za pripustny, pretoze existuje moznost prebytky statkov jedno-
ducho vyhodit z modelu, a teda znizit celkové mnozstva statkov X a Y, my vSak
takto uvazovat nebudeme).

Z Grafov 2 a 3 mozeme spravit zdver, ze v modeli vymennej ekonomiky musi
byt alokécia chleba a rumu najskor pripustné, aby sme vobec mohli rozhodovat,
¢i je paretovsky optiméalna alebo nie. Aby bola alokacia pripustna, musi spliiaf
podmienku

X=xp+2xp a Y =yr +yp.

Bod dotyku indiferenénych kriviek

Odteraz sa obmedzime iba na pripustné alokacie. To znamend, ze budeme braf
do avahy iba pary zvizkov ((zg,yr),(xp,yp)), ktoré st reprezentované jedinym
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X, € Piatok
A
(X0, V5 Yo Y
yR (XR‘ yR)
Y
Robinson > Xp
- X >
Graf 3

bodom v Edgeworthovom krabicovom diagrame. V Grafe 1 bol takouto alokéiciou
bod W. Nakreslime si novy graf, Graf 4, s podobnym bodom, ozna¢enym P. V grafe
sa indiferen¢né krivky I a Ip pretntt v bode P = ((xr,yr), (rp,yp)). Sipky na
indiferenénych krivkach znézornuju smer rasttceho uzitku. Ako vidime, bod P
nemdze byt paretovsky optimélny, pretoze akykolvek posun do vnitra oblasti tvaru
SoSovky, by pre oboch spotrebitelov znamenal vicsi uzitok. (Posun do druhého
konca SoSovky, kde sa pretinaju Ir a Ip, by pre oboch znamenal znova rovnaka
situéciu, posun po hranéach SoSovky by jednému spotrebitelovi priniesol vyssi Gzitok
a pre druhého by znamenal rovnaka situaciu ako v bode P.)

Ak by boli Robinson a Piatok v bode ako je P v Grafe 3, mohli by obchodovat
tak, aby z toho mal aspon jeden z nich prospech a ani jednému by neposkodili.
Tomu hovorime paretovské zlepsenie. Ak moézu volne obchodovat, st si vedomi
pripustnych alokécii, a budi sa rozhodovat na zaklade ich preferencii a tzitkovych
funkcii, pravdepodobne by pokracovali v obchodovani az dovtedy, kym by uz ne-
mohli spravif ziadne paretovské zlepSenie, to znamend, ze by dosiahli paretovsky
optimalnu alokaciu. NavysSe, ak by bol bod, v ktorom skon¢ili obchodovanie vo
vnutri Edgeworthovho diagramu, nemohol by to byt bod, kde sa pretinaju indife-
rencné krivky Robinsona a Piatka. Presnejsie, ak predpokladame, Ze indiferencné
krivky st hladké a nemaja ziadne nespojitosti, bod, v ktorom skoncia obchodova-
nie, kde uz nie st mozné dalsie paretovské zlepSenia, musi byt bod dotyku.

Skréatene, vo vnatri Edgeworthovho krabicového diagramu musia byt paretov-
sky optimalne body bodmi dotyku medzi dvomi indiferenénymi krivkami. Na
Grafe 5 mozeme vidiet priklad takéhoto paretovsky optimélneho bodu oznade-
ného Q = ((zr,yr), (xp,yp)). S z neho nakreslené Styri sipky. Sipka smerujica
severovychodne ukazuje, ktorym smerom by si mohol polep$it Robinson, ale tym
by Piatkovi pohorsil. Sipka na juhozépad predstavuje rovnaku situdciu pre Piatka,
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ktory by bol vo vyhode, ale Robinsonovu situdciu by tym zhorsil. Zvysné dve Sipky
ukazuji pohyb, v ktorom by si pohorsili obaja spotrebitelia. Preto v bode @ ne-
existuje ziadne paretovské zlepSenie, tym padom je bod @ paretovsky optimalny.

Piatok

obaja si pohorsia

P si pohor3i

Q = (0 V)i (X V)

R si pohorsi

obaja si pohorsia

A

Robinson

A

X

Graf 5

Y

To nés privadza k dalSej nutnej podmienke pre Paretovo optimum. Pre body,
vo vnutri Edgeworthovho krabicového diagramu, ktoré sii paretovsky optimélne,
musi platit, Ze sklony indiferenénych kriviek Robinsona a Piatka musia byt v tomto
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bode rovnaké. To z ekonomického hladiska znamenad, Zze medznd miera substiticie
(znac¢ime MRS, z anglického marginal rate of substitution) statku y za statok
sa musi rovnat Piatkovej medznej miere substitiicie statku y za statok x. Medzna
miera substiticie statku y za statok x prakticky udéva, o kolko viac/menej ma
spotrebitel nakupit statku y, ak nakapi o jednotku viac/menej statku x, aby bolo
jeho uspokojenie stale rovnaké.

To znamena

MRS® = MRS”,
z ¢oho dalej dostdvame
MUE  MUP
MU MUP

Medzna uzitoénost MU sa vypoéita ako parcialna derivacia uzitkovej funkcie
podla z. Ekonomick4 interpretacia potom znie: ak sa x zmeni o jednotku pri ne-
mennom ¥y, medznd miera substiticie predstavuje, o kolko sa zmeni Gzitok.

Mnozinu vSetkych paretovsky optimalnych alokacii v Edgeworthovom krabi-
covom diagrame nazyvame kontraktacnd krivka. Robinson a Piatok budu prav-
depodobne sthlasit s dohodou, ktord by ich z pociatoénej alokacie W doviedla
na kontrakta¢ni krivku. Kde na kontraktacnej krivke skonc¢ia bude pochopitelne
zélezat od umiestnenia podciatocnej alokacie W, a tiez od ich schopnosti vyjedné-
vat. Ak W priraduje vicsinu chleba aj rumu Robinsonovi, obchodovanie skoné¢i na
kontraktac¢nej krivke v mieste, kde bude mat Robinson stale véésinu oboch tychto
statkov.

Na Grafe 6 je zobrazena kontraktacna krivka. Vo vnuatri Edgeworthovho krabi-
cového diagramu je to mnozina bodov dotyku. Na grafe je zobrazend pociato¢na

..........

Vo vymennej ekonomike, budii Robinson a Piatok obchodovat tak, Ze sa nakoniec
dostantd na kontrakta¢nu krivku, ale nie kamkolvek na fiu. Budu robit paretovské
zlepSenia, to znamen4, Ze ani jeden z nich nebude chciet skon¢it horsie, ako zacal
pri pociatoénej alokacii W. Cast kontraktac¢nej krivky, na ktorej ani jeden nebude
v horsej situdcii ako na zadiatku, je medzi bodmi A a B. Této ¢ast sa nazjva jadro.

Medzi ekonémami vznikol rozpor, nevedia urcit ¢i je paretovsky optimélny bod
A lepsi (alebo horsi) ako paretovsky optimélny bod B. AvSak, zhodnu sa v tom,
ze je dobré skoncit obchodovanie v paretovsky optimélnom bode v niektorom
bode na kontraktacnej krivke. Naznacili sme, Ze v modeli vymennej ekonomiky
nasi dvaja spotrebitelia moézu jednoducho obchodovat a vymienaf si statky tak,
aby sa dostali na kontrakta¢na krivku. Existuje iny sposob, ako sa tam dostat?
Odpoved znie Ano, riesenim je obchodnsj trh.

4. KONKURENCNA (WALRASOVA) ROVNOVAHA

Teraz si vytvorime konkuren¢ny trh v naSej jednoduchej ekonomike s dvomi
spotrebitelmi (Robinsonom a Piatkom) a dvomi statkami (chlebom a rumom).
Této tedria pochddza od francizskeho ekonéma Leona Walrasa (1834-1910). Rov-
novéha na trhu, o ktorej budeme hovorif sa nazyva konkurencna rovnovaha, alebo
tiez podla jej autora Walrasova rovnovdha. Prepojenie medzi trznou rovnovihou
a Paretovym optimom bolo analyzované v 50. rokoch 20. storodia, predovsetkym
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americkymi ekonémami Kennethom Arrowom (*1921) a Lionelom McKenziem
(1919-2010) a tiez franctzskym ekonémom Gerardom Debreuwom (1921-2004).

Walrasovu rovnovahu si vysvetlime na nasledujicom priklade. Predstavme si,
7e na ostrov k Robinsonovi a Piatkovi sa dostane drazitel. Drazitel nemd ziadny
chlieb ani rum a nemé ani zdujem Ziadny z tychto statkov ziskaf. Jeho jedinou
tlohou je vytvaraf trh, na ktorom Iudia obchoduji s dvomi statkami. Robi to
nasledujicim spésobom, vyvolava ceny statkov, za ktoré si Robinson a Piatok
mozu kupif Tubovolné mnozstvo statkov. Pyta sa ich: Co budete robit s tymito
cenami?

V nasom modeli ekonomiky s konkurené¢nym trhom predpokladdme, ze Robin-
son a Piatok budi braf tieto vyvolané ceny za fixné a nemenné, neovplyvnené ich
¢inmi. (To je evidentne v skuto¢nosti nemozné, ked hovorime len o dvoch spotre-
biteloch, ale nds model sa snazime vytvéarat tak, aby sa mohol rozsirit na pripady,
ked je spotrebitelov viac, kde tento predpoklad konkurenéného spravania bude pri-
jateInejsi.) Teraz sa Robinson a Piatok dozvedeli od drazitela dvojicu cien (ps, py)
a o¢akédva sa od nich, Ze drazitelovi povedia mnoZstva statkov, ktoré chct za dani
cenu spotrebovat.

Nasi obchodnici nemaja ziadne peniaze ulozené v banke alebo vo vrecku, jediné
¢o maju su ich pociatocné zvizky statkov. Robinson a Piatok poculi vyhlasené
ceny a vedia, s akymi podiatoénymi mnoZstvami zac¢inaji. Ak by Robinson zaéinal
s 10 bochnikmi chleba a rozhodol by sa, Ze ich chce spotrebovat 12, musel by ist
za drazitelom a vymenit ¢ast jeho rumu za dalSie 2 bochniky chleba. Aké st teda
jeho rozpocltové obmedzenia? Modzeme si ich zndzornit na zéklade tejto vymeny,
bude to teda hodnota ziskaného chleba = hodnote obetovaného rumu alebo

(xr — 2%)pe = (Y% — YR)Dy-
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Po tprave
DzTR + DPyYr = px-r(])% + pyy%?

¢o by sme mohli interpretovat hodnota Zelanyjch spotrebnijch statkov = hodnota po-
Giatoéného mnoZstva statkov. Teda by sme mohli povedat, Ze v modeli bez periaz-
ného prijmu, zastupuje rozpoc¢tové obmedzenie* hodnota pociatoéného mnozstva
statkov.

Teraz do hry vstupuje znova drazitel a vyvolad nové ceny statkov, Robinsona
a Piatka sa opif opyta: Co budete robif s tymito cenami? Robinson samozrejme
bude chcief maximalizovaf svoj Uzitok, alebo inak povedané, dosiahnut ¢o naj-
vy$siu indiferenéni krivku vzhladom k jeho rozpoctovym obmedzeniam. To zna-
mend, ze bude chciet maximalizovat

uR(xRa yR)

vzhladom k obmedzeniu
P2TR + PY)YR = P2t + Dy

Premyslajme o rozpoctovej priamke, ktord plynie z rozpoc¢tového obmedzenia.
Poznamenajme, Ze absolitna hodnota sklonu rozpo¢tovej priamky je p,/p, a tiez,
7e rozpoctové priamka musi prechddzat pociatoénym zviizkom (z%,v%).

Robinson povie drazitelovi, ze na zdklade vyvolanych cien, chce spotrebovat
nejaké mnozstvo statkov, oznaéme ho Ag. Piatok spravi podobné rozhodnutie
a nakoniec povie drazitelovi, Ze mnozstvo, ktoré chce spotrebovat je Bp.

V Grafe 7 je nakresleny vysledok. Nachadza sa tam jedna rozpoctova priamka,
ktora prechddza bodom W, ktory predstavuje pociatoént alokaciu. Neméame dve
rozpoc¢tové priamky, jednu pre Robinsona a druh pre Piatka. Po prvé preto, ze obe
by museli prechadzat bodom W, pretoZe pociatoénd alokécia je pre kazdého z nich
v tomto bode. A po druhé, drazitel vyvolal iba jednu dvojicu cien pre obidvoch,
teda mame iba jeden pomer cien p,/p, , ¢o predstavuje iba jediny mozny sklon.
Z ¢oho plynie, Ze rozpoctové priamky si totozné. V grafe st dalej znézornené
zviizky statkov, ktoré chcii Robinson a Piatok spotrebovat, Ar pre Robinsona
a Bp pre Piatka.

Z grafu mozeme vydcitat dalSie zistenia, vidime, Ze sme v situécii, v ktorej ponuka
chleba prevysuje dopyt po nom a dopytom po rume prevysSujucim jeho ponuku.
Rozpoctova priamka prechiddza cez W, ale je prili§ strmd, zobrazuje pozadovani
spotrebu Robinsona a Piatka ako dva odlisné body. Mozeme vidiet, Ze drazitel by
mal vyvolat nové ceny s nizSou pomernou cenou pre statok z, p,/py.

Teraz je ¢as, ked bude konat drazitel. SAm seba sa pyta: Je mozné, aby Robinson
spotreboval Ap a Piatok Bp? My uZ vidime odpoved Nie, pretoze (Agr, Bp) nie
je pripustna alokacia. Stctom jednotlivych statkov nedostaneme celkové mnoZstva
X, Y. Ked si to rozoberieme, mnoZstvo chleba, ktoré chci Robinson a Piatok
spotrebovat je nizSie ako mnoZstvo chleba, ktoré celkovo méame, a mnoZstvo rumu,
ktoré chet spotrebovat naopak prevysuje nase celkové dostupné mnozstvo rumu.
Takze (AR, Bp) nie je mozna kombindcia.

4Rozpo(:tové obmedzenie v modeloch s prijmom je prijem spotrebitela I = p, X + p, Y (X
a Y ceny statkov, p ich ceny)
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Drazitel tato situdciu vidi a povie si: Ceny (pg,py), ktoré som vyhlasil, musim
zmenit. Musim znizit pomerna cenu chleba p,, /p,. Takze povie Robinsonovi a Piat-
kovi, Ze s vyhldsenymi cenami sa obchodovat nebude. A namiesto nich vyhlési nové
ceny, pre ktoré pomer p, /p, bude mierne nizsi ako to bolo u predchadzajucich cien.
(Napriklad, ak boli pévodné ceny (2, 1), vyhlasi nové ceny (1.75, 1).) Dalej obcho-
dujtcim povie, aby mu povedali nové mnozstvd, ktoré chcti spotrebovat pri novych
cenach, Robinson a Piatok si tieto mnozstva premyslia a potom svoje rozhodnutia
znova oznamia drazitelovi.

Drazitel spolu s obchodujtcimi pokracuje v procese tvorby ceny a pozadova-
ného mnozstva, ktoré by fungovalo. To znamend, Ze tento proces pokracuje, az
kym Robinson a Piatok nepovedia drazitelovi, Ze na zéklade nim vyhldsenych cien
(P}, p;), cheli spotrebovat zvizky statkov A% a By a tieto zvizky nebudi v suc-
toch zhodné s celkovymi mnozstvami chleba a rumu. Teda kym nebudu pripustnou
alokaciou, ¢o znamena, ze v Edgeworthovom krabicovom diagrame budu predsta-
vovat jediny bod. Inak povedané, pre dvojicu zvizkov A} a B} bude pre jednotlivé
statky platit Celkovy dopyt = Celkovd ponuka.

Konecény vysledok tohto procesu sa nazyva konkurenéna rovnovaha alebo tiez
Walrasova rovnovéha. Cenovy vektor, ktory drazitel vyvola ako posledny (pj,p;),
sa nazyva cenovy vektor konkurenc¢nej rovnovahy. Vysledkom tohto procesu je
cenovy vektor konkurencnej rovnovéhy a dvojica spotrebnych zvizkov A} a Bp
takych, ze A}, maximalizuje Robinsonov uzitok vzhladom k jeho rozpoctovym ob-
medzeniam pri rovnovaznych cendch a B} maximalizuje Piatkov uzitok vzhladom
k jeho rozpoc¢tovym obmedzeniam pri rovnovaznych cenach a zaroven este musi
platit, ze (A}, B}) je pripustna alokacia, o znamena, ze suma jednotlivych statkov
sa rovné jednotlivym celkovym dostupnym mnozstvam. Potom dvojicu (A}, B})
nazyvame konkurencnd rovnovdzna alokdcia.

Graf 8 zobrazuje stav konkuren¢nej rovnovahy. VSimnime si, ze zasadny rozdiel
medzi Grafom 7 a 8 je v tom, ze v Grafe 7 pozadované zvizky predstavuja dva
rozne body, ¢o znamend, Ze nie si pripustnou alokdciou. Na tomto grafe vidime
prebyto¢na ponuku chleba a prebytoény dopyt po rume, to ndm napoveda, ze by
sa mala pomernd cena chleba p,/p, znizit, z ¢oho plynie, Ze sklon rozpoctovej
krivky sa zmensi (bude menej strmé, bude mat mensiu smernicu). Na Grafe 8
mame rozpoc¢tovi priamku s mensim sklonom, tiez tam vidime, Ze dvojica zvizkov

% a Bp tvori jediny bod, teda tato dvojica tvori pripustni alokaciu. Ponuka sa
rovné dopytu pre kazdy statok. Mézeme povedat, ze na Grafe 8 vidime Walrasovu
rovnovahu.

Na zéver tohto paragrafu este zhriime dva dolezité fakty o (A%, B}) na Grafe
8. Po prvé, alokacia konkurencnej rovnovahy je bod dotyku k obom diferenénym
krivkam, to znamend, ze lezi na kontraktacnej krivke a teda je paretovsky opti-
malna. A po druhé, pohlad na Graf 8 a Graf 6 zdroveii nds presvedéi, ze alokécia
konkurencnej rovnovahy lezi v jadre.

5. ZAKLADNE TEOREMY EKONOMIE BLAHOBYTU

Uz od ¢ias Adama Smitha (1723-1790) a jeho knihy Bohatstvo narodov (1776) sa
mnoho ekonémov zaoberalo vztahmi medzi efektivitou a volnym obchodom. Smith
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bol tvorcom novych tedrii v dobe, v ktorej zil, avSak formalny rozbor jeho tedrii
prebehol aZ neskor, na prelome 19. a 20. storocia. Vysledky Smithovych tedrii dnes
pozndme pod nazvom prvy a druhy zdkladny teorém ekondomie blahobytu. Graf 8
predstavuje prvy zakladny teorém v nasom jednoduchom modeli vymennej ekoné-
mie. Ukazuje, ze alokacia konkurenc¢nej rovnovahy je paretovsky optimalna. Tento
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rebitelov, ako aj na modely s produkciou. Tento teorém si na zaciatok vyZzaduje
niekolko predpokladov. Najskor musime predpokladat, ze existuju trhy a trzné
ceny pre vSetky statky, dalej, Ze vSetci fudia vystupujici na tomto trhu st konku-
renénymi cenovymi prijemcams, dalej, ze kazdého individudlny Gzitok zavisi iba
na jeho vlastnom spotrebnom zvizku statkov, a nie na zvizkoch inych spotrebi-
telov. (Podobne by sme uvazovali predpoklady u firiem. Predpokladali by sme,
ze vSetky firmy st konkurenénymi cenovymi prijemcami, a ze produkéna funkcia
kazdej firmy zéavisi iba na jej vlastnych vstupoch a vystupoch.) Teraz moézeme
formulovat prvy zakladny teorém pre vseobecnd vymenni ekonomiku.

Prvy zakladny teorém ekondémie blahobytu

Predpokladajme, Ze existuju trhy a trzné ceny pre vsetky statky, Ze vSetci fudia st
konkuren¢ni cenovy prijemcovia, a ze uzitok kazdej osoby zévisi iba na jej vlast-
nom zvizku statkov. Potom kazdéa konkurenc¢ne rovnovazna alokacia je paretovsky
optimalna (teda lezi v jadre).

Toto je velmi délezity vysledok, pretoze poukazuje na to, ze spolo¢nost, ktora sa
spolieha na konkurenc¢né trhy dosiahne Paretovo optimum. VS§imnime si, ze vic¢sina
alokacii v nasom modeli viymennej ekonomiky je paretovsky neoptimalna, takze nie
je jednoduché dosiahnut prave taku alokdciu, ktord by optimélna bola, a fakt, Ze
na tito alokdciu sa spolo¢nost dostane len vdaka trznému mechanizmu je posobiva.
NavySe, trzny mechanizmus je pomerne lacny (teoreticky vyZzaduje len drazitela,
v praxi si ho moZeme predstavit ako eBay). Nevyzaduje, aby pomyselna hlava
trhu poznala uzitkova funkciu kazdého tcastnika a na zéklade toho rozhodovala
o rozdeleni statkov. Trzny mechanizmus vyzaduje len verejne zndme ceny, ktoré
sa menia v zavislosti na prebytku ponuky alebo dopytu. V skratke, mechanizmus
konkuren¢ného trhu je pomerne lacny, velmi nendpadny a pozoruhodne efektivny.
Toto ndm poméaha pochopit prvy zédkladny teorém ekonémie blahobytu.

Avsak, prvy zékladny teorém ma4 jeden nedostatok, a to ten, Ze konkurenéne rov-
novazna alokacia znacne zavisi na umiestneni pociatoc¢nej alokécie. Inymi slovami,
véaznej alokécii, ktora bude ddvat Robinsonovi stale vidsinu chleba a rumu. Alebo
vSeobecne, ak je v spolo¢nosti velmi nerovnomerné rozlozenie schopnosti a podcia-
toénych mnozstiev réznych statkov, v konec¢nej paretovsky optimalnej rovnovazne;j
alokacii bude toto rozloZenie stale nerovnomerné. Co s tym mozeme urobit? Tu
nam pomoze druhy zékladny teorém.

Druhy zékladny teorém ekonémie blahobytu uziva vSetky predpoklady prvého
teorému a priddvame este jeden dalsi, a to konveznost. V modeli vymennej eko-
nomiky budeme predpokladat, Ze kazdy obchodujici mé konvexni indiferenéna
krivku. Povedzme, Ze pociatoénd alokécia statkov v spolo¢nosti je velmi nespra-
vodliv4, a teda aj na nej zaloZend rovnovaha bude velmi nespravodliva. Predstavme
si, Ze spolo¢nost sa rozhodla, Ze existuje in4, spravodlivejsia paretovsky optiméalna
alokécia, ktorti by cheeli dosiahnut. Spolo¢nost nechce tito spravodlivi alokdciu
dosiahnut nariadenim, ale chce na to vyuzit trzny mechanizmus. Existuje takjyto
mechanizmus? Odpoved znie Ano.
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Graf 9 vysvetluje tento teorém. Pociatoénd alokdcia W priraduje vSetok chlieb
a vicsinu rumu Robinsonovi. S touto pociato¢nou alokiciou by sme sa pomo-
cou walrasidnskeho mechanizmu dostali do rovnovazneho stavu, ktory priraduje
Robinsonovi vii¢sinou chleba aj rumu. Tato alokicia je oznacend Laissez Faire®
(z franctzskeho Laissez faire, ¢o v preklade znamena nechat byt), avsak je velmi
nespravodliva. Ovela spravodlivejSou moZnostou by bola alokicia oznacend Ciel.

. Piatok

A A
/ *
Lajssez faire wil~

Iskion| = p,"/p, Y

Robinson

X

A
Y

Graf 9

Je mozné, aby sme jednoduchymi zmenami v mechanizme dosiahli tato aloké-
ciu? Okrem toho, aby bol Ciel paretovsky optimdlny, musi byt tiez bodom dotyku
indiferen¢nych kriviek obchodnikov. Ak je bodom dotyku, moZeme nakreslit do-
tyénicu, ako na Grafe 9. Zo sklonu dotyénice mozeme vidiet, akd je pomerné cena
(p3)/(py). Jednu z cien si lubovolne oznac¢ime la potom z pomerne]j ceny dopodi-
tame druhi cenu. Nakoniec dostaneme pozadovand dvojicu cien (pk, pZ)

Teraz do nésho modelu vstupuje vlada, ktord zavedie pausdlnu (jednorazovi)
dan a dotdcie. Tie st uvalené na Robinsona a Piatka. St pausilne, pretoze ne-
zévisia na mnoZstve statkov, ktoré chct spotrebovat. Daii (peniaze, ktoré berie
vldda od Tudi) bude reprezentovand zapornym ¢&islom a dotécie (peniaze, ktoré
vlada dava ludom) budd reprezentované kladnym éislom. Robinsonove dane a do-
tacie oznac¢me TR, analogicky Piatkove oznac¢ime Tp. V1dda nevytvara ani nenici
majetok, takze predpokladame, Ze

Tr +Tp =0,
57 kréda fyziokratov Laissez faire, laissez passer (nechat byt, nechyt plynut). Predstavovalo

vyzvu vlddam, aby nezasahovali do ekonomiky. V slobodnom a neregulovanom trznou mecha-
nizme videli najspravodlivejsiu cestu k efektivnym alokacidm.
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¢o znamend, ze dane jednej strany st okamzite posielané druhej strane, a naopak.
Teraz vlada posle Robinsonovi spravu: Daj Tr na pravu stranu svojho rozpocto-
vého obmedzenia, a pocitaj s cenami (p;,p;). Ak je Tr zaporné &islo, je to pre
teba zla sprava. PriSiel si o peniaze a musiS ndm ich poslat. Ak je Tk kladné
¢islo, peniaze si ziskal, zasleme ti ich este dnes. Piatkovi bola posland podobna
sprava. Rozpoctové obmedzenia sa pre oboch obchodnikov zmenili nasledujticim
sposobom:
PiTR + Dyyr = Pix% + PjyR + Tk

pixp + piyp = piah + piyp + Tp.

Robinson a Piatok si teraz zvolia svoje pozadované zvizky statkov v zavislosti
na rozpoc¢tovych obmedzeniach. Za predpokladu, ze vlada stanovi dane a dotéacie
v spravnej vyske, obchodovanie skoné¢i v pozadovanom paretovsky optimalnom
bode Ciel.

V skratke, dafiami a dotaciami v spravnej vyske, spolo¢nost moéze dosiahnuf
aktkolvek paretovsky optimélnu alokdciu bez toho, aby sme sa zriekli trzného
mechanizmu. Druhy teorém ekondmie blahobytu hovori, Zze vSetko toto je mozné.
Tento teorém teraz modzeme definovat formalne.

Druhy zakladny teorém ekondémie blahobytu

Predpokladajme, Ze existuju trhy pre vsetky statky, Ze vSetci Iudia st prijimatelia
cien, a Ze uzitok kazdej osoby zavisi len na jej vlastnom zvizku statkov. Dalej
predpokladajme, Ze indiferen¢né krivky obchodnikov st konvexné. Povedzme, Ze
Ciel je paretovsky optimélna alokécia.

Potom existuju konkurenc¢ne rovnovazny cenovy vektor a vektor pausalnych
dani a dotécii s nulovym suctom zloziek také, ze ak rozpoctové obmedzenia s ce-
nami tohto cenového vektoru pozmenime o dane a dotécie, tak dosiahneme, ze
Cliel je vyslednou konkurenéne rovnovaznou alokéciou.

Volne povedané, prvy zdkladny teorém hovori, ze akékolvek konkurenéna rov-
novéha je paretovsky optimélna a druhy teorém hovori, Ze akykolvek paretovsky
optiméalny bod je konkurenéne rovnovazny spravnou modifikdciou rozpoctovych
obmedzeni. Druhy teorém mé dopliiujicu podmienku (konvexnost) a je velmi z&-
visly na zmene rozpoctovych obmedzeni.

Kristina Sramkové, Fakulta podnikatelska, Vysoké uceni technické v Brng&, Kolejni 2906/4,
61200 Brno,
e-mail: sramkova.kristina@gmail.com
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KARETNI HRA KABRNACI
JAN STOPKA A JINDRICH DVORAK

ABSTRAKT. Kabriiaci jsou moderni karetni hra s matematickou tematikou. Clanek
vas postupné provede obsahem hry a jejim cilem. Struéné shrneme pravidla a princip
hry a nakonec se podivame také na historii vzniku této karetni hry a jeji soucasny
vyvoj.

1. Co Jjsou KABRNACI

Kabrniaci jsou moderni karetni hra s matematickou tematikou, kterou vytvorili
organizatori Brnénského korespondenéniho seminaie (BRKOS) Jan Stopka, Tomas
Moutelik a Adéla Miklikova za pomoci nékterych dalsich organizatorda BRKOSu.
Kazdy hrac ve hre predstavuje jednoho ze slavnych matematiki historie a v této
roli je jeho cilem dokazat dostatek matematickych vét. Dokazovani se déje pro-
stfednictvim pfidavani Zzeton na vylozené karty jednotlivych vét. Ale pozor, udél
matematika neni tak jednoduchy a hraci si musi dat pozor, aby nehrali prilis nudné,
jinak se jim stane, Ze usnou nudou a prohraji hru.

Kofeny hry vychézi z tradice sbératelskych karetnich her jako Magic: The
Gathering nebo pocitacovy Hearthstone. Kazdy hrac si proto pred hrou voli mate-
matika, za kterého bude hrat, a sestavuje pro néj bali¢ek hracich karet. Na rozdil
od sbératelskych karetnich her ale v Kabrnacich hra¢i nemusi nic sbirat — k do-
stani je kompletni sada karet. Ta obsahuje Sest riznych matematikd, mimo jiné
velikany jako Eukleidés ¢i Isaac Newton, a dale celkem ctyticet sedm unikatnich
hracich karet. Pocet karet v sestaveném hracim balicku neni nijak omezen, ba nao-
pak mohou vznikat funkéni balicky o péti kartéch, ale lze hrat i s kompletni sadou
CtyTiceti sedmi karet.

Hraci karty jsou ¢ty typa: véty, udalosti, pomicky a definice. Véty jsou nejdu-
posunuji k vitézstvi. Udélosti jsou karty s jednordzovym efektem, které tak ¢i onak
pomahaji hraci, ktery je zahral, nebo naopak skodi ostatnim. Pomiicky mtize hrac¢
vylozit z ruky a poté je v kazdém tahu pouzit a ziskat tak maly bonus. Posledni typ
jsou definice. To jsou karty s obvykle pasivnim efektem, ktery plati pro vSechny
hréace a zadsadné meéni pravidla hry.

2. JAK SE TO HRAJE

Jakmile maji hraci sestavené své hraci balicky, mohou se pustit do hry. Z vybranych
karet utvori dobiraci bali¢ky, oba si do zaCatku vezmou ¢tyfi karty a hra mize zacit!
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M: Kdykoliv pouzije$ Brani karet, vezmi
si o kartu vice a jednu z nich vrat zpét.

Pfi Dokazovani dokazuje o 2. Je moiné rozdeélit kouli na pét riiznych dilki,
» ; ) ; které lze poté slo¥it do dvou kouls shodnyjch
Polet Dirichletovjch publikact neni velky: drahokamy s pivodni kouls.

CREC i —Carl Friedrich Gauss

Hraci se stfidaji na tahu, ktery se sestava ze t¥i fazi. V prvni fazi mohou hraci
vylozit definici, maji-li néjakou v ruce. V druhé fazi hraji akce.

Hraci maji v kazdém tahu t¥i akce, které mohou libovolné vyuzit k brani karet
z dobiraciho balicku, hrani karet z ruky, pouzivani pomiicek a dokazovani vét. Pri
dokazovani véty hra¢ umisti zeton dikazu na pfislusnou vétu a jakmile je na ni
tolik zetont dikazu, kolik je jeji obtiznost zobrazena v levém hornim rohu karty,
je véta dokazana. Kazdy matematik pak k vitézstvi potifebuje dokazat tolik veét,
kolik je jeho ctizddostivost (Gislo od ¢tyf do sedmi).

Po odehrani vSech akci nasleduje posledni faze — konec tahu. Zde pfichazi do
hry drobny prvek nahody, protoze hra¢ na konci tahu musi tzv. palit. To zna-
mend, ze vrchni karta jeho dobiraciho balicku je odlozena na odkladaci balicek.
Kdyz hraci dojdou karty v dobiracim balicku, vytvori novy bali¢ek zamichanim
odkladaciho. Pritom vSak ziska urcity pocet Zetonti nudy. Po prvnim zamichani
jeden, po druhém dva Zetony atd. Nudu mtize hra¢ obdrzet nebo se ji naopak
zbavit také skrze efekty nékterych karet. A jakmile hrac¢ ziska tolik zetond nudy,
kolik je jeho trpélivost (¢islo od tif do péti), usind jeho matematik nudou a hraé
hru prohrava.

A7 na nékolik detailt jsou tohle celd pravidla hry, i pfes matematickou tematiku
tak nejde o nic nadro¢ného. Navic jde o velmi sviznou hru — jedna partie trva kolem
dvaceti minut.

3. KDE SE VZALI KABRNACI

Mozné si kladete otazku, kde jsme k takovému napadu prisli. Zcela jisté bychom
neobétovali stovky hodin ¢asu, pokud bychom neméli velkou motivaci a neoplyvali
presvédcenim, ze vynaloZend prace bude stat za to. Pivodni myslenka byla vytvo-
fit sbératelskou karetni hru s matematickou tematikou, jejiz karty bychom mohli
rozdavat jako odménu fesitelim BRKOSu.

Tenhle napad se objevil pred asi dvéma lety na srazu organizatoru korespon-
dencnich seminéfi a od té doby ziistal asi na rok v Supliku. Pak jsme ho ale ozivili
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a obzvlasté vzajemnym popohidnénim jsme prekonali prvni velké prekazky, vy-
tvorili rAmcovy koncept hry a prvni provizorni karty ve formé malych popsanych
papirkt. S papirky jsme pak hrali a hrali a hrali, neustale pridavali nové a obmé-
novali jiz vytvorené, vylepsovali, ladili a dokoncovali hru tak dlouho, dokud jsme
s ni nebyli spokojeni.

Soubézné s tim pracovala Adéla na ilustracich ke kartdm. Kazdym dnem se
objevovaly krasné obrazky humorné ztvarnujici matematické pojmy i kazdodenni
matematikovy redlie. Obzvlasté povedené ilustrace jsme navic zvefejnili na Face-
booku, abychom se s projektem mohli pochlubit nasim zndmym. A toto poc¢inani
neztistalo bez odezvy. Cim dal vice lidi nam psalo, jaké je skoda, Ze uz nemohou
resit BRKOS, aby také mohli Kabriidky sbirat. My jsme se rozhodli vyjit jim vstiic
a nabidli jsme kompletni balicky za pofizovaci cenu také nasim zndmym a prate-
lam. Tehdy jsme netusili, Ze znadmych a pratel, kteri Kabrnaky chtéji se najde cela
stovka.

4. SOUGASNOST KABRNAKU

Od chvile prvniho vydani jsme na Kabrnacich neustale pracovali, pfemysleli nad
novymi sadami karet, propagovali Kabrnaky mezi dalsi a dalsi lidi, vytvorili jsme
webové stranky a na jare jsme také pfepracovali zdkladni sadu, zménili efekty
nékolika karet, pozménili pravidla hry a vytvorili pfiblizné deset novych ilustraci.
Na konci dubna jsme méli k dispozici uz druhé vydani hry, tentokrat k dostani
také s tisténou brozurkou pravidel, pfilozenymi Zetony a referen¢ni kartou.

V této podobé miizete Kabrnaky ziskat objednanim na nasich webovych strankach
http://hrakabrnaci.cz/ nebo na http://facebook.com/hrakabrnaci.

Jan Stopka, e-mail: honza.stopka@gmail.com

Jindfich Dvorék, e-mail: jsemoptimista@gmail.com






	logoling
	kv15_1-2_predmluva
	kv15_1-2_zenisek_1_final
	kv15_1-2_zenisek_lamac_final
	kv15_1-2_zenisek_2_final
	kv15_1-2_cermak_nechvatal_final
	kv15_1-2_sramkova_final
	kv15_1-2_stopka_dvorak_final

