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GREENOVA V�TA A JEJÍ APLIKACE

ROBERT MA�ÍK

Abstrakt. V £lánku je diskutován vliv Greenovy v¥ty mimo ryze matematické
oblasti. Je zde zd·razn¥n její význam p°i odvozování diferenciálních tvar· fyzikálních
zákon· a dále je uvedena její role p°i vysv¥tlení funkce planimetru � p°ístroje pro
m¥°ení obsah· rovinných obrazc· obecného tvaru. Na rozdíl od jiných podobn¥
zam¥°ených prací rekonstruujeme p°ímo vektorové pole planimetru a tím m·ºeme
krom¥ vysv¥tlení planimetru ov¥°it i matematické zd·vodn¥ní n¥kterých doporu£ení
pro správnou práci s tímto p°ístrojem.

Greenova v¥ta je klasické tvrzení z vektorové analýzy, dávající do souvislosti
k°ivkový integrál druhého druhu po uzav°ené k°ivce a dvojný integrál rotace vek-
torového pole p°es mnoºinu, která je touto k°ivkou ohrani£ena. V tomto £lánku si
p°ipomeneme význam Grenovy v¥ty a p°edstavíme si planimetr � p°ístroj k m¥°ení
obsah· dvourozm¥rných mnoºin, jehoº funkce s Greenovou v¥tou úzce souvisí.

1. Úvod

Nejb¥ºn¥j²í tvar Greenovy v¥ty je∮
C

P dx + Qdy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dS, (1.1)

kde D je jednodu²e souvislá oblast a C = ∂D je kladn¥ orientovaná hranice této
mnoºiny, o níº p°edpokládáme, ºe je tvo°ena po £ástech hladkou jednoduchou
uzav°enou k°ivkou. Funkce P a Q jsou funkce prom¥nných x, y de�nované v n¥jaké
otev°ené mnoºin¥ obsahující mnoºinu D, mající v této mnoºin¥ spojité parciální
derivace.

Pracujeme-li s vektorovým polem ~F = (P,Q) a uvaºujeme-li dvourozm¥rnou ro-
taci rotz ~F jako z-ovou komponentu trojrozm¥rné rotace vektorového pole (P,Q, 0),
tj.

rotz ~F =
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
,

dostává vztah (1.1) tvar ∮
C

~F d~r =

∫∫
D

rotz ~F dS.
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V kontextu vektorové analýzy se k°ivkový integrál na levé stran¥ nazývá cirku-
lace vektorového pole ~F po orientované k°ivce C. Nej£ast¥ji se s tímto integrálem
v aplikacích setkáváme p°i výpo£tu práce (v tomto p°ípad¥ je vektorové pole de�no-
váno p·sobící silou) nebo p°i výpo£tu elektrického nap¥tí (p°íslu²ným vektorovým
polem je pole elektrické intenzity).

Dal²ím b¥ºným tvarem Greenovy v¥ty je∮
C

−Qdx + P dy =

∫∫
D

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y

)
dS.

Matematicky tento vztah dostaneme prostou substitucí funkcí −Q a P za funkce P
a Q v (1.1). Tento vztah je v²ak zajímavý z fyzikálního hlediska, protoºe formáln¥
nahrazuje pole (P,Q) kolmým polem (−Q,P ) a pracuje tedy s normálovou sloºkou
vektorového pole ~F namísto sloºky te£né. Proto má výraz na levé stran¥ fyzikální
interpretaci toku vektorového pole k°ivkou C. Na pravé stran¥ vidíme divergenci
vektorového pole ~F , která je de�nována vztahem

div ~F =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
.

2. Fyzikální význam Greenovy v¥ty

Ve fyzice jsou známa a pouºívan¥j²í roz²í°ení Greenovy v¥ty do více dimenzí. Roz-
²í°ením Greenovy v¥ty pro cirkulaci podél okraje plochy, která není rovinnou plo-
chou, je Stokesova v¥ta a roz²í°ením Greenovy v¥ty pro tok uzav°enou plochou
v prostoru je Gaussova-Ostrogradského v¥ta. Ve spojení toku nebo cirkulace vek-
torového pole s jistým dvojným integrálem obsahujícím operátory divergence a ro-
tace spo£ívá aplika£ní význam Greenovy v¥ty a jejích roz²í°ení. Díky této v¥t¥
je moºné p°echázet mezi lokálními (diferenciálními) a nelokálními (integrálními)
tvary fyzikálních zákon·. Nap°íklad Faraday·v zákon elektromagnetické indukce∮

∂D

~E d~r = − d

dt

∫∫
D

~B d~S

vyjad°uje skute£nost, ºe velikost indukovaného nap¥tí ve smy£ce je rovna £asové
zm¥n¥ toku magnetické indukce touto smy£kou a p·sobí proti této zm¥n¥. Dává
tedy do souvislosti makroskopické veli£iny. Díky Greenov¥ v¥t¥ (resp. v obecném
p°ípad¥ díky Stokesov¥ v¥t¥) je moºné Faraday·v zákon p°evést na tvar∫∫

D

rot ~E d~S = − d

dt

∫∫
D

~B d~S

a (po zám¥n¥ po°adí derivování a integrování podle nezávislých prom¥nných)∫∫
D

rot ~E d~S =

∫∫
D

−∂ ~B

∂t
d~S.

Protoºe tato rovnost musí být spln¥na pro libovolnou plochu D, platí

rot ~E = −∂ ~B

∂t
, (2.1)
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Obrázek 1. Polární kompenza£ní planimetr zna£ky Allbrit.

coº je t°etí Maxwellova rovnice1 v diferenciálním tvaru. Tato rovnice slovn¥ vy-
jad°uje, ºe vír elektrického pole (tj. nenulová rotace intenzity elektrického pole)
vzniká tam, kde se m¥ní magnetické pole. Na rozdíl od Faradayova zákona, který
je podle vý²e uvedeného vlastn¥ t°etí Maxwellovou rovnicí v integrálním tvaru,
nepracuje rovnice (2.1) s makroskopicky m¥°itelnými veli£inami, je v²ak vhod-
n¥j²í pro pochopení fyzikální podstaty a dává také fyzikální interpretaci operátoru
rotace.

Podobným zp·sobem je moºné ze zákon· zachování makroskopických veli£in
odvodit p°íslu²né diferenciální zákony a vztahy pouºívané ve fyzice jako nap°íklad
rovnici kontinuity pro obecnou stla£itelnou tekutinu, rovnici vedení tepla nebo
rovnici difuze, viz nap°íklad [3, Kapitola 1].

3. Planimetr

Jak bylo uvedeno v p°edchozí kapitole, Greenova v¥ta má ve fyzikálním popisu
sv¥ta zásadní postavení. Z matematického hlediska je zajímavé, ºe dává do souvis-
losti informaci rozloºenou na mnoºin¥ v rovin¥ a informaci získanou výhradn¥ na
hranici této mnoºiny. V u£ebnicích (viz nap°íklad [9, str. 1139]) i na p°edná²kách
(viz nap°íklad [2, £as cca 43:30]) bývá £asto jako mechanický p°ístroj pracující

1Maxwellovy rovnice jsou £ty°i rovnice, které zcela popisují chování elektromagnetického pole.
K nim zpravidla p°idáváme materiálové vztahy podle studovaného prost°edí a °e²ením t¥chto
rovnic dostáváme fyzikální popis reálných situací. Jako d·sledky Maxwellových rovnic m·ºeme
získat nap°íklad vlnovou rovnici pro elektromagnetickou vlnu, zákon odrazu a zákon lomu sv¥tla,
Kirchho�ovy zákony v elektrických obvodech apod.
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na základ¥ Greenovy v¥ty uvád¥n planimetr � p°ístroj na m¥°ení obsah· dvou-
rozm¥rných obrazc·. Pod pojmem planimetr se v praxi rozumí tém¥° výhradn¥
polární planimetr, coº je p°ístroj, jehoº historie je zcela unikátní a vymyká se
v²em ostatním p°ístroj·m v¥dc· a p°írodov¥dc·. Posu¤te sami: polární planimetr
vynalezl v roce 1854 �výcar Jacob Amsler a tento planimetr se b¥ºn¥ pouºíval
aº do 80-tých let 20. století ke stanovení obsah· dvourozm¥rných obrazc· v²ude,
kde znalost obsahu byla podstatná pro dal²í postup. Planimetry byly p°ítomny ze
z°ejmého d·vodu v pracovnách kartograf· a stavebních inºenýr·, ale na²ly uplat-
n¥ní i v biologii, léka°ství, potraviná°ství, strojírenství, lesnictví, geologii a fyzice.
Bez zásadní inovace planimetr p°eºil druhou polovinu 19. století a tém¥° celé 20.
století, tedy dobu, kdy do²lo k zásadním technickým inovacím prakticky ve v²ech
oblastech ºivota. Postupn¥ byl vyt¥sn¥n aº nástupem digitalizace a digitálního
zpracování obrazu. Dnes se s ním v b¥ºné laborato°i jiº nesetkáme. I tak je v²ak
zajímavé poznat souvislost mezi tímto jednoduchým aparátem a Greenovou v¥tou.

Základním stavebním kamenem planimetru je rameno planimetru s integra£ním
kole£kem a hrotem. Hrot je p°i m¥°ení veden po obvodu obrazce a druhý konec
ramene je dodate£ným mechanismem vázán na n¥jakou k°ivku � p°ímku v p°ípad¥
lineárního planimetru a kruºnici v p°ípad¥ polárního planimetru.

Integra£ní kole£ko je jednoduchý mechanický prost°edek, který svazuje funkci
planimetru s k°ivkovým integrálem. Je nasazeno kolmo na rameno planimetru
a navrºeno tak, aby se lehce otá£elo okolo své osy a sou£asn¥ bez odporu klouzalo
do boku. Pokud se takové kole£ko pohybuje po k°ivce se kterou svírá obecný úhel,
rozkládá se jeho pohyb p°irozen¥ na dv¥ komponenty: na komponentu ve sm¥ru
kole£ka (otá£ení) a na komponentu kolmou (klouzání). Pouze komponenta ve sm¥ru
kole£ka zp·sobí pooto£ení kole£ka. Je to podobné jako práce konaná silou, kdy
jenom komponenta ve sm¥ru pohybu koná práci. Pro kvantitativní popis ozna£me
jednotkový normálový vektor k rameni planimetru (coº je sou£asn¥ sou£asn¥ sm¥r
kole£ka) ~n. P°i pohybu kole£ka po úse£ce de�nované vektorem posunutí ~r je celková
dráha zaznamenaná kole£kem rovna délce projekce vektoru ~r do sm¥ru ~n, tj. je dána
skalárním sou£inem ~n · ~r. Pokud se kole£ko nepohybuje po úse£ce, ale po obecné
k°ivce C p°echází tento skalární sou£in v k°ivkový integrál druhého druhu

∫
C
~nd~r

vektorového pole ~n po k°ivce C. To je moºné nahlédnout bu¤ s odvoláním na
analogii s konáním práce, nebo obvyklými úvahami integrálního po£tu zaloºenými
na d¥lení a limitním p°echodu. V dal²ím rozboru musíme zjistit, jaká je souvislost
mezi k°ivkovým integrálem

∫
C
~nd~r a pohybem m¥°icího hrotu po hranici m¥°ené

mnoºiny2.
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Obrázek 2. Schematický nákres lineár-
ního planimetru. Vlevo vazba na p°ímku,
vpravo m¥°ící hrot, uprost°ed integra£ní
kole£ko se stupnicí. P°evzato z http://

persweb.wabash.edu/facstaff/footer.
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Obrázek 3. Vektorové pole lineárního pla-
nimetru a k°ivka C, kterou opisuje inte-

gra£ní kole£ko p°i m¥°ení obsahu Ω.

3.1. Lineární planimetr

Lineární planimetr se vyzna£uje tím, ºe druhý konec ramene planimetru (ten, kde
není m¥°icí hrot) se voln¥ pohybuje po p°ímce. V sou°adnicích podle obrázku 3
má vektor ur£ený ramenem planimetru sou°adnice (x,

√
L2 − x2), kde L je délka

ramene. Jednotkový normálový vektor k rameni planimetru je tedy

~n =
1

L

(
−
√
L2 − x2, x

)
.

Jsou-li (X,Y ) sou°adnice integra£ního kole£ka a jsou-li c a C po °ad¥ k°ivky opi-
sované m¥°icím hrotem a integra£ním kole£kem, potom kole£ko zaznamenává hod-
notu

I =
1

L

∫
C

−
√
L2 − x2 dX + xdY. (3.1)

Tento integrál p°evedeme do vyjád°ení pomocí k°ivky c a sou°adnic m¥°icího
hrotu (x, y). Je-li w vzdálenost integra£ního kole£ka od konce ramene vázaného
na p°ímku, snadno odvodíme

(X,Y ) =
(w
L
x, y −

(
1− w

L

)√
L2 − x2

)
.

2V publikacích v¥novaných funkci planimetru je tento postup zpravila zjednodu²en tak, ºe se
nejprve uvaºuje integra£ní kole£ko umíst¥né ve stejném bod¥ jako m¥°ící hrot a poté se ukáºe, ºe
otá£ky zaznamenané na kole£ku po uzav°ení celé k°ivky nezáleºí na skute£né poloze integra£ního
kole£ka na rameni planimetru. Jiný p°ístup je zanedbat uº b¥hem výpo£tu komponentu, která
se na celkovém £tení planimetru neuplatní, viz nap°íklad [5]. My se v²ak budeme snaºit najít
p°ímou souvislost mezi pohybem planimetru a vektorovým polem p°ístroje, tj. p°ímou souvislost
mezi pohybem planimetru a údaji zaznamenávanými na integra£ním kole£ku i b¥hem pohybu.

http://persweb.wabash.edu/facstaff/footer
http://persweb.wabash.edu/facstaff/footer
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Diferencováním získáme

(dX,dY ) =

(
w

L
dx,dy +

(
1− w

L

) x√
L2 − x2

dx

)
a po dosazení do (3.1) dostáváme

I =
1

L

∫
c

(
−
√
L2 − x2

w

L
+
(

1− w

L

) x2

√
L2 − x2

)
dx + xdy

=
1

L

∫
c

x2 − Lw√
L2 − x2

dx + xdy.

P°edpoklad c = ∂Ω a Greenova v¥ta umoº¬ují p°evod na dvojný integrál

I =
1

L

∫∫
Ω

dS

mající (aº na konstantní násobek) význam obsahu mnoºiny Ω. Lineární planimetr
tedy pracuje s vektorovým polem

(P,Q) =

(
x2 − Lw√
L2 − x2

, x

)
a integrál tohoto vektorového pole po k°ivce c = ∂Ω je roven obsahu mnoºiny Ω.

Poznámka 3.1. Díky transla£ní invarianci p°i posunutí ve sm¥ru osy y (viz ob-
rázek 3) bylo p°irozené o£ekávat, ºe vektorové pole lineárního planimetru nezávisí
na prom¥nné y. Toto o£ekávání se skute£n¥ potvrdilo. Dále je moºno vypozoro-
vat (p°ímým výpo£tem nebo z obrázku 3), ºe velikost vektor· z vektorového pole
planimetru je v¥t²í dál od osy y. To má snadno interpretovatelný d·sledek: pokud
se operátorovi obsluhujícímu planimetr zachv¥je ruka a nekopíruje p°esn¥ k°ivku c
v míst¥, kde má vektorové pole v¥t²í velikost, zp·sobí se tím v¥t²í chyba, neº kdyº
takováto nepozornost nastane v míst¥ s men²í velikostí vektorového pole. Proto se
doporu£uje m¥°it tak, aby rameno nebylo moc vychýlené. Pokud bychom netrvali
na úplnosti na²eho popisu planimetru, ale snaºili se výklad zjednodu²it úvahami
nazna£enými v poznámce pod £arou na stran¥ 19, nebyl by d·vod takového dopo-
ru£ení z°ejmý. My v²ak nyní toto doporu£ení máme podloºeno výpo£tem.

3.2. Polární planimetr

V polárním planimetru navrºeném Amslerem je konec ramene planimetru, ve kte-
rém není m¥°icí hrot, vázán na kruºnici. Výhoda je, ºe takováto vazba je kon-
struk£n¥ mnohem jednodu²²í neº vazba na p°ímku, protoºe je moºno ji realizovat
pomocí nepohyblivého pólu a pomocného ramene de�nujícího kruºnici.

Po£átek soustavy sou°adnic volme v nepohyblivém pólu. Nech´ L je délka m¥°í-
cího ramene a bu¤te (x, y) sou°adnice m¥°ícího hrotu a (a(x, y), b(x, y)) sou°adnice
druhého konce m¥°ícího ramene (vázaného na kruºnici). M¥°ící hrot se pohybuje
po k°ivce c = ∂Ω. Je-li hrot v bod¥ (x, y), má jednotkový vektor mí°ící kolmo
k m¥°ícímu rameni vyjád°ení ~n = 1

L (b− y, x− a) a jsou-li dále sou°adnice (X,Y )
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Obrázek 4. Schematický nákres polárního
planimetru. Dolní konec svislého ramene
tvo°í pól planimetru. Pól se nepohybuje, ale
rameno se okolo n¥j m·ºe otá£et. �ikmé ra-
meno má na pravém konci hrot kopírující
hranici m¥°ené mnoºiny a p°ibliºn¥ upro-
st°ed integra£ní kole£ko. �asté je i umís-
t¥ní kole£ka aº za spojem obou ramen,
jako na obrázku vpravo a na obrázku 1.
P°evzato z http://persweb.wabash.edu/

facstaff/footer.

(x,y)

(X,Y)

(a,b)

c= Ω

C

Obrázek 5. Vektorové pole polárního pla-
nimetru. Délka m¥°ícího ramene L je m¥-
°ena od spoje (a, b) k m¥°ícímu hrotu (x, y).
P°i pohybu bodu (x, y) po k°ivce c je spoj
ramen (a, b) vázán na vyzna£enou kruºnici
a integra£ní kole£ko v bod¥ (X,Y ) se pohy-

buje po k°ivce C.

sou°adnicemi integra£ního kole£ka pohybujícího se po k°ivce C, je údaj na inte-
gra£ním kole£ku roven

I =
1

L

∫
C

(b− y) dX + (x− a) dY. (3.2)

Je-li integra£ní kole£ko na rameni planimetru ve vzdálenosti w od bodu (a, b)
sm¥rem k bodu (x, y), jsou sou°adnice kole£ka

(X,Y ) =
(w
L
x +

(
1− w

L

)
a,

w

L
y +

(
1− w

L

)
b
)
.

Tento vzorec zahrnuje i p°ípad w < 0, kdy integra£ní kole£ko není mezi ob¥ma
konci planimetru, ale je ve vzdálenosti |w| od bodu (a, b), sm¥rem od bodu (x, y).
P°ipome¬me, ºe a a b jsou funkcemi prom¥nných x a y. Diferencováním vztah·
pro X a Y dostaneme

dX =
w

L
dx +

(
1− w

L

)[∂a
∂x

dx +
∂a

∂y
dy

]
,

dY =
w

L
dy +

(
1− w

L

)[ ∂b
∂x

dx +
∂b

∂y
dy

]
a po dosazení do (3.2) získáme

I =
1

L
· w
L

∫
c

(b− y) dx + (x− a) dy

+
L− w

L2

∫
c

(
(b− y)

∂a

∂x
+ (x− a)

∂b

∂x

)
dx +

(
(b− y)

∂a

∂y
+ (x− a)

∂b

∂y

)
dy,

http://persweb.wabash.edu/facstaff/footer
http://persweb.wabash.edu/facstaff/footer
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kde pro snaz²í výpo£et je integrál rozd¥len na dv¥ £ásti. Aplikace Greenovy v¥ty
pro k°ivku c = ∂Ω dává po jednoduchých úpravách

I =
1

L
· w
L

∫∫
Ω

[
2− ∂a

∂x
− ∂b

∂y

]
dS

+
1

L

(
1− w

L

)∫∫
Ω

(
∂a

∂x
+

∂b

∂y
− 2

∣∣∣∣∣ ∂a∂x ∂a
∂y

∂b
∂x

∂b
∂y

∣∣∣∣∣
)

dS.

(3.3)

Pokusíme se najít vyjád°ení výraz· vystupujících v t¥chto integrálech pomocí pro-
m¥nných x a y.

Dv¥ ramena polárního planimetru de�nují dv¥ vazby mezi body (x, y) a funk-
cemi a(x, y) a b(x, y). Jsou-li délky ramen planimetru L a P , mají tyto vazby
tvar

a2 + b2 = P 2

a
(x− a)2 + (y − b)2 = L2.

Derivováním kaºdého z t¥chto vztah· podle x a poté podle y obdrºíme £ty°i rov-
nice, které je moºno zapsat maticov¥ ve tvaru(

a b
x− a y − b

)( ∂a
∂x

∂a
∂y

∂b
∂x

∂b
∂y

)
=

(
0 0

x− a y − b

)
. (3.4)

Matice

M =

(
a b

x− a y − b

)
má inverzní matici M−1, pokud je spln¥na podmínka detM = ay− bx 6= 0. Potom
platí

M−1 =
1

ay − bx

(
y − b −b
a− x a

)
a z (3.4) dostaneme(

∂a
∂x

∂a
∂y

∂b
∂x

∂b
∂y

)
= M−1

(
0 0

x− a y − b

)
=

1

ay − bx

(
−b(x− a) −b(y − b)
a(x− a) a(y − b)

)
.

Odtud okamºit¥ plyne
∂a

∂x
+

∂b

∂y
= 1.

Dále z existence M−1 a z Cauchyovy v¥ty (determinant sou£inu je sou£inem de-
terminant·) aplikované na maticovou rovnici (3.4) plyne∣∣∣∣∣ ∂a∂x ∂a

∂y
∂b
∂x

∂b
∂y

∣∣∣∣∣ = 0.

S t¥mito vztahy dostává výraz (3.3) tvar

I =
1

L

∫∫
Ω

dS
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a stejn¥ jako u lineárního planimetru vidíme, ºe kole£ko zobrazuje (aº na multipli-
kativní konstantu) obsah mnoºiny Ω.

Poznámka 3.2. Konstrukce polárního planimetru umoº¬uje m¥nit délku L ra-
mene planimetru a pohodln¥ takto pracovat s podklady p°i r·zných zv¥t²eních.
Skute£ná podoba polárního planimetru se jiº ve 30. letech 20. století ustálila na
snadno rozebíratelné konstrukci, kterou je moºno p°i m¥°ení sestavit dv¥ma r·z-
nými zp·soby, kdy spojení obou ramen je jednou nalevo a jednou napravo od
spojnice pólu a m¥°ícího hrotu. Tím je moºno kompenzovat p°ípadné výrobní
nedostatky: m¥°ení se provede v obou kon�guracích a z nam¥°ených hodnot se
vypo£te aritmetických pr·m¥r. Tento typ planimetru se jiº nenazývá Amsler·v,
ale kompenza£ní planimetr.

Poznámka 3.3. P°i m¥°ení polárním planimetrem se doporu£uje postupovat tak,
aby p°i m¥°ení nebyl planimetr p°íli² otev°ený nebo zav°ený. Díky úplnému popisu
vektorového pole planimetru si, podobn¥ jako u planimetru lineárního, m·ºeme ob-
jasnit, odkud tento poºadavek vyvstává. Poºadavek na existenci inverzní matice
M−1 je ekvivalentní podmínce, ºe (a, b) není násobkem (x, y), tj. ºe ramena pla-
nimetru nejsou rovnob¥ºná. �ím dále jsme od rovnob¥ºné kon�gurace ramen, tím
lépe je soustava (3.4) podmín¥na. Proto p°ed m¥°ením nastavíme planimetr tak,
aby jeho ramena byla kolmá, kdyº je m¥°icí hrot blízko t¥ºi²t¥ m¥°eného obrazce.

Poznámka 3.4. Pravd¥podobn¥ první zmínka o souvislosti planimetru s Gre-
enovou v¥tou je v £lánku [1]. Dal²ími vhodnými zdroji informací jsou nap°íklad
[4, 5]. Bez pomoci Greenovy v¥ty je moºno funkci planimetru vysv¥tlit pomocí
Guldinovy v¥ty nebo pomocí k°ivo£arých sou°adnic (viz [6]). �ist¥ geometrické
vysv¥tlení je moºno najít nap°íklad v práci [7] a na webové stránce [8].
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