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GREENOVA VETA A JEJi APLIKACE

ROBERT MARIK

ABsTRAKT. V ¢lanku je diskutovan vliv Greenovy véty mimo ryze matematické
oblasti. Je zde zdtiraznén jeji vyznam pii odvozovani diferencialnich tvara fyzikalnich
zakonl a dale je uvedena jeji role p¥i vysvétleni funkce planimetru — piistroje pro
méfeni obsahid rovinnych obrazcii obecného tvaru. Na rozdil od jinych podobné
zaméfenych praci rekonstruujeme p¥imo vektorové pole planimetru a tim mtzeme
kromé vysvétleni planimetru ovérit i matematické zdivodnéni nékterych doporuceni
pro spravnou préci s timto pFistrojem.

Greenova véta je klasické tvrzeni z vektorové analyzy, davajici do souvislosti
kiivkovy integral druhého druhu po uzaviené kiivce a dvojny integral rotace vek-
torového pole pies mnozinu, kterd je touto kiivkou ohrani¢ena. V tomto ¢lanku si
piipomeneme vyznam Grenovy véty a predstavime si planimetr — pfistroj k méfeni
obsahtt dvourozmérnych mnozin, jehoz funkce s Greenovou vétou tzce souvisi.

1. UvoDp

Nejbéznéjsi tvar Greenovy véty je

fCPdHQdy://D (gf—?D ds, (1.1)

kde D je jednoduse souvisla oblast a C' = 0D je kladné orientované hranice této
mnoziny, o niz predpokladame, Ze je tvorfena po ¢astech hladkou jednoduchou
uzavienou kfivkou. Funkce P a @ jsou funkce proménnych z, y definované v néjaké
oteviené mnoziné obsahujici mnozinu D, majici v této mnoziné spojité parcialni
derivace.

Pracujeme-li s vektorovym polem F= (P, @) a uvazujeme-li dvourozmérnou ro-
taci rot, F jako z-ovou komponentu trojrozmérné rotace vektorového pole (P, @, 0),
tj-

- 0Q 0P

t,F=———,
ro or Oy

%ﬁd?:// rot, F dS.
C D

2010 MSC. Primarni 26B20; Sekundarni 01A55.
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dostava vztah (1.1) tvar
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V kontextu vektorové analyzy se kifivkovy integral na levé strané nazyva cirku-
lace vektorového pole F po orientované kiivce C. Nejcastéji se s timto integralem
v aplikacich setkdvame pii vypoctu prace (v tomto piipadé je vektorové pole defino-
vano piisobici silou) nebo p¥i vypoctu elektrického napéti (piislusnym vektorovym
polem je pole elektrické intenzity).

Dalsim béznym tvarem Greenovy véty je

f{ de+de_// (8P 8Q> ds.

Matematicky tento vztah dostaneme prostou substituci funkci —Q a P za funkce P
a Qv (1.1). Tento vztah je vSak zajimavy z fyzikdlniho hlediska, protoze formalng
nahrazuje pole (P, Q) kolmym polem (—@Q, P) a pracuje tedy s normélovou slozkou
vektorového pole F namisto slozky tec¢né. Proto mé vyraz na levé strané fyzikalni
interpretaci toku vektorového pole kiivkou C. Na pravé strané vidime divergenci
vektorového pole F", kterd je definovana vztahem

2. FYZIKALNI vYZNAM GREENOVY VETY

Ve fyzice jsou zndma a pouzivanéjsi rozsiteni Greenovy véty do vice dimenzi. Roz-
§ifenim Greenovy véty pro cirkulaci podél okraje plochy, kterd neni rovinnou plo-
chou, je Stokesova véta a rozsifenim Greenovy véty pro tok uzavienou plochou
v prostoru je Gaussova-Ostrogradského véta. Ve spojeni toku nebo cirkulace vek-
torového pole s jistym dvojnym integralem obsahujicim operatory divergence a ro-
tace spoCiva aplika¢ni vyznam Greenovy véty a jejich roz§iteni. Diky této vété
je mozné prechazet mezi lokalnimi (diferencidlnimi) a nelokalnimi (integralnimi)
tvary fyzikalnich zédkonu. Napiiklad Faradayuv zakon elektromagnetické indukce

Edf:—i// BdS
oD dt JJp

vyjadiuje skutecnost, ze velikost indukovaného napéti ve smycce je rovna ¢asové
zméné toku magnetické indukce touto smyckou a ptlisobi proti této zméné. Dava
tedy do souvislosti makroskopické veli¢iny. Diky Greenové vété (resp. v obecném
piipadé diky Stokesové vété) je mozné Faradayuv zakon pievést na tvar

// rotEdS———// BdS

a (po zaméné pofadi derivovani a integrovani podle nezavislych proménnych)

J[ rorBas= [[ s

Protoze tato rovnost musi byt splnéna pro libovolnou plochu D, plati

. 0B
= —— 2.1
rot £ o (2.1)
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Obrazek 1. Polarni kompenzaéni planimetr znacky Allbrit.

coz je tieti Maxwellova rovnice' v diferencidlnim tvaru. Tato rovnice slovné vy-
jadfuje, ze vir elektrického pole (tj. nenulova rotace intenzity elektrického pole)
vznikd tam, kde se méni magnetické pole. Na rozdil od Faradayova zékona, ktery
je podle vyse uvedeného vlastné tieti Maxwellovou rovnici v integralnim tvaru,
nepracuje rovnice (2.1) s makroskopicky méfitelnymi veliinami, je vsak vhod-
né&jsi pro pochopeni fyzikalni podstaty a dava také fyzikalni interpretaci operatoru
rotace.

Podobnym zptisobem je mozné ze zdkonu zachovani makroskopickych veli¢in
odvodit p¥islusné diferencilni zakony a vztahy pouzivané ve fyzice jako napiiklad
rovnici kontinuity pro obecnou stlacitelnou tekutinu, rovnici vedeni tepla nebo
rovnici difuze, viz naptiklad [3, Kapitola 1].

3. PLANIMETR

Jak bylo uvedeno v pfedchozi kapitole, Greenova véta mé ve fyzikidlnim popisu
svéta zésadni postaveni. Z matematického hlediska je zajimavé, ze dava do souvis-
losti informaci rozlozenou na mnoZiné v roviné a informaci ziskanou vyhradné na
hranici této mnoziny. V ucebnicich (viz napiiklad [9, str. 1139]) i na pfednéaskach
(viz napiiklad [2, ¢as cca 43:30]) byva Casto jako mechanicky piistroj pracujici

11\/[axvvellovy rovnice jsou ¢tyfi rovnice, které zcela popisuji chovan{ elektromagnetického pole.
K nim zpravidla pridavAme materidlové vztahy podle studovaného prostifedi a feSenim té&chto
rovnic dostavame fyzikalni popis redlnych situaci. Jako disledky Maxwellovych rovnic miZzeme
ziskat napfiklad vinovou rovnici pro elektromagnetickou vlnu, zdkon odrazu a zdkon lomu svétla,
Kirchhoffovy zakony v elektrickych obvodech apod.



18 R. MARIK

na zakladé Greenovy véty uvidén planimetr — p¥istroj na méfeni obsaht dvou-
rozmérnych obrazci. Pod pojmem planimetr se v praxi rozumi téméf vyhradné
polarni planimetr, coz je pfistroj, jehoz historie je zcela unikatni a vymyka se
vSem ostatnim piistrojim védci a pFirodovédci. Posudte sami: polarni planimetr
vynalezl v roce 1854 gV}?car Jacob Amsler a tento planimetr se bé&zné pouzival
a7z do 80-tych let 20. stoleti ke stanoveni obsaht dvourozmérnych obrazci vsude,
kde znalost obsahu byla podstatné pro dali postup. Planimetry byly pfitomny ze
ziejmého divodu v pracovnach kartografi a stavebnich inzenyri, ale nasly uplat-
néni i v biologii, lékafstvi, potravinafstvi, strojirenstvi, lesnictvi, geologii a fyzice.
Bez zasadni inovace planimetr piezil druhou polovinu 19. stoleti a téméfr celé 20.
stoleti, tedy dobu, kdy doslo k zasadnim technickym inovacim prakticky ve vSech
oblastech Zivota. Postupné byl vytésnén az nastupem digitalizace a digitalniho
zpracovani obrazu. Dnes se s nim v bézné laboratofi jiz nesetkame. I tak je vSak
zajimavé poznat souvislost mezi timto jednoduchym aparatem a Greenovou vétou.

Zakladnim stavebnim kamenem planimetru je rameno planimetru s integra¢nim
koleckem a hrotem. Hrot je pfi méfeni veden po obvodu obrazce a druhy konec
ramene je dodate¢nym mechanismem vazan na né&jakou kfivku — pfimku v pfipadé
lineadrniho planimetru a kruznici v pfipadé polarniho planimetru.

Integracni kolecko je jednoduchy mechanicky prostiedek, ktery svazuje funkci
planimetru s kfivkovym integralem. Je nasazeno kolmo na rameno planimetru
a navrzeno tak, aby se lehce otacelo okolo své osy a soucasné bez odporu klouzalo
do boku. Pokud se takové kolecko pohybuje po kiivce se kterou svira obecny thel,
rozklada se jeho pohyb pfirozené na dvé komponenty: na komponentu ve sméru
kolecka (otaceni) a na komponentu kolmou (klouzéni). Pouze komponenta ve sméru
kolecka zptusobi pootoceni kolecka. Je to podobné jako prace konana silou, kdy
jenom komponenta ve sméru pohybu koné préaci. Pro kvantitativni popis ozna¢me
jednotkovy normalovy vektor k rameni planimetru (coz je sou¢asné sou¢asné smér
kolecka) 7i. P¥i pohybu kolecka po useéce definované vektorem posunuti 7 je celkova
draha zaznamenang koleckem rovna délce projekce vektoru 7 do sméru 73, tj. je dana
skalarnim soucinem 7 - 7. Pokud se kolec¢ko nepohybuje po tsecce, ale po obecné
kiivce C prechazi tento skalarni soucin v kiivkovy integral druhého druhu [, o ndr
vektorového pole 7 po kiivce C. To je mozné nahlédnout bud s odvolanim na
analogii s konanim préce, nebo obvyklymi dvahami integrilniho po¢tu zaloZzenymi
na déleni a limitnim pifechodu. V dal$im rozboru musime zjistit, jaka je souvislost
mezi kiivkovym integralem | o 1dr a pohybem méfictho hrotu po hranici méfené
mnoziny?.
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Obrazek 2. Schematicky nékres linear- SNy x
niho planimetru. Vlevo vazba na p¥imku,
vpravo méfici hrot, uprostfed integra¢ni Obrazek 3. Vektorové pole linearniho pla-
kole¢ko se stupnici. Pfevzato z http:// nimetru a kfivka C, kterou opisuje inte-
persweb.wabash.edu/facstaff/footer. graéni kole¢ko pii méfeni obsahu €.

3.1. Linearni planimetr

Linedrni planimetr se vyznacuje tim, Ze druhy konec ramene planimetru (ten, kde
neni mé&fici hrot) se volnd pohybuje po pfimce. V soufadnicich podle obrazku 3
mé vektor uréeny ramenem planimetru souiadnice (z,v'L? — 22), kde L je délka
ramene. Jednotkovy normalovy vektor k rameni planimetru je tedy
1
= Z(—\/L2 —xQ,JC).
Jsou-li (X,Y") souradnice integra¢niho kolecka a jsou-li ¢ a C' po fadé kiivky opi-
sované méficim hrotem a integra¢nim kolec¢kem, potom kolecko zaznamenéva hod-

notu
1
I:Z/ —/L?2 —22dX + zdY. (31)
le}

Tento integral pievedeme do vyjadieni pomoci kiivky ¢ a soufadnic méficiho
hrotu (x,y). Je-li w vzdalenost integra¢niho kolecka od konce ramene vazaného
na pfimku, snadno odvodime

(X,Y) = (Ex,y— (1— E) \/LQ—xQ).

L L

2y publikacich v&novanych funkci planimetru je tento postup zpravila zjednoduSen tak, Ze se
nejprve uvazuje integra¢ni kolecko umisténé ve stejném bodé jako mé¥ici hrot a poté se ukaze, ze
otacky zaznamenané na koleCku po uzavieni celé ki¥ivky nezdlezi na skute¢né poloze integra¢niho
kolecka na rameni planimetru. Jiny pfistup je zanedbat uz béhem vypoctu komponentu, ktera
se na celkovém &teni planimetru neuplatni, viz napfiklad [5]. My se v8ak budeme snazit najit
piimou souvislost mezi pohybem planimetru a vektorovym polem pfistroje, tj. pfimou souvislost
mezi pohybem planimetru a Gdaji zaznamenavanymi na integra¢nim kole¢ku i b&hem pohybu.
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Diferencovanim ziskame

w w T

a po dosazeni do (3.1) dostavame

1 w w x?
_ - _ 2 _ 2% 2y
I_L/c< L :cL—|—(1 L) LQ—xQ) dz + zdy
7l 22 — Lw
L J.JIZ =2

Predpoklad ¢ = 092 a Greenova véta umoziuji pievod na dvojny integral

1

majici (az na konstantni nasobek) vyznam obsahu mnoziny 2. Linearni planimetr
tedy pracuje s vektorovym polem

a integral tohoto vektorového pole po kiivce ¢ = 0f) je roven obsahu mnoziny ).

dz + z dy.

Pozndmka 3.1. Diky transla¢ni invarianci pfi posunuti ve sméru osy y (viz ob-
razek 3) bylo prirozené otekavat, ze vektorové pole linearniho planimetru nezavisi
na proménné y. Toto ocekavani se skute¢né potvrdilo. Dale je moZzno vypozoro-
vat (pfimym vypoc¢tem nebo z obrazku 3), ze velikost vektort z vektorového pole
planimetru je vétsi dal od osy y. To méa snadno interpretovatelny diisledek: pokud
se operatorovi obsluhujicimu planimetr zachvéje ruka a nekopiruje presné kfivku ¢
v misté, kde mé vektorové pole vétsi velikost, zpusobi se tim vétsi chyba, nez kdyz
takovato nepozornost nastane v misté s mensi velikosti vektorového pole. Proto se
doporucuje méftit tak, aby rameno nebylo moc vychylené. Pokud bychom netrvali
na uplnosti naseho popisu planimetru, ale snazili se vyklad zjednodusit iivahami
naznacenymi v pozndmce pod ¢arou na strané 19, nebyl by davod takového dopo-
ruceni zfejmy. My v8ak nyni toto doporuceni mame podlozeno vypoctem.

3.2. Polarni planimetr

V polarnim planimetru navrzeném Amslerem je konec ramene planimetru, ve kte-
rém neni méfici hrot, vazan na kruznici. Vyhoda je, Ze takovato vazba je kon-
struk¢né mnohem jednodu$si nez vazba na pifimku, protoZe je mozno ji realizovat
pomoci nepohyblivého pélu a pomocného ramene definujiciho kruznici.

Pocatek soustavy soufadnic volme v nepohyblivém pélu. Necht L je délka méfi-
ctho ramene a bud'te (z, y) soufadnice méficiho hrotu a (a(z,y), b(z, y)) souradnice
druhého konce mé¥iciho ramene (vazaného na kruznici). Méfici hrot se pohybuje
po kiivce ¢ = 09Q. Je-li hrot v bodé (z,y), ma jednotkovy vektor mifici kolmo
k méifcimu rameni vyjadieni @ = +(b — y,z — a) a jsou-li déle souradnice (X,Y")
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|

Obrazek 4. Schematicky nakres polarniho
planimetru. Dolni konec svislého ramene
tvofi pol planimetru. Po6l se nepohybuje, ale
rameno se okolo né&j miize otacet. Sikmé ra-

meno ma na pravém konci hrot kopirujici
hranici méfené mnoziny a pfiblizné upro-
stfed integraéni kolecko. Casté je 1 umis-
téni kolecka a7 za spojem obou ramen,
jako na obrazku vpravo a na obrazku 1.
Prevzato z http://persweb.wabash.edu/
facstaff/footer.

Obrazek 5. Vektorové pole polarniho pla-

nimetru. Délka mé¥icitho ramene L je mé-

fena od spoje (a, b) k méFicimu hrotu (z,y).

P#i pohybu bodu (z,y) po kfivce ¢ je spoj

ramen (a,b) vdzan na vyznalenou kruznici

a integrac¢ni kole¢ko v bodé (X,Y") se pohy-
buje po k¥ivce C.

soufadnicemi integrac¢niho kolecka pohybujiciho se po kiivce C, je tdaj na inte-
graénim kolecku roven

I:%/C(bfy)dX+(xfa)dY. (3.2)

Je-li integra¢ni koletko na rameni planimetru ve vzdalenosti w od bodu (a,b)
smérem k bodu (z,y), jsou soufadnice kolecka

w w w w

(X,Y) = (Zer (1- Z) a, 2y + (1- Z) b).
Tento vzorec zahrnuje i piipad w < 0, kdy integra¢ni kolec¢ko neni mezi ob&ma
konci planimetru, ale je ve vzdélenosti |w| od bodu (a,b), smérem od bodu (z,y).

Piipomeiime, Zze a a b jsou funkcemi proménnych x a y. Diferencovanim vztahu
pro X a Y dostaneme

ax = Lae + (1 - 3) {(%dx + a&dy} :

L L/ |0x Ay
w w\ [ Ob 0b
ay = Zdy + (1 - Z) {amdx + &gdy}
a po dosazeni do (3.2) ziskame
1 w
I==.=2 — —
T'T c(b y)dz + (z —a)dy

+LL;”/C<(by)gz+(xa)gZ> dz + <(by)gz+(wa)gz> dy,
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kde pro snazsi vypocet je integral rozdélen na dvé ¢asti. Aplikace Greenovy véty
pro k¥ivku ¢ = 09 déava po jednoduchych upravach

1 w da Ob
I—L'L//Q{Q‘ax‘ay} a5

(3.3)
D (5 )

Pokusime se najit vyjadieni vyraza vystupujicich v téchto integralech pomoci pro-
ménnych x a y.

Dvé ramena polarniho planimetru definuji dvé vazby mezi body (x,y) a funk-
cemi a(z,y) a b(x,y). Jsou-li délky ramen planimetru L a P, maji tyto vazby
tvar

da
ox 0
o6 b

oy

a’?+b? = p?
(2 — )+ (y— b)? = L2

Derivovanim kazdého z téchto vztaht podle x a poté podle y obdrzime ¢tyfi rov-
nice, které je mozno zapsat maticové ve tvaru

da da
a b or oy | _ 0 0
(a:—a y—b) (gz gg>_<:17—a y—b)' (34)
a b
MZ(ac—a y—b)

mé inverzni matici M !, pokud je splnéna podminka detM = ay — bx # 0. Potom

plati
M-l 1 y—b —b
ay—br \a—x a
a z (3.4) dostaneme

()=o) =t ().

Odtud okamZzité plyne

Matice

% + @ =1

Ox Oy '
Dale z existence M ! a z Cauchyovy véty (determinant soucinu je sou¢inem de-
terminantii) aplikované na maticovou rovnici (3.4) plyne

9a  Oa

ox oy | _
9 o] =0.
ox dy

S témito vztahy dostava vyraz (3.3) tvar

1
11 [[as
L JJa
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a stejné jako u linearniho planimetru vidime, Ze kolecko zobrazuje (aZ na multipli-
kativni konstantu) obsah mnoziny §2.

Poznamka 3.2. Konstrukce polarniho planimetru umoziuje ménit délku L ra-
mene planimetru a pohodlné takto pracovat s podklady pii riznych zvétSenich.
Skute¢na podoba polarniho planimetru se jiz ve 30. letech 20. stoleti ustélila na
snadno rozebiratelné konstrukci, kterou je moZzno pii méfeni sestavit dvéma ruz-
nymi zpusoby, kdy spojeni obou ramen je jednou nalevo a jednou napravo od
spojnice poélu a méficiho hrotu. Tim je mozno kompenzovat piipadné vyrobni
nedostatky: méfeni se provede v obou konfiguracich a z naméfenych hodnot se
vypocte aritmetickych prameér. Tento typ planimetru se jiz nenazyva Amslerav,
ale kompenzac¢ni planimetr.

Poznamka 3.3. Pti méfeni polarnim planimetrem se doporucuje postupovat tak,
aby pii méfeni nebyl planimetr pfili§ otevieny nebo zavieny. Diky uplnému popisu
vektorového pole planimetru si, podobné jako u planimetru linedrniho, mizeme ob-
jasnit, odkud tento pozadavek vyvstava. Pozadavek na existenci inverzni matice
M~1 je ekvivalentni podmince, Ze (a,b) neni nasobkem (z,%), tj. Ze ramena pla-
nimetru nejsou rovnobé&zna. Cim dale jsme od rovnobézné konfigurace ramen, tim
lépe je soustava (3.4) podminéna. Proto pfed méfenim nastavime planimetr tak,

Pozndmka 3.4. Pravdépodobné prvni zminka o souvislosti planimetru s Gre-
enovou vétou je v ¢lanku [1]. Dalsimi vhodnymi zdroji informaci jsou napiiklad
[4, 5]. Bez pomoci Greenovy véty je mozno funkci planimetru vysvétlit pomoci
Guldinovy véty nebo pomoci kiivotarych soufadnic (viz [6]). Cisté geometrické
vysvétleni je mozno najit napiiklad v praci [7] a na webové strance [8].
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