
Milé £tená°ky a £tená°i,

po t°íleté p°estávce vás op¥t vítáme na stránkách nového £ísla £asopisu Kvaternion.
Této p°estávky jsme vyuºili jednak k diskusím nad dal²ím zam¥°ením a sm¥°ová-
ním tohoto £asopisu vycházejícího od roku 2012 (nejprve s podporou projektu
AMathNet, posléze s podporou Ústavu matematiky Fakulty strojního inºenýr-
ství), a jednak také k d·kladné p°íprav¥ £ísla nového. D·leºitým krokem v této
diskusi byla rekonstrukce redak£ní rady, jejíº noví £lenové p°i²li s °adou inspirativ-
ních podn¥t· a návrh· pro dal²í rozvoj £asopisu. P·vodní my²lenka, totiº vytvá°et
£asopis p°edev²ím pro studenty matematického inºenýrství a dal²ích obor· (nejen)
na Fakult¥ strojního inºenýrství, z·stává nem¥nná. Pro její napln¥ní se ale celá
°ada v¥cí zm¥nila, doufáme, ºe k lep²ímu.

Páte°í toho £ísla (a do budoucna i £ísel dal²ích) z·stávají odborné £lánky. Pro
aktuální £íslo se poda°ilo získat p°ísp¥vky od n¥kolika renomovaných matematik·
st°ední generace, kte°í pravideln¥ publikují ve významných mezinárodních £aso-
pisech. P°ísp¥vek Petra Stehlíka nás zavede do speciální oblasti diskrétních dyna-
mických systém·, totiº teorie bun¥£ných automat·. Velmi p°ístupnou formou je
zde popsána motivace i základní my²lenky této teorie s bohatým matematickým
i aplika£ním potenciálem. �lánek Roberta Ma°íka pojednává o mén¥ tradi£ních
(o to v²ak zajímav¥j²ích) d·sledcích a aplikacích Greenovy v¥ty, která je na ²ko-
lách technického typu tradi£ní sou£ástí základního kursu matematické analýzy.
Josef �ilhan a Vojt¥ch �ádník pak ve svém spole£ném p°ísp¥vku seznamují £te-
ná°e s elegantními metodami výpo£tu k°ivostí k°ivek v prostorech vy²²í dimenze
a dal²ími zajímavostmi z oblasti diferenciální geometrie.

Krom¥ t¥chto odborných £lánk· jsou sou£ástí aktuálního £ísla i p°ísp¥vky, kte-
rými bychom rádi zaloºili tradici stálých rubrik £asopisu Kvaternion. P°edstavují
je jednak £lánky vycházející z vybraných bakalá°ských prací student· oboru Mate-
matického inºenýrství na FSI VUT v Brn¥, které tak mohou být pro £tená°e z °ad
student· inspirací p°i jejich vlastním výb¥ru témat záv¥re£ných prací. Druhý typ
p°ísp¥vk·, na které hodláme v dal²ích £íslech navazovat, p°edstavuje £lánek Viery
�toudkové R·ºi£kové v¥novaný podrobn¥j²í analýze °e²ení vybraných úloh Inter-
netové matematické olympiády pro studenty st°edních ²kol. Tuto sout¥º organizuje
Ústav matematiky Fakulty strojního inºenýrství za vydatné podpory student· Ma-
tematického inºenýrství, a proto doufáme, ºe tato rubrika m·ºe p°isp¥t k dal²ímu
rozvoji zmín¥né sout¥ºe.

Byli bychom rádi, kdyby £tená°i tohoto £ísla, a´ z °ad student·, pedagogických
pracovník·, £i jiných zájemc·, shledali uve°ejn¥né p°ísp¥vky zajímavé a inspira-
tivní pro své vlastní studium a výzkum. Vítány jsou pak v²echny £tená°ské podn¥ty
a nám¥ty vedoucí k vylep²ení £ísel budoucích.

Jan �ermák
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BUNĚČNÉ AUTOMATY – DYNAMICKÉ SYSTÉMY

V DISKRÉTNÍM SVĚTĚ

PETR STEHLÍK

Abstrakt. Ćılem tohoto článku je představeńı buněčných automat̊u jako mate-

matických model̊u a jejich srovnáńı s jinými dynamickými systémy. Ukážeme si, že

tyto jednoduché plně diskrétńı modely umožňuj́ı vznik bohatého množstv́ı jev̊u –
periodického chováńı, cestuj́ıćıch profil̊u i chaotického chováńı. Jsou uvedeny jedno-

duché př́ıklady elementárńıch buněčných automat̊u a Hry života jako významného

dvourozměrného buněčného automatu.

1. Úvod

V obecném smyslu představuj́ı dynamické systémy matematické modely popi-
suj́ıćı vývoj veličin v čase. Zkoumaná veličina může být fyzikálńı (pozice pohy-
buj́ıćıho se tělesa v prostoru), chemická (koncentrace reaguj́ıćıch látek), biologická
(velikost populace), epidemiologická (nakaženost populace), ekonomická (inflace
či HDP), atd. Nejčastěji použ́ıvanými dynamickými systémy jsou spojité dyna-
mické systémy, které jsou typicky reprezentovány obyčejnými či parciálńımi dife-
renciálńımi rovnicemi

x′(t) = f(t, x(t)), x(t) ∈ Y, t ∈ R

kde Y je abstraktńı stavový prostor (typicky R v př́ıpadě obyčejných diferenciálńıch
rovnic).

V posledńı době zaznamenáváme rozmach diskrétńıch dynamických systémů,
ve kterých je čas uvažován diskrétńı

x(t+ 1) = f(t, x(t)), x(t) ∈ Y, t ∈ Z. (1.1)

Důvodem je jednak jejich zaj́ımavé chováńı (např. teorie deterministického chaosu
[13, 10]), přirozeně diskrétńı vńımáńı času v biologických, ekonomických a daľśıch
modelech [1, 3, 14] i rozmach informatiky a numerické matematiky.

Buněčné automaty lze z širš́ıho pohledu vńımat jako dynamické systémy, ve
kterých je čas, prostor i stavový prostor diskrétńı, viz tabulku 1.

Vznik teorie buněčných automat̊u se váže na jméno Johna von Neumanna
a čtyřicátá léta dvacátého stolet́ı [15]. Neńı v̊ubec náhodou, že se časově i au-
torem překrývá se vznikem moderńı informatiky. Ćılem Johna von Neumanna

2010 MSC. Primárńı 37B15.
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Čas Prostor Stavový prostor
obyčejné diferenciálńı rovnice spojitý - spojitý
obyčejné diferenčńı rovnice diskrétńı - spojitý
parciálńı diferenciálńı rovnice spojitý spojitý spojitý
parciálńı diferenčńı rovnice diskrétńı spojitý spojitý
mř́ıžkové diferenciálńı rovnice spojitý diskrétńı spojitý
buněčné automaty diskrétńı diskrétńı diskrétńı

Tabulka 1. Př́ıklady dynamických systémů v souvislosti s použitou povahou času, prostoru a

stavového prostoru.

a jeho koleg̊u (např. Stanislawa Ulama) bylo vytvořit jednoduché modely napodo-
buj́ıćı př́ırodńı systémy, které umožňuj́ı na základě jednoduchých lokálńıch pravidel
komplexńı globálńı chováńı. Mnohé fyzikálńı a biologické systémy maj́ı vlastnosti
buněčných automat̊u [8]. Z biologických aplikaćı źıskaly buněčné automaty i své
jméno. Jednotlivým bod̊um diskrétńıho prostoru ř́ıkáme buňky.

Ćılem tohoto článku je představeńı základńıch pojmů a vlastnost́ı týkaj́ıćıch se
buněčných automat̊u. Po jeho přečteńı by čtenář měl źıskat základńı přehled o bo-
hatém chováńı, které se u triviálńıch buněčných automat̊u vyskytuje – periodické
chováńı, cestuj́ıćı profily i chaotické chováńı.

2. Buněčné automaty

Abstraktńı definice buněčného automatu, se kterou budeme v tomto článku pra-
covat, je následuj́ıćı:

Definice 2.1. Buněčný automat C = (T, X, S, f) je dynamický systém s dis-
krétńım časem T, diskrétńım prostorem X, diskrétńı množinou stav̊u S a přepiso-
vaćım pravidlem f : SX → S.

Vzhledem k abstraktnosti a š́ı̌rce tohoto pojmu, okomentujme jednotlivé sou-
části této definice.

Čas T je brán výlučně diskrétńı, typicky jako podmnožina přirozených č́ısel N0

nebo celých č́ısel Z. V každém časovém okamžiku t ∈ T docháźı k aktualizaci všech
buněk1 diskrétńıho prostoru X podle lokálńıho přepisovaćıho pravidla f .

Pro množiny A,B budeme značit AB všechna zobrazeńı B do A. V našem
př́ıpadě SX je množina všech r̊uzných zobrazeńı, které každé buňce x ∈ X přǐrad́ı
jeden stav s ∈ S. Je-li např. stavová množina tř́ıprvková S = {a, b, c} a prostorová
množina čtyřprvková X = 0, 1, 2, 3, pak je SX množina s 43 = 256 prvky

SX = {aaaa, aaab, aaac, baaa, . . . , cccb, cccc} .

1V př́ıpadě, že jde o současnou aktualizaci všech buněk, mluv́ıme o synchronńım buněčném

automatu, jinak jde o asynchronńı buněčný automat. V tomto článku se budeme zabývat výlučně
automaty synchronńımi, ale existuj́ı i asynchronńı automaty, kde je např. v každém časovém

okamžiku aktualizována vždy jedna jediná buňka, např. postupně, tzn. jedna za druhou dle

daného pořad́ı - pak mluv́ıme o sekvenciálńıch asynchronńıch automatech.
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Diskrétńı prostor X je tvořený tzv. buňkami a pro jednoduchost je typicky
uvažována d-rozměrná mř́ıžka Zd, kde d ∈ N je dimenze mř́ıžky. Obecně ale může
být stavovým prostorem libovolný neorientovaný graf G = (V,E), např. pravidelná
šestiúhelńıková mř́ıžka, apod. Jednotlivé vrcholy grafu v ∈ V představuj́ı následně
buňky a hrany e ∈ E pak jejich sousedstv́ı.

Stavový prostor S je také (na rozd́ıl např. od diferenčńıch rovnic) diskrétńı, tj.
konečná (výjimečně spočetná) množina stav̊u. Nejtriviálněǰśı a nejčastěji studo-
vaná situace je př́ıpad, kdy stavovým prostorem je dvouprvková (binárńı)2 množina
S = {0, 1}. Vı́ceprvkové stavové prostory jsou již méně běžné a jsou vázány na
specifické modely (např. počty onemocněńı, dět́ı, počet obyvatel apod.).

Každá buňka x ∈ X má své lokálńı okoĺı. Označme N1(x) všechny buňky ve
vzdálenosti 1 od buňky x a N≤1(x) všechny buňky ve vzdálenosti nejvýše jedna
(tj. N≤1(x) = N1(x)∪{x}). Obdobně definujeme i okoĺı k-tého řádu (nebo stručně
k-okoĺı) N≤k(x), představuj́ıćı sousedy nejvýše ve vzdálenosti k ∈ N.

Lokálńı přepisovaćı pravidlo f : Sm → S udává, jakým zp̊usobem se bude stav
buňky měnit na základě jej́ıho okoĺı. Typicky předpokládáme, že m = m(x) =
|N≤k(x)| je velikost nějakého k-okoĺı, a tedy počet buněk, které ovlivňuj́ı stav
buňky v daľśım kroku.

Lokálńı přepisovaćı pravidla následně generuj́ı globálńı přepisovaćı pravidlo
(v teorii diskrétńıch dynamických systémů nazývané též time-1 map) F : SX →
SX . Pro danou konfiguraci u(t, x) ∈ S v čase t ∈ N a buňce x ∈ X

u(t+ 1, x) = F (u(t, x)),

což je dynamický zápis buněčného automatu odpov́ıdaj́ıćı dynamické verzi dife-
renčńıch rovnic (1.1). Lokálńı i globálńı přepisovaćı pravidla mohou samozřejmě
být i neautonomńı (časově závislé)

u(t+ 1, x) = F (t, u(t, x)).

Jejich složitost však již překračuje úvodńı charakter tohoto textu.

3. Elementárńı buněčné automaty

Nejjednodušš́ı tř́ıdou buněčných automat̊u (a zároveň jedinou tř́ıdou, o které lze
ř́ıci, že je kompletně matematicky popsána) jsou tzv. elementárńı buněčné auto-
maty.

Definice 3.1. Elementárńı buněčný automat E = (T, X, S, f) = (N,Z, {0, 1}, f)
je buněčný automat s diskrétńım časem T = N definovaný na jednodimenzionálńı
mř́ıžce X = Z, nabývaj́ıćı binárńı množiny stav̊u S = {0, 1} a autonomńım
lokálńım přepisovaćım pravidlem f závisej́ıćım pouze na 1-okoĺı dané buňky.

Dı́ky podmı́nce na 1-okoĺı je stav v čase t + 1 určen vždy jen pomoćı buňky
samotné a jej́ıch dvou soused̊u. Uvažujeme tedy 1-okoĺı N≤1(x) a lokálńı pravidlo

2Kromě jednoduchosti nacháźı dvouprvkové množiny mnoho aplikaćı a dvojice prvk̊u mohou
reprezentovat např. stav živého organizmu (mrtvý × živý), stav v modelech spolupráce (nespo-
lupráce × spolupráce), nakaženost organizmu (zdravý × nakažený), znalost informace (nezná ×
zná), apod.
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bude zobrazeńı f : S3 → S. Existuje přesně 23 konfiguraćı pro toto okoĺı (111, 110,
101, 100, 011, 010, 001, 000), kde budeme předpokládat vždy, že hodnoty jdou za
sebou v pořad́ı levý soused, buňka samotná a pravý soused. Přepisovaćı pravidlo
muśı pro každou z těchto konfiguraćı jednoznačně určit stav v následuj́ıćım čase,
možnosti jsou opět jen dvě (0 nebo 1). Následně existuje 28 = 256 elementárńıch
buněčných automat̊u.

Tyto buněčné automaty jsou jednoduše oč́ıslovatelné pomoćı binárńıch kód̊u,
takže např. elementárńı buněčný automat 185 (tzv. pravidlo 185) můžeme binárně
rozepsat jako

185 = 1 . 27 + 0.26 + 1 . 25 + 1 . 24 + 1 . 23 + 0 . 22 + 0 . 21 + 1 . 20,

čemuž odpov́ıdá, že centrálńı buňka bude v čase t+ 1 mı́t následuj́ıćı hodnoty na
základě jakékoliv z osmi kombinaćı v čase t,

v čase t 111 110 101 100 011 010 001 000
v čase t+ 1 1 0 1 1 1 0 0 1

přičemž tuto tabulku lze vńımat jako definici přepisovaćıho pravidla f : {0, 1}3 →
{0, 1}. Pravidlo můžeme jednoduše vizualizovat3 (černá odpov́ıdá 1 a b́ılá 0)

Existuje mnoho zp̊usob̊u jak ztotožnit chováńı elementárńıch buněčných auto-
mat̊u. T́ım nejjednodušš́ım je možnost, kdy naivně vyměńıme jedničky za nuly,
apod. Proto se zavád́ı tzv. tř́ıdy ekvivalentńıch pravidel, které mohou mı́t jeden
z následuj́ıćıch tř́ı vztah̊u:

• zrcadleńı (prohozeńı zleva doprava). Např. zrcadleńım pravidla 185 dostá-
váme pravidlo 227 (pořad́ı vizualizace jednotlivých konfiguraćı z̊ustává ale
nezměněno, vždy podle binárńıho kódu, viz výše)

• přebarveńı (prohozeńı 0 na 1 a opačně jak u vstupu tak na výstupu). Např.
přebarveńım pravidla 185 dostáváme pravidlo 98.

• kombinace zrcadleńı a přebarveńı. Např. zrcadleńım a přebarveńım z pra-
vidla 185 dostáváme pravidlo 56.

3Většina vizualizaćı v tomto textu byla vytvořena pomoćı programu Wolfram Mathematica,
ve kterém jsou, d́ıky úzkému vztahu Steva Wolframa k buněčným automat̊um [15], elegantně a

efektivně implementovány veškeré základńı relevantńı funkce. Čtenáři se zájmem doporučujeme

jako prvńı krok bohaté možnosti funkce CellularAutomaton[].
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Dynamika těchto podmı́nek je následně vizualizována tak, že na ose x je prostor
a na ose y je čas, s t́ım, že čas prob́ıhá shora dol̊u, tj. prvńı řádek odpov́ıdá času
t = 0, druhý řádek času t = 1, atd. Ilustrujme si na př́ıkladu pravidla 22

Na následuj́ıćıch obrázćıch vid́ıme vlevo aplikaci pravidla 22 na počátečńı pod-
mı́nku s jednou jedničkou a samými nulami4 a vpravo aplikaci pravidla 22 na
náhodnou počátečńı podmı́nku

Lze ukázat (viz [15]), že existuje 88 jedinečných pravidel, které nelze těmito
operacemi navzájem převést. Z každé tř́ıdy ekvivalence se jako reprezentant voĺı
to nejmenš́ı z nich. Např. výše uvedené ekvivalentńı úpravy ukazuj́ı, že pravidla
185, 227, 98 a 56 jsou ekvivalentńı a jako reprezentant této tř́ıdy ekvivalence se
voĺı pravidlo 56, apod.5

4Počátečńı podmı́nky s jednou jedničkou vedou na daľśı zaj́ımavou otázku, kterou se zde
zabývat nebudeme. Jak vypadá posloupnost počtu jedniček či binárńıch rozvoj̊u v čase t? Otázka

je nezaj́ımavá pro lichá pravidla (pravidla s lichým č́ıslem), které kombinaci 000 připisuj́ı jedničku

a t́ım pádem hned v druhém kroku je jedniček nekonečně, ale v př́ıpadě sudých pravidel (pravidel
se sudými č́ısly) existuj́ı zaj́ımavé souvislosti s jednoduchými posloupnostmi. Např. pravidlo

220 umožňuje š́ı̌reńı jedniček směrem doprava (1, 11, 111, . . .) a proto jejich počet je triviálně

p(n) = n + 1, což vede na binárńı rozvoje č́ısel

1, 3, 7, 15, 31, 63, . . . ,

což ale neńı nic jiného než posloupnost

b(n) = 2n+1 − 1.

Pro daľśı pravidla př́ıslušné posloupnosti nejsou již tak triviálńı, v́ıce v [15].
5Všimněme si, že ekvivalentńıch tř́ıd je 88, což je v́ıce než 256 : 4 = 64. Důvodem je, že mnohá

pravidla (např. triviálně pravidlo 0 a 255) jsou zrcadlovým obrazem sama k sobě.
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Těchto 88 pravidel má velmi odlǐsné chováńı, Steve Wolfram [15] je roztř́ıdil
na 4 tř́ıdy, které později Culik a Yu [5] mı́rně modifikovali a formálně defino-
vali podle tř́ıděńı dynamických systémů Ilji Prigogina, nositele Nobelovy ceny,
jako stavy vedoućı k rovnováze, periodickému chováńı, deterministickému chaosu
a komplexńımu nepopsatelnému chováńı:

• Tř́ıda 1 - Neměnné stavy. Všechny konečné počátečńı konfigurace s ∈
SX se vyv́ıjej́ı do homogenńıho stavu, tj. existuje ρ ∈ SX a n0 ∈ N tak, že
pro všechna n > n0

Fn(s) = ρ.

Pravidlo 0 Pravidlo 4

• Tř́ıda 2 - Periodické stavy. Všechny konečné počátečńı konfigurace s ∈
SX se po konečném počtu krok̊u dostávaj́ı do opakuj́ıćıch se konfiguraćı, tj.
existuje m,n ∈ N, m 6= n tak, že

Fn(s) = Fm(s).

Pravidlo 5 Pravidlo 73

• Tř́ıda 3 - (Deterministicky) chaotické chováńı. Existuje algoritmus,
který dokáže určit, zda-li konečná konfigurace s1 ∈ SX patř́ı do trajektorie6

konfigurace s2 ∈ SX , tj. plat́ı-li pro nějaké n ∈ N, že

Fn(s2) = s1.

6(Kladná) trajektorie počátečńı konfigurace x0 diskrétńıho dynamického systému je posloup-

nost (Fn(x0)), kde n ∈ N0.
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Pravidlo 22 Pravidlo 30

• Tř́ıda 4 - Univerzalita. Pravidla, u kterých nelze určit ani konečný stav,
ani periodu ani algoritmus, zdali konečné konfigurace lež́ı na vzájemných
trajektoríıch.

Pravidlo 110

Velmi dlouho se nevědělo jistě, zda-li pravidlo 110 opravdu patř́ı do Tř́ıdy 4.
Jinými slovy, nejistá byla neprázdnost Tř́ıdy 4 pro elementárńı buněčné automaty.
Autorem d̊ukazu pro pravidlo 110 je Matthew Cook [4].

4. Dvourozměrné buněčné automaty

Už méně systematicky a zejména z pohledu rozd́ıl̊u a komplikaćı se pod́ıvejme na
dvourozměrné buněčné automaty

C2 =
(
N,Z2, {0, 1}, f

)
.

Prvńı rozd́ıl je, že existuje v́ıce př́ıstup̊u, co považovat za okoĺı. Dva hlavńı př́ıstupy
jsou tzv. von Neumannovo okoĺı (4 sousedé vpravo, vlevo, nahoře a dole) a tzv.
Mooreovo okoĺı (každá buňka má 8 soused̊u, tj. oproti von Neumannově okoĺı nově
i 4 diagonálńı sousedy), viz následuj́ıćı obrázek.
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I když uvažujeme jen 1-okoĺı buňky, počet elementárńıch dvourozměrných bu-
něčných automat̊u velmi výrazně vzroste, což lze ilustrovat jednoduchými výpočty.

V př́ıpadě von Neumannova okoĺı rozhoduje o konfiguraci 5 buněk (střed a 4
sousedé), což vede na 25 = 32 možných konfiguraćı v čase t a následně dostáváme
232, cca 4 miliardy, buněčných automat̊u.

V př́ıpadě Mooreova okoĺı rozhoduje o konfiguraci 9 buněk (střed a 8 sousedé),
což vede na 29 = 512 možných konfiguraćı v čase t a následně dostáváme 2512, cca
1, 3 . 10154, buněčných automat̊u.

Kv̊uli těmto velkým počt̊um možnost́ı se zkoumaj́ı často pouze tzv. totalistické
buněčné automaty, které vykazuj́ı určitou symetrii

Definice 4.1. Buněčný automat C = (T, X, {0, 1} , f) je totalistický, pokud f
záviśı pouze na počtu 0 a 1 na okoĺı.

Nejslavněǰśım dvourozměrným buněčným automatem (a jediným, který si zde
zmı́ńıme) je Conwayova hra života. Milovńık matematických rébus̊u, hlavolamů a
her John Horton Conway, který se jinak zabýval mj. teoríı grup, ji v roce 1970
zkonstruoval pro zábavu v korespondenci s redaktorem časopisu Scientific Ame-
rican Martinem Gardnerem [6]. Je uvažováno Mooreovo okoĺı, tj. buňka má 8
soused̊u. Stav 1 má význam existence života v dané buňce a 0 naopak jeho neexis-
tenci. Jedná se o totalistický dvoudimenzionálńı buněčný automat s následuj́ıćımi
pravidly (generuj́ıćımi přepisovaćı pravidlo f)

• Živá buňka s 0 nebo 1 živými sousedy umı́rá.
• Živá buňka s 2 nebo 3 živými sousedy přež́ıvá.
• Živá buňka se 4 a v́ıce živými sousedy umı́rá.
• Mrtvá buňka s právě 3 sousedy ož́ıvá.

Tento model se ukázal jako univerzálńı (podobně jako pravidlo 110), Berlekamp,
Conway a Guy dokázali v roce 1982 [2], že nelze určit, jestli daná konečná počátečńı
podmı́nka vyhyne či ne. Následuj́ıćı obrázek ukazuje náhodný počátečńı stav (vle-
vo) a stav po 10000 iteraćıch (vpravo).
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Pro svoji jednoduchost, univerzálnost si źıskala hra života zájem mnohých re-
kreačńıch i profesionálńıch matematik̊u, kteř́ı následně klasifikovali některé počá-
tečńı podmı́nky jako:

• stabilńı (stacionárńı, v čase neměnné) struktury, např. následuj́ıćı tři kon-
figurace,

• periodické/opakuj́ıćı se struktury, např. následuj́ıćı obrázek ukazuje tři po-
čátečńı struktury vedoućı na trajektorie s periodou 2 (např. obdélńık 3×1).

t = 0, 2, 4, . . .

l

t = 1, 3, 5, . . .

• cestuj́ıćı struktury, tzv. spaceships, nejjednodušš́ı z nich, tzv. glider, se po
4 iteraćıch vrát́ı do stejné konfigurace ale v posunu o jednu x-ovou i y-ovou
souřadnici dále.

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4

5. Závěr

Význam buněčných automat̊u obecně spoč́ıvá ve faktu, že umožňuj́ı velmi kom-
plexńı globálńı chováńı a to vše na základě triviálńıch lokálńıch pravidel. Podle
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mnohých teorie buněčných automat̊u ve spojeńı s obrovskou výpočetńı silou avi-
zuje revoluci ve vědě, viz ambiciózńı pojet́ı monografie [15].

V nedávné době vznikly mnohé modely, na jejichž představeńı zde již neńı
prostor, ale zv́ıdavého čtenáře rádi odkazujeme např. na evolučńı hry na grafech –
soubor buněčných automat̊u popisuj́ıćıch vývoj spolupráce (stavy 0 a 1 odpov́ıdaj́ı
nespolupráci a spolupráci). Obecně jde o automaty, které nejsou elementárńı (vliv
na lokálńı pravidlo maj́ı i 2-sousedé). Nav́ıc je typicky uvažována nejen dvoudi-
menzionálńı mř́ıžka, ale obecné grafy. Pro hezký úvod doporučujeme přehledovou
knihu [11] a simulace umožňuj́ıćı webovou stránku [7].

Velmi významným epidemiologickým modelem je tzv. Greenberg̊uv-Hastings̊uv
buněčný automat. Jde o diskrétńı verzi slavného epidemiologického SIR modelu.
Z matematického hlediska je významným faktem, že stavový prostor, na rozd́ıl od
všech výše uvedených model̊u, nemá jen 2 stavy, ale libovolné množstv́ı, v závislosti
na délce nemoci n ∈ N a délce obdob́ı, kdy jsou jedinci imunńı v̊uči nákaze i ∈ N.
Stavový prostor lze zapsat

S = {ZDRAV Y,NEMOC1, . . . , NEMOCn, IMUNNI1, . . . , IMUNNIi}

a počet stav̊u je následně

|S| = 1 + n+ i.

Odkazujeme např́ıklad do monografie de Vries et al. [14, Odstavec 6.2].
Pro čtenáře, který by se rád v́ıce dozvěděl o teoretických aspektech buněčných

automat̊u, odkazujeme např. do článku Kari [9], kde jsou přehledně shrnuty např.
otázky jako je dosažitelnost stav̊u, reversibilita (zpětný chod v čase) a zákony
zachováńı (tj. za jakých podmı́nek se zachovávaj́ı počty jedniček a nul).

Buněčné automaty byly také zobecněny. Zejména v sociálńıch a ekonomických
vědách se v nedávné době začaly studovat tzv. ABM modely (agent based mo-
dels). Základńı myšlenka je shodná s buněčnými automaty. Ćılem je vytvořit
z lokálńıch pravidel popis globálńıho komplexńıho chováńı. Nicméně, ABM modely,
uvažuj́ı heterogenńı agenty (jednotlivce) s množstv́ım vlastnost́ı (např. věk, rych-
lost, vzděláńı, pohlav́ı, apod.), které následně ovlivňuj́ı lokálńı chováńı. Hezké a re-
lativně jednoduché srovnáńı popisuj́ıćı vývoj dynamických systémů od tradičńıch
spojitých a diskrétńıch dynamických systémů popsaných diferenciálńımi a dife-
renčńımi rovnicemi přes buněčné automaty až po ABM modely může čtenář nalézt
např. v [12].
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GREENOVA V�TA A JEJÍ APLIKACE

ROBERT MA�ÍK

Abstrakt. V £lánku je diskutován vliv Greenovy v¥ty mimo ryze matematické
oblasti. Je zde zd·razn¥n její význam p°i odvozování diferenciálních tvar· fyzikálních
zákon· a dále je uvedena její role p°i vysv¥tlení funkce planimetru � p°ístroje pro
m¥°ení obsah· rovinných obrazc· obecného tvaru. Na rozdíl od jiných podobn¥
zam¥°ených prací rekonstruujeme p°ímo vektorové pole planimetru a tím m·ºeme
krom¥ vysv¥tlení planimetru ov¥°it i matematické zd·vodn¥ní n¥kterých doporu£ení
pro správnou práci s tímto p°ístrojem.

Greenova v¥ta je klasické tvrzení z vektorové analýzy, dávající do souvislosti
k°ivkový integrál druhého druhu po uzav°ené k°ivce a dvojný integrál rotace vek-
torového pole p°es mnoºinu, která je touto k°ivkou ohrani£ena. V tomto £lánku si
p°ipomeneme význam Grenovy v¥ty a p°edstavíme si planimetr � p°ístroj k m¥°ení
obsah· dvourozm¥rných mnoºin, jehoº funkce s Greenovou v¥tou úzce souvisí.

1. Úvod

Nejb¥ºn¥j²í tvar Greenovy v¥ty je∮
C

P dx + Q dy =

∫∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dS, (1.1)

kde D je jednodu²e souvislá oblast a C = ∂D je kladn¥ orientovaná hranice této
mnoºiny, o níº p°edpokládáme, ºe je tvo°ena po £ástech hladkou jednoduchou
uzav°enou k°ivkou. Funkce P a Q jsou funkce prom¥nných x, y de�nované v n¥jaké
otev°ené mnoºin¥ obsahující mnoºinu D, mající v této mnoºin¥ spojité parciální
derivace.

Pracujeme-li s vektorovým polem ~F = (P,Q) a uvaºujeme-li dvourozm¥rnou ro-
taci rotz ~F jako z-ovou komponentu trojrozm¥rné rotace vektorového pole (P,Q, 0),
tj.

rotz ~F =
∂Q

∂x
− ∂P

∂y
,

dostává vztah (1.1) tvar ∮
C

~F d~r =

∫∫
D

rotz ~F dS.

2010 MSC. Primární 26B20; Sekundární 01A55.
Klí£ová slova. Matematická analýza, vektorová analýza, Greenova v¥ta, planimetr.
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V kontextu vektorové analýzy se k°ivkový integrál na levé stran¥ nazývá cirku-
lace vektorového pole ~F po orientované k°ivce C. Nej£ast¥ji se s tímto integrálem
v aplikacích setkáváme p°i výpo£tu práce (v tomto p°ípad¥ je vektorové pole de�no-
váno p·sobící silou) nebo p°i výpo£tu elektrického nap¥tí (p°íslu²ným vektorovým
polem je pole elektrické intenzity).

Dal²ím b¥ºným tvarem Greenovy v¥ty je∮
C

−Qdx + P dy =

∫∫
D

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y

)
dS.

Matematicky tento vztah dostaneme prostou substitucí funkcí −Q a P za funkce P
a Q v (1.1). Tento vztah je v²ak zajímavý z fyzikálního hlediska, protoºe formáln¥
nahrazuje pole (P,Q) kolmým polem (−Q,P ) a pracuje tedy s normálovou sloºkou
vektorového pole ~F namísto sloºky te£né. Proto má výraz na levé stran¥ fyzikální
interpretaci toku vektorového pole k°ivkou C. Na pravé stran¥ vidíme divergenci
vektorového pole ~F , která je de�nována vztahem

div ~F =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
.

2. Fyzikální význam Greenovy v¥ty

Ve fyzice jsou známa a pouºívan¥j²í roz²í°ení Greenovy v¥ty do více dimenzí. Roz-
²í°ením Greenovy v¥ty pro cirkulaci podél okraje plochy, která není rovinnou plo-
chou, je Stokesova v¥ta a roz²í°ením Greenovy v¥ty pro tok uzav°enou plochou
v prostoru je Gaussova-Ostrogradského v¥ta. Ve spojení toku nebo cirkulace vek-
torového pole s jistým dvojným integrálem obsahujícím operátory divergence a ro-
tace spo£ívá aplika£ní význam Greenovy v¥ty a jejích roz²í°ení. Díky této v¥t¥
je moºné p°echázet mezi lokálními (diferenciálními) a nelokálními (integrálními)
tvary fyzikálních zákon·. Nap°íklad Faraday·v zákon elektromagnetické indukce∮

∂D

~E d~r = − d

dt

∫∫
D

~B d~S

vyjad°uje skute£nost, ºe velikost indukovaného nap¥tí ve smy£ce je rovna £asové
zm¥n¥ toku magnetické indukce touto smy£kou a p·sobí proti této zm¥n¥. Dává
tedy do souvislosti makroskopické veli£iny. Díky Greenov¥ v¥t¥ (resp. v obecném
p°ípad¥ díky Stokesov¥ v¥t¥) je moºné Faraday·v zákon p°evést na tvar∫∫

D

rot ~E d~S = − d

dt

∫∫
D

~B d~S

a (po zám¥n¥ po°adí derivování a integrování podle nezávislých prom¥nných)∫∫
D

rot ~E d~S =

∫∫
D

−∂ ~B

∂t
d~S.

Protoºe tato rovnost musí být spln¥na pro libovolnou plochu D, platí

rot ~E = −∂ ~B

∂t
, (2.1)
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Obrázek 1. Polární kompenza£ní planimetr zna£ky Allbrit.

coº je t°etí Maxwellova rovnice1 v diferenciálním tvaru. Tato rovnice slovn¥ vy-
jad°uje, ºe vír elektrického pole (tj. nenulová rotace intenzity elektrického pole)
vzniká tam, kde se m¥ní magnetické pole. Na rozdíl od Faradayova zákona, který
je podle vý²e uvedeného vlastn¥ t°etí Maxwellovou rovnicí v integrálním tvaru,
nepracuje rovnice (2.1) s makroskopicky m¥°itelnými veli£inami, je v²ak vhod-
n¥j²í pro pochopení fyzikální podstaty a dává také fyzikální interpretaci operátoru
rotace.

Podobným zp·sobem je moºné ze zákon· zachování makroskopických veli£in
odvodit p°íslu²né diferenciální zákony a vztahy pouºívané ve fyzice jako nap°íklad
rovnici kontinuity pro obecnou stla£itelnou tekutinu, rovnici vedení tepla nebo
rovnici difuze, viz nap°íklad [3, Kapitola 1].

3. Planimetr

Jak bylo uvedeno v p°edchozí kapitole, Greenova v¥ta má ve fyzikálním popisu
sv¥ta zásadní postavení. Z matematického hlediska je zajímavé, ºe dává do souvis-
losti informaci rozloºenou na mnoºin¥ v rovin¥ a informaci získanou výhradn¥ na
hranici této mnoºiny. V u£ebnicích (viz nap°íklad [9, str. 1139]) i na p°edná²kách
(viz nap°íklad [2, £as cca 43:30]) bývá £asto jako mechanický p°ístroj pracující

1Maxwellovy rovnice jsou £ty°i rovnice, které zcela popisují chování elektromagnetického pole.
K nim zpravidla p°idáváme materiálové vztahy podle studovaného prost°edí a °e²ením t¥chto
rovnic dostáváme fyzikální popis reálných situací. Jako d·sledky Maxwellových rovnic m·ºeme
získat nap°íklad vlnovou rovnici pro elektromagnetickou vlnu, zákon odrazu a zákon lomu sv¥tla,
Kirchho�ovy zákony v elektrických obvodech apod.
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na základ¥ Greenovy v¥ty uvád¥n planimetr � p°ístroj na m¥°ení obsah· dvou-
rozm¥rných obrazc·. Pod pojmem planimetr se v praxi rozumí tém¥° výhradn¥
polární planimetr, coº je p°ístroj, jehoº historie je zcela unikátní a vymyká se
v²em ostatním p°ístroj·m v¥dc· a p°írodov¥dc·. Posu¤te sami: polární planimetr
vynalezl v roce 1854 �výcar Jacob Amsler a tento planimetr se b¥ºn¥ pouºíval
aº do 80-tých let 20. století ke stanovení obsah· dvourozm¥rných obrazc· v²ude,
kde znalost obsahu byla podstatná pro dal²í postup. Planimetry byly p°ítomny ze
z°ejmého d·vodu v pracovnách kartograf· a stavebních inºenýr·, ale na²ly uplat-
n¥ní i v biologii, léka°ství, potraviná°ství, strojírenství, lesnictví, geologii a fyzice.
Bez zásadní inovace planimetr p°eºil druhou polovinu 19. století a tém¥° celé 20.
století, tedy dobu, kdy do²lo k zásadním technickým inovacím prakticky ve v²ech
oblastech ºivota. Postupn¥ byl vyt¥sn¥n aº nástupem digitalizace a digitálního
zpracování obrazu. Dnes se s ním v b¥ºné laborato°i jiº nesetkáme. I tak je v²ak
zajímavé poznat souvislost mezi tímto jednoduchým aparátem a Greenovou v¥tou.

Základním stavebním kamenem planimetru je rameno planimetru s integra£ním
kole£kem a hrotem. Hrot je p°i m¥°ení veden po obvodu obrazce a druhý konec
ramene je dodate£ným mechanismem vázán na n¥jakou k°ivku � p°ímku v p°ípad¥
lineárního planimetru a kruºnici v p°ípad¥ polárního planimetru.

Integra£ní kole£ko je jednoduchý mechanický prost°edek, který svazuje funkci
planimetru s k°ivkovým integrálem. Je nasazeno kolmo na rameno planimetru
a navrºeno tak, aby se lehce otá£elo okolo své osy a sou£asn¥ bez odporu klouzalo
do boku. Pokud se takové kole£ko pohybuje po k°ivce se kterou svírá obecný úhel,
rozkládá se jeho pohyb p°irozen¥ na dv¥ komponenty: na komponentu ve sm¥ru
kole£ka (otá£ení) a na komponentu kolmou (klouzání). Pouze komponenta ve sm¥ru
kole£ka zp·sobí pooto£ení kole£ka. Je to podobné jako práce konaná silou, kdy
jenom komponenta ve sm¥ru pohybu koná práci. Pro kvantitativní popis ozna£me
jednotkový normálový vektor k rameni planimetru (coº je sou£asn¥ sou£asn¥ sm¥r
kole£ka) ~n. P°i pohybu kole£ka po úse£ce de�nované vektorem posunutí ~r je celková
dráha zaznamenaná kole£kem rovna délce projekce vektoru ~r do sm¥ru ~n, tj. je dána
skalárním sou£inem ~n · ~r. Pokud se kole£ko nepohybuje po úse£ce, ale po obecné
k°ivce C p°echází tento skalární sou£in v k°ivkový integrál druhého druhu

∫
C
~nd~r

vektorového pole ~n po k°ivce C. To je moºné nahlédnout bu¤ s odvoláním na
analogii s konáním práce, nebo obvyklými úvahami integrálního po£tu zaloºenými
na d¥lení a limitním p°echodu. V dal²ím rozboru musíme zjistit, jaká je souvislost
mezi k°ivkovým integrálem

∫
C
~nd~r a pohybem m¥°icího hrotu po hranici m¥°ené

mnoºiny2.



GREENOVA V�TA A JEJÍ APLIKACE 19

Obrázek 2. Schematický nákres lineár-
ního planimetru. Vlevo vazba na p°ímku,
vpravo m¥°ící hrot, uprost°ed integra£ní
kole£ko se stupnicí. P°evzato z http://

persweb.wabash.edu/facstaff/footer.

(x,y)

(X,Y)

c= Ω

C

y

x

Obrázek 3. Vektorové pole lineárního pla-
nimetru a k°ivka C, kterou opisuje inte-

gra£ní kole£ko p°i m¥°ení obsahu Ω.

3.1. Lineární planimetr

Lineární planimetr se vyzna£uje tím, ºe druhý konec ramene planimetru (ten, kde
není m¥°icí hrot) se voln¥ pohybuje po p°ímce. V sou°adnicích podle obrázku 3
má vektor ur£ený ramenem planimetru sou°adnice (x,

√
L2 − x2), kde L je délka

ramene. Jednotkový normálový vektor k rameni planimetru je tedy

~n =
1

L

(
−
√
L2 − x2, x

)
.

Jsou-li (X,Y ) sou°adnice integra£ního kole£ka a jsou-li c a C po °ad¥ k°ivky opi-
sované m¥°icím hrotem a integra£ním kole£kem, potom kole£ko zaznamenává hod-
notu

I =
1

L

∫
C

−
√
L2 − x2 dX + xdY. (3.1)

Tento integrál p°evedeme do vyjád°ení pomocí k°ivky c a sou°adnic m¥°icího
hrotu (x, y). Je-li w vzdálenost integra£ního kole£ka od konce ramene vázaného
na p°ímku, snadno odvodíme

(X,Y ) =
(w
L
x, y −

(
1− w

L

)√
L2 − x2

)
.

2V publikacích v¥novaných funkci planimetru je tento postup zpravila zjednodu²en tak, ºe se
nejprve uvaºuje integra£ní kole£ko umíst¥né ve stejném bod¥ jako m¥°ící hrot a poté se ukáºe, ºe
otá£ky zaznamenané na kole£ku po uzav°ení celé k°ivky nezáleºí na skute£né poloze integra£ního
kole£ka na rameni planimetru. Jiný p°ístup je zanedbat uº b¥hem výpo£tu komponentu, která
se na celkovém £tení planimetru neuplatní, viz nap°íklad [5]. My se v²ak budeme snaºit najít
p°ímou souvislost mezi pohybem planimetru a vektorovým polem p°ístroje, tj. p°ímou souvislost
mezi pohybem planimetru a údaji zaznamenávanými na integra£ním kole£ku i b¥hem pohybu.
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Diferencováním získáme

(dX,dY ) =

(
w

L
dx,dy +

(
1− w

L

) x√
L2 − x2

dx

)
a po dosazení do (3.1) dostáváme

I =
1

L

∫
c

(
−
√
L2 − x2

w

L
+
(

1− w

L

) x2

√
L2 − x2

)
dx + xdy

=
1

L

∫
c

x2 − Lw√
L2 − x2

dx + xdy.

P°edpoklad c = ∂Ω a Greenova v¥ta umoº¬ují p°evod na dvojný integrál

I =
1

L

∫∫
Ω

dS

mající (aº na konstantní násobek) význam obsahu mnoºiny Ω. Lineární planimetr
tedy pracuje s vektorovým polem

(P,Q) =

(
x2 − Lw√
L2 − x2

, x

)
a integrál tohoto vektorového pole po k°ivce c = ∂Ω je roven obsahu mnoºiny Ω.

Poznámka 3.1. Díky transla£ní invarianci p°i posunutí ve sm¥ru osy y (viz ob-
rázek 3) bylo p°irozené o£ekávat, ºe vektorové pole lineárního planimetru nezávisí
na prom¥nné y. Toto o£ekávání se skute£n¥ potvrdilo. Dále je moºno vypozoro-
vat (p°ímým výpo£tem nebo z obrázku 3), ºe velikost vektor· z vektorového pole
planimetru je v¥t²í dál od osy y. To má snadno interpretovatelný d·sledek: pokud
se operátorovi obsluhujícímu planimetr zachv¥je ruka a nekopíruje p°esn¥ k°ivku c
v míst¥, kde má vektorové pole v¥t²í velikost, zp·sobí se tím v¥t²í chyba, neº kdyº
takováto nepozornost nastane v míst¥ s men²í velikostí vektorového pole. Proto se
doporu£uje m¥°it tak, aby rameno nebylo moc vychýlené. Pokud bychom netrvali
na úplnosti na²eho popisu planimetru, ale snaºili se výklad zjednodu²it úvahami
nazna£enými v poznámce pod £arou na stran¥ 19, nebyl by d·vod takového dopo-
ru£ení z°ejmý. My v²ak nyní toto doporu£ení máme podloºeno výpo£tem.

3.2. Polární planimetr

V polárním planimetru navrºeném Amslerem je konec ramene planimetru, ve kte-
rém není m¥°icí hrot, vázán na kruºnici. Výhoda je, ºe takováto vazba je kon-
struk£n¥ mnohem jednodu²²í neº vazba na p°ímku, protoºe je moºno ji realizovat
pomocí nepohyblivého pólu a pomocného ramene de�nujícího kruºnici.

Po£átek soustavy sou°adnic volme v nepohyblivém pólu. Nech´ L je délka m¥°í-
cího ramene a bu¤te (x, y) sou°adnice m¥°ícího hrotu a (a(x, y), b(x, y)) sou°adnice
druhého konce m¥°ícího ramene (vázaného na kruºnici). M¥°ící hrot se pohybuje
po k°ivce c = ∂Ω. Je-li hrot v bod¥ (x, y), má jednotkový vektor mí°ící kolmo
k m¥°ícímu rameni vyjád°ení ~n = 1

L (b− y, x− a) a jsou-li dále sou°adnice (X,Y )



GREENOVA V�TA A JEJÍ APLIKACE 21

Obrázek 4. Schematický nákres polárního
planimetru. Dolní konec svislého ramene
tvo°í pól planimetru. Pól se nepohybuje, ale
rameno se okolo n¥j m·ºe otá£et. �ikmé ra-
meno má na pravém konci hrot kopírující
hranici m¥°ené mnoºiny a p°ibliºn¥ upro-
st°ed integra£ní kole£ko. �asté je i umís-
t¥ní kole£ka aº za spojem obou ramen,
jako na obrázku vpravo a na obrázku 1.
P°evzato z http://persweb.wabash.edu/

facstaff/footer.

(x,y)

(X,Y)

(a,b)

c= Ω

C

Obrázek 5. Vektorové pole polárního pla-
nimetru. Délka m¥°ícího ramene L je m¥-
°ena od spoje (a, b) k m¥°ícímu hrotu (x, y).
P°i pohybu bodu (x, y) po k°ivce c je spoj
ramen (a, b) vázán na vyzna£enou kruºnici
a integra£ní kole£ko v bod¥ (X,Y ) se pohy-

buje po k°ivce C.

sou°adnicemi integra£ního kole£ka pohybujícího se po k°ivce C, je údaj na inte-
gra£ním kole£ku roven

I =
1

L

∫
C

(b− y) dX + (x− a) dY. (3.2)

Je-li integra£ní kole£ko na rameni planimetru ve vzdálenosti w od bodu (a, b)
sm¥rem k bodu (x, y), jsou sou°adnice kole£ka

(X,Y ) =
(w
L
x +

(
1− w

L

)
a,

w

L
y +

(
1− w

L

)
b
)
.

Tento vzorec zahrnuje i p°ípad w < 0, kdy integra£ní kole£ko není mezi ob¥ma
konci planimetru, ale je ve vzdálenosti |w| od bodu (a, b), sm¥rem od bodu (x, y).
P°ipome¬me, ºe a a b jsou funkcemi prom¥nných x a y. Diferencováním vztah·
pro X a Y dostaneme

dX =
w

L
dx +

(
1− w

L

)[∂a
∂x

dx +
∂a

∂y
dy

]
,

dY =
w

L
dy +

(
1− w

L

)[ ∂b
∂x

dx +
∂b

∂y
dy

]
a po dosazení do (3.2) získáme

I =
1

L
· w
L

∫
c

(b− y) dx + (x− a) dy

+
L− w

L2

∫
c

(
(b− y)

∂a

∂x
+ (x− a)

∂b

∂x

)
dx +

(
(b− y)

∂a

∂y
+ (x− a)

∂b

∂y

)
dy,
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kde pro snaz²í výpo£et je integrál rozd¥len na dv¥ £ásti. Aplikace Greenovy v¥ty
pro k°ivku c = ∂Ω dává po jednoduchých úpravách

I =
1

L
· w
L

∫∫
Ω

[
2− ∂a

∂x
− ∂b

∂y

]
dS

+
1

L

(
1− w

L

)∫∫
Ω

(
∂a

∂x
+

∂b

∂y
− 2

∣∣∣∣∣ ∂a∂x ∂a
∂y

∂b
∂x

∂b
∂y

∣∣∣∣∣
)

dS.

(3.3)

Pokusíme se najít vyjád°ení výraz· vystupujících v t¥chto integrálech pomocí pro-
m¥nných x a y.

Dv¥ ramena polárního planimetru de�nují dv¥ vazby mezi body (x, y) a funk-
cemi a(x, y) a b(x, y). Jsou-li délky ramen planimetru L a P , mají tyto vazby
tvar

a2 + b2 = P 2

a
(x− a)2 + (y − b)2 = L2.

Derivováním kaºdého z t¥chto vztah· podle x a poté podle y obdrºíme £ty°i rov-
nice, které je moºno zapsat maticov¥ ve tvaru(

a b
x− a y − b

)( ∂a
∂x

∂a
∂y

∂b
∂x

∂b
∂y

)
=

(
0 0

x− a y − b

)
. (3.4)

Matice

M =

(
a b

x− a y − b

)
má inverzní matici M−1, pokud je spln¥na podmínka detM = ay− bx 6= 0. Potom
platí

M−1 =
1

ay − bx

(
y − b −b
a− x a

)
a z (3.4) dostaneme(

∂a
∂x

∂a
∂y

∂b
∂x

∂b
∂y

)
= M−1

(
0 0

x− a y − b

)
=

1

ay − bx

(
−b(x− a) −b(y − b)
a(x− a) a(y − b)

)
.

Odtud okamºit¥ plyne
∂a

∂x
+

∂b

∂y
= 1.

Dále z existence M−1 a z Cauchyovy v¥ty (determinant sou£inu je sou£inem de-
terminant·) aplikované na maticovou rovnici (3.4) plyne∣∣∣∣∣ ∂a∂x ∂a

∂y
∂b
∂x

∂b
∂y

∣∣∣∣∣ = 0.

S t¥mito vztahy dostává výraz (3.3) tvar

I =
1

L

∫∫
Ω

dS
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a stejn¥ jako u lineárního planimetru vidíme, ºe kole£ko zobrazuje (aº na multipli-
kativní konstantu) obsah mnoºiny Ω.

Poznámka 3.2. Konstrukce polárního planimetru umoº¬uje m¥nit délku L ra-
mene planimetru a pohodln¥ takto pracovat s podklady p°i r·zných zv¥t²eních.
Skute£ná podoba polárního planimetru se jiº ve 30. letech 20. století ustálila na
snadno rozebíratelné konstrukci, kterou je moºno p°i m¥°ení sestavit dv¥ma r·z-
nými zp·soby, kdy spojení obou ramen je jednou nalevo a jednou napravo od
spojnice pólu a m¥°ícího hrotu. Tím je moºno kompenzovat p°ípadné výrobní
nedostatky: m¥°ení se provede v obou kon�guracích a z nam¥°ených hodnot se
vypo£te aritmetických pr·m¥r. Tento typ planimetru se jiº nenazývá Amsler·v,
ale kompenza£ní planimetr.

Poznámka 3.3. P°i m¥°ení polárním planimetrem se doporu£uje postupovat tak,
aby p°i m¥°ení nebyl planimetr p°íli² otev°ený nebo zav°ený. Díky úplnému popisu
vektorového pole planimetru si, podobn¥ jako u planimetru lineárního, m·ºeme ob-
jasnit, odkud tento poºadavek vyvstává. Poºadavek na existenci inverzní matice
M−1 je ekvivalentní podmínce, ºe (a, b) není násobkem (x, y), tj. ºe ramena pla-
nimetru nejsou rovnob¥ºná. �ím dále jsme od rovnob¥ºné kon�gurace ramen, tím
lépe je soustava (3.4) podmín¥na. Proto p°ed m¥°ením nastavíme planimetr tak,
aby jeho ramena byla kolmá, kdyº je m¥°icí hrot blízko t¥ºi²t¥ m¥°eného obrazce.

Poznámka 3.4. Pravd¥podobn¥ první zmínka o souvislosti planimetru s Gre-
enovou v¥tou je v £lánku [1]. Dal²ími vhodnými zdroji informací jsou nap°íklad
[4, 5]. Bez pomoci Greenovy v¥ty je moºno funkci planimetru vysv¥tlit pomocí
Guldinovy v¥ty nebo pomocí k°ivo£arých sou°adnic (viz [6]). �ist¥ geometrické
vysv¥tlení je moºno najít nap°íklad v práci [7] a na webové stránce [8].
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O K�IVKÁCH A K�IVOSTECH

JOSEF �ILHAN a VOJT�CH �ÁDNÍK

Abstrakt. Vyjád°ení k°ivostí k°ivek v eukleidovské rovin¥ a prostoru je velice
standardním cvi£ením z diferenciální geometrie. Ve výsledných vzorcích vztaºených
k obecné parametrizaci k°ivky lze vid¥t obsahy rovnob¥ºník·, p°íp. objemy rovno-
b¥ºnost¥n· ur£ených prvními t°emi derivacemi k°ivky. Analogické vztahy pro vy²²í
k°ivosti v prostorech vy²²í dimenze se v literatu°e hledají nesnadno, a£koli jsou velmi
snadno odvoditelné. V tomto p°ísp¥vku ukáºeme, jak na to.

1. Úvod

Za£neme s velmi hrubými, ale intuitivn¥ správnými p°edstavami o k°ivkách v euk-
leidovském prostoru a jejich k°ivostech. P°ímky nejsou k°ivé v·bec; jejich k°ivost je
nulová. Kruºnice jsou rovinné k°ivky, které jsou k°ivé v²ude stejn¥; jejich k°ivost je
konstantní a nep°ímo úm¥rná polom¥ru (kolikrát v¥t²í polom¥r kruºnice, tolikrát
men²í k°ivost). V²echny kruºnice se stejným polom¥rem, tedy se stejnou k°ivostí,
jsou navzájem shodné. U obecných k°ivek v rovinn¥ se jejich k°ivost m·ºe m¥nit.
Pokud tuto vlastnost dokáºeme n¥jak kvanti�kovat, pak tu²íme, ºe odpovídající
veli£ina ur£uje k°ivku aº na shodnost jednozna£n¥.

�roubovice jsou k°ivky, které obdobn¥ jako kruºnice vypadají v²ude stejn¥ k°iv¥,
ale na rozdíl od kruºnic neleºí v ºádné rovin¥. K jejich popisu pot°ebujeme kon-
stanty dv¥, nap°. polom¥r kruºnice, která je kolmým pr·m¥tem ²roubovice, a stou-
pání ²roubovice. První konstanta souvisí s první k°ivostí k°ivky, druhá s druhou
k°ivostí neboli torzí. V²echny ²roubovice se stejnými prvními i druhými k°ivostmi
jsou navzájem shodné. �roubovice s nulovou torzí jsou kruºnice. U obecných pro-
storových k°ivek se ob¥ k°ivosti mohou m¥nit, ale op¥t tu²íme, ºe ur£ují k°ivku aº
na shodnost jednozna£n¥.

Práv¥ popsané p°edstavy lze up°esnit n¥kolika zp·soby. V odstavci 2 uvedeme
pár de�nicí zaloºených na pojmu styku k°ivek ur£itého °ádu. Výhodou takového
p°ístupu je z°ejmý a názorný start, nevýhodou je nep°íli² z°ejmé zobecn¥ní pro
k°ivky v prostorech obecné dimenze. (Uº vymezení torze v dimenzi t°i se m·ºe
nezasv¥cenému £tená°i zdát trochu podez°elé.)

2010 MSC. Primární 53A04, 53A55.
Klí£ová slova. K°ivky, Frenetovy rovnice, invarianty relativní a absolutní.
Vznik £lánku byl podpo°en grantem GA�R 15�11070S.
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Alternativní vymezení v odstavcích 5 a 6 je zaloºeno na existenci p°irozené pa-
rametrizace k°ivky (parametrizace obloukem) a p°irozeného ortonormálního (Fre-
netova) repéru podél k°ivky. Vyjád°ení in�nitezimální zm¥ny tohoto p°irozeného
repéru vzhledem k p°irozené parametrizaci vede k systému (Frenetových) rovnic,
jejichº koe�cienty de�nují podstatné invarianty k°ivky. Odtud je hned patrné, ºe
takto de�nované invarianty ur£ují k°ivku aº na shodnost jednozna£n¥. Jednoduché
cvi£ení ukazuje, ºe tyto invarianty odpovídají práv¥ t¥m zaloºených na styku k°i-
vek. Dal²í jednoduché cvi£ení ukazuje, jaké je jejich vyjád°ení vzhledem k obecné
parametrizaci k°ivky, viz formulky (5.3) a (6.4). Tyto vztahy lze najít (v mnoha
mutacích) ve v²ech relevantních u£ebnicích a jiných zdrojích. V t¥chto vyjád°eních
se objevují obsahy rovnob¥ºník·, p°íp. objemy rovnob¥ºnost¥n· ur£ených prvními
t°emi derivacemi k°ivky. To je výchozí bod na²ich dal²ích úvah.

P°ístup pomocí Frenetova pohyblivého repéru má bezprost°ední zobecn¥ní pro
k°ivky v prostorech obecné dimenze, viz odstavec 7. První p°ekvapení skýtá aº
pátrání po analogiích vztah· (6.4) pro vy²²í k°ivosti. Ty jsme nena²li v ºádné
nám dostupné u£ebnici, pouze v pom¥rn¥ £erstvém £lánku [1] publikovaném v po-
m¥rn¥ prestiºním £asopise. V tomto p°ísp¥vku chceme ukázat, ºe k témuº výsledku
lze dosp¥t pom¥rn¥ jednoduchou kompilací dob°e známých poznatk· souvisejících
práv¥ s konstrukcí Frenetova repéru. Shrnutí a vyvrcholení celé diskuze nabízíme
v odstavci 8, ve V¥t¥ 8.1.

Jako pomocný nástroj pouºíváme pojem relativních invariant· k°ivky, viz od-
stavec 4. S trochou trp¥livosti lze pracovat i bez nich, ale jejich pouºití velmi
usnad¬uje nejen mnohé formulace, ale také argumentace.

V²echny náleºitosti k této klasické látce lze najít v nep°eberném mnoºství lite-
ratury, viz nap°. na²e oblíbené zdroje [3] a [4]. Relativní invarianty v u£ebnicích
£asto nenajdeme, jednou z nemnoha výjimek je nap°. [2]. P°i zpracovávání materi-
álu jsme se v mnohém inspirovali strukturou p°íslu²ného kurzu prof. Ivana Kolá°e,
kterému tento £lánek v¥nujeme.

2. Styk k°ivek

V tomto odstavci nabízíme první up°esn¥ní úvodních p°edstav o k°ivostech k°i-
vek pomocí pojmu styku k°ivek ur£itého °ádu. Celý odstavec je zamý²len spí²
motiva£n¥, pro£eº si m·ºeme dovolit pom¥rn¥ uvoln¥né formulace. Ke v²em zde
p°edstaveným pojm·m se v dal²ích odstavcích vrátíme.

Styk k°ivek °ádu 0 znamená spole£ný bod, styk °ádu 1 znamená spole£nou te£nu
ve spole£ném bod¥. Obecn¥ styk °ádu r znamená stejné derivace aº do °ádu r ve
spole£ném bod¥ vzhledem k vhodným parametrizacím v okolí tohoto bodu1. Zde
samoz°ejm¥ odkazujeme na odpovídající vektory: je-li c : I → Rn parametrizace
k°ivky, pak pro r = 1 jde o te£ný vektor c′, pro r = 2 mluvíme o vektoru zrychlení
c′′ atd. Abychom v·bec mohli uvaºovat styk k°ivek °ádu r, musí k°ivky samotné
být alespo¬ °ádu r, tzn. musí existovat derivace c′, c′′, . . . aº do °ádu r v£etn¥. Proto
v dal²ím p°edpokládáme pouze k°ivky dostate£n¥ vysokého °ádu, aniº bychom na

1Jedná se o podobný vztah, jaký vládne mezi funkcí a jejím Taylorovým polynomem stupn¥ r.
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Obrázek 1. Oskula£ní kruºnice K rovinné k°ivky C v bod¥ c(t0) je limitou, pro ti → t0, kruºnic
Ki daných body c(t0), c(ti) ∈ C a te£nou T v bod¥ c(t0).

to neustále upozor¬ovali. Jakoukoli veli£inu odvozenou z derivací k°ivky do °ádu
r budeme zvát veli£inou °ádu r.

Te£na ke k°ivce v daném bod¥ je p°ímka, která s ní má v onom bod¥ styk
prvního °ádu. Je ur£ena bodem a te£ným vektorem c′. Pokud je v n¥jakém bod¥
styk k°ivky a její te£ny °ádu vy²²ího, je tento bod in�exní. V takovém p°ípad¥ je
vektor zrychlení c′′ (a tedy i derivované vektory vy²²ích °ád·) násobkem te£ného
vektoru. P°ímky jsou tedy k°ivky sestávající výhradn¥ z in�exních bod·.

Pro rovinnou k°ivku v nein�exním bod¥ existuje kruºnice, která s ní má v tomto
bod¥ styk druhého °ádu. Taková kruºnice se jmenuje oskula£ní a p°evrácená hod-
nota jejího polom¥ru de�nuje k°ivost k°ivky v daném bod¥. K oskula£ní kruºnici
lze názorn¥ dojít limitní úvahou jako na obrázku 1.

P°itom rovinnost k°ivky lze charakterizovat tak, ºe t°etí derivovaný vektor c′′′

(a tedy i derivované vektory vy²²ích °ád·) v kaºdém jejím bod¥ je (jsou) line-
ární kombinací te£ného vektoru c′ a vektoru zrychlení c′′. Pro prostorové k°ivky
toto obecn¥ neplatí; pokud náhodou ano, tak p°íslu²né body se nazývají planární.
Rovinné k°ivky jsou tedy k°ivky sestávající výhradn¥ z planárních bod·.

Pro prostorovou k°ivku v nein�exním bod¥ m·ºeme uvaºovat rovinu ur£enou
tímto bodem a prvními dv¥ma derivovanými vektory c′ a c′′, tzv. oskula£ní rovinu.
(První) k°ivost prostorové k°ivky zobec¬uje p°edchozí de�nici pro k°ivky rovinné:
je to k°ivost kolmého pr·m¥tu k°ivky do oskula£ní roviny.

Torze (druhá k°ivost) prostorové k°ivky je veli£ina, která m¥°í, jak moc se m¥ní
její oskula£ní rovina, tedy jak moc k°ivka není rovinná. V p°edchozím duchu lze
tuto veli£inu up°esnit následovn¥. Rovina ur£ená te£ným vektorem k°ivky a nor-
málou oskula£ní roviny je tzv. rekti�ka£ní rovina. V ní existuje kubická parabola2,

2Tj. k°ivka ur£ená rovnicí z = ax3, kde sou°adnice x odpovídá te£nému sm¥ru, z normále
oskula£ní roviny a konstanta a p°edstavuje stoupání kubické paraboly.
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Obrázek 2. K°ivost prostorové k°ivky C odpovídá k°ivosti jejího kolmého pr·m¥tu C1 do osku-
la£ní roviny O.

Obrázek 3. Torze prostorové k°ivky C odpovídá stoupání jejího kolmého pr·m¥tu C2 do rek-
ti�ka£ní roviny R.

která má s kolmým pr·m¥tem k°ivky do této roviny styk t°etího °ádu. Torze pro-
storové k°ivky pak m·ºe být de�nována jako (jistý konstantní násobek) stoupání
odpovídající kubické paraboly. Torze je nulová práv¥ v planárních bodech.

Z uvedeného vidíme, ºe k°ivost je skalární veli£ina druhého °ádu, torze je °ádu
t°etího. V in�exních bodech není ani k°ivost ani torze de�nována, jako mezní
p°ípady p°edchozích úvah je v²ak m·ºeme povaºovat za nulové.

3. Parametrizace obloukem

V dal²ím pouºíváme následující konvence a zna£ení. K°ivka v reálném eukleidov-
ském prostoru E = Rn je obrazem prostého zobrazení (dostate£n¥ vysokého °ádu)
intervalu I ⊆ R do E. Pí²eme C = c(I), kde c : I → E. Zobrazení samotné,
t 7→ c(t), je parametrizací k°ivky. Odpovídající polohový vektor zna£íme tlust¥,
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t 7→ c(t), derivované vektory dekorujeme £árkami, prom¥nnou t zpravidla nepí-
²eme,

c′ := d
dtc, c′′ := d2

dt2 c, . . . , c(i) := di

dti c.

K°ivka je regulární, pokud její te£ný vektor (vzhledem k libovolné parametrizaci)
je v²ude nenulový. V²ude v dal²ím se omezujeme pouze na regulární k°ivky.

Kaºdá regulární k°ivka v eukleidovském prostoru má p°irozenou parametrizaci
odpovídající délce £ásti k°ivky od jejího krajního bodu, tzv. parametrizace oblou-

kem. Pro I = [a, b] tento význa£ný parametr odpovídá reparametrizaci s : [a, b]→
[0, L],

s(t) :=

∫ t

a

‖c′(u)‖ du,

kde t ∈ [a, b], L zna£í celkovou délku k°ivky a ‖c′‖ =
√
c′ · c′ velikost vektoru (p°i-

£emº te£ka mezi vektory pod odmocninou zna£í skalární sou£in). Derivace vzhle-
dem k tomuto parametru budeme pro odli²ení zna£it te£kami, prom¥nnou s op¥t
zpravidla nepí²eme,

ċ := d
dsc, c̈ := d2

ds2 c, . . . ,
(i)
c := di

dsi c.

Z de�nice vyplývá, ºe te£ný vektor vzhledem k této parametrizaci má konstantní
velikost, a to jednotkovou, ‖ċ‖ = 1. Jinými slovy, parametrizace obloukem od-
povídá rovnom¥rnému pohybu podél k°ivky. Po£ínaje odstavcem 5 budeme práv¥
takovou parametrizaci hojn¥ vyuºívat.

4. Reparametrizace a relativní invarianty

Velikost te£ného vektoru je jednoduchým p°íkladem tzv. relativního invariantu
k°ivky. Tímto slovním spojením ozna£ujeme veli£iny, které jsou invariantní vzhle-
dem ke v²em shodným zobrazením a chovají se rozumn¥ vzhledem k reparamet-
rizacím k°ivky. Studium (metrických vlastností) k°ivek v eukleidovském prostoru
znamená práv¥ studium takových invariant·. K°ivost a torze prostorové k°ivky
jsou tzv. absolutní invarianty k°ivky. Oba nové pojmy hned up°esníme.

Uvaºme k°ivku C s parametrizací t 7→ c(t) a obecnou reparametrizaci t̃ = g(t),
kde dg

dt 6= 0. Pro odpovídající te£né vektory podle °et¥zového pravidla platí dc
dt =

dc
dt̃
· dgdt . V²echny objekty vztaºené k parametru t̃ budeme pro jednoduchost zna£it

vlnkou, tj. c̃′ = dc
dt̃

apod. P°i tomto zna£ení máme

c̃′ = g′−1c′, (4.1)

a tedy ‖c̃′‖ = g′−1‖c′‖. Obecn¥, funkce I : C → R, která je invariantní vzhledem
ke shodnostem a která se vzhledem k uvedené reparametrizaci k°ivky C m¥ní jako

Ĩ = ±g′−kI,

se nazývá relativním invariantem k°ivky váhy k. Invarianty s váhou 0 jsou abso-

lutními invarianty k°ivky, a o ty nám jde p°edev²ím.
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Obrázek 4. Znázorn¥ní relativních invariant· V1 a V2 vzhledem k parametrizaci obloukem
a k jisté exponenciální reparametrizaci.

Ve zbytku tohoto odstavce sm¥°ujeme k jednoduchému pomocnému tvrzení, na
které se budeme záhy odkazovat. Vzhledem k práv¥ zavedené terminologii je veli-
kost te£ného vektoru k°ivky, V1 := ‖c′‖, relativním invariantem váhy 1. Derivací
(4.1) dostáváme

c̃′′ = g′−2c′′ − g′−3g′′c′.
Obsah rovnob¥ºníku ur£eného vektory c̃′ a c̃′′ je proto stejný jako obsah rovno-
b¥ºníku ur£eného vektory g′−1c′ a g′−2c′′. Tyto obsahy (p°íp. za chvíli objemy)
budeme zna£it vol(. . . ). Z uvedeného plyne, ºe

vol(c̃′, c̃′′) = g′−3 vol(c′, c′′),

neboli funkce V2 := vol(c′, c′′) je relativním invariantem váhy 3.
Obecn¥, pro libovolné i platí, ºe vektor c̃(i) je roven g′−ic(i) aº na n¥jakou

lineární kombinaci vektor· niº²ích °ád·,

c̃(i) ≡ g′−ic(i) mod 〈c′, . . . , c(i−1)〉.

Odtud vidíme, ºe objem rovnob¥ºnost¥nu ur£eného prvními j derivovanými vek-
tory je

vol(c̃′, c̃′′, . . . , c̃(j)) = g′−1−2−···−j vol(c′, c′′, . . . , c(j))

= g′−
j(j+1)

2 vol(c′, c′′, . . . , c(j)).

Celkem tedy dostáváme následující tvrzení.

V¥ta 4.1. Funkce Vj := vol(c′, . . . , c(j)) je relativním invariantem váhy
j(j+1)

2 .

V trojrozm¥rném prostoru pochopiteln¥ nemá smysl uvaºovat jiné invarianty neº
V1, V2 a V3, ostatní jsou automaticky nulové. Obecn¥, pokud je k°ivka obsaºena
v k-rozm¥rném podprostoru, potom nutn¥ Vl = 0 pro v²echna l > k.

Pro obecnou k°ivku v n-rozm¥rném prostoru je objem Vn v²ude nenulový a od-
povídá � aº na znaménko � vn¥j²ímu sou£inu vektor· (c′, . . . , c(n)). To je deter-
minant matice utvo°ené ze sou°adnic jednotlivých vektor· (vzhledem k libovolné
ortonormální bázi), který budeme zna£it det(c′, . . . , c(n)).
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5. Frenetovy rovnice v rovin¥

Vzhledem k parametrizaci obloukem má te£ný vektor (regulární) k°ivky konstantní
velikost 1, tj. ċ · ċ = 1. Proto c̈ · ċ = 0, coº znamená, ºe vektor zrychlení c̈ je
v²ude k te£nému vektoru kolmý. Tento vektor je nulový práv¥ v in�exních bodech.
V nein�exním bod¥ má jeho velikost geometrický význam související s k°ivostí
k°ivky.

Pro rovinnou k°ivku lze ukázat, ºe velikost ‖c̈‖ odpovídá práv¥ k°ivosti k°ivky
vymezené v odstavci 2 (tedy, ºe p°evrácená hodnota 1/‖c̈‖ odpovídá práv¥ polo-
m¥ru oskula£ní kruºnice). Jak v in�exním, tak v nein�exním bod¥ m·ºeme vektor
e1 := ċ doplnit o vektor e2 tak, aby tato dvojice tvo°ila ortonormální kladn¥
orientovanou bázi, tzv. Frenet·v repér rovinné k°ivky. Z°ejm¥ platí

ė1 = κ1e2, (5.1)

kde κ1 = 0 v in�exním bod¥ a κ1 = ±‖c̈‖ v nein�exním bod¥. Rovnost (5.1)
m·ºeme chápat jako de�nici k°ivosti k°ivky. Rozdíl oproti p°edchozímu vymezení
spo£ívá pouze ve znaménku: kladné, resp. záporné znaménko odpovídá tomu, zda
se k°ivka �stá£í� souhlasn¥, resp. nesouhlasn¥ s orientací roviny, viz obrázek 5.
V následujícím budeme zobec¬ovat práv¥ tento p°ístup s v¥domím, ºe znaménka
nás p°íli² nezajímají.

Je²t¥ si v²imn¥me n¥kolika v¥cí, které plynou z ortonormálnosti repéru (e1, e2).
Jednak po derivaci vztah· e1 · e1 = e2 · e2 = 1 a e1 · e2 = 0 zji²´ujeme, ºe
ė1 · e1 = ė2 · e2 = 0 a ė1 · e2 = −e1 · ė2. Dále libovolný vektor v rovin¥ lze
vyjád°it jako v = (v · e1) e1 + (v · e2) e2. Pro vektory ė1, resp. ė2, tak dostáváme
ė1 = (ė1 · e2) e2, resp. ė2 = (ė2 · e1) e1 = −(ė1 · e2) e1. Vzhledem ke zna£ení
zavedenému rovností (5.1) tedy platí

ė1 = κ1e2,

ė2 = −κ1e1.
(5.2)

Toto jsou tzv. Frenetovy rovnice pro rovinnou k°ivku. Dv¥ shodné k°ivky para-
metrizované obloukem z°ejm¥ mají stejné k°ivosti. Naopak, v²ude nenulová funkce
s 7→ κ1(s) ur£uje k°ivku aº na shodnost jednozna£n¥: pro libovolnou ortonormální
bázi v libovolném bod¥ existuje jediné °e²ení systému diferenciálních rovnic (5.2),
jímº je Frenet·v pohyblivý repér ur£ující k°ivku s k°ivostí κ13. Jiná po£áte£ní
podmínka ur£uje jinou k°ivku, ale protoºe oba po£áte£ní repéry byly ortonormální,
existuje shodnost zobrazující jeden na druhý. Tatáº shodnost pak zobrazuje i jedno
°e²ení na druhé.

Vzhledem k hlavnímu poslání tohoto £lánku je²t¥ musíme vyjád°it k°ivost κ1
obecn¥. Vzhledem k tomu, ºe ‖ċ‖ = 1 a ‖c̈‖ = ±κ1, z°ejm¥ platí κ1 = ± vol(ċ, c̈).
P°itom znaménko koresponduje s vý²e diskutovanou orientací, a to tak, ºe κ1 =
det(ċ, c̈). Z odstavce 4 víme, ºe det(ċ, c̈) se vzhledem k obecné reparametrizaci

3Podmínka κ1 6= 0 je nutným p°edpokladem pro pouºití p°íslu²né v¥ty z teorie diferenciálních
rovnic. Odpovídající omezení pro k°ivku znamená, ºe je bez in�exních bod·.
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Obrázek 5. Frenet·v repér rovinné k°ivky a oskula£ní kruºnice.

transformuje jako det(c′, c′′) = ‖c′‖3 det(ċ, c̈). Celkem tak dostáváme známý vzo-
re£ek

κ1 =
det(c′, c′′)

‖c′‖3
= ± V2

V 3
1

. (5.3)

Vzhledem k vý²e zavedené terminologii m·ºeme vztah (5.3) zd·vodnit také
takto: Jak veli£ina v £itateli, tak veli£ina ve jmenovateli je relativním invariantem
váhy 3. Výsledek je proto váhy 0, tedy to je absolutní invariant, a ten vzhledem
k parametrizaci obloukem souhlasí s k°ivostí k°ivky. Podobným zp·sobem budeme
argumentovat i v dal²ích odstavcích.

6. Frenetovy rovnice v prostoru

Pro prostorovou k°ivku m·ºeme postupovat obdobn¥, ale uº o n¥co rychleji. Z dob-
rých d·vod· se omezujeme pouze na k°ivky (nebo jejich £ásti) bez in�exních bod·.
Pokud dvojici ortonormálních vektor· ċ a c̈/‖c̈‖ doplníme o jejich vektorový sou-
£in, dostáváme ortonormální kladn¥ orientovanou bázi,

e1 := ċ, e2 :=
c̈

‖c̈‖
, e3 := e1 × e2,

tedy Frenet·v repér prostorové k°ivky. Z°ejm¥ op¥t platí (5.1), av²ak s tím roz-
dílem, ºe (první) k°ivost je κ1 = ‖c̈‖, tedy κ1 > 0. Obdobné cvi£ení jako p°i
odvozování vztah· (5.2) vede k následujícímu vyjád°ení in�nitezimální zm¥ny Fre-
netova repéru, tj. k Frenetovým rovnicím pro prostorovou k°ivku

ė1 = κ1e2,

ė2 = −κ1e1 + κ2e3,

ė3 = −κ2e2,
(6.1)

pro n¥jakou funkci κ2, kterou nazveme druhou k°ivostí neboli torzí k°ivky. Ze
stejného d·vodu jako vý²e, funkce κ1 a κ2 ur£ují prostorovou k°ivku aº na shodnost
jednozna£n¥.
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Obrázek 6. Frenet·v repér prostorové k°ivky.

Lze ukázat, ºe tyto dva invarianty odpovídají práv¥ k°ivosti a torzi vymezené
v odstavci 2 (tedy pomocí kolmých pr·m¥t· k°ivky do oskula£ní a rekti�ka£ní
roviny v kaºdém bod¥). Nazna£íme, jak by se taková v¥c dokazovala, a to ze dvou
d·vod·: jednak chceme £tená°e pr·b¥ºn¥ utvrzovat v dojmu, ºe ná² výklad je
konzistentní, jednak £ást uvedených post°eh· budeme záhy pot°ebovat.

Taylor·v rozvoj parametrizace k°ivky v okolí bodu odpovídajícího parametru
s0 je tvaru

c(s) = c(s0) + ċ(s0) s+
1
2 c̈(s0) s

2 + 1
6

...
c (s0) s

3 + o(s4),

kde o(s4) zna£í £leny alespo¬ £tvrtého °ádu. Z de�nice e1 = ċ a Frenetových rovnic
(6.1) postupn¥ vyjád°íme derivované vektory do °ádu t°i

c̈ = ė1 = κ1e2,
...
c = κ̇1e2 + κ1ė2 = −κ21e1 + κ̇1e2 + κ1κ2e3.

(6.2)

Dosazením do p°edchozího rozvoje, po z°ejmé úprav¥, dostáváme

c(s) = c(s0) + e1
(
s− 1

6κ
2
1(s0) s

3
)

+ e2
(
1
2κ1(s0) s

2 + 1
6 κ̇1(s0) s

3
)

+ e3
(
1
6κ1(s0)κ2(s0) s

3
)
+ o(s4).

Oskula£ní rovina je ur£ena vektory e1 a e2, rekti�ka£ní rovina je ur£ena vektory
e1 a e3. Z práv¥ uvedeného je patrné, jak vyjád°it kolmé pr·m¥ty k°ivky do t¥chto
rovin a také jak s nimi p°ípadn¥ nakládat: máme jejich analytický popis do °ádu t°i
a oba invarianty, se kterými chceme tyto pr·m¥ty porovnávat, jsou °ádu nejvý²e
t°i.

Vzhledem k hlavnímu poslání tohoto £lánku je²t¥ musíme vyjád°it k°ivosti pro-
storové k°ivky obecn¥. Vyjád°ení k°ivosti κ1 je stejné jako v odstavci 5 aº na
znaménko. Zejména κ1 = vol(ċ, c̈) > 0. K vyjád°ení torze κ2 si sta£í pov²imnout,
ºe

det(ċ, c̈,
...
c ) = det(e1, κ1e2, κ1κ2e3) = κ21κ2 det(e1, e2, e3) = κ21κ2, (6.3)
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coº plyne z (6.2), vlastností determinantu a faktu, ºe trojice e1, e2, e3 tvo°í kladnou
ortonormální bázi. Odtud dostáváme

κ2 =
det(ċ, c̈,

...
c )

vol(ċ, c̈)2
.

Vzhledem k záv¥r·m odstavce 4 víme, ºe jak veli£ina v £itateli, tak veli£ina ve
jmenovateli je relativním invariantem váhy 6. Výsledek je proto váhy 0 a uvedený
vztah je platný vzhledem k libovolné parametrizaci k°ivky. Celkem tak dostáváme
známé vzore£ky

κ1 =
vol(c′, c′′)

‖c′‖3
=
V2
V 3
1

, κ2 =
det(c′, c′′, c′′′)

vol(c′, c′′)2
= ± V3

V 2
2

. (6.4)

Podobn¥ jako u k°ivosti rovinné k°ivky, znaménko torze prostorové k°ivky nám
°íká n¥co o tom, jak se k°ivka �kroutí� vzhledem k orientaci prostoru. V planárních
bodech je torze z°ejm¥ nulová a naopak.

7. Frenetovy rovnice v obecné dimenzi

Pro k°ivku v eukleidovském prostoru obecné dimenze n m·ºeme její Frenet·v repér

budovat pomocí Gramova�Schmidtova nakolmovacího procesu,

fi :=
(i)
c −

i−1∑
j=1

(
(i)
c · ej) ej , ei :=

fi
‖fi‖

, (7.1)

pro i = 1, 2, . . . . Skute£ný repér dostaneme pouze v p°ípad¥, ºe prvních n − 1
derivovaných vektor· k°ivky je nezávislých4. V takovém p°ípad¥ je posloupnost
e1, . . . , en−1 ortonormální a jejich vektorový sou£in en := e1 × · · · × en−1 ji do-
pl¬uje do ortonormální kladn¥ orientované báze celého prostoru. Pokud je k°ivka
obsaºena v podprostoru dimenze k (a ºádném men²ím), potom je prvních k vektor·
z posloupnosti (7.1) nezávislých, ostatní jsou nulové. Zúºením na p°íslu²ný pod-
prostor m·ºeme k°ivku uspokojiv¥ studovat ve stejném duchu. V následujícím se
proto dobrovoln¥ omezujeme pouze na k°ivky spl¬ující vý²e uvedenou podmínku.

Obdobn¥ jako p°ed (5.2) a (6.1) si uv¥domujeme, ºe z ortonormálnosti repéru
(e1, . . . , en) plyne jednak obecné vyjád°ení

ėi =

i+1∑
j=1

(ėi · ej) ej (7.2)

pro i = 1, . . . , n a jednak vztahy

ėi · ej =
{
0, pro i = j,

−ei · ėj , pro i 6= j.

4Pro n = 2, resp. 3 tato podmínka koresponduje práv¥ s podmínkou regulárnosti, resp. nein-
�exnosti.
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Odtud je patrné, ºe v¥t²ina koe�cient· v (7.2) je automaticky nulová a mezi zby-
lými vládnou p°ísné (anti-)symetrie. Tím dospíváme k Frenetovým rovnicím pro
obecnou k°ivku v n-rozm¥rném prostoru

ė1 = κ1e2,

ėi = −κi−1ei−1 + κiei+1 pro i = 2, . . . , n− 1,

ėn = −κn−1en−1
(7.3)

pro n¥jaké funkce κ1, . . . , κn−1, které nazýváme k°ivostmi k°ivky. Ty ur£ují k°ivku
aº na shodnost jednozna£n¥. Prvních n − 2 k°ivostí je kladných, poslední (také
p°ezdívaná torze) m·ºe mít znaménko jakékoli. Obecná i-tá k°ivost je z°ejm¥ °ádu
i+ 1.

Z uvedeného mimo jiné známe vyjád°ení k°ivostí pomocí vektor· z Frenetova
repéru vzhledem k parametrizaci obloukem,

κi = ėi · ei+1.

V následujícím odstavci kone£n¥ p°edstavíme vyjád°ení pomocí p·vodních vektor·
vzhledem k obecné parametrizaci.

8. Absolutní invarianty v obecné parametrizaci

Nejprve vzhledem k Frenetovu repéru vyjád°íme derivované vektory k°ivky p°i
parametrizaci obloukem. Z de�nice e1 = ċ a Frenetových vztah· (7.3) postupn¥
dostáváme (6.2) atd. Obecn¥, pro i = 1, . . . , n, platí

(i)
c ≡ κ1 · · ·κi−1ei mod 〈e1, . . . , ei−1〉. (8.1)

Z konstrukce Frenetova repéru víme, ºe
(i)
c ≡ ±‖fi‖ ei mod 〈e1, . . . , ei−1〉

pro v²echna i, viz (7.1). P°itom znaménko na pravé stran¥ je kladné pro v²echna
i = 1, . . . , n − 1, pouze pro i = n m·ºe být jakékoli. Z p°edchozích dvou rovností
dostáváme

κ1 · · ·κi−1 = ±‖fi‖.
Tedy, pro v²echna p°ípustná i, platí

κi−1 = ± ‖fi‖
‖fi−1‖

. (8.2)

Z konstrukce Frenetova repéru také víme, ºe velikost ‖fi‖ p°edstavuje vý²ku

rovnob¥ºnost¥nu ur£eného vektory ċ, . . . ,
(i)
c vzhledem ke st¥n¥ ur£ené vektory

ċ, . . . ,
(i−1)
c . Pro odpovídající objemy proto platí

Vi = Vi−1 · ‖fi‖.
Odtud a z (8.2) se tedy dozvídáme, ºe, pro libovolné i = 1, . . . , n− 1, platí

κi = ±
Vi+1 · Vi−1

V 2
i

. (8.3)
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Tím jsme vyjád°ili jednotlivé k°ivosti pomocí objem· p°íslu²ných rovnob¥ºnos-
t¥n· asociovaných k dané k°ivce. Ty jsme aº dosud vztahovali k parametrizaci
obloukem. Vzhledem k tomu, ºe se jedná o relativní invarianty k°ivky, umíme bez
jakéhokoli zvlá²tního úsilí p°ejít ke slibovanému obecnému vyjád°ení.

V¥ta 8.1. Pro libovolnou k°ivku s libovolnou parametrizací a pro libovolné i =
1, . . . , n− 1 platí

κi = ±
Vi+1 · Vi−1
V1 · V 2

i

. (8.4)

D·kaz. Podle V¥ty 4.1 je výraz na pravé stran¥ (8.4) relativním invariantem
váhy

(i+ 1)(i+ 2)

2
+

(i− 1)i

2
− 1− i(i+ 1) = 0,

tedy to je absolutní invariant. Pro parametrizaci obloukem je V1 = 1, tedy (8.4)
souhlasí s (8.3). �

Pro up°esn¥ní: v²echny k°ivosti aº na poslední jsou kladné, znaménko κn−1
m·ºe být jakékoliv.

Pro ov¥°ení: dosazením i = 1 a 2 do (8.4) skute£n¥ dostáváme vzore£ky (5.3),
resp. (6.4).

Pro zajímavost: p°ímo z (8.1) plyne následující zobecn¥ní vztahu (6.3),

Vi = ±
i∏

j=1

κi−jj .

Odtud lze matematickou indukcí dokázat platnost (8.3), aniº bychom odkazovali
na vektory fi a jejich velikosti. Vý²e p°edstavené odvození se nám zdá p°ím¥j²í,
tedy pro tento typ výkladu p°íhodn¥j²í.
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SPOJITÉ A DISKRÉTNÍ MODELY POPULAČNÍ BIOLOGIE

LUCIE ONDROVÁ

Abstrakt. Článek se zabývá analýzou logistického modelu jednodruhové populace

ve spojitém i diskrétńım tvaru. U každého modelu je komentován rovnovážný stav,

jeho stabilita a chováńı řešeńı při r̊uzných počátečńıch podmı́nkách. Článek pouka-
zuje na velké rozd́ıly v kvalitativńıch vlastnostech, zejména na periodické chováńı

řešeńı diskrétńıho modelu. V diskrétńım modelu se také nav́ıc objevuje chaotické

chováńı řešeńı. Chováńı řešeńı je závislé na parametru, který charakterizuje mı́ru
r̊ustu zkoumané populace. Pro vybrané hodnoty tohoto parametru jsou jednotlivé

druhy chováńı obou model̊u graficky interpretovány1.

Populačńı biologie je vědńı discipĺına zkoumaj́ıćı nejen vývoj a změny uvnitř
populace jednoho druhu, ale také interakci mezi v́ıce živočǐsnými druhy. Takový
vývoj nebo interakci je možné popsat matematickým modelem, jehož analýzou lze
ukázat jisté vlastnosti zkoumaného systému. V závislosti na volbě časové osy se
modely děĺı na spojité a diskrétńı. Spojitý model popisuje systém na souvislém
časovém intervalu a je tvořen soustavou diferenciálńıch rovnic. Diskrétńı model
popisuje systém na intervalu stejně dlouhých časových úsek̊u, a je tvořen soustavou
diferenčńıch rovnic.

Mezi nejznáměǰśı modely populačńı biologie patř́ı logistický model, který po-
pisuje změnu velikosti populace daného druhu v čase t. Tato změna je závislá na
parametrech r a K, které z biologického hlediska charakterizuj́ı daný druh. Pa-
rametr r vyjadřuje mı́ru r̊ustu (nebo poklesu) populace a parametr K vyjadřuje
únosnou kapacitu prostřed́ı, ve kterém daná populace žije (tedy takovou velikost
populace, jej́ıž potřeby jsou ještě uspokojitelné dostupnými zdroji). Analýzou lo-
gistického modelu lze naj́ıt rovnovážné stavy velikosti populace a určit, zda v
takovém stavu populace setrvá (označováno jako rovnováha systému a jej́ı stabi-
lita), př́ıpadně zda změna velikosti populace systému může vykazovat opakované
chováńı (označováno jako periodické chováńı systému).

Spojitý logistický model je sestaven z diferenciálńı rovnice prvńıho řádu tvaru

dy

dt
= ry

(
1− y

K

)
,

2010 MSC. Primárńı 39A12; Sekundárńı 34D20,39A30.
Kĺıčová slova. Diferenciálńı rovnice, diferenčńı rovnice, logistická rovnice, rovnováha modelu,

cyklus řádu k, stabilita řešeńı, periodické chováńı, chaotické chováńı.
1Článek vznikl na základě bakalářské práce autorky v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućım práce byl Jan Čermák z Ústavu matematiky FSI VUT v Brně.
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kterou lze snadno řešit pomoćı separace proměnných a dostat tak řešeńı ve tvaru

y(t) =
Ky0

y0 + (K − y0)e−rt
,

kde y0 vyjadřuje počátečńı velikost populace a y(t) velikost populace v čase t. Pro
tento model existuj́ı dva rovnovážné stavy

y∗1 = 0, y∗2 = K.

Stabilita jednotlivých rovnováh záviśı na velikosti parametru r. Rovnováha y∗1 je
stabilńı pro r < 0, naopak rovnováha y∗2 je stabilńı pro r > 0. Tyto výsledky
lze vidět na obrázćıch 1 a 2. Je také zřejmé, že při r > 0 se velikost popu-

t
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

y(
t)

0

0.5

1

1.5

Obrázek 1. Graf řešeńı spojitého modelu pro K = 1, r = 0, 5.

lace bude s rostoućım časem přibližovat únosné kapacitě prostřed́ı K, a to při
jakékoliv počátečńı velikosti populace. Tento systém nevykazuje periodické chováńı
při žádné hodnotě parametru r.

Oproti předchoźımu systému, diskrétńı logistický model vykazuje podstatně bo-
hatš́ı chováńı systému. Je tvořený diferenčńı rovnićı prvńıho řádu tvaru

xn+1 = xn + rxn

(
1− xn

K

)
,

která však navzdory poměrně jednoduchému tvaru neńı obecně řešitelná. Lze sice
postupně určovat velikosti populace x1, x2, . . . v jednotlivých časových úsećıch za
pomoci počátečńı velikosti populace x0, ovšem tento proces je velmi zdlouhavý
a nedává žádné informace o vlastnostech řešeńı pro velká n. Tento systém má
opět dvě rovnováhy

x∗
1 = 0, x∗

2 = K,

které se však od rovnováh spojitého modelu lǐśı oblast́ı stability. Rovnováha x∗
1

je stabilńı pouze pro r ∈ (−1, 0), rovnováha x∗
2 je stabilńı pouze pro r ∈ (0, 2).

Velikost populace tak bude konvergovat k únosné kapacitě prostřed́ı K při jakékoliv
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t
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Obrázek 2. Graf řešeńı spojitého modelu pro K = 1, r = −0, 5.

počátečńı velikosti populace pouze, pokud bude mı́ra r̊ustu populace v intervalu
r ∈ (0, 2). Pro r > 2 je tedy chováńı systému odlǐsné, avšak nastává otázka, do
jaké mı́ry.

I pro tyto hodnoty parametru r lze ukázat jisté zákonitosti v chováńı systému.
Velikost populace se po nějakém časovém úseku začne opakovat v určitých cyklech
(označováno jako cyklus řádu k), jejichž periodu k a existenci lze potvrdit k-
tou iteraćı pravé strany tohoto modelu. Cyklus řádu k je tedy tvořen k body
(k velikostmi populace), které se od určitého časového úseku začnou opakovat.
Každý cyklus je nav́ıc stabilńı pro určitý interval hodnot parametru r. Tabulka 1
popisuje oblasti stability jednotlivých cykl̊u i rovnováh obou model̊u. Je nutné

Spojitý model Diskrétńı model

Druh řešeńı
Asymptotická
stabilita

Druh řešeńı
Asymptotická
stabilita

Rovnováha y∗ = 0 r < 0 Rovnováha x∗ = 0 −1 < r < 0

Rovnováha
y∗ = K

r > 0

Rovnováha x∗ = K 0 < r ≤ 2

Cyklus řádu 2 2 < r <
√

6

Cyklus řádu 4
√

6 < r < 2,544
Cyklus řádu 8 2,544 < r < 2,564
Cyklus řádu 16 2,564 < r < 2,568

...
...

Cyklus řádu 3 r =
√

8

Tabulka 1. Tabulka shrnut́ı obou model̊u.

podotknout, že se tyto cykly objevuj́ı v řešeńı postupně se zvyšuj́ıćım se r. Pokud
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se v řešeńı objev́ı cyklus daného řádu, je ihned stabilńı, a jakmile ztráćı svoji
stabilitu, objev́ı se stabilńı cyklus následuj́ıćıho řádu (který doposud neexistoval).
Pořad́ı, ve kterém se cykly objevuj́ı, je dané Šarkovského větou. Obrázky 3–5
ukazuj́ı př́ıklady periodických řešeńı tohoto modelu.

n
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Obrázek 3. Periodické řešeńı tvořené dvojcyklem.
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Obrázek 4. Periodické řešeńı tvořené čtyřcyklem.

Posledńı stabilńı řešeńı tohoto modelu je řešeńı tvořené trojcyklem při hodnotě
parametru r =

√
8. Pro r >

√
8 se pak každé řešeńı s libovolnou počátečńı velikost́ı
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Obrázek 5. Periodické řešeńı tvořené trojcyklem.
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Obrázek 6. Chaotické chováńı řešeńı.

populace chová odlǐsně. Mohou se objevovat jak periodická řešeńı kteréhokoliv
řádu, přičemž každá výchylka počátečńı velikosti populace zapř́ıč́ıńı odlǐsné cho-
váńı, tak i řešeńı, jejichž chováńı je zcela nahodilé. Takové chováńı se nazývá
chaotické a lze jej zachytit v bifurkačńım diagramu. Pro tento model je vstupńım
parametrem do bifurkačńıho diagramu právě parametr r. Na obrázćıch je vidět cha-
otické chováńı systému (viz obrázek 6) a bifurkačńı diagram (viz obrázek 7), který
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Obrázek 7. Bifurkačńı diagram.

ilustruje cestu od existence stabilńı rovnováhy až po chaotické chováńı v závislosti
na rostoućım parametru r.

Rozd́ıly v chováńı spojitého a diskrétńıho modelu jsou opravdu velké. Různorodé
chováńı diskrétńıho modelu je v př́ıpadě spojitého modelu redukováno pouze do
dvou rovnovážných stav̊u. Je to zp̊usobeno faktem, že diskrétńı model představuje
diskretizaci spojitého modelu s jednotkovým diskretizačńım krokem. Zmenšeńı dis-
kretizačńıho kroku ovšem vede k prodloužeńı intervalu stability jednotlivých řešeńı
diskrétńıho modelu (rovnováh i periodických řešeńı). Tedy pokud se délka dis-
kretizačńıho kroku limitně bĺıž́ı k nule, periodické a chaotické chováńı řešeńı je
potlačeno (

”
posunuto”do nekonečna), přičemž diskrétńı model přecháźı na model

spojitý.

Lucie Ondrová, Ústav matematiky, Fakulta strojńıho inženýrstv́ı, Vysoké učeńı technické

v Brně, Technická 2, 616 69 Brno, Česká republika,

e-mail : ondrova.lu@gmail.com
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OPTIMALIZACE PARAMETRŮ MODIFIKOVANÉ FÁZOVÉ

KORELACE PRO SUBPIXELOVOU REGISTRACI OBRAZU

PETRA KOSOVÁ

Abstrakt. Tento článek přibĺıž́ı čtenáři postupy pro optimalizaci parametr̊u vá-

hové funkce, která je použita v procedurách pro nalezeńı posunut́ı se subpixelovou
přesnost́ı mezi dvěma obrazy. Jsou použity standardńı techniky pro registraci obraz̊u

jako je Fourierova transformace, fázová korelace, bilineárńı interpolace aj. Dále bude

prezentován program, který byl k tomuto účelu vytvořen1.

1. Matematický aparát

Fázová korelace je jednou ze základńıch technik registrace obrazu, která se použ́ıvá
pro určeńı transformace mezi dvěma podobnými obrazy, v našem př́ıpadě pro
určeńı posunu mezi dvěma obrazy. Jej́ı algoritmus je založen na Fourierově trans-
formaci. Podrobněǰśı informace o fázové korelaci lze naj́ıt v [2].

Nejdř́ıve si připomeneme Fourierovu transformaci (v́ıce např́ıklad v [1]).

Definice 1.1 (Fourierova transformace funkce v L(R2)). Necht’ f ∈ L(R2).
Fourierova transformace funkce f je funkce F{f} = F : R2 → C definovaná vzta-
hem

F (ξ, η) =

∫∫
R2

f(x, y)e−i(xξ+yη)dxdy.

Funkci F nazýváme také Fourierovým spektrem funkce f .

Definice 1.2 (Inverzńı Fourierova transformace funkce v L(R2)). Necht’ G ∈
L(R2). Inverzńı Fourierova transformace funkceG je funkce F−1{G} = g : R2 → C
definovaná vztahem

g(x, y) =
1

4π2

∫∫
R2

G(ξ, η)ei(xξ+yη)dξdη.

Pro zavedeńı fázové korelace potřebujeme ještě normalizované cross-power spek-
trum.

Definice 1.3 (Normalizované cross-power spektrum). Necht’ funkce f1, f2 ∈
L(R2) maj́ı Fourierova spektra F1, F2. Normalizovaným cross-power spektrem

2010 MSC. Primárńı 68U10.

Kĺıčová slova. Fourierova transformace, fázová korelace, subpixelová přesnost, optimalizace.
1Článek vznikl na základě bakalářské práce autorky v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućı práce byla Jana Hoderová z Ústavu matematiky FSI VUT v Brně.
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funkćı f1, f2 nazýváme funkci Zf1,f2 : R2 → C definovanou vztahem

Zf1,f2(ξ, η) =
F1(ξ, η) · F ∗

2 (ξ, η)

|F1(ξ, η) · F2(ξ, η)|
,

kde F ∗
2 je komplexně sdružená funkce k funkci F2.

Nyńı již můžeme zavést fázovou korelaci.

Definice 1.4 (Fázová korelace). Necht’ funkce f1, f2 ∈ L(R2) maj́ı Fourierova
spektra F1, F2. Funkce Pf1,f2 : R2 → C definovaná vztahem

Pf1,f2(x, y) = F−1{Zf1,f2(ξ, η)} = F−1

{
F1(ξ, η) · F ∗

2 (ξ, η)

|F1(ξ, η) · F2(ξ, η)|

}
se nazývá fázová korelace funkćı f1, f2.

2. Registrace obraz̊u

Registrace obraz̊u je proces srovnáváńı dvou obraz̊u, tedy přesněji porovnáváńı
bod̊u se stejnými souřadnicemi.

Registrace posunutých obraz̊u

Předpokládejme, že oba obrazy, tedy funkce f1, f2, jsou identické až na vzájemné
posunut́ı o vektor (x0, y0), tj.

f2(x, y) = f1(x− x0, y − y0).

Vektor posunut́ı zjist́ıme pomoćı fázové korelace. V jednoduchých př́ıpadech by-
chom dostali diskrétńı impulsńı funkci (diskrétńı Diracovo delta). Při použit́ı sku-
tečného obrazu máme nejasný výsledek z d̊uvodu velkého rozd́ılu hodnot pixel̊u
na hranách obrazu. Potřebujeme tedy tyto hrany zjemnit.

Toho dosáhneme, vynásob́ıme-li náš obraz vhodnou funkćı g nazvanou okenńı
funkce. Tato funkce muśı být rovna nule nebo skoro nule, na hranách obrazu a spo-
jitě přecházet v jedničku na zbývaj́ıćı ploše obrazu.

Existuje mnoho takových funkćı. My použ́ıváme tzv. Hanningovu okenńı funkci,
jejiž definici lze nalézt např́ıklad v [3].

Registrace reálných obraz̊u

Skutečné dva obrazy poř́ızené v jiný čas, nebo ve stejný čas jiným aparátem,
nemůžou být nikdy identické. Reálné obrazy mohou obsahovat aditivńı šum, im-
pulsńı šum, defekty zp̊usobené optickým aparátem, prachové částice, difuzńı světlo
aj.

Aditivńı a impulsńı šum zasahuj́ı informace r̊uzných frekvenćı, primárně však ty
nejvyšš́ı. Naopak ńızké frekvence obsahuj́ı informace o optické vinětaci a difuzńım
světle. To znamená, že tyto frekvence jsou nepoužitelné pro registraci. Odstrańıme
je tedy vynásobeńım Fourierova spektra obrazu vhodnou váhovou funkćı.

Existuje v́ıce vhodných váhových funkćı, my jsme vybrali Gaussovu low-pass
high-pass váhovou funkci.
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Definice 2.1 (Gaussova low-pass high-pass váhová funkce). Necht’ λ1, λ2 ∈ R+
0

a N ∈ N je velikost domény obrazu f .
Funkce Hλ1

: R2 → (0, 1〉 definovaná vztahem

Hλ1
(ξ, η) = e−λ1

ξ2+η2

N2

je nazývaná Gaussova low-pass váhová funkce s parametrem λ1.
Funkce Hλ2 : R2 → 〈0, 1) definovaná vztahem

Hλ2(ξ, η) = 1− e−λ2
ξ2+η2

N2

je nazývaná Gaussova high-pass váhová funkce s parametrem λ2.
Funkce Hλ2

λ1
: R2 → 〈0, 1〉 definovaná vztahem

Hλ2

λ1
(ξ, η) = Hλ1

(ξ, η) ·Hλ2(ξ, η)

je nazývaná Gaussova low-pass high-pass váhová funkce.

Registrace se subpixelovou přesnost́ı

Vektor (x0, y0) je celoč́ıselný odhad vektoru posunut́ı mezi obrazy f1, f2. Existuje
mnoho metod, jak určit neceloč́ıselný posun. Jedna z těchto metod je metoda ge-
ometrických moment̊u, která je bĺıže popsaná v [1]. Daľśı metodou je např́ıklad
bilineárńı interpolace, tu jsme použ́ıvali pro vytvořeńı vlastńıch obraz̊u se subpi-
xelovým posunem. Tato metoda je mnohem rychleǰśı, avšak je méně přesná.

Definice 2.2. Mějme body P11 = (x1, y1), P12 = (x1, y2), P21 = (x2, y1),
P22 = (x2, y2) (viz obrázek 1) a předpokládejme že známe hodnotu pixel̊u obrazu f
v těchto bodech. Pak klademe

f(x, y1) ≈ x2 − x
x2 − x1

f(P11) +
x− x1
x2 − x1

f(P21),

f(x, y2) ≈ x2 − x
x2 − x1

f(P12) +
x− x1
x2 − x1

f(P22),

f(x, y) ≈ y2 − y
y2 − y1

f(x, y1) +
y2 − y
y2 − y1

f(x, y2).

3. Program

Pro nalezeńı parametr̊u váhové funkce zmı́něné dř́ıve jsme použili 10 000 obraz̊u
s předem známým subpixelovým posunem, proto bylo nutné vytvořit pro naše
účely speciálńı program. Ten byl vytvořen v Delphi XE6 s použit́ım knihoven od
Miloslava Druckmüllera.

V tomto programu došlo k inovaćım předchoźıch procedur ze zmı́něných kniho-
ven. Byli vytvořeny i procedury na změnu měř́ıtka, gamma korekce a histogramu.
Uživatel tohoto programu si může vyř́ıznout část obrazu s určitým posunem a také
jej uložit. Grafickou stránku programu lze vidět na obrázku 2. Samotný program
a informace k němu jsou k dispozici v [3].
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Obrázek 1. Př́ıklad 2D mř́ıžky pro bilinearńı interpolaci.

Obrázek 2. Spuštěný program se základńım obrazem a spoč́ıtaným posunem.

4. Optimalizace parametr̊u

Hledáme vhodnou kombinaci hodnot parametr̊u λ1 a λ2 tak, abychom odstranili
pouze frekvence obsahujićı šum a jiné pro danou analýzu nepotřebné informace.
Parametr okenńı funkce jsme použili z předchoźıch studíı. Výsledek fázové korelace
je zobrazen jako bod na černém pozad́ı (viz obrázek 3).

Na začátku jsme zkoušeli r̊uzné hodnoty parametr̊u λ1 a λ2 na pár obrazech,
abychom našli vhodné skupiny hodnot pro daľśı optimalizaci. Na obrázku 3 vid́ıme
jak to funguje. Pro malé λ1 dostaneme malý vrchol, to znamená, že odstrańıme
pouze malé množstv́ı vysokých frekvenćı a náš maximálńı vrchol je velmi př́ıkrý.
Pro velké λ1 odstrańıme v́ıce vysokých frekvenćı a náš maximálńı vrchol je v́ıce



OPTIMALIZACE PARAMETRŮ MODIFIKOVANÉ FÁZOVÉ KORELACE . . . 47

a) b)

Obrázek 3. Zobrazený výsledek fázové korelace po vynásobeńı Gassovou low-pass high-pass

váhovou funkćı. Použité parametry jsou λ1 = 3 a λ2 = 13 pro obraz a) a λ1 = 7 a λ2 = 13 pro
obraz b).

oblý. Parametr λ2 měńı informace v ńızkých frekvenćıch, takže nemůžeme vidět
žádný rozd́ıl v zobrazeném obrázku.

Skupiny hodnot parametr̊u byly vybrány takto: λ1∈{4, 5, 6}, λ2∈{11, 12, 13, 14}.
S těmito parametry dostaneme odhady posunu s přesnost́ı na tiśıciny. Všechny
možné kombinace jsme aplikovali na všech 10 000 obraz̊u. Následně jsme pro
každou kombinaci hledali maximálńı odchylku od skutečného posunu a vytvořili
jsme graf jejich závislosti (viz obrázek 4).

5. Výsledek

Z obrázku 4 můžeme vidět, že nejlepš́ı kombinace parametr̊u je λ1 = 4 a λ2 = 12.
Maximálńı odchylka v tomto př́ıpadě je 0, 0031. Pomoćı fázové korelace a správné
volby parametr̊u pro váhovou funkci jsme spoč́ıtali vektor posunu dvou obraz̊u
s přesnost́ı na tiśıciny, což předčilo naše očekáváńı.
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Obrázek 4. Graf použitelných parametr̊u a maximálńı odchylky.
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STEFANŮV PROBLÉM A JEHO ANALYTICKÉ ŘEŠENÍ

RENÉ KESLER

Abstrakt. Tento článek je věnován analytickému řešeńı úloh vedeńı tepla s fázovou

přeměnou, které jsou nazvány jako klasický Stefan̊uv problém. Nejprve je odvozena
diferenciálńı rovnice vedeńı tepla a také je vytvořen matematický model Stefanova

problému. Důležitou část́ı je následné odvozeńı analytického řešeńı pro úlohu táńı1.

1. Úvod

Jako Stefan̊uv problém je označována úloha vedeńı tepla zahrnuj́ıćı táńı nebo
tuhnut́ı a je nazvána po Jožefu Stefanovi2, který na konci 19. stolet́ı ve své práci
formuloval problém rozložeńı teploty při tuhnut́ı vody. Dále se problém rozšǐroval
o mnohem komplexněǰśı děje a postupně, jak rostlo pole jeho aplikaćı, tak vzr̊ustal
také zájem o jeho výzkum, a to předevš́ım z matematického hlediska [2].

Stefan̊uv problém je proces, který je nám všem nejsṕı̌se velice dobře znám.
V každodenńım životě se setkáváme např́ıklad s mražeńım nebo naopak rozmra-
zováńım potravin, výrobou ledu nebo táńım vosku při hořeńı sv́ıčky. Ovšem zna-
lost přesného řešeńı nabývá d̊uležitosti v mnoha technických aplikaćıch, jako je
např́ıklad odléváńı oceli a slitin, kde docháźı k tuhnut́ı materiálu. Daľśı d̊uležitou
aplikaćı je uchováváńı energie, jež je v materiálu uložena ve formě latentńıho tepla
[3]. Principem je akumulace energie (např́ıklad ze slunečńıho zářeńı během dne),
kterou materiál spotřebuje během táńı a t́ım ji v sobě uchová. Následně, když je
této energie potřeba (během noci může sloužit k ohřevu vzduchu), se může zpětně
uvolnit při tuhnut́ı.

Řešeńı problému nabývá složitosti předevš́ım d́ıky rozhrańı mezi tuhou a kapal-
nou fáźı, které se pohybuje v d̊usledku absorpce nebo uvolňováńı latentńıho tepla,
a tak je jeho poloha neznámou, jež se muśı vyšetřit v rámci řešeńı.

2. Přenos tepla

Přenos tepla obecně prob́ıhá třemi zp̊usoby (viz [8]):

2010 MSC. Primárńı 35Q79.
Kĺıčová slova. Stefan̊uv problém, vedeńı tepla, fázová přeměna, táńı, tuhnut́ı.
1Článek vznikl na základě bakalářské práce autora v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućım práce byl Lubomı́r Klimeš z Energetického ústavu FSI VUT v Brně.
2Jožef Stefan (1835-1893) byl slovinský fyzik, matematik a básńık p̊usob́ıćı na Vı́deňské uni-

verzitě.
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• Vedeńım (kondukćı). Kinetická energie molekul se předává vzájemnými
srážkami při jejich neuspořádaném pohybu. Vedeńı převládá v pevných
látkách a také tekutinách bez prouděńı.

• Prouděńım (konvekćı). Při nuceném nebo přirozeném prouděńı se pře-
mı́stěńım molekul přenáš́ı i tepelná energie. Konvekce převládá v teku-
tinách.

• Zářeńım (sáláńım). Prob́ıhá ve formě elektromagnetického vlněńı v urči-
tém rozsahu vlnových délek. Nositeli tepelné energie jsou v tomto př́ıpadě
fotony.

V tomto článku je uvažován pouze přenos tepla vedeńım.

2.1. Odvozeńı diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Nejprve je vhodné uvést pár základńıch vztah̊u z termomechaniky, jež byly čerpány
z [7], pomoćı kterých se odvod́ı diferenciálńı rovnice vedeńı tepla.

Tepelný tok. Vzniknou-li v tělese teplotńı rozd́ıly, začne teplo podle druhého
zákona termodynamiky přecházet z mı́st s vyšš́ı teplotou do mı́st s teplotou nižš́ı.
Množstv́ı tepla transportované za jednotku času se nazývá tepelný tok Q̇ [W].
Tepelný tok procházej́ıćı plochou o jednotkové velikosti, která stoj́ı kolmo ke směru
toku, se označuje jako měrný tepelný tok q̇ [Wm−2] a plat́ı

dQ̇ = q̇ dS. (2.1)

Fourier̊uv zákon. Měrný tepelný tok q̇ v látce je př́ımo úměrný teplotńımu gra-
dientu

q̇ = −k ∂T
∂x

, (2.2)

kde k [Wm−1K−1] je součinitel tepelné vodivosti, což je fyzikálńı vlastnost daného
materiálu, která udává jaký odpor klade látka proti přenosu tepla.

Zákon zachováńı energie. Nebudeme-li uvažovat ztráty do okoĺı, můžeme na-
psat tepelnou bilanci

∆E = Qf −Qa −Qb, (2.3)

což nám udává, že změna vnitřńı energie ∆E úseku mezi xa a xb během časového
intervalu (tα, tβ) se rovná teplu Qf dodaného do úseku známými zdroji a zmenšené
o tepla Qa a Qb, která vytečou přes konce xa a xb (viz obrázek 1).

Obrázek 1. Energetická bilance pro tyč.
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Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla. Aby byl problém řešitelný analyticky, bu-
deme uvažovat pouze př́ıpad v jedné prostorové dimenzi (např. dlouhá tenká tyč).
Hledanou neznámou je potom funkce T = T (x, t), jež popisuje teplotu v bodě
x a čase t. Z předchoźıch vztah̊u lze odvodit (viz [5]) rovnici popisuj́ıćı T pro
homogenńı tyč ve tvaru

ρc
∂T

∂t
= k

∂2T

∂x2
+ f,

kde ρ [kg m−1] uvažujeme jako délkovou hustotu, c [J kg−1K−1] je měrná te-
pelná kapacita za konstantńıho tlaku, která udává množstv́ı tepla potřebné ke
zvýšeńı teploty jednoho kilogramu materiálu o 1K a f(x, t) [Wm−1] je tzv. hus-
tota vnitřńıch zdroj̊u. Zjednodušeně rovnici zaṕı̌seme jako

Tt = κTxx + f∗, (2.4)

kde

κ =
k

ρc

je nově zavedená veličina, známá jako součinitel teplotńı vodivosti, a f∗ = f/(ρc).
Dostali jsme parciálńı diferenciálńı rovnici druhého řádu, jej́ıž kvadratická forma
Q(x, t) = x2 je semidefinitńı, a proto je rovnice parabolická.

3. Matematická formulace Stefanova problému

Zformulujme si např́ıklad úlohu pro př́ıpad táńı. Uvažujme tedy látku v tuhé fázi,
která má v čase t = 0 počátečńı teplotu Ti nižš́ı než je teplota táńı Tm. Mějme
tuto látku definovanou na intervalu x ∈ 〈0,∞). Na začátku děje je náhle teplota
okraje x = 0 zvýšena na hodnotu T0, která je vyšš́ı než teplota táńı Tm, a je na této
teplotě udržován po celou dobu t > 0, což nám představuje Dirichletovu podmı́nku,
která je konstantńı v čase. Můžeme si tedy představit, že táńı započne právě na
okraji x = 0 a dále se bude rozhrańı s(t) mezi fázemi pohybovat v kladném směru
osy x (viz [6]). Jednotlivé teploty Tl(x, t) pro kapalné skupenstv́ı a Ts(x, t) pro
skupenstv́ı tuhé jsou popsány parabolickými rovnicemi tvaru (2.4) odvozeného
v předchoźı kapitole (viz také [2]). Tedy

∂Tl(x, t)

∂t
= κl

∂2Tl(x, t)

∂x2
pro 0 < x < s(t), t > 0, (3.1a)

∂Ts(x, t)

∂t
= κs

∂2Ts(x, t)

∂x2
pro s(t) < x <∞, t > 0. (3.1b)

K rovnićım dodáme počátečńı podmı́nku

Ts(x, 0) = Ti pro x > 0 (3.2)

a podmı́nky okrajové

Tl(0, t) = T0 pro t > 0, (3.3a)

Ts(x→∞, t)→ Ti pro t > 0. (3.3b)

Ale protože máme dvě rovnice, úloha ještě neńı dobře formulována. Potřebujeme
nav́ıc ještě dodat pro každou rovnici jednu okrajovou podmı́nku na rozhrańı fáźı.
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Změna skupenstv́ı prob́ıhá na konstantńı teplotě Tm, dodáme tedy podmı́nku na
rozhrańı, která zastouṕı obě potřebné okrajové podmı́nky a zároveň zajist́ı spoji-
tost řešeńı (viz [6])

Tl(s(t), t) = Tm = Ts(s(t), t) pro t > 0.

Počátečně okrajovou úlohu již máme dobře formulovánu, ovšem problém ještě
vyřešit nedokážeme, protože máme pouze dvě difereneciálńı rovnice a celkově
tři neznámé Ts(x, t), Tl(x, t) a s(t), kde s(t) je rozhrańı pohybuj́ıćı se v čase.
Daľśı potřebnou rovnici źıskáme vyšetřeńım energetické bilance na rozhrańı x =
s(t). Vezmeme tedy tepelný tok z kapalné fáze v kladném směru osy x, který je
zmenšený o teplo spotřebovávané na fázovou přeměnu (táńı), a ten se muśı rov-
nat v izolované tyči tepelnému toku vstupuj́ıćıho do tuhé fáze ve směru osy x.
Matematicky bilanci vyjádř́ıme pomoćı Fourierova zákona (viz [6]) vztahem

−kl
∂Tl
∂x
− ρLds(t)

dt
= −ks

∂Ts
∂x

,

což můžeme přepsat do tvaru

ks
∂Ts(x, t)

∂x
− kl

∂Tl(x, t)

∂x
= ρL

ds(t)

dt
pro x = s(t), t > 0, (3.4)

kde L je latentńı teplo vztažené na jednotku hmotnosti [J kg−1]. Hustota ρ bude
uvažována konstantńı pro obě skupenstv́ı, tedy ρl = ρs = ρ.

Nyńı již máme dobře formulovanou a řešitelnou úlohu. Rovnice (3.1a), (3.1b),
(3.4) jsou tři diferenciálńı rovnice pro řešeńı neznámých Ts(x, t), Tl(x, t) a s(t).
Máme také všechny potřebné počátečńı a okrajové podmı́nky.

Formulaci pro tuhnut́ı bychom odvodili analogicky.

4. Analytická řešeńı

Obecně jsou problémy s fázovou přeměnou řešitelné předevš́ım numericky, nicméně
v některých zjednodušených př́ıpadech splňuj́ıćıch určitá omezeńı je možné nalézt
analytické řešeńı. Princip odvozeńı analytického řešeńı si ukážeme na př́ıpadu táńı
polonekonečné tyče, tedy problém budeme řešit na polopř́ımce x > 0. Je třeba
vyšetřit teplotu kapalné a tuhé fáze a také pozice rozhrańı mezi fázemi.

Matematickou formulaci úlohy jsme odvodili v předešlé kapitole. Rovnice pro
popis teplotńıho pole tedy jsou (3.1a), (3.1b) s počátečńı podmı́nkou (3.2) a okra-
jovými podmı́nkami (3.3a), (3.3b). Dodáme podmı́nky na rozhrańı x = s(t) tvaru

Tl(x, t) = Tm = Ts(x, t) pro x = s(t), t > 0, (4.1a)

ks
∂Ts(x, t)

∂x
− kl

∂Tl(x, t)

∂x
= ρL

ds(t)

dt
pro x = s(t), t > 0. (4.1b)

Budeme hledat tzv. similarity solution (viz [4]) úlohy (3.1a)–(3.3b), (4.1a),
(4.1b), které je složeńım funkce jedné proměnné a transformace (x, t) 7→ ξ(x, t)
sdružuj́ıćı dvě nezávislé proměnné x, t do jedné proměnné ξ. Řešeńı parabolické
rovnice (3.1a) pro kapalnou fázi budeme tedy hledat ve tvaru

Tl(x, t) = F (ξ(x, t)),
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kde F je neznámá funkce jedné proměnné tř́ıdy C2 a podle [2] je ξ(x, t) = x√
t
.

Spočteme parciálńı derivace složené funkce F (ξ), dosad́ıme do rovnice (3.1a) a po
úpravách dostaneme diferenciálńı rovnici pro hledanou funkci F tvaru

F ′′ + F ′
1

2κl
ξ = 0.

Převedli jsme tak parciálńı diferenciálńı rovnici na obyčejnou diferenciálńı rovnici
druhého řádu, kterou už můžeme vyřešit, a dostaneme

F (ξ) = F (0) + C1 erf

(
ξ

2
√
κl

)
, C1 6= 0,

kde erf(η) je tzv. error function, nebo-li Gaussova chybová funkce, která je defi-
nována (viz [1]) vztahem

erf(η) =
2√
π

∫ η

0

e−t
2

dt

(viz obrázek 2). Vyšetř́ıme ještě člen F (0), tedy hodnotu funkce F v bodě ξ = 0.
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Obrázek 2. Gaussova chybová funkce.
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Obrázek 3. Doplňková Gaussova chybová

funkce.

Ta odpov́ıdá hodnotě x = 0 a pomoćı okrajové podmı́nky (3.3a) proto dostaneme

F (0) = Tl(0, t) = T0.

Našli jsme tedy řešeńı rovnice (3.1a) ve tvaru

Tl(x, t) = T0 + C1 erf

(
x

2
√
κlt

)
. (4.2)

Řešeńı rovnice (3.1b) pro tuhou fázi źıskáme podobným postupem ve tvaru

Ts(x, t) = Ti + C2 erfc

(
x

2
√
κst

)
, C2 6= 0, (4.3)

kde erfc(η) je doplňková Gaussova chybová funkce definována (viz [1]) vztahem

erfc(η) =
2√
π

∫ ∞
η

e−t
2

dt = 1− erf(η)



54 R. KESLER

(viz obrázek 3). Zat́ım neznámé konstanty C1 a C2 se nyńı pokuśıme vyšetřit
pomoćı podmı́nek na rozhrańı s(t). Nejprve využijeme podmı́nku (4.1a), do ńıž
dosad́ıme a dostaneme

T0 + C1 erf

(
s(t)

2
√
κlt

)
= Tm = Ti + C2 erfc

(
s(t)

2
√
κst

)
pro t > 0 (4.4)

Odtud je vidět, že členy

s(t)

2
√
κlt

a
s(t)

2
√
κst

muśı být konstantńı. Zavedeme parametr

λ =
s(t)

2
√
κlt

, neboli s(t) = 2λ
√
κlt , (4.5)

a z rovnost́ı (4.4) tak můžeme postupně určit hledané konstanty

C1 =
Tm − T0
erf(λ)

, C2 =
Tm − Ti

erfc
(
λ
√

κl
κs

) .
Źıskali jsme řešeńı ve tvaru

Tl(x, t) = T0 +
Tm − T0
erf(λ)

erf

(
x

2
√
κlt

)
, (4.6)

Ts(x, t) = Ti +
Tm − Ti

erfc
(
λ
√

κl
κs

) erfc

(
x

2
√
κst

)
. (4.7)

Zbývá naj́ıt hodnotu parametru λ, kterou urč́ıme z podmı́nky (4.1b). Dosazeńım
do této podmı́nky a následnými úpravami dostáváme

ks
√
κl

kl
√
κs
· (Tm − Ti)e−

κl
κs
λ2

erfc
(
λ
√

κl
κs

) +
(Tm − T0)e−λ

2

erf(λ)
= −Lλ

√
π

cl
.

Výsledná rovnice je tzv. transcendentńı rovnice, kterou nelze analyticky vyřešit.
K jej́ımu řešeńı proto využijeme některou z numerických metod, např́ıklad metodu
bisekce nebo metodu tečen. Jakmile nalezneme řešeńı λ > 0, problém je vyřešen.
Pozici rozhrańı s(t) źıskáme ze vztahu (4.5), rozložeńı teploty v kapalné fázi z (4.6)
a rozložeńı teploty v tuhé fázi z (4.7).

Obrázky 4–6 vyobrazuj́ı źıskané řešeńı pro př́ıpad táńı ledu s hodnotou Ti =
−15◦C v počátečńı podmı́nce a hodnotou T0 = 15◦C v podmı́nce okrajové. Obrá-
zek 4 představuje rozložeńı teploty v čase t = 10 min, obrázek 5 zobrazuje pr̊uběh
táńı pro t ∈ 〈0, 80〉min a obrázek 6 je pohyb rozhrańı s(t) mezi kapalnou a tuhou
fáźı v závislosti na čase.

Při řešeńı úlohy tuhnut́ı bychom postupovali analogicky.
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Obrázek 4. Rozložeńı teploty při táńı.
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Obrázek 5. Rozložeńı teploty při táńı.
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Obrázek 6. Pozice rozhrańı s(t) v čase.

5. Závěr

Ćılem tohoto textu bylo přibĺıžit čtenáři téma Stefanova problému a jeho analy-
tického řešeńı. Nejprve bylo ve zkratce pojednáno o odvozeńı diferenciálńı rov-
nice vedeńı tepla pomoćı základńıch vztah̊u z termomechaniky. Následně bylo pro
ukázku odvozeno analytické řešeńı pro př́ıpad táńı, kde se využila možnost převodu
parciálńı diferenciálńı rovnice na obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu. Při
daľśım odvozováńı se objevil problém s vyřešeńım transcendentńı rovnice, která
se muśı řešit nějakou numerickou metodou. Výsledky byly nakonec pro názornost
vyobrazeny graficky a to prostřednictv́ım prostřed́ı MATLAB.
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RESTAURACE POŠKOZENÝCH AUDIOSIGNÁLŮ POMOCÍ

ŘÍDKÝCH REPREZENTACÍ

ONDŘEJ MOKRÝ

Abstrakt. V tomto článku se zabýváme problematikou doplněńı chyběj́ıćıho úseku

vzork̊u v audiosignálu. Problém formulujeme jako konvexńı minimalizačńı úlohu,

kterou řeš́ıme vhodným iterativńım algoritmem. U rekonstruovaného signálu přitom
požadujeme ř́ıdkost jeho reprezentace ve vybraném Gaborově systému. Následně

navrhujeme modifikaci metody za účelem kompenzace poklesu energie v rekonstru-

ovaném úseku signálu. Porovnáńı základńı a modifikované metody stručně ilustru-
jeme vybranými experimentálńımi výsledky1.

1. Úvod

Restaurace audiosignál̊u je aktuálńı problematikou a ačkoliv k řešeńı mnohých
poruch existuj́ı rozš́ı̌rené nástroje, objevuj́ı se nové př́ıstupy, které ćıĺı bud’ na
větš́ı přesnost rekonstrukce, nebo naopak na co nejvyšš́ı rychlost a zpracováńı
v reálném čase. Jedńım z běžných model̊u poruchy je chyběj́ıćı úsek vzork̊u. Při
přenosu signálu může doj́ıt ke chvilkové poruše, č́ımž vznikne výpadek vzork̊u,
nebo máme k dispozici signál s chyběj́ıćımi či znehodnocenými úseky – př́ıkladem
je záznam na gramofonové desce, která je fyzicky poškozená a digitalizovaný signál
tak obsahuje rušivé praskáńı.

Motivace pro použit́ı ř́ıdkých reprezentaćı vycháźı z fyzikálńı podstaty audio-
signálu, konkrétně z harmonické struktury hudebńıho tónu. Dı́ky tomu lze audio-
signál lokálně vyjádřit jako součet nemnoha harmonických funkćı (sinus, kosinus)
o r̊uzné periodě a amplitudě, tedy s vhodnou množinou vektor̊u (př́ıkladem je ńıže
popsaný Gabor̊uv systém) lze źıskat ř́ıdkou reprezentaci audiosignálu, čehož při
řešeńı problému restaurace audiosignálu využijeme.

Poznamenejme, že ačkoliv tento př́ıspěvek pojednává pouze o doplněńı chybě-
j́ıćıho úseku signálu, koncept ř́ıdkosti audiosignálu lze využ́ıt i pro odstraňováńı
šumu nebo tzv. audio declipping, při němž je ćılem doplnit vzorky, jejichž am-
plituda přesáhla dovolený dynamický rozsah a signál je v těchto mı́stech omezen
určitou hodnotou výchylky.

2010 MSC. Primárńı 42Cxx.
Kĺıčová slova. Audiosignál, doplňováńı chyběj́ıćıch dat, Gaborova transformace, ř́ıdké repre-

zentace, Douglas̊uv-Rachford̊uv algoritmus, kompenzace poklesu energie, inpainting.
1Článek vznikl na základě bakalářské práce autora v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućım práce byl Pavel Rajmic z Ústavu telekomunikaćı FEKT VUT v Brně.
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2. Ř́ıdké reprezentace

Jak již bylo nast́ıněno v úvodu, prezentovaný algoritmus bude vyžadovat ř́ıdkou
reprezentaci signál̊u. Digitálńı signál budeme chápat jako vektor y ∈ Cp, kde p
je počet vzork̊u signálu2. Nyńı poṕı̌seme takovou množinu vektor̊u G = {gi, i =
1, . . . , q} ⊂ Cp, která bude generovat prostor Cp a daný audiosignál y ∈ Cp bude
možné vyjádřit jako lineárńı kombinaci malého počtu prvk̊u z G.

2.1. Gaborovy systémy

Gabor̊uv systém je množina konstruovaná na základě zvoleného vektoru g, který
nazveme oknem a jehož nosič je kompaktńı a délky w � p. Toto okno slouž́ı
k časové lokalizaci spektra signálu3. Systém G pak źıskáme translacemi a modu-
lacemi okna g a můžeme jej úplně popsat pomoćı okna g a parametr̊u a (posun
mezi sousedńımi okny, neboli parametr translace) a M (počet modulaćı okna).

Pro systém G definujeme (lineárńı) operátor syntézy G : Cq → Cp,

y = Gc =

q∑
i=1

cigi, (2.1)

a k němu adjungovaný operátor analýzy G∗ : Cp → Cq. Poznamenejme, že protože
předpokládáme q > p, může pro daný signál y existovat v́ıce vektor̊u koeficient̊u
c takových, že y =

∑q
i=1 cigi. Bližš́ı teoretický rozbor operátor̊u G a G∗ je nad

rámec tohoto textu, na tomto mı́stě proto pouze uvedeme, že pro vhodné okno
g a nastaveńı parametr̊u a a M je systém G tzv. Parsevalovým framem (bĺıže
viz [4, 3]), který je z výpočetńıch d̊uvod̊u výhodný. Dále budeme pracovat právě
s Parsevalovým framem a jeho prvky budeme nazývat atomy.

3. Formulace problému a algoritmus

Úlohu doplněńı chyběj́ıćıho úseku signálu budeme nyńı formulovat jako optima-
lizačńı problém, ve kterém budeme hledat neǰridš́ı vektor koeficient̊u x ∈ Cq re-
konstruovaného signálu (samotný signál pak snadno dostaneme jako Gx). Množina
př́ıpustných řešeńı Γ je množina takových reprezentaćı, že z nich syntetizovaný
signál se od p̊uvodńıho nelǐśı v nepoškozených úsećıch. Formálně

x = arg min
z

‖z‖0 vzhledem k z ∈ Γ. (3.1)

Protože minimalizace `0-pseudonormy (neboli maximalizace ř́ıdkosti) je NP-těžký
problém, řeš́ıme relaxovanou úlohu

x = arg min
z

‖z‖1 vzhledem k z ∈ Γ. (3.2)

2Signál chápeme jako komplexńı vektor z d̊uvodu Gaborovy transformace, která se obvykle

zavád́ı pro komplexńı vektory [3]. V aplikaćıch, kde jsou signály reálné, se pak omezujeme pouze
na reálnou složku y.

3Proto hovoř́ıme o tzv. časově-frekvenčńı reprezentaci signálu.
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Úloha (3.2) je již úlohou konvexńı optimalizace, k jej́ımu řešeńı tud́ıž známe efek-
tivńı algoritmy.

3.1. Algoritmus

Definujeme-li indikátorovou funkci ιΓ množiny Γ vztahem

ιΓ(x) =

{
0 x ∈ Γ,

∞ x /∈ Γ,

můžeme úlohu (3.2) formulovat v neomezeném tvaru

x = arg min
z

‖z‖1 + ιΓ(z). (3.3)

Pro řešeńı úlohy (3.3) použijeme proximálńı Douglas̊uv-Rachford̊uv algoritmus (viz
[1]), jehož zjednodušená verze pro náš problém je v algoritmu 1. Funkce softτ (tzv.
měkké prahováńı) a projΓ (projekce na množinu Γ) jsou tzv. proximálńı operátory
`1-normy, resp. indikátorové funkce (bĺıže viz [1]).

Algoritmus 1: Douglas̊uv-Rachford̊uv algoritmus pro zaplněńı
chyběj́ıćıho úseku signálu

1 zvoĺıme τ > 0,q0 ∈ Cq
2 for n = 0, 1, 2, . . . do
3 xn = softτ (qn)

4 qn+1 = qn + projΓ(2xn − qn)− xn
5 end

6 x = projΓ(xn)

Posledńı krok algoritmu 1 je oproti obecné formě algoritmu přidán nav́ıc, protože
voĺıme konzervativńı př́ıstup, při kterém požadujeme př́ıslušnost výsledného vek-
toru x do množiny Γ, i když algoritmus skonč́ı v d̊usledku zvoleného ukončovaćıho
kritéria dř́ıve, než je dosaženo optimálńı řešeńı.

3.2. Kompenzace poklesu energie v rekonstruovaném signálu

Signály rekonstruované výše popsaným algoritmem obecně vykazuj́ı pokles energie
v mı́stě zaplněné d́ıry (tento jev symbolicky ukazuje obrázek 1). Pro kompenzaci
tohoto poklesu energie navrhujeme dvě metody: váhováńı atomů a kompenzaci
v časové oblasti.

3.2.1. Váhováńı atomů. V d̊usledku `1 relaxace docháźı při optimalizaci kromě
požadovaného nulováńı složek Gaborovy reprezentace též k snižováńı složek, které
z̊ustanou nenulové a ze kterých tedy syntetizujeme výslednou rekonstrukci. K to-
muto docháźı realizaćı operátoru softτ , který (zjednodušeně řečeno) zmenšuje
složky argumentu o hodnotu τ . Váhováńı atomů v našem př́ıpadě znamená přǐra-
zeńı r̊uzných hodnot τi jednotlivým složkám Gaborovy reprezentace (namı́sto kon-
stantńıho parametru τ). To čińıme tak, že atomům, které v́ıce přisṕıvaj́ı k rekon-
strukci d́ıry, přǐrad́ıme menš́ı hodnotu τi, aby byly operátorem měkkého prahováńı
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h

Obrázek 1. Ukázka poklesu energie v mı́stě doplněné d́ıry (d́ıru délky h symbolizuje šedá ob-

last). Černá křivka zobrazuje návrh na kompenzaci poklesu energie v časové oblasti.

méně penalizovány. Určit váhy splňuj́ıćı tento požadavek lze mnoha zp̊usoby a pře-
dem nelze odhadnout, jaký postup dosáhne nejlepš́ıch výsledk̊u. Dále tedy navr-
hujeme čtyři r̊uzné možnosti, které reflektuj́ı vliv jednotlivých atomů na doplněńı
chyběj́ıćıho úseku a jednotlivé možnosti se lǐśı rozptylem vypoč́ıtaných hodnot τi.

Označme nyńı gr
i část atomu gi, která odpov́ıdá neporušené části signálu.

Váhy τi pak navrhujeme mimo konstantńı (neváhované) varianty dle následuj́ıćıch
vzorc̊u:

I. τi =
| supp(gr

i)|
| supp(gi)|

, II. τi =
‖gr

i‖1
‖gi‖1

,

III. τi =
‖gr

i‖2
‖gi‖2

, IV. τi =
‖gr

i‖22
‖gi‖22

.

3.2.2. Kompenzace v časové oblasti. Ćılem této metody neńı reagovat př́ımo
na př́ıčinu poklesu energie, jak tomu bylo u váhováńı atomů. Zde se snaž́ıme
amplitudu doplněné části signálu zvýšit prostým vynásobeńım rekonstruovaného
signálu po složkách vhodnou funkćı. Pro ilustraci zde máme na tuto funkci pouze
požadavek hladkosti, voĺıme tedy jej́ı hodnoty dle jedné periody (délky h) funkce
kosinus posunuté podél osy y tak, aby na hranićıch d́ıry hladce navazovala na
konstantńı funkci s hodnotou 1 (mimo d́ıru signál neměńıme). Tento jednoduchý
model je ilustrován v obrázku 1.

4. Ukázkové výsledky

Obrázky 2 a 3 ilustruj́ı použit́ı navržených metod v praxi. V obou je viditelný
nár̊ust amplitudy, je-li použit algoritmus s váhováńım atomů. Ačkoliv v př́ıpadě
uvedeném v obrázku 3 je pokles energie zřejmý i s použit́ım obou navržených kom-
penzačńıch metod po sobě, docháźı zde oproti základńı metodě (tyrkysová barva)
k eliminaci úseku pouze nulových vzork̊u a rozd́ıl mezi nepoškozeným signálem
a rekonstrukćı je sluchem nerozeznatelný.
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Obrázek 2. Porovnáńı variant algoritmu (váhováńı voleno dle varianty IV). Testovaný signál
byl záznam zvuku housĺı a violy, délka d́ıry h = 632 vzork̊u (se vzorkovaćı frekvenćı 44,1 kHz,

tedy přibližně 14 ms).

Obrázek 3. Porovnáńı variant algoritmu (váhováńı voleno dle varianty I). Testovaný signál byl

záznam zvuku housĺı, délka d́ıry h = 1080 vzork̊u (se vzorkovaćı frekvenćı 44,1 kHz, tedy přibližně
24 ms).

5. Závěr

Prezentovali jsme algoritmus pro doplněńı chyběj́ıćıho úseku audiosignálu založený
na předpokladu ř́ıdkosti Gaborovy reprezentace signálu. Z dosažených výsledk̊u
jsme se omezili na ukázku dvou jednoduchých experiment̊u. Širš́ı analýza výsledk̊u
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provedená v [2] ukazuje, že z hlediska objektivńıho hodnoceńı jsou navržené kom-
penzačńı metody zlepšeńım oproti základńımu algoritmu 1, ovšem ne ve všech
př́ıpadech.
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URČENÍ TERMOFYZIKÁLNÍCH VLASTNOSTÍ OKUJÍ NA

OCELI PRO VYSOKÉ TEPLOTY

TOMÁŠ ONDRUCH

Abstrakt. Př́ıspěvek seznamuje čtenáře s problematikou bakalářské práce řešené
studentem oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI VUT v Brně ve spolupráci s Labo-

ratoř́ı přenosu tepla a prouděńı1. Ćılem textu je poukázat na využit́ı matematického

aparátu při řešeńı reálné technické úlohy z oblasti přenosu tepla. Zde matematika
poskytuje nástroje jak pro popis zkoumaných fyzikálńıch jev̊u, tak i pro analýzu

dat a vyhodnoceńı kvality vypoč́ıtaných výsledk̊u.

1. Úvod

Při výrobě oceli a během proces̊u jej́ıho zpracováńı za vysokých teplot je ocel běžně
vystavena oxidačńımu prostřed́ı. Za takových podmı́nek docháźı na jej́ım povrchu
k oxidaci železa a následnému vzniku vrstev okuj́ı. Jejich význam je d̊uležitý jak
z hlediska dosažeńı požadované kvality oceli, tak i pro optimalizaci d́ılč́ıch proces̊u
zpracováńı, zejména postupného chlazeńı ocelových produkt̊u a jejich válcováńı.

Vliv okuj́ı by tedy rozhodně neměl být zanedbáván a jejich výzkumu by se
měla věnovat patřičná pozornost. Z d̊uvodu značné závislosti struktury okuj́ı na
parametrech oxidačńıho prostřed́ı a složeńı oceli je však zkoumáńı jejich vlastnost́ı
velmi složité. K této obt́ıži přisṕıvá také výrazná nehomogenita, křehká struktura
a obecně proměnlivá poréznost vrstvy okuj́ı. Mikrofotografie zokujeného povrchu
oceli je přiložena na obrázku 1.

Bakalářská práce se zabývá určeńım tepelné difuzivity α a součinitele tepelné
vodivosti λ vrstvy okuj́ı na oceli. Řešeńı úlohy zahrnuje experimentálńı část s vy-
užit́ım měřićıho aparátu pro tzv. laserovou zábleskovou metodu, která je velmi
vhodná zejména pro měřeńı vzork̊u za vysokých teplot přesahuj́ıćıch 600 ◦C. Źıs-
kané výsledky jsou poč́ıtačově zpracovány a v daľśım postupu srovnány s výstupy
konečněprvkového numerického modelu, který simuluje provedené měřeńı. Výsled-
ky źıskané těmito dvěma vědeckými př́ıstupy lze následně porovnat a s pomoćı
metody odezvové plochy založené na principech regresńı analýzy určit hodnoty
hledaných termofyzikálńıch vlastnost́ı.

2010 MSC. Primárńı 80A20; Sekundárńı 00A06.
Kĺıčová slova. Okuje, termofyzikálńı vlastnosti, laserová záblesková metoda, diferenciálńı rov-

nice vedeńı tepla, metoda odezvové plochy.
1Vedoućım bakalářské práce autora byl Michal Pohanka z Laboratoře přenosu tepla a prouděńı

FSI VUT v Brně.
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Obrázek 1. Mikrofotografie vrstvy okuj́ı na povrchu oceli.

2. Základy přenosu tepla

Ned́ılnou součást́ı proces̊u výroby a zpracováńı oceli je přenos tepla. Z hlediska fy-
zikálńı podstaty děj̊u lze u něj rozlǐsovat tři základńı mechanismy: vedeńı, prouděńı
a zářeńı. V hutnickém pr̊umyslu i v řešeném problému souvisej́ıćım s určeńım ter-
mofyzikálńıch vlastnost́ı zastává nejvýznamněǰśı roli přenos tepla vedeńım, který
lze formálně popsat pomoćı diferenciálńı rovnice vedeńı tepla, známé také jako
rovnice tepelné difuze.

2.1. Diferenciálńı rovnice vedeńı tepla

Pro základńı př́ıpad jednorozměrné úlohy nestacionárńıho vedeńı tepla, např́ıklad
v tenké tyči nebo skrze rovinnou stěnu, lze diferenciálńı rovnici vedeńı tepla zapsat
ve tvaru

∂T

∂t
=

∂

∂x

(
α
∂T

∂x

)
+ q(x, t), (2.1)

kde T = T (x, t) je hledaná funkce popisuj́ıćı teplotu ve zkoumaném tělese v mı́stě
se souřadnićı x a čase t, člen q(x, t) reprezentuje vnitřńı zdroje tepla a součinitel α
se nazývá tepelná difuzivita. Při řešeńı úlohy vedeńı tepla je rovnice dále doplněna
o počátečńı podmı́nku a vhodné okrajové podmı́nky.

Pro fyzikálńı vyjádřeńı tepelné difuzivity plat́ı vztah α = λ
ρc , kde člen λ na po-

zici čitatele představuje součinitel tepelné vodivosti, jmenovatel vyjadřuje součin
hustoty ρ a měrné tepelné kapacity c materiálu. Z hlediska interpretace vyjadřuje
tepelná difuzivita schopnost látky vyrovnávat rozd́ılné teploty při neustáleném
š́ı̌reńı tepla vedeńım v homogenńım prostřed́ı. Oproti tomu součinitel tepelné vo-
divosti λ charakterizuje schopnost látky vést teplo. Určeńı č́ıselných hodnot těchto
dvou termofyzikálńıch vlastnost́ı se v praxi provád́ı experimentálně. V př́ıpadě
měřeńı zokujených vzork̊u za vysokých teplot je vhodným postupem použit́ı tzv.
laserové zábleskové metody.
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3. Laserová záblesková metoda

V Laboratoři přenosu tepla a prouděńı bylo provedeno měřeńı zokujených vzork̊u
oceli 54SiCr6 pomoćı měřićıho zař́ızeńı pro laserovou zábleskovou metodu. Jej́ı
princip spoč́ıvá v ozářeńı malého vzorku tvaru disku výkonným pulsńım laserem,
jehož paprsek dopadá na horńı stranu měřeného vzorku a zp̊usob́ı jeho zahřát́ı.
Odezva na spodńı straně vzorku odpov́ıdaj́ıćı postupnému nár̊ustu teploty je ná-
sledně měřena vysoce citlivým infračerveným senzorem a pomoćı systému pro sběr
dat zaznamenávána do paměti poč́ıtače. Z r̊ustu křivky odezvy a známých rozměr̊u
vzorku lze pak v př́ıpadě měřeńı homogenńıch vzork̊u určit hodnotu tepelné difu-
zivity a součinitele tepelné vodivosti materiálu.

Obrázek 2. Ozářeńı zokujeného vzorku.

Ozářeńı nehomogenńıho vzorku
vrstvy okuj́ı na oceli je graficky
znázorněno na obrázku 2. V takovém
př́ıpadě je však samotná laserová
záblesková metoda nedostačuj́ıćı, ne-
bot’ neumožňuje určeńı termofy-
zikálńıch vlastnost́ı okuj́ı jakožto
d́ılč́ı vrstvy zkoumaného vzorku.
Z d̊uvodu křehké struktury okuj́ı
nav́ıc nelze tuto vrstvu oxid̊u od
substrátu oceli pro účely měřeńı
oddělit. Vhodné řešeńı problému
nab́ıźı využit́ı numerické simulace.

4. Numerický model

Obrázek 3. Teplotńı pole v oblasti držáku pece.

Ve vývojovém prostřed́ı programu
COMSOL Multiphysics v 5.2a byl
vytvořen konečněprvkový nume-
rický model měřićıho zař́ızeńı,
který simuluje provedený experi-
ment laserové zábleskové metody.
Model zahrnuje geometrii elek-
trické pece spolu se zokujeným
vzorkem uchyceným v držáku uv-
nitř pece a simuluje časově závislý
přenos tepla prob́ıhaj́ıćı po ozářeńı
vzorku pulzem laseru. Žádaným
výstupem numerického výpočtu je
podobně jako v př́ıpadě reálného
měřeńı konečná posloupnost hod-
not popisuj́ıćı teplotńı odezvu na

spodńı straně ozářeného vzorku. Na obrázku 3 je zachyceno vypoč́ıtané teplotńı



66 TOMÁŠ ONDRUCH

pole v oblasti držáku pece bezprostředně po simulovaném ozářeńı vzorku při
počátečńı teplotě 800 ◦C.

5. Výpočet termofyzikálńıch vlastnost́ı

Pro určeńı termofyzikálńıch vlastnost́ı zkoumané vrstvy okuj́ı byly srovnávány
teplotńı odezvy na spodńı straně vzorku źıskané z numerického modelu s odezvou
naměřenou infračerveným sńımačem při experimentu. Konkrétně byly sledovány
tvary křivek v časovém rozmeźı od vyzářeńı pulsu laseru až po bod maxima křivky.

Účelem tohoto procesu bylo minimalizovat funkcionál S představuj́ıćı součet
čtverc̊u odchylek hodnot źıskaných z numerického modelu v̊uči hodnotám naměře-
ným při experimentu. Nalezeńı minima pak př́ımo vede na určeńı hledané dvojice
termofyzikálńıch vlastnost́ı okuj́ı. Matematicky lze úlohu zapsat ve tvaru

(α̂, λ̂) = argmin
α,λ

S(α, λ) = argmin
α,λ

n∑
t=0

(
Ut − Tt(α, λ)

)2
,

kde Ut jsou data źıskaná z experimentu, Tt jsou hodnoty źıskané ze simulace. Čas
t = 0 označuje okamžik ozářeńı vzorku pulsem laseru, t = n se pak vztahuje k
bodu, kdy Ut nabývá své maximálńı hodnoty. Nutno poznamenat, že jak posloup-
nost diskrétńıch hodnot Ut, tak i Tt je pro účely vzájemného srovnáváńı křivek
potřeba přeškálovat do bezrozměrného tvaru v rozsahu 〈0, 1〉. Graficky je myšlenka
porovnáváńı křivek ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u zachycena na obrázku 4.

Obrázek 4. Princip srovnáváńı tvaru křivek ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u.

5.1. Metoda odezvové plochy

Základńı myšlenka řešeńı úlohy využ́ıvá fakt, že volbou dvojice parametr̊u (α, λ)
v nastaveńı numerického modelu lze měnit výstupńı hodnoty Tt numerického
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výpočtu, a tedy i výsledný součet čtverc̊u odchylek. Metoda odezvové plochy
představuje efektivńı nástroj, který umožňuje úlohu řešit při provedeńı poměrně
ńızkého počtu simulačńıch výpočt̊u, přičemž testovaćı dvojice parametr̊u (α, λ)
jsou voleny systematicky podle tzv. plánu experimentu. Přitom se využ́ıvá před-
pokladu, že empirický model vlivu vstupńıch proměnných modelu na výstupńı
proměnnou můžeme aproximovat vhodnou matematickou funkćı ve smyslu nej-
menš́ıch čtverc̊u.

5.2. Výpočet termofyzikálńıch vlastnost́ı

Ve statistickém software Design - Expert 10 určeném pro návrh a analýzu experi-
mentu byla použita metoda odezvové plochy pro nalezeńı optimálńı dvojice para-

metr̊u (α̂, λ̂) minimalizuj́ıćı funkcionál S pro součet čtverc̊u odchylek naměřených a
simulovaných hodnot na křivce odezvy. Pro regresi byl v uživatelském rozhrańı pro-
gramu zvolen polynomiálńı kvadratický model. Program po provedeńı výpočtu po-
skytnul uživateli č́ıselné hodnoty nalezených termofyzikálńıch vlastnost́ı i grafickou
reprezentaci nalezené odezvové plochy, která je znázorněna formou konturového di-
agramu na obrázku 5. Výstup rovněž zahrnoval analýzu rozptylu (ANOVA), která
umožňuje vyhodnotit kvalitu vytvořeného modelu a př́ıpadně identifikovat jeho
nedostatky. Tyto poznatky jsou prezentovány a okomentovány v textu př́ılohy
vypracované bakalářské práce.

Obrázek 5. Konturový diagram nalezené odezvové plochy.
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6. Diskuze a závěr

Vypoč́ıtané hodnoty tepelné difuzivity α̂ = 4, 74 . 10−3 cm2/s a součinitele tepelné

vodivosti λ̂ = 0, 37 W/m K vrstvy okuj́ı pro měřeńı při teplotě 800 ◦C byly v závěru
srovnány s hodnotami z daľśıch dostupných publikaćı. Zejména nezanedbatelná
mı́ra poréznosti zkoumaných okuj́ı, u kterých vzduchové póry tvoř́ı až 37% cel-
kového objemu, je pravděpodobně hlavńım d̊uvodem, že nalezené hodnoty jsou
ve srovnáńı s dostupnými daty značně nižš́ı. Vyhodnoceńı mı́ry vlivu poréznosti
okuj́ı na výsledky výpočtu jejich termofyzikálńıch vlastnost́ı nab́ıźı prostor pro
navazuj́ıćı pokrok v této oblasti výzkumu.

Tomáš Ondruch, Ústav matematiky, Fakulta strojńıho inženýrstv́ı, Vysoké učeńı technické

v Brně, Technická 2, 616 69 Brno, Česká republika,

e-mail : tomas.ondruch@vutbr.cz
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VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ

OLYMPIÁDY

VIERA ŠTOUDKOVÁ RŮŽIČKOVÁ

Abstrakt. V článku sú riešené štyri vybrané pŕıklady z Internetovej matema-

tickej olympiády pre študentov stredných škôl. V prvom pŕıklade sa rozhoduje

o lineárnej závislosti vektorov daného tvaru, v druhom pŕıklade sa hl’adá neznáma

funkca sṕlňajúca daný vzt’ah, v tret’om pŕıklade sa poč́ıta tretia mocnina daného

kvaterniónu a vo štvrtom pŕıklade sa poč́ıta d́lžka stany pravouhlého trojuholńıka

s danými vlastnost’ami.

Ústav matematiky na FSI VUT v Brne každoročne organizuje Internetovú mate-
matickú olympiádu pre študentov stredných škôl ČR a SR. V roku 2017 prebehol už
jej desiaty ročńık. Na pŕıprave pŕıkladov a ich vyhodnoteńı sa nemalou mierou po-
diel’ajú študenti oboru Matematické inženýrstv́ı. Podl’a pravidiel tejto sút’aže rieši
desat’ pŕıkladov skupina siedmich stredoškolákov maximálne dve hodiny. Skladba
pŕıkladov býva pestrá, sú zaradené pŕıklady rôznej obt’ažnosti. Ciel’om je, aby aj
študenti nižš́ıch ročńıkov (ktoŕı môžu byt’ bud’ členmi t́ımu namiešaného z rôznych
ročńıkov alebo majú svoj t́ım) mali šancu dotiahnut’ do konca aspoň nejaký pŕıklad
a zbierali do budúcna skúsenosti.

Na stránkach http://matholymp.fme.vutbr.cz je možné nájst’ zadania aj
riešenia pŕıkladov zo všetkých ročńıkov.

Tento pŕıspevok ṕı̌sem z pohl’adu riešitel’a. Vybrala som niektoré z tých nároč-
neǰśıch pŕıkladov (podl’a výsledného bodového hodnotenia) a uvádzam pri každom
pôvodné zadanie a potom moje postupné úvahy – ukážku toho, nad č́ım všetkým
uvažuje riešitel’, než sa dopracuje k riešeniu a niekedy ešte aj potom.

Poznámka: V zátvorke je vždy uvedený rok, kedy sa daný pŕıklad vyskytol
na olympiáde, pod akým č́ıslom a meno autora pŕıkladu.

1. Pŕıklad s vektormi

Na úvod som vybrala pŕıklad z lineárnej algebry.

2010 MSC. Primárńı 00A09; Sekundárńı 00A35.

Kĺıčová slova. Matematická olympiáda, kvaternión.
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Pŕıklad 1 (2014, Př́ıklad 9, autorka Hana Druckmüllerová). Mějme v Rn dáno
n vektor̊u o n složkách, kde n ∈ N, n > 2, takto

~v1 = (1, 2, 3, . . . , n),

~v2 = (n+ 1, n+ 2, . . . , 2n),

...

~vn =
(
(n− 1)n+ 1, (n− 1)n+ 2, . . . , n2

)
.

Rozhodněte, zda tyto vektory jsou lineárně závislé.

Pŕıklad má zložito vyzerajúce zadanie, pracuje sa tam s n-rozmernými vektormi,
to asi mnohých stredoškolákov odradilo. Pre źıskanie predstavy, o čo vlastne ide,
je dobré preṕısat’ si zadanie pre konkrétne n. Napŕıklad pre štvorku dostanem

~v1 = (1, 2, 3, 4),

~v2 = (5, 6, 7, 8),

~v3 = (9, 10, 11, 12),

~v4 = (13, 14, 15, 16).

Spomenula som si pri tom na matice – ked’ chce niekto naṕısat’ vymyslenú, ale

”
peknú“ maticu, častokrát prvá, ktorá ho napadne, je matica poskladaná z práve

takýchto vektorov

(
1 2
3 4

)
,

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 ,


1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16

 , . . .

Otázka v zadańı je, či sú tieto vektory lineárne nezávislé. Ak nie sú, znamená to,
že tá matica má nulový determinant. Aj mne sa už stalo, že som vymyslela pŕıklad
s takouto maticou 3 × 3 a pamätám si, že jej determinant vyšiel nulový (bol to
práve pŕıklad na výpočet determinantu matice). Plat́ı to ale pre všetky takéto
matice? Pozriem sa ešte raz na tie vektory a hned’ vid́ım, že plat́ı

~v2 − ~v1 = (5, 6, 7, 8)− (1, 2, 3, 4) = (4, 4, 4, 4),

~v3 − ~v2 = (9, 10, 11, 12)− (5, 6, 7, 8) = (4, 4, 4, 4).

S n-rozmernými vektormi je to podobné,

~v2 − ~v1 = (n+ 1, n+ 2, . . . , 2n)− (1, 2, 3, . . . , n) = (n, n, . . . , n),

~v3 − ~v2 = (2n+ 1, 2n+ 2, . . . , 3n)− (n+ 1, n+ 2, . . . , 2n) = (n, n, . . . , n).

Takže pre každé n > 2 plat́ı, že

~v2 − ~v1 = ~v3 − ~v2,

a teda

~v1 − 2~v2 + ~v3 = (0, 0, . . . , 0).
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Našla som lineárnu kombináciu prvých troch vektorov, ktorá mi dá nulový vektor.
Sú teda vždy lineárne závislé.

Poučenie: Pokial’ chcete vymysliet’ pŕıklad na maticu s nenulovým determinan-
tom, použite nejakú

”
náhodneǰsiu“. (Tiež sa neodporúča použ́ıvat’ zaradom idúce

č́ısla
”
12345 . . .“ ako heslo.)

2. Pŕıklad s neznámou funkciou

Takéto typy pŕıkladov ma bavia. Hl’adanie neznámej funkcie je trochu ako de-
tekt́ıvka – mám stopu a hl’adám páchatel’ov. A po vypátrańı ich muśım ešte
usvedčit’.

Pŕıklad 2 (2016, Př́ıklad 8, autor Matej Dolńık). Najděte nejméně dva funkčńı
předpisy pro nenulovou spojitou funkci f , má-li platit

f2(x+ y) = f2(y) + f2(x)− 2f2(x)f2(y) + f(2x)f(y) cos(y), ∀x, y ∈ R.

Rovno sa priznám, že som to na prvý pokus nevyriešila správne. Začala som

dobre – naṕısala som si asi dva vzt’ahy, ktoré muśı hl’adaná funkcia sṕlňat’, ale
potom som sa niekde pomýlila a vyšlo mi vel’mi rýchle, že jediné riešenie je nulová
funkcia. A hned’ potom som sa pozrela na stránky olympiády, či to mám správne.
Tým som zistila, že mám niekde chybu, súčasne som sa ale nechtiac dopredu
dozvedela skutočné riešenie.

Dobre, povedala som si, nevad́ı, postup som neštudovala, skúsim na to riešenie
pŕıst’ sama. Zistila som ale vzápät́ı, že to v tomto pŕıpade nejde – zadanie totiž
predpokladá, že riešitel’ túto funkciu môže uhádnut’. A ako sa mám tvárit’, že
hádam funkciu, ked’ už ju viem? Nakoniec som to vymyslela tak, že si zadanie
trochu uprav́ım – nie

”
nájdite najmenej dve riešenia“ ale

”
nájdite všetky riešenia“.

Takže to, že dve riešenia poznám, mi až tak nepomôže.
Toto je postup riešenia tohto upraveného zadania.
Skúsim vo vzt’ahu zo zadania prehodit’ premenné x a y. Naṕı̌sem obidva vzt’ahy

pod sebou

f2(x+ y) = f2(y) + f2(x)− 2f2(x)f2(y) + f(2x)f(y) cos(y), ∀x, y ∈ R,
f2(y + x) = f2(x) + f2(y)− 2f2(y)f2(x) + f(2y)f(x) cos(x), ∀x, y ∈ R.

Vid́ım, že sa ĺı̌sia len v poslednom sč́ıtanci. Dostávam teda, že

f(2x)f(y) cos(y) = f(2y)f(x) cos(x), ∀x, y ∈ R. (2.1)

Uprav́ım túto rovnicu tak, aby nal’avo boli len výrazy s x a napravo s y (tj. sepa-
rujem premenné)

f(2x)

f(x) cos(x)
=

f(2y)

f(y) cos(y)
, ∀x, y ∈ R \ {x : f(x) = 0 ∨ cos(x) = 0}.
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Tento podiel je teda konštantný pre všetky x také, že f(x) 6= 0 a cosx 6= 0.
Označ́ım túto konštantu K a rovnicu zbav́ım zlomku

f(2x)

f(x) cos(x)
= K, ∀x ∈ R \ {x : f(x) = 0 ∨ cos(x) = 0},

f(2x) = Kf(x) cos(x), ∀x ∈ R \ {x : f(x) = 0 ∨ cos(x) = 0}.

Tento posledný vzt’ah je pekný, mysĺım si, že by mohol platit’ aj pre x také, že
f(x) = 0 alebo cos(x) = 0. Skúsim to overit’. Vrátim sa ku vzt’ahu (2.1), z ktorého
som to odvodila. A teraz vid́ım, že to môžem odvodit’ jednoduchšie, stač́ı dosadit’

za y také ȳ, že f(ȳ) cos(ȳ) 6= 0 a vydelit’ to tým. Také ȳ určite existuje, funkcia
nemôže byt’ nulová všade, kde je cos(ȳ) 6= 0, to by bola bud’ konštantne nulová
alebo nespojitá. Dostávam

f(2x) =
f(2ȳ)

f(ȳ) cos(ȳ)
f(x) cos(x), ∀x ∈ R,

f(2x) = Kf(x) cos(x), ∀x ∈ R. (2.2)

Mohla som to tak urobit’ hned’ na začiatku. Postup by bol kratš́ı, ale vtedy ma
to nenapadlo. Tie medzikroky boli potrebné len k tomu, aby ma naviedli na ten
lepš́ı postup. Ako riešitel’ka olympiády by som ich teda nechala len na pomocnom
papieri.

Teraz sa vrátim ku vzt’ahu zo zadania. Za premennú y dosad́ım tiež x, potom

f2(2x) = 2f2(x)− 2f4(x) + f(2x)f(x) cos(x), ∀x ∈ R.

Teraz za f(2x) dosad́ım Kf(x) cos(x) a dostávam

K2f2(x) cos2(x) = 2f2(x)− 2f4(x) +Kf2(x) cos2(x),

K2 cos2(x) = 2− 2f2(x) +Kcos2(x),

f2(x) = 1 + cos2(x)
K −K2

2
. (2.3)

To už je vlastne skoro odvodené, ako vyzerá f(x), až na konštantu. Pre určenie K
stač́ı zistit’ hodnotu f(x) pre nejaké x. Ako prvé ma napadlo dosadit’ za x nulu.
Mám, že

f2(0) = 1 +
K −K2

2
.

Dosad́ım nulu aj do vzt’ahu (2.2) a mám, že

f(0) = Kf(0).

Z týchto posledných dvoch rovńıc vid́ım, že bud’ je K = 1 a f2(0) = 1, alebo je

f(0) = 0 a K−K2

2 = −1 (potom K = 2 alebo K = −1). Potom z (2.3) mám tieto
dve možnosti

f2(x) = 1, ∀x ∈ R

alebo f2(x) = 1− cos2(x) = sin2(x), ∀x ∈ R.
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Ďaľsie vhodné č́ıslo, ktoré môžem dosadit’ do vzt’ahu (2.2), je π
2 . Potom hned’

dostávam

f(π) = 0.

Takže to vylučuje prvú možnost’. Jediná možná funkcia, sṕlňajúca vzt’ah zo zada-
nia, je taká, pre ktorú plat́ı, že

|f(x)| = | sin(x)|, ∀x ∈ R.

Takže hl’adaná funkcia je sin(x) až na znamienko. To znamienko môže byt’ v rôznych
bodoch rôzne, označ́ım si ho ako z(x). Môžem teda naṕısat’, že

f(x) = z(x) sin(x), ∀x ∈ R a |z(x)| = 1, ∀x ∈ R.

Toto teraz dosad́ım do vzt’ahu (2.2) a použit́ım vzorca sin(2x) = 2 sin(x) cos(x) to
uprav́ım

f(2x) = Kf(x) cos(x),

z(2x) sin(2x) = Kz(x) sin(x) cos(x),

z(2x)2 sin(x) cos(x) = Kz(x) sin(x) cos(x),

z(2x) =
K

2
z(x), ∀x ∈ R \

{
x : x = k

π

2
, k ∈ Z

}
.

Už skôr som zistila, že K = 2 alebo K = −1, z tohto posledného vzt’ahu vid́ım, že
jediná možnost’ je K = 2, a teda pre z(x) plat́ı, že

z(2x) = z(x), ∀x ∈ R \
{
x : x = k

π

2
, k ∈ Z

}
.

Pretože funkcia f(x) má byt’ spojitá, jediné možné miesta, kde sa zmeńı znamienko
z(x), sú nulové body funkcie sin(x). Takže z(x) je na celom intervale (0, π) rovná 1
alebo je na celom intervale (0, π) rovná −1.

Teraz pre každé x > π mám, že z(x) = z(x2 ) = z(x4 ) = · · · = z( x2n ). Vždy
nájdem také n ∈ R, že x

2n < π
2 . Takže z(x) je konštantná na celom intervale (0,∞).

Z rovnakej úvahy vyplýva, že z(x) je konštantná na celom intervale (−∞, 0).
Zostáva zistit’, či je konštantná úplne všade. Na to sa muśım vrátit’ ku vzt’ahu

zo zadania a dosadit’ tam x a y s rôznymi znamienkami. Ako prvé ma napadlo
dosadit’ za y priamo hodnotu −x. Postupnými úpravami dostávam

sin2(0) = sin2(x) + sin2(x)− 2 sin2(x) sin2(x)− z(2x)z(−x) sin(2x) sin(x) cos(x),

0 = 2 sin2(x)− 2 sin4(x)− 2z(2x)z(−x) sin2(x) cos2(x),

0 = (1− z(2x)z(−x))
(
sin2(x)− sin4(x)

)
,

1 = z(2x)z(−x), ∀x ∈ R \ {x : sin2(x)− sin4(x) = 0},
1 = z(2)z(−1).

To už stač́ı na to, aby som mohla tvrdit’, že z(x) nezmeńı znamienko ani v nule.
Takže mi zostali len dve možnosti, bud’ f(x) = sin(x) alebo f(x) = − sin(x). Tieto
dve funkcie teda mohli riešitelia aj uhádnut’. Aj oni ale museli ukázat’, že obidve

funkcie sṕlňajú vzt’ah v zadańı.
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Po dosadeńı funkcie f(x) = sin(x) alebo f(x) = − sin(x) do l’avej strany vzt’ahu
v oboch pŕıpadoch dostávam to isté. Postupnými úpravami z toho dostanem výraz
vpravo, teda

f2(x+ y) = sin2(x+ y) = (sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y))
2

= sin2(x) cos2(y) + cos2(x) sin2(y) + 2 sin(x) cos(y) cos(x) sin(y)

= sin2(x)
(
1− sin2(y)

)
+
(
1− sin2(x)

)
sin2(y) + sin(2x) cos(y) sin(y)

= sin2(y) + sin2(x)− 2 sin2(x) sin2(y) + sin(2x) sin(y) cos(y)

= sin2(y) + sin2(x)− 2 sin2(x) sin2(y) + (− sin(2x)) (− sin(y)) cos(y)

= f2(y) + f2(x)− 2f2(x)f2(y) + f(2x)f(y) cos(y).

Teraz celý ten postup zhrniem: V prvej časti som zistila, že neznáma funkcia
je sin(x) až na znamienko, v druhej časti som zistila, že to znamienko je všade
rovnaké a teda sú nanajvýš dve riešenia, v tretej časti som ukázala, že tieto dve
riešenia už vyhovujú zadaniu. A vid́ım, že to určovanie znamienka bolo skoro
rovnako namáhavé ako tá prvá čast’.

Ked’ som si to poč́ıtala na papieri, tak som dospela ku vzt’ahu f2(x) = sin2(x)
a d’alej som už nepokračovala. V domneńı, že d’alej to už bude jednoduché, som
to začala hned’ prepisovat’ sem. Teraz, ked’ som to urobila poriadne, som žiaden
rýchly a jednoduchý spôsob vylúčenia ostatných možnost́ı nenašla a trochu ma to
mrźı. Ak nejaký nájdete, môžete mi dat’ vediet’.

3. Pŕıklad s kvaterniónom

Tento pŕıklad je zauj́ımavý tým, že sa z neho riešitel’ dozvie, čo je to kvaternión
a ked’že sa takto nazýva aj tento časopis, je celkom vhodné si tento pojem pripo-
menút’.

Pŕıklad 3 (2014, Př́ıklad 10, autor Matej Dolńık). Pro dvě pevně daná č́ısla a, b
nazveme kvaternionem výraz ve tvaru p+xi+yj+zk, pro který plat́ı,̌ze i2 = a, j2 =
b, ij = −ji = k. (Pro volbu a = −1, b = −1 bychom dostali takzvané Hamiltonovy
kvaterniony, na které lze nahĺı̌zet jako na rozš́ıřeńı komplexńıch č́ısel přidáńım
daľśıch dvou komplexńıch jednotek j a k.) Kvaterniony lze mezi sebou sč́ıtat složku
po složce a násobit tak, jako bychom násobili dva výrazy s neznámými i, j, k.
Při výpočtech je však třeba mı́t na paměti, že pro násobeńı kvaternion̊u neplat́ı
komutativńı zákon, nebot’ ij = −ji. Výsledkem sč́ıtáńı i násobeńı kvaternion̊u je
opět kvaternion.

Pro obecná a, b spočtěte třet́ı mocninu kvaternionu 3 + 5i + 7j + k a následně
vyjádřete h, l, m, n z rovnice (3 + 5i+ 7j + k)3 = h+ li+mj + nk.

Sed́ım práve vo vlaku, mám śıce pri sebe zošit a ceruzku, ale vo vlaku sa ṕı̌se
zle, tak sa budem aj z tohto dôvodu snažit’ o čo najúsporneǰśı postup.
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Najskôr si naṕı̌sem, čo dostanem, ked vynásob́ım nejaký všeobecný kvaternión
p+ xi+ yj + zk jednotkovým kvaterniónom 1, i, j alebo k, teda

1(p+ xi+ yj + zk) = p+ xi+ yj + zk,

i(p+ xi+ yj + zk) = ax+ pi+ azj + yk,

j(p+ xi+ yj + zk) = by − bzi+ pj − xk,
k(p+ xi+ yj + zk) = −abz + byi− axj + pk.

Využila som tam, že ik = iij = aj, jk = −jji = −bi, ki = −jii = −aj, kj =
ijj = bi, kk = −ijji = −bii = −ab. (Tieto pomocné vzt’ahy som kvôli úspore
nezapisovala.)

Teraz z toho jednoducho spoč́ıtam, čo dostanem, ked’ vynásob́ım všeobecný
kvaternión p + xi + yj + zk sám so sebou: Je to p-krát výraz v prvom riadku
vpravo plus x-krát výraz v druhom riadku vpravo plus y-krát ten v tret’om plus
z-krát ten vo štvrtom, teda p(p+ xi+ yj + zk) + x(ax+ pi+ azj + yk) + y(by −
bzi+ pj − xk) + z(−abz + byi− axj + pk). Ṕı̌sem to rovno po koeficientoch (nech
to nemuśım znova prepisovat’) a dostávam

(p+ xi+ yj + zk)2 = p2 + ax2 + by2 − abz2 + 2pxi+ 2pyj + 2pzk. (3.1)

Vyšlo to lepšie, než som čakala. Vel’a sa toho navzájom poodč́ıtavalo. V zadańı chcú
spoč́ıtat’ tretiu mocninu, tak ešte rovnakým postupom pokračujem a kvaterniónom
(p+xi+ yj+ zk)2 vynásob́ım kvaternión p+xi+ yj+ zk. Je to (p2 + ax2 + by2−
abz2)-krát výraz v prvom riadku vpravo plus 2px-krát ten v druhom 2py-krát ten
v tret’om 2pz-krát ten vo štvrtom. Zase rovno zapisujem koeficienty, sú to dlhé
výrazy, tak ich ṕı̌sem pod sebou a dostávam

h = p3 + apx2 + bpy2 − abpz2 + 2apx2 + 2bpy2 − 2abpz2

= p3 + 3apx2 + 3bpy2 − 3abpz2,

l = p2x+ ax3 + bxy2 − abxz2 + 2p2x,

m = p2y + ax2y + by3 − abyz2 + 2p2y,

n = p2z + ax2z + by2z − abz3 + 2p2z.

Na záver už len dosad́ım za p, x, y, z hodnoty 3, 5, 7, 1 zo zadania, potom

h = 33 + 3a.3.52 + 3b.3.72 − 3ab.3 = 27 + 225a+ 441b− 9ab,

l = 3.32.5 + a.53 + b.5.72 − ab.5 = 135 + 125a+ 245b− 5ab,

m = 3.32.7 + a.52.7 + b.73 − ab.7 = 189 + 175a+ 343b− 7ab,

n = 3.32 + a.52 + b.72 − ab+ 2.32 = 27 + 25a+ 49b− ab.

Celý postup aj s výsledkom sa mi vošiel do zošita na štrnást’ riadkov, naviac je do-
statočne prehl’adný, takže som sa dokonca ani raz nepomýlila, napriek zhoršeným
podmienkam (poč́ıtala som pri rýchlosti 160 km/h).
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Vrátim sa teraz ešte ku druhej mocnine kvaterniónu. Všimla som si, že po úprave
vzt’ahu (3.1) dostanem, že plat́ı

(p+ xi+ yj + zk)2 = 2p(p+ xi+ yj + zk)− p2 + ax2 + by2 − abz2.
Takže umocneńım kvaterniónu K = p+xi+yj+zk na druhú dostanem 2p-násobok
tohto kvaterniónu plus č́ıslo c = −p2 + ax2 + by2 − abz2, teda

K2 = 2pK + c.

Pomocou tohto vzt’ahu odvod́ım, čo dostanem pre tretiu mocninu. Teda

K3 = K(2pK + c) = 2pK2 + cK = 2p(2pK + c) + cK = (4p2 + c)K + 2pc

= (3p2 + ax2 + by2 − abz2)K − 2p3 + 2apx2 + 2bpy2 − 2abpz2.

Tento poznatok je zauj́ımavý, ale s prekvapeńım zist’ujem, že postup pri výpočte
tretej mocniny daného kvaterniónu by nebol s jeho použit́ım o nič kratš́ı a asi ani
prehl’adneǰśı.

4. Pŕıklad s tyčou a debnou

Na záver som nechala ten najzložiteǰśı pŕıklad, aspoň čo sa týka počtu stránok,
ktoré zaberá v tomto časopise.

Pŕıklad 4 (2010, Př́ıklad 2, autorka Jana Hoderová). Tyč délky 20 m je svým
horńım koncem opřená o zed’ a zároveň se dotýká bedny o rozměrech 6 m × 6 m,
viz obrázek 1. V jaké výšce se nacháźı horńı konec tyče?

Poznámka: Tento př́ıklad je možno řešit několika v́ıce či méně elegantńımi
zp̊usoby. Týmy, které řešeńı povedou přes rovnici čtvrtého stupně, kterou následně
vyřeš́ı pouze přiblǐzně numericky, źıskaj́ı za př́ıklad koeficient maximálně 0, 50.

6 m

6 m

20 m

.

Obrázek 1

Tento pŕıklad ma zaujal pekným obrázkom. Obrázok je jednoduchý a súčasne
má pŕıbeh – žiadne anonymné úsečky XY, ale tyč a debna. (Poznámka: Toto nie
je preklep, po slovensky sa

”
bedna“ povie

”
debna“.) Tak som sa do toho hned’

dala, s úmyslom nájst’ jeden z tých viac elegantných postupov, ktorého existenciu
mi sl’ubujú v zadańı.
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Označ́ım si neznámu d́lžku úseku medzi debnou a tyčou na zemi ako x a neznámu

d́lžku úseku medzi debnou a tyčou na stene ako y. Hl’adaná výška je potom y+ 6,
vid’ obrázok 2.

𝑦

6

6 𝑥

20

Obrázek 2

Stač́ı nájst’ dva vzt’ahy medzi x a y a mám dve rovnice o dvoch neznámych.
Na obrázku sú tri pravouhlé trojuholńıky a všetky sú navzájom podobné. Takže
jeden vzt’ah dostanem zo známeho a2 +b2 = c2, d’aľsie z podobnosti trojuholńıkov,
teda

(x+ 6)2 + (y + 6)2 = 202,

x+ 6

y + 6
=
x

6
=

6

y
.

Je l’ahké overit’, že rovnost’ v druhom riadku má śıce dve =, ale je to v skutočnosti
len jeden vzt’ah. To nevad́ı, dva by mali stačit’. Snaž́ım sa o čo najelegantneǰśı
postup, tak z toho druhého vzt’ahu nevyjadŕım x, ale rovno x + 6 a dosad́ım
do prvého, potom

x+ 6 =
6(y + 6)

y
,

36(y + 6)2

y2
+ (y + 6)2 = 400.

Túto rovnicu vynásob́ım y2 a dostanem . . . rovnicu štvrtého rádu, pred ktorou
ma varovali v zadańı, teda

36(y + 6)2 + y2(y + 6)2 = 400y2,

y2(y + 6)2 + 36(y + 6)2 − 400y2 = 0. (4.1)

Nevyzerá až tak
”
zle“, ale nenapadá ma, ako by sa dali nájst’ nejakým elegantným

postupom jej riešenia.

Cez neznáme d́lžky to nevyšlo, a čo takto skúsit’ to cez neznáme uhly? Vlastne je
tam len jeden neznámy uhol a jeho doplnok do 90◦. Na obrázku 3 je označený ako
α. Ako sa na to d́ıvam, vo vzt’ahoch, ktoré mi tam vychádzajú, sa vyskytuje samé
sin(α) a cos(α). Praktickeǰsie teda bude pracovat’ priamo s týmito hodnotami.
Označ́ım si s := sin(α) a c := cos(α).
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𝛼

𝛼

6
6 20

Obrázek 3

Dĺžka tyče je súčet d́lžok prepôn dvoch pravouhlých trojuholńıkov, ktoré vy-
jadŕım pomocou s a c zo vzt’ahov pre śınus a kośınus uhla v pravouhlom troju-
holńıku. Mám teda vzt’ah v tvare

6

s
+

6

c
= 20,

a z toho s+ c =
20

6
sc. (4.2)

Zatial’ tam nechávam tých nevykrátených 20
6 .

Mám ale dve neznáme, čo druhý vzt’ah? Ten je predsa zrejmý

s2 + c2 = 1.

Teraz hned’ vid́ım, že po umocneńı rovnice (4.2) na druhú a dosadeńım jednotky
za s2 + c2 dostanem celkom obyčajnú kvadratickú rovnicu s neznámou sc. Tým je
v podstate pŕıklad vyriešený. Aspoň v hlave. (Totiž v skutočnosti som práve bola
v autobuse a nemala možnost’ si nič zapisovat’.)

Potom som sa pokúsila to podrobne previest’ na papier, odkial’

s2 + c2 + 2sc =

(
20

6

)2

(sc)2,

1 + 2sc =

(
20

6

)2

(sc)2,

sc =
1±

√
1 +

(
20
6

)2(
20
6

)2 .

Tých 20
6 mi tam už zač́ına trochu vadit’, ale než namiesto toho ṕısat’ 10

3 , to si ich
rovno nejako označ́ım. Napŕıklad ako A. Vezmem len kladné riešenie, lebo α je
ostrý uhol a označ́ım túto hodnotu ako B. Takže mám

sc = B =
1 +
√

1 +A2

A2
, A =

20

6
=

10

3
.
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Teraz mám tri vzt’ahy pre dve neznáme

sc = B, (4.3)

s+ c = AB, (4.4)

s2 + c2 = 1. (4.5)

Je niekol’ko možnost́ı, ako z toho dopoč́ıtat’ hl’adanú výšku konca tyče, čiže hodnotu
20s. Vyskúšam tri varianty, zauj́ıma ma, ktorá vyjde najlepšie – s najmenš́ım
počtom nutných úprav.

1. Použit́ım prvých dvoch vzt’ahov (4.3), (4.4), dostanem kvadratickú rovnicu
s neznámou s, teda

c = AB − s ⇒ s (AB − s) = B ⇒ s2 −ABs+B = 0.

Riešenia tejto kvadratickej rovnice dostanem v tvare

s1,2 =
AB ±

√
(AB)

2 − 4B

2
.

2. Pokial’ by som použila druhé dva vzt’ahy (4.4), (4.5), dostanem tiež kvadra-
tickú rovnicu, kde

c = AB − s ⇒ s2 + (AB − s)2 = 1 ⇒ 2s2 − 2ABs+ (AB)
2 − 1 = 0.

Vyzerá zložiteǰsie, ale je to v skutočnosti tá istá rovnica, lebo 1 + 2B = (AB)
2
.

Riešenia tejto kvadratickej rovnice dostanem v tvare

s1,2 =
AB ±

√
2− (AB)

2

2
.

3. Pokial’ by som použila prvý a tret́ı vzt’ah (4.3), (4.5), dostanem rovnicu
štvrtého rádu, ale tentoraz l’ahko riešitel’nú. (Takáto rovnica sa nazýva bikvadra-
tická.) Teda

c =
B

s
⇒ s2 +

(
B

s

)2

= 1 ⇒ s4 − s2 +B2 = 0.

Riešenia tejto rovnice štvrtého rádu dostanem v tvare

s1,2,3,4 = ±

√
1±
√

1− 4B2

2
.

Vezmem samozrejme len dve kladné.
Na zistenie hl’adanej hodnoty 20s potrebujem dosadit’ za A,B. Najviac sa mi

pozdáva tá druhá varianta, kde dosadzujem len za AB a je tam len jedna odmoc-
nina. Tie zvyšné už tu neuvádzam.

Najskôr spoč́ıtam, že

AB =
1 +
√

1 +A2

A
=

1 +

√
1 +

(
10
3

)2
10
3

=
3 +
√

109

10
.
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Mám teda

20s1,2 = 10

(
AB ±

√
2− (AB)

2

)
= 3 +

√
109±

√
200−

(
3 +
√

109
)2

= 3 +
√

109±
√

82− 6
√

109 .

Hotovo. Horný koniec tyče sa nachádza zhruba vo výške 9, 04 m alebo 17, 84 m.

Ešte pre zauj́ımavost’ odvod́ım vzt’ah medzi hl’adanou výškou a d́lžkou tyče
a hrany debny. Označ́ım si tieto hodnoty postupne h, t, d a nedosad́ım za A tých
10
3 ale t

d a uprav́ım na tvar

h1,2 = ts1,2 =
t

2

1 +
√

1 +A2

A
±

√√√√2−

(
1 +
√

1 +A2

A

)2


=

t
A + t

√
1
A2 + 1± t

√
1− 2

A2 − 2
√

1
A4 + 1

A2

2

=
d+ t

√
d2

t2 + 1± t
√

1− 2d2

t2 − 2
√

d4

t4 + d2

t2

2

=
d+
√
d2 + t2 ±

√
t2 − 2d2 − 2d

√
d2 + t2

2

=
d+
√
d2 + t2 ±

√(
d−
√
d2 + t2

)2 − 4d2

2
.

Ten tvar vyzerá podozrivo, skoro ako keby to boli dve riešenia nejakej kvadratickej
rovnice. Úplne to nesed́ı, ale môžem to ešte trochu upravit’ a mám

h1,2 = d+

√
d2 + t2 − d±

√(
d−
√
d2 + t2

)2 − 4d2

2
.

Z tohto tvaru už vidno, že hodnoty y1,2 = h1,2 − d sú riešeniami kvadratickej
rovnice

y2 +
(
d−

√
d2 + t2

)
y + d2 = 0.

Takže teraz viem naṕısat’ ten polynóm štvrtého rádu z rovnice (4.1), ktorá mi
vyšla z prvého postupu, ako súčin dvoch polynómov druhého rádu

y2(y + d)2 + d2(y + d)2 − t2y2

=
(
y2 +

(
d−

√
d2 + t2

)
y + d2

)
(a2y

2 + a1y + a0),
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kde koeficienty a0, a1, a2 dopoč́ıtam tak, aby sa výrazy rovnali. Dostanem potom,
že a0 = d2, a1 = d+

√
d2 + t2 a a2 = 1. Mám teda

y2(y + d)2 + d2(y + d)2 − t2y2

=
(
y2 +

(
d−

√
d2 + t2

)
y + d2

)(
y2 +

(
d+

√
d2 + t2

)
y + d2

)
= (y2 + dy + d2)2 − (d2 + t2)y2.

Rovnica štvrtého rádu (4.1) sa teda predsa len dala preṕısat’ do pekného tvaru

y2(y + 6)2 + 36(y + 6)2 − 400y2 = (y2 + 6y + 36)2 − 436y2 = 0.

Napadlo vás to?
Zauj́ımalo by ma ešte, čo sú zač jej d’aľsie dve riešenia. Je l’ahké dopoč́ıtat’, že

d’aľsie dve výšky horného konca tyče vychádzajú

h3,4 = y3,4 + d = 3−
√

109±
√

82 + 6
√

109,

jedna hodnota je kladná a jedna záporná, zhruba je to 4, 59 a −19, 48. Čo zname-
najú, sa dá vidiet’ na obrázku 4.

Obrázek 4
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