Milé ¢tenarky a Ctenéii,

po tiileté prestavce vas opét vitdme na strankich nového ¢isla ¢asopisu Kvaternion.
Této prestavky jsme vyuzili jednak k diskusim nad dalsim zaméfenim a sméfova-
nim tohoto ¢asopisu vychazejiciho od roku 2012 (nejprve s podporou projektu
AMathNet, posléze s podporou Ustavu matematiky Fakulty strojniho inzenyr-
stvi), a jednak také k dukladné pFipravé ¢isla nového. Dilezitym krokem v této
diskusi byla rekonstrukce redakéni rady, jejiz novi ¢lenové piisli s fadou inspirativ-
nich podnéta a névrhi pro dalsi rozvoj ¢asopisu. Pivodni myslenka, totiz vytvaret
Casopis pfedev§im pro studenty matematického inZenyrstvi a dalsich obort (nejen)
na Fakulté strojniho inZenyrstvi, zlistava neménna. Pro jeji naplnéni se ale cela
fada véci zménila, doufame, ze k lepsimu.

Patefi toho ¢isla (a do budoucna i ¢isel dalgich) ztstavaji odborné ¢lanky. Pro
aktudlni ¢islo se podatilo ziskat pfispévky od nékolika renomovanych matematika
stfedni generace, ktefi pravidelné publikuji ve vyznamnych mezinarodnich ¢aso-
pisech. Ptispévek Petra Stehlika nas zavede do specidlni oblasti diskrétnich dyna-
mickych systému, totiz teorie bunéénych automatii. Velmi pfistupnou formou je
zde popsdna motivace i zédkladni mySlenky této teorie s bohatym matematickym
i aplika¢nim potencidlem. Clanek Roberta Marika pojednava o méné tradi¢nich
(o to vBak zajimavéjsich) dusledcich a aplikacich Greenovy véty, kterd je na $ko-
lach technického typu tradi¢ni soucasti zdkladniho kursu matematické analyzy.
Josef Silhan a Vojtéch Zadnik pak ve svém spoleéném piispévku seznamuji ¢te-
narfe s elegantnimi metodami vypoc¢tu kiivosti kiivek v prostorech vyssi dimenze
a dalsimi zajimavostmi z oblasti diferencialni geometrie.

Kromé téchto odbornych ¢lanki jsou soucasti aktuédlniho ¢isla i pFispévky, kte-
rymi bychom réadi zalozili tradici stalych rubrik ¢asopisu Kvaternion. Predstavuji
je jednak ¢lanky vychéazejici z vybranych bakalaiskych praci studentit oboru Mate-
matického inzenyrstvi na FSI VUT v Brné, které tak mohou byt pro ¢tenafe z fad
studentu inspiraci pfi jejich vlastnim vybéru témat zavéreénych praci. Druhy typ
piispévku, na které hodladme v dal§ich ¢islech navazovat, pfedstavuje ¢lanek Viery
Stoudkové Riizitkové vénovany podrobnéjsi analyze feSeni vybranych tloh Inter-
netové matematické olympiddy pro studenty stfednich $kol. Tuto soutéz organizuje
Ustav matematiky Fakulty strojniho inzenyrstvi za vydatné podpory studenti Ma-
tematického inZenyrstvi, a proto doufame, 7e tato rubrika muze pfispét k dalsimu
rozvoji zminéné soutéze.

Byli bychom radi, kdyby ¢tenafi tohoto ¢isla, at z fad studentt, pedagogickych
pracovniki, ¢ jinych zajemci, shledali uverejnéné piispévky zajimavé a inspira-
tivni pro své vlastni studium a vyzkum. Vitany jsou pak vSechny ¢tenaiské podnéty
a naméty vedouci k vylepSeni ¢isel budoucich.

Jan Cermak
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BUNECNE AUTOMATY - DYNAMICKE SYSTEMY
V DISKRETNIM SVETE

PETR STEHLIK

ABSTRAKT. Cilem tohoto ¢lanku je pfedstaveni bunéénych automatt jako mate-
matickych modelu a jejich srovnédni s jinymi dynamickymi systémy. Ukazeme si, ze
tyto jednoduché plné diskrétni modely umoznuji vznik bohatého mnozstvi jevu —
periodického chovani, cestujicich profila i chaotického chovani. Jsou uvedeny jedno-
duché piiklady elementarnich bunéénych automatu a Hry zivota jako vyznamného
dvourozmérného bunééného automatu.

1. Uvop

V obecném smyslu predstavuji dynamické systémy matematické modely popi-
sujici vyvoj velicin v ¢ase. Zkoumand veli¢cina muze byt fyzikdlni{ (pozice pohy-
bujiciho se télesa v prostoru), chemickd (koncentrace reagujicich litek), biologickd
(velikost populace), epidemiologickd (nakazenost populace), ekonomickd (inflace
¢i HDP), atd. Nejcastéji pouzivanymi dynamickymi systémy jsou spojité dyna-
mické systémy, které jsou typicky reprezentovany obycejnymi ¢i parcidlnimi dife-
rencidlnimi rovnicemi

() = ft,z(t), z{t)eY, teR

kde Y je abstraktni stavovy prostor (typicky R v piipadé obycejnych diferencidlnich
rovnic).

V posledni dobé zaznamenavame rozmach diskrétnich dynamickych systémau,
ve kterych je ¢as uvazovan diskrétni

a(t+1) = f(t,z(t)), z(t)eY, tel. (1.1)

Duvodem je jednak jejich zajimavé chovan{ (napf. teorie deterministického chaosu
[13, 10]), piirozené diskrétni vnimén{ ¢asu v biologickych, ekonomickych a dalsich
modelech [1, 3, 14] i rozmach informatiky a numerické matematiky.

Bunécéné automaty lze z Sirstho pohledu vnimat jako dynamické systémy, ve
kterych je ¢as, prostor i stavovy prostor diskrétni, viz tabulku 1.

Vznik teorie bunéénych automati se véze na jméno Johna von Neumanna
a Ctyficdtd léta dvacdtého stolet{ [15]. Neni vubec ndhodou, zZe se ¢asové i au-
torem prekryva se vznikem moderni informatiky. Cilem Johna von Neumanna

2010 MSC. Priméarni 37B15.
Kli¢ovd slova. Bunétné automaty, dynamické systémy, chaos, diferen¢ni rovnice.
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Cas Prostor  Stavovy prostor
obycejné diferencidlni rovnice  spojity - spojity
obycejné diferen¢ni rovnice diskrétni - spojity
parcialni diferencidlni rovnice  spojity spojity spojity
parcialni diferenéni rovnice diskrétni  spojity spojity
miizkové diferencialni rovnice  spojity  diskrétni spojity
bunééné automaty diskrétni diskrétni diskrétni

Tabulka 1. Pfiklady dynamickych systému v souvislosti s pouzitou povahou ¢asu, prostoru a
stavového prostoru.

a jeho kolegu (napf. Stanislawa Ulama) bylo vytvofit jednoduché modely napodo-
bujici pfirodni systémy, které umoznuji na zakladé jednoduchych lokéalnich pravidel
komplexni globalni chovani. Mnohé fyzikalni a biologické systémy maji vlastnosti
bunéénych automatu [8]. Z biologickych aplikaci ziskaly bunééné automaty i své
jméno. Jednotlivym bodum diskrétniho prostoru fikdme buiiky.

Cilem tohoto ¢lanku je pfedstaveni zdkladnich pojmu a vlastnosti tykajicich se
bunéénych automatu. Po jeho precteni by ¢tenar mél ziskat zakladni prehled o bo-
hatém chovani, které se u trivialnich bunéénych automatu vyskytuje — periodické
chovani, cestujici profily i chaotické chovani.

2. BUNECNE AUTOMATY

Abstraktni definice bunééného automatu, se kterou budeme v tomto ¢lanku pra-
covat, je néasledujici:

Definice 2.1. Bunéény automat C = (T, X, .S, f) je dynamicky systém s dis-
krétnim ¢asem T, diskrétnim prostorem X, diskrétni mnozinou stavu S a piepiso-
vacim pravidlem f: SX — S.

Vzhledem k abstraktnosti a Sifce tohoto pojmu, okomentujme jednotlivé sou-
casti této definice.

Cas T je brén vyluéné diskrétni, typicky jako podmnozina pfirozenych &isel Ny
nebo celych ¢isel Z. V kazdém ¢asovém okamziku ¢ € T dochazi k aktualizaci viech
bunék! diskrétniho prostoru X podle lokalniho pfepisovaciho pravidla f.

Pro mnoziny A, B budeme znacit AP vsechna zobrazeni B do A. V naSem
pifpadé S¥X je mnozina viech riznych zobrazeni, které kazdé buiice x € X piifadi
jeden stav s € S. Je-li napf. stavovd mnozina tiiprvkova S = {a, b, c} a prostorova
mnozina ¢tyiprvkova X = 0,1,2,3, pak je S¥ mnozina s 4% = 256 prvky

SX = {aaaa, aaab, aaac, baaa, . . . , cceb, ceec} .

Ly ptipadé, ze jde o soucasnou aktualizaci vSech bunék, mluvime o synchronnim bunéé¢ném
automatu, jinak jde o asynchronni bunécny automat. V tomto ¢lanku se budeme zabyvat vylu¢né
automaty synchronnimi, ale existuji i asynchronni automaty, kde je napf. v kazdém casovém
okamziku aktualizovdna vzdy jedna jedind buiika, napf. postupné, tzn. jedna za druhou dle
daného potadi - pak mluvime o sekvencidlnich asynchronnich automatech.
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Diskrétni prostor X je tvoreny tzv. bunkami a pro jednoduchost je typicky
uvazovana d-rozmérnd miizka Z?, kde d € N je dimenze miizky. Obecné ale muize
byt stavovym prostorem libovolny neorientovany graf G = (V, E), napf. pravidelnd
Sestithelnikova miizka, apod. Jednotlivé vrcholy grafu v € V predstavuji nasledné
buiiky a hrany e € E pak jejich sousedstvi.

Stavovy prostor S je také (na rozdil napt. od diferencénich rovnic) diskrétni, tj.
konecnd (vyjimeéné spocetnd) mnozina stavi. Nejtrividlngjsi a nejcastéji studo-
vans situace je pifpad, kdy stavovym prostorem je dvouprvkové (bindrni)? mnozina
S = {0, 1}. Viceprvkové stavové prostory jsou jiz méné bézné a jsou vézdny na
specifické modely (napf. poéty onemocnéni, déti, pocet obyvatel apod.).

Kazd4 buiika z € X m4 své lokdlni okoli. Ozna¢me Nj(z) vSechny builky ve
vzdalenosti 1 od buitky = a N<i(z) vSechny buiniky ve vzddlenosti nejvyse jedna
(tj. N<1(z) = Ni(z)U{z}). Obdobné definujeme i okolf k-tého fddu (nebo struéné
k-okoli) N<y(x), pfedstavujici sousedy nejvyse ve vzdalenosti k € N.

Lokalni prepisovaci pravidlo f : S™ — S udédva, jakym zptsobem se bude stav
buitky ménit na zdkladé jejtho okoli. Typicky predpoklddame, ze m = m(z) =
|N<i(z)| je velikost néjakého k-okoli, a tedy pocet bunék, které ovliviiuji stav
bunky v dalsim kroku.

Lokélni prepisovaci pravidla néasledné generuji globalni pfepisovaci pravidlo
(v teorii diskrétnich dynamickych systémii nazyvané téz time-1 map) F: SX —
SX. Pro danou konfiguraci u(t,z) € S v ¢ase t € N a buiice x € X

u(t + 1355) = F(u(ta :ZJ)),
coz je dynamicky zapis bunééného automatu odpovidajici dynamické verzi dife-
ren¢nich rovnic (1.1). Lokaln{ i globdlni pfepisovaci pravidla mohou samoziejmé
byt i neautonomni (¢asové zavislé)

u(t+1,2) = F(t,u(t, x)).

Jejich slozitost vsak jiz prekracuje ivodni charakter tohoto textu.
3. ELEMENTARN{ BUNECNE AUTOMATY

Nejjednodussi tiidou bunéénych automatu (a zaroven jedinou tiidou, o které lze
Fici, ze je kompletné matematicky popséna) jsou tzv. elementdrni bunécné auto-
maty.

Definice 3.1. Elementdrn{ bunéény automat £ = (T, X, S, f) = (N, Z,{0,1}, f)
je bunécny automat s diskrétnim casem T = N definovany na jednodimenzionalni
mifzce X = Z, nabyvajic{ bindrni mnoziny stava S = {0,1} a autonomnim
lokdlnim pfepisovacim pravidlem f zdvisejicim pouze na 1-okoli dané buiky.

Diky podmince na 1-okoli je stav v ¢ase t + 1 ur¢en vzdy jen pomoci bunky
samotné a jejich dvou sousedi. Uvazujeme tedy 1-okoli N<q(z) a lokalni pravidlo

2Kromé jednoduchosti nachézi dvouprvkové mnoziny mnoho aplikaci a dvojice prvka mohou
reprezentovat napf. stav zivého organizmu (mrtvy X zivy), stav v modelech spolupréce (nespo-
luprace X spolupréce), nakazenost organizmu (zdravy X nakazeny), znalost informace (neznd X
znd), apod.
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bude zobrazen{ f: S® — S. Existuje presné 22 konfigurac{ pro toto okolf (111, 110,
101, 100, 011, 010, 001, 000), kde budeme piedpoklddat vzdy, Ze hodnoty jdou za
sebou v poradi levy soused, bunka samotna a pravy soused. Pfepisovaci pravidlo
musi pro kazdou z téchto konfiguraci jednozna¢né urcit stav v nésledujicim case,
moznosti jsou opét jen dvé (0 nebo 1). Nasledné existuje 2% = 256 elementarnich
bunéénych automati.

Tyto bunétné automaty jsou jednoduse ocislovatelné pomoci binarnich kédu,
takze napf. elementdrni bunéény automat 185 (tzv. pravidlo 185) muzeme bindrné
rozepsat jako

185=1.2"40204+1.22+1.24+1.2240.224+0.2' +1.2°
¢emuz odpovida, ze centralni butika bude v ¢ase t + 1 mit nédsledujici hodnoty na

zakladé jakékoliv z osmi kombinaci v ¢ase t,
véaset 111 110 101 100 011 010 001 000
veéaset+1 1 0 1 1 1 0 0 1
pficemz tuto tabulku lze vnimat jako definici piepisovaciho pravidla f: {0,1}3 —
{0,1}. Pravidlo mizeme jednoduse vizualizovat® (¢ernd odpovidd 1 a bil4 0)

Existuje mnoho zpusobu jak ztotoznit chovéni elementarnich bunéénych auto-
mati. Tim nejjednodussim je moznost, kdy naivné vyménime jednicky za nuly,
apod. Proto se zavadi tzv. tfidy ekvivalentnich pravidel, které mohou mit jeden
z nésledujicich ti{ vztahu:

e zrcadleni (prohozeni zleva doprava). Napf. zrcadlenim pravidla 185 dosta-
védme pravidlo 227 (pofadi vizualizace jednotlivych konfiguraci zustavé ale
nezménéno, vzdy podle bindrnfho kédu, viz vyse)

e piebarveni (prohozeni 0 na 1 a opa¢né jak u vstupu tak na vystupu). Napf.
prebarvenim pravidla 185 dostavame pravidlo 98.

e kombinace zrcadleni a prebarveni. Napi. zrcadlenim a pfebarvenim z pra-
vidla 185 dostavame pravidlo 56.

3Vétsina vizualizaci v tomto textu byla vytvorena pomoci programu Wolfram Mathematica,
ve kterém jsou, diky tdzkému vztahu Steva Wolframa k bunétnym automattim [15], elegantné a
efektivné implementovany veskeré zakladni relevantni funkce. Ctensfi se zdjmem doporucujeme
jako prvni krok bohaté moznosti funkce CellularAutomaton[].
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Dynamika téchto podminek je nasledné vizualizovana tak, ze na ose x je prostor
a na ose y je Cas, s tim, ze ¢as probiha shora dolu, tj. prvni fadek odpovida ¢asu
t = 0, druhy fadek casu t = 1, atd. Ilustrujme si na piikladu pravidla 22

Na nésledujicich obrazcich vidime vlevo aplikaci pravidla 22 na pocate¢ni pod-
4

minku s jednou jednickou a samymi nulami® a vpravo aplikaci pravidla 22 na

nahodnou poc¢ateéni podminku

Lze ukdzat (viz [15]), Ze existuje 88 jedine¢nych pravidel, které nelze témito
operacemi navzajem prevést. Z kazdé ttidy ekvivalence se jako reprezentant voli
to nejmensi z nich. Napft. vySe uvedené ekvivalentni upravy ukazuji, ze pravidla
185, 227, 98 a 56 jsou ekvivalentni a jako reprezentant této t¥idy ekvivalence se
voli pravidlo 56, apod.®

4pocatesni podminky s jednou jednickou vedou na dalsi zajimavou otéazku, kterou se zde
zabyvat nebudeme. Jak vypadd posloupnost po¢tu jednicek ¢i bindrnich rozvoju v case t? Otazka
je nezajimava pro lichd pravidla (pravidla s lichym &islem), které kombinaci 000 pFipisuji jednicku
a tim pddem hned v druhém kroku je jedni¢ek nekone¢ng, ale v ptipadé sudych pravidel (pravidel
se sudymi &isly) existuji zajimavé souvislosti s jednoduchymi posloupnostmi. Napf. pravidlo
220 umoziuje §ffen{ jedni¢ek smérem doprava (1, 11, 111, ...) a proto jejich pocet je trividlné
p(n) =n + 1, coz vede na bindrni rozvoje ¢isel

1,3,7,15,31,63,...,
coz ale neni nic jiného nez posloupnost
b(n) =27+t — 1.

Pro dals{ pravidla pfislusné posloupnosti nejsou jiz tak trividlni, vice v [15].
5Vsimnéme si, ze ekvivalentnich t¥id je 88, coz je vice nez 256 : 4 = 64. Duvodem je, Zze mnoha
pravidla (napf. trividlné pravidlo 0 a 255) jsou zrcadlovym obrazem sama k sobé.
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Téchto 88 pravidel ma velmi odlisné chovani, Steve Wolfram [15] je roztfidil
na 4 tiidy, které pozdéji Culik a Yu [5] mirné modifikovali a formélné defino-
vali podle tiidéni dynamickych systému Ilji Prigogina, nositele Nobelovy ceny,
jako stavy vedouci k rovnovaze, periodickému chovani, deterministickému chaosu
a komplexnimu nepopsatelnému chovani:

e Tfida 1 - Neménné stavy. Vsechny konecéné pocatecni konfigurace s €
SX se vyvijeji do homogenntho stavu, tj. existuje p € SX a ng € N tak, ze
pro vsechna n > ng

F"(s) = p.

Pravidlo 0 Pravidlo 4

e Ttida 2 - Periodické stavy. Vsechny konecéné pocateéni konfigurace s €
SX se po koneéném poctu krokt dostavaji do opakujicich se konfiguraci, tj.
existuje m,n € N, m # n tak, ze

Pravidlo 5 Pravidlo 73

e Tiida 3 - (Deterministicky) chaotické chovani. Existuje algoritmus,
ktery dokéze urcit, zda-li koneénd konfigurace s; € S¥ patif do trajektorie®
konfigurace sy € S, tj. plati-li pro néjaké n € N, ze

Fn(SQ) = S1.

6(Kladn::i) trajektorie pocatecni konfigurace o diskrétniho dynamického systému je posloup-
nost (F™(zp)), kde n € Np.
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Pravidlo 30

e Tiida 4 - Univerzalita. Pravidla, u kterych nelze urcit ani kone¢ny stav,
ani periodu ani algoritmus, zdali kone¢né konfigurace lezi na vzijemnych
trajektoriich.

Pravidlo 110

Velmi dlouho se nevédélo jisté, zda-li pravidlo 110 opravdu patii do Ttidy 4.
Jinymi slovy, nejista byla nepréazdnost Tiidy 4 pro elementarni bunééné automaty.
Autorem dikazu pro pravidlo 110 je Matthew Cook [4].

4. DVOUROZMERNE BUNECNE AUTOMATY

Uz méné systematicky a zejména z pohledu rozdilu a komplikaci se podivejme na
dvourozmérné bunééné automaty

Co = (N, Z%,{0,1}, f).

Prvni rozdil je, Ze existuje vice piistupt, co povazovat za okoli. Dva hlavni pfistupy
jsou tzv. von Neumannovo okoli (4 sousedé vpravo, vlevo, nahoie a dole) a tzv.
Mooreovo okoli (kazdd buika ma 8 sousedi, tj. oproti von Neumannové okoli nové
i 4 diagonéln{ sousedy), viz nédsledujici obrézek.

“m N m
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I kdyz uvazujeme jen 1-okoli buiiky, pocet elementarnich dvourozmérnych bu-
néénych automatu velmi vyrazné vzroste, coz lze ilustrovat jednoduchymi vypocty.

V piipadé von Neumannova okoli rozhoduje o konfiguraci 5 bunék (stied a 4
sousedé), coz vede na 2° = 32 moznych konfiguraci v ¢ase t a ndsledné dostdvame
232 cca 4 miliardy, bunéénych automatu.

V piipadé Mooreova okoli rozhoduje o konfiguraci 9 bunék (stied a 8 sousedé),
coz vede na 2° = 512 moznych konfiguraci v ¢ase t a nésledné dostdvame 2°12, cca
1,3.10%%, bunéénych automati.

Kvuli témto velkym po¢tum moznosti se zkoumaji casto pouze tzv. totalistické
bunééné automaty, které vykazuji urcitou symetrii

Definice 4.1. Bunéény automat C = (T, X, {0,1}, f) je totalisticky, pokud f
zavisi pouze na poctu 0 a 1 na okoli.

Nejslavnéjsim dvourozmérnym bunéénym automatem (a jedinym, ktery si zde
zminime) je Conwayova hra zivota. Milovnik matematickych rébust, hlavolamu a
her John Horton Conway, ktery se jinak zabyval mj. teorii grup, ji v roce 1970
zkonstruoval pro zabavu v korespondenci s redaktorem c¢asopisu Scientific Ame-
rican Martinem Gardnerem [6]. Je uvazovdno Mooreovo okoli, tj. buika méa 8
sousedu. Stav 1 mé vyznam existence zivota v dané buiice a 0 naopak jeho neexis-
tenci. Jedna se o totalisticky dvoudimenziondlni bunéény automat s nasledujicimi
pravidly (generujicimi pfepisovaci pravidlo f)

e Ziva buiika s 0 nebo 1 zivymi sousedy umir.

e Ziva buiika s 2 nebo 3 zivymi sousedy preziva.

e Zivé buiika se 4 a vice zivymi sousedy umir.

e Mrtva bunka s pravé 3 sousedy oziva.
Tento model se ukdzal jako univerzdlni (podobné jako pravidlo 110), Berlekamp,
Conway a Guy dokézali v roce 1982 [2], Ze nelze uré¢it, jestli dand koneénd pocatecni
podminka vyhyne ¢i ne. Nasledujici obrazek ukazuje ndhodny poc¢atecni stav (vle-
vo) a stav po 10000 iteracich (vpravo).
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Pro svoji jednoduchost, univerzalnost si ziskala hra zivota zdjem mnohych re-
kreacnich i profesionalnich matematiki, ktefi nasledné klasifikovali nékteré poca-
tecni podminky jako:

e stabiln{ (stacionarni, v ¢ase neménné) struktury, napf. nasledujic{ tii kon-
figurace,

e periodické/opakujici se struktury, napt. nasledujici obrazek ukazuje tii po-
¢atecni struktury vedouci na trajektorie s periodou 2 (napf. obdélnik 3 x 1).

t=0,2,4,...

H .. EEm

t=1,3,5,...

e cestujici struktury, tzv. spaceships, nejjednodussi z nich, tzv. glider, se po
4 iteracich vrati do stejné konfigurace ale v posunu o jednu z-ovou i y-ovou
soufadnici déle.

5. ZAVER

Vyznam bunéénych automatt obecné spociva ve faktu, ze umoznuji velmi kom-
plexni globalni chovani a to vSe na zdkladé trividlnich lokalnich pravidel. Podle
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mnohych teorie bunéénych automatu ve spojeni s obrovskou vypocetni silou avi-
zuje revoluci ve véde, viz ambiciézni pojeti monografie [15].

V neddvné dobé vznikly mnohé modely, na jejichz predstaveni zde jiz neni
prostor, ale zvidavého ¢tenaie radi odkazujeme napt. na evoluéni hry na grafech —
soubor bunéénych automatu popisujicich vyvoj spoluprice (stavy 0 a 1 odpovidaji
nespolupréci a spolupréci). Obecné jde o automaty, které nejsou elementérni (vliv
na lokalni pravidlo maji i 2-sousedé). Navic je typicky uvazovéna nejen dvoudi-
menzionalni miizka, ale obecné grafy. Pro hezky ivod doporucujeme piehledovou
knihu [11] a simulace umoznujici webovou stranku [7].

Velmi vyznamnym epidemiologickym modelem je tzv. Greenberguv-Hastingsuv
bunéény automat. Jde o diskrétni verzi slavného epidemiologického SIR modelu.
Z matematického hlediska je vyznamnym faktem, ze stavovy prostor, na rozdil od
vsech vyse uvedenych modelu, nema4 jen 2 stavy, ale libovolné mnozstvi, v zavislosti
na délce nemoci n € N a délce obdobi, kdy jsou jedinci imunni vuéi ndkaze ¢ € N.
Stavovy prostor lze zapsat

S ={ZDRAVY,NEMOCy,..., NEMOC,,IMUNNI,,..., IMUNNI;}

a pocet stavu je nasledné
[S|=1+n+1.

Odkazujeme naptiklad do monografie de Vries et al. [14, Odstavec 6.2].

Pro ¢tendre, ktery by se rad vice dozvédél o teoretickych aspektech bunéénych
automati, odkazujeme napt. do ¢ldnku Kari [9], kde jsou pfehledné shrnuty napf.
otdzky jako je dosazitelnost stavu, reversibilita (zpétny chod v ¢ase) a zdkony
zachovani (tj. za jakych podminek se zachovavaji poéty jednicek a nul).

Bunécéné automaty byly také zobecnény. Zejména v socidlnich a ekonomickych
védéch se v neddvné dobé zacaly studovat tzv. ABM modely (agent based mo-
dels). Zdkladni myslenka je shodnd s bunéénymi automaty. Cilem je vytvorit
z lokélnich pravidel popis globalniho komplexniho chovani. Nicméné, ABM modely,
uvazuji heterogenni agenty (jednotlivce) s mnozstvim vlastnosti (napft. vék, rych-
lost, vzdélani, pohlavi, apod.), které nasledné ovliviiuji lokalni chovani. Hezké a re-
lativné jednoduché srovnani popisujici vyvoj dynamickych systému od tradi¢nich
spojitych a diskrétnich dynamickych systému popsanych diferencialnimi a dife-
renénimi rovnicemi pies bunééné automaty az po ABM modely muze ¢tenéi nalézt
napft. v [12].
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GREENOVA VETA A JEJi APLIKACE

ROBERT MARIK

ABsTRAKT. V ¢lanku je diskutovan vliv Greenovy véty mimo ryze matematické
oblasti. Je zde zdtiraznén jeji vyznam pii odvozovani diferencialnich tvara fyzikalnich
zakonl a dale je uvedena jeji role p¥i vysvétleni funkce planimetru — piistroje pro
méfeni obsahid rovinnych obrazcii obecného tvaru. Na rozdil od jinych podobné
zaméfenych praci rekonstruujeme p¥imo vektorové pole planimetru a tim mtzeme
kromé vysvétleni planimetru ovérit i matematické zdivodnéni nékterych doporuceni
pro spravnou préci s timto pFistrojem.

Greenova véta je klasické tvrzeni z vektorové analyzy, davajici do souvislosti
kiivkovy integral druhého druhu po uzaviené kiivce a dvojny integral rotace vek-
torového pole pies mnozinu, kterd je touto kiivkou ohrani¢ena. V tomto ¢lanku si
piipomeneme vyznam Grenovy véty a predstavime si planimetr — pfistroj k méfeni
obsahtt dvourozmérnych mnozin, jehoz funkce s Greenovou vétou tzce souvisi.

1. UvoDp

Nejbéznéjsi tvar Greenovy véty je

§pasau- [ (2220 as, "

kde D je jednoduse souvisla oblast a C' = 0D je kladné orientované hranice této
mnoziny, o niz predpokladame, Ze je tvorfena po castech hladkou jednoduchou
uzavienou kfivkou. Funkce P a @ jsou funkce proménnych z, y definované v néjaké
oteviené mnoziné obsahujici mnozinu D, majici v této mnoziné spojité parcialni
derivace.

Pracujeme-li s vektorovym polem F= (P, @) a uvazujeme-li dvourozmérnou ro-
taci rot, F jako z-ovou komponentu trojrozmérné rotace vektorového pole (P, @, 0),
tj-

- 0Q 0P

t,F=———,
ro or Oy

%ﬁd?:// rot, F dS.
C D

2010 MSC. Primarni 26B20; Sekundarni 01A55.
Klic¢ovd slova. Matematickd analyza, vektorova analyza, Greenova véta, planimetr.

dostava vztah (1.1) tvar



16 R. MARIK

V kontextu vektorové analyzy se kifivkovy integral na levé strané nazyva cirku-
lace vektorového pole F po orientované kiivce C. Nejcastéji se s timto integralem
v aplikacich setkdvame pii vypoctu prace (v tomto piipadé je vektorové pole defino-
vano piisobici silou) nebo p¥i vypoctu elektrického napéti (piislusnym vektorovym
polem je pole elektrické intenzity).

Dalsim béznym tvarem Greenovy véty je

f{ de+de_// (8P 8Q> ds.

Matematicky tento vztah dostaneme prostou substituci funkci —Q a P za funkce P
a Qv (1.1). Tento vztah je vSak zajimavy z fyzikdlniho hlediska, protoze formalng
nahrazuje pole (P, Q) kolmym polem (—@Q, P) a pracuje tedy s normélovou slozkou
vektorového pole F namisto slozky tec¢né. Proto mé vyraz na levé strané fyzikalni
interpretaci toku vektorového pole kiivkou C. Na pravé strané vidime divergenci
vektorového pole F", kterd je definovana vztahem

2. FYZIKALNI vYZNAM GREENOVY VETY

Ve fyzice jsou zndma a pouzivanéjsi rozsiteni Greenovy véty do vice dimenzi. Roz-
§ifenim Greenovy véty pro cirkulaci podél okraje plochy, kterd neni rovinnou plo-
chou, je Stokesova véta a rozsifenim Greenovy véty pro tok uzavienou plochou
v prostoru je Gaussova-Ostrogradského véta. Ve spojeni toku nebo cirkulace vek-
torového pole s jistym dvojnym integralem obsahujicim operatory divergence a ro-
tace spoCiva aplika¢ni vyznam Greenovy véty a jejich roz§iteni. Diky této vété
je mozné prechazet mezi lokalnimi (diferencidlnimi) a nelokalnimi (integralnimi)
tvary fyzikalnich zédkonu. Napiiklad Faradayuv zakon elektromagnetické indukce

Edf:—i// BdS
oD dt JJp

vyjadiuje skutecnost, ze velikost indukovaného napéti ve smycce je rovna ¢asové
zméné toku magnetické indukce touto smyckou a ptlisobi proti této zméné. Dava
tedy do souvislosti makroskopické veli¢iny. Diky Greenové vété (resp. v obecném
piipadé diky Stokesové vété) je mozné Faradayuv zakon pievést na tvar

// rotEdS———// BdS

a (po zaméné pofadi derivovani a integrovani podle nezavislych proménnych)

J[ rorBas= [[ s

Protoze tato rovnost musi byt splnéna pro libovolnou plochu D, plati

- 0B
- _= 2.1
rot K PR (2.1)
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Obrazek 1. Polarni kompenzaéni planimetr znacky Allbrit.

coz je tieti Maxwellova rovnice! v diferencidlnim tvaru. Tato rovnice slovné vy-
jadfuje, ze vir elektrického pole (tj. nenulova rotace intenzity elektrického pole)
vznikd tam, kde se méni magnetické pole. Na rozdil od Faradayova zékona, ktery
je podle vyse uvedeného vlastné tieti Maxwellovou rovnici v integralnim tvaru,
nepracuje rovnice (2.1) s makroskopicky méfitelnymi veliinami, je vsak vhod-
né&jsi pro pochopeni fyzikalni podstaty a dava také fyzikalni interpretaci operatoru
rotace.

Podobnym zptisobem je mozné ze zdkonu zachovani makroskopickych veli¢in
odvodit p¥islusné diferencilni zakony a vztahy pouzivané ve fyzice jako napiiklad
rovnici kontinuity pro obecnou stlacitelnou tekutinu, rovnici vedeni tepla nebo
rovnici difuze, viz naptiklad [3, Kapitola 1].

3. PLANIMETR

Jak bylo uvedeno v pfedchozi kapitole, Greenova véta mé ve fyzikidlnim popisu
svéta zésadni postaveni. Z matematického hlediska je zajimavé, ze dava do souvis-
losti informaci rozlozenou na mnoZiné v roviné a informaci ziskanou vyhradné na
hranici této mnoziny. V ucebnicich (viz napiiklad [9, str. 1139]) i na pfednéaskach
(viz napiiklad [2, ¢as cca 43:30]) byva casto jako mechanicky piistroj pracujici

11\/[axvvellovy rovnice jsou ¢tyfi rovnice, které zcela popisuji chovan{ elektromagnetického pole.
K nim zpravidla pridavAme materidlové vztahy podle studovaného prostifedi a feSenim té&chto
rovnic dostavame fyzikalni popis redlnych situaci. Jako disledky Maxwellovych rovnic miZzeme
ziskat napfiklad vinovou rovnici pro elektromagnetickou vlnu, zdkon odrazu a zdkon lomu svétla,
Kirchhoffovy zakony v elektrickych obvodech apod.



18 R. MARIK

na zakladé Greenovy véty uvidén planimetr — p¥istroj na méfeni obsaht dvou-
rozmérnych obrazci. Pod pojmem planimetr se v praxi rozumi téméf vyhradné
polarni planimetr, coz je pfistroj, jehoz historie je zcela unikatni a vymyka se
vSem ostatnim piistrojim védci a pFirodovédci. Posudte sami: polarni planimetr
vynalezl v roce 1854 gV}?car Jacob Amsler a tento planimetr se bé&zné pouzival
a7z do 80-tych let 20. stoleti ke stanoveni obsaht dvourozmérnych obrazci vsude,
kde znalost obsahu byla podstatné pro dali postup. Planimetry byly pfitomny ze
ziejmého divodu v pracovnach kartografi a stavebnich inzenyri, ale nasly uplat-
néni i v biologii, lékafstvi, potravinafstvi, strojirenstvi, lesnictvi, geologii a fyzice.
Bez zasadni inovace planimetr piezil druhou polovinu 19. stoleti a téméfr celé 20.
stoleti, tedy dobu, kdy doslo k zasadnim technickym inovacim prakticky ve vSech
oblastech Zivota. Postupné byl vytésnén az nastupem digitalizace a digitalniho
zpracovani obrazu. Dnes se s nim v bézné laboratofi jiz nesetkame. I tak je vSak
zajimavé poznat souvislost mezi timto jednoduchym aparatem a Greenovou vétou.

Zakladnim stavebnim kamenem planimetru je rameno planimetru s integra¢nim
koleckem a hrotem. Hrot je pfi méfeni veden po obvodu obrazce a druhy konec
ramene je dodate¢nym mechanismem vazan na né&jakou kfivku — pfimku v pfipadé
lineadrniho planimetru a kruznici v pfipadé polarniho planimetru.

Integracni kolecko je jednoduchy mechanicky prostiedek, ktery svazuje funkci
planimetru s kfivkovym integralem. Je nasazeno kolmo na rameno planimetru
a navrzeno tak, aby se lehce otacelo okolo své osy a soucasné bez odporu klouzalo
do boku. Pokud se takové kolecko pohybuje po kiivce se kterou svira obecny thel,
rozklada se jeho pohyb pfirozené na dvé komponenty: na komponentu ve sméru
kolecka (otaceni) a na komponentu kolmou (klouzéni). Pouze komponenta ve sméru
kolecka zptusobi pootoceni kolecka. Je to podobné jako prace konana silou, kdy
jenom komponenta ve sméru pohybu koné préaci. Pro kvantitativni popis ozna¢me
jednotkovy normalovy vektor k rameni planimetru (coz je sou¢asné sou¢asné smér
kolecka) 7i. P¥i pohybu kolecka po useéce definované vektorem posunuti 7 je celkova
draha zaznamenang koleckem rovna délce projekce vektoru 7 do sméru 73, tj. je dana
skalarnim soucinem 7 - 7. Pokud se kolec¢ko nepohybuje po tsecce, ale po obecné
kiivce C prechazi tento skalarni soucin v kiivkovy integral druhého druhu [, o ndr
vektorového pole 7 po kiivce C. To je mozné nahlédnout bud s odvolanim na
analogii s konanim préce, nebo obvyklymi dvahami integrilniho po¢tu zaloZzenymi
na déleni a limitnim pifechodu. V dal$im rozboru musime zjistit, jaka je souvislost
mezi kiivkovym integralem | o 1dr a pohybem méfictho hrotu po hranici méfené
mnoziny?.
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Obrazek 2. Schematicky nékres linear- SNy x
niho planimetru. Vlevo vazba na p¥imku,
vpravo méfici hrot, uprostfed integra¢ni Obrazek 3. Vektorové pole linearniho pla-
kole¢ko se stupnici. Pfevzato z http:// nimetru a kfivka C, kterou opisuje inte-
persweb.wabash.edu/facstaff/footer. graéni kole¢ko pii méfeni obsahu €.

3.1. Linearni planimetr

Linedrni planimetr se vyznacuje tim, Ze druhy konec ramene planimetru (ten, kde
neni mé&fici hrot) se volnd pohybuje po pfimce. V soufadnicich podle obrazku 3
mé vektor uréeny ramenem planimetru souiadnice (z,v'L? — 22), kde L je délka
ramene. Jednotkovy normalovy vektor k rameni planimetru je tedy
1
= Z(—\/L2 —xQ,JC).
Jsou-li (X,Y") souradnice integra¢niho kolecka a jsou-li ¢ a C' po fadé kiivky opi-
sované méficim hrotem a integra¢nim kolec¢kem, potom kolecko zaznamenéva hod-

notu
1
I:Z/ —/L?2 —22dX + zdY. (31)
le}

Tento integral pievedeme do vyjadieni pomoci kiivky ¢ a soufadnic méficiho
hrotu (x,y). Je-li w vzdalenost integra¢niho kolecka od konce ramene vazaného
na pfimku, snadno odvodime

(X,Y) = (Ex,y— (1— E) \/LQ—xQ).

L L

2y publikacich v&novanych funkci planimetru je tento postup zpravila zjednoduSen tak, Ze se
nejprve uvazuje integra¢ni kolecko umisténé ve stejném bodé jako mé¥ici hrot a poté se ukaze, ze
otacky zaznamenané na koleCku po uzavieni celé ki¥ivky nezdlezi na skute¢né poloze integra¢niho
kolecka na rameni planimetru. Jiny pfistup je zanedbat uz béhem vypoctu komponentu, ktera
se na celkovém &teni planimetru neuplatni, viz napfiklad [5]. My se v8ak budeme snazit najit
piimou souvislost mezi pohybem planimetru a vektorovym polem pfistroje, tj. pfimou souvislost
mezi pohybem planimetru a Gdaji zaznamenavanymi na integra¢nim kole¢ku i b&hem pohybu.
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Diferencovanim ziskame

w w T

a po dosazeni do (3.1) dostavame

1 w w x?
_ - _ 2 _ 2% 2y
I_L/c< L :cL—|—(1 L) LQ—xQ) dz + zdy
7l 22 — Lw
L J.JIZ =2

Predpoklad ¢ = 092 a Greenova véta umoziuji pievod na dvojny integral

1

majici (az na konstantni nasobek) vyznam obsahu mnoziny 2. Linearni planimetr
tedy pracuje s vektorovym polem

a integral tohoto vektorového pole po kiivce ¢ = 0f) je roven obsahu mnoziny ).

dz + z dy.

Pozndmka 3.1. Diky transla¢ni invarianci pfi posunuti ve sméru osy y (viz ob-
razek 3) bylo pfirozené otekavat, ze vektorové pole linearniho planimetru nezavisi
na proménné y. Toto ocekavani se skute¢né potvrdilo. Dale je moZzno vypozoro-
vat (pfimym vypoc¢tem nebo z obrazku 3), ze velikost vektort z vektorového pole
planimetru je vétsi dal od osy y. To méa snadno interpretovatelny diisledek: pokud
se operatorovi obsluhujicimu planimetr zachvéje ruka a nekopiruje presné kfivku ¢
v misté, kde mé vektorové pole vétsi velikost, zpusobi se tim vétsi chyba, nez kdyz
takovato nepozornost nastane v misté s mensi velikosti vektorového pole. Proto se
doporucuje méftit tak, aby rameno nebylo moc vychylené. Pokud bychom netrvali
na uplnosti naseho popisu planimetru, ale snazili se vyklad zjednodusit iivahami
naznacenymi v pozndmce pod ¢arou na strané 19, nebyl by davod takového dopo-
ruceni zfejmy. My v8ak nyni toto doporuceni mame podlozeno vypoctem.

3.2. Polarni planimetr

V polarnim planimetru navrzeném Amslerem je konec ramene planimetru, ve kte-
rém neni méfici hrot, vazan na kruznici. Vyhoda je, Ze takovato vazba je kon-
struk¢né mnohem jednodu$si nez vazba na pifimku, protoZe je mozno ji realizovat
pomoci nepohyblivého pélu a pomocného ramene definujiciho kruznici.

Pocatek soustavy soufadnic volme v nepohyblivém pélu. Necht L je délka méfi-
ctho ramene a bud'te (z, y) soufadnice méficiho hrotu a (a(z,y), b(z, y)) souradnice
druhého konce mé¥iciho ramene (vazaného na kruznici). Méfici hrot se pohybuje
po kiivce ¢ = 09Q. Je-li hrot v bodé (z,y), ma jednotkovy vektor mifici kolmo
k méifcimu rameni vyjadieni @ = +(b — y,z — a) a jsou-li déle souradnice (X,Y")
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|

Obrazek 4. Schematicky nakres polarniho
planimetru. Dolni konec svislého ramene
tvofi pol planimetru. Po6l se nepohybuje, ale
rameno se okolo né&j miize otacet. Sikmé ra-

meno ma na pravém konci hrot kopirujici
hranici méfené mnoziny a pfiblizné upro-
stfed integraéni kolecko. Casté je 1 umis-
téni kolecka a7 za spojem obou ramen,
jako na obrazku vpravo a na obrazku 1.
Prevzato z http://persweb.wabash.edu/
facstaff/footer.

Obrazek 5. Vektorové pole polarniho pla-

nimetru. Délka mé¥icitho ramene L je mé-

fena od spoje (a, b) k méFicimu hrotu (z,y).

P#i pohybu bodu (z,y) po kfivce ¢ je spoj

ramen (a,b) vdzan na vyznalenou kruznici

a integrac¢ni kole¢ko v bodé (X,Y") se pohy-
buje po k¥ivce C.

soufadnicemi integrac¢niho kolecka pohybujiciho se po kiivce C, je tdaj na inte-
graénim kolecku roven

I:%/C(bfy)dX+(xfa)dY. (3.2)

Je-li integra¢ni koletko na rameni planimetru ve vzdalenosti w od bodu (a,b)
smérem k bodu (z,y), jsou soufadnice kolecka

w w w w

(X,Y) = (Zer (1- Z) a, 2y + (1- Z) b).
Tento vzorec zahrnuje i piipad w < 0, kdy integra¢ni kolec¢ko neni mezi ob&ma
konci planimetru, ale je ve vzdélenosti |w| od bodu (a,b), smérem od bodu (z,y).

Piipomeiime, Zze a a b jsou funkcemi proménnych x a y. Diferencovanim vztahu
pro X a Y dostaneme

ax = Lae + (1 - 3) {(%dx + aady} :

L L/ |0x Ay
w w\ [ Ob 0b
ay = Zdy + (1 - Z) {amdx + &ydy}
a po dosazeni do (3.2) ziskame
1 w
I==.=2 — —
T'T c(b y)dz + (z —a)dy

+LL;”/C<(by)gz+(xa)gZ> dz + <(by)gz+(wa)gz> dy,
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kde pro snazsi vypocet je integral rozdélen na dvé ¢asti. Aplikace Greenovy véty
pro k¥ivku ¢ = 09 déava po jednoduchych upravach

1 w da Ob
I—L'L//Q{Q‘ax‘ay} a5

(3.3)
0D (s el B)es

Pokusime se najit vyjadieni vyraza vystupujicich v téchto integralech pomoci pro-
ménnych x a y.

Dvé ramena polarniho planimetru definuji dvé vazby mezi body (x,y) a funk-
cemi a(z,y) a b(x,y). Jsou-li délky ramen planimetru L a P, maji tyto vazby
tvar

da
ox 0
o6 b

oy

a’?+b? = p?
(2 — )+ (y— b)? = L2

Derivovanim kazdého z téchto vztaht podle x a poté podle y obdrzime ¢tyfi rov-
nice, které je mozno zapsat maticové ve tvaru

da da
a b ox oy | _ 0 0
(z—a y—b) (gg gg>_(aj—a y—b)' (34)
a b
MZ(ac—a y—b)

mé inverzni matici M !, pokud je splnéna podminka detM = ay — bx # 0. Potom

plati
e 1 y—b —b
ay—br \a—x a
a z (3.4) dostaneme

()=o) =t ().

Odtud okamZzité plyne

Matice

% + @ =1

Ox Oy '
Dale z existence M ! a z Cauchyovy véty (determinant soucinu je sou¢inem de-
terminantii) aplikované na maticovou rovnici (3.4) plyne

9a  Oa

ox oy | _
9 o] =0.
ox dy

S témito vztahy dostava vyraz (3.3) tvar

1
11 [[as
L JJa
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a stejné jako u linearniho planimetru vidime, Ze kolecko zobrazuje (aZ na multipli-
kativni konstantu) obsah mnoziny §2.

Poznamka 3.2. Konstrukce polarniho planimetru umoziuje ménit délku L ra-
mene planimetru a pohodlné takto pracovat s podklady pii riznych zvétSenich.
Skute¢na podoba polarniho planimetru se jiz ve 30. letech 20. stoleti ustélila na
snadno rozebiratelné konstrukci, kterou je moZzno pii méfeni sestavit dvéma ruz-
nymi zpusoby, kdy spojeni obou ramen je jednou nalevo a jednou napravo od
spojnice poélu a méficiho hrotu. Tim je mozno kompenzovat piipadné vyrobni
nedostatky: méfeni se provede v obou konfiguracich a z naméfenych hodnot se
vypocte aritmetickych prameér. Tento typ planimetru se jiz nenazyva Amslerav,
ale kompenzac¢ni planimetr.

Poznamka 3.3. Pti méfeni polarnim planimetrem se doporucuje postupovat tak,
aby pii méfeni nebyl planimetr pfili§ otevieny nebo zavieny. Diky uplnému popisu
vektorového pole planimetru si, podobné jako u planimetru linedrniho, mizeme ob-
jasnit, odkud tento pozadavek vyvstava. Pozadavek na existenci inverzni matice
M~1 je ekvivalentni podmince, Ze (a,b) neni nasobkem (z,%), tj. Ze ramena pla-
nimetru nejsou rovnobé&zna. Cim dale jsme od rovnobézné konfigurace ramen, tim
lépe je soustava (3.4) podminéna. Proto pfed méfenim nastavime planimetr tak,

Pozndmka 3.4. Pravdépodobné prvni zminka o souvislosti planimetru s Gre-
enovou vétou je v ¢lanku [1]. Dalgimi vhodnymi zdroji informaci jsou napiiklad
[4, 5]. Bez pomoci Greenovy véty je mozno funkci planimetru vysvétlit pomoci
Guldinovy véty nebo pomoci kiivotarych soufadnic (viz [6]). Cisté geometrické
vysvétleni je mozno najit napiiklad v praci [7] a na webové strance [8].
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O KRIVKACH A KRIVOSTECH

JOSEF SILHAN a VOJTECH ZADNIK

ABSTRAKT. Vyjadieni kiivosti kfivek v eukleidovské roviné a prostoru je velice
standardnim cvi€enim z diferencialni geometrie. Ve vyslednych vzorcich vztazenych
k obecné parametrizaci kfivky lze vidét obsahy rovnobézniki, pfip. objemy rovno-
béznostént uréenych prvnimi tfemi derivacemi kiivky. Analogické vztahy pro vyssi
kfivosti v prostorech vyssi dimenze se v literatufe hledaji nesnadno, ackoli jsou velmi
snadno odvoditelné. V tomto pfispévku ukidzeme, jak na to.

1. UvoDp

Zatneme s velmi hrubymi, ale intuitivné spravnymi predstavami o k¥ivkach v euk-
leidovském prostoru a jejich kfivostech. Pfimky nejsou kiivé vibec; jejich kfivost je
nulové. KruZnice jsou rovinné kiivky, které jsou kiivé vSude stejné; jejich kiivost je
konstantni a nepfimo tumérna poloméru (kolikrat vétsi polomér kruZnice, tolikrat
mensi kifivost). VSechny kruznice se stejnym polomérem, tedy se stejnou kiivosti,
jsou navzijem shodné. U obecnych kiivek v rovinné se jejich kfivost muze ménit.
Pokud tuto vlastnost dokdzeme néjak kvantifikovat, pak tuSime, Zze odpovidajici
veli¢ina urcuje kiivku az na shodnost jednoznacné.

Sroubovice jsou kiivky, které obdobné jako kruznice vypadaji v§ude stejné kiivé,
ale na rozdil od kruznic nelezi v zadné roviné. K jejich popisu potiebujeme kon-
stanty dvé&, napft. polomér kruznice, ktera je kolmym primétem Sroubovice, a stou-
péani Sroubovice. Prvni konstanta souvisi s prvni kiivosti kfivky, druhé s druhou
kfivosti neboli torzi. VSechny sroubovice se stejnymi prvnimi i druhymi kifivostmi
jsou navzajem shodné. Sroubovice s nulovou torzi jsou kruznice. U obecnych pro-
storovych kfivek se obé kiivosti mohou ménit, ale opét tusime, ze urcuji kiivku az
na shodnost jednoznacné.

Pravé popsané predstavy lze upfesnit nékolika zptusoby. V odstavci 2 uvedeme
péar definici zalozenych na pojmu styku kiivek urcéitého fadu. Vyhodou takového
pristupu je ziejmy a nézorny start, nevyhodou je nepiilis ziejmé zobecnéni pro
kiivky v prostorech obecné dimenze. (Uz vymezeni torze v dimenzi tii se muze
nezasvécenému ¢tenafi zdat trochu podezielé.)

2010 MSC. Primarni 53A04, 53A55.
Kli¢ovd slova. Krivky, Frenetovy rovnice, invarianty relativni a absolutni.
Vznik ¢lanku byl podpofen grantem GACR 15-11070S.
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Alternativni vymezeni v odstavcich 5 a 6 je zaloZeno na existenci p¥irozené pa-
rametrizace kiivky (parametrizace obloukem) a p¥irozeného ortonormélniho (Fre-
netova) repéru podél kiivky. Vyjadfeni infinitezimélni zmény tohoto pfirozeného
repéru vzhledem k pfirozené parametrizaci vede k systému (Frenetovych) rovnic,
jejichz koeficienty definuji podstatné invarianty kfivky. Odtud je hned patrné, ze
takto definované invarianty urc¢uji kfivku az na shodnost jednoznac¢né. Jednoduché
cviceni ukazuje, Ze tyto invarianty odpovidaji pravé tém zaloZenych na styku kii-
vek. Dalgi jednoduché cviceni ukazuje, jaké je jejich vyjadireni vzhledem k obecné
parametrizaci kiivky, viz formulky (5.3) a (6.4). Tyto vztahy lze najit (v mnoha
mutacich) ve v8ech relevantnich u€ebnicich a jinych zdrojich. V téchto vyjadienich
se objevuji obsahy rovnobézniki, piip. objemy rovnobé&znostént uréenych prvnimi
tfemi derivacemi kiivky. To je vychozi bod nagich dalgich avah.

Piistup pomoci Frenetova pohyblivého repéru mé bezprostiedni zobecnéni pro
kfivky v prostorech obecné dimenze, viz odstavec 7. Prvni piekvapeni skytd az
patrani po analogiich vztahi (6.4) pro vyssi kiivosti. Ty jsme nenasli v Zadné
nam dostupné ucebnici, pouze v pomérné ¢erstvém ¢lanku [1] publikovaném v po-
mérné prestiznim ¢asopise. V tomto piispévku chceme ukézat, ze k témuz vysledku
1ze dospét pomérné jednoduchou kompilaci dobfe zndmych poznatki souvisejicich
pravé s konstrukeci Frenetova repéru. Shrnuti a vyvrcholeni celé diskuze nabizime
v odstavci 8, ve Vété 8.1.

Jako pomocny nastroj pouzivaime pojem relativnich invarianta kfivky, viz od-
stavec 4. S trochou trpélivosti lze pracovat i bez nich, ale jejich pouziti velmi
usnadiuje nejen mnohé formulace, ale také argumentace.

VSechny nalezitosti k této klasické latce lze najit v nepifeberném mnozstvi lite-
ratury, viz napf. nase oblibené zdroje [3] a [4]. Relativni invarianty v uéebnicich
Casto nenajdeme, jednou z nemnoha vyjimek je napt. [2]. Pii zpracovavani materi-
4lu jsme se v mnohém inspirovali strukturou piislusného kurzu prof. Ivana Kolafe,
kterému tento ¢lanek vénujeme.

2. STYK KRIVEK

V tomto odstavci nabizime prvni upfesnéni tvodnich pfedstav o kiivostech kii-
vek pomoci pojmu styku kfivek uréitého fadu. Cely odstavec je zamyslen spis
motivacné, procez si mizeme dovolit pomérné uvolnéné formulace. Ke viem zde
predstavenym pojmum se v dalsich odstavcich vratime.

Styk kiivek fadu 0 znamené spole¢ny bod, styk fadu 1 znamena spole¢nou teénu
ve spoleéném bodé. Obecné styk Fddu r znamend stejné derivace az do fadu r ve
spoletném bodé vzhledem k vhodnym parametrizacim v okoli tohoto bodu'. Zde
samoziejmé odkazujeme na odpovidajici vektory: je-li c: I — R™ parametrizace
k¥ivky, pak pro r = 1 jde o teény vektor ¢’, pro r = 2 mluvime o vektoru zrychleni
¢’ atd. Abychom viubec mohli uvazovat styk kfivek fadu r, musi kiivky samotné
byt alespon fadu r, tzn. musi existovat derivace ¢/, ¢”, . .. az do Fadu r véetné. Proto
v dal8im pfedpokladame pouze kiivky dostatecné vysokého fadu, aniz bychom na

1Jedna se o podobny vztah, jaky vladne mezi funkei a jejim Taylorovym polynomem stupné r.
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Obrazek 1. Oskulagni kruznice K rovinné kiivky C' v bodg ¢(to) je limitou, pro t; — to, kruznic
K; danych body c(to), c(t;) € C a te€nou T v bodé c(to).

to neustale upozornovali. Jakoukoli veli¢inu odvozenou z derivaci kiivky do fadu
r budeme zvat veli¢inou Tddu r.

Tec¢na ke kiivce v daném bodé je primka, kterd s ni ma v onom bodé styk
prvniho ¥adu. Je uréena bodem a teénym vektorem c’. Pokud je v n&jakém bodé
styk kiivky a jeji teCny rfadu vyssiho, je tento bod inflexni. V takovém piipadé je
vektor zrychleni ¢” (a tedy i derivované vektory vyssich fada) ndsobkem teéného
vektoru. Pifimky jsou tedy kiivky sestavajici vyhradné z inflexnich bodua.

Pro rovinnou kifivku v neinflexnim bodé existuje kruznice, ktera s ni ma v tomto
bodé styk druhého fadu. Takova kruznice se jmenuje oskulacni a prevracend hod-
nota jejtho poloméru definuje kfivost kiivky v daném bodé. K oskula¢ni kruznici
1ze nazorné dojit limitni Gvahou jako na obrazku 1.

Pritom rovinnost kiivky lze charakterizovat tak, ze t¥eti derivovany vektor ¢’
(a tedy i derivované vektory vysSich fada) v kazdém jejim bodé je (jsou) line-
arni kombinaci tefného vektoru ¢’ a vektoru zrychleni ¢”. Pro prostorové kiivky
toto obecné neplati; pokud ndhodou ano, tak ptrislusné body se nazyvaji plandrni.
Rovinné kiivky jsou tedy kfivky sestavajici vyhradné z planarnich bodda.

Pro prostorovou kfivku v neinflexnim bodé muZeme uvaZovat rovinu urcenou
timto bodem a prvnimi dvéma derivovanymi vektory ¢’ a ¢, tzv. oskula¢ni rovinu.
(Prvni) kiwost prostorové kiivky zobechuje pfedchozi definici pro kiivky rovinné:
je to kiivost kolmého prumétu kiivky do oskulaéni roviny.

Torze (druhé kiivost) prostorové kiivky je velic¢ina, ktera méfi, jak moc se méni
jeji oskulaéni rovina, tedy jak moc kfivka neni rovinna. V pfedchozim duchu lze
tuto veli¢inu upfesnit nasledovné. Rovina uréend teénym vektorem kfivky a nor-
mélou oskulaéni roviny je tzv. rektifikacni rovina. V ni existuje kubicka parabola?,

2Tj. kiivka urcend rovnici z = ax3, kde soufadnice z odpovida tetnému sméru, z normale
oskulagni roviny a konstanta a pfedstavuje stoupdni kubické paraboly.



28 J. SILHAN a V. ZADNIK

B

Obrazek 2. Kfivost prostorové kiivky C odpovid4 kiivosti jejtho kolmého primétu C7 do osku-
la¢ni roviny O.

QAN N e

Obrazek 3. Torze prostorové kiivky C' odpovida stoupani jejiho kolmého primétu Ca do rek-
tifika¢ni roviny R.

kterd méa s kolmym primétem kiivky do této roviny styk tietiho fadu. Torze pro-
storové kiivky pak mutze byt definovana jako (jisty konstantni nésobek) stoupani
odpovidajici kubické paraboly. Torze je nulova pravé v planarnich bodech.

Z uvedeného vidime, Ze kiivost je skalarni veli¢ina druhého fadu, torze je fadu
tfettho. V inflexnich bodech neni ani kfivost ani torze definovana, jako mezni
pripady predchozich tvah je vSak miuzeme povazovat za nulové.

3. PARAMETRIZACE OBLOUKEM

V dalsim pouzivame nésledujici konvence a znaceni. Kiivka v redlném eukleidov-
ském prostoru E = R" je obrazem prostého zobrazeni (dostate¢né vysokého radu)
intervalu I C R do E. Piseme C = ¢(I), kde ¢: I — E. Zobrazeni samotné,
t — c(t), je parametrizaci k¥ivky. Odpovidajici polohovy vektor zna¢ime tlustg,
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t — c(t), derivované vektory dekorujeme ¢arkami, proménnou ¢ zpravidla nepi-
Seme,

/o d n._ d* (@) . d"
c:=gc, ¢ =gzc ..., cVi=gg5

c.
Kiivka je reguldrni, pokud jeji teény vektor (vzhledem k libovolné parametrizaci)

je v8ude nenulovy. Viude v dalsim se omezujeme pouze na regularni kiivky.

Kazda regularni kiivka v eukleidovském prostoru mé piirozenou parametrizaci
odpovidajici délce ¢asti ktivky od jejiho krajniho bodu, tzv. parametrizace oblou-
kem. Pro I = [a,b] tento vyznaény parametr odpovida reparametrizaci s: [a,b] —
0. ),

s(t) = / e’ ()] ds,

kde t € [a,b], L znaci celkovou délku kiivky a ||c’|| = V¢’ - ¢’ velikost vektoru (pfi-
Cem? tecka mezi vektory pod odmocninou znaci skalarni soucin). Derivace vzhle-
dem k tomuto parametru budeme pro odliSeni znacit teckami, proménnou s opét
zpravidla nepiSeme,

C = dsC7 C = dSQC, ey C = dsic'

Z definice vyplyva, ze teény vektor vzhledem k této parametrizaci mé konstantni
velikost, a to jednotkovou, ||¢|| = 1. Jinymi slovy, parametrizace obloukem od-
povida rovnomérnému pohybu podél kiivky. Poéinaje odstavcem 5 budeme pravé
takovou parametrizaci hojné vyuzivat.

4. REPARAMETRIZACE A RELATIVNI INVARIANTY

Velikost te¢ného vektoru je jednoduchym piikladem tzv. relativniho invariantu
kiivky. Timto slovnim spojenim oznac¢ujeme veli¢iny, které jsou invariantni vzhle-
dem ke v8em shodnym zobrazenim a chovaji se rozumné vzhledem k reparamet-
rizacim k¥ivky. Studium (metrickych vlastnosti) kiivek v eukleidovském prostoru
znamend pravé studium takovych invariantii. Kiivost a torze prostorové kiivky
jsou tzv. absolutni invarianty kiivky. Oba nové pojmy hned upfesnime.

Uvazme kiivku C' s parametrizaci ¢ — c(t) a obecnou reparametrizaci ¢ = g(t),

kde i—g # 0. Pro odpovidajici tecné vektory podle fetézového pravidla plati 4¢ =

dt
% . %. Vgechny objekty vztazené k parametru ¢ budeme pro jednoduchost znacit

vinkou, tj. ¢’ = % apod. Pfi tomto znaceni mame

¢ =g, (4.1)

a tedy ||¢/|| = ¢’1||c'||. Obecns, funkce I: C' — R, kter4 je invariantni vzhledem
ke shodnostem a ktera se vzhledem k uvedené reparametrizaci kiivky C' méni jako

I=4g"FI

se nazyva relativnim invariantem kiivky vdhy k. Invarianty s vahou 0 jsou abso-
lutnimi invarianty kiivky, a o ty nadm jde predevsim.
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Obrazek 4. Znazornéni relativnich invariantd V7 a Vo vzhledem k parametrizaci obloukem
a k jisté exponencidlni reparametrizaci.

Ve zbytku tohoto odstavce sméfujeme k jednoduchému pomocnému tvrzeni, na
které se budeme zahy odkazovat. Vzhledem k pravé zavedené terminologii je veli-
kost te¢ného vektoru kiivky, V; := ||c’||, relativnim invariantem véahy 1. Derivaci

(4.1) dostavame
~/ 1—2 .11 =3 1/

c'=g""c"—g 7gc.

Obsah rovnob&zniku uréeného vektory €&’

a ¢’ je proto stejny jako obsah rovno-
bézniku uréeného vektory ¢'~'c’ a g~ 2c”. Tyto obsahy (pfip. za chvili objemy)
budeme znaéit vol(...). Z uvedeného plyne, Ze

1—3

vol(¢’,¢") = g'? vol(c/, "),

neboli funkce V5 := vol(c¢/, ¢”’) je relativnim invariantem vahy 3.
Obecné, pro libovolné i plati, ze vektor & je roven ¢’~*c(”) az na né&jakou
linedrni kombinaci vektord nizgich radi,

¢ =g "c® mod (¢,...,cli7V),

Odtud vidime, Ze objem rovnobéznosténu uréeného prvnimi j derivovanymi vek-
tory je

vol(e,&",...,eW)) = ¢ 1727 "I yol(c/, ", ..., cW))
= g'*m?“) vol(c, ¢”,...,c)).

Celkem tedy dostavame nésledujici tvrzeni.

Véta 4.1. Funkce V; := vol(c/, ..., c\9)) je relativnim invariantem vdihy w

V trojrozmérném prostoru pochopitelné nema smysl uvazovat jiné invarianty nez
V1, Vo a Vs, ostatni jsou automaticky nulové. Obecné, pokud je kiivka obsazena
v k-rozmérném podprostoru, potom nutné V; = 0 pro vSechna [ > k.

Pro obecnou kfivku v n-rozmérném prostoru je objem V,, v§ude nenulovy a od-
povida — aZ na znaménko — vn&jsimu soucinu vektori (c/,...,c(™). To je deter-
minant matice utvoiené ze soufadnic jednotlivych vektoru (vzhledem k libovolné
ortonormélni bazi), ktery budeme znacit det(c’,...,c(™).
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5. FRENETOVY ROVNICE V ROVINE

Vzhledem k parametrizaci obloukem ma te¢ny vektor (regularni) kiivky konstantni
velikost 1, tj. ¢ - ¢ = 1. Proto ¢ - ¢ = 0, coz znamend, ze vektor zrychleni ¢ je
vSude k te¢nému vektoru kolmy. Tento vektor je nulovy pravé v inflexnich bodech.
V neinflexnim bodé ma jeho velikost geometricky vyznam souvisejici s kiivosti
kiivky.

Pro rovinnou k¥ivku lze ukazat, ze velikost ||¢]| odpovida prave kiivosti kiivky
vymezené v odstavci 2 (tedy, Ze pfevracend hodnota 1/(/¢|| odpovida préavé polo-
méru oskula¢ni kruznice). Jak v inflexnim, tak v neinflexnim bodé mtzeme vektor
e; := ¢ doplnit o vektor ey tak, aby tato dvojice tvofila ortonormélni kladné
orientovanou bazi, tzv. Frenetiv repér rovinné kiivky. Ziejmeé plati

él = KRj1€2, (51)

kde k; = 0 v inflexnim bodé a k1 = +£||¢|| v neinflexnim bod&. Rovnost (5.1)
muzeme chéapat jako definici kfivosti kiivky. Rozdil oproti pFedchozimu vymezeni
spocivé pouze ve znaménku: kladné, resp. zaporné znaménko odpovida tomu, zda
se kiivka ,staci“ souhlasné, resp. nesouhlasné s orientaci roviny, viz obrazek 5.
V nésledujicim budeme zobeciiovat pravé tento piistup s védomim, Ze znaménka
nés piili§ nezajimaji.

Jesté si viimnéme nékolika véci, které plynou z ortonormalnosti repéru (es, ez).
Jednak po derivaci vztahti e; -e; = ez -ex = 1 a e; - e = 0 zjistujeme, Ze
€ e = éy-e; =0 a € -ey = —e; - €. Dile libovolny vektor v roviné lze
vyjadiit jako v = (v -e1) e; + (v - e3) ea. Pro vektory €1, resp. €, tak dostavame
€1 = (é1 -e3)eq, resp. €3 = (é3-e1)e; = —(€1 + ez)eq. Vzhledem ke znaceni
zavedenému rovnosti (5.1) tedy plati

T mes (5.2)

€y = —KR1€j.
Toto jsou tzv. Frenetovy rovnice pro rovinnou kfivku. Dvé shodné kfivky para-
metrizované obloukem ziejmé maji stejné kiivosti. Naopak, v§ude nenulova funkce
s+ Kk1(s) ur€uje kifivku az na shodnost jednozna¢né: pro libovolnou ortonormalni
bazi v libovolném bodé& existuje jediné feseni systému diferencialnich rovnic (5.2),
jimZ je Frenetiiv pohyblivy repér uréujici kiivku s kiivosti x1°. Jind pocateéni
podminka urcuje jinou k¥ivku, ale protoze oba poc¢atecni repéry byly ortonormalni,
existuje shodnost zobrazujici jeden na druhy. Tatéz shodnost pak zobrazuje i jedno
feSeni na druhé.

Vzhledem k hlavnimu poslani tohoto ¢lanku jesté musime vyjadrit kiivost ki
obecné. Vzhledem k tomu, Ze ||¢|| =1 a ||&|| = k1, zfejmé plati k1 = £ vol(¢, &).
Pritom znaménko koresponduje s vySe diskutovanou orientaci, a to tak, ze k1 =
det(¢, ¢). Z odstavce 4 vime, 7e det(¢,¢) se vzhledem k obecné reparametrizaci

3Podminka 1 # 0 je nutnym piedpokladem pro pouziti pfislu§né véty z teorie diferencialnich
rovnic. Odpovidajici omezeni pro kfivku znamena, Ze je bez inflexnich bod.
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Obrazek 5. Frenetiv repér rovinné ki¥ivky a oskula¢ni kruZnice.

transformuje jako det(c’,c”) = ||c’||? det(¢, €). Celkem tak dostavAme znamy vzo-
recek
det(c’, c” V
K1 = 7( ) = :t%
el Vi
Vzhledem k vySe zavedené terminologii miZzeme vztah (5.3) zdavodnit také
takto: Jak veli¢ina v ¢itateli, tak veli¢ina ve jmenovateli je relativnim invariantem
vahy 3. Vysledek je proto vahy 0, tedy to je absolutni invariant, a ten vzhledem
k parametrizaci obloukem souhlasi s kiivosti k¥ivky. Podobnym zptisobem budeme
argumentovat i v dalsich odstavcich.

(5.3)

6. FRENETOVY ROVNICE V PROSTORU

Pro prostorovou kiivku miizeme postupovat obdobné, ale uz o néco rychleji. Z dob-
rych davodi se omezujeme pouze na kiivky (nebo jejich ¢asti) bez inflexnich bodi.
Pokud dvojici ortonormalnich vektori ¢ a €/||¢|| doplnime o jejich vektorovy sou-
¢in, dostavame ortonormalni kladné orientovanou bézi,

€] ‘= C, €9 !

= €3 1= e X ey,
€l

tedy Frenetiv repér prostorové kiivky. Z¥ejmé opét plati (5.1), avak s tim roz-
dilem, ze (prvni) kfivost je k1 = ||€||, tedy k1 > 0. Obdobné cviceni jako pii
odvozovani vztaht (5.2) vede k nasledujicimu vyjadieni infinitezimalni zmény Fre-
netova repéru, tj. k Frenetovgm rovnicim pro prostorovou kiivku

€, = K€z,
€ = —K1€e1 + Koes, (6.1)
€3 = —HKoey,

pro n&jakou funkci ko, kterou nazveme druhou kiivosti neboli torzi kiivky. Ze
stejného duvodu jako vyse, funkce k1 a ko urcuji prostorovou kiivku az na shodnost
jednoznagné.
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Obrazek 6. Frenetiv repér prostorové kiivky.

Lze ukazat, Ze tyto dva invarianty odpovidaji pravé kiivosti a torzi vymezené
v odstavci 2 (tedy pomoci kolmych priaméti kiivky do oskulatni a rektifika¢ni
roviny v kazdém bodg). Naznac¢ime, jak by se takova véc dokazovala, a to ze dvou
divodu: jednak chceme ¢tenaie pribézné utvrzovat v dojmu, Ze nas vyklad je
konzistentni, jednak ¢ast uvedenych postiehit budeme zahy potiebovat.

Tayloriv rozvoj parametrizace kiivky v okoli bodu odpovidajictho parametru
Sp je tvaru

c(s) = c(so) + €(s0) 5 + 3E(s0) s° + £ €(s0) s° + o(s*),
kde o(s*) znagi ¢leny alespon ¢tvrtého fadu. Z definice e; = ¢ a Frenetovych rovnic
(6.1) postupné vyjadiime derivované vektory do Fadu tii
€ = €1 = K€y,

e : o L. (6.2)
C = K1€9 + k1€ = —Kie1 + K1€e2 + K1ko€3.

Dosazenim do pfedchoziho rozvoje, po ziejmé dpravé, dostaviame
c(s) =c(sp) +e1 (s — é/i%(SO) 53)
=+ €2 (%51(80) 52 + %51(50) 83)
+e3 (%m(so)mg(so) 53) + o(s*).
Oskula¢ni rovina je urCena vektory e; a es, rektifika¢ni rovina je urcena vektory
e; a ez. Z pravé uvedeného je patrné, jak vyjadrit kolmé pruméty kiivky do téchto
rovin a také jak s nimi pripadné nakladat: mame jejich analyticky popis do fadu tfi

a oba invarianty, se kterymi chceme tyto priméty porovnavat, jsou radu nejvyse
tTi.

Vzhledem k hlavnimu poslani tohoto ¢lanku jesté musime vyjadfit kiivosti pro-
storové kiivky obecné. Vyjadieni kiivosti x; je stejné jako v odstavci 5 az na
znaménko. Zejména k1 = vol(¢,¢) > 0. K vyjadieni torze ko si stadi povsimnout,
ze

det(é, é, C) = det(el, KRi1€2, I€1/i263) = Ii%,‘{g det(el, €9, 83) = H%fﬁg, (63)
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coz plyne z (6.2), vlastnosti determinantu a faktu, Ze trojice ej, es, e3 tvoii kladnou
ortonormélni béazi. Odtud dostéavame

det(¢, ¢, ¢)
Ry = — <5
vol(¢, ¢)?
Vzhledem k zavéram odstavce 4 vime, ze jak veli¢ina v citateli, tak veli¢ina ve
jmenovateli je relativnim invariantem vahy 6. Vysledek je proto vihy 0 a uvedeny
vztah je platny vzhledem k libovolné parametrizaci k¥ivky. Celkem tak dostavame
znamé vzorecky
vol(c/,c”)  Va _det(c’, ", ") Vs

- < = =4+ 6.4
eF Ve ™ (64)

k1= VOl(C', C//)2 V22

Podobné jako u kfivosti rovinné kiivky, znaménko torze prostorové kiivky nam
fika néco o tom, jak se kiivka , krouti“ vzhledem k orientaci prostoru. V planarnich
bodech je torze ziejmé nulova a naopak.

7. FRENETOVY ROVNICE V OBECNE DIMENZI

Pro kiivku v eukleidovském prostoru obecné dimenze n muzeme jeji Frenetiv repér
budovat pomoci Gramova—Schmidtova nakolmovaciho procesu,

(@) (@) f;
fi:=¢c— Z(c - ;) ej, e == f7 , (7.1)

2 e
pro i = 1,2,.... Skuteény repér dostaneme pouze v piipadé, ze prvnich n — 1
derivovanych vektori kiivky je nezavislych*. V takovém piipadé je posloupnost
ei,...,e, 1 ortonormélni a jejich vektorovy soucin e, :=e; X --- X e,_1 ji do-

pliuje do ortonormélni kladné orientované baze celého prostoru. Pokud je kfivka
obsaZena v podprostoru dimenze k (a Zidném mengim), potom je prvnich & vektora
z posloupnosti (7.1) nezavislych, ostatni jsou nulové. Zuzenim na piislusny pod-
prostor muzeme kiivku uspokojivé studovat ve stejném duchu. V nésledujicim se
proto dobrovolné omezujeme pouze na kiivky spliujici vy$e uvedenou podminku.

Obdobné jako pfed (5.2) a (6.1) si uvédomujeme, Ze z ortonormélnosti repéru

(e1,...,e,) plyne jednak obecné vyjadieni
i+1
&= (éi-e))e; (7.2)
j=1

proi=1,...,n a jednak vztahy

. 0, pro i = j,
€;-€; = . . .
—e; - €, pro i # j.

1pron = 2, resp. 3 tato podminka koresponduje pravé s podminkou regularnosti, resp. nein-
flexnosti.
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Odtud je patrné, Ze vétsina koeficientt v (7.2) je automaticky nulova a mezi zby-
lymi vladnou pfisné (anti-)symetrie. Tim dospivame k Frenetovgm rovnicim pro
obecnou kiivku v n-rozmérném prostoru

€] = Kieg,
€ = —Ki_1€;_1 + Ki€;11 proi=2,...,n—1, (7.3)
€, = —Kp_1€n_1

pro ngjaké funkce k1, ..., K,_1, které nazyvame kiivostmi kiivky. Ty urcuji kiivku

aZ na shodnost jednoznacné. Prvnich n — 2 k¥ivosti je kladnych, posledni (také
piezdivana torze) miZe mit znaménko jakékoli. Obecna i-ta kiivost je ziejmé Fadu
1+ 1.

7 uvedeného mimo jiné zndme vyjadieni kiivosti pomoci vektorti z Frenetova
repéru vzhledem k parametrizaci obloukem,

Ri =€;*€;41.

V nésledujicim odstavci kone¢né piedstavime vyjadieni pomoci puvodnich vektora
vzhledem k obecné parametrizaci.

8. ABSOLUTNI INVARIANTY V OBECNE PARAMETRIZACI

Nejprve vzhledem k Frenetovu repéru vyjadiime derivované vektory kiivky pii
parametrizaci obloukem. Z definice e; = ¢ a Frenetovych vztaht (7.3) postupné
dostavame (6.2) atd. Obecné, pro i = 1,...,n, plati

(é) =K1 Ki—1€; mod (er,...,e;_1). (8.1)

7 konstrukce Frenetova repéru vime, ze

(@ _
c = t|fi]le; mod (e1,...,e;_1)
pro vSechna 4, viz (7.1). Pfitom znaménko na pravé strané je kladné pro vSechna
i=1,...,n— 1, pouze pro i = n mize byt jakékoli. Z pfedchozich dvou rovnosti
dostavame

Ky ki1 = £

Tedy, pro v8echna pifipustnd 4, plati

f;
Ki—1 =% |||f|‘1_|1|| . (8.2)
Z konstrukce Frenetova repéru také vime, Ze velikost ||f;|| pFedstavuje vysku
rovnobéznosténu uréeného vektory é,...,((i:) vzhledem ke sténé uréené vektory
c,..., ”E”. Pro odpovidajici objemy proto plati
Vi= Vi1 - |fil.
Odtud a z (8.2) se tedy dozvidame, Ze, pro libovolné ¢ = 1,...,n — 1, plati
K = p Yo Vior (8.3)

V2

K2
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Tim jsme vyjadrili jednotlivé kiivosti pomoci objemu p¥islusnych rovnobéznos-
ténu asociovanych k dané kiivce. Ty jsme az dosud vztahovali k parametrizaci
obloukem. Vzhledem k tomu, Ze se jedna o relativni invarianty kiivky, umime bez
jakéhokoli zvlastniho usili pfejit ke slibovanému obecnému vyjadieni.

Véta 8.1. Pro libovolnou kiivku s libovolnou parametrizaci a pro libovolné i =
1,....,n—1 plati
Vit1 - Vi

qu‘,Z:l: Vl-V-Q

(8.4)
Diikaz. Podle Véty 4.1 je vyraz na pravé strand (8.4) relativnim invariantem
véhy
(i+1)(i+2) n (i—1)
2 2
tedy to je absolutni invariant. Pro parametrizaci obloukem je V; = 1, tedy (8.4)
souhlasi s (8.3). O

L 1—d(i+1) =0,

Pro upfesnéni: vSechny kiivosti az na posledni jsou kladné, znaménko k,_1
muze byt jakékoliv.

Pro ovéfeni: dosazenim i = 1 a 2 do (8.4) skutecné dostavame vzorecky (5.3),
resp. (6.4).

Pro zajimavost: piimo z (8.1) plyne nasledujici zobecnéni vztahu (6.3),

i
Vi=+ H /1;_7.
j=1

Odtud lze matematickou indukei dokazat platnost (8.3), aniz bychom odkazovali
na vektory f; a jejich velikosti. VySe predstavené odvozeni se ndm zda piiméjsi,
tedy pro tento typ vykladu piihodnéjsi.
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SPOJITE A DISKRETNI MODELY POPULACNI BIOLOGIE

LUCIE ONDROVA

ABSTRAKT. Clének se zabyvé analyzou logistického modelu jednodruhové populace
ve spojitém i diskrétnim tvaru. U kazdého modelu je komentovan rovnovazny stav,
jeho stabilita a chovan{ FeSeni pfi rtznych pocitecnich podminkach. Clinek pouka-
zuje na velké rozdily v kvalitativnich vlastnostech, zejména na periodické chovani
feseni diskrétniho modelu. V diskrétnim modelu se také navic objevuje chaotické
chovéni feseni. Chovéni feSeni je z4vislé na parametru, ktery charakterizuje miru
rustu zkoumané populace. Pro vybrané hodnoty tohoto parametru jsou jednotlivé
druhy chovéni obou modelt graficky interpretovény?.

Populac¢ni biologie je védni disciplina zkoumajici nejen vyvoj a zmény uvnitf
populace jednoho druhu, ale také interakci mezi vice zivo¢isnymi druhy. Takovy
vyvoj nebo interakci je mozné popsat matematickym modelem, jehoz analyzou lze
ukézat jisté vlastnosti zkoumaného systému. V zavislosti na volbé casové osy se
modely déli na spojité a diskrétni. Spojity model popisuje systém na souvislém
casovém intervalu a je tvofen soustavou diferencidlnich rovnic. Diskrétni model
popisuje systém na intervalu stejné dlouhych ¢asovych tseku, a je tvofen soustavou
diferenc¢nich rovnic.

Mezi nejznaméjsi modely populaéni biologie patii logisticky model, ktery po-
pisuje zménu velikosti populace daného druhu v ¢ase t. Tato zména je zavisla na
parametrech r a K, které z biologického hlediska charakterizuji dany druh. Pa-
rametr r vyjadiuje miru rustu (nebo poklesu) populace a parametr K vyjadiuje
unosnou kapacitu prostredi, ve kterém dand populace Zije (tedy takovou velikost
populace, jejiz potfeby jsou jesté uspokojitelné dostupnymi zdroji). Analyzou lo-
gistického modelu lze najit rovnovazné stavy velikosti populace a urcit, zda v
takovém stavu populace setrvd (oznacovano jako rovnovdha systému a jeji stabi-
lita), piipadné zda zména velikosti populace systému muze vykazovat opakované
chovén{ (oznacovéno jako periodické chovdni{ systému).

Spojity logisticky model je sestaven z diferencialni rovnice prvniho fadu tvaru

%:w(lfg)
dt K/’

2010 MSC. Primérni 39A12; Sekundérni 34D20,39A30.

Kli¢ovd slova. Diferencialni rovnice, diferen¢ni rovnice, logisticka rovnice, rovnovaha modelu,
cyklus fadu k, stabilita feSeni, periodické chovani, chaotické chovani.

1Clanek vznikl na zékladé bakaldiské préice autorky v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Jan Cermék z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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kterou lze snadno Fesit pomoci separace proménnych a dostat tak FeSeni ve tvaru
y(t) = ash
Yo + (K —yo)e "’
kde yo vyjadiuje poc¢atecni velikost populace a y(t) velikost populace v ¢ase t. Pro
tento model existuji dva rovnovazné stavy
yi=0, =K

Stabilita jednotlivych rovnovah zavisi na velikosti parametru r. Rovnovaha yj je
stabilni pro r < 0, naopak rovnovaha y; je stabilni pro » > 0. Tyto vysledky
lze vidét na obrazcich 1 a 2. Je také zfejmé, ze pii r > 0 se velikost popu-

1.5 T T T T T T T T T

y(t)

05 T

Obrazek 1. Graf feSeni spojitého modelu pro K =1, r =0, 5.

lace bude s rostoucim ¢asem priblizovat tinosné kapacité prostiedi K, a to pfi
jakékoliv poc¢atecni velikosti populace. Tento systém nevykazuje periodické chovani
pii zadné hodnoté parametru 7.

Oproti pfedchozimu systému, diskrétni logisticky model vykazuje podstatné bo-
hatsi chovani systému. Je tvofeny diferen¢ni rovnici prvntho fadu tvaru

Tptl = Tp + 7T, (1 - %) )
kterd vsak navzdory pomérné jednoduchému tvaru neni obecné fesitelna. Lze sice
postupné urcovat velikosti populace x1,x2,... v jednotlivych ¢asovych tusecich za
pomoci pocatecéni velikosti populace xg, ovSsem tento proces je velmi zdlouhavy
a neddavd zadné informace o vlastnostech feseni pro velkd n. Tento systém ma
opét dvé rovnovahy
z; =0, x5 =K,

které se vsak od rovnovéh spojitého modelu lisi oblasti stability. Rovnovadha z7
je stabilni pouze pro r € (—1,0), rovnovdha x} je stabilni pouze pro r € (0,2).
Velikost populace tak bude konvergovat k inosné kapacité prostredi K pii jakékoliv



SPOJITE A DISKRETNI MODELY POPULACNI BIOLOGIE

15

y(t)

051

39

!

o

Obrazek 2. Graf feSeni spojitého modelu pro K =1, r = —0, 5.

pocatecni velikosti populace pouze, pokud bude mira rustu populace v intervalu
r € (0,2). Pror > 2 je tedy chovdn{ systému odlisné, avsak nastdvd otdzka, do

jaké miry.

I pro tyto hodnoty parametru r lze ukazat jisté zdkonitosti v chovani systému.
Velikost populace se po néjakém casovém useku zacne opakovat v uréitych cyklech
(oznacovéno jako cyklus Fadu k), jejichz periodu k a existenci lze potvrdit k-
tou iteraci pravé strany tohoto modelu. Cyklus fadu k je tedy tvoren k body
(k velikostmi populace), které se od urcitého ¢asového tseku zaénou opakovat.
Kazdy cyklus je navic stabilni pro ur¢ity interval hodnot parametru r. Tabulka 1
popisuje oblasti stability jednotlivych cykli i rovnovdh obou modeli. Je nutné

] Spojity model Diskrétni model
Druh feseni Asyrln-ptotlcka Druh feseni Asyr.n-ptotlcka
stabilita stabilita

Rovnovaha y* =0 r<0 Rovnovaha z* =0 -1<r<a0
Rovnovéha 2* = K 0<r<2
Cyklus fadu 2 2<r <6

Rovnoviha Cyklus lja}du 4 V6 < r <2544

v =K r>0 Cyklus 7adu 8 2,544 < r < 2,564

Cyklus radu 16

Cyklus tadu 3

2,564 < r < 2,568

r=v8

Tabulka 1. Tabulka shrnuti obou modela.

podotknout, ze se tyto cykly objevuji v feSeni postupné se zvysujicim se . Pokud
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se v TeSeni objevi cyklus daného fadu, je ihned stabilni, a jakmile ztraci svoji
stabilitu, objevi se stabiln{ cyklus nédsledujicitho fddu (ktery doposud neexistoval).
Poradi, ve kterém se cykly objevuji, je dané Sarkovského vétou. Obrézky 3-5
ukazuji ptiklady periodickych feSeni tohoto modelu.

8
12 20 . .

10 [
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Obrazek 3. Periodické feseni tvorené dvojcyklem.

14 T T T T T T

12 r

10 [

x(n)

Obrazek 4. Periodické feseni tvorené ctyicyklem.

Posledni stabilni feseni tohoto modelu je feSeni tvotrené trojcyklem pii hodnoté
parametru r = /8. Pro r > /8 se pak kazdé feseni s libovolnou poéatecni velikosti
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Obrazek 6. Chaotické chovani feseni.

populace chova odlisné. Mohou se objevovat jak periodicka feSeni kteréhokoliv
tadu, pricemz kazda vychylka pocatecni velikosti populace zapti¢ini odlisné cho-
vani, tak i feSeni, jejichz chovani je zcela nahodilé. Takové chovani se nazyva
chaotické a lze jej zachytit v bifurkacnim diagramu. Pro tento model je vstupnim
parametrem do bifurka¢niho diagramu pravé parametr . Na obrazcich je vidét cha-

otické chovéni systému (viz obrdzek 6) a bifurka¢ni diagram (viz obrézek 7), ktery
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Obrézek 7. Bifurkaéni diagram.

ilustruje cestu od existence stabilni rovnovahy az po chaotické chovani v zavislosti
na rostoucim parametru r.

Rozdily v chovani spojitého a diskrétniho modelu jsou opravdu velké. Ruznorodé
chovani diskrétnitho modelu je v piipadé spojitého modelu redukovano pouze do
dvou rovnovaznych stavi. Je to zpusobeno faktem, ze diskrétni model predstavuje
diskretizaci spojitého modelu s jednotkovym diskretizacnim krokem. Zmenseni dis-
kretizacniho kroku ovsem vede k prodlouzeni intervalu stability jednotlivych feseni
diskrétniho modelu (rovnovdh i periodickych fesen{). Tedy pokud se délka dis-
kretizacniho kroku limitné blizi k nule, periodické a chaotické chovani feSeni je
potlaceno (,,posunuto”do nekonecéna), pricemz diskrétn{ model prechdz{ na model

spojity.

Lucie Ondrova, Ustav matematiky, Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni technické
v Brng, Technickd 2, 616 69 Brno, Cesk4, republika,

e-mail: ondrova.lu@gmail.com
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OPTIMALIZACE PARAMETRU MODIFIKOVANE FAZOVE
KORELACE PRO SUBPIXELOVOU REGISTRACI OBRAZU

PETRA KOSOVA

ABSTRAKT. Tento ¢lanek priblizi ¢tendfi postupy pro optimalizaci parametru va-
hové funkce, kterd je pouzita v procedurdch pro nalezeni posunuti se subpixelovou
presnosti mezi dvéma obrazy. Jsou pouzity standardni techniky pro registraci obrazu
jako je Fourierova transformace, fazova korelace, bilinearni interpolace aj. Dale bude
prezentovan program, ktery byl k tomuto téelu vytvoren'.

1. MATEMATICKY APARAT

Fazova korelace je jednou ze zakladnich technik registrace obrazu, ktera se pouziva
pro urceni transformace mezi dvéma podobnymi obrazy, v nasem piipadé pro
urceni posunu mezi dvéma obrazy. Jeji algoritmus je zalozen na Fourierové trans-
formaci. Podrobnéjsi informace o fazové korelaci lze najit v [2].

Nejdiive si pfipomeneme Fourierovu transformaci (vice napiiklad v [1]).

Definice 1.1 (Fourierova transformace funkce v £(R?)). Necht f € L(R?).
Fourierova transformace funkce f je funkce F{f} = F': R? — C definovand vzta-
hem

F(&n) = // f(a:,y)e_i(w5+y")dmdy.
R2
Funkci F nazyvame také Fourierovim spektrem funkce f.

Definice 1.2 (Inverzni Fourierova transformace funkce v £(R?)). Necht G €
L(R?). Inverzni Fourierova transformace funkce G je funkce F~1{G} = g: R* —» C
definovana vztahem

1 .
oa) = gz [ [, GlemeErmaca

Pro zavedeni fazové korelace potiebujeme jesté normalizované cross-power spek-
trum.

Definice 1.3 (Normalizované cross-power spektrum). Necht funkce fi, fo €
L(R?) maji Fourierova spektra Fy, Fy. Normalizovangm cross-power spektrem

2010 MSC. Primérni 68U10.

Kli¢ovd slova. Fourierova transformace, fazové korelace, subpixelova presnost, optimalizace.

1Clanek vznikl na zékladé bakaldiské prace autorky v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedouci préice byla Jana Hoderova z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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funkef f1, fo nazgvdme funkci Zy, ¢, : R? — C definovanou vztahem

_ Bien) B
Zipa(&m) = [F1(&m) - Fa(§m)]

kde F5 je komplexné sdruzend funkce k funkci F.

Nyni jiz muzeme zavést fazovou korelaci.

Definice 1.4 (F4zov4 korelace). Necht funkce f1, fo € £(R?) maji Fourierova
spektra Fy, Fy. Funkce Py, ,: R* — C definovand vztahem

[F1(&,m) - Fa(&,n)

Ppop(xy) =F HZp,pnEn)} = F {
se nazyva fdzovd korelace funkci f1, fs.
2. REGISTRACE OBRAZU

Registrace obrazu je proces srovnavani dvou obrazi, tedy pfesnéji porovnavani
bodu se stejnymi souradnicemi.

Registrace posunutych obrazu

Predpoklddejme, ze oba obrazy, tedy funkce f1, f2, jsou identické az na vzajemné
posunuti o vektor (zo, yo), tj-

fa(z,y) = fi(z — 20,y — Yo)-

Vektor posunuti zjistime pomoci fazové korelace. V jednoduchych piipadech by-
chom dostali diskrétn{ impulsni funkci (diskrétni Diracovo delta). Pfi pouzit{ sku-
tetného obrazu mame nejasny vysledek z duvodu velkého rozdilu hodnot pixela
na hrandch obrazu. Potfebujeme tedy tyto hrany zjemnit.

Toho dosahneme, vyndsobime-li na§ obraz vhodnou funkci g nazvanou okenni
funkce. Tato funkce musi byt rovna nule nebo skoro nule, na hrandch obrazu a spo-
jité prechazet v jednicku na zbyvajici plose obrazu.

Existuje mnoho takovych funkci. My pouzivame tzv. Hanningovu okenni funkci,
jejiz definici lze nalézt napiiklad v [3].

Registrace realnych obraza

Skutecné dva obrazy pofizené v jiny c¢as, nebo ve stejny Cas jinym aparatem,
nemuzou byt nikdy identické. Redlné obrazy mohou obsahovat aditivni Sum, im-
pulsni Sum, defekty zpusobené optickym apardtem, prachové ¢astice, difuzni svétlo
aj.

Aditivni a impulsni Sum zasahuji informace rtznych frekvenci, primarné vsak ty
nejvyssi. Naopak nizké frekvence obsahuji informace o optické vinétaci a difuznim
svetle. To znamena, ze tyto frekvence jsou nepouzitelné pro registraci. Odstranime
je tedy vyndsobenim Fourierova spektra obrazu vhodnou véhovou funkci.

Existuje vice vhodnych vahovych funkci, my jsme vybrali Gaussovu low-pass
high-pass vahovou funkci.
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Definice 2.1 (Gaussova low-pass high-pass vahovd funkce). Necht A\j, Ay € Rg
a N € N je velikost domény obrazu f.
Funkce Hy, : R? — (0,1) definované vztahem

2 2
Hy, (&) = e M55

je nazyvand Gaussova low-pass vdhovd funkce s parametrem A;.
Funkce H*2: R? — (0,1) definovand vztahem

&2 492

Y (6) =1 - 25

je nazyvand Gaussova high-pass vahovd funkce s parametrem \o.
Funkce H}?: R? — (0,1) definovand vztahem

H2(€,m) = Hy, (€,1) - H2(,n)

je nazyvand Gaussova low-pass high-pass vdhovd funkce.

Registrace se subpixelovou presnosti

Vektor (xo,y0) je celoéiselny odhad vektoru posunuti mezi obrazy f1, fo. Existuje
mnoho metod, jak uré¢it necelo¢iselny posun. Jedna z téchto metod je metoda ge-
ometrickych momentu, kterd je blize popsand v [1]. Dals{ metodou je napiiklad
bilinedrni interpolace, tu jsme pouzivali pro vytvoreni vlastnich obrazu se subpi-
xelovym posunem. Tato metoda je mnohem rychlejsi, avSak je méné presna.

Definice 2.2. Mgjme body P11 = (z1,91), P12 = (21,%2), Po1 = (z2,11),
Py = (2, y2) (viz obrézek 1) a predpokladejme Ze zndme hodnotu pixeli obrazu f
v téchto bodech. Pak klademe

Xro — X xr — X

Fay) m = (P + - f (o),
[z, y2) =~ %f(Pu) + %f(Pm)»
Y2y Y2 -y
f(x?y) ~ Yo — U1 f(xvyl) + Yo — Y1 f(%w)

3. PROGRAM

Pro nalezeni parametria vdhové funkce zminéné diive jsme pouzili 10 000 obrazu
s pfedem zndmym subpixelovym posunem, proto bylo nutné vytvofit pro nase
ucely specialni program. Ten byl vytvoren v Delphi XE6 s pouzitim knihoven od
Miloslava Druckmiillera.

V tomto programu doslo k inovacim ptedchozich procedur ze zminénych kniho-
ven. Byli vytvoreny i procedury na zménu méiitka, gamma korekce a histogramu.
Uzivatel tohoto programu si miize vytiznout ¢ast obrazu s urcitym posunem a také
jej ulozit. Grafickou stranku programu lze vidét na obrazku 2. Samotny program
a informace k nému jsou k dispozici v [3].
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Obrazek 1. Piiklad 2D mfizky pro bilinearni interpolaci.
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Obrazek 2. Spustény program se zdkladnim obrazem a spoé¢itanym posunem.

4. OPTIMALIZACE PARAMETRU

Hleddme vhodnou kombinaci hodnot parametru A; a Ay tak, abychom odstranili
pouze frekvence obsahujici Sum a jiné pro danou analyzu nepotiebné informace.
Parametr okenni funkce jsme pouzili z predchozich studii. Vysledek fazové korelace
je zobrazen jako bod na Gerném pozadi (viz obrézek 3).

Na zacdtku jsme zkouseli ruzné hodnoty parametri A; a Ao na péar obrazech,
abychom nasli vhodné skupiny hodnot pro dalsi optimalizaci. Na obrazku 3 vidime
jak to funguje. Pro malé \; dostaneme maly vrchol, to znamend, ze odstranime
pouze malé mnozstvi vysokych frekvenci a nds maximalni vrchol je velmi piikry.
Pro velké A\; odstranime vice vysokych frekvenci a nds maximalni vrchol je vice
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a) b)

Obrézek 3. Zobrazeny vysledek fiazové korelace po vyndsobeni Gassovou low-pass high-pass
vahovou funkci. Pouzité parametry jsou A\;1 = 3 a A2 = 13 pro obraz a) a A1 =7 a A2 = 13 pro
obraz b).

obly. Parametr Ao méni informace v nizkych frekvencich, takze nemuzeme vidét
zadny rozdil v zobrazeném obrazku.

Skupiny hodnot parametru byly vybrany takto: Ay €{4, 5,6}, A2€{11,12, 13, 14}.
S témito parametry dostaneme odhady posunu s presnosti na tisiciny. VSechny
mozné kombinace jsme aplikovali na vsech 10 000 obrazu. Nésledné jsme pro
kazdou kombinaci hledali maximalni odchylku od skuteé¢ného posunu a vytvoftili
jsme graf jejich zdvislosti (viz obrazek 4).

5. VYSLEDEK

7 obrazku 4 muzeme vidét, ze nejlepsi kombinace parametru je Ay =4 a Ao = 12.
Maximalni odchylka v tomto piipadé je 0,0031. Pomoci fazové korelace a spravné
volby parametru pro vahovou funkci jsme spocéitali vektor posunu dvou obrazu
s pfesnosti na tisiciny, coz predéilo nase ocekavani.
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Obrazek 4. Graf pouzitelnych parametru a maximalni odchylky.
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STEFANUV PROBLEM A JEHO ANALYTICKE RESENI

RENE KESLER

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek je vénovan analytickému FeSeni tiloh vedeni tepla s fdzovou
pfeménou, které jsou nazvany jako klasicky Stefantv problém. Nejprve je odvozena
diferencidlni rovnice vedeni tepla a také je vytvofen matematicky model Stefanova
problému. Dulezitou Easti je nésledné odvozeni analytického fesenf pro tlohu tani®.

1. Uvob

Jako Stefanuv problém je oznacovéna uloha vedeni tepla zahrnujici tdni nebo
tuhnuti a je nazvana po JoZefu Stefanovi?, ktery na konci 19. stolet{ ve své praci
formuloval problém rozlozeni teploty pii tuhnuti vody. Déle se problém rozsitoval
o mnohem komplexnéjsi déje a postupné, jak rostlo pole jeho aplikaci, tak vzrustal
také zdjem o jeho vyzkum, a to predevsim z matematického hlediska [2].

Stefanuv problém je proces, ktery je ndm vSem nejspiSe velice dobfe zndm.
V kazdodennim zivoté se setkdvame napiiklad s mrazenim nebo naopak rozmra-
zovanim potravin, vyrobou ledu nebo tanim vosku pii hotfeni svicky. Ovsem zna-
lost presného FeSeni nabyva dulezitosti v mnoha technickych aplikacich, jako je
napiiklad odlévéni oceli a slitin, kde dochézi k tuhnuti materidlu. Dalsi dulezitou
aplikaci je uchovavani energie, jez je v materialu ulozena ve formé latentniho tepla
[3]. Principem je akumulace energie (napiiklad ze slune¢niho zafeni béhem dne),
kterou material spotiebuje béhem tani a tim ji v sobé uchova. Néasledné, kdyz je
této energie potfeba (béhem noci muze slouzit k ohfevu vzduchu), se mize zpétné
uvolnit pfi tuhnuti.

Resen{ problému nabyvé slozitosti predevsim diky rozhrani mezi tuhou a kapal-
nou fézi, které se pohybuje v dusledku absorpce nebo uvoliiovéni latentniho tepla,
a tak je jeho poloha neznamou, jez se musi vySetiit v ramci feSeni.

2. PRENOS TEPLA

Pienos tepla obecné probihd t¥emi zptsoby (viz [8]):

2010 MSC. Priméarni 35Q79.

Kli¢ovd slova. Stefanuv problém, vedeni tepla, fazova pfeména, tdni, tuhnuti.

1Clanek vznikl na zakladé bakalsfské prace autora v oboru Matematické inZenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Lubomir Klimes z Energetického ustavu FSI VUT v Brné.

2Jozef Stefan (1835-1893) byl slovinsky fyzik, matematik a basnik piisobici na Videfiské uni-
verzité.
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e Vedenim (kondukci). Kinetickd energie molekul se preddvd vzdjemnymi
srazkami pfi jejich neusporddaném pohybu. Vedeni prevlada v pevnych
latkach a také tekutinach bez proudéni.

e Proudénim (konvekci). Pfi nuceném nebo pfirozeném proudéni se pre-
misténim molekul prendsi i tepelnd energie. Konvekce pfevlada v teku-
tinach.

e Zirenim (saldnim). Probihd ve formé elektromagnetického vinén{ v urci-
tém rozsahu vlnovych délek. Nositeli tepelné energie jsou v tomto ptipadé
fotony.

V tomto ¢lanku je uvazovan pouze pienos tepla vedenim.

2.1. Odvozeni diferencialni rovnice vedeni tepla

Nejprve je vhodné uvést par zakladnich vztahu z termomechaniky, jez byly ¢erpany
z [7], pomoci kterych se odvodi diferencidlni rovnice vedeni tepla.

Tepelny tok. Vzniknou-li v télese teplotni rozdily, zacne teplo podle druhého
zakona termodynamiky prechazet z mist s vyssi teplotou do mist s teplotou nizsi.
Mnozstvi tepla transportované za jednotku ¢asu se nazgva tepelny tok Q [W].
Tepelny tok prochézejici plochou o jednotkové velikosti, ktera stoji kolmo ke sméru
toku, se oznacuje jako mérny tepelny tok ¢ [Wm~—2] a plati

dQ = ¢dS. (2.1)

Fourieruv zakon. Mérny tepelny tok ¢ v latce je pfimo tmérny teplotnimu gra-
dientu

i=—ko, (2.2)

kde k [Wm™'K~1] je soucinitel tepelné vodivosti, coz je fyzikaln{ vlastnost daného
materialu, kterd udava jaky odpor klade latka proti prenosu tepla.

Zakon zachovani energie. Nebudeme-li uvazovat ztraty do okoli, muzeme na-
psat tepelnou bilanci

AE=Qs = Qu—Qu, (2.3)
coz ndm udava, ze zména vnitini energie AE useku mezi x, a x; béhem ¢asového
intervalu (ta,tg) se rovna teplu @y dodaného do tseku zndmymi zdroji a zmensené
o tepla Q, a Qp, kterd vytecou pies konce z, a xp (viz obrézek 1).

—~—] —

Qa Qb
Vo,

0 Tq Tp T

Obrazek 1. Energetickd bilance pro tyc.
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Diferencialni rovnice vedeni tepla. Aby byl problém fesitelny analyticky, bu-
deme uvazovat pouze piipad v jedné prostorové dimenzi (napt. dlouhd tenka tyc).
Hledanou neznémou je potom funkce T = T'(z,t), jez popisuje teplotu v bodé
x a Case t. Z predchozich vztahu lze odvodit (viz [5]) rovnici popisujici T' pro
homogenni ty¢ ve tvaru
oT o*r
Pt = h e T

kde p [kgm~!] uvazujeme jako délkovou hustotu, ¢ [Jkg 'K~'] je mérnd te-
pelnéd kapacita za konstantniho tlaku, kterd udava mnozstvi tepla potiebné ke
zvyseni teploty jednoho kilogramu materidlu o 1K a f(z,t) [Wm™?!] je tzv. hus-

tota vnitinich zdroju. ZjednoduSené rovnici zapiSeme jako

T, = kTpy + f*a (24)
kde
k
K= —
pe

je nové zavedend veli¢ina, zndma4 jako soucinitel teplotni vodivosti, a f* = f/(pc).
Dostali jsme parcialni diferencialni rovnici druhého fadu, jejiz kvadratickd forma
Q(xz,t) = 22 je semidefinitni, a proto je rovnice parabolicka.

3. MATEMATICKA FORMULACE STEFANOVA PROBLEMU

Zformulujme si napfiklad dlohu pro pfipad tani. Uvazujme tedy latku v tuhé fazi,
kterd ma v case t = 0 pocatecéni teplotu T; nizsi nez je teplota tani T;,. Méjme
tuto ldtku definovanou na intervalu = € (0,00). Na zac¢dtku déje je ndhle teplota
okraje x = 0 zvySena na hodnotu Tj, ktera je vyssi nez teplota tani T,,, a je na této
teploté udrzovan po celou dobu t > 0, coz ndm pfedstavuje Dirichletovu podminku,
kterd je konstantni v ¢ase. Muzeme si tedy predstavit, ze tdni zapo¢ne pravé na
okraji x = 0 a déle se bude rozhran{ s(t) mezi fdzemi pohybovat v kladném sméru
osy x (viz [6]). Jednotlivé teploty Tj(z,t) pro kapalné skupenstvi a Ty(x,t) pro
skupenstvi tuhé jsou popsdny parabolickymi rovnicemi tvaru (2.4) odvozeného
v predchozi kapitole (viz také [2]). Tedy

T (z,t) . 0?Ty(z,t)

% 92 pro 0<z<s(t), t>0, (3.1a)
angf’t> = Ks 82%£§’t) pro s(t) <z <oo, t>0. (3.1b)
K rovnicim dodame pocateéni podminku
Ts(x,0) =T; pro x>0 (3.2)
a podminky okrajové
T,(0,t) = Ty pro t >0, (3.3a)
Ts(x — 00,t) = T; pro t > 0. (3.3b)

Ale protoze mame dveé rovnice, uloha jesté neni dobfe formulovana. Potiebujeme
navic jesté dodat pro kazdou rovnici jednu okrajovou podminku na rozhrani fazi.
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Zmeéna skupenstvi probiha na konstantni teploté T,,, doddame tedy podminku na
rozhrani, kterd zastoupi obé potifebné okrajové podminky a zaroven zajisti spoji-
tost feseni (viz [6])

n(s(t)rt) =Tn :Te(s(t)7t) pro ¢>0.

Pocateéné okrajovou ulohu jiz médme dobfe formulovanu, ovSem problém jesté
vyfesit nedokazeme, protoze mame pouze dvé diferenecidlni rovnice a celkové
tii nezndmé Ty(z,t), Ti(x,t) a s(t), kde s(t) je rozhrani pohybujici se v ¢case.
Dalsi potfebnou rovnici ziskame vysSetfenim energetické bilance na rozhrani x =
s(t). Vezmeme tedy tepelny tok z kapalné féze v kladném sméru osy z, ktery je
zmenseny o teplo spotfebovivané na fiazovou pfeménu (tani), a ten se musi rov-
nat v izolované tyci tepelnému toku vstupujiciho do tuhé faze ve sméru osy =x.
Matematicky bilanci vyjaddifme pomoci Fourierova zdkona (viz [6]) vztahem

o1, ds(t) T
—kj— — pL = —ks ,
Yor P ox
coz muzeme piepsat do tvaru
0T (z,1) oTi(xz,t)  ds(t) B
ks . ky P pL at pro z=s(t), t>0, (3.4)

kde L je latentni teplo vztazené na jednotku hmotnosti [Jkg™']. Hustota p bude
uvazovana konstantni pro obé skupenstvi, tedy p; = ps = p.

Nynf jiz mame dobfe formulovanou a fesitelnou ilohu. Rovnice (3.1a), (3.1b),
(3.4) jsou tii diferencidlni rovnice pro Feseni nezndmych Ts(z,t), T;(x,t) a s(t).
Méme také vSechny potiebné pocdtecni a okrajové podminky.

Formulaci pro tuhnuti bychom odvodili analogicky.

4. ANALYTICKA RESENT

Obecné jsou problémy s fazovou premeénou resitelné predevsim numericky, nicméné
v nékterych zjednodusenych ptipadech spliujicich ur¢itd omezeni je mozné nalézt
analytické feseni. Princip odvozeni analytického feSeni si ukdzeme na piipadu tani
polonekonecné tyce, tedy problém budeme fesit na polopiimce = > 0. Je tieba
vysetiit teplotu kapalné a tuhé faze a také pozice rozhrani mezi fazemi.
Matematickou formulaci tlohy jsme odvodili v predeslé kapitole. Rovnice pro
popis teplotniho pole tedy jsou (3.1a), (3.1b) s poc¢ateéni podminkou (3.2) a okra-
jovymi podminkami (3.3a), (3.3b). Doddme podminky na rozhrani z = s(t) tvaru

Ti(x,t) = T = Ts(z,t) pro z=s(t), t>0, (4.1a)
OTs(z,t) oTy(xz,t)  ds(t) B
ks o K i pL & pro z=s(t), t>0. (4.1b)

Budeme hledat tzv. similarity solution (viz [4]) dlohy (3.1a)—(3.3b), (4.1a),
(4.1b), které je slozenim funkce jedné proménné a transformace (z,t) — &(x,t)
sdruzujici dvé nezavislé proménné z,t do jedné promeénné &. Reseni parabolické
rovnice (3.1a) pro kapalnou fézi budeme tedy hledat ve tvaru

Ty(z,t) = F(&(x, 1)),
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x

kde F je neznamd funkce jedné proménné tifdy C? a podle [2] je &(x,t) = N
Spocteme parcidlni derivace slozené funkce F' (), dosadime do rovnice (3.1a) a po
tpravéach dostaneme diferencidlni rovnici pro hledanou funkci F' tvaru

1
F'+F'—¢=0.
2I<Ll

Prevedli jsme tak parcidlni diferencidlni rovnici na obyc¢ejnou diferencidlni rovnici
druhého radu, kterou uz muzeme vyfesit, a dostaneme

§
C1#0
2\/}{—[ ) 1 7é )
kde erf(n) je tzv. error function, nebo-li Gaussova chybové funkce, kterd je defi-
novana (viz [1]) vztahem

F(£) = F(0) + Cy exf (

2 (1 .
Crf(?’]):ﬁ . (& dt

(viz obrézek 2). Vysetiime jesté ¢len F(0), tedy hodnotu funkce F' v bodé & = 0.

2]
15
)
o
o 1
o
05 |
0 : . : x
—2 0 2
Obrazek 2. Gaussova chybové funkce. Obrazek 3. Dopliikova Gaussova chybova
funkce.

Ta odpovidd hodnoté x = 0 a pomoci okrajové podminky (3.3a) proto dostaneme

Nasli jsme tedy feSenf rovnice (3.1a) ve tvaru

x
Ti(z,t) =Ty + Crerf | —— | . 4.2
i(z,t) = To+ Crer (2\/@) (4.2)
Resenf rovnice (3.1b) pro tuhou fazi ziskdme podobnym postupem ve tvaru
x
Ts(x,t) =T; + Cyerfc | —— |, Cy #0, 4.3
@) =T+ Crte (5= ) Ca? (43)

kde erfc(n) je doplikovd Gaussova chybové funkce definovédna (viz [1]) vztahem

2 o
erfe(n) = ﬁ/ e dt=1-— erf(n)
7
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(viz obrazek 3). Zatim nezndmé konstanty C; a Cs se nyni pokusime vySetfit
pomoci podminek na rozhrani s(t). Nejprve vyuzijeme podminku (4.1a), do niz
dosadime a dostaneme

s\ _ . _ s(t)
T()+0161"f<2m) =T, =T; + Csyerfc <2\/ﬁ73t> pro t>0 (4.4)

Odtud je vidét, ze ¢leny

s(t) . s(t)
2Vt 2kt

musi byt konstantni. Zavedeme parametr

()
A= okt

a z rovnosti (4.4) tak mizeme postupné uréit hledané konstanty

neboli s(t) = 2V kit (4.5)

Tm_TO Tm_T‘z

Clzm, szerfc()\:i).

Ziskali jsme FeSeni ve tvaru

Tm — TO X
Ti(x,t) =T f 4.
e, t) =To+ erf(\) o <2\/mt> ’ (4.6)
Tn —T; x
Ty(x,t) =T, + —2——L—erfc ( ) . (4.7)
erfc ()\ %) 2y kst

Zbyvé najit hodnotu parametru A, kterou uréime z podminky (4.1b). Dosazenim
do této podminky a naslednymi ipravami dostavame

2

ksvFl (T —T)e = (T —To)e ™™  LA/T

kl\/@' erfc(/\\/:jg i erf(A) o«

Vyslednd rovnice je tzv. transcendentni rovnice, kterou nelze analyticky vytesit.
K jejimu feSeni proto vyuzijeme nékterou z numerickych metod, napiiklad metodu
bisekce nebo metodu tecen. Jakmile nalezneme feseni A > 0, problém je vyfeSen.
Pozici rozhrani s(t) ziskdme ze vztahu (4.5), rozlozen{ teploty v kapalné fizi z (4.6)
a rozlozeni teploty v tuhé fézi z (4.7).

Obrazky 4-6 vyobrazuji ziskané feSeni pro piipad tani ledu s hodnotou T; =
—15°C v pocatecni podmince a hodnotou Ty = 15°C v podmince okrajové. Obra-
zek 4 predstavuje rozlozeni teploty v ¢ase t = 10 min, obrazek 5 zobrazuje prubéh
tani pro ¢ € (0,80) min a obrdzek 6 je pohyb rozhrani s(¢) mezi kapalnou a tuhou
fazi v zavislosti na case.

Pii feseni dlohy tuhnuti bychom postupovali analogicky.
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s(t)
1 T
10| \ :
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~ ol 1o
—10 L ; | | |
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Obrazek 4. Rozlozeni teploty pfi tani. Obrazek 5. Rozlozeni teploty pfi tani.
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Obréazek 6. Pozice rozhrani s(t) v Case.

5. ZAVER

Cilem tohoto textu bylo pfiblizit ¢tenaii téma Stefanova problému a jeho analy-
tického feseni. Nejprve bylo ve zkratce pojedndno o odvozeni diferencidlni rov-
nice vedeni tepla pomoci zédkladnich vztahu z termomechaniky. Nésledné bylo pro
ukazku odvozeno analytické FeSeni pro piipad tani, kde se vyuzila moznost prevodu
parcialni diferencidlni rovnice na oby¢ejnou diferencidlni rovnici druhého fadu. Pii
dalsim odvozovani se objevil problém s vyfesenim transcendentni rovnice, ktera
se musi Tesit néjakou numerickou metodou. Vysledky byly nakonec pro nazornost
vyobrazeny graficky a to prostiednictvim prostiedi MATLAB.
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RESTAURACE POSKOZENYCH AUDIOSIGNALU POMOCI
RIDKYCH REPREZENTACI

ONDREJ MOKRY

ABSTRAKT. V tomto ¢ldnku se zabyvame problematikou doplnéni chybéjiciho tiseku
vzorku v audiosigndlu. Problém formulujeme jako konvexni minimalizaéni dlohu,
kterou fesime vhodnym iterativnim algoritmem. U rekonstruovaného signalu pfitom
pozadujeme Fidkost jeho reprezentace ve vybraném Gaborové systému. Nasledné
navrhujeme modifikaci metody za icelem kompenzace poklesu energie v rekonstru-
ovaném useku signalu. Porovnéni zdkladni a modifikované metody stru¢né ilustru-
jeme vybranymi experimentalnimi vysledky®.

1. Uvob

Restaurace audiosignalu je aktudlni problematikou a ackoliv k feSeni mnohych
poruch existuji rozsiiené nastroje, objevuji se nové piistupy, které cili bud na
vétsi presnost rekonstrukce, nebo naopak na co nejvyssi rychlost a zpracovani
v redlném ¢éase. Jednim z béznych modelu poruchy je chybéjici tisek vzorku. Pii
pienosu signdlu muze dojit ke chvilkové poruSe, ¢imz vznikne vypadek vzork,
nebo méame k dispozici signal s chybéjicimi ¢i znehodnocenymi tiseky — prikladem
je zédznam na gramofonové desce, ktera je fyzicky poskozend a digitalizovany signal
tak obsahuje rusivé praskani.

Motivace pro pouziti fidkych reprezentaci vychéazi z fyzikalni podstaty audio-
signalu, konkrétné z harmonické struktury hudebniho ténu. Diky tomu lze audio-
signdl lokélné vyjadrit jako souc¢et nemnoha harmonickych funkei (sinus, kosinus)
o ruzné periodé a amplitudé, tedy s vhodnou mnozinou vektoru (piikladem je nize
popsany Gaboruv systém) lze ziskat f{idkou reprezentaci audiosignélu, ¢ehoz pii
feSeni problému restaurace audiosignalu vyuzijeme.

Poznamenejme, ze ackoliv tento prispévek pojednava pouze o doplnéni chybé-
jictho useku signalu, koncept fidkosti audiosignédlu lze vyuzit i pro odstranovani
Sumu nebo tzv. audio declipping, pti némz je cilem doplnit vzorky, jejichz am-
plituda piesahla dovoleny dynamicky rozsah a signél je v téchto mistech omezen
urc¢itou hodnotou vychylky.

2010 MSC. Priméarni 42Cxx.

Kli¢ovd slova. Audiosigndl, doplinovani chybéjicich dat, Gaborova transformace, fidké repre-
zentace, Douglasuv-Rachforduv algoritmus, kompenzace poklesu energie, inpainting.

1Clanek vznikl na zdkladé bakalaiské préce autora v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Pavel Rajmic z Ustavu telekomunikaci FEKT VUT v Brné.
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2. RIDKE REPREZENTACE

Jak jiz bylo nastinéno v uvodu, prezentovany algoritmus bude vyzadovat fidkou
reprezentaci signdlu. Digitdlni signal budeme chapat jako vektor y € CP, kde p
je pocet vzorki signalu®. Nyni popiseme takovou mnozinu vektori G = {g;,i =
1,...,q} C CP, kterd bude generovat prostor C? a dany audiosigndl y € C? bude
mozné vyjadrit jako linedrni kombinaci malého poctu prvka z G.

2.1. Gaborovy systémy

Gaboruv systém je mnozina konstruovand na zakladé zvoleného vektoru g, ktery

nazveme oknem a jehoz nosi¢ je kompaktni a délky w < p. Toto okno slouzi

k casové lokalizaci spektra signalu®. Systém G pak ziskdme translacemi a modu-

lacemi okna g a muzeme jej Uplné popsat pomoci okna g a parametri a (posun

mezi sousednimi okny, neboli parametr translace) a M (poc¢et modulaci okna).
Pro systém G definujeme (linedrn{) operdtor syntézy G: C? — CP,

q
y=0c=> cgi, (2.1)
i=1

a k nému adjungovany operator analyzy G*: CP — C4. Poznamenejme, Ze protoze
predpokladdme g > p, muze pro dany signdl y existovat vice vektoru koeficientu
c takovych, ze y = Y7 | ¢;g;. Blizs{ teoreticky rozbor operdtoru G a G* je nad
ramec tohoto textu, na tomto misté proto pouze uvedeme, ze pro vhodné okno
g a nastaveni parametru a a M je systém G tzv. Parsevalovym framem (blize
viz [4, 3]), ktery je z vypocetnich divodi vyhodny. Déle budeme pracovat prave
s Parsevalovym framem a jeho prvky budeme nazyvat atomy.

3. FORMULACE PROBLEMU A ALGORITMUS

Ulohu doplnéni chybéjiciho useku signalu budeme nyni formulovat jako optima-
liza¢ni problém, ve kterém budeme hledat nejiidsi vektor koeficienti x € C? re-
konstruovaného signdlu (samotny signdl pak snadno dostaneme jako Gx). Mnozina
ptipustnych feseni I' je mnozina takovych reprezentaci, ze z nich syntetizovany
signal se od puvodniho nelisi v neposkozenych tsecich. Formélné

x = arg min ||z||p vzhledem k z €T. (3.1)
z
Protoze minimalizace ¢p-pseudonormy (neboli maximalizace fidkosti) je NP-tézky
problém, fesime relaxovanou 1lohu

x = arg min ||z||; vzhledem k z€T. (3.2)

2Signa’d chapeme jako komplexni vektor z duvodu Gaborovy transformace, kterd se obvykle
zavadi pro komplexni vektory [3]. V aplikacich, kde jsou signdly redlné, se pak omezujeme pouze
na realnou slozku y.

3Proto hovoiime o tzv. éasové-frekvenéni reprezentaci signélu.
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Uloha (3.2) je jiz ulohou konvexn{ optimalizace, k jejimu fesen{ tudiz zndme efek-
tivni algoritmy.

3.1. Algoritmus

Definujeme-li indikdtorovou funkci «r mnoziny I' vztahem

0 xeTl,
wx) = 00 x¢Tl

muzeme tlohu (3.2) formulovat v neomezeném tvaru

x = arg min ||z||; + ¢r(2). (3.3)

z
Pro teseni dlohy (3.3) pouzijeme proximalni Douglasuv-Rachforduv algoritmus (viz
[1]), jehoZ zjednodusend verze pro nas problém je v algoritmu 1. Funkce soft, (tzv.
mékké prahovan{) a projp (projekce na mnozinu I') jsou tzv. proximdln{ operdtory
¢1-normy, resp. indikatorové funkce (blize viz [1]).

Algoritmus 1: Douglasuv-Rachforduv —algoritmus pro zaplnéni
chybéjiciho tiseku signalu

1 zvolime 7 > 0,qq € C?

2 forn=20,1,2,... do

3 X, = soft,(qn)

4 | dnt1=dn +DProjr(2x, — dn) — Xn
5 end

6 x = projp(xn)

Posledni krok algoritmu 1 je oproti obecné formeé algoritmu piridan navic, protoze
volime konzervativni pfistup, pii kterém pozadujeme piislusnost vysledného vek-
toru x do mnoziny I, i kdyz algoritmus skonéi v dusledku zvoleného ukoncovaciho
kritéria diive, nez je dosazeno optimélni feseni.

3.2. Kompenzace poklesu energie v rekonstruovaném signalu

Signdly rekonstruované vyse popsanym algoritmem obecné vykazuji pokles energie
v misté zaplnéné diry (tento jev symbolicky ukazuje obrazek 1). Pro kompenzaci
tohoto poklesu energie navrhujeme dvé metody: vdhovédni atomu a kompenzaci
v Casové oblasti.

3.2.1. Vahovani atomu. V dusledku ¢; relaxace dochézi pii optimalizaci kromé
pozadovaného nulovani slozek Gaborovy reprezentace téz k snizovani slozek, které
zustanou nenulové a ze kterych tedy syntetizujeme vyslednou rekonstrukei. K to-
muto dochézi realizac{ operdtoru soft,, ktery (zjednoduSené feceno) zmensuje
slozky argumentu o hodnotu 7. Vahovani atomt v naSem piipadé znamend pfifa-
zeni ruznych hodnot 7; jednotlivym slozkdm Gaborovy reprezentace (namisto kon-
stantniho parametru 7). To ¢inime tak, ze atomum, které vice pfispivaji k rekon-
strukei diry, prifadime mensi hodnotu 7;, aby byly operatorem mékkého prahovan{
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Obréazek 1. Ukézka poklesu energie v misté doplnéné diry (diru délky h symbolizuje Sedd ob-
last). Cern4 kiivka zobrazuje navrh na kompenzaci poklesu energie v ¢asové oblasti.

méneé penalizovany. Ur¢it vahy spliujici tento pozadavek 1ze mnoha zptusoby a pfe-
dem nelze odhadnout, jaky postup dosdhne nejlepsich vysledka. Déle tedy navr-
hujeme ¢tyfi ruzné moznosti, které reflektuji vliv jednotlivych atomu na doplnén{
chybéjiciho tiseku a jednotlivé moznosti se lisi rozptylem vypocitanych hodnot 7.

Ozna¢me nyni gj ¢4st atomu g;, kterd odpovidd neporuSené casti signdlu.
Vahy 7; pak navrhujeme mimo konstantni (nevdhované) varianty dle nasledujicich
vzorcu:

L Isupp(g))] 1 .- el
| supp(g;i)| llgill1
r r||2
L 7= [P 7 V. = ||gz\|§ .
llgill2 llg:ll5

3.2.2. Kompenzace v ¢asové oblasti. Cilem této metody neni reagovat ptimo
na pii¢inu poklesu energie, jak tomu bylo u vdhovdni atomu. Zde se snazime
amplitudu doplnéné ¢ésti signalu zvysit prostym vynasobenim rekonstruovaného
signalu po slozkach vhodnou funkei. Pro ilustraci zde mame na tuto funkci pouze
pozadavek hladkosti, volime tedy jeji hodnoty dle jedné periody (délky h) funkce
kosinus posunuté podél osy y tak, aby na hranicich diry hladce navazovala na
konstantni funkeci s hodnotou 1 (mimo diru signdl neménime). Tento jednoduchy
model je ilustrovan v obrazku 1.

4. UKAZKOVE VYSLEDKY

Obrazky 2 a 3 ilustruji pouziti navrzenych metod v praxi. V obou je viditelny
narust amplitudy, je-li pouzit algoritmus s vdhovadnim atomu. Ackoliv v piipadé
uvedeném v obrazku 3 je pokles energie ziejmy i s pouzitim obou navrzenych kom-
penzaénich metod po sobé, dochazi zde oproti zdkladni metodé (tyrkysova barva)
k eliminaci tuseku pouze nulovych vzorku a rozdil mezi neposkozenym signdlem
a rekonstrukei je sluchem nerozeznatelny.
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pisvodni

j) signal

s vahami s nejvy3sim SNR
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Obrézek 2. Porovndn{ variant algoritmu (vdhovani voleno dle varianty IV). Testovany signal
byl zdznam zvuku housli a violy, délka diry h = 632 vzorku (se vzorkovaci frekvenci 44,1 kHz,
tedy pfiblizné 14 ms).
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s vahami s nejvy&sim SNR Zévéreéna kompenzace

0.775

t[s]
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Obrazek 3. Porovnani variant algoritmu (vdhovdni voleno dle varianty I). Testovany signél byl
zdznam zvuku housli, délka diry h = 1080 vzorku (se vzorkovaci frekvenci 44,1 kHz, tedy pfiblizné

24 ms).

5. ZAVER

Prezentovali jsme algoritmus pro doplnéni chybéjiciho tseku audiosignalu zalozeny
na predpokladu fidkosti Gaborovy reprezentace signalu. Z dosazenych vysledku
jsme se omezili na ukdzku dvou jednoduchych experimentu. Sirsi analyza vysledku
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provedend v [2] ukazuje, Ze z hlediska objektivniho hodnocen{ jsou navrzené kom-
penzaéni metody zlepsenim oproti zédkladnimu algoritmu 1, ovSem ne ve vSech
pripadech.
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URCENI TERMOFYZIKALNICH VLASTNOSTI OKUJI NA
OCELI PRO VYSOKE TEPLOTY

TOMAS ONDRUCH

ABSTRAKT. Priispévek seznamuje Ctenare s problematikou bakaldiské price fesené
studentem oboru Matematické inzenyrstvi na FSI VUT v Brné ve spolupraci s Labo-
ratofi pfenosu tepla a proudém’l. Cilem textu je poukdzat na vyuziti matematického
aparatu pfi feSeni redlné technické tlohy z oblasti pifenosu tepla. Zde matematika
poskytuje nastroje jak pro popis zkoumanych fyzikdlnich jevi, tak i pro analyzu
dat a vyhodnoceni kvality vypocitanych vysledka.

1. Uvop

Pii vyrobé oceli a béhem procest jejiho zpracovani za vysokych teplot je ocel bézné
vystavena oxida¢nimu prostredi. Za takovych podminek dochdzi na jejim povrchu
k oxidaci zeleza a naslednému vzniku vrstev okuji. Jejich vyznam je dulezity jak
z hlediska dosazeni pozadované kvality oceli, tak i pro optimalizaci dil¢ich procestu
zpracovani, zejména postupného chlazeni ocelovych produktu a jejich valcovani.

Vliv okuji by tedy rozhodné nemél byt zanedbavan a jejich vyzkumu by se
méla vénovat patiicnd pozornost. Z duvodu znacné zavislosti struktury okuji na
parametrech oxida¢niho prostiedi a slozeni oceli je vSak zkouma&ni jejich vlastnosti
velmi slozité. K této obtizi prispiva také vyrazna nehomogenita, kiehka struktura
a obecné proménliva poréznost vrstvy okuji. Mikrofotografie zokujeného povrchu
oceli je pfiloZzena na obrazku 1.

Bakalarska préce se zabyva urcenim tepelné difuzivity « a soucinitele tepelné
vodivosti A vrstvy okuji na oceli. Redeni tlohy zahrnuje experimentalni ¢ast s vy-
uzitim méfictho aparatu pro tzv. laserovou zableskovou metodu, ktera je velmi
vhodné zejména pro méfeni vzorku za vysokych teplot pfesahujicich 600 °C. Zis-
kané vysledky jsou pocitacové zpracovany a v dalSim postupu srovnény s vystupy
kone¢néprvkového numerického modelu, ktery simuluje provedené méreni. Vysled-
ky ziskané témito dvéma védeckymi piistupy lze nédsledné porovnat a s pomoci
metody odezvové plochy zalozené na principech regresni analyzy urcit hodnoty
hledanych termofyzikalnich vlastnosti.

2010 MSC. Priméarni 80A20; Sekundérni 00A06.

Kli¢ovd slova. Okuje, termofyzikalni vlastnosti, laserova zableskovd metoda, diferencialni rov-
nice vedeni tepla, metoda odezvové plochy.

Wedoucim bakalafské prace autora byl Michal Pohanka z Laboratofe pfenosu tepla a proudéni
FSI VUT v Brné.
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Obrazek 1. Mikrofotografie vrstvy okuji na povrchu oceli.

2. ZAKLADY PRENOSU TEPLA

Nedilnou souédsti procesu vyroby a zpracovani oceli je pienos tepla. Z hlediska fy-
zikalni podstaty déju lze u néj rozliSovat tii zédkladni mechanismy: vedeni, proudéni
a zafeni. V hutnickém priumyslu i v feSeném problému souvisejicim s uréenim ter-
mofyzikédlnich vlastnosti zastavéa nejvyznamnéjsi roli prenos tepla vedenim, ktery
Ize formalné popsat pomoci diferencidlni rovnice vedeni tepla, znamé také jako
rovnice tepelné difuze.

2.1. Diferencialni rovnice vedeni tepla

Pro zékladni pfipad jednorozmérné 1lohy nestacionarniho vedeni tepla, napiiklad
v tenké tyci nebo skrze rovinnou sténu, lze diferencidlni rovnici vedeni tepla zapsat
ve tvaru

or o ( or
T 89{:(0[8%) +q(z, 1), (2.1)

kde T' = T'(x,t) je hledand funkce popisujici teplotu ve zkoumaném télese v misté
se souradnic x a Case t, ¢len g(x,t) reprezentuje vnitin{ zdroje tepla a soucinitel «
se nazyva tepelna difuzivita. Pfi feSeni tlohy vedeni tepla je rovnice dale doplnéna
o pocatecni podminku a vhodné okrajové podminky.

Pro fyzikélni vyjadieni tepelné difuzivity plati vztah o = ﬁ, kde ¢len A na po-
zici Citatele pfedstavuje soucinitel tepelné vodivosti, jmenovatel vyjadiuje soucin
hustoty p a mérné tepelné kapacity ¢ materialu. Z hlediska interpretace vyjadiuje
tepelnda difuzivita schopnost latky vyrovnavat rozdilné teploty pfi neustdleném
§ifen{ tepla vedenim v homogennim prostiedi. Oproti tomu soucinitel tepelné vo-
divosti A charakterizuje schopnost latky vést teplo. Urceni ¢iselnych hodnot téchto
dvou termofyzikalnich vlastnosti se v praxi provadi experimentalné. V piipadé
méfeni zokujenych vzorku za vysokych teplot je vhodnym postupem pouziti tzv.
laserové zableskové metody.
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3. LASEROVA ZABLESKOVA METODA

V Laboratofi prenosu tepla a proudéni bylo provedeno méfeni zokujenych vzorku
oceli 54SiCr6 pomoci méfictho zafizeni pro laserovou zébleskovou metodu. Jeji
princip spoc¢ivd v ozaifeni malého vzorku tvaru disku vykonnym pulsnim laserem,
jehoz paprsek dopada na horni stranu méfeného vzorku a zpusobi jeho zahiati.
Odezva na spodni strané vzorku odpovidajici postupnému narustu teploty je na-
sledné méfena vysoce citlivym infracervenym senzorem a pomoci systému pro sbhér
dat zaznamenavana do paméti pocitace. Z rustu kiivky odezvy a zndmych rozmértu
vzorku lze pak v piipadé méfeni homogennich vzorku urc¢it hodnotu tepelné difu-
zivity a soucinitele tepelné vodivosti materidlu.

Ozafeni nehomogenniho vzorku
vrstvy okuji na oceli je graficky
znézornéno na obrazku 2. V takovém
ptipadé je vsak samotnd laserova
zébleskova metoda nedostacujici, ne-
bof neumozituje uréeni termofy-
zikalnich vlastnosti okuji jakozto
diléi  vrstvy zkoumaného vzorku.
Z duvodu kiehké struktury okuji
navic nelze tuto vrstvu oxidi od
substratu oceli pro tucely méfeni
oddélit. Vhodné feSeni problému
nabizi vyuzit{ numerické simulace.

Kratky puls laseru

Horni strana

Vrstva
okuji

Ocelovy
podklad

Spodni strana

Obréazek 2. Ozifeni zokujeného vzorku.

4. NUMERICKY MODEL

Obrazek 3. Teplotni pole v oblasti drzaku pece.

Ve vyvojovém prostiedi programu
COMSOL Multiphysics v 5.2a byl
vytvoren konecnéprvkovy nume-
ricky model meéficiho zafizeni,
ktery simuluje provedeny experi-
ment laserové zableskové metody.
Model zahrnuje geometrii elek-
trické pece spolu se zokujenym
vzorkem uchycenym v drzaku uv-
nitt pece a simuluje casové zavisly
prenos tepla probihajici po ozareni
vzorku pulzem laseru. Zidanym
vystupem numerického vypoctu je
podobné jako v pripadé realného
méfeni kone¢nd posloupnost hod-
not popisujici teplotni odezvu na

spodni strané ozareného vzorku. Na obrazku 3 je zachyceno vypocitané teplotni
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pole v oblasti drzaku pece bezprostifedné po simulovaném ozafeni vzorku pii
pocatecni teploté 800 °C.

5. VYPOCET TERMOFYZIKALNICH VLASTNOSTI{

Pro urceni termofyzikalnich vlastnosti zkoumané vrstvy okuji byly srovnavany
teplotni odezvy na spodni strané vzorku ziskané z numerického modelu s odezvou
nameéienou infracervenym snimacem pii experimentu. Konkrétné byly sledovany
tvary kiivek v ¢asovém rozmezi od vyzareni pulsu laseru az po bod maxima kiivky.
Utelem tohoto procesu bylo minimalizovat funkcional S predstavujici soucet
¢tvercu odchylek hodnot ziskanych z numerického modelu viuéi hodnotdm naméte-
nym pii experimentu. Nalezeni minima pak ptimo vede na urceni hledané dvojice
termofyzikalnich vlastnosti okuji. Matematicky lze tlohu zapsat ve tvaru

n
(&, \) = argmin S(a, \) = argmin Z (U — Ty(a, )\))2,
a, A a, A =0
kde U, jsou data ziskana z experimentu, T} jsou hodnoty ziskané ze simulace. Cas
t = 0 oznacCuje okamzik ozareni vzorku pulsem laseru, ¢ = n se pak vztahuje k
bodu, kdy U; nabyva své maximélni hodnoty. Nutno poznamenat, ze jak posloup-
nost diskrétnich hodnot Uy, tak i T} je pro tcely vzajemného srovnavani kiivek
potieba preskdlovat do bezrozmérného tvaru v rozsahu (0, 1). Graficky je myslenka
porovnavani kiivek ve smyslu metody nejmensich étvercu zachycena na obrazku 4.

091 |— Meéreni -
—— Simulace

Bezrozmeérna teplota

0 0.1 0.2 03 04 05 06 0.7

Cas t[s]

Obrazek 4. Princip srovnavani tvaru kiivek ve smyslu metody nejmensich ¢tvercu.

5.1. Metoda odezvové plochy

Zakladni myslenka feseni ulohy vyuziva fakt, ze volbou dvojice parametra (c, )
v nastaveni numerického modelu lze ménit vystupni hodnoty 7; numerického
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vypocCtu, a tedy i vysledny soucet Ctvercu odchylek. Metoda odezvové plochy
predstavuje efektivni nastroj, ktery umoznuje ulohu fesit pii provedeni pomeérné
nizkého poc¢tu simula¢nich vypoctl, pficemz testovaci dvojice parametru (a, )
jsou voleny systematicky podle tzv. planu experimentu. Pfitom se vyuziva ptfed-
pokladu, ze empiricky model vlivu vstupnich proménnych modelu na vystupni
proménnou muzeme aproximovat vhodnou matematickou funkci ve smyslu nej-
mensich ¢étvercu.

5.2. Vypocet termofyzikalnich vlastnosti

Ve statistickém software Design - Expert 10 uréeném pro navrh a analyzu experi-
mentu byla pouzita metoda odezvové plochy pro nalezeni optimalni dvojice para-
metru (&, 5\) minimalizujici funkciondl S pro soucet ¢tverci odchylek naméfenych a
simulovanych hodnot na kfivce odezvy. Pro regresi byl v uzivatelském rozhrani pro-
gramu zvolen polynomiélni kvadraticky model. Program po provedeni vypoctu po-
skytnul uzivateli ¢iselné hodnoty nalezenych termofyzikalnich vlastnosti i grafickou
reprezentaci nalezené odezvové plochy, ktera je zndzornéna formou konturového di-
agramu na obrézku 5. Vystup rovnéz zahrnoval analyzu rozptylu (ANOVA), kterd
umoziiuje vyhodnotit kvalitu vytvoreného modelu a pripadné identifikovat jeho
nedostatky. Tyto poznatky jsou prezentovany a okomentovéany v textu piilohy
vypracované bakalaiské prace.
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Obrazek 5. Konturovy diagram nalezené odezvové plochy.
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6. DISKUZE A ZAVER

Vypoéitané hodnoty tepelné difuzivity & = 4,74.1073 cm? /s a soucinitele tepelné
vodivosti A = 0,37 W /m K vrstvy okuji pro méfeni pti teploté 800 °C byly v zavéru
srovnany s hodnotami z dalsich dostupnych publikaci. Zejména nezanedbatelna
mira poréznosti zkoumanych okuji, u kterych vzduchové péry tvoif az 37% cel-
kového objemu, je pravdépodobné hlavnim duvodem, Ze nalezené hodnoty jsou
ve srovnani s dostupnymi daty zna¢né nizsi. Vyhodnoceni miry vlivu poréznosti
okuji na vysledky vypoctu jejich termofyzikalnich vlastnost{ nabizi prostor pro
navazujici pokrok v této oblasti vyzkumu.

Tom&s Ondruch, Ustav matematiky, Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni technické
v Brné, Technickd 2, 616 69 Brno, Cesk4 republika,

e-mail: tomas.ondruch@vutbr.cz
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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ
OLYMPIADY

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

ABSTRAKT. V ¢lanku su rieSsené Styri vybrané priklady z Internetovej matema-
tickej olympiddy pre Studentov strednych skol. V prvom priklade sa rozhoduje
o linedrnej zavislosti vektorov daného tvaru, v druhom priklade sa hlad4 nezndma
funkca spfﬁajﬁca dany vztah, v trefom priklade sa poéita tretia mocnina daného
kvaterniénu a vo stvrtom priklade sa pocita dlzka stany pravouhlého trojuholnika
s danymi vlastnostami.

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kazdoro¢ne organizuje Internetovi mate-
maticki olympiddu pre studentov strednych skl CR a SR. V roku 2017 prebehol uz
jej desiaty rocnik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa nemalou mierou po-
dielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi. Podla pravidiel tejto sifaze riesi
desat prikladov skupina siedmich stredogkoldkov maximélne dve hodiny. Skladba
prikladov byva pestrd, su zaradené priklady roznej obtaznosti. Cielom je, aby aj
studenti nizsich roénikov (ktorf mozu byt bud ¢lenmi timu namiesaného z réznych
roénfkov alebo majii svoj tim) mali Sancu dotiahnut do konca aspori nejaky priklad
a zbierali do budicna skisenosti.

Na strdankach http://matholymp.fme.vutbr.cz je moiné nijst zadania aj
rieSenia prikladov zo vSetkych ro¢nikov.

Tento prispevok piSem z pohladu riesitela. Vybrala som niektoré z tych naroé-
nejsich prikladov (podla vysledného bodového hodnotenia) a uvaddzam pri kazdom
povodné zadanie a potom moje postupné tivahy — ukazku toho, nad ¢im vSetkym
uvazuje riesitel, nez sa dopracuje k rieseniu a niekedy este aj potom.

Pozndmka: V zatvorke je vidy uvedeny rok, kedy sa dany priklad vyskytol
na olympiade, pod akym ¢islom a meno autora prikladu.

1. PRIKLAD S VEKTORMI

Na 1tvod som vybrala priklad z linedrnej algebry.

2010 MSC. Primérni 00A09; Sekundérni 00A35.
Kli¢ovd slova. Matematickd olympiada, kvaternién.
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Priklad 1 (2014, Piiklad 9, autorka Hana Druckmiillerovd). Méjme v R™ ddno
n vektoru o n slozkdch, kde n € N, n > 2, takto

171:(1,2,3,...,77,)7
Uo=Mm+1,n+2,...,2n),

U= (n—Dn+1,(n—1)n+2,...,n%).
Rozhodnéte, zda tyto vektory jsou linedrné zdvislé.
Priklad ma4 zlozito vyzerajice zadanie, pracuje sa tam s n-rozmernymi vektormi,

to asi mnohych stredoskolakov odradilo. Pre ziskanie predstavy, o ¢o vlastne ide,
je dobré prepisat si zadanie pre konkrétne n. Napriklad pre stvorku dostanem

1 = (1,2,3,4),
vy = (5,6,7,8),
U3 = (9,10,11,12),
U4 = (13,14, 15, 16).
Spomenula som si pri tom na matice — ked chce niekto napisaf vymyslent, ale

»pekni“ maticu, castokrat prva, ktora ho napadne, je matica poskladana z prave
takychto vektorov

1 2 3 4
1 2 41122 5 6 7 8
3477897 9 10 11 12}’

13 14 15 16

Otédzka v zadani je, ¢i su tieto vektory linedrne nezavislé. Ak nie s, znamena to,
ze t4 matica ma nulovy determinant. Aj mne sa uz stalo, Ze som vymyslela priklad
s takouto maticou 3 x 3 a paméatdm si, ze jej determinant vysiel nulovy (bol to
prave priklad na vypocet determinantu matice). Plat{ to ale pre vsetky takéto
matice? Pozriem sa este raz na tie vektory a hned vidim, Ze plati

Ty — ¥y = (5,6,7,8) — (1,2,3,4) = (4,4,4,4),
Ty — ¥y = (9,10,11,12) — (5,6,7,8) = (4,4,4,4).
S n-rozmernymi vektormi je to podobné,
Uo—01=Mm+1,n+2,...,2n) — (1,2,3,...,n) = (n,n,...,n),
U3 —ta=02n+1,2n+2,...,3n) —(n+1,n+2,...,2n) = (n,n,...,n).
Takze pre kazdé n > 2 plati, ze
Uy — U1 = U3 — Vs,
a teda
Uy — 205 + U3 = (0,0,...,0).
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Nasla som linedrnu kombinaciu prvych troch vektorov, ktord mi da nulovy vektor.
Su teda vzdy linedrne zavislé.

Pouéenie: Pokial chcete vymyslief priklad na maticu s nenulovym determinan-
tom, pouzite nejaki ,nahodnejsiu“. (Tiez sa neodportica pouzivat zaradom idice
¢isla ,12345...“ ako heslo.)

2. PRIKLAD S NEZNAMOU FUNKCIOU

Takéto typy prikladov ma bavia. Hladanie nezndmej funkcie je trochu ako de-
tektivka — mam stopu a hladdm pachatelov. A po vypdtrani ich musim este
usvedgit.

Priklad 2 (2016, Priklad 8, autor Matej Dolnik). Najdéte nejméné dva funkcnd
predpisy pro nenulovou spojitou funkci f, md-li platit

Fa+y) = f2y) + F(2) = 2 () f2(y) + f(22) f(y) cos(y), Va,y € R.

Rovno sa priznam, ze som to na prvy pokus nevyriesila spravne. Zacala som
dobre — napisala som si asi dva vztahy, ktoré musi hladans funkcia spiﬁat’ , ale
potom som sa niekde pomylila a vyslo mi velmi rychle, Ze jediné rieSenie je nulova
funkcia. A hned’ potom som sa pozrela na stranky olympiddy, & to mam spravne.
Tym som zistila, ze mam niekde chybu, sicasne som sa ale nechtiac dopredu
dozvedela skutocné riesenie.

Dobre, povedala som si, nevadi, postup som nestudovala, skiisim na to rieSenie
prist sama. Zistila som ale vzapéti, Ze to v tomto pripade nejde — zadanie totiz
predpokladé, Ze riesitel tiuto funkciu méze uhddnut. A ako sa mam tvarif, Ze
hidam funkciu, ked uZ ju viem? Nakoniec som to vymyslela tak, Ze si zadanie
trochu upravim — nie ,,najdite najmenej dve rieSenia“ ale ,najdite vsetky riesenia“.
Takze to, ze dve rieSenia pozndm, mi az tak nepomoze.

Toto je postup riesenia tohto upraveného zadania.

Sktsim vo vztahu zo zadania prehodit premenné z a y. NapiSem obidva vzfahy
pod sebou

Pla+y) =2y + @) = 2f22) f*(y) + f(22) f(y) cos(y), Va,y €R,
Ply+az)= )+ ) = 2f2W) (@) + f(2y) f(z) cos(x), Va,y €R.

Vidim, ze sa liSia len v poslednom sé¢itanci. Dostavam teda, ze

f(2x)f(y) cos(y) = f(2y)f(x) cos(x), Vx,y€R. (2.1)

Upravim tiito rovnicu tak, aby nalavo boli len vyrazy s x a napravo s y (tj. sepa-
rujem premenné)

fQz) _ f(2y)
f(a)cos(z)  f(y)cos(y)’

Vo, y e R\ {z: f(z) =0V cos(z) = 0}.
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Tento podiel je teda konstantny pre vsetky x také, ze f(x) # 0 a cosx # 0.
Oznaé¢im tito konstantu K a rovnicu zbavim zlomku

f(22)
7(a) cos(a)

f(2z) = Kf(x)cos(z), VaxeR\{z: f(x)=0Vcos(z)=0}.

=K, VexeR\{z: f(x)=0Vcos(z)=0},

Tento posledny vztah je pekny, myslim si, Ze by mohol platif aj pre x také, Ze
f(x) = 0 alebo cos(x) = 0. Skiisim to overit. Vratim sa ku vztahu (2.1), z ktorého
som to odvodila. A teraz vidim, Ze to mézem odvodit jednoduchsie, staéi dosadit
za y také , 7e f(y)cos(y) # 0 a vydelit to tym. Také 7 uréite existuje, funkcia
nemdze byt nulova vsade, kde je cos() # 0, to by bola bud konstantne nulovd
alebo nespojitd. Dostdavam

ic) x) cos(x T
20) = 5 H s ) cos(e), Ve € R
f(2z) = Kf(z)cos(z), VreR. (2.2)

Mohla som to tak urobif hned na zaciatku. Postup by bol kratsi, ale vtedy ma
to nenapadlo. Tie medzikroky boli potrebné len k tomu, aby ma naviedli na ten
lepsi postup. Ako riesitelka olympiddy by som ich teda nechala len na pomocnom
papieri.

Teraz sa vratim ku vztahu zo zadania. Za premenni y dosadim tiez x, potom

f2(22) = 2f*(x) — 2f*(2) + f(22) f(z) cos(z), Yz €R.
Teraz za f(2x) dosadim K f(x) cos(x) a dostdvam
K2 f%(x) cos®(x) = 2f%(x) — 2f*(z) + K f2(x) cos?(x),
K?cos?(z) = 2 — 2f%(z) + Kcos*(x),

K — K?

5 .

To uz je vlastne skoro odvodené, ako vyzerd f(z), az na konstantu. Pre urcenie K
staci zistit hodnotu f(z) pre nejaké x. Ako prvé ma napadlo dosadif za x nulu.
Mam, ze

f2(z) =1+ cos?(z) (2.3)

K- K?
f20) =1+ —
Dosadim nulu aj do vzfahu (2.2) a mam, Ze

f(0) = Kf(0).
Z tychto poslednych dvoch rovnic vidim, ze bud je K = 1 a f2(0) = 1, alebo je
F(0)=0a EZE2 — 1 (potom K = 2 alebo K = —1). Potom 7z (2.3) mém tieto
dve moznosti

fA(x)=1, VreR
1

alebo  f2(x) = 1 — cos?(x) = sin®*(z), Vz €R.
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Dalsie vhodné &fslo, ktoré mozem dosadit do vzfahu (2.2), je Z. Potom hned
dostévam

f(m) =0.
TakZe to vylu€uje prvii moznost. Jedind mozn4a funkcia, spiﬁajﬁca vztah zo zada-
nia, je taka, pre ktoru plati, ze

|f(z)] = [sin(z)|, VzeR.

Takze hladan4 funkcia je sin(z) az na znamienko. To znamienko moZe byt v réznych
bodoch r6zne, oznaéim si ho ako z(x). Mézem teda napisat, Ze

f(z) = z(z)sin(z), Vx e R a |z(z)|=1,VzeR.

Toto teraz dosadim do vzfahu (2.2) a pouzitim vzorca sin(2z) = 2sin(z) cos(z) to
upravim

N

F(2) = K £ () cos(),

z(2z) sin(2x) = Kz(x) sin(x) cos(x)

z(2x)2sin(x) cos(z) = Kz(x) sin(z) cos(x)
) =

z(2x (a:), VmGR\{x:x:kg,REZ}.
Uz skor som zistila, ze K = 2 alebo K = —1, z tohto posledného vztahu vidim, Ze
jedind moznost je K = 2, a teda pre z(z) plati, ze

2(2x) = z(x), VxeR\{x:x:kg, kEZ}.

Pretoze funkcia f(z) mé byt spojit4, jediné mozné miesta, kde sa zmeni znamienko
z(z), st nulové body funkcie sin(z). Takze z(x) je na celom intervale (0, 7) rovnd 1
alebo je na celom intervale (0, 7) rovnd —1.

Teraz pre kazdé x > 7 mam, ze z(x) = 2(5) = 2(§) = -+ = 2(57). Vady
najdem také n € R, Ze 5 < 7. TakZe z(7) je konStantna na celom mtervale (0, 00).
Z rovnakej tvahy vyplyva, Zze z(x) je konstantnd na celom intervale (—o0, 0).

Zostéva zistit, ¢i je konStantnd tplne vSade. Na to sa musim vratit ku vzfahu
zo zadania a dosadif tam x a y s réznymi znamienkami. Ako prvé ma napadlo

dosadif za y priamo hodnotu —z. Postupnymi ipravami dostdvam
sin?(0) = sin?(z) + sin?(x) — 2sin’(x) sin?(z) — 2(2x)2(—z) sin(2z) sin(z) cos(z),
0 = 2sin’®(z) — 2sin(z) — 22(22)2(—xz) sin?(z) cos?(z),
0= (1 —2(2z)z(—x)) (sin®*(z) — sin*(z))
1= 2(22)z(—x), Vr R\ {x:sin’*(z)—sin*(z) =0},
1=2(2)z(-1).
To uZ sta¢i na to, aby som mohla tvrdit, Ze z(x) nezmen{ znamienko ani v nule.
TakZe mi zostali len dve moznosti, bud’ f(z) = sin(z) alebo f(z) = — sin(z). Tieto

dve funkcie teda mohli rieitelia aj uhddnut. Aj oni ale museli ukdzat, Ze obidve
funkcie spliiaji vztah v zadani.
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Po dosadeni funkcie f(z) = sin(z) alebo f(x) = —sin(z) do lavej strany vztahu
v oboch pripadoch dostavam to isté. Postupnymi tpravami z toho dostanem vyraz
vpravo, teda

(24 ) = (sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y))’

F2(x + ) = sin
) cos?(y) + cos?(x) sin?(y) + 2sin(x) cos(y) cos(x) sin(y)
) (1 —sin®*(y)) + (1 — sin®(z)) sin®(y) + sin(2z) cos(y) sin(y)
y) + sin (m) — 2sin®(z) sin(y) + sin(2z) sin(y) cos(y)
= sin?(y) + sin?(z) — 2sin?(z) sin?(y) 4 (— sin(2z)) (- sin(y)) cos(y)

P+ f2(x) = 2/2(@) 2 (y) + f(22) f (y) cos(y).

= sin

(

(
= 81112(35

(

(

Teraz cely ten postup zhrniem: V prvej ¢asti som zistila, ze neznama funkcia
je sin(z) az na znamienko, v druhej Casti som zistila, ze to znamienko je vsade
rovnaké a teda st nanajvys dve rieSenia, v tretej Casti som ukdazala, ze tieto dve
rieSenia uz vyhovuji zadaniu. A vidim, Zze to urCovanie znamienka bolo skoro
rovnako namahavé ako t4 prva ¢ast.

Ked som si to pocitala na papieri, tak som dospela ku vztahu f2(z) = sin®(z)
a d’alej som uz nepokracovala. V domneni, ze d’alej to uz bude jednoduché, som
to zacala hned prepisovat sem. Teraz, ked som to urobila poriadne, som Ziaden
rychly a jednoduchy sposob vyltacenia ostatnych moznosti nenasla a trochu ma to
mrzi. Ak nejaky najdete, mozete mi dat vediet.

3. PRIKLAD S KVATERNIONOM

Tento priklad je zaujimavy tym, Ze sa z neho riesitel dozvie, ¢o je to kvaternién
a ked'ze sa takto nazyva aj tento ¢asopis, je celkom vhodné si tento pojem pripo-
mentt.

Priklad 3 (2014, Piiklad 10, autor Matej Dolnik). Pro dvé pevné dand éisla a, b
nazveme kvaternionem vijraz ve tvaru p+xi+yj+zk, pro ktery plati,ze i2 = a, j% =
b, ij = —ji = k. (Pro volbu a = =1, b = —1 bychom dostali takzvané Hamiltonovy
kvaterniony, na které lze nahliZet jako na rozsireni komplexnich cisel priddanim
dalsich dvou kompleznich jednotek j a k.) Kvaterniony lze mezi sebou séitat slozku
po sloZce a ndsobit tak, jako bychom ndsobili dva vyrazy s neznamymi i, j, k.
Pri vgpoctech je vSak treba mit na paméti, Ze pro ndsobeni kvaternioni neplati
komutativni zdkon, nebot ij = —ji. Vysledkem scitdni i ndsobeni kvaternioni je
opét kvaternion.

Pro obecnd a, b spoctéte treti mocninu kvaternionu 3 + 5i + 7j + k a ndsledné
vyjddrete h, I, m, n z rovnice (3 + 5i + 7§ + k) = h + i + mj + nk.

Sedim prave vo vlaku, mam sice pri sebe zoSit a ceruzku, ale vo vlaku sa piSe
zle, tak sa budem aj z tohto dovodu snazit o ¢o najuspornejsi postup.
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Najskor si napiSem, ¢o dostanem, ked vynasobim nejaky vSeobecny kvaternién
p + zi + yj + zk jednotkovym kvaterniénom 1, ¢, j alebo k, teda
Ip+axi+yj+zk)=p+axi+yj+ zk,
i(p+ xi +yj + zk)
Jp+xi+yj+ zk)
k(p+ zi + yj + zk) = —abz + byi — azxj + pk.

=ax + pi + azj + yk,
= by — bzi + pj — xk,

Vyuzila som tam, ze ik = iij = aj, jk = —jji = —=bi, ki = —jit = —aj, kj =
ijj = bi, kk = —ijji = —bii = —ab. (Tieto pomocné vztahy som kvoli tspore
nezapisovala.)

Teraz z toho jednoducho spoéitam, ¢o dostanem, ked vyndsobim vseobecny
kvaternién p + xi + yj + zk sdm so sebou: Je to p-krat vyraz v prvom riadku
vpravo plus z-krat vyraz v druhom riadku vpravo plus y-krat ten v trefom plus
z-krdt ten vo Stvrtom, teda p(p + zi + yj + zk) + x(ax + pi + azj + yk) + y(by —
bzi + pj — xk) + z(—abz + byi — axj + pk). PiSem to rovno po koeficientoch (nech
to nemusim znova prepisovat) a dostdvam

(p+ xi +yj + 2k)? = p* + ax® + by® — abz? + 2pxi + 2pyj + 2pzk. (3.1)

Vyslo to lepsie, nez som ¢akala. Vela sa toho navzdjom poodéitavalo. V zadani chei
spoéitat tretiu mocninu, tak este rovnakym postupom pokracujem a kvaterniénom
(p+ xi+yj + zk)? vyndsobim kvaternién p + zi +yj + zk. Je to (p? + ax? + by? —
abz?)-krét vyraz v prvom riadku vpravo plus 2pa-krét ten v druhom 2py-krat ten
v trefom 2pz-krat ten vo Stvrtom. Zase rovno zapisujem koeficienty, si to dlhé
vyrazy, tak ich piSem pod sebou a dostdvam

h = p* + apx® + bpy? — abpz® + 2apx® + 2bpy® — 2abpz>

= p? + 3apz? + 3bpy? — 3abpz?,
1 = p?z + ax® + bay? — abxz?® + 2p°x,
m = p’y + az’y + by’ — abyz® + 2p°y,
n=p?z +azx’z + by’z — abz® + 2p°z.

Na zaver uz len dosadim za p, z, y, z hodnoty 3, 5, 7, 1 zo zadania, potom

h = 3%+ 3a.3.5% + 3b.3.7% — 3ab.3 = 27 + 225a + 441b — 9Yab,
1 =3.3%5+a.5% 4+ b.5.7% — ab.5 = 135 + 125a + 245b — 5ab,
m =3.32.74a.5%.7+ b.7% — ab.7 = 189 + 175a + 343b — Tab,
n=33%+a5%+0b.7% —ab+ 2.3% = 27 + 25a + 49b — ab.
Cely postup aj s vysledkom sa mi vosiel do zoSita na $trndst riadkov, naviac je do-

statoéne prehladny, takZze som sa dokonca ani raz nepomylila, napriek zhorsenym
podmienkam (poéitala som pri rychlosti 160 km/h).
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Vratim sa teraz este ku druhej mocnine kvaterniénu. V§imla som si, Ze po tiprave
vzfahu (3.1) dostanem, Ze plati

(p+ i +yj + zk)* = 2p(p + xi + yj + zk) — p* + ax® + by? — abz?>.

Takze umocnenim kvaternionu K = p+xi+yj+ zk na druhi dostanem 2p-nasobok
tohto kvaterniénu plus &fslo ¢ = —p? + ax? + by? — abz?, teda
K? = 2pK +c.
Pomocou tohto vzfahu odvodim, ¢o dostanem pre tretiu mocninu. Teda
K3 = K(2pK + ¢) = 2pK? 4 cK = 2p(2pK + ¢) + cK = (4p* 4+ ¢)K + 2pc
= (3p% + az? + by? — abz?®)K — 2p> + 2apx® + 2bpy? — 2abpz>.
Tento poznatok je zaujimavy, ale s prekvapenim zistujem, Ze postup pri vypoéte
tretej mocniny daného kvaterniénu by nebol s jeho pouzitim o ni¢ kratsi a asi ani
prehladne;jsi.
4. PRIKLAD S TYCOU A DEBNOU

Na zaver som nechala ten najzlozitejsi priklad, aspon ¢o sa tyka poctu stranok,
ktoré zabera v tomto ¢asopise.

Priklad 4 (2010, Piiklad 2, autorka Jana Hoderovd). Tyc¢ délky 20m je svgm
hornim koncem oprend o zed a zdroveri se dotykd bedny o rozmérech 6m x 6m,
viz obrazek 1. 'V jaké vijsce se nachdzi horni konec tyce?

Poznamka: Tento priklad je mozno resit nékolika vice ¢i méné elegantnimi
zpusoby. Tymy, které reseni povedou pres rovnici ¢turtého stupné, kterou ndsledné
vyresi pouze priblizné numericky, ziskaji za priklad koeficient maximdlné 0, 50.

Obrazek 1

Tento priklad ma zaujal peknym obriazkom. Obrazok je jednoduchy a sicasne
m4 pribeh — Ziadne anonymné usecky XY, ale ty¢ a debna. (Pozndmka: Toto nie
je preklep, po slovensky sa ,bedna“ povie ,debna“.) Tak som sa do toho hned
dala, s imyslom najst jeden z tych viac elegantnych postupov, ktorého existenciu
mi slubuji v zadani.
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Oznaéim si nezndmu dizku tseku medzi debnou a tyc¢ou na zemi ako x a neznamu
dlzku tiseku medzi debnou a ty¢ou na stene ako y. Hladana vyska je potom y + 6,
vid' obrazok 2.

20

6 xT
Obréazek 2

Staéi najst dva vztfahy medzi z a ¥ a mdm dve rovnice o dvoch nezndmych.
Na obrazku st tri pravouhlé trojuholniky a vSetky st navzajom podobné. Takze
jeden vzfah dostanem zo zndmeho a? +b% = ¢, d'alsie z podobnosti trojuholnikov,
teda

(z+6)% + (y + 6)* = 20%,
r+6 6

y+6 6 y
Je Tahké overif, Ze rovnost v druhom riadku m4 sice dve =, ale je to v skuto¢nosti
len jeden vzfah. To nevadi, dva by mali stacif. Snazim sa o ¢ najelegantnejs
postup, tak z toho druhého vztahu nevyjadrim z, ale rovno z + 6 a dosadim
do prvého, potom

6 6
x+6:(yy+)’

36(y + 6)2
Y2
THto rovnicu vynasobim 32 a dostanem ... rovnicu §tvrtého radu, pred ktorou
ma varovali v zadani, teda

+ (y + 6)* = 400.

36(y +6)? + 32 (y + 6)* = 400y?,
y2(y +6) + 36(y + 6)> — 400y> = 0. (4.1)

Nevyzerd aZ tak ,zle“, ale nenapad4 ma, ako by sa dali ndjst nejakym elegantnym
postupom jej rieSenia.

Cez nezname dfzky to nevyslo, a ¢o takto skusit to cez nezndme uhly? Vlastne je
tam len jeden nezndmy uhol a jeho doplnok do 90°. Na obrazku 3 je oznaceny ako
a. Ako sa na to divam, vo vzfahoch, ktoré mi tam vychadzaji, sa vyskytuje samé
sin(a) a cos(a). Praktickejsie teda bude pracovat priamo s tymito hodnotami.
Oznacim si s := sin(«) a ¢ := cos(a).
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6 20

Obrazek 3

Dizka tyce je sicet dlzok prepon dvoch pravouhlych trojuholnikov, ktoré vy-
jadrim pomocou s a ¢ zo vztahov pre sinus a kosinus uhla v pravouhlom troju-
holniku. Mam teda vztah v tvare

6 6
242 =90,
s ¢
20
aztoho s+c= 5 ¢ (4.2)

Zatial tam nechdvam tych nevykratenych %.
Mém ale dve nezndme, éo druhy vztah? Ten je predsa zrejmy

242 =1.

Teraz hned vidim, Ze po umocneni rovnice (4.2) na druht a dosadenim jednotky
za s + ¢? dostanem celkom oby¢ajnu kvadratickd rovnicu s nezndmou sc. Tym je
v podstate priklad vyrieSeny. Aspon v hlave. (Totiz v skutoénosti som prave bola
v autobuse a nemala moznost si ni¢ zapisovat.)

Potom som sa pokisila to podrobne previest na papier, odkial

20\ ?
s+ c* 4+ 2sc = (6) (sc)?,

2

20
1+2sc= () (sc)?,

6

2012
1£4/1+ (%)

202
(%)

Tych 2—60 mi tam uZ zaéina trochu vadit, ale nez namiesto toho pisaft 13—07 to si ich

rovno nejako oznac¢im. Napriklad ako A. Vezmem len kladné rieSenie, lebo a je
ostry uhol a ozna¢im tito hodnotu ako B. Takze mam

1+ 1+ A2 2010
A2 '

SC =

sc=B =
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Teraz mam tri vztahy pre dve nezname

sc=DB, (4.3)
s+c=AB, (4.4)
24 =1. (4.5)

Je niekolko moznosti, ako z toho dopoéitat hladant vysku konca tyée, ¢ize hodnotu
20s. Vyskusam tri varianty, zaujima ma, ktord vyjde najlepsie — s najmensim
poctom nutnych dprav.

1. Pouzitim prvych dvoch vztahov (4.3), (4.4), dostanem kvadraticki rovnicu
S neznamou s, teda

c=AB—-s = s(AB—-s)=B = s*—-ABs+B=0.
Riesenia tejto kvadratickej rovnice dostanem v tvare
AB +\/(AB)® — 4B

2

2. Pokial by som pouzila druhé dva vztahy (4.4), (4.5), dostanem tiez kvadra-
tickd rovnicu, kde

c=AB—s = s*+(AB-s5’=1 = 25>—24Bs+ (AB)>—1=0.

S1,2 =

Vyzera zlozitejsie, ale je to v skutocnosti ta ista rovnica, lebo 1 + 2B = (AB)Z.

Riesenia tejto kvadratickej rovnice dostanem v tvare

AB + /2 — (AB)?
$1,2 = 2 .
3. Pokial by som pouzila prvy a treti vztah (4.3), (4.5), dostanem rovnicu

stvrtého rddu, ale tentoraz lahko rieSitelni. (Tak4to rovnica sa nazyva bikvadra-
tickd.) Teda

B B\?
c=— = s2+<) =1 = s*-s2+B%>=0.
S S

Riesenia tejto rovnice Stvrtého radu dostanem v tvare

1++1—-4B2
51,2,3,4 = + # .

Vezmem samozrejme len dve kladné.

Na zistenie hladanej hodnoty 20s potrebujem dosadit za A, B. Najviac sa mi
pozdava ta druhd varianta, kde dosadzujem len za AB a je tam len jedna odmoc-
nina. Tie zvy$né uz tu neuvadzam.

Najskor spocitam, ze

2
1+ VIF AT LI (R)T 34109

A I 10

AB
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Mdam teda

20519 = 10 <AB +4/2— (AB)2)

2
— 34109+ \/200— (3+ \/109)
— 34 /109 + /82 — 61/109.

Hotovo. Horny koniec tyce sa nachddza zhruba vo vyske 9,04 m alebo 17,84 m.
Este pre zaujimavost odvodim vzfah medzi hladanou vyskou a dlzkou tyce

a hrany debny. Oznacim si tieto hodnoty postupne h, ¢, d a nedosadim za A tych

10 t .
% ale 4 a upravim na tvar

A

N |+

hig=ts1 2=

2
L VITA |, <1+\/1+A2>
A

Z+t1/1§2+1it\/1—j2—2,/j4+22
B 2

d+t1/f§+1it\/1—2t%2—2\/‘ﬁ+‘g
- 2

A VETE N 22 - 24V T 2

2
L+ VBT £/ (d- VETP)’ - 422
= 2 .

Ten tvar vyzerd podozrivo, skoro ako keby to boli dve riesenia nejakej kvadratickej
rovnice. Uplne to nesedi, ale moézem to eSte trochu upravif a mam

VETE —d+ /(- VBT B) - 42
: _

hiao=d+

7 tohto tvaru uz vidno, Ze hodnoty y;2 = hi12 — d sd rieSeniami kvadratickej

rovnice
y®+ (d— \/d2+t2)y+d2 —0.

TakZe teraz viem napisat ten polyném $tvrtého rddu z rovnice (4.1), ktord mi
vysla z prvého postupu, ako stuc¢in dvoch polynémov druhého radu

Y2 (y+d)* + d*(y + d)* —

= (y2 4 (d — \/m) Y+ d2) (a2y® + a1y + ap),
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kde koeficienty ag, a1, as dopoé¢itam tak, aby sa vyrazy rovnali. Dostanem potom,
e ay=d?, ay =d+Vd? +12 aay =1. Mam teda

V(y+d)? + d(y+d)? — t*y?

= <y2+<d—\/m)y+d2) (y2+(d+\/m)y+d2)

= (y° +dy +d*)? — (d* +£*)y*.
Rovnica §tvrtého rddu (4.1) sa teda predsa len dala prepisat do pekného tvaru
y2(y +6) + 36(y + 6) — 40052 = (y* + 6y + 36)% — 43632 = 0.

Napadlo vas to?
Zaujimalo by ma este, ¢o st zac jej d'alsie dve riesenia. Je lahké dopoéitat, Ze
d'alsie dve vysky horného konca tyée vychddzaji

haa = ysa+d=3— V109 + /82 + 61109,

jedna hodnota je kladné a jedna zépornd, zhruba je to 4,59 a —19,48. Co zname-
naju, sa d4 vidief na obrazku 4.

Obrazek 4
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