KVATERNION 1-2/2019, 27-43 27

SCHUROVO-COHNOVO KRITERIUM A JEHO
ALTERNATIVNI VYJADRENI

JIRI JANSKY

ABSTRAKT. V c¢lanku jsou popsdna kritéria popisujici lokalizaci kofenu polynomu
(obecného stupné s obecnymi koeficienty) ve vymezenych ¢dstech komplexni roviny
se specidlnim zaméfenim na jednotkovy kruh. Déle jsou zde rozebrany pripady, kdy
je polynom ve specidlnim tficlenném tvaru. V téchto pfipadech je mozné obecna
tvrzeni zjednodusit a formulovat nové systémy podminek, které jsou sndze apli-
kovatelné a rovnéz nazornéjsi. Jsou zde popsdny vyhody a nevyhody jednotlivych
formulaci, které jsou rovnéz ilustrovany na nékolika piikladech.

1. Uvop
Uvazujme polynom
PN =N 4 N+ pp oA T2 pid 4o, (1.1)
jehoz koeficienty pg, p1,...,pr—1 jsou redlna, nebo komplexni ¢isla. Problematika

explicitniho vyjddieni kofenu polynomu (1.1) pomoci jeho koeficientu je dobie
znama. Ackoliv jsou odpovidajici vyjadieni kofenu pro polynomy nizsich stupnu
(mensich, nebo rovno ¢tyfem) dobie popsdny, ¢asto nelze pro jejich komplikova-
nost jednoduse posoudit nékteré jejich potiebné vlastnosti, napiiklad lokalizaci ve
vymezené ¢asti komplexni roviny.

Jednou ze zékladnich otazek, kterd se v souvislosti s lokalizaci kotenti polynomu
(1.1) diskutuje, je formulace podminek zaruéujicich, ze vsechny kofeny daného po-
lynomu maji zdpornou redlnou ¢ast. Tento znamy problém souvisi s otdzkou stabi-
lity diferencidlnich dynamickych systému a je bézné diskutovan v ramci zakladnich
kurzt teorie oby¢ejnych diferencidlnich rovnic. Odpovéd na tento problém d4va
znamé Routhovo-Hurvitzovo kritérium, jehoz znéni pfipomeneme.

Véta 1.1 (Routhova-Hurwitzova). Nechf pqg,...,px_1 jsou redlnd éisla. Nutnd
a postacujici podminka pro to, aby koteny polynomu (1.1) mély zdporné redlné
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casti, je, aby determainanty Dy, n =1,2,...,k byly kladné. Pritom je

Pk—1 1 0 0 0 .- 0

Dk—3 Pk—2 Pr—1 1 0 e 0

D, =| Pk-5 Pk—4 Pk—3 Pk—2  Pk-1 -0
Pk—2n+1 Pk—2n+2 Pk—2n+3 DPk—2n+4 " o Pk—n

a pokud se vyskytne v D,, prvek p,, s indexem m >k — 1, nahradi se nulou.

V diskrétnim ptipadé, kdy je dany diferencidlni systém nahrazen systémem
diferen¢nim, vede otazka stability na formulaci podminek zarucujicich, ze vSechny
kotfeny daného polynomu maji velikost mensi nez jedna, tj. lezi v komplexni roviné
uvnitf jednotkového kruhu. Tuto otézku fesi Schurovo'-Cohnovo? kritérium.

Pfedtim, nez toto kritérium uvedeme, musime pomoci (obecné komplexnich)
koeficientu polynomu (1.1) sestrojit pro n = 1,2,...,k ¢tvercové matice A,, B,
Ffadu n, nasledovné: Ay =pg, By =1a

Do o - -0 1 pe-1 Pr—2 -+ DPr—n+1
P po - : 0 1 pra
An=1 p, » Bn=1o Phk—2
: : po 0 R o1 pea
DPn—1 = P2 D1 Do 0 - 0 0 1
pron =2, ..., k. Odtud sestrojime ¢tvercové matice fadu 2n
_ An Bn _
an = (B;I; AZL" , n = 172,...7k, (12)
kde A, B,, ziskdme z A,,, B,, nahrazenim koeficientl pg, p1,...,pr—1 komplexné
sdruzenymi pg, p1, - .., Pr—1. Konetné oznacime

d(n) = (=1)" det(Can), n=12,... k.

Véta 1.2 (Schurova-Cohnova; redukovand verze). Necht jsou vechny determi-
nanty v posloupnosti
1,d(1),d(2),...,d(k) (1.3)
ruzné od nuly. Potom md polynom (1.1) vSechny koteny uvnitr jednotkového kruhu
pravé tehdy, kdyz jsou vsechny prvky posloupnosti (1.3) kladné.

Hgsai Schur (1875-1941) byl rusky matematik zidovského ptivodu, ktery vétsinu Zivota strévil
v Némecku. Za druhé svétové vélky byl nucen emigrovat a zemfel v Izraeli (tehdejsi Palesting).
Byl zékem Frobenia, v jehoz préaci pokracoval. Prispél fundamentdlnimi vysledky zejména v al-
gebfe a teorii grup. Jeho zabér byl vSak obrovsky a je autorem mnoha vyznamnych tvrzeni.
Napftiklad je po ném pojmenovén Schurova vlastnost normovanych vektorovych prostoru, Schu-
rova dekompozice matic, Schuruv komplement, Schurova algebra, a mnoho dalsich. Celkem je
jeho jméno spojovéno s vice nez 25 dulezitymi matematickymi pojmy a oblastmi matematiky.

2Arthur Cohn (1894-1940) byl Schuruv doktorsky student. Kromé spoluautorstvi vysledku
zminéného v tomto textu je rovnéz také autorem formulace jednoduchych postacujicich
podminek, aby dany polynom by ireducibilni v Z[z].
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Tato véta se v literatufe vyskytuje v mnoha variantach. Kromé pravé uvedené
zde jesté zminime dvé dalsi. Prvni je formulace pro pripad, kdy ma polynom
(1.1) redlné koeficienty. Potom lze vétu 1.2 formulovat v jednodussim tvaru, a to
zejména bez omezujicich predpokladi. Toto vynechani podminek kladenych na
(1.3) je podstatné, protoze i tyto specidlni piipady jsou zpravidla pocéetné velmi
obtizné Fesitelné (viz [9, str. 247]).

Pred formulaci nasledujici véty musime opét sestrojit jisté specialni ¢tvercové

matice C,, fadu n,n=1,2,... k— 1 nasledujicim zptsobem: Ct=1 +po a
1 0 o0 0O --- 0 Do
. _ 1 Do
C:L: _ | Pr—1 + . - b1
: _— 0 0 :
Pk—nt+1 - Pk—1 1 Po P1 c Pn-i
pron =2,...,k— 1. Dale ozna¢ime

d*(n) =det(CF), n=1,2,... . k-1

» =

Pocetné vsak bude stacit vyéislit (Zi(n) jen pro n sudé, nebo jen pro n liché, a to
v zavislosti na lichosti/sudosti fddu k polynomu, jak ukazuje nasledujici véta (viz

[7])-

Véta 1.3 (Schurova-Cohnova; piipad redlnych koeficientti). Predpoklddejme, Ze
DOy - - -y Pk—1 JSou redlnd ¢isla. Potom md polynom (1.1) vSechny koteny uvnitr jed-
notkového kruhu prdvé tehdy, kdyz jsou splnény vsechny tri nasledujici podminky:

1. Pk(l) >0,
2. (=1)kPy(~1) >0,
3. plati jedna z ndsledujicich podminek:
(a) k je sudé a vSechny pruky obou posloupnosti

dt(1),d*(3),d*(5),d*(7),...,d"(k—1)

jsou kladné,
(b) k je liché a vSechny pruky obou posloupnosti

d*(2),d*(4),d*(6),dT(8),...,d"(k—1)

d=(2),d=(4),d*(6),d*(8),...,d" (k—1)
jsou kladné.

Srovname-li véty 1.2 a 1.3, pak pro polynom stupné k s redlnymi koeficienty
sta¢i urcit jen determinanty matic do fadu k — 1. Pozadavek na vypocet dvojice
poslednich determinanti d*(k), d~ (k) je ,nahrazen“ podminkami 1 a 2.
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Dalsi varianta véty 1.2, kterd predstavuje naopak jeji rozsifeni, popisuje pocet
kofenu daného polynomu uvniti jednotkového kruhu (viz [12, str. 198]). Pro jeji
formulaci nejprve oznacime

A(n) = det(CQH), n = 172’”.7k-’
kde Cy, je ddno vztahem (1.2). Potom plati

Véta 1.4 (Schurova-Cohnova; obecnd verze). Necht jsou viechny determinanty
v posloupnosti

1,A(1),A@2),...,Adk) (1.4)

rizné od nuly a necht p je pocet znaménkovijch zmén v posloupnosti (1.4). Potom
md polynom (1.1) celkem p kofeni uwvnitr jednotkového kruhu a Zddny koten na
jeho hranici.

Pro polynom s pevné danym stupném k a pevné danymi koeficienty p; je tedy
problém v zasadé vyfesen. Ukazme si pouziti Schurova-Cohnova kritéria na dvou
ptikladech.

Priklad 1.5. Uvazujme kvadraticky polynom s redlnymi, nebo komplexnimi
koeficienty ve tvaru

Py(X) = A2+ piA + po (1.5)

a aplikujeme vétu 1.2 s cilem ziskat efektivni podminky zarucujici lokalizaci obou
korent polynomu P» uvniti jednotkového kruhu. Nejprve si spocteme determinanty

1
di = (—])Po g 2
r= GO =1 dpol
o 0 1 p
0 1
d:—12p1 Po Yol 2\2 — e 2.
2 = (—1) 1 0 po m ( Ipo|”) Ip1 — pop1l
10 po

Nyni za podminky didy # 0 Véta 1.2 1ikd, Zze oba kofeny polynomu Ps(A) maji
velikost mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz d; > 0 a do > 0. Obé tyto podminky
se daji zapsat jednotné ve tvaru

lp1 — popi| < 1= [pol*. (1.6)

Podminky na nenulovost determinantu di, ds nejsou v tomto ptipadé omezujici.
Pomoci Viétovych vzorci pro polynom (1.1) dostavame, ze (—1)¥ag = AjAg - -+ Mg,
kde Ay, ..., Ak jsou kofeny polynomu (1.1). To v pifpadé polynomu (1.5) znamena,
7e pro jeho kofeny A1, Ay plati |[A;A2] = |po|. A proto pokud d; = 0, potom
dostavame 1 = |pg| = [A1]|A2], a tedy oba kofeny uvniti jednotkového kruhu lezet
nemohou. Piipad dy = 0, |pp| < 1 vede po slozitéjsich dpravich na situaci, kdy m4
polynom (1.5) kofen o velikosti jedna.

Dostavédme tedy zavér, ze oba kofeny kvadratického polynomu P»(\) maji ve-
likost mensi nez jedna prave tehdy, kdyz plati (1.6).
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Déle uvazujeme kvadraticky polynom (1.5) jen s redlnymi koeficienty. V tomto
piipadé se podminka (1.6) redukuje na tvar

Ip1| —1<po <l (1.7)

Poznamenejme, Ze tento tvar lze ziskat také z véty 1.3. Tvar oblasti vymezené
témito podminkami je zndzornén na obrdzku la) v némz k =2, « = py a 8 = py.

Pokusme se, pro srovnédni, podminku (1.7) ziskat pomoci kofenu polynomu (1.5)
vyjadienych explicitné v zavislosti na jeho koeficientech. Oba kofeny maji velikost
mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz

1
|/\1,2| = 5 ‘—pl + \/p% —4pg

Nejprve piedpokladejme p? — 4pg > 0. Potom pro p; < 0 dostdvame

—p1+\/m<2, tji. —p1—1<po,

a pro p; > 0 dostavame

P1+m<2, tj. p1— 1< po.

Tedy pro oba predchozi ptipady dostavame

< 1.

2
|P1|—1<p0§11- (1.8)
V piipadé p? — 4pg < 0 dostdvame
p?
‘—pl +iy/dpo —p?| <2, tj. Zl <po<1. (1.9)

Tedy celkem z (1.8) a druhé podminky v (1.9) dostdvame (1.7). Je vidét Ze i v tomto
jednoduchém ptipadé bylo odvozeni potfebné podminky z explicitné spoc¢tenych
kofent polynomu (1.5) pocetné narocnéjsi, nez piimé pouziti véty 1.2 nebo 1.3.

Pro polynomy vyssich stupnu neni ovérovani znamének determinantu v posloup-
nosti (1.3) jednoduchd zédlezitost. V piipadé redlnych koeficientu lze s vyhodou
pouzit vétu 1.3, kterd tento pozadavek neuplatnuje. To ilustruje nasledujici pti-
klad.

Piiklad 1.6. Uvazujme kubicky polynom s redlnymi koeficienty ve tvaru
Ps(A\) = A2 4+ paA? + p1A +po . (1.10)
Analyzou podminek z véty 1.3 dostdvame:
i.
P3(1) =14 p2 +p1 +po >0,
ii.
(—=1)°P3(=1) = (=1)*(=1 +p2 — p1 +po) > 0,
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iii. oba determinanty

5 10 0 po 2
dT(2) = det + =1+p — —pg >0,
( ) € <(p2 1> <p0 p1)> P1 — PoP2 — Py

5 10 0 po 2
d~(2) = det - =1- —ps >0
(2) e <(p2 1) <p0 p1)> P1 + Pop2 — Do

jsou kladné.

Jednoduchou pocetni analyzou piipadu i-iii zjistime, ze kubicky polynom Ps(\)
ma vSechny tfi kofeny s velikosti mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz

[p2 + pol <1+ p1, Ip1 — pop2| < 1 —p3. (1.11)

Poznamenejme, ze odvozeni podminek (1.11) pfimo z Cardanovych vzorct pro
polynom (1.10) by bylo velmi obtizné.

Predchozi dva priklady ilustrovaly jednak efektivitu Schurovy-Cohnovy véty,
ale také naznacily urcité problémy, se kterymi se pii jeji aplikaci muzeme setkat.
Vyuziti Schurovy-Cohnovy véty je jednoduché zejména v pripadé, kdy mame za-
dany polynom s pevné zvolenym stupném k a s konkrétné zvolenymi redlnymi
koeficienty p;. Potom pfi pouziti véty 1.3 dostdvame k + 1 nerovnosti pro k liché
(respektive k 4 2 pro k sudé), které snadno vyhodnotime. Navic zdsadnim, dosud
nezminénym piinosem piredchozich vét je, ze mohou byt pouzity i u polynomu
obecnych (vyssich stupnu), kde nejsme schopni nalézt kofeny analyticky.

Vsechny tii uvedené varianty Schurova-Cohnova kritéria v sobé skryvaji také
nedostatky. Tim prvnim je nutnost poc¢itat minimdlné £ — 1 determinanti matic,
jejichz tad se zvétSuje s rostoucim se stupném polynomu. Navic, v piipadé kdy
néktery z koeficient neni ¢iselné specifikovan, se podminky s rostoucim stupném
daného polynomu zaé¢inaji znacné komplikovat. Dalsim nedostatkem je také obtizné
fesitelny piipad, kdy mé polynom komplexn{ koeficienty a posloupnost (1.3), uve-
dend ve vété 1.2 obsahuje jeden, nebo vice nulovych élenu. (Pfipomernime, Ze
véta 1.2 plati za predpokladu jejich nenulovosti.)

Tyto nedostatky byly motivaci pro hledani jinych systému podminek popi-
sujicich rozmistén{ kofent (alespon specidlnich) polynomu vuéi jednotkovému kru-
hu. Prvnf vysledek tohoto druhu se objevil v ¢ldnku [11] zabyvajicim se stabilitou
nékterych diskrétnich populaénich modeli. V této souvislosti se objevila potieba
posoudit, zda charakteristicky polynom

Qr(N) = \F — A1 B je realné éislo,

ma vSechny kofeny v jednotkovém kruhu. Vidime, ze véta 1.2 ani véta 1.3 pritom
podminky podobné tém v piikladu 1.5, nebo 1.6 neda. Pro tento polynom byla ve
zminéném ¢lanku zformulovana velmi jednoducha nutna a postacujici podminka
pro to, aby vSech k kofenu tohoto polynomu mélo velikost mens{ nez jedna (viz

[11])-
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Véta 1.7 (Levinova-Mayova). Vsechny koreny polynomu Q. (\) jsou v absolutnd
hodnoté mensi nez jedna prdavé tehdy, kdyz plati

(k—1)m
2k —1 °

Ptinosem tohoto ¢lanku nebylo jen odvozeni pfedchozich podminek, ale také
predstaveni dukazové techniky, zvané ,boundary locus technique“, kterd je vyuzi-
telnd i pro analyzu polohy kofenu vuci jednotkovému kruhu pro dalsi typy po-
lynomu. Nésledovaly dals vysledky tohoto typu (viz [6, 10, 13, 14]). Jednoticim
prvkem téchto ¢lanku bylo, ze se jednalo o tficlenné polynomy, avSak podminky
pro polohu jejich kofenu, odvozené v téchto ¢lancich, nebyly tak efektivni, jako
podminka véty 1.7. K témto otdzkdm se vyjadiime v nésledujici kapitole.

0< B < 2cos

2. PRIPAD OBECNEHO TRICLENNEHO POLYNOMU S REALNYMI KOEFICIENTY

Budeme se zabyvat tficlennym polynomem (1.1), tedy polynomem ve specidlnim
tvaru

Rim(\) = A+ o™ + 3, (2.1)

kde a, B, aff # 0 jsou redlné koeficienty a mocniny &k > m > 0 jsou celo¢iselné
a nesoudélné.

V piipadé af = 0 lze kofeny polynomu (2.1) spocitat trividlné a neni potieba
se jim dale zabyvat. Pozadavek k, m nesoudélné rovnéz neni omezujici, protoze
pokud by polynom (2.1) byl tvaru

Rp (V) = X+ ad™ + 5, (2.2)

kde k = ak,m = am, pro néjaké a > 1, potom substituci A= \e dostavame, ze A
je koten polynomu R,;m(S\) pravé tehdy kdyz A je kofen polynomu Ry, (A). Proto
polynom Ry, m(;\) mé vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu prave tehdy, kdyz
polynom Ry, ,,(A) mé tutéz vlastnost. Budeme se tedy déle zabyvat jen polynomem
(2.1) s nesoudélnymi mocninami k, m.

Pro tento polynom bylo formulovédno nékolik ruznych variant podminek popi-
sujicich nutné a postacujici podminky pro polohu vsech kofenu uvniti jednotkové
kruznice. My zde predstavime tfi z nich. Nejprve uvedeme podminky popsané v [6].
Autor zde formuloval tvrzeni pro ptipady: k liché, m sudé; k liché, m liché; k sudé,
m liché. Pro ilustraci zde uvedeme jen vétu popisujici podminky pro k liché, m
sudé.

Véta 2.1. Nechf o, B jsou nenulovd redind c¢isla a necht k,m € Z7, k > m,
jsou nmesoudélnd, lichd. Potom polynom (2.1) md vSechny koteny uvniti jednot-
kového kruhu prdvé tehdy, kdyZ bud’

-1<a<0, |8|<1l+a,

nebo

0<a<l, |ﬁ\<g1€i§1\/a2+2acos((k—m)¢)+l, (2.3)
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kde S je mmoZina TeSend rovnice

sin(mx) _ b (2.4)

sin(kz) -«
na intervalu (0, 7).

Podminky popisujici zbylé dva piipady (k liché, m liché a k sudé, m liché)
zde uvadét nebudeme a poznamendme jen, Ze jsou ,analogického® tvaru, tedy
podobné jako ve vété 2.1. Podminka omezujici parametr 8 vyzaduje nejprve nalézt
numericky vSechna feSeni feSeni nelinedrni rovnice (2.4) na intervalu (0, 7), a poté
jesté urcit minimum z piislusného nelinearniho vyrazu. Nejsnazsi pouziti této véty
je v piipadé, kdy md polynom (2.1) pevné zadané mocniny k, m a koeficient .
Potom, s podporou numerickych metod, neni problém nalézt vSechna feseni rovnice
(2.4) a stanovit z rovnice (2.3) podminku na parametr 5 explicitné. V ostatnich
pifpadech (napiiklad pevné zvolené «, 3; hleddme k, m) je uzit{ této véty zdvislé
na dalsich dodatecnych vypoctech.

Odlisny typ podminek popisujici lokalizaci kofenu polynomu (2.1) byl publi-
kovén v [10]. Pfed jeho formulaci vSak musime uvést ndsledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 2.2. Nechf k,m € Z*, k > m, jsou nesoudélnd. Potom emwistuji celd
c¢isla 3,8 > 0 takovd, Ze

[(k—m)j—ks| =1, j<k, sliché. (2.5)

Pokud je k — m liché, potom existuje tato dvojice (j,s) jedind. Pokud je k —m
sudé, potom existuji prdvé dvé takové dvojice (v jedné je j liché a ve druhé sudé).

Potom muzeme formulovat nédsledujici vétu:

Véta 2.3. Nechf o, B jsou nenulovd redind c¢isla a necht k,m € Z%T, k > m,
jsou nesoudélné. Potom polynom (2.1) md vSechny koteny uvniti jednotkového
kruhu prdvé tehdy, kdyz bod («, B) lezi uvniti oblasti ohranicené dvémi primkami

a+B=-1, (-D)F""a+(-1)8=-1 (2.6)
a dvéma krivkami
o= _ sin(k6) 8= sin((k —m)0)
sin(m@)’ . sin(m@) ’ (27)
a= (- el ),

ST

o Zde j,s > 0 jsou celd
cisla splnugici (2.5) (pokud je k —m sudé, potom mize byt volena libovolnd dvojice
(4, s) spliugici (2.5)).

kde parametr 0 lezi v intervalu s krajnimi body % a

Pozndmka 2.4. Pfedchazejici tvrzeni, mimo jiné, specifikuje krajni body 4T
7 intervalu, ve kterém se nalézd jediné feSeni ¢op¢ rovnice (2.4) (v tomto
obecném zapisu nezndme jejich poradi). Pro toto ¢opt se realizuje minimum vyrazu

na pravé strané vztahu (2.3) ve vété 2.1.

a
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Hlavnim pffnosem véty 2.3 je parametricky popis (2.7) hrani¢nich kiivek uvazo-
vanych v (a, 8)-roviné. Pokud koeficienty «, 8 v dané oblasti lezi, pak m& polynom
(2.1) vSechny kofeny uvnitf jednotkového kruhu. Ziskén{ tohoto popisu z véty 2.1 je
velmi narocné. S timto popisem je vSak navic spojena jedna nevyhoda spocivajici v
tom, Ze zde neni popsan analyticky zpusob, jak o poloze bodu («, 8) vuéi hranicim
(2.6), (2.7) rozhodnout.

Obé pfedchozi formulace uvedené ve vétach 2.1 a 2.3 1ze snadno pouzit jen
v téch pripadech, kdy jsou mocniny k, m zadané pevné. Pro piipady kdy tomu
tak neni, byla neddvno odvozena v [2] nésledujici véta.

Véta 2.5. Necht o, B jsou redind éisla, o # 0, 8 # 0 a necht k,m € ZT, k > m,
jsou mesoudélng. Potom polynom (2.1) md vSechny koteny wvniti jednotkového
kruhu prdvé tehdy, kdyz nastane jedna z ndsledujicich podminek:

1.

la| + 8] < 1, (2.8)
2.
ol +181 21, ol 1< |8l <1, (~a)*(=B)*™ <0, (2.9)
I_QQ_BZ 1—()&2+ﬁ2
k arccos —————— — marccos ————— < 7. (2.10)
2|af] 2|B|
Pozndmka 2.6. a) Vsimnéme si, ze podminka 1 predchoz{ véty je nezavisld

na mocunindch polynomu (2.1).

b) Upozornéme déle na specidlni piipad podminek 2, kdy se pro |a| 4+ |8] =1
podminky (2.9), (2.10) redukuji na tvar (—a)*(—B)¥=™ < 0.

c¢) Uvazujeme-li vztah (2.10) jako rovnost, pak tento vztah predstavuje im-
plicitn{ vyjadfeni kiivek (2.7) danych parametricky. Ekvivalenci obou vy-
jadreni lze prokdzat analyticky (pocetné jde o pomérné komplikovanou
zélezitost). Zduraznéme vsak, ze podminky véty 2.5 byly odvozeny nezdvisle
na podminkach véty 2.3. Konstruktivni odvozeni podminek véty 2.5 po-
moci véty 2.3 (tedy aniz bychom podminky véty 2.5 dopfedu znali) by bylo
obtizné proveditelné.

2.1. Tlustraéni piiklady

Pii grafickém zndzornéni oblasti koeficienta v (o, §)-roving, pro které m4 polynom
(2.1) vSechny kofeny uvnitf jednotkového kruhu zjistime, Ze je tvar piislusnych
hrani¢nich kiivek typové ruzny podle mocnin k, m. Navic odlisné chovéni vykazuje
i pfipad m = k — 1, kterym se budeme zabyvat nejprve.

Uvazujme polynom (2.1) s redlnymi koeficienty, kde m = k — 1, tedy ve tvaru

Ri.(\) = A"+ a1 4 5.

Pro vykresleni kiivek popsanych ve vété 2.3 musime rozlisit piipad k sudé a k
liché. Na obrazku 1a) jsou vykresleny kiivky pro k = 2,4,6,12 a na obrazku 1b)
jsou vykresleny ktivky pro k = 3,5,7,13.
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a) k sudé, m=k-1 f b) k liché, m=k-1 8
k=2 k=2 X
w7 N

2 -1 0 1 z«

4

Obrézek 1. Hranice oblasti v (a, 8)-roving, ve které ma polynom (2.11) vSechny kofenu uvnitf
jednotkového kruhu.

Uvazujme nyni polynom (2.1) opét s redlnymi koeficienty, kde tentokrat m <
k — 1, tedy ve tvaru
Riem(N) = AF + o™ + B. (2.11)
Na obrézku 2 jsou vykresleny kiivky popsané ve vété 2.3 v zavislosti na sudo-
sti/lichosti mocnin k, m. Ptipad k sudé a m sudé zde popsdn neni, protoze v
tomto ptripadé jsou k, m soudélné a je nutné postupovat podle popisu pod rovnici
(2.2).

a) kliché g b) k Iiché' B8 c) ksudé 8
m liché 1 m sudé 1
m < k-1

Obréazek 2. Hranice oblasti v («,8)-roving, ve které ma polynom (2.11) vSechny kofenu

uvnité jednotkového kruhu. V obrdzku a) jsou vykresleny kiivky pro dvojice (k,m) €

{(5,3),(7,5),(13,11)}. V obrdzku b) jsou vykresleny kiivky pro dvojice (k,m) € {(5,2), (13,10)}

a v obrdzku c) jsou vykresleny kiivky pro dvojice (k,m) € {(4,1), (8,5)}. S rostouci mocninou &
se plocha oblasti vymezena kiivkami zmensuje.

Poznamka 2.7. Podivejme se nyni na podminky véty 2.5 geometricky.

a) Vsimnéme si nejprve, ze podminka |a| + |3] < 1 této véty vymezuje oblast
tvaru Ctverce (viz obrazky 1 a 2).

b) Nyni si véimnéme hrani¢nich tisecek této oblasti danych rovnici |a|+|8] = 1.
Pokud koeficienty polynomu (2.11) lezi na téchto useckdch a v kvadrantech
uréenych podminkou (—a)*(—B)*~™ > 0, potom nemé vsechny kofeny uv-
nitt jednotkového kruhu. Tyto tusecky jsou na predchozich obrazcich vy-
znaceny plnou ¢arou.
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Naopak, jestlize koeficienty polynomu (2.11) lez{ na téchto useckach
a v kvadrantech uréenych podminkou (—a)*(—3)¥=™ < 0, potom polynom
(2.11) m4 vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu. Navic neni kladeno
zadné omezeni na maximalni velikost mocnin k, m. Tyto tsecky jsou na
predchozich obrézcich vyznaceny (ne piili§ zietelnou) teckovanou ¢arou.

Jinymi slovy, na dseckach |a| + |8] = 1 zavisi pocet kofeni polynomu
(2.11) uvniti jednotkového kruhu jen na sudosti/lichosti mocnin k, m. Jedna
se o jakousi pfechodovou oblast mezi tou popsanou v bodu a) a tou, kterou
popiseme v ndsledujicim bodu c).

c) Na zavér se budeme vénovat oblastem vymezenym nerovnosti |a|+|8| > 1 a
v kvadrantech danych nerovnosti (—a)*(—3)*~™ < 0. Potom vztah (2.10)
(spolecné s nerovnostmi |a| — 1 < |B] < 1) predstavuji omezeni na hodnoty
koeficient o, 8 a mocnin k, m. (Pfesnéji, veskeré podminky kladené na a,
B, k, m jsou ddny vztahem (2.10). Nerovnosti |a| — 1 < |8] < 1 ,pouze®
zajistuji, aby cyklometrické funkce v (2.10) byly dobfe definované.)

Obecné plati, ze oblast na koeficienty «, 3, pro které ma polynom (2.11) vSechny
kofeny uvniti jednotkového kruhu, se s rostoucim stupném k polynomu (2.11)
zmensuje.

Nyni uvedeme pét ilustracnich piiklada, které lze také nalézt v [3, 4, 8].

Priklad 2.8. Uvazujme polynom (2.1) s redlnymi koeficienty ve tvaru
Rim(N) = A 40,550 4-0,5. (2.12)

Cilem je nalézt mnozinu k, m takovych, aby mél polynom (2.12) v8echny kofeny
uvnitf jednotkového kruhu. Stanoveni této mnoziny pomoci véty 2.1 nebo 2.3 by
bylo hodné slozité. Oproti tomu véta 2.5 ndm dava prehledné podminky po jejichz
vyhodnocen{ dostavame

(km) e | {(%, 0), (44, 30), (6, 50),

LeZ+

(8¢,70), (31, 0), (5¢,30), (7€, 50), (4¢, £), (54, 0) }

Na zaveér této kapitoly uvedeme uziti pfedchozich vét v pripadé, kdy koeficient o
a mocniny k, m jsou ddny, pri¢emz hleddme podminky na druhy (volny) koeficient
B zarucujici, ze polynom (2.1) mé vSechny kofeny v absolutni hodnoté mensi nez
jedna.

Piiklad 2.9. Necht &k =5, m = 3 a a = 0,8. Budeme se tedy zabyvat polyno-
mem

Rs3(N\) = A% +0,8)\% + 3, (2.13)
kde S je redlné ¢islo. Véta 2.1 vyzaduje fesit nelinearni rovnici
sin(3x) 1
= ) 0,m). 2.14
sm(5z)  —08 "€ (0,m) (2.14)

Jejim fesenim ziskdme mnozinu

S = {0,7591;1,4161; 1,7255; 2,3824}. (2.15)
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Potom dostdvame podminku ve tvaru
|8] < min{1,3130; 0,3406; 0,3406; 1,3130}, (2.16)

tj. polynom (2.13) md vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu pravé tehdy,
kdyz 8 € (—0,3406; 0,3406). Tento interval je zobrazen na obrazku 3.

Dodejme jesté, ze podle poznamky 2.4 je mozno specifikovat interval na kofen
x v (2.14) tak, aby mnozina feseni S byla jednoprvkova. Resenfm rovnice (2.5),
ktera je nyni ve tvaru

|27 —5s| =1, j <5, sliché

dostdvame j = 3 a s = 1. Potom S = {Popt }, kde dopt je Feseni rovnice (2.14)
v intervalu s krajnimi body *7— = %TF ~ 1,57 a If = gﬂ' ~ 1,88. Nyni podle

(2.15) je ¢opt = 1,7255 a tady dostdvdme podminku 5 € (—0,3406;0,3406) bez
nutnosti hleddni minima ve vyrazu (2.16).

AN

0.3406

o
o
(=)
(o]
=
2

-0.3406

'
=y

Obrazek 3. Grafické zndzornéni oblasti v («, 8)-roving, ve které mé polynom (2.13) vSechny
kotfeny uvniti jednotkového kruhu. Hranice oblasti byla vykreslena pomoci véty 2.3.

Nyni na zadany problém aplikujeme podminky véty 2.3. Z geometrického hle-
diska jde o nalezeni pruseciku piimky o = 0,8 s kiivkami (2.7), kde m =3, k=5
a parametr 0 lezi v intervalu s krajnimi body 1,57 a 1,88 po zaokrouhleni. Nale-
zenim téchto pruseciki v («, 8)-roviné dospéjeme k hodnotdm —0,3406 a 0,3406,
které tvori krajni body ptislusného intervalu na parametr 3.

Na zévér aplikujeme vétu 2.5. Podminka (2.8) davé |5] < 0,2. Podminky (2.9)
a (2.10) dévaji 02 < [f] <1 a

1—0,64 — 32 1—0,64+ 32
darccos —————— — 3 arccos —————

1,6/3] 2|8
Odtud opét dospéjeme k vysledku 8 € (—0,3406; 0,3406).
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3. PRIPAD OBECNEHO TRICLENNEHO POLYNOMU S KOMPLEXN{MI KOEFICIENTY

V této kapitole se budeme zabyvat polynomem (2.1) s komplexnimi koeficienty.
Uvazujme tedy polynom

Skm(N) =N+ aX™ + 8, (3.1)

kde a = |alebi B3 = |Ble?s! jsou komplexni éisla a mocniny k& > m > 0 jsou
celociselné a nesoudélné. O argumentech 6,, 63 komplexnich koeficienttt budeme
predpoklddat, ze nalezi do intervalu (—, 7]. Ddle budeme také nadéle predpoklé-
dat, ze a8 # 0. Pro tento polynom byla véta 2.5 v ¢ldnku [5] zobecnéna nésledovné.

Véta 3.1. Necht o, 3 € C je takové, Ze a3 # 0. Potom md polynom (2.1)
vSechny koteny uvniti jednotkového kruhu prdvé tehdy kdyZ plati jedna z ndsle-
dugicich mozZnosti:

i |al+ 8] <1,
ii. |a]+|8] =1 a zdroven k(0o — 0p) + m(0s + ) # 24w pro L € Z,
. la|+ 8] > 1, |la| =1 < |B] <1 a zdroven
R G 1ol + |8
arccos —————————M arccos ——— ————
2[af] 2|8 (3.2)
< arccos(cos(k(0n — 0p) + m(0s + 7))).

Pozndmka 3.2. Ptipady ii a iii v pfedchozi vété je mozno zapsat jednotné ve
tvaru
el +18] > 1, |a|—1<|8] <1 azdrovei (3.2). (3.3)

Pozndmka 3.3. Dukazy vét 3.1 a 2.5 neni mozné v ramci tohoto prispévku uvést.
Omezme se tedy jen na konstatovani, ze zde bylo vyuzito preformulovani Schurova-
Cohnova kritéria do ,explicitniho® tvaru (zdkladni myslenka je také popséna v [1]),
a dale nékterych vysledku teorie polynom.

Pouziti véty 3.1 si ilustrujeme na néasledujicich ptikladech.
Priklad 3.4. Uvazujme polynom (3.1) ve tvaru
Sp(A) = AF 4 (06-miNE=1 4 56(6-m)1 (3.4)
Dosazenim do ptredchozi véty za |a] = 1, |8] = 0,05 zjistujeme Ze nastane pifpad
iii. Potom nerovnost (3.2) je tvaru
k arccos ;—3 — (k — 1) arccos % < arccos(cos(—5,4k + (k — 1)6)),
tj.

799 1
k arccos 300 + arccos 0 < arccos(cos(0,6k — 6)). (3.5)

Pro ucely grafické interpretace nerovnosti (3.5) budeme povazovat obé strany této
nerovnosti jako funkce spojité proménné k. Potom leva strana této nerovnosti je
linearn{ funkce f(k) ve tvaru f(k) =~ 0,05k +1,5458. Prava strana nerovnosti (3.5)
je po ¢astech linedrni funkce a oznacime ji g(k). Obé tyto funkce jsou vykresleny
na obréazku 4.
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fk)
W 1)
4 . & . oo
) et ket 100 ko ke 20 ks ks 30 i

Obréazek 4. Nerovnost f(k) < g(k) ddva podminku na fdd polynomu k, pfi kterém mé polynom
(3.4) v8echny kofeny uvniti jednotkového kruhu.

Podle podminky (3.5) ma polynom (3.4) vSechny kofeny uvnit¥ jednotkového
kruhu prave tehdy, kdyz f(k) < g(k). Z obrazku 4 je patrno, Ze to nastdva pro
ke {2,3,4,5} U{13,14,15} U {25}.

K tomuto zdvéru poznamenejme, ze je kvalitativné odlisny od vysledku ziska-
nych v piipadé redlnych koeficientu. Pozadovana kofenova vlastnost je splnéna
pro izolované ,ostrovy* hodnot k, které se postupné zmensuji az nakonec vymizi.
Dodejme, Ze tento efekt se v teorii diferen¢nich rovnic popisuje jako existence
»brepinacu stability“.

Véta 3.1 lze samoziejmé také pouzit na piipad, kdy md polynom (3.1) redlné
koeficienty, jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad 3.5. Méjme polynom (3.1) ve tvaru
Si(A) = AP+ 0,8\ 1 +0,3. (3.6)

Nejprve pouzijme vétu 2.5. Potom z podminky (2.10) a (—0,8)¥(—0,3) < 0 plyne,
ze polynom (3.6) mé vsechny kofeny uvnitt jednotkového kruhu praveé tehdy, kdyz
k < 9,65 a k je sudé.

Nyni dojdeme k témuz zavéru aplikaci véty 3.1. Opét nastane piipad iii, kde
levd strana nerovnosti (3.2) reprezentuje linedrni funkci proménné k a pravé strana
nerovnosti (3.2) reprezentuje po ¢dstech linedrni funkci proménné k. Zatimco leva
strana nerovnosti (3.2) je rostoucf linedrni funkce, prava strana je rovna 7 (pro k
sudé), nebo nule (pro k liché), jak je zndzornéno na obrdzku 5.

12 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14

Obrézek 5. Grafické zndzornéni nerovnosti (3.2), kde proménnd je fdd k polynomu (3.6). Po-
lynom (3.6) md vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu pravé tehdy, kdyz k € {2,4,6,8}.

Hranié¢ni situaci, kdy nastane ve vété 3.1 pfipad ii ilustrujeme na nasledujicim
prikladu.
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Priklad 3.6. Uvazujme polynom
Sp(\) = AF—0,7i N1 —0,31. (3.7)
Abychom mohli aplikovat vétu 3.1, musime jej nejprve prepsat do tvaru
Sp(N\) = AF 40,7~ (/i N\k=1 L 3¢~ (/D)1

Protoze je |a| + |8] = 1, nastane ve vété 3.1 piipad ii. Potom dostdvame, ze
polynom (3.7) mé vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu pravé tehdy, kdyz
k>2ak#40+1,L€ZT.

Ke stejnému zévéru se dostaneme pouzitim vztahu (3.3). Zatimco leva strana

nerovnosti (3.2) je rovna nule, pravé strana je rovna nule nebo 7 v zavislosti na
k. Tato situace je zndzornéna na obrazku 6.

12 3 4 56 7 8 9 10 1112 13 14

Obrazek 6. Grafické zndzornéni nerovnosti (3.2).

~

Na zavér jesté uvedme, Ze predchozi vysledky lze rozsifit ve smyslu stanoveni
oblasti s poc¢tem kofent daného polynomu lezicich uvniti jednotkového kruhu.
(Predchozi vysledky byly specidlni v tom, Ze jsme pozadovali, aby vSechny kofeny
lezely uvnitt jednotkového kruhu.)

Pro ilustraci, jakych vysledki lze v tomto sméru dosdhnout uvedeme nasledujici
piiklad (bez teoretického zdzemi, které lze nalézt napiiklad v [3]).

Priklad 3.7. Uvazujme polynom (2.11) s redlnymi koeficienty. Nasim cilem je
rozdélit (a, B)-rovinu na jednotlivé oblasti tak, aby pro koeficienty z dané oblasti
mél polynom (2.11) vzdy konstantni pocet kofentt uvnit¥ jednotkového kruhu.
Tento problém byl ¢asteéné rozebran v predchozim textu, kde jsme na obrazku 1
znézornili oblast v («, 8)-roving, ve které méd polynom (2.11) stupné k prave k
kofentl uvniti jednotkového kruhu. Tehdy bylo nutné typové rozlisit dva piipady
podle sudosti/lichosti jeho stupné k. Proto neni velkym piekvapenim, Ze pro roz-
délen{ («, §)-roviny na jednotlivé oblasti s pozadovanou vlastnosti, je opét nutno
rozlisovat zvlast pripad, kdy je stupeii polynomu (2.11) sudy a kdy je lichy. Pro
ucely grafické interpretace zde budeme uvazovat dva polynomy (2.11) s pevné
zvolenymi stupni ve tvarech

Rs(\) = \° + o\t 4 3, Rs(\) = \° + o)’ + 3, (3.8)

kde a, 8 € R. Zavislost poc¢tu kotfentu polynomu (3.8) uvnitt jednotkového kruhu
na ménicich se koeficientech je ilustrovana na obrazku 7. Z tohoto obrazku je také
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Obréazek 7. Pocet kofenu polynomu (3.8) velikosti mensi nez jedna v zdvislosti na «, 8 € R.

Vlevo pro k =5 a vpravo pro k = 6.

patrno, Zze zminénd zavislost muze byt dost slozité povahy.

3.1. Zavér

Tento prispévek pojedndval o kritériich popisujicich lokalizaci kofenu polynomu
ve vymezené ¢asti komplexni roviny. Specidlni duraz je zde kladen na Schurovo-
Cohnovo kritérium, zarucujici lokalizaci vSech kofent daného polynomu uvnitf
jednotkového kruhu, které je zde uvedeno ve tfech variantach. V dalsich ¢astech
vénujeme pozornost specialnim typum polynomu, pro které jsou odvozeny efek-
tivnéjsi systémy podminek umoznujici detekovat pozadovanou lokalizaci kofenu.

[1]
2]
3]
[4]
[5]
[6]
[7]
(8]

[9)
(10]

REFERENCE

J. Cermaék, J. Jansky: Elementdrni dikaz Levinovy-Mayovy véty, Kvaternion 2 (2013), 57—
68.

J. Cermdk, J. Jansky: Ezplicit stability conditions for a linear trinomial delay difference
equation, Applied Mathematics Letters 43 (2015), 56-60.

J. Cermék, J. Jansky: Stability and periodic investigations of linear planar difference sys-
tems, Math. Methods Appl. Sci. 39 (2016), 5343-5354.

J. Cermaék, J. Jansky: Stability switches in linear delay difference equations, Appl. Math.
Comput. 243 (2014), 755-766.

J. Cermék, J. Jansky, H. Matsunaga: On stability and stabilization of some discrete dyna-
mical systems, Math. Methods Appl. Sci. 41 (2018), 3684-3695.

F. Dannan: The asymptotic stability of z(n+ k) + az(n) + bx(n — £) = 0, J. Difference Equ.
Appl. 10 (2004), No. 6, 589-599.

S. Elaydi: An introduction to difference equations, 3rd ed., Undergraduate Texts in Mathe-
matics, Springer, New York, 2005.

J. Jansky: On a three term linear difference equation with complex coefficients, Tatra Mt.
Math. Publ. 63 (2015), 153-161.

E. I. Jury: Theory and application of the Z-transform methods, Wiley, New York, 1964.
M. M. Kipnis, R. M. Nigmatullin: Stability of the trinomial linear difference equations with
two delays, Autom. Remote Control 65 (2004), No. 11, 1710-1723.



SCHUROVO-COHNOVO KRITERIUM A JEHO APLIKACE 43

[11] S. A. Levin, R. May: A note on difference-delay equations, Theor. Popul. Biol. 9 (1976),
178-187.

[12] M. Marden: Geometry of polynomials, Mathematical Surveys and Monographs, No. 3, Pro-
vidence, 1966.

[13] H. Matsunaga, C. Hajiri: Fzact stability sets for a linear difference system with diagonal
delay, J. Math. Anal. App. 369 (2010) 616-622.

[14] V. G. Papanicolaou: On the asymptotic stability of a class of linear difference equations,
Math. Mag. 69 (1996), No. 1, 34-43.

Jiri Jansky, Katedra matematiky a fyziky, Fakulta vojenskych technologii, Univerzita obrany
v Brné, Kounicova 65, 662 10 Brno, Ceské republika



44



