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SCHUROVO-COHNOVO KRITÉRIUM A JEHO

ALTERNATIVNÍ VYJÁDŘENÍ

JIŘÍ JÁNSKÝ

Abstrakt. V článku jsou popsána kritéria popisuj́ıćı lokalizaci kořen̊u polynomu

(obecného stupně s obecnými koeficienty) ve vymezených částech komplexńı roviny
se speciálńım zaměřeńım na jednotkový kruh. Dále jsou zde rozebrány př́ıpady, kdy

je polynom ve speciálńım tř́ıčlenném tvaru. V těchto př́ıpadech je možné obecná
tvrzeńı zjednodušit a formulovat nové systémy podmı́nek, které jsou snáze apli-

kovatelné a rovněž názorněǰśı. Jsou zde popsány výhody a nevýhody jednotlivých

formulaćı, které jsou rovněž ilustrovány na několika př́ıkladech.

1. Úvod

Uvažujme polynom

Pk(λ) ≡ λk + pk−1λ
k−1 + pk−2λ

k−2 + · · ·+ p1λ+ p0 , (1.1)

jehož koeficienty p0, p1, . . . , pk−1 jsou reálná, nebo komplexńı č́ısla. Problematika
explicitńıho vyjádřeńı kořen̊u polynomu (1.1) pomoćı jeho koeficient̊u je dobře
známa. Ačkoliv jsou odpov́ıdaj́ıćı vyjádřeńı kořen̊u pro polynomy nižš́ıch stupň̊u
(menš́ıch, nebo rovno čtyřem) dobře popsány, často nelze pro jejich komplikova-
nost jednoduše posoudit některé jejich potřebné vlastnosti, např́ıklad lokalizaci ve
vymezené části komplexńı roviny.

Jednou ze základńıch otázek, která se v souvislosti s lokalizaćı kořen̊u polynomu
(1.1) diskutuje, je formulace podmı́nek zaručuj́ıćıch, že všechny kořeny daného po-
lynomu maj́ı zápornou reálnou část. Tento známý problém souviśı s otázkou stabi-
lity diferenciálńıch dynamických systémů a je běžně diskutován v rámci základńıch
kurz̊u teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic. Odpověd’ na tento problém dává
známé Routhovo-Hurvitzovo kritérium, jehož zněńı připomeneme.

Věta 1.1 (Routhova-Hurwitzova). Necht’ p0, . . . , pk−1 jsou reálná č́ısla. Nutná
a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby kořeny polynomu (1.1) měly záporné reálné
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části, je, aby determinanty Dn, n = 1, 2, . . . , k byly kladné. Přitom je

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

pk−1 1 0 0 0 · · · 0
pk−3 pk−2 pk−1 1 0 · · · 0
pk−5 pk−4 pk−3 pk−2 pk−1 · · · 0

...
...

...
...

...
...

...
pk−2n+1 pk−2n+2 pk−2n+3 pk−2n+4 · · · · · · pk−n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a pokud se vyskytne v Dn prvek pm s indexem m > k − 1, nahrad́ı se nulou.

V diskrétńım př́ıpadě, kdy je daný diferenciálńı systém nahrazen systémem
diferenčńım, vede otázka stability na formulaci podmı́nek zaručuj́ıćıch, že všechny
kořeny daného polynomu maj́ı velikost menš́ı než jedna, tj. lež́ı v komplexńı rovině
uvnitř jednotkového kruhu. Tuto otázku řeš́ı Schurovo1-Cohnovo2 kritérium.

Předt́ım, než toto kritérium uvedeme, muśıme pomoćı (obecně komplexńıch)
koeficient̊u polynomu (1.1) sestrojit pro n = 1, 2, . . . , k čtvercové matice An, Bn
řádu n, následovně: A1 = p0, B1 = 1 a

An =



p0 0 · · · · · · 0

p1 p0
. . .

...

p2
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . p0 0

pn−1 · · · p2 p1 p0


, Bn =



1 pk−1 pk−2 · · · pk−n+1

0 1 pk−1
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . pk−2

...
. . .

. . . 1 pk−1
0 · · · 0 0 1


pro n = 2, . . . , k. Odtud sestroj́ıme čtvercové matice řádu 2n

C2n =

(
An Bn
B̄Tn ĀTn

)
, n = 1, 2, . . . , k, (1.2)

kde Ān, B̄n źıskáme z An, Bn nahrazeńım koeficient̊u p0, p1, . . . , pk−1 komplexně
sdruženými p̄0, p̄1, . . . , p̄k−1. Konečně označ́ıme

d(n) = (−1)n det(C2n), n = 1, 2, . . . , k.

Věta 1.2 (Schurova-Cohnova; redukovaná verze). Necht’ jsou všechny determi-
nanty v posloupnosti

1, d(1), d(2), . . . , d(k) (1.3)

r̊uzné od nuly. Potom má polynom (1.1) všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu
právě tehdy, když jsou všechny prvky posloupnosti (1.3) kladné.

1Issai Schur (1875–1941) byl ruský matematik židovského p̊uvodu, který většinu života strávil

v Německu. Za druhé světové války byl nucen emigrovat a zemřel v Izraeli (tehdeǰśı Palestině).
Byl žákem Frobenia, v jehož práci pokračoval. Přispěl fundamentálńımi výsledky zejména v al-

gebře a teorii grup. Jeho záběr byl však obrovský a je autorem mnoha významných tvrzeńı.

Např́ıklad je po něm pojmenován Schurova vlastnost normovaných vektorových prostor̊u, Schu-
rova dekompozice matic, Schur̊uv komplement, Schurova algebra, a mnoho daľśıch. Celkem je

jeho jméno spojováno s v́ıce než 25 d̊uležitými matematickými pojmy a oblastmi matematiky.
2Arthur Cohn (1894–1940) byl Schur̊uv doktorský student. Kromě spoluautorstv́ı výsledku

zmı́něného v tomto textu je rovněž také autorem formulace jednoduchých postačuj́ıćıch

podmı́nek, aby daný polynom by ireducibilńı v Z[x].
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Tato věta se v literatuře vyskytuje v mnoha variantách. Kromě právě uvedené
zde ještě zmı́ńıme dvě daľśı. Prvńı je formulace pro př́ıpad, kdy má polynom
(1.1) reálné koeficienty. Potom lze větu 1.2 formulovat v jednodušš́ım tvaru, a to
zejména bez omezuj́ıćıch předpoklad̊u. Toto vynecháńı podmı́nek kladených na
(1.3) je podstatné, protože i tyto speciálńı př́ıpady jsou zpravidla početně velmi
obt́ıžně řešitelné (viz [9, str. 247]).

Před formulaćı následuj́ıćı věty muśıme opět sestrojit jisté speciálńı čtvercové
matice Ĉn řádu n, n = 1, 2, . . . , k − 1 následuj́ıćım zp̊usobem: Ĉ±1 = 1± p0 a

Ĉ±n =


1 0 · · · 0

pk−1 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

pk−n+1 · · · pk−1 1

±


0 · · · 0 p0
... · · · · · · p1

0 · · · · · ·
...

p0 p1 · · · pn−1


pro n = 2, . . . , k − 1. Dále označ́ıme

d̂±(n) = det(Ĉ±n ), n = 1, 2, . . . , k − 1.

Početně však bude stačit vyč́ıslit d̂±(n) jen pro n sudé, nebo jen pro n liché, a to
v závislosti na lichosti/sudosti řádu k polynomu, jak ukazuje následuj́ıćı věta (viz
[7]).

Věta 1.3 (Schurova-Cohnova; př́ıpad reálných koeficient̊u). Předpokládejme, že
p0, . . . , pk−1 jsou reálná č́ısla. Potom má polynom (1.1) všechny kořeny uvnitř jed-
notkového kruhu právě tehdy, když jsou splněny všechny tři následuj́ıćı podmı́nky:

1. Pk(1) > 0,
2. (−1)kPk(−1) > 0,
3. plat́ı jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

(a) k je sudé a všechny prvky obou posloupnost́ı

d̂+(1), d̂+(3), d̂+(5), d̂+(7), . . . , d̂+(k − 1)

a

d̂−(1), d̂−(3), d̂+(5), d̂+(7), . . . , d̂−(k − 1)

jsou kladné,
(b) k je liché a všechny prvky obou posloupnost́ı

d̂+(2), d̂+(4), d̂+(6), d̂+(8), . . . , d̂+(k − 1)

a

d̂−(2), d̂−(4), d̂+(6), d̂+(8), . . . , d̂−(k − 1)

jsou kladné.

Srovnáme-li věty 1.2 a 1.3, pak pro polynom stupně k s reálnými koeficienty
stač́ı určit jen determinanty matic do řádu k − 1. Požadavek na výpočet dvojice

posledńıch determinant̊u d̂+(k), d̂−(k) je
”
nahrazen“ podmı́nkami 1 a 2.
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Daľśı varianta věty 1.2, která představuje naopak jej́ı rozš́ı̌reńı, popisuje počet
kořen̊u daného polynomu uvnitř jednotkového kruhu (viz [12, str. 198]). Pro jej́ı
formulaci nejprve označ́ıme

∆(n) = det(C2n), n = 1, 2, . . . , k,

kde C2n je dáno vztahem (1.2). Potom plat́ı

Věta 1.4 (Schurova-Cohnova; obecná verze). Necht’ jsou všechny determinanty
v posloupnosti

1,∆(1),∆(2), . . . ,∆(k) (1.4)

r̊uzné od nuly a necht’ p je počet znaménkových změn v posloupnosti (1.4). Potom
má polynom (1.1) celkem p kořen̊u uvnitř jednotkového kruhu a žádný kořen na
jeho hranici.

Pro polynom s pevně daným stupněm k a pevně danými koeficienty pi je tedy
problém v zásadě vyřešen. Ukažme si použit́ı Schurova-Cohnova kritéria na dvou
př́ıkladech.

Př́ıklad 1.5. Uvažujme kvadratický polynom s reálnými, nebo komplexńımi
koeficienty ve tvaru

P2(λ) ≡ λ2 + p1λ+ p0 (1.5)

a aplikujeme větu 1.2 s ćılem źıskat efektivńı podmı́nky zaručuj́ıćı lokalizaci obou
kořen̊u polynomu P2 uvnitř jednotkového kruhu. Nejprve si spočteme determinanty

d1 = (−1)1
∣∣∣∣p0 1

1 p̄0

∣∣∣∣ = 1− |p0|2,

d2 = (−1)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
p0 0 1 p1
p1 p0 0 1
1 0 p̄0 p̄1
p̄1 1 0 p̄0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (1− |p0|2)2 − |p1 − p0p̄1|2.

Nyńı za podmı́nky d1d2 6= 0 Věta 1.2 ř́ıká, že oba kořeny polynomu P2(λ) maj́ı
velikost menš́ı než jedna právě tehdy, když d1 > 0 a d2 > 0. Obě tyto podmı́nky
se daj́ı zapsat jednotně ve tvaru

|p1 − p0p̄1| < 1− |p0|2. (1.6)

Podmı́nky na nenulovost determinant̊u d1, d2 nejsou v tomto př́ıpadě omezuj́ıćı.
Pomoćı Viétových vzorc̊u pro polynom (1.1) dostáváme, že (−1)ka0 = λ1λ2 · · ·λk,
kde λ1, . . . , λk jsou kořeny polynomu (1.1). To v př́ıpadě polynomu (1.5) znamená,
že pro jeho kořeny λ1, λ2 plat́ı |λ1λ2| = |p0|. A proto pokud d1 = 0, potom
dostáváme 1 = |p0| = |λ1||λ2|, a tedy oba kořeny uvnitř jednotkového kruhu ležet
nemohou. Př́ıpad d2 = 0, |p0| < 1 vede po složitěǰśıch úpravách na situaci, kdy má
polynom (1.5) kořen o velikosti jedna.

Dostáváme tedy závěr, že oba kořeny kvadratického polynomu P2(λ) maj́ı ve-
likost menš́ı než jedna právě tehdy, když plat́ı (1.6).
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Dále uvažujeme kvadratický polynom (1.5) jen s reálnými koeficienty. V tomto
př́ıpadě se podmı́nka (1.6) redukuje na tvar

|p1| − 1 < p0 < 1. (1.7)

Poznamenejme, že tento tvar lze źıskat také z věty 1.3. Tvar oblasti vymezené
těmito podmı́nkami je znázorněn na obrázku 1a) v němž k = 2, α = p1 a β = p0.

Pokusme se, pro srovnáńı, podmı́nku (1.7) źıskat pomoćı kořen̊u polynomu (1.5)
vyjádřených explicitně v závislosti na jeho koeficientech. Oba kořeny maj́ı velikost
menš́ı než jedna právě tehdy, když

|λ1,2| =
1

2

∣∣∣∣−p1 ±√p21 − 4p0

∣∣∣∣ < 1.

Nejprve předpokládejme p21 − 4p0 ≥ 0. Potom pro p1 ≤ 0 dostáváme

−p1 +
√
p21 − 4p0 < 2, tj. − p1 − 1 < p0,

a pro p1 > 0 dostáváme

p1 +
√
p21 − 4p0 < 2, tj. p1 − 1 < p0.

Tedy pro oba předchoźı př́ıpady dostáváme

|p1| − 1 < p0 ≤
p21
4
. (1.8)

V př́ıpadě p21 − 4p0 < 0 dostáváme∣∣∣∣−p1 ± i
√

4p0 − p21

∣∣∣∣ < 2, tj.
p21
4
< p0 < 1. (1.9)

Tedy celkem z (1.8) a druhé podmı́nky v (1.9) dostáváme (1.7). Je vidět že i v tomto
jednoduchém př́ıpadě bylo odvozeńı potřebné podmı́nky z explicitně spočtených
kořen̊u polynomu (1.5) početně náročněǰśı, než př́ımé použit́ı věty 1.2 nebo 1.3.

Pro polynomy vyšš́ıch stupň̊u neńı ověřováńı znamének determinant̊u v posloup-
nosti (1.3) jednoduchá záležitost. V př́ıpadě reálných koeficient̊u lze s výhodou
použ́ıt větu 1.3, která tento požadavek neuplatňuje. To ilustruje následuj́ıćı př́ı-
klad.

Př́ıklad 1.6. Uvažujme kubický polynom s reálnými koeficienty ve tvaru

P3(λ) ≡ λ3 + p2λ
2 + p1λ+ p0 . (1.10)

Analýzou podmı́nek z věty 1.3 dostáváme:

i.

P3(1) = 1 + p2 + p1 + p0 > 0,

ii.

(−1)3P3(−1) = (−1)3(−1 + p2 − p1 + p0) > 0,
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iii. oba determinanty

d̂+(2) = det

((
1 0
p2 1

)
+

(
0 p0
p0 p1

))
= 1 + p1 − p0p2 − p20 > 0,

d̂−(2) = det

((
1 0
p2 1

)
−
(

0 p0
p0 p1

))
= 1− p1 + p0p2 − p20 > 0

jsou kladné.

Jednoduchou početńı analýzou př́ıpad̊u i–iii zjist́ıme, že kubický polynom P3(λ)
má všechny tři kořeny s velikosti menš́ı než jedna právě tehdy, když

|p2 + p0| < 1 + p1 , |p1 − p0p2| < 1− p20. (1.11)

Poznamenejme, že odvozeńı podmı́nek (1.11) př́ımo z Cardanových vzorc̊u pro
polynom (1.10) by bylo velmi obt́ıžné.

Předchoźı dva př́ıklady ilustrovaly jednak efektivitu Schurovy-Cohnovy věty,
ale také naznačily určité problémy, se kterými se při jej́ı aplikaci můžeme setkat.
Využit́ı Schurovy-Cohnovy věty je jednoduché zejména v př́ıpadě, kdy máme za-
daný polynom s pevně zvoleným stupněm k a s konkrétně zvolenými reálnými
koeficienty pi. Potom při použit́ı věty 1.3 dostáváme k + 1 nerovnost́ı pro k liché
(respektive k + 2 pro k sudé), které snadno vyhodnot́ıme. Nav́ıc zásadńım, dosud
nezmı́něným př́ınosem předchoźıch vět je, že mohou být použity i u polynomů
obecných (vyšš́ıch stupň̊u), kde nejsme schopni nalézt kořeny analyticky.

Všechny tři uvedené varianty Schurova-Cohnova kritéria v sobě skrývaj́ı také
nedostatky. T́ım prvńım je nutnost poč́ıtat minimálně k − 1 determinant̊u matic,
jejichž řád se zvětšuje s rostoućım se stupněm polynomu. Nav́ıc, v př́ıpadě kdy
některý z koeficient̊u neńı č́ıselně specifikován, se podmı́nky s rostoućım stupněm
daného polynomu zač́ınaj́ı značně komplikovat. Daľśım nedostatkem je také obt́ıžně
řešitelný př́ıpad, kdy má polynom komplexńı koeficienty a posloupnost (1.3), uve-
dená ve větě 1.2 obsahuje jeden, nebo v́ıce nulových člen̊u. (Připomeňme, že
věta 1.2 plat́ı za předpokladu jejich nenulovosti.)

Tyto nedostatky byly motivaćı pro hledáńı jiných systémů podmı́nek popi-
suj́ıćıch rozmı́stěńı kořen̊u (alespoň speciálńıch) polynomů v̊uči jednotkovému kru-
hu. Prvńı výsledek tohoto druhu se objevil v článku [11] zabývaj́ıćım se stabilitou
některých diskrétńıch populačńıch model̊u. V této souvislosti se objevila potřeba
posoudit, zda charakteristický polynom

Qk(λ) ≡ λk − λk−1 + β, β je reálné č́ıslo,

má všechny kořeny v jednotkovém kruhu. Vid́ıme, že věta 1.2 ani věta 1.3 přitom
podmı́nky podobné těm v př́ıkladu 1.5, nebo 1.6 nedá. Pro tento polynom byla ve
zmı́něném článku zformulována velmi jednoduchá nutná a postačuj́ıćı podmı́nka
pro to, aby všech k kořen̊u tohoto polynomu mělo velikost menš́ı než jedna (viz
[11]).
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Věta 1.7 (Levinova-Mayova). Všechny kořeny polynomu Qk(λ) jsou v absolutńı
hodnotě menš́ı než jedna právě tehdy, když plat́ı

0 < β < 2 cos
(k − 1)π

2k − 1
.

Př́ınosem tohoto článku nebylo jen odvozeńı předchoźıch podmı́nek, ale také
představeńı d̊ukazové techniky, zvané

”
boundary locus technique“, která je využi-

telná i pro analýzu polohy kořen̊u v̊uči jednotkovému kruhu pro daľśı typy po-
lynomů. Následovaly daľśı výsledky tohoto typu (viz [6, 10, 13, 14]). Jednot́ıćım
prvkem těchto článk̊u bylo, že se jednalo o tř́ıčlenné polynomy, avšak podmı́nky
pro polohu jejich kořen̊u, odvozené v těchto článćıch, nebyly tak efektivńı, jako
podmı́nka věty 1.7. K těmto otázkám se vyjádř́ıme v následuj́ıćı kapitole.

2. Př́ıpad obecného tř́ıčlenného polynomu s reálnými koeficienty

Budeme se zabývat tř́ıčlenným polynomem (1.1), tedy polynomem ve speciálńım
tvaru

Rk,m(λ) ≡ λk + αλm + β, (2.1)

kde α, β, αβ 6= 0 jsou reálné koeficienty a mocniny k > m > 0 jsou celoč́ıselné
a nesoudělné.

V př́ıpadě αβ = 0 lze kořeny polynomu (2.1) spoč́ıtat triviálně a neńı potřeba
se j́ım dále zabývat. Požadavek k, m nesoudělné rovněž neńı omezuj́ıćı, protože
pokud by polynom (2.1) byl tvaru

Rk̃,m̃(λ̃) ≡ λ̃k̃ + αλ̃m̃ + β, (2.2)

kde k̃ = ak, m̃ = am, pro nějaké a > 1, potom substitućı λ̃ = λa dostáváme, že λ̃
je kořen polynomu Rk̃,m̃(λ̃) právě tehdy když λ je kořen polynomu Rk,m(λ). Proto

polynom Rk̃,m̃(λ̃) má všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu právě tehdy, když

polynom Rk,m(λ) má tutéž vlastnost. Budeme se tedy dále zabývat jen polynomem
(2.1) s nesoudělnými mocninami k, m.

Pro tento polynom bylo formulováno několik r̊uzných variant podmı́nek popi-
suj́ıćıch nutné a postačuj́ıćı podmı́nky pro polohu všech kořen̊u uvnitř jednotkové
kružnice. My zde představ́ıme tři z nich. Nejprve uvedeme podmı́nky popsané v [6].
Autor zde formuloval tvrzeńı pro př́ıpady: k liché, m sudé; k liché, m liché; k sudé,
m liché. Pro ilustraci zde uvedeme jen větu popisuj́ıćı podmı́nky pro k liché, m
sudé.

Věta 2.1. Necht’ α, β jsou nenulová reálná č́ısla a necht’ k,m ∈ Z+, k > m,
jsou nesoudělná, lichá. Potom polynom (2.1) má všechny kořeny uvnitř jednot-
kového kruhu právě tehdy, když bud’

−1 < α < 0, |β| < 1 + α,

nebo

0 < α < 1, |β| < min
φ∈S

√
α2 + 2α cos((k −m)φ) + 1 , (2.3)
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kde S je množina řešeńı rovnice

sin(mx)

sin(kx)
=

1

−α
(2.4)

na intervalu (0, π).

Podmı́nky popisuj́ıćı zbylé dva př́ıpady (k liché, m liché a k sudé, m liché)
zde uvádět nebudeme a poznamenáme jen, že jsou

”
analogického“ tvaru, tedy

podobné jako ve větě 2.1. Podmı́nka omezuj́ıćı parametr β vyžaduje nejprve nalézt
numericky všechna řešeńı řešeńı nelineárńı rovnice (2.4) na intervalu (0, π), a poté
ještě určit minimum z př́ıslušného nelineárńıho výrazu. Nejsnazš́ı použit́ı této věty
je v př́ıpadě, kdy má polynom (2.1) pevně zadané mocniny k, m a koeficient α.
Potom, s podporou numerických metod, neńı problém nalézt všechna řešeńı rovnice
(2.4) a stanovit z rovnice (2.3) podmı́nku na parametr β explicitně. V ostatńıch
př́ıpadech (např́ıklad pevně zvolené α, β; hledáme k, m) je užit́ı této věty závislé
na daľśıch dodatečných výpočtech.

Odlǐsný typ podmı́nek popisuj́ıćı lokalizaci kořen̊u polynomu (2.1) byl publi-
kován v [10]. Před jeho formulaćı však muśıme uvést následuj́ıćı pomocné tvrzeńı.

Lemma 2.2. Necht’ k,m ∈ Z+, k > m, jsou nesoudělná. Potom existuj́ı celá
č́ısla j, s > 0 taková, že

|(k −m)j − ks| = 1, j < k, s liché. (2.5)

Pokud je k − m liché, potom existuje tato dvojice (j, s) jediná. Pokud je k − m
sudé, potom existuj́ı právě dvě takové dvojice (v jedné je j liché a ve druhé sudé).

Potom můžeme formulovat následuj́ıćı větu:

Věta 2.3. Necht’ α, β jsou nenulová reálná č́ısla a necht’ k,m ∈ Z+, k > m,
jsou nesoudělné. Potom polynom (2.1) má všechny kořeny uvnitř jednotkového
kruhu právě tehdy, když bod (α, β) lež́ı uvnitř oblasti ohraničené dvěmi př́ımkami

α+ β = −1, (−1)k−mα+ (−1)kβ = −1 (2.6)

a dvěma křivkami

α = − sin(kθ)

sin(mθ)
, β =

sin((k −m)θ)

sin(mθ)
,

α = −(−1)k−m
sin(kθ)

sin(mθ)
, β = (−1)k

sin((k −m)θ)

sin(mθ)
,

(2.7)

kde parametr θ lež́ı v intervalu s krajńımi body jπ
k a sπ

k−m . Zde j, s > 0 jsou celá

č́ısla splňuj́ıćı (2.5) (pokud je k−m sudé, potom m̊uže být volena libovolná dvojice
(j, s) splňuj́ıćı (2.5)).

Poznámka 2.4. Předcházej́ıćı tvrzeńı, mimo jiné, specifikuje krajńı body jπ
k

a sπ
k−m intervalu, ve kterém se nalézá jediné řešeńı φopt rovnice (2.4) (v tomto

obecném zápisu neznáme jejich pořad́ı). Pro toto φopt se realizuje minimum výrazu
na pravé straně vztahu (2.3) ve větě 2.1.
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Hlavńım př́ınosem věty 2.3 je parametrický popis (2.7) hraničńıch křivek uvažo-
vaných v (α, β)-rovině. Pokud koeficienty α, β v dané oblasti lež́ı, pak má polynom
(2.1) všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu. Źıskáńı tohoto popisu z věty 2.1 je
velmi náročné. S t́ımto popisem je však nav́ıc spojena jedna nevýhoda spoč́ıvaj́ıćı v
tom, že zde neńı popsán analytický zp̊usob, jak o poloze bodu (α, β) v̊uči hranićım
(2.6), (2.7) rozhodnout.

Obě předchoźı formulace uvedené ve větách 2.1 a 2.3 lze snadno použ́ıt jen
v těch př́ıpadech, kdy jsou mocniny k, m zadané pevně. Pro př́ıpady kdy tomu
tak neńı, byla nedávno odvozena v [2] následuj́ıćı věta.

Věta 2.5. Necht’ α, β jsou reálná č́ısla, α 6= 0, β 6= 0 a necht’ k,m ∈ Z+, k > m,
jsou nesoudělná. Potom polynom (2.1) má všechny kořeny uvnitř jednotkového
kruhu právě tehdy, když nastane jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

1.

|α|+ |β| < 1, (2.8)

2.

|α|+ |β| ≥ 1, |α| − 1 < |β| < 1, (−α)k(−β)k−m < 0, (2.9)

k arccos
1− α2 − β2

2|αβ|
−m arccos

1− α2 + β2

2|β|
< π. (2.10)

Poznámka 2.6. a) Všimněme si, že podmı́nka 1 předchoźı věty je nezávislá
na mocninách polynomu (2.1).

b) Upozorněme dále na speciálńı př́ıpad podmı́nek 2, kdy se pro |α|+ |β| = 1
podmı́nky (2.9), (2.10) redukuj́ı na tvar (−α)k(−β)k−m < 0.

c) Uvažujeme-li vztah (2.10) jako rovnost, pak tento vztah představuje im-
plicitńı vyjádřeńı křivek (2.7) daných parametricky. Ekvivalenci obou vy-
jádřeńı lze prokázat analyticky (početně jde o poměrně komplikovanou
záležitost). Zd̊urazněme však, že podmı́nky věty 2.5 byly odvozeny nezávisle
na podmı́nkách věty 2.3. Konstruktivńı odvozeńı podmı́nek věty 2.5 po-
moćı věty 2.3 (tedy aniž bychom podmı́nky věty 2.5 dopředu znali) by bylo
obt́ıžně proveditelné.

2.1. Ilustračńı př́ıklady

Při grafickém znázorněńı oblasti koeficient̊u v (α, β)-rovině, pro které má polynom
(2.1) všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu zjist́ıme, že je tvar př́ıslušných
hraničńıch křivek typově r̊uzný podle mocnin k, m. Nav́ıc odlǐsné chováńı vykazuje
i př́ıpad m = k − 1, kterým se budeme zabývat nejprve.

Uvažujme polynom (2.1) s reálnými koeficienty, kde m = k − 1, tedy ve tvaru

Rk(λ) ≡ λk + αλk−1 + β.

Pro vykresleńı křivek popsaných ve větě 2.3 muśıme rozlǐsit př́ıpad k sudé a k
liché. Na obrázku 1a) jsou vykresleny křivky pro k = 2, 4, 6, 12 a na obrázku 1b)
jsou vykresleny křivky pro k = 3, 5, 7, 13.
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Obrázek 1. Hranice oblasti v (α, β)-rovině, ve které má polynom (2.11) všechny kořenu uvnitř
jednotkového kruhu.

Uvažujme nyńı polynom (2.1) opět s reálnými koeficienty, kde tentokrát m <
k − 1, tedy ve tvaru

Rk,m(λ) ≡ λk + αλm + β. (2.11)

Na obrázku 2 jsou vykresleny křivky popsané ve větě 2.3 v závislosti na sudo-
sti/lichosti mocnin k, m. Př́ıpad k sudé a m sudé zde popsán neńı, protože v
tomto př́ıpadě jsou k, m soudělné a je nutné postupovat podle popisu pod rovnićı
(2.2).

Obrázek 2. Hranice oblasti v (α, β)-rovině, ve které má polynom (2.11) všechny kořenu

uvnitř jednotkového kruhu. V obrázku a) jsou vykresleny křivky pro dvojice (k,m) ∈
{(5, 3), (7, 5), (13, 11)}. V obrázku b) jsou vykresleny křivky pro dvojice (k,m) ∈ {(5, 2), (13, 10)}
a v obrázku c) jsou vykresleny křivky pro dvojice (k,m) ∈ {(4, 1), (8, 5)}. S rostoućı mocninou k

se plocha oblasti vymezená křivkami zmenšuje.

Poznámka 2.7. Pod́ıvejme se nyńı na podmı́nky věty 2.5 geometricky.

a) Všimněme si nejprve, že podmı́nka |α|+ |β| < 1 této věty vymezuje oblast
tvaru čtverce (viz obrázky 1 a 2).

b) Nyńı si všimněme hraničńıch úseček této oblasti daných rovnićı |α|+|β| = 1.
Pokud koeficienty polynomu (2.11) lež́ı na těchto úsečkách a v kvadrantech
určených podmı́nkou (−α)k(−β)k−m > 0, potom nemá všechny kořeny uv-
nitř jednotkového kruhu. Tyto úsečky jsou na předchoźıch obrázćıch vy-
značeny plnou čarou.
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Naopak, jestliže koeficienty polynomu (2.11) lež́ı na těchto úsečkách
a v kvadrantech určených podmı́nkou (−α)k(−β)k−m < 0, potom polynom
(2.11) má všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu. Nav́ıc neńı kladeno
žádné omezeńı na maximálńı velikost mocnin k, m. Tyto úsečky jsou na
předchoźıch obrázćıch vyznačeny (ne př́ılǐs zřetelnou) tečkovanou čarou.

Jinými slovy, na úsečkách |α| + |β| = 1 záviśı počet kořen̊u polynomu
(2.11) uvnitř jednotkového kruhu jen na sudosti/lichosti mocnin k,m. Jedná
se o jakousi přechodovou oblast mezi tou popsanou v bodu a) a tou, kterou
poṕı̌seme v následuj́ıćım bodu c).

c) Na závěr se budeme věnovat oblastem vymezeným nerovnost́ı |α|+|β| > 1 a
v kvadrantech daných nerovnost́ı (−α)k(−β)k−m < 0. Potom vztah (2.10)
(společně s nerovnostmi |α| − 1 < |β| < 1) představuj́ı omezeńı na hodnoty
koeficient̊u α, β a mocnin k, m. (Přesněji, veškeré podmı́nky kladené na α,
β, k, m jsou dány vztahem (2.10). Nerovnosti |α| − 1 < |β| < 1

”
pouze“

zajǐst’uj́ı, aby cyklometrické funkce v (2.10) byly dobře definované.)

Obecně plat́ı, že oblast na koeficienty α, β, pro které má polynom (2.11) všechny
kořeny uvnitř jednotkového kruhu, se s rostoućım stupněm k polynomu (2.11)
zmenšuje.

Nyńı uvedeme pět ilustračńıch př́ıklad̊u, které lze také nalézt v [3, 4, 8].

Př́ıklad 2.8. Uvažujme polynom (2.1) s reálnými koeficienty ve tvaru

Rk,m(λ) ≡ λk + 0,55λm + 0,5 . (2.12)

Ćılem je nalézt množinu k, m takových, aby měl polynom (2.12) všechny kořeny
uvnitř jednotkového kruhu. Stanoveńı této množiny pomoćı věty 2.1 nebo 2.3 by
bylo hodně složité. Oproti tomu věta 2.5 nám dává přehledné podmı́nky po jejichž
vyhodnoceńı dostáváme

(k,m) ∈
⋃
`∈Z+

{
(2`, `), (4`, 3`), (6`, 5`),

(8`, 7`), (3`, `), (5`, 3`), (7`, 5`), (4`, `), (5`, `)
}
.

Na závěr této kapitoly uvedeme užit́ı předchoźıch vět v př́ıpadě, kdy koeficient α
a mocniny k, m jsou dány, přičemž hledáme podmı́nky na druhý (volný) koeficient
β zaručuj́ıćı, že polynom (2.1) má všechny kořeny v absolutńı hodnotě menš́ı než
jedna.

Př́ıklad 2.9. Necht’ k = 5, m = 3 a α = 0,8. Budeme se tedy zabývat polyno-
mem

R5,3(λ) = λ5 + 0,8λ3 + β, (2.13)

kde β je reálné č́ıslo. Věta 2.1 vyžaduje řešit nelineárńı rovnici

sin(3x)

sin(5x)
=

1

−0,8
, x ∈ (0, π). (2.14)

Jej́ım řešeńım źıskáme množinu

S = {0,7591; 1,4161; 1,7255; 2,3824}. (2.15)
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Potom dostáváme podmı́nku ve tvaru

|β| < min{1,3130; 0,3406; 0,3406; 1,3130}, (2.16)

tj. polynom (2.13) má všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu právě tehdy,
když β ∈ (−0,3406; 0,3406). Tento interval je zobrazen na obrázku 3.

Dodejme ještě, že podle poznámky 2.4 je možno specifikovat interval na kořen
x v (2.14) tak, aby množina řešeńı S byla jednoprvková. Řešeńım rovnice (2.5),
která je nyńı ve tvaru

|2j − 5s| = 1, j < 5, s liché

dostáváme j = 3 a s = 1. Potom S = {φopt}, kde φopt je řešeńı rovnice (2.14)

v intervalu s krajńımi body sπ
k−m = 1

2 π ≈ 1,57 a jπ
k = 3

5 π ≈ 1,88. Nyńı podle

(2.15) je φopt = 1,7255 a tady dostáváme podmı́nku β ∈ (−0,3406; 0,3406) bez
nutnosti hledáńı minima ve výrazu (2.16).

Obrázek 3. Grafické znázorněńı oblasti v (α, β)-rovině, ve které má polynom (2.13) všechny

kořeny uvnitř jednotkového kruhu. Hranice oblasti byla vykreslena pomoćı věty 2.3.

Nyńı na zadaný problém aplikujeme podmı́nky věty 2.3. Z geometrického hle-
diska jde o nalezeńı pr̊useč́ık̊u př́ımky α = 0,8 s křivkami (2.7), kde m = 3, k = 5
a parametr θ lež́ı v intervalu s krajńımi body 1,57 a 1,88 po zaokrouhleńı. Nale-
zeńım těchto pr̊useč́ık̊u v (α, β)-rovině dospějeme k hodnotám −0,3406 a 0,3406,
které tvoř́ı krajńı body př́ıslušného intervalu na parametr β.

Na závěr aplikujeme větu 2.5. Podmı́nka (2.8) dává |β| < 0,2. Podmı́nky (2.9)
a (2.10) dávaj́ı 0,2 ≤ |β| < 1 a

5 arccos
1− 0,64− β2

1,6|β|
− 3 arccos

1− 0,64 + β2

2|β|
< π.

Odtud opět dospějeme k výsledku β ∈ (−0,3406; 0,3406).



SCHUROVO-COHNOVO KRITÉRIUM A JEHO APLIKACE 39

3. Př́ıpad obecného tř́ıčlenného polynomu s komplexńımi koeficienty

V této kapitole se budeme zabývat polynomem (2.1) s komplexńımi koeficienty.
Uvažujme tedy polynom

Sk,m(λ) ≡ λk + αλm + β, (3.1)

kde α = |α|eθαi, β = |β|eθβ i jsou komplexńı č́ısla a mocniny k > m > 0 jsou
celoč́ıselné a nesoudělné. O argumentech θα, θβ komplexńıch koeficient̊u budeme
předpokládat, že nálež́ı do intervalu (−π, π]. Dále budeme také nadále předpoklá-
dat, že αβ 6= 0. Pro tento polynom byla věta 2.5 v článku [5] zobecněna následovně.

Věta 3.1. Necht’ α, β ∈ C je takové, že αβ 6= 0. Potom má polynom (2.1)
všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu právě tehdy když plat́ı jedna z násle-
duj́ıćıch možnost́ı:

i. |α|+ |β| < 1,
ii. |α|+ |β| = 1 a zároveň k(θα − θβ) +m(θβ + π) 6= 2`π pro ` ∈ Z,
iii. |α|+ |β| > 1, |α| − 1 < |β| < 1 a zároveň

k arccos
1− |α|2 − |β|2

2|αβ|
−m arccos

1− |α|2 + |β|2

2|β|
< arccos(cos(k(θα − θβ) +m(θβ + π))).

(3.2)

Poznámka 3.2. Př́ıpady ii a iii v předchoźı větě je možno zapsat jednotně ve
tvaru

|α|+ |β| ≥ 1, |α| − 1 < |β| < 1 a zároveň (3.2). (3.3)

Poznámka 3.3. Důkazy vět 3.1 a 2.5 neńı možné v rámci tohoto př́ıspěvku uvést.
Omezme se tedy jen na konstatováńı, že zde bylo využito přeformulováńı Schurova-
Cohnova kritéria do

”
explicitńıho“ tvaru (základńı myšlenka je také popsána v [1]),

a dále některých výsledk̊u teorie polynomů.

Použit́ı věty 3.1 si ilustrujeme na následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 3.4. Uvažujme polynom (3.1) ve tvaru

Sk(λ) ≡ λk + e(0,6−π)iλk−1 + 0,05e(6−π)i. (3.4)

Dosazeńım do předchoźı věty za |α| = 1, |β| = 0,05 zjǐst’ujeme že nastane př́ıpad
iii. Potom nerovnost (3.2) je tvaru

k arccos
−1

40
− (k − 1) arccos

1

40
< arccos(cos(−5,4k + (k − 1)6)) ,

tj.

k arccos
799

800
+ arccos

1

40
< arccos(cos(0,6k − 6)) . (3.5)

Pro účely grafické interpretace nerovnosti (3.5) budeme považovat obě strany této
nerovnosti jako funkce spojité proměnné k. Potom levá strana této nerovnosti je
lineárńı funkce f(k) ve tvaru f(k) ≈ 0,05k+ 1,5458. Pravá strana nerovnosti (3.5)
je po částech lineárńı funkce a označ́ıme ji g(k). Obě tyto funkce jsou vykresleny
na obrázku 4.
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Obrázek 4. Nerovnost f(k) < g(k) dává podmı́nku na řád polynomu k, při kterém má polynom

(3.4) všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu.

Podle podmı́nky (3.5) má polynom (3.4) všechny kořeny uvnitř jednotkového
kruhu právě tehdy, když f(k) < g(k). Z obrázku 4 je patrno, že to nastává pro
k ∈ {2, 3, 4, 5} ∪ {13, 14, 15} ∪ {25}.

K tomuto závěru poznamenejme, že je kvalitativně odlǐsný od výsledk̊u źıska-
ných v př́ıpadě reálných koeficient̊u. Požadovaná kořenová vlastnost je splněna
pro izolované

”
ostrovy“ hodnot k, které se postupně zmenšuj́ı až nakonec vymiźı.

Dodejme, že tento efekt se v teorii diferenčńıch rovnic popisuje jako existence

”
přeṕınač̊u stability“.

Věta 3.1 lze samozřejmě také použ́ıt na př́ıpad, kdy má polynom (3.1) reálné
koeficienty, jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 3.5. Mějme polynom (3.1) ve tvaru

Sk(λ) ≡ λk + 0,8λk−1 + 0,3. (3.6)

Nejprve použijme větu 2.5. Potom z podmı́nky (2.10) a (−0,8)k(−0,3) < 0 plyne,
že polynom (3.6) má všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu právě tehdy, když
k < 9,65 a k je sudé.

Nyńı dojdeme k témuž závěru aplikaćı věty 3.1. Opět nastane př́ıpad iii, kde
levá strana nerovnosti (3.2) reprezentuje lineárńı funkci proměnné k a pravá strana
nerovnosti (3.2) reprezentuje po částech lineárńı funkci proměnné k. Zat́ımco levá
strana nerovnosti (3.2) je rostoućı lineárńı funkce, pravá strana je rovna π (pro k
sudé), nebo nule (pro k liché), jak je znázorněno na obrázku 5.

Obrázek 5. Grafické znázorněńı nerovnosti (3.2), kde proměnná je řád k polynomu (3.6). Po-

lynom (3.6) má všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu právě tehdy, když k ∈ {2, 4, 6, 8}.

Hraničńı situaci, kdy nastane ve větě 3.1 př́ıpad ii ilustrujeme na následuj́ıćım
př́ıkladu.
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Př́ıklad 3.6. Uvažujme polynom

Sk(λ) ≡ λk − 0,7iλk−1 − 0,3 i . (3.7)

Abychom mohli aplikovat větu 3.1, muśıme jej nejprve přepsat do tvaru

Sk(λ) ≡ λk + 0,7e−(π/2)i λk−1 + 0,3e−(π/2)i .

Protože je |α| + |β| = 1, nastane ve větě 3.1 př́ıpad ii. Potom dostáváme, že
polynom (3.7) má všechny kořeny uvnitř jednotkového kruhu právě tehdy, když
k ≥ 2 a k 6= 4`+ 1, ` ∈ Z+.

Ke stejnému závěru se dostaneme použit́ım vztah̊u (3.3). Zat́ımco levá strana
nerovnosti (3.2) je rovna nule, pravá strana je rovna nule nebo π v závislosti na
k. Tato situace je znázorněna na obrázku 6.

Obrázek 6. Grafické znázorněńı nerovnosti (3.2).

Na závěr ještě uved’me, že předchoźı výsledky lze rozš́ı̌rit ve smyslu stanoveńı
oblast́ı s počtem kořen̊u daného polynomu lež́ıćıch uvnitř jednotkového kruhu.
(Předchoźı výsledky byly speciálńı v tom, že jsme požadovali, aby všechny kořeny
ležely uvnitř jednotkového kruhu.)

Pro ilustraci, jakých výsledk̊u lze v tomto směru dosáhnout uvedeme následuj́ıćı
př́ıklad (bez teoretického zázemı́, které lze nalézt např́ıklad v [3]).

Př́ıklad 3.7. Uvažujme polynom (2.11) s reálnými koeficienty. Naš́ım ćılem je
rozdělit (α, β)-rovinu na jednotlivé oblasti tak, aby pro koeficienty z dané oblasti
měl polynom (2.11) vždy konstantńı počet kořen̊u uvnitř jednotkového kruhu.
Tento problém byl částečně rozebrán v předchoźım textu, kde jsme na obrázku 1
znázornili oblast v (α, β)-rovině, ve které má polynom (2.11) stupně k právě k
kořen̊u uvnitř jednotkového kruhu. Tehdy bylo nutné typově rozlǐsit dva př́ıpady
podle sudosti/lichosti jeho stupně k. Proto neńı velkým překvapeńım, že pro roz-
děleńı (α, β)-roviny na jednotlivé oblasti s požadovanou vlastnost́ı, je opět nutno
rozlǐsovat zvlášt’ př́ıpad, kdy je stupeň polynomu (2.11) sudý a kdy je lichý. Pro
účely grafické interpretace zde budeme uvažovat dva polynomy (2.11) s pevně
zvolenými stupni ve tvarech

R5(λ) ≡ λ5 + αλ4 + β, R6(λ) ≡ λ6 + αλ5 + β, (3.8)

kde α, β ∈ R. Závislost počtu kořen̊u polynomů (3.8) uvnitř jednotkového kruhu
na měńıćıch se koeficientech je ilustrována na obrázku 7. Z tohoto obrázku je také
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Obrázek 7. Počet kořen̊u polynomů (3.8) velikosti menš́ı než jedna v závislosti na α, β ∈ R.

Vlevo pro k = 5 a vpravo pro k = 6.

patrno, že zmı́něná závislost může být dost složité povahy.

3.1. Závěr

Tento př́ıspěvek pojednával o kritéríıch popisuj́ıćıch lokalizaci kořen̊u polynomu
ve vymezené části komplexńı roviny. Speciálńı d̊uraz je zde kladen na Schurovo-
Cohnovo kritérium, zaručuj́ıćı lokalizaci všech kořen̊u daného polynomu uvnitř
jednotkového kruhu, které je zde uvedeno ve třech variantách. V daľśıch částech
věnujeme pozornost speciálńım typ̊um polynomů, pro které jsou odvozeny efek-
tivněǰśı systémy podmı́nek umožňuj́ıćı detekovat požadovanou lokalizaci kořen̊u.
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[3] J. Čermák, J. Jánský: Stability and periodic investigations of linear planar difference sys-

tems, Math. Methods Appl. Sci. 39 (2016), 5343–5354.
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v Brně, Kounicova 65, 662 10 Brno, Česká republika



44


