Milé ¢tenarky a Ctendfi,

mate v rukou nové ¢islo casopisu Kvaternion, jehoz vydavani bylo po ttileté pauze
obnoveno loniskym dvojcislem.

Pokousime se zachovat nastolenou cestu. Totiz sestavit obsah ¢asopisu z od-
bornych (resp. prehledovych) élankn, pifspévku zaloZzenych na vybranych zdve-
re¢nych pracich studentu oboru Matematické inzenyrstvi na FSI VUT v Brné a
konec¢né textu diskutujiciho zajimavé tlohy souvisejici s Internetovou matematic-
kou olympiddou organizovanou nasim ustavem.

Prvnim piispévkem tohoto ¢isla je ¢lanek byvalého dlouholetého reditele Ustavu
matematiky a emeritnfho profesora VUT, Alexandra Zeniska, o po¢atcich me-
tody kone¢nych prvku. Z néj se mj. dozvime, ze k zakladim této teorie pod-
statnou meérou prispéli brnénsti odbornici. V textu Ivana Chajdy je prezentovan
elementdrni dikaz Tverbergovy véty z teorie konvexnich mnozin. Clanek Jiitho
Jénského se zabyvé lokalizaci kofenti polynomiu ve vymezenych ¢astech komplexni
roviny; tento problém tizce souvisi s otdzkou stability diferencidlnich a diferenénich
rovnic. Studentské piispévky jsou reprezentovany clanky Davida Lovase a Jifiho
Novaka, v nichz jsou predstavena témata jejich bakalafskych praci. Obsahem
¢lanku Viery Stoudkové Ruzickové je rozbor tif tloh matematické olympiady a je-
jich modifikaci.

Prejeme Vam inspirativni ¢teni.

Pavel Rehsk a Jifi Sremr
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50 let matematické teorie metody koneénych prvkia

ALEXANDER ZENISEK

ABSTRAKT. Rozvoj a uzit{ metody kone¢nych prvku (MKP, the finite element me-
thod) byl spjat v inZenyrskych kruzich (hlavné v USA) s rozvojem a uzitim vy-
konnych samocinnych pocitaci. Proto zacala byt MKP rozvijena az v poloviné pa-
desatych let, a to zejména ve stavebnim a leteckém inzenyrstvi.

V tomto ¢lanku jsou popsany hlavné zacatky matematické teorie MKP v letech
1967-1973, které diky jednomu bystrému brnénskému inzenyrovi byly v Sedesatych
letech pouze v rukou matematika z provincidlniho Brna, jak si to pamatuje autor
¢lanku. Ostatni pamétnici popsanych uddlosti jsou jiz po smrti. Zbytek matema-
tického svéta se s matematikou MKP seznamoval z ¢lanku brnénskych autoru.

Dne 17. dubna 1969 odstoupil z funkce prvniho tajemnika KSC Alexander Dub-
ek a tim i formélné skonéil posledni zachvév prazského jara 1968. Vétsina Cechi a
Slovaku asi toto datum zapomnéla; j& si je pamatuji jenom proto, ze matematicka
teorie metody koneénych prvkia méla v ten den pravé jeden rok.

Je ovSem nutné definovat, ¢im rozumime prvni den matematické teorie. Ztotoz-
nuji se s nazorem, ze je to datum zaslani ¢lanku, ktery vysSel prvni v ramci této
teorie v matematickém casopise. Prvni matematicky ¢lanek o metodé konecnych
prvki vysel v roce 1968 v Numerische Mathematik, mél nazev On the finite element
method, autorem byl Milos Zlamal a pod jeho jménem stilo: Received April 17,
1968 — viz [I5]. (Muj clanek [20] sice dosel do Aplikaci matematiky 28. 3. 1968,
ale vysel az v roce 1969. Oba ¢lanky [I5] 20] by nespatfily svétlo svéta, kdyby se
jejich autofi neseznamili v roce 1967 s Ing. Jitim Kratochvilem, CSc., odbornym
asistentem na stavebni fakulté Vysokého uéen{ technického (FAST VUT) v Brné,
inicidtorem dvojice ¢ldnku [I1, [12].)

Pojem ,metoda kone¢nych prvka“ potiebuje alesponi miniméalni vyklad. Je to
metoda pro nalezeni pfibliznych feSeni varia¢nich problému. Varia¢nim problémem
pritom rozumime problém, ve kterém se minimalizuje (resp. maximalizuje) néjaky
kvadraticky funkcional na tiidé pfipustnych funkci, které se casto nazyvaji stavy.
Nejjednodussim a nejpiistupnéjsim piikladem je princip minima potencidlni ener-
gie, podle kterého se ze vSech piipustnych stavu realizuje ten, ve kterém je po-
tencidlnf energie dané soustavy minimdlni. (Jesté konkrétnéji: pfedstavte si kuli¢-
ku, kterou vlozime do misky kulovitého tvaru, a to nikoliv na dno. Kulicka v misce
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chvili kmit4, az se ustali na dné misky. Kazda z poloh kulicky v misce je piipustna,
na dné mé vsak kulicka potencidln{ energii minimalni.)

Formulovat néjaky variacni problém matematicky vyzaduje jisté tusili. Proto
je velké stésti, ze existuji tiidy varia¢nich problému; v kazdé tiidé se problémy
lis{ pouze geometrickym tvarem oblasti, na které jsou definovany, a dodate¢nymi
podminkami (vétsinou okrajovymi a po¢dtecnimi) a materidlovymi konstantami.
Mame-li dva varia¢ni problémy téze tiidy dané na riznych oblastech a s riznymi
vedlejsimi podminkami, jde o dva matematicky ruzné problémy, z nichz kazdy se
musi Tesit samostatné. Jsou to vSak velmi podobné matematické problémy. Do-
neddvna (tj. do konce Sedeséatych let dvacdtého stoleti) jediny zpusob, jak tyto
problémy ftesit, bylo sestavit tzv. Eulerovu rovnici piislusného problému. Dostali
jsme tak pocdtecni (¢i pocatecni-okrajovy) problém pro parcidlni diferencidlni rov-
nici. Z matematického hlediska sestaveni takového pocdteéniho-okrajového problé-
mu znamend vyfeSeni puvodniho variacniho problému, protoze byl formulovan
snazs$i matematicky problém. Z praktického hlediska ovSsem bylo nutné pokusit se
o teSeni tohoto snazsiho problému. Drtivou vétsinu téchto problému nelze fesit
analyticky a z pfibliznych metod byla k dispozici pouze tzv. metoda siti. Ta se
vSak neumi dobte vypotradat s nepravidelnym tvarem oblasti a s Neumannovou
okrajovou podminkou (¢i jinou nestabilnd okrajovou podminkou). Situace byla pro
matematiky v poloviné Sedesatych let dosti tristni: o metodé siti mohli pilné teore-
tizovat, dobré vysledky vsak ned4vala. Nedobfe na tom byla také Ritzova varia¢ni
metoda vzhledem ke své nestabilité. A tu pfisel Zldmal se svym ¢lankem a témér
pfes noc (presnéji béhem necelého roku) se stal svétovou jedni¢kou v numerické
analyze. Vysvétlim proc.

Vitézslav Nezval napsal ve ¢tvrtém zpévu Edisona:

Je to timysl a trochu nahoda
stat se presidentem svého naroda.

Stejné je to tmysl (pokud tim nazyvdme ctizddostivou pili) a trochu ndhoda
stat se svétovou jednickou ve svém oboru. Milos Zlamal diky jednomu svému
kladnému povahovému rysu této ndhodé dosti pomohl. Tim jeho pozitivem byla
ochota naslouchat kazdému inzenyrovi a snazit se mu pomoci, pokud zadal o po-
moc. A protoze jako feditel vypocetniho centra VUT v Brné se casto setkaval
s inzenyry, ktefi tam pocitali na tehdy modernim pocitaci DATASAAB D21,
zajimal se také o jejich préaci. V roce 1967 tam casto pocitali ve dvojici inzenyii
Kratochvil a Leitner. Protoze Zlamal skoro o né zakopaval, jednoho dne mu to
nedalo a zeptal se, co pordd pilné pocitaji. A k svému velkému piekvapeni se
dozveédél jemu nezndmy vyraz: metoda konecnijch prvkiu. Pocitali touto metodou
staticky vypocet jedné prehrady. Ing. Jifi Kratochvil, potom dlouhd léta profesor
a DrSc., byl totiz duse zvidava a vypéstoval si uz pred mnoha lety zvyk sledovat
vSechnu dostupnou ¢asopiseckou inzenyrskou literaturu, kterd jen trochu souvisela
s jeho oborem. A tak, ackoliv byl vodar, alespon okrajové, ale pravidelné sledo-
val americké letecké zurndly (ve védecké knihovné Vojenské akademie Antonina
Zapotockého (VAAZ) byly v Brné k dispozici), a tak jednou na poc¢dtku roku 1965
ho v ¢asopisu ATAA zaujaly konstrukce trupu letadel sestavené z trojihelnicka



BYL JSEM U TOHO! 5

a malivky ruznych trojihelnikovych prvka. Docetl se tam o finite element me-
thod, coz si pro sebe pielozil jako metoda koneényjch prvki. (Prirozenéjsi preklad
metoda koneéného prvku, ktery byl pozdéji propagovén, se neujal.) Zacal studovat
clanky podrobnéﬂ Po dukladnéjsim zvazeni se rozhodl pokusit se o samostatnou
praktickou aplikaci: dal si za tkol vytvorit v praxi aplikovatelny program pro sta-
tické vypocty zemnich hrézi a prehrad. Ukol nelehky: nejenze se musel doucit
mnohé z programovani, ale musel také roziesit to nejtézsi, totiz sestavit algorit-
mus vytvoreni celkové matice tuhosti a vektoru pravé strany vysledné soustavy
linearnich algebraickych rovnic z elementarnich matic a vektoru. To v ¢lancich
totiz nebylo. Jak fesit velkou soustavu linedrnich algebraickych rovnic co nejrych-
leji, dal za kol svému spolupracovniku Ing. Frantisku Leitnerovi z Hydroprojektu
Brno, ktery byl mym bridzovym partnerem. Ten mé také seznamil v bfeznu 1967
s Ing. Kratochvilem, protoze podle Ing. Kratochvila uz potfebuji matematika,
a Frantisek kromé mne jiného matematika osobné neznal (ackoliv j& mél k ma-
tematikovi jesté dost daleko). Hned pii nasem prvnim setkdni mi Ing. Kratochvil
pujéil Syngeovu knihu [5], kde jsem nalezl interpolaéni teorém pro hladké funkce,
které jsou na trojuihelnicich aproximovany linedrnimi polynomy. Zajimavé je, ze
tento teorém respektuje podminku mazrimdlniho uhlu, ktera se zacala systematicky
studovat az v devadesatych letech. Jednim z prvnich takovych ¢lanka byl ¢lanek
[41].

V #ijnu 1967 mi dal Ing. Kratochvil fotografickou kopii ¢lanku inzenyru Pin
Tonga a T. H. H. Piana [I0] z ¢asopisu Solids and Structures o konvergenci metody
kone¢nych prvku. (Tim, Ze jsem ten ¢lédnek ,pielozil“ do matematiky, néco zobecnil
a pridal, prizpusobil pasdze ze slavné Michlinovy knihy [2], uzil téz [4], a néco navic
vymyslel, jsem napsal obhajovatelnou kandidatskou praci, kterou jsem v hrubém
rukopise dokon¢il 5. brezna 1968.)

Takovy byl stav, kdyz v listopadu 1967 dal Ing. Kratochvil svou prvni informaci
o MKP prof. Zldmalovi (jako fediteli vypocetniho centra VUT v Brné), kdyz se
Kratochvila zeptal, co s Leitnerem u nich v Laboratofi pocitacich stroju (LPS)
porad pocitaji. Popsal mu v ni princip metody a na co ji konkrétné aplikuji.
Zlamalova prvni reakce byla: ,No, myslim, Zze metoda siti je lepsi“.

Zlamal v8ak rozpoznal v inzenyrském pristupu polozapomenutou Courantovu
myslenku z roku 1943 publikovanou v [I], kterd zapadla proto, ze tehdy nebyly
pocitace, na kterych by se dala realizovat. Proto mu to nedalo, vyhledal Krato-
chvila a nechal si od néj podrobnéji o MKP poreferovat. Dozvédél se tak mimo jiné
o do té doby znamych interpola¢nich polynomech 2. a 3. stupné na trojihelniku,
které dodnes inzenyii nazyvaji Veubekuv prvek [7] a Holanduv prvek [13] podle
jejich prvnich uzivatelu. Navic ukédzal Kratochvil Zldmalovi Zienkiewiczovu knihu
[9], kterou mu zrovna poslali z Londyna.

Protoze Zlamal zrovna nemél na ¢em pracovat, dal si za cil dokdzat konvergenci
metody kone¢nych prvku pii pouziti Veubekova prvku. Prace se mu tak dafila, ze

LJednfm z nejzndméjsich clankd byl élanek [3], kde misto finite element method se uzival jesté
pojem stress and displacement analysis.
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dokézal konvergenci i pro Holandv prvek a navic zkonstruoval trojihelnikovy C*-
prvek, tj. polynom jednozna¢né urceny takovymi parametry, ze globalni funkce,
kterd je pomoci néj na triangulaci zkonstruovana, je spojitd i s obéma svymi
prvnimi parcidlnimi derivacemi v celé ztriangulované oblasti s polygonalni hra-
nici. To uz byl velky vysledek, a kdyz po vtipném triku dokézal také ptislusny
interpola¢ni teorém, byl ¢lanek hotov.

V kvétnu 1968 sice v Numer. Math. vysel ¢lanek americkych autoru Birkhoffa,
Schultze a Vargy [14] na podobné téma — pojednédval o konvergenci Galerkinovy—
Ritzovy metody pfi pouziti Ahlinovych polynomt z roku 1964 (viz [6]), coz jsou
vlastné obdélnikové C"*-prvky. Vzhledem k malé pouzitelnosti obdélnikovych prv-
ku byl Zldmalav vysledek obecnéjsi, navic originalnéjsi, mél ve svém nazvu MKP
a poukazoval na soucasné inzenyrské trendy. (Byl jsem zrovna u Zladmala, kdyz
poprvé cldnek [I4] oteviel. Zarazil se, zbledl, ale po chvili fekl: ,To jsou jen
obdélnikové prvky a o MKP zde nepiSou nic!“) Zlamal je tedy prvni matema-
tik, ktery ve své praci uzil vyraz metoda kone¢nych prvkua. Svym clankem Zlamal
poukézal na jednu oblast matematiky velmi malo zmapovanou — jeji mapa méla
velky napis HIC SUNT LEONES. Zajimavé je, ze v roce 1968 publikovali ¢tyfi
rizn{ inzenyii stejny trojihelnikovy Cl-prvek — ovéem bez pifslusného interpolaé-
niho teorému, pouze s poukazem na moznosti pii reseni tenkych desek (viz [16] 17,
18,19]). Tento C'-prvek je zaddn 21 parametry: v kazdém vrcholu trojihelnikového
prvku funkéni hodnota, obé prvni parcialni derivace a vSechny tii druhé parcidlni
derivace. (Zatim jsme piedepsali 18 hodnot.) Posledn{ tfi hodnoty jsou tyto: v pu-
licim bodé strany P;P; (i = 1,2, j = 2,3, i < j) je predepséna derivace podle
normaly. Tato normaéla je orientovana tak, ze pfi pohledu v jejim sméru je vrchol
P; po nasi levé ruce.

I kdyz byl ve své podstaté Zlamal vzdy vlk — samotaf, v té dobé jsme si to ani
neuvédomovali. Ing. Kratochvil se u néj pravidelné pii svych navstévach v LPS
stavoval, Zldmal se nemél kromé mne s nikym o MKP moznost bavit a tak jsme
dosti casto spolu vsichni tfi druzné sedavali v Zlamalové pracovné. Tento kolek-
tiv se na jafe 1968 rozrostl o dalsiho ¢lena: programétora Ing. Holusu — budouci
programatorskou jednicku pres MKP v Ceskoslovensku. Zlamal totiz chtél svoje
vysledky ovéfit v pocetni praxi a povéril proto Holusu, aby mu jeho algoritmus pro
vypocet tenké desky pii pouziti jeho trojihelnikového C'-prvku naprogramoval.

Kratochvilovy programy obsahovaly jako koneé¢néprvkovou nasadu funkce, které
byly po trojihelnicich polynomy prvniho stupné, takze HoluSova uloha nebyla
lehk&: musel Kratochvilovy programatorské postupy zobecnit pro polynom patého
stupné, kde kromé derivaci prvniho a druhého fadu vystupovaly také derivace
podle normély. Holusa vzdy fikal, ze programovat koneéné prvky je snadnd véc
(ale v zdvorce dodédval, ze hledat chyby pfi ladén{ je velmi obt{zné). A ladén{
pii tak komplikovaném programu bylo k zoufani, protoze vysledky testovacich
prikladu byly takové neslané nemastné — zkratka nepiesvédcivé vzhledem k teore-
ticky predpovézené presnosti. Zlamal se ptal Kratochvila: ,,A pocital tou metodou
vubec nékdo néco.“ Kratochvil se jen smél a fikal Zlamalovi, aby byl trpélivy.
V poloviné cervence 1968 nasel Holusa po nékolikandsobné kontrole chybu v jed-
nom indexu a testovaci priklady najednou vysly s presnosti na osm platnych ¢islic
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— ¢ili naprosto presvédéiveé potvrzend teorie. Zlamal tyden na to odjel na konferenci
do Edinburgu a tam pozadal predsedajiciho, aby smél hovofit o né¢em naprosto
jiném nez na zacatku roku ozndmil. To byl prvni mezinarodni referat o metodé
kone¢nych prvkia.

Kdyz se metoda kone¢nych prvku osvédéila i v tak komplikovaném piipadé jako
pruhyb tenkych desek, projevil se Kratochviluv cit pro situaci a jeho organizaéni
talent. Navrhl Zlamalovi, aby v prvni poloviné roku 1970 probéhl v LPS kurs z me-
tody koneénych prvka pro inzenyry z ruznych podniku a vysokych $kol. Aby mél
kurs dustojnou trovern, musela se k nému pripravit dobré skripta [26]. Také sesta-
vit osnovu kursu dalo jistou préaci. Proto Kratochvil navrhl az rok 1970. V kursu
méli piedndset Zldmal (jako feditel LPS) s Kratochvilem a HoluSou; j& jsem se
podilel na skriptech. Kurs mél velky ohlas a tspéch a nékolikrat se opakoval.

Kratochvil koncem roku 1967 seznamil s MKP také své dva piatele z FAST:
prof. Ing. Vladimira Kolafe, DrSc., a prof. Ing. Ladislava Mejzlika, DrSc. Cily
Kolaf zacal v roce 1969 organizovat napsani knihy [30], kterd vysla v poloviné
roku 1972. Byla to prvni ¢eskd ucebnice o MKP.

Po vstupu vojsk jsme se jesté vice zakousli do préce. Zlamal psal soucasné dva
¢léanky; jeden o algoritmizaci MKP [21], druhy o redukei parametru [22] — oba vysly
kratce po sobé v Numer. Math. a spolu s prvnim ¢lankem z roku 1968 mu vynesly
pozvani do USA a Francie celkem na tii mésice za velmi vyhodnych finan¢nich
podminek. Odjel koncem roku 1969.

J& (kromeé prace na ¢lanku [23], ktery byl napsdn na zdkladé véty o hustoté
C*>(Q) v libovolném Sobolevové prostoru na oblasti 2) jsem zacal v ijnu 1968 bu-
dovat hierarchii interpola¢nich polynomu na trojihelniku — byla to cesta dlouhym
tmavym tunelem a smésné na celé véci je, Ze z matematiky jsem na to nepotieboval
nic, nepoc¢itam-li védomost, ze soucet pfirozenych cisel od jedné do n je roven
1n(n +1). V hlavé se mi rozsvitilo nékdy na zacdtku roku 1969 pii vecernich
zpravéch tu sobotu, kdy dévali druhé pokracovani Randalla a Hopkirka. Clének
[24], ktery mi udélal jméno, jsem pak sepsal béhem meésice. Stacilo dokédzat jeste
jedno duchaplngjsi lemma a zobecnit trochu Zlamalovo dukazové schéma z jeho
prvniho ¢lanku o MKP. Zldmal tento muj vysledek odvezl na podzim 1969 do USA
a spolu s prof. J. H. Bramblem jej odéli do lepsiho havu, tj. pislusné interpola¢ni
teorémy dokdzali v sobolevovskych norméch [25].

V druhé poloviné roku 1970 zacal Zlamal pracovat na své koncepci zakiivenych
trojihelnikovych CO-prvki. Prvni ¢dst [32] tohoto dila vysla v roce 1973 v STAM
J. Numer. Anal. a pojednédvala o idedlnich zakfivenych trojuhelnikovych prvcich,
jejichz kiivéd strana je totoznd s Cdst{ hranice dané oblasti Q. Druhd cdst [35]
pojednavala o redlnych kfivych trojihelnicich a numerické integraci na nich. Pfi
psani této prace udélal Zlamal jen jednu chybu: referoval o dosazenych vysledcich
v prubéhu préce pii jedné ze svych zahrani¢nich cest. Prof. Raviart z Pafize mi
v roce 1975 tekl: ,,Védéli jsme, Ze jeSté néjakou dobu potrva nez Zlamal ¢lanek posle
do tisku. Museli jsme jej predehnat. Délali jsme na tom s Ciarletem témér dnem
i noci a praci [29] o kiivych izoparametrickych prveich a numerické integraci na
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nich jsme uverejnili v Azizové knize o matematickych zakladech metody konecnych
prvku, kterd vysla v roce kondni konference (tj. 1972).“

Béhem roku 1969 jsem se pokusil zkonstruovat trojrozmérny C*-prvek na ctyi-
sténu. Byl to polynom 9. stupné, takze k jeho jednoznaé¢nému urceni bylo zapotiebi

N:é(n+1)(n+2)(n+3) :%~10-11~12:220
parametrii. Jak jsem dospél k éislu n = 9?7 V jedné dimensi je nejjednodussim C'-
prvkem Hermiteuv polynom 3. stupné na usecce, ve dvou dimenzich je to polynom
5. stupné na trojihelniku. Zdélo by se, ze ve tifech dimenzich to bude polynom
7. stupné na ctyfsténu. Je vsak tfeba podivat se na vztah mezi polynomy v jedné
a dvou dimenzich. Uvazujme proto jiz zndmy polynom 5. stupné p(x,y), ktery
je C'-prvkem na trojihelniku. Na kazdé strané trojihelnika méme po parametri-
zaci polynom 5. stupné, ktery je jednorozmérnym C2-prvkem. Ovéime to: Necht
Pi(z1,y1), Pa(2,y2) jsou dva vrcholy trojihelnika. Parametrickd vyjadieni strany
Py P, 1ze napsat ve tvaru

r=x1+ (v2 —21)8, Yy =y1 + (¥2 — y1)s, s € (0, 1).
Hodnoty polynomu p(x,y) na strané Py P, vyjadiuje funkce
g(s) = p(x1 + (2 — 21)s,y1 + (Y2 — Y1)8),

takze g(0) = p(Py), g(1) = p(P2). Pomoci véty o derivaci slozené funkce zjistime,
ze

(0) = (a2 = 22) SR + (02 = 1) G (1),
(1) = (22 = 232 (P)+ (1 — 1) g (Ps).

Podobneé (jenom slozitéji) 1ze zjistit hodnoty ¢”(0) a g”(1). Tedy polynom 5. stupné
g(s) je jednorozmérnym C2-prvkem.

Extrapolujeme-li tuto skuteé¢nost na vztah mezi polynomy dvou a tii dimenzi,
usuzujeme, ze na trojihelnikové sténé ¢tyisténu musime dostat dvojrozmérny C?2-
prvek. Tim je ve dvou dimenzich polynom 9. stupné. Odtud dostavame n = 9.
Cisla 3, 5 a 9 jsou specidlnimi pipady obecného vztahu

n(d) =241 (d=1,2,3,...).
O C™-prvcich na ¢tyfsténu mi vysly ¢élanky [28] [33] [36].

V roce 1972 zacalo Brno ztracet svou vyjimecnost, protoze v matematickych
casopisech a sbornicich konferenci se zacaly objevovat MKP ¢ldanky mimobrnéns-
kych matematiku (jako jiz zminény ¢lanek [29]). V tomto obdobi vysly dva ¢ldnky
dalsich dvou Bridku: Melkese [27] a Koukala [31]. Prvni m4 tu prioritu, Ze se v jeho
nazvu objevuje nelinedrni problém, druhy ¢lanek vtipné navazuje na konstrukce
trojihelnikovych C™-prvka uvedenych v [24].

Moje ,aritmetické“ obdob{ v MKP uzaviela tato trojice ¢ldnku: [33] (ruko-
pis jsem zaslal v prosinci 1970 ze Swansea), [36] (zde jsem popsal konstrukei
Ctytsténnych C™-prvki pro obecné m; musel jsem uzit triky, které jsem v 2D
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nepotieboval) a [37] (ktery jsem napsal na zadost Raviarta pro nové RAIR(fL
které zacali ¥idit Ciarlet s Raviartem).

S napsénim ¢ldnku [37] je spojena jedna zajimava historka: O prazdninach v roce
1973 koupil Zlamal do knihovny LPS knihu An analysis of the finite element me-
thod od americkych matematiki Stranga a Fixe [34]. Byla to prvni matematickd
kniha o MKP. Nasel jsem v ni tento vyrok: ,Zenisek proved the following result:
To achieve piecewise polynomials of class C™ on an arbitrary triangulation of
a polygonal domain, the nodal parameters must include all derivatives of order
less or equal to 2m at the vertices of the triangle.“ Zadnou takovou vétu jsem
nedokazal. Kdyz to vSak Strang s Fixem povazuji za zajimavy vysledek, dokdzu
to a napisu o tom ¢lanek. U Balatonu jsem tak byl pfipraven, co Raviartovi od-
povim na jeho vyzvu: dokdzu vétu o nutné podmince existence trojiihelnikového
C™-prvku a c¢lanek bude mit nazev A general theorem on triangular finite C™ -
elements. To zatim nedokazané moje tvrzeni od Stranga a Fixe jsem potom uvedl
jako summary svého ¢lanku. (Clanek [37] byl zase jenom ,aritmeticky*.)

Ke konci roku 1984 oslavoval Zlamal svou Sedesatku v Maridnskych Léaznich.
Byl jsem také pozvan, ale tésné pred odjezdem jsem si osklivé poranil koleno.
Tak jsem lezel doma a koukal do stropu. Najednou jsem si uvédomil toto: jesté
zalozena na nékolika Zlamalovych vysledcich a jednom neobvyklém obratu, ktery
je popsan v Lemmatu (viz Dodatek 3). S mnohaletym odstupem vidim,
jaky to byl hvézdny okamzik. Tenkrat (v roce 1984) jsem byl jenom rozcilen. Ta
cesta od setkani s Ciarletem v roce 1978 (kdy jsem dostal zelenou pro feseni svych
problému) byla témeér na den Sest let dlouhd a kone¢né skoncila. Stal jsem se ma-
tematikem. Ted uZ staci tento skvély trik aplikovat. D4 to sice praci, ale bude to
prace radostna. Svym zpusobem to velkd matematika nebyla; byl to pouze neob-
vykly napad. To Zlamal pro svou konstrukei idedlnich zakiivenych trojiuhelnikovych
prvki potifeboval hodné matematiky.

Rozhodl jsem se ziskany trik aplikovat nejprve na linedrni problémy, ve kterych
jsem byl doma. Rekl jsem si, ze nejvhodnéjsi nézev ¢ldnku bude How to avoid
the use of Green’s theorem in the Ciarlet-Raviart theory of variational crimes a ze
manuscript poslu Ciarletovi, ktery s tim nenadélda zddné cavyky. Protoze jsem
trojiihelnikovy C°-prvek, prace na ¢lanku mi trvala dost dlouho a byl jsem s nf
hotov az v roce 1986. Zatim jsem se na Equadiffu 1985 v Brné spojil se Sldvou
Feistauerem, abychom muj velky trik aplikovali na nelinedrni eliptické problémy
[40). Ciarlet i Zldmal ndm zdvidéli. No jo, ale oni ve svych modelovych tivahdch
predepisovali na celé hranici uvazované oblasti pouze homogenni Dirichletovu okra-
jovou podminku.

Vrafme se ale k prof. Zldmalovi. Clanky [32] a [35] zakoncily Zldmalovo sta-
ciondrni (¢i eliptické) obdobi. Od roku 1973 zacal pracovat na evoluénich problé-
mech, které fesil kombinaci metody koneénych prvku a diferenéni metody. Zprvu

2Rev. Frangaise Automat. Informat. Recherche Opérationnelle.
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to byla linearni rovnice pro vedeni tepla, kde se vénoval zejména vicekrokovym me-
toddm; od roku 1975 zacal analyzovat ruzné nelinedrni typy. V obdobi 1975-1978
navic zdsadnim zpusobem pfispél k teoretickym otdzkdm superkonvergence MKP.
V obdobi 1981-1988 se vénoval jednak feseni kvazistacionarntho magnetického pole
v nestejnorodém prostiedi a dale metodé koneénych prvka aplikované na rovnice
polovodicu. Pozoruhodné je, ze kromé zasadnich matematickych vysledku publi-
kovanych v renomovanych americkych ¢asopisech se vzdy zucastnil na piipravé
algoritmu a podstatné tak prispél k praktické realizaci feSeni problému pomoci
prumyslového programu.

Prof. Zlamal nenapsal zZadnou knihu — byl pfili§ soustiedén na hleddni feSeni
praktickych problému. Nevydrzel u zadné problematiky ptitom tak dlouho, aby ji
zcela vycerpal. Obrazné feceno: jeho brazda byla Sirokd, ale ne tak hlubokd, aby
tam zadné brambory nezustaly. A pfi peclivém zkoumani ¢lovék zjistil, Ze jich tam
zustalo pozehnané. Je to moje dobra zkusenost.

7Z formalnich uznéni stoji za zminku dvé: fadu let byl predsedou matematického
kolegia CSAV a obdrzel ¢estny doktorat Technische Universitit Dresden.

Prof. Zlamal zemiel ndhle ve véku 73 let dne 22. ¢ervna 1997. Seznam jeho
¢lankt mé 70 polozek, z toho je 47 vénovano metodé koneénych prvkia. Od roku
1968 pracoval jenom na této metodé. Z téch 47 je 18 ¢lanku zcela zdsadnich.

Zlamalovo velké stésti bylo, ze prvni inzenyr na evropském kontinenté, ktery
zacal pracovat v metodé koneénych prvku, pusobil v Brné. Dalsi vyvoj udélosti uz
vSak nahoda nebyla.

Kdyz védeckd rada strojni fakulty VUT v Brné prala prof. Zlamalovi k jeho
sedmdesatinam, prozradil na sebe: ,Kdyz jsem v roce 1961 piesel z prirodovédecké
fakulty brnénské univerzity na strojni fakultu, uvédomil jsem si, ze musim délat
matematiku jinak nez jak se déla na univerzité.“ A to se mu podafilo dokonale.

Prof. Jifi Kratochvil zemfel ve ¢tvrtek 11. 10. 2018. Dozvédél jsem se to v nedéli
14. 10. v 15:30, kdy jsem dokon¢il korekturu textu ,Byl jsem u toho!“ a zavolal
na mobil prof. Kratochvila, kdy jsem ho chtél potésit hotovym ¢lankem. Bohuzel
jsem jiz mluvil pouze s jeho zenou, pani Alici Kratochvilovou, kterd mi sdélila
velmi smutnou zpravu, ze Jiff zemiel. Rekla mi také, ze rozlouceni s profesorem
Kratochvilem se bude konat 19. fijna 2018 ve 12 hodin v obfadni sini Krematoria
na Jihlavské. Z aktivnich pamétnika brnénské skoly MKP jsem tak zustal jenom
ja, protoze Ing. Libor Holusa zemfel o 4 tydny pozdéji, ve ¢tvrtek 8. 11. 2018.
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DODATEK 1

V roce 1992 vysla v STAM Review tato skvéld recenze na mou londynskou knihu
[42]7 od prof. Larse B. Wahlbina (Cornell University). Byla jako by ji psal bésnik.
(Vsak on také verSe psal.) Protoze uvddim ¢esky preklad kvuli vétsimu pohodli
Ctenafe, ochuzuji tak zbéhlejsi ¢tendfe o poeticnost origindlu, kterd je pro mne
nepfelozitelna:

Vsechny frustrujici zkuSenosti shrnuje Prvni Zdkon aplikované matematiky do
dvou slov: ,,Nic nepasuje!“ (Nothing fits!) Chcete-li napt. citovat vysledek o konver-
genci konecnéprvkovych aproximaci, pravdépodobné jej naleznete pro oblast s po-
lygonalni hranici, zatimco vase oblast mé po ¢astech zakfivenou hranici, nebo kdyz
naleznete clanek, ktery se zabyva vasim typem nelinearity, tak funkce ug(z,y) vy-
stupujici v pocatecni podmince u(z,y,0) = ug(x, y) je v ném hladsi nez potiebujete
ve své aplikaci, a tak dale a podobné.

Ve snaze vyporddat se s Prvnim Zékonem, pojednéni profesora Zeniska je
syntézou mnoha vysetfovani, které byly provedeny, aby ruzné obtize byly izolovany
a v této izolaci analyzovany a vyfeSeny.

4Kniha [42] je prvni matematickou knihou o MKP, ktera byla napsdna v provincidlnim Brné.
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Dovolim si stru¢né popsat vysledny Super teorém knihy v Casové zavislych
pifpadech. (Podobny teorém existuje ve staciondrnich piipadech.) Uvazujme tedy
parabolicky problém v prostorovych proménnych z, y a ¢asové proménné ¢ s (1) ne-
linedrnimi (monoténnimi) operdtory, (2) poc¢ateéni podminkou u(z,y) = uo(z,y),
kde uo(z,y) € L2(£2), (3) nejobecnéjsimi smisenymi nehomogennimi Dirichlet-
Neumannovymi okrajovymi podminkami. Proto uzijeme koncepci slabého FeSeni.
Ptiblizné reseni je pocitano v oblasti 2 metodou konecnych prvku spolu se zpétnou
Eulerovou casovou diskretizaci. TakZe uvazujeme (4) aproximaci zakiivené hranice
a (5) numerickou integraci.

Super teorém pak zaruCuje konvergenci numerickych aproximaci a v piipadé
hladsiho feSenf uvadi rychlost konvergence v mocnindch h a At, kde h je nejvétsi
strana trojuhelnikovych prvku, které tvori triangulaci oblasti €2, a At je délka
casového kroku.

Pii cesté k takovym Super teorémum je kazda obtiz v knize studovana oddélené.
Uvodnf kapitola (majici 44 stran) je vénovdna funkénim prostorum, Bochnerovym
integralim a ostatnim nutnym prostfedktim, napf. co je minéno pojmem ,slabé
feseni“. Potom je kniha zorganizovana do péti kapitol takto: 1. Linearni eliptické
problémy v oblastech s polygonaln{ hranici (96 stran), 2. Trojihelnikové konecné
prvky (74 stran), 3. Koneénéprvkova technika v oblastech s kiivou hranici (20
stran) (t¥et{ kapitola obsahuje zdklady aproximace kiivé hranice), 4. Nelinedrni
eliptické problémy (52 stran), 5. Nelinedrni evoluéni problémy (96 stran). Osm
kratsich dodatkt, seznam uzité literatury a abecedni rejstiik uzaviraji knihu.

Je to jasné psany a podrobny piehled prace autora a jinych. Velmi peclivy
vyklad ruznych ,varia¢nich zlo¢inu“ v piipadé uziti koneénych prvkua tvoii z knihy
cennou referenci pro vyzkumné pracovniky, kterd komplementuje obé Ciarletova
pojednani [CT] [C2].

REFERENCE

[C1] P. G. Ciarlet, Basic error estimates for elliptic problems, Handbook of Numerical Analysis,
Vol. IT (P. G. Ciarlet and J. L. Lions, eds.), North-Holland, Amsterdam, 1991,19-351.

[C2] P. G. Ciarlet, The finite element method for elliptic problems, North-Holland, Amsterdam,
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Prof. Wahlbin byl matematik svétového vyznamu: napt. v Handbook of Nu-
merical Analysis, Vol. IT ma na str. 353-522 kapitolu s nazvem Local Behavior in
Finite Element Methods.

Je nutné zduraznit, ze moje londynskd kniha vysla v roce 1990, kdezto Ciarle-
tova prace [C1] az v roce 1991. Déle: (1) V mé londynské knize neni na zadném
misté pouzit vyraz ,Super teorém®. (2) S prof. Wahlbinem jsem se nikdy nesetkal,
ani si s nim nevymeénil jakykoliv dopis ¢i e-mail.
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DODATEK 2 (O SLABYCH RESENICH A KVADRATICKYCH FUNKCIONALECH)

Necht Q je ohrani¢en4 oblast v roviné (x1,z2) s po ¢astech hladkou hranici 9.
Uvazujme tento linedrni okrajovy problém:

2.9 ou
- Z 87% (kwaxz> =f v, (1)

ij=1
u=up nally, (2)
2
ou
ijz::l kij%nj =q na FQ, (3)

kde I'1, T's jsou takové relativné oteviené podmnoziny hranice OS2, ze
I'iNTy =0, meas; 'y + meas; 'y = meas; 02, meas; ' > 0.

Symboly k;;, f, up a g oznacuji dané dostatecné hladké funkce bodu z = (x1, z2)
(jejich hladkost je specifikovdna na piislusném misté, zejména v Predpokladech
31.1 uvedenych v Dodatku 3) a n = (n1,ns) je jednotkovd vnéjsi normala k hranici
09, n; = n;(x). Koneéng, symbol meas; I' znaé{ jednorozmérnou miru oblouku I'.

Pozndmka 1. a) V piipadé jednoduse souvislé oblasti © nejjednodussi piipad
oblouki I'y, I'y, kde I's # ), Ize popsat takto: Existuji dva rtuzné body A € 99,
B €09, ze 00 =T, UTy,U{A, B}, Ty =Ty U{A, B}, kde I'; oznacuje relativni
uzaver I';.

b) Ve specidlnim piipadé k;; = ¢;;, kde d;; = 1 pro ¢ = j a d;; = 0 pro i # j,

1 3 Taq 33 — 8%y 2u
se rovnice redukuje na Poissonovu rovnici —Au = —50 o = f vQa

okrajova podminka na tvar: % =gqgna ['s.

Definice 2 (klasického feseni okrajového problému 7). Necht funkce k;;
jsou spojité i se svymi obéma prvnimi parciadlnimi derivacemi na mnoziné Q UT's,
tj. struéné k;; € C1(QUTs). Necht déle up € C°(I'1) a ¢ € C°(I'2). Potom funkce
u € C?(Q), kterd spliuje rovnici (1) a podminky , , se nazyvd klasickym
feSenim okrajového problému 7.

Abychom ziskali slabou (resp. varia¢ni) formulaci problému 7, predpokla-
dejme, ze jeho klasické feseni existuje, a nasobme libovolnou funkei v € V,
kde

V={veH(Q):v=0nal}. (4)
Symbol H!(Q) piitom zna¢i mnozinu funkei, které jsou na  kvadraticky inte-
grovatelné (tj. v € L2(€)) a které maji na Q kvadraticky integrovatelné prvn{
zobecnéné derivace (viz Definici [C| v Dodatku 3). Prozatim poznamendvdme, ze
napi. funkce, kterd je spojitd na Q a ma v € po ¢astech spojité klasické prvni
derivace, nalezi do H'(2). Po integraci pies {2 dostaneme

2

0 ou

ij=1
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Levou stranu upravme pomoci Greenovy formule fQ B uv)dx = fr uvn; ds:

‘Z/ axj( >dx

1,0=1
ou v
__Z/szafEJ(Ua >dx+z Q Uaffzaxgdx

1,9=1

ou v
:_Z/ “k”a ”Jdﬁz/k”axzam

3,7=1 3,j=1

Podle a plati

- Z/ vkij=— anS——/ vgds,
[2]9] Ox; Iy

7,7=1

takze vztah muze byt psan ve tvaru

Ou v
Z/ ”(Q)xzaxj x—/Qvfdm—l—/Fquds. (6)

3,j=1
Polozme kvuli stru¢nosti

ov ow
U w Z / %] awl ax] l‘, (7)

1,7=1

L(v)z/gvfdx—k/quds. (8)

Potom @ ma tvar

a(u,v) = L(v) YveV.
Protoze tento vztah muze byt splnén funkei u, kterd je méné hladkd nez klasické
feseni problému (1] . jsme motivovani formulovat nasledujici varia¢ni problém.

Problém 3. Nechtf ohrani¢end oblast 2 mé po éistech hladkou hranici 6
bez bodi vratu. Necht k;; € C°(Q). Necht déle u* € H?(2) je funkce takova, ze
up = u* na I'y. Necht f € La(Q) a ¢ € Ly(T'2). Problém zni: naleznéte takovou
funkci u € HY(Q), 7e

u—u* eV, 9)
a(u,v) = L(v) Yv eV, (10)
kde prostor V je definovan vztahem a forma a(u,v), resp. L(v) vztahem ,

resp. .

Pozndmka 4. a) Predpoklady problému I o funkcich k;;, f, ¢ zarucuji, Ze in-
tegraly definujici formy a(v,w) a L(v) jsou konetné pro viechna v, w € Hl(Q)

b) Vztah (@ implikuje © = up s.v. na 'y, coz je okrajova podminka ([2) napsana
pro funkci u € H'(Q).
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Lemma 5. a) Necht problém (1) -([B) md klasické Feseni u. Potom u je Fesenim
problému[3

b) Necht problém @ md resent u. KdyZ toto veseni i funkce ki;, f,q jsou do-
statec¢né hladké, potom u je klasickym tesenim problému 7.

Tvrzenf a) plyne ze vztaht (1))-(10). Tvrzeni b) je dokdzéno v [42, Lemma 1.5].
Lemma [f] zduvodiiuje, pro¢ fesenf problému [3]se téz nazyvé slabym resenim okra-
jového problému 7.

Véta 6 (o minimu kvadratického funkciondlu). Nechf bilinedrni forma a(v, w),
kterd vystupuje ve formulaci problému[3 je symetrickd, tj.

a(v,w) = a(w,v) Yv,w € HY(Q). (11)
Je-li také V -eliptickd, tj. kdyz plati
a(v,v) > BHUH%Q YoeV (8 = konst > 0), (12)

kde V ={ve HY(Q):v=0naTl1} (viz {d)), potom funkce u € H'(Q) je jedingm
resenim variacniho problému [3, kdyz a jen kdyz ostie minimalizuje kvadraticky
funkciondl

II(v) = = a(v,v) — L(v) (13)
na mnoziné u* + 'V, tj.
M(u) <TI(v) Yveu 47V, (14)
kde znameni rovnosti plati pouze pro v =u a kde
w+V={we H(Q):w=u"+vVveV}L
Drikaz. Mnozina u* + V muze byt psana také ve tvaru
WV ={ve H(Q):v=u+ w VR Yw c V}, (15)
protoze u = u* na I'y. Necht v € u* + V. Potom podle a plati

M(u 4+ Aw) —H(u) = ! alu + dw,u + Aw) — L(u + dw) — % a(u,u) + L(u)

2

A A A2
=3 a(u,w) + 5 a(w,u) + 5 a(w,w) — AL(w) (16)

)\2
= ANa(u,w) — L(w)] + 5 alw,w).
a) Necht u je jediné feseni variaéniho problému [3| Potom podle a
/\2
M(u + Mw) — (u) = > a(w,w).

Tento vysledek a V-elipticita formy a(v,v) implikuji, ze funkce u ostfe minimali-
zuje kvadraticky funkciondl II(v) na mnoziné u* + V.

b) Nyn{ dokdZeme opa¢nou implikaci. Necht n&jak4 funkce u ostfe minimalizuje
kvadraticky funkcionél I1(v) na mnoziné u* + V. Existuje-li takova funkce wy € V,
ze

a(u, wy) # L(wo), (17)
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potom, zvolime-li A = —[a(u, wy) — L(wp)]/a(wo, wo), dostaneme ze (16])
[a(u, wo) — L(wg)]?
II A —I(u) = — 0
(u+ Awp) (u) Sy, w0) <0,

protoze podle (12)) je a(wo,wp) > 0 (funkce wy nemize byt ekvivalentni nule — viz
(L7))). Dostali jsme II(u + Awp) < II(u), coz je ve sporu s predpokladem, ze plati
(14). Tedy neplati, takze funkce u spliuje 7 tj. funkce u je jediné feSeni
variaénfho problému O

Pozndmka 7. Necht k;; € CO(Q).

a) Vztah plati prave tehdy, kdyz k;;(z) = kj;(x) Vo € Q.

b) Kdyz 38 > 0 takové, ze > k;ij(x)&:6; > B(EF + &3) Vo € Q, V&1, & € R, potom
plati (12).

DODATEK 3 (INTERPOLACE JEDNODUCHEHO SLOZITEJSIM)
(Zde pouzité ¢éislovani je prevzato z knihy [43].)

28.12. Definice. Necht ohrani¢ens oblast @ C R? m4 polygonalni hranici.

Mmnozinu
T = (T\,Ts,....T,)

sestavajici z koneéného poctu uzavienych trojihelniki Tj nazyvame triangulact
oblasti £, jsou-li splnény tyto dvé podminky:
a) Q= U?:l Ty,
b) libovolné dva trojihelniky TZ-,TJ- € 7T jsou bud disjunktni, nebo maji spoleé¢ny

vrchol, nebo spole¢nou stranu.

Symbol Tj znati triangulaci sestavajici z trojuhelniku majicich vsechny strany
krats{ nez h. V dalsim pfedpokldddme, ze h € (0,1) a ze kazdd triangulace Ty,
oblasti € s polygonalni hranici je konzistentni s hranici 0.

29.1. Definice. Rekneme, ze triangulace Tp, je konzistentni s polygondlni hra-
nicf 08, jestlize zadny trojihelntk 7" € Tj s vlastnost{ meas; (97 NT'1) > 0 nemd
spolecny bod s 'y = 9Q \ T'y.

Definice A (Triangulace 7, a idedlni triangulace 7'¢ ohranicené oblasti €2,
kterd obecné nemé polygondln{ hranici).

a) Aproximujme uzavienou oblast { uzavienou oblasti €2}, s polygonaln{ hranic{
0, tak, ze vrcholy polygonalni ¢ary 90y, lezi na 0f). Triangulaci oblasti 2, podle
Definice 28.12 nazveme triangulaci oblasti € a budeme ji opét znacit Ty, kdyz
h e (0,1).

b) Trojihelnik T € T; s prdvé dvéma vrcholy na 9 se nazyvd hranicnd
trojuhelnik.

¢) Necht T € T, je hrani¢n{ trojihelntk a PL, P, PI jsou jeho vrcholy (v lo-
kdlnfm znaceni), piicemz PJ,P{ € 0. Necht 2k je ¢ast 99, kterd je apro-
ximovéna tiseckou P{ PY. Uzavieny trojihelnik T'¢ s dvéma pifmymi stranami
PIPI, PI'PI a kiivou stranou ¥4 nazyvéme idedind trojihelnik. (Trojihelnik T
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aproximuje idealn{ trojihelnik 7%, ktery je sdruzen (asociovan) s T.) Nahradime-
li vSechny hranién{ trojihelniky v triangulaci 7j, jejich asociovanymi idedlnimi
trojtihelniky T4, dostaneme idedini triangulaci 7' oblasti Q asociovanou s trian-
gulaci 7p,.
Definice B (Multiindexy, derivace). Necht N = dim 2. Vektor
a = (al,...,aN)
se slozkami o; € Ny (i = 1,...,N), kde Ng = N U {0}, se nazyvd multiindexem
dimense N. Cislo |a| = a1 + - - + an se nazyva délka multiindezu . Symbol D
definovany vztahem
olely
ozt ... 0x3\N

se pak nazyva derivace v multiindexovém znaceni.

D%y =

Definice C (Zobecnéné derivace a Sobolevovy prostory H*(Q)). Funkce u(®) €
L2(9Q) (|a] < k), které vystupuji na levé strané defini¢niho vztahu

[ upde = (-1 [ uprods vp e CR@), lal <k, (+)
Q Q

se nazyvaji zobecnéngmi derivacemi funkce u € Lo(Q2), kterd vystupuje v inte-
grandu na pravé strané . Zobecnéné derivace jsou Castéji oznacovany symboly
D%u.

Necht € je ohrani¢end dvojrozmérnd oblast, jejiz hranice sestava z koneéného
poctu hladkych éeistﬂ Symbol H¥(Q) znaéi linedrni normovany prostor funke
u € Ly(Q), které maji zobecnéné derivace u(®) = D% € Ly(Q) spliujici definicni
vztah pro vSechny |a| < k; norma || - ||g.q je v H*(Q) déna vztahem Hu||%Q =
(’LL, u)k,g, kde

(u, Vg0 = Z / D%u(z)D%v(x) d.
Q

la|<k
Definice D (ruzné oznaceni).
a) Pa(n) je mnozina vSech polynomu dvou proménnych nanejvys stupné n.
b) V={ve HY(Q): v|F1 = 0}.
c) Xp ={v e’ Q) : ’U‘T je linedrni VT € Tp}; X} je koneénéprvkovd aproxi-
mace prostoru H().
d) Vi, ={veX,: 11|F} = 0}; Vi, je konecnéprvkové aproximace prostoru V.
31.1. Pfedpoklady. Necht {Q,} (h € (0,ho)) je mnozina polygonélnich apro-
ximaci mnoziny €. Nechf Q C R? je ohranitend oblast takovd, ze © D QU Q,
Vh € (0, ho). Necht funkce f:Q — R up: Ty > RY, g: Ty > R a k1 Q — R
(i = 1,2) maji nédsledujici vlastnosti:
a) f je spojitd a ohraniCend na O spolu se svymi prvnimi derivacemi.
b) Existuje u* € H2() tak, Ze up = u*|r,.

5Tj. pripoustime existenci fezu do €.
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c¢) Funkce ¢ a hranice 9Q jsou po &astech tiidy C3.
d) Funkee k;; jsou spojité a ohranic¢ené na 0SQ.
e) Existuje 8 > 0 tak, ze

2
D ki&ig; > BE +€3) VE,& eRY
ij=1
je tedy splnéna podminka V-elipticity pro formu a(v,w) definovanou v @
31.2. Slaba formulace spojitého problému. Naleznéte funkci u : Q — R!
takovou, ze
uwe HY(Q), u—u* €V,
a(u,v) = L(v) Yv eV,
kde forma a je definovana v a forma L v .
Slabou formulaci diskrétniho problému ziskame ve dvou krocich: Napied vy-

tvorime slabou formulaci prechodového problému a potom vsechny formy vysky-
tujici se v této formulaci aproximujeme numerickou integraci.

31.3. Slab4 formulace pfechodového problému. Nechf
Wh = {’U € Xh : ’U(Pl) = u*(Pi) VR € op ﬁf1}7

kde o5, je mnozina uzlovych bodu v triangulaci 7. Naleznéte funkci u, € Wy
takovou, ze

Adh(ﬁh,v) = Eh(v) Vv € Vy,
kde

2
~ ov Jw ~
ap(v,w) = g /Qh kija—xia—xjdx a Lh(v)—/ﬂhvfdx—t—/rquhds,

i,j=1
pficemz ¢ je funkce definovana na I'jo, kterd vznikne pfenosem funkce g z I'; na
T'h2 (podrobné viz [43], 31B.4]).

31.4. Slaba formulace diskrétniho problému. Necht formy ay, (v, w) a Ly (v)
jsou ziskany z forem @y, (v, w) a Ly (v) pomoci numerické integrace. Naleznéte funkci
up, € Wy, takovou, ze

ap(up,v) = Lp(v) Yo € Vj,. (31.41)

31.10. Véta (Abstraktni odhad chyby). Jsou-li dand data dostatecné hladkd,
pak plati pro vsechna h € (0, hg)

an(uc,w) — Ly (w
we—unln, < €4 inf e~ o, + sup PG = el
vEW), wev, l[wll1,0,
w#0
- 31.47
. |an (v, w) — ap(v, w)| ( )
+ inf sup ,
vEthEVh ||w||179h
w#0

kde uc je Calderonovo prodlouzeni veseni u € H®(Q) (k > 1) slabé formulace
spojitého problému 31.2, up € Wy je reSent slabé formulace diskrétniho problému
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31.4 a kde konstanta C nezdvisi na teseni u € H*(Q) a prostorech X;, = {v €
C°(,) : v|r je linedrni VT € Ty}. Forma ay, je definovdna v 31.3 a formy ap
a L, v3l4.

Prvni vyraz na pravé strané (31.47) vyjadiuje interpolaéni chybu metody ko-
ne¢nych prvki. Tieti vyraz vyjadiuje chybu numerické integrace. Oba tyto vyrazy
Ize odhadnout zobecnénim standardnich obratu. Konetné, druhy vyraz vyjadiuje
chybu, ktera zavisi na aproximaci zakfivené hranice. Pti jejim odhadu se doposud
uzivala Greenova véta; pro jeji aplikaci je zapotiebi, aby presné feSeni variacniho
problému nélezelo alespont do H2(2).

Abychom odhadli druhy vyraz na pravé strané (31.47)) pomoci interpolace jed-
noduchého slozitéjsim (tj. bez pouziti Greenovy véty), uvedeme jisté pomocné véty
a pojmy. Jako obvykle, symbol Ty znaci uzavieny trojiuhelnik, ktery lezi v roviné
&1,& a mé vrcholy Py = [0,0], Py = [1,0], Py =[0,1].

31.15. Lemma (Zldmaliv idedlni koneény prvek). a) Necht T'¢ je idedini
trojiihelnik s vrcholy PE (i = 1,2,3), pricemz Py, PL € 0. Ezistuje transfor-
mace

x1 =2 (&1, &), 2 =25 (&, %) (31.69)
kterd zobrazuje Ty jednojednoznacné na T'Y, pricemz vrchol P} je zobrazen na vr-
chol PT (i = 1,2,3). Jestlize & € (0,1), & = 0, potom (31.69) je parametrickym
vyjddienim tsecky PL PY; jestlize & = 0, & € (0,1), potom (31.69) je paramet-
rickym vyjddienim tsecky Pl PL; jestlize & € (0,1), & = 1— &1 potom (31.69) je
parametrickym vyjddrenim zakiivené strany f; proku T,

b) Necht p(&1,&2) € Pr, (1) = {p|r, : p € P2(1)} a necht

& =& w1, 1), & =& (a1, 22) (31.70)
je inverznd transformace k (31.69)). Potom funkce (idedlni konecny prvek)
@(-TlaJ:Z) :p(gild(xlva)?giZd(xlaxQ)) (3171)

md tyto vlastnosti:
a) w(wy,xz2) je linedrni podél tisecek PL P, PLPT.
B) w(PT) = p(PF) = w(PT) (i =1,2,3), kde w(PF) jsou dané hodnoty.
v) Kdyz w(P]) = w(PL) =0, potom w(P) = 0 pro viechny body P € i;,
Dukaz je v [32], resp. [42 kap. 22], pficemz odvozeni a explicitni vyjddieni
transformace je uvedeno v [42] kap. 22, vztah (22.17)].

Interpola¢ni vlastnosti funkce w(x1, z2) jsou popsdny v ndsledujicim lemmatu,
které je specidlnim piipadem [32] Theorem 2[; viz také [42] kap. 25] .

31.16. Lemma (Zldmaliv interpolaéni teorém). Necht w € H?(T'Y) a nechf
w(Pl) =w(Pl) (i=1,2,3), (31.72)
kde w je idedlni konecény prvek z Lemmatu 31.15. Potom

@ — wl|spia < CR* *||lw|lapia  (s=0,1). (31.73)
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31.17. Definice (pfirozeného prodlouéeni);Nech’iw € i(h‘ Funkei w : Qp, Ug —
R! nazyvame prirozengym prodlouzenim w z Qp na Q;, UQ, kdyz w = w na Qy, a
w’Tid = P|pia DA T4 5T, kde p € P2(1) je polynom splitujici p’T = w’T.

31.18. Definice (funkce @ € V, kterd je asociovani s w € V},). Necht w € Vj,.
Funkci @w € V nazyvdme asociovanou s w, kdyz
a) W€ C%Q);
b) w(P;) = w(P;) VP; € oy, kde oy, je mnozina vsech uzlovych bodi (tj. vrcholu
trojihelnika) v Tp;
¢) @ je linedrni na kazdém trojihelniku 7' € {7, N 79} a na kazdém idedlnim
trojihelniku T'9 € 719, ktery lez podél I'y (tj. @ = w na T'Y D T a @|pia je
restrikef funkce w|7 na T C T');
d) kdyz T'9 € T4 lezi podél T'y a T € Tj, je jeho aproximace, potom
a) v pifpadé T C T plati @ = 0na T4\ T a @ =wna T,
B) v pifpadé T4 C T plati @ = w na T', kde @ je idedlni koneény prvek

definovany v (31.71]).

31.19. Lemma. Nechf funkce @76 V je asociovand s w € V,, kde Vi, = {v €
Xp i vlr, =0} a Xp = {v € C%Q) : v|r je linedrni VT € Ty}. Necht idedlni
trojuhelnik T'Y lezi podél Ty a necht T € Ty, je jeho aprozimace. Kdyz 7 cT,
potom

lw— @y e < Ch|lwllyria < Chllw||yr, (31.74)
kde C je konstanta nezdvisld na h a w.

Diikaz. Lemma [31.19] je bezprostiednim dusledkem Lemmatu [31.16] a Defi-
nice [31.18] protoze |[wl|y pia = [[wl|; ria < Cllwll1,r pro w € Pa(1). O

31.19a. Poznamka. V Lemmatu [31.19| aproximujeme linedrni polynom ome-
zeny na T'9 komplikovanéjsim Zldmalovym idedlnim koneénym prvkem, ktery je
zadan stejnymi tfemi hodnotami, abychom dostali na pravé strané pouze
normu ||wl||;, 7. Tento relativné jednoduchy trik, ktery byl nepovsimnut 15 let,
hraje vyznamnou roli v [40] v analyze nelinedrnich eliptickych problému. Pomoc{
interpolace jednoduchého slozitéjsim 1ze totiz odvodit

| Ly (w) — an (@, w)| < Ch¥3||w|10, Yw e Vi, ()

kdyz v € H*(Q2), s = 1,2. Vztah je podrobné dokézan v [43] v zévéru kapi-
toly 31.

Alexander Zenisek, Zednikova 180/6, 603 00 Brno,

e-mail: zenisek@fme.vutbr.cz
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TVERBERGOVA VETA

IVAN CHAJDA

ABSTRAKT. Pfted 50-ti lety dokdzal H. Tverberg svou proslulou vétu, kterd tvrdi, ze
pro danou mnozinu M bodu v eukleidovském prostoru E s jistou restrikci na pocet
téchto bodu a na dimenzi E existuje rozklad mnoziny M takovy, Ze konvexni obaly
t¥id tohoto rozkladu maji neprazdny prunik. Prezentujeme elementdrni dukaz této
véty, ilustrativni piiklad a hypotézu pro eventudlni dalsi vyzkum.

Pred 50-ti lety dokézal Helge Tverberg vétu, kterd znamenala pozoruhodny
vysledek v teorii konvexnich mnozin. Abychom ¢tenafe s timto vysledkem sezné-
mili, musime nejprve pripomenout nékolik pojmu z euklidovské geometrie.

Necht R? je d-rozmérny euklidovsky prostor. Na ném uvazujeme skaldrnf soucin,
pomoci néhoz zavadime pojem vzdélenosti dvou bodu tohoto prostoru; pro prvky
z, y budeme tuto vzdilenost oznacovat symbolem ||z — y||. Jsou-li z, y body
prostoru R?, jejich konvexnim obalem rozumime tsecku s krajnimi body z a y.
Jsou-li x, y, z t¥i body z R%, pak jejich konvexnim obalem je trojihelnik, jehoz
vrcholy jsou z, y a z. Obecné, necht je ddno n bodii 1, ..., z, € R?, pak lze tyto
body uvazovat jako vektory v R? a konvexnim obalem bodi x1,...,x, je mnozina

n
M={a1zy +agzy+ --+anz,|a;, >0proi=1,....,na Zaizl}.
i=1

Dalsi pojem, ktery budeme potiebovat, je tzv. rozklad. Necht opét z1,...,T,
jsou body prostoru R?. Nechf X7, ..., X, jsou takové podmnoziny v R?, ze kazdy
bod x; lezi v jediné X, a pro kazdé k # j je X N X; = . Mnozindm X; fikdme
casti rozkladu.

Je-li X; mnozina obsahujici pravé body z1,...,zs, tj. X; = {z1,..., 25}, pak
konvexnim obalem mnoziny X; rozumime konvexni obal bodl z1,...,z,. Tento
konvexn{ obal budeme oznacovat symbolem conv Xj;.

Tverbergrové vété predchazela tzv. Hellyho véta. Ta tvrdi, ze kazdou mnozinu
d + 2 bodi v prostoru R? lze rozdélit na dvé éasti X, Xs tak, ze konvexni obaly
X1 a X5 nejsou disjunktni, tj.

conv X7 Nconv Xy # (.
Tato véta motivovala Tverberga k nasledujicimu zobecnéni.
2010 MSC. Priméarni 52A35; Sekundarni 52A05, 52A20, 52A22.

Kli¢ovd slova. Konvexni mnozina, n-rozmérny eukleidovsky prostor, skalarni soucin, konvexni
obal, rozklad.
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Véta (Tvergbergova). Necht je ddno (r — 1)(d + 1) + 1 bodi v d-rozmérném
euklidové prostoru R?. Pak existuje rozklad na r édsti X1,...,X, tak, Ze jejich
konvexni obaly conv Xy, ... conv X, maji neprdzdny prunik.

Tverberg podal dva dukazy této véty, ale fada jinych autoru (Roudneff, Sar-
karia, Zvagelskii) nasli dikazy jednodussi (viz [T, 2} B]). V tomto ¢ldnku ukdzeme
dikaz J. P. Roudneffa.

Diikaz Tvergbergovy véty. Necht je déno (r — 1)(d + 1) + 1 v prostoru R? v
obecnych pozicich. Necht P = {Xj,...,X,} je néktery rozklad, pficemz 1 <
|X;| < d+1, definujeme funkei

f(x,P) = ZdistQ(:mconv X;),

Jj=1

kde dist(z, conv X)) je euklidovskd vzdalenost bodu z od mnoziny conv X, zde se
uvazuje jeji druhd mocnina.

Pro dany rozklad P je funkce f(x,P) konvexni v R, piicemz pro ||z| — oo
roste nade vSechny meze. Tedy ma lokdlni minimum. To znamend, Ze existuje
rozklad P, pro ktery je toto minimum nejmensi a nabyva hodnoty p. Ukazeme, ze
u =0, coz pro nas dukaz postacuje. Dukaz vedeme sporem.

Necht p > 0 pro nékteré z € R%. Ozna¢me y; bod (jediny!) z conv X; pro néjz
dist(z, conv X;) = ||z — y;||. Pak funkce

™
zr Y eyl
j=1

dosahuje minima také pro x = z, a tedy

r

> (z—y;) =0. (1)

Jj=1

Poznamenejme, ze z = y; je mozné, ale neplati pro vSechna j, nebot predpoklé-
dame p > 0.

Definujme Y; C X; pro j = 1,...,n tak, aby y; € convYj. Tvrdime, Ze
ﬂ;:1 aff Y; = 0, kde aff Y; znaéf afinni podprostor R? generovany mnozinou Y;.
Totiz v opacném piipadé existuje bod v € ﬂ;:1 aff Y;, a pak skaldrni soucin
(z —v,z —y;) > 0 pro y; # z (nebot y; je bod nejblizs{ z mnoziny convY;
bodu z). Dohromady plat{ <z -, Z;Zl(z — yj)> > 0, coz je spor s (|1)).

Tedy dle argumentace ze za¢dtku dikazu pro dimenzi plyne, ze Z;Zl Y;] <
(n —1)(d + 1), a tedy aspon jeden ze zadanych bodu, napf. z, nelezi v zaddné z
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mnozin Y;. Pak (x — y;, 2z — y;) < 0 musi platit pro kazdé j, a tedy

T

02> (w—yjz—y)) =D (z—2)+(z—y). 2 —y))
Jj=1

j=1
= <x—z,Z(z—yj)>+Z(z—yj,z—yj> =0+4+p>0,
j=1 j=1
COZ je Spor. 1

Tverbergovu vétu muzeme nézorné ilustrovat v euklidovské roviné, tedy zvolme
d = 2 a napt. r = 4. Pak (r — 1)(d + 1) + 1 = 10, tedy uvazujeme 10 bodii v R?
napi. jako v na obrazku

Obrazek 1. Dané body v rovineé.

Podle Tverbergovy véty bude existovat rozklad na konvexni podmnoziny téchto
bodu tak, Ze prunik téchto mnozin bude neprazdny. Takovy rozklad je napf. na
obrézku 2

Rozklad se sklada ze 4 konvexnich mnozin, z nichz X; a X3 jsou trojuhelniky,
X5 a X4 jsou usecky. Jejich prunik je zfejmé neprazdny, obsahuje bod v.

Ctensfe muze samoziejmé zajimat piipad, zda tento rozklad je jeding mozny.
Otédzka poctu moznych rozkladi dosud vyteSena nebyla, tedy piipadny zdjemce
mé volné pole pusobnosti. Byla pouze formulovana nésledujici hypotéza, autorem
je G. Sierksma.

Hypotéza. Pro dangch (r —1)(d+ 1) + 1 bodii v prostoru R? existuje alespori
(r — )% rizngch Tverbergovijch rozkladi.
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SCHUROVO-COHNOVO KRITERIUM A JEHO
ALTERNATIVNI VYJADRENI

JIRI JANSKY

ABSTRAKT. V c¢lanku jsou popsdna kritéria popisujici lokalizaci kofenu polynomu
(obecného stupné s obecnymi koeficienty) ve vymezenych ¢dstech komplexni roviny
se specidlnim zaméfenim na jednotkovy kruh. Déle jsou zde rozebrany pripady, kdy
je polynom ve specidlnim tficlenném tvaru. V téchto pfipadech je mozné obecna
tvrzeni zjednodusit a formulovat nové systémy podminek, které jsou sndze apli-
kovatelné a rovnéz nazornéjsi. Jsou zde popsdny vyhody a nevyhody jednotlivych
formulaci, které jsou rovnéz ilustrovany na nékolika piikladech.

1. Uvop
Uvazujme polynom
PN =N 4 N+ pp oA T2 pid 4o, (1.1)
jehoz koeficienty pg, p1,...,pr—1 jsou redlna, nebo komplexni ¢isla. Problematika

explicitniho vyjadfeni kofenu polynomu pomoci jeho koeficientu je dobie
znama. Ackoliv jsou odpovidajici vyjadieni kofenu pro polynomy nizsich stupnu
(mensich, nebo rovno ¢tyfem) dobie popsdny, ¢asto nelze pro jejich komplikova-
nost jednoduse posoudit nékteré jejich potiebné vlastnosti, napiiklad lokalizaci ve
vymezené ¢asti komplexni roviny.

Jednou ze zékladnich otazek, kterd se v souvislosti s lokalizaci kotenti polynomu
diskutuje, je formulace podminek zarucujicich, ze vSechny koteny daného po-
lynomu maji zdpornou redlnou ¢ast. Tento znamy problém souvisi s otdzkou stabi-
lity diferencidlnich dynamickych systému a je bézné diskutovan v ramci zakladnich
kurzt teorie oby¢ejnych diferencidlnich rovnic. Odpovéd na tento problém d4va
znamé Routhovo-Hurvitzovo kritérium, jehoz znéni pfipomeneme.

Véta 1.1 (Routhova-Hurwitzova). Nechf pqg,...,px_1 jsou redlnd éisla. Nutnd
a postacujici podminka pro to, aby koteny polynomu (1.1) mély zdporné rediné

2010 MSC. Primarni 11C08, 30C15; Sekundéarni 12D10.
Kli¢ovd slova. Polynom, kofeny polynomu.
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casti, je, aby determainanty Dy, n =1,2,...,k byly kladné. Pritom je

Pk—1 1 0 0 0 .- 0

Dk—3 Pk—2 Pr—1 1 0 e 0

D, =| Pk-5 Pk—4 Pk—3 Pk—2  Pk-1 -0
Pk—2n+1 Pk—2n+2 Pk—2n+3 DPk—2n+4 " o Pk—n

a pokud se vyskytne v D,, prvek p,, s indexem m >k — 1, nahradi se nulou.

V diskrétnim ptipadé, kdy je dany diferencidlni systém nahrazen systémem
diferen¢nim, vede otazka stability na formulaci podminek zarucujicich, ze vSechny
kotfeny daného polynomu maji velikost mensi nez jedna, tj. lezi v komplexni roviné
uvnitt jednotkového kruhu. Tuto otdzku fesi SchurOV(ﬂ-Cohnovﬂ kritérium.

Pfedtim, nez toto kritérium uvedeme, musime pomoci (obecné komplexnich)
koeficientu polynomu sestrojit pro n = 1,2,...,k ¢tvercové matice A,, B,
Ffadu n, nasledovné: Ay =pg, By =1a

Do o - -0 1 pe-1 Pr—2 -+ DPr—n+1
P po - : 0 1 pra
Ap = P2 » Bn= 0 Pr—2
: : po 0 R o1 pea
DPn—1 = P2 D1 Do 0 - 0 0 1
pron =2, ..., k. Odtud sestrojime ¢tvercové matice fadu 2n
_ An Bn _
CQn = (B;I; AZL" , n = 172,...7k, (12)
kde A, B,, ziskdme z A,,, B,, nahrazenim koeficientl pg, p1,...,pr—1 komplexné
sdruzenymi pg, p1, - .., Pr—1. Konetné oznacime

d(n) = (=1)" det(Can), n=12,... k.

Véta 1.2 (Schurova-Cohnova; redukovand verze). Necht jsou vechny determi-
nanty v posloupnosti
1,d(1),d(2),...,d(k) (1.3)
ruzné od nuly. Potom md polynom vSechny koteny uvniti jednotkového kruhu
prdvé tehdy, kdyz jsou vsechny prvky posloupnosti kladné.

Hgsai Schur (1875-1941) byl rusky matematik zidovského ptivodu, ktery vétsinu Zivota strévil
v Némecku. Za druhé svétové vélky byl nucen emigrovat a zemfel v Izraeli (tehdejsi Palesting).
Byl zékem Frobenia, v jehoz préaci pokracoval. Prispél fundamentdlnimi vysledky zejména v al-
gebfe a teorii grup. Jeho zabér byl vSak obrovsky a je autorem mnoha vyznamnych tvrzeni.
Napftiklad je po ném pojmenovén Schurova vlastnost normovanych vektorovych prostoru, Schu-
rova dekompozice matic, Schuruv komplement, Schurova algebra, a mnoho dalsich. Celkem je
jeho jméno spojovéno s vice nez 25 dulezitymi matematickymi pojmy a oblastmi matematiky.

2Arthur Cohn (1894-1940) byl Schuruv doktorsky student. Kromé spoluautorstvi vysledku
zminéného v tomto textu je rovnéz také autorem formulace jednoduchych postacujicich
podminek, aby dany polynom by ireducibilni v Z[z].
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Tato véta se v literatufe vyskytuje v mnoha variantach. Kromé pravé uvedené
zde jesté zminime dvé dalsi. Prvni je formulace pro pripad, kdy ma polynom
realné koeficienty. Potom lze vétu formulovat v jednodussim tvaru, a to
zejména bez omezujicich predpokladi. Toto vynechani podminek kladenych na
(1.3) je podstatné, protoze i tyto specidlni piipady jsou zpravidla pocetné velmi
obtizné Fesitelné (viz [9] str. 247]).

Pred formulaci nasledujici véty musime opét sestrojit jisté specialni ¢tvercové

matice C,, fadu n,n=1,2,... k— 1 nasledujicim zptsobem: Ct=1 +po a
1 0 o0 0O --- 0 Do
. _ 1 Do
CfTL _ | Pr—1 + . - b1
: _— 0 0 :
Pk—nt+1 - Pk—1 1 Po P1 c Pn-i
pron =2,...,k— 1. Dale ozna¢ime

d*(n) =det(CF), n=1,2,... . k-1

» =

Pocetné vsak bude stacit vyéislit (Zi(n) jen pro n sudé, nebo jen pro n liché, a to
v zavislosti na lichosti/sudosti fddu k polynomu, jak ukazuje nasledujici véta (viz

().

Véta 1.3 (Schurova-Cohnova; piipad redlnych koeficientti). Predpoklddejme, Ze
DOy - -+ Pr_1 JSou redind cisla. Potom md polynom vsechny koteny uvnitt jed-
notkového kruhu prdvé tehdy, kdyz jsou splnény vsechny tri nasledujici podminky:

1. Pk(l) >0,
2. (=1)kPy(~1) >0,
3. plati jedna z ndsledujicich podminek:
(a) k je sudé a vSechny pruky obou posloupnosti

dt(1),d*(3),d*(5),d*(7),...,d"(k—1)

jsou kladné,
(b) k je liché a vSechny pruky obou posloupnosti

d*(2),d*(4),d*(6),dT(8),...,d"(k—1)

d=(2),d=(4),d*(6),d*(8),...,d" (k—1)
jsou kladné.

Srovname-li véty a pak pro polynom stupné k s realnymi koeficienty
sta¢i urcit jen determinanty matic do fadu k — 1. Pozadavek na vypocet dvojice
poslednich determinantt d*(k), d~ (k) je ,nahrazen“ podminkami a
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Dalsi varianta véty kterd predstavuje naopak jeji rozsiteni, popisuje pocet
kofenu daného polynomu uvniti jednotkového kruhu (viz [12] str. 198]). Pro jeji
formulaci nejprve oznacime

A(n) = det(CQH), n = 172’”.7k-’
kde Cy, je dédno vztahem (1.2)). Potom plati

Véta 1.4 (Schurova-Cohnova; obecnd verze). Necht jsou viechny determinanty
v posloupnosti

1,A(1),A@2),...,Adk) (1.4)

rizné od nuly a necht p je pocdet znaménkovych zmén v posloupnosti (1.4]). Potom
md polynom (L.1)) celkem p koFeni wvnitr jednotkového kruhu a Zddny koten na
jeho hranici.

Pro polynom s pevné danym stupném k a pevné danymi koeficienty p; je tedy
problém v zasadé vyfesen. Ukazme si pouziti Schurova-Cohnova kritéria na dvou
ptikladech.

Priklad 1.5. Uvazujme kvadraticky polynom s redlnymi, nebo komplexnimi
koeficienty ve tvaru

Py(X) = A2+ piA + po (1.5)

a aplikujeme vétu[1.2)s cilem ziskat efektivni podminky zarucujici lokalizaci obou
korent polynomu P» uvniti jednotkového kruhu. Nejprve si spocteme determinanty

1

dy = _11p0 Sl=1= 27
r= GO =1 dpol

po 0 1 p

0 1

d:—12p1 Po Yol 2\2 — e 2.
2 ( ) 1 0 po m ( |p0|) |P1 p0p1|

p1 1 0 po

Nyni za podminky dids # 0 Véta iikd, ze oba kofeny polynomu Ps(\) maji
velikost mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz d; > 0 a do > 0. Obé tyto podminky
se daji zapsat jednotné ve tvaru

lp1 — popi| < 1= [pol*. (1.6)

Podminky na nenulovost determinantu di, ds nejsou v tomto ptipadé omezujici.
Pomoci Viétovych vzorci pro polynom (T.1)) dostavame, ze (—1)Fag = AjAg - -+ Mg,
kde A1, ..., Ax jsou kofeny polynomu To v pripadé polynomu znamena,
7e pro jeho kofeny A1, Ay plati |[A;A2] = |po|. A proto pokud d; = 0, potom
dostavame 1 = |pg| = [A1]|A2], a tedy oba kofeny uvniti jednotkového kruhu lezet
nemohou. Piipad dy = 0, |pp| < 1 vede po slozitéjsich dpravich na situaci, kdy m4
polynom kofen o velikosti jedna.

Dostavédme tedy zavér, ze oba kofeny kvadratického polynomu P»(\) maji ve-
likost mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz plati .



SCHUROVO-COHNOVO KRITERIUM A JEHO APLIKACE 31

Daéle uvazujeme kvadraticky polynom (1.5 jen s redlnymi koeficienty. V tomto
pripadé se podminka (|1.6]) redukuje na tvar

Ip1| —1<po <l (1.7)

Poznamenejme, Ze tento tvar lze ziskat také z véty Twvar oblasti vymezené
témito podminkami je znazornén na obrazku ) vnémz k=2, a =p; a B = po.

Pokusme se, pro srovnani, podminku ziskat pomoci kofenu polynomu
vyjadienych explicitné v zavislosti na jeho koeficientech. Oba kofeny maji velikost
mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz

1
|/\1,2| = 5 ‘—pl + \/p% —4pg

Nejprve piedpokladejme p? — 4pg > 0. Potom pro p; < 0 dostdvame

_p1+\/m<2, tJ —p1—1<p0,

a pro p; > 0 dostavame

P1+m<2, tj. p1— 1< po.

Tedy pro oba predchozi ptipady dostavame

< 1.

i
|p1|_1<p0§1~ (1.8)
V piipadé p? — 4pg < 0 dostdvame
p?
‘—pl +iy/dpo —p?| <2, tj. Zl <po<1. (1.9)

Tedy celkem z a druhé podminky v dostévame (L.7). Je vidét ze i v tomto
jednoduchém ptipadé bylo odvozeni potfebné podminky z explicitné spoc¢tenych
kofenti polynomu pocetné naro¢néjsi, nez piimé pouziti véty nebo

Pro polynomy vyssich stupnu neni ovérovani znamének determinantu v posloup-
nosti jednoduchd zélezitost. V piipadé realnych koeficientu lze s vyhodou
pouzit vétu [I.3] kterd tento pozadavek neuplatiiuje. To ilustruje ndsledujici pii-
klad.

Piiklad 1.6. Uvazujme kubicky polynom s redlnymi koeficienty ve tvaru
Ps(A\) = A2 4+ paA? + p1A +po . (1.10)
Analyzou podminek z véty [I.3] dostdvame:

1.
P3(1) =14 pa +p1 +po > 0,
ii.
(=1)*P3(—1) = (=1)*(=1 + p2 — p1 + po) > 0,
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iii. oba determinanty

5 10 0 po 2
dT(2) = det + =1+p — —pg >0,
( ) € <(p2 1> <p0 p1)> P1 — PoP2 — Py

5 10 0 po 2
d~(2) = det - =1- —ps >0
(2) e <(p2 1) <p0 p1)> P1 + Pop2 — Do

jsou kladné.

Jednoduchou pocetni analyzou piipadu zjistime, ze kubicky polynom Ps(\)
ma vSechny tfi kofeny s velikosti mensi nez jedna pravé tehdy, kdyz

[p2 + pol <1+ p1, Ip1 — pop2| < 1 —p3. (1.11)

Poznamenejme, ze odvozeni podminek (1.11)) pifimo z Cardanovych vzorcu pro
polynom (|1.10)) by bylo velmi obtizné.

Predchozi dva priklady ilustrovaly jednak efektivitu Schurovy-Cohnovy véty,
ale také naznacily urcité problémy, se kterymi se pii jeji aplikaci muzeme setkat.
Vyuziti Schurovy-Cohnovy véty je jednoduché zejména v pripadé, kdy mame za-
dany polynom s pevné zvolenym stupném k a s konkrétné zvolenymi redlnymi
koeficienty p;. Potom pii pouziti véty dostavame k + 1 nerovnosti pro k liché
(respektive k 4 2 pro k sudé), které snadno vyhodnotime. Navic zdsadnim, dosud
nezminénym piinosem piredchozich vét je, ze mohou byt pouzity i u polynomu
obecnych (vyssich stupnu), kde nejsme schopni nalézt kofeny analyticky.

Vsechny tii uvedené varianty Schurova-Cohnova kritéria v sobé skryvaji také
nedostatky. Tim prvnim je nutnost poc¢itat minimdlné £ — 1 determinanti matic,
jejichz tad se zvétSuje s rostoucim se stupném polynomu. Navic, v piipadé kdy
néktery z koeficient neni ¢iselné specifikovan, se podminky s rostoucim stupném
daného polynomu zaé¢inaji znacné komplikovat. Dalsim nedostatkem je také obtizné
fesitelny ptripad, kdy ma polynom komplexni koeficienty a posloupnost , uve-
dend ve vété obsahuje jeden, nebo vice nulovych ¢lenu. (Pfipomenme, ze
véta plati za predpokladu jejich nenulovosti.)

Tyto nedostatky byly motivaci pro hledani jinych systému podminek popi-
sujicich rozmistén{ kofent (alespon specidlnich) polynomu vuéi jednotkovému kru-
hu. Prvnf vysledek tohoto druhu se objevil v ¢ldnku [I1] zabyvajicim se stabilitou
nékterych diskrétnich populaénich modeli. V této souvislosti se objevila potieba
posoudit, zda charakteristicky polynom

Qr(N) = \F — A1 B je realné éislo,

ma vSechny kofeny v jednotkovém kruhu. Vidime, ze véta [1.2] ani véta [1.3| pfitom
podminky podobné tém v piikladu nebo neda. Pro tento polynom byla ve
zminéném ¢lanku zformulovana velmi jednoducha nutna a postacujici podminka
pro to, aby vSech k kofenu tohoto polynomu mélo velikost mens{ nez jedna (viz

[11]).
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Véta 1.7 (Levinova-Mayova). Vsechny koreny polynomu Q. (\) jsou v absolutnd
hodnoté mensi nez jedna prdavé tehdy, kdyz plati

(k—1)m
2k —1 °

Ptinosem tohoto ¢lanku nebylo jen odvozeni pfedchozich podminek, ale také
predstaveni dukazové techniky, zvané ,boundary locus technique“, kterd je vyuzi-
telnd i pro analyzu polohy kofenu vuci jednotkovému kruhu pro dalsi typy po-
lynomu. Nésledovaly dals vysledky tohoto typu (viz [6] 10 13} [14]). Jednoticim
prvkem téchto ¢lanku bylo, ze se jednalo o tficlenné polynomy, avSak podminky
pro polohu jejich kofenu, odvozené v téchto ¢lancich, nebyly tak efektivni, jako
podminka véty K témto otdazkam se vyjadiime v nésledujici kapitole.

0< B < 2cos

2. PRIPAD OBECNEHO TRICLENNEHO POLYNOMU S REALNYMI KOEFICIENTY

Budeme se zabyvat tficlennym polynomem (1.1)), tedy polynomem ve specidlnim
tvaru

Rim(\) = A+ o™ + 3, (2.1)

kde a, B, aff # 0 jsou redlné koeficienty a mocniny &k > m > 0 jsou celo¢iselné
a nesoudélné.

V pripadé af = 0 lze kofeny polynomu spocitat trivialné a neni potieba
se jim dale zabyvat. Pozadavek k, m nesoudélné rovnéz neni omezujici, protoze
pokud by polynom byl tvaru

Rp (V) = X+ ad™ + 5, (2.2)

kde k = ak,m = am, pro néjaké a > 1, potom substituci A= \e dostavame, ze A
je koten polynomu R,;m(S\) pravé tehdy kdyz A je kofen polynomu Ry, (A). Proto
polynom Ry, m(;\) mé vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu prave tehdy, kdyz
polynom Ry, ,,(A) mé tutéz vlastnost. Budeme se tedy déle zabyvat jen polynomem
(2.1) s nesoudélnymi mocninami k, m.

Pro tento polynom bylo formulovédno nékolik ruznych variant podminek popi-
sujicich nutné a postacujici podminky pro polohu vsech kofenu uvniti jednotkové
kruznice. My zde predstavime tfi z nich. Nejprve uvedeme podminky popsané v [0].
Autor zde formuloval tvrzeni pro ptipady: k liché, m sudé; k liché, m liché; k sudé,
m liché. Pro ilustraci zde uvedeme jen vétu popisujici podminky pro k liché, m
sudé.

Véta 2.1. Nechf o, B jsou nenulovd redind c¢isla a necht k,m € Z7, k > m,
jsou nesoudélnd, lichd. Potom polynom (2.1) md vSechny koreny uvniti jednot-
kového kruhu prdvé tehdy, kdyZ bud’

-1<a<0, |8|<1l+a,

nebo

0<a<l, |ﬁ\<g1€i§1\/a2+2acos((k—m)¢)+l, (2.3)
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kde S je mmoZina TeSend rovnice

sin(mx) _ b (2.4)

sin(kz) -«
na intervalu (0, 7).

Podminky popisujici zbylé dva piipady (k liché, m liché a k sudé, m liché)
zde uvadét nebudeme a poznamendme jen, Ze jsou ,analogického® tvaru, tedy
podobné jako ve vété[2.1] Podminka omezujici parametr 8 vyzaduje nejprve nalézt
numericky vSechna feSeni feSeni nelinedrni rovnice na intervalu (0, 7), a poté
jesté urcit minimum z piislusného nelinearniho vyrazu. Nejsnazsi pouziti této véty
je v piipadé, kdy ma polynom pevné zadané mocniny k, m a koeficient «.
Potom, s podporou numerickych metod, neni problém nalézt vSechna feseni rovnice
a stanovit z rovnice podminku na parametr 8 explicitné. V ostatnich
pifpadech (napiiklad pevné zvolené «, 3; hleddme k, m) je uzit{ této véty zdvislé
na dalsich dodatecnych vypoctech.

Odlisny typ podminek popisujici lokalizaci kofenu polynomu byl publi-
kovén v [10]. Pied jeho formulaci vSak musime uvést ndsledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 2.2. Nechf k,m € Z*, k > m, jsou nesoudélnd. Potom emwistuji celd
c¢isla 3,8 > 0 takovd, Ze

[(k—m)j—ks| =1, j<k, sliché. (2.5)
Pokud je k — m liché, potom existuje tato dvojice (j,s) jedind. Pokud je k —m
sudé, potom existuji prdvé dvé takové dvojice (v jedné je j liché a ve druhé sudé).

Potom muzeme formulovat nédsledujici vétu:

Véta 2.3. Nechf o, B jsou nenulovd redind c¢isla a necht k,m € Z%T, k > m,
jsou nesoudélné. Potom polynom (2.1) md vSechny koteny uvniti jednotkového
kruhu prdvé tehdy, kdyz bod («, B) lezi uvniti oblasti ohranicené dvémi primkami

a+B=-1, (-D)F""a+(-1)8=-1 (2.6)
a dvéma krivkami
o= _ sin(k6) 8= sin((k —m)0)
sin(m@)’ . sin(m@) ’ (27)
a= (- el ),

ST

o Zde j,s > 0 jsou celd
cisla splnugict (2.5)) (pokud je k —m sudé, potom mize byt volena libovolnd dvojice
(G.s) splriugici 235)).

Pozndmka 2.4. Pfedchazejici tvrzeni, mimo jiné, specifikuje krajni body 4T
or s . f o oL .

=~ intervalu, ve kterém se nalézd jediné feSeni ¢op¢ rovnice (2.4) (v tomto
obecném zapisu nezndme jejich poradi). Pro toto ¢opt se realizuje minimum vyrazu

na pravé strané vztahu (2.3)) ve vété

kde parametr 0 lezi v intervalu s krajnimi body % a

a
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Hlavnim piinosem véty [2.3|je parametricky popis hrani¢nich kiivek uvazo-
vanych v (a, 8)-roviné. Pokud koeficienty «, 8 v dané oblasti lezi, pak m& polynom
vsechny kofeny uvniti jednotkového kruhu. Ziskani tohoto popisu z véty|2.1|je
velmi narocné. S timto popisem je vSak navic spojena jedna nevyhoda spocivajici v
tom, Ze zde neni popsan analyticky zpusob, jak o poloze bodu («, 8) vuéi hranicim
7 rozhodnout.

Obé pfedchozi formulace uvedené ve vétach a lze snadno pouzit jen
v téch pripadech, kdy jsou mocniny k, m zadané pevné. Pro piipady kdy tomu
tak neni, byla neddvno odvozena v [2] nésledujici véta.

Véta 2.5. Necht o, B jsou redind éisla, o # 0, 8 # 0 a necht k,m € ZT, k > m,
jsou mesoudélng. Potom polynom (2.1)) md vsechny koteny wwnit jednotkového
kruhu prdvé tehdy, kdyz nastane jedna z ndsledujicich podminek:

1.

la| + 8] < 1, (2.8)
2.
ol +181 21, ol 1< |8l <1, (~a)*(=B)*™ <0, (2.9)
I_QQ_BZ 1—()&2+ﬁ2
k arccos —————— — marccos ————— < 7. (2.10)
2|af] 2|B|
Pozndmka 2.6. a) Vsimnéme si, ze podminka predchozi véty je nezdvisla

na mocninach polynomu .

b) Upozornéme déle na specidlni piipad podminek |2} kdy se pro |a| 4+ |8] =1
podminky (2.9), (2-10) redukujf na tvar (—a)*(—8)*=™ < 0.

c¢) Uvazujeme-li vztah (2.10) jako rovnost, pak tento vztah predstavuje im-
plicitni vyjadreni kiivek danych parametricky. Ekvivalenci obou vy-
jadreni lze prokdzat analyticky (pocetné jde o pomérné komplikovanou
zdlezitost). Zduraznéme vsak, ze podminky vétybyly odvozeny nezavisle
na podminkéch véty Konstruktivni odvozeni podminek véty po-
moci véty (tedy aniz bychom podminky véty dopfedu znali) by bylo
obtizné proveditelné.

2.1. Tlustraéni piiklady

Pii grafickém zndzornéni oblasti koeficienta v (o, §)-roving, pro které m4 polynom
(2.1) vsechny kofeny uvnitf jednotkového kruhu zjistime, Ze je tvar piislusnych
hrani¢nich kiivek typové ruzny podle mocnin k, m. Navic odlisné chovéni vykazuje
i pfipad m = k — 1, kterym se budeme zabyvat nejprve.

Uvazujme polynom s redlnymi koeficienty, kde m = k — 1, tedy ve tvaru

Ri.(\) = A"+ a1 4 5.

Pro vykresleni kiivek popsanych ve vété musime rozlisit ptipad k sudé a k
liché. Na obrézku ) jsou vykresleny kiivky pro k = 2,4,6,12 a na obrazku )
jsou vykresleny ktivky pro k = 3,5,7,13.
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a) k sudé, m=k-1 f b) k liché, m=k-1 8
k=2 k=2 X
w7 N

2 -1 0 1 z«

4

Obrézek 1. Hranice oblasti v (a, 8)-roving, ve které ma polynom ([2.11) vSechny kofenu uvnitf
jednotkového kruhu.

Uvazujme nyni polynom opét s redlnymi koeficienty, kde tentokrat m <

k — 1, tedy ve tvaru
Riem(N) = AF + o™ + B. (2.11)
Na obréazku [2| jsou vykresleny kiivky popsané ve vété [2.3| v zavislosti na sudo-
sti/lichosti mocnin k, m. Ptipad k sudé a m sudé zde popsdn neni, protoze v
tomto ptripadé jsou k, m soudélné a je nutné postupovat podle popisu pod rovnici

2.

a) kliché g b) k Iiché' B8 c) ksudé 8
m liché 1 m sudé 1
m < k-1

Obréazek 2. Hranice oblasti v («,8)-roving, ve které ma polynom vSechny kofenu

uvnité jednotkového kruhu. V obrdzku a) jsou vykresleny kiivky pro dvojice (k,m) €

{(5,3),(7,5),(13,11)}. V obrdzku b) jsou vykresleny kiivky pro dvojice (k,m) € {(5,2), (13,10)}

a v obrdzku c) jsou vykresleny kiivky pro dvojice (k,m) € {(4,1), (8,5)}. S rostouci mocninou &
se plocha oblasti vymezena kiivkami zmensuje.

Pozndmka 2.7. Podivejme se nyni na podminky véty 2.5 geometricky.

a) Vsimnéme si nejprve, ze podminka |a| + |3] < 1 této véty vymezuje oblast
tvaru ¢tverce (viz obréazky 1) a .

b) Nyni si véimnéme hrani¢nich tisecek této oblasti danych rovnici |a|+|8] = 1.
Pokud koeficienty polynomu lezi na téchto tseckach a v kvadrantech
uréenych podminkou (—a)*(—B)*=™ > 0, potom nemé vsechny kofeny uv-
nitt jednotkového kruhu. Tyto tusecky jsou na predchozich obrazcich vy-
znaceny plnou ¢arou.
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Naopak, jestlize koeficienty polynomu lezi na téchto tuseckéach
a v kvadrantech uréenych podminkou (—a)*(—3)¥=™ < 0, potom polynom
(2.11) méa vsechny kofeny uvnitf jednotkového kruhu. Navic neni kladeno
zadné omezeni na maximalni velikost mocnin k, m. Tyto tsecky jsou na
predchozich obrézcich vyznaceny (ne piili§ zietelnou) teckovanou ¢arou.

Jinymi slovy, na dseckdch |a| 4 || = 1 zdvisi pocet kofenu polynomu
uvniti jednotkového kruhu jen na sudosti/lichosti mocnin &, m. Jedna
se o jakousi pfechodovou oblast mezi tou popsanou v bodu a) a tou, kterou
popiseme v ndsledujicim bodu c).

c) Na zavér se budeme vénovat oblastem vymezenym nerovnosti |a|+|8| > 1 a
v kvadrantech danych nerovnost{ (—a)*(—3)*~™ < 0. Potom vztah
(spolecné s nerovnostmi |a| — 1 < |B] < 1) predstavuji omezeni na hodnoty
koeficient o, 8 a mocnin k, m. (Pfesnéji, veskeré podminky kladené na a,
B, k, m jsou dény vztahem (2.10)). Nerovnosti |o| — 1 < B8] < 1 ,pouze®
zajistuji, aby cyklometrické funkce v byly dobfe definované.)

Obecné plati, Ze oblast na koeficienty «, 3, pro které ma polynom ([2.11]) vSechny
kofeny uvniti jednotkového kruhu, se s rostoucim stupném k polynomu ([2.11)
zmensuje.

Nyni uvedeme pét ilustracnich piiklada, které lze také nalézt v [3] 4, [§].

Priklad 2.8. Uvazujme polynom (2.1]) s redlnymi koeficienty ve tvaru

Rim(N) = A 4+ 0,550 +0,5. (2.12)

Cilem je nalézt mnozinu k, m takovych, aby mél polynom v8echny kofeny
uvnitt jednotkového kruhu. Stanoveni této mnoziny pomoci véty nebo by
bylo hodné slozité. Oproti tomu véta [2.5|ndm dava prehledné podminky po jejichz
vyhodnocen{ dostavame

(km) e | {(%, 0), (44, 30), (6, 50),

LeZ+

(86,70), (30, 0), (5¢, 30), (7€, 50), (44, £), (50, 0) }

Na zaveér této kapitoly uvedeme uziti pfedchozich vét v pripadé, kdy koeficient o
a mocniny k, m jsou ddny, pri¢emz hleddme podminky na druhy (volny) koeficient
B zarucujici, Ze polynom ([2.1) m& vSechny kofeny v absolutni hodnoté mensi nez
jedna.

Piiklad 2.9. Necht &k =5, m = 3 a a = 0,8. Budeme se tedy zabyvat polyno-
mem

Rs3(N\) = A% +0,8)\% + 3, (2.13)
kde S je redlné &islo. Véta [2.0] vyzaduje Fesit nelinedrn{ rovnici
sin(3x) 1
= ) 0,m). 2.14
sm(5z)  —08 "€ (0,m) (2.14)

Jejim fesenim ziskdme mnozinu

S = {0,7591;1,4161; 1,7255; 2,3824}. (2.15)
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Potom dostdvame podminku ve tvaru
|8] < min{1,3130; 0,3406; 0,3406; 1,3130}, (2.16)

tj. polynom mé vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu pravé tehdy,
kdyz 8 € (—0,3406;0,3406). Tento interval je zobrazen na obrdzku

Dodejme jesté, ze podle pozndmky [2.4] je mozno specifikovat interval na kofen
TV tak, aby mnozina feseni S byla jednoprvkova. Resenim rovnice ,
ktera je nyni ve tvaru

|27 —5s| =1, j <5, sliché

dostdvdme j = 3 a s = 1. Potom S = {@opt }, kde ¢opt je FeSeni rovnice (2.14)
v intervalu s krajnimi body *7— = %TF ~ 1,57 a If = gﬂ' ~ 1,88. Nyni podle

([2.15) je popy = 1,7255 a tady dostdvdme podminku 8 € (—0,3406;0,3406) bez
nutnosti hleddni minima ve vyrazu (2.16)).

AN

0.3406

o
o
(=)
(o]
=
2

-0.3406

-1

Obrazek 3. Grafické zndzornéni oblasti v («, 8)-roving, ve které mé polynom (2.13)) vSechny
kofeny uvniti jednotkového kruhu. Hranice oblasti byla vykreslena pomoci véty

Nyni na zadany problém aplikujeme podminky véty 7 geometrického hle-
diska jde o nalezeni pruseciku primky o = 0,8 s kfivkami , kdem=3,k=5
a parametr 0 lezi v intervalu s krajnimi body 1,57 a 1,88 po zaokrouhleni. Nale-
zenim téchto pruseciki v («, 8)-roviné dospéjeme k hodnotdm —0,3406 a 0,3406,
které tvori krajni body ptislusného intervalu na parametr 3.

Na zaveér aplikujeme vétu Podminka dava |5] < 0,2. Podminky
a ddvaji 02 < [B| <1l a

1-064—4 S arcoos L7 0064+ B2
1,6/3] 2|8

Odtud opét dospéjeme k vysledku 8 € (—0,3406; 0,3406).

5 arccos
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3. PRIPAD OBECNEHO TRICLENNEHO POLYNOMU S KOMPLEXN{MI KOEFICIENTY

V této kapitole se budeme zabyvat polynomem (2.1) s komplexnimi koeficienty.
Uvazujme tedy polynom

Skm(N) =N+ aX™ + 8, (3.1)

kde a = |alebi B3 = |Ble?s! jsou komplexni éisla a mocniny k& > m > 0 jsou
celociselné a nesoudélné. O argumentech 6,, 63 komplexnich koeficienttt budeme
predpoklddat, ze nalezi do intervalu (—, 7]. Ddle budeme také nadéle predpoklé-
dat, Ze a8 # 0. Pro tento polynom byla véta[2.5]v élanku [5] zobecnéna nésledovné.

Véta 3.1. Nechf o, 3 € C je takové, Ze a3 # 0. Potom md polynom (2.1)
vSechny koteny uvniti jednotkového kruhu prdvé tehdy kdyZ plati jedna z ndsle-
dugicich mozZnosti:

i |al+ 8] <1,
ii. |a]+|8] =1 a zdroven k(0o — 0p) + m(0s + ) # 24w pro L € Z,
. la|+ 8] > 1, |la| =1 < |B] <1 a zdroven
R G 1ol + |8
arccos —————————M arccos ——— ————
2[af] 2|8 (3.2)
< arccos(cos(k(0n — 0p) + m(0s + 7))).

Pozndmka 3.2. Piipady [ijf a [iif v pfedchozi vété je mozno zapsat jednotné ve
tvaru
| +18] > 1, |a|—1<|8] <1 azdrovei (3.2). (3.3)

Pozndmka 3.3. Dikazy vét[3.1]a[2.5neni mozné v rdmci tohoto piispévku uvést.
Omezme se tedy jen na konstatovani, ze zde bylo vyuzito preformulovani Schurova-
Cohnova kritéria do ,explicitniho® tvaru (zdkladni myslenka je také popséna v [1]),
a dale nékterych vysledku teorie polynom.

Pouziti véty [3.1] si ilustrujeme na nésledujicich piikladech.

Priklad 3.4. Uvazujme polynom (3.1)) ve tvaru

Sp(A) = AF 4 (06-miNE=1 4 56(6-m)1 (3.4)

Dosazenim do ptredchozi véty za |a] = 1, |8] = 0,05 zjistujeme Ze nastane pifpad
Potom nerovnost (3.2) je tvaru

-1 1

k arccos i (k — 1) arccos 0 < arccos(cos(—5,4k + (k — 1)6)),
tj.
799 1

k arccos 300 + arccos 0 < arccos(cos(0,6k — 6)). (3.5)
Pro ucely grafické interpretace nerovnosti (3.5) budeme povazovat obé strany této
nerovnosti jako funkce spojité proménné k. Potom leva strana této nerovnosti je
linearn{ funkce f(k) ve tvaru f(k) =~ 0,05k +1,5458. Prava strana nerovnosti ({3.5))

je po ¢astech linedrni funkce a oznacime ji g(k). Obé tyto funkce jsou vykresleny
na obrazku [l
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fk)
W 1)
4 . & . oo
) et ket 100 ko ke 20 ks ks 30 i

Obréazek 4. Nerovnost f(k) < g(k) ddva podminku na fdd polynomu k, pfi kterém mé polynom
(3.4) vsechny kofeny uvnitf jednotkového kruhu.

Podle podminky mé polynom v8echny kofeny uvniti jednotkového
kruhu prave tehdy, kdyz f(k) < g(k). Z obrazku |4 je patrno, Ze to nastdva pro
ke {2,3,4,5} U{13,14,15} U {25}.

K tomuto zdvéru poznamenejme, ze je kvalitativné odlisny od vysledku ziska-
nych v piipadé redlnych koeficientu. Pozadovana kofenova vlastnost je splnéna
pro izolované ,ostrovy* hodnot k, které se postupné zmensuji az nakonec vymizi.
Dodejme, Ze tento efekt se v teorii diferen¢nich rovnic popisuje jako existence
»brepinacu stability“.

Véta [3.1] 1ze samoziejmé také pouzit na pifpad, kdy ma polynom realné
koeficienty, jak ukazuje nasledujici piiklad.

Priklad 3.5. Méjme polynom (3.1)) ve tvaru
Si(A) = AP+ 0,8\ 1 +0,3. (3.6)

Nejprve pouzijme Vétu Potom z podminky a (—0,8)%(—0,3) < 0 plyne,
Ze polynom mé v8echny kofeny uvniti jednotkového kruhu praveé tehdy, kdyz
k < 9,65 a k je sudé.

Nyni dojdeme k témuz zévéru aplikaci véty Opét nastane pripad [ii kde
leva strana nerovnosti reprezentuje linedrnf funkci proménné k a prava strana
nerovnosti reprezentuje po ¢astech linearni funkei proménné k. Zatimco leva
strana nerovnosti je rostouct linedrni funkce, prava strana je rovna 7 (pro k
sudé), nebo nule (pro & liché), jak je zndzornéno na obriazku

12 3 4 5 6 7 8 9 10 1112 13 14

Obrazek 5. Grafické zndzornéni nerovnosti (3.2), kde proménnd je fdd k& polynomu (3.6)). Po-
lynom (3.6) m4d vSechny kofeny uvniti jednotkového kruhu pravé tehdy, kdyz k € {2,4,6,8}.

Hranié¢ni situaci, kdy nastane ve vété [3.1] pfipad [ii] ilustrujeme na nasledujicim
prikladu.
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Priklad 3.6. Uvazujme polynom
Sp(\) = AF—0,7i N1 —0,31. (3.7)
Abychom mohli aplikovat vétu musime jej nejprve prepsat do tvaru
Sp(N\) = AF 40,7~ (/i N\k=1 L 3¢~ (/D)1

Protoze je |a| 4+ |8] = 1, nastane ve vété piipad [il Potom dostdvdme, ze
polynom ma vSechny kofeny uvnitt jednotkového kruhu pravé tehdy, kdyz
k>2ak#AM+1,0eZT.

Ke stejnému zavéru se dostaneme pouzitim vztahu . Zatimco leva strana
nerovnosti je rovna nule, prava strana je rovna nule nebo 7 v zavislosti na
k. Tato situace je zndzornéna na obrazku [6]

12 3 4 56 7 8 9 10 1112 13 14

Obrazek 6. Grafické zndzornéni nerovnosti (3.2).

~

Na zavér jesté uvedme, Ze predchozi vysledky lze rozsifit ve smyslu stanoveni
oblasti s poc¢tem kofent daného polynomu lezicich uvniti jednotkového kruhu.
(Predchozi vysledky byly specidlni v tom, Ze jsme pozadovali, aby vSechny kofeny
lezely uvnitt jednotkového kruhu.)

Pro ilustraci, jakych vysledki lze v tomto sméru dosdhnout uvedeme nasledujici
piiklad (bez teoretického zdzemi, které lze nalézt napiiklad v [3]).

Piiklad 3.7. Uvazujme polynom s realnymi koeficienty. Nasim cilem je
rozdélit (a, B)-rovinu na jednotlivé oblasti tak, aby pro koeficienty z dané oblasti
mél polynom vzdy konstantni pocet kofenu uvniti jednotkového kruhu.
Tento problém byl ¢éstecné rozebran v predchozim textu, kde jsme na obrazku
znézornili oblast v (o, 8)-roving, ve které méd polynom stupné k pravé k
kofentl uvniti jednotkového kruhu. Tehdy bylo nutné typové rozlisit dva piipady
podle sudosti/lichosti jeho stupné k. Proto neni velkym piekvapenim, Ze pro roz-
délen{ («, §)-roviny na jednotlivé oblasti s pozadovanou vlastnosti, je opét nutno
rozlisovat zvlast pifpad, kdy je stupein polynomu sudy a kdy je lichy. Pro
ucely grafické interpretace zde budeme uvazovat dva polynomy S pevneé
zvolenymi stupni ve tvarech

Rs(\) = \° + o\t 4 3, Rs(\) = \° + o)’ + 3, (3.8)

kde a, 8 € R. Zavislost poc¢tu kofentu polynomu (3.8) uvniti jednotkového kruhu
na ménicich se koeficientech je ilustrovdna na obrézku[7] Z tohoto obrazku je také
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Obréazek 7. Pocet kofenu polynomu (3.8) velikosti mensi nez jedna v zdvislosti na «, 8 € R.

Vlevo pro k =5 a vpravo pro k = 6.

patrno, Zze zminénd zavislost muze byt dost slozité povahy.

3.1. Zavér

Tento prispévek pojedndval o kritériich popisujicich lokalizaci kofenu polynomu
ve vymezené ¢asti komplexni roviny. Specidlni duraz je zde kladen na Schurovo-
Cohnovo kritérium, zarucujici lokalizaci vSech kofent daného polynomu uvnitf
jednotkového kruhu, které je zde uvedeno ve tfech variantach. V dalsich ¢astech
vénujeme pozornost specialnim typum polynomu, pro které jsou odvozeny efek-
tivnéjsi systémy podminek umoznujici detekovat pozadovanou lokalizaci kofenu.

[1]
2]
3]
[4]
[5]
[6]
[7]
(8]

[9)
(10]
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MATEMATICKE MODELY LINEARNICH OSCILATORU

DAVID LOVAS

ABSTRAKT. Tento ¢lanek se zabyva modelovanim linedrnich mechanickych oscilato-
ru. Duraz je kladen na sestaveni pohybové rovnice a jeji vyfeseni. K sestaveni rovnice
je tfeba zdkladni znalost pfislusnych fyzikdlnich zdkonu. V ¢lanku jsou probrany
také dvé operace s linedrnimi oscilatory: skladéni oscilatoru a spfazeni oscildtoru.
V této souvislosti vznikaji nédsledujici otdzky. Jaké modely linedrnich oscildtoru je
mozné obdrzet pfidanim patfi¢nych sil? Co ziskdme slozenim kmitu? A jaké vyuzit{
ma sprazeni’

1. TYPY LINEARNI{CH OSCILATORU

Za mechanicky oscildtor budeme povazovat hmotny bod o hmotnosti m, ktery je
pfipevnén na pruziné o tuhosti k (viz obrézek . Vychylenim hmotného bodu
z rovnovazného stavu na néj zacne pusobit sila dand Hookovym zdkonem

Fl = 7ky,

kde y je poloha hmotného bodu, kterd je ¢asové proménnd. Pouzitim druhého
Newtonova zakona dostavame homogenni linearni obycejnou diferencidlni rovnici

. | k
y—i—wgy:O, wo =4/ —.
m

Konstantu wy nazyvame thlova frekvence. VyfeSsenim rovnice dostdvame reseni
v kvadraturnim tvaru

y(t) = Cy cos(wot) + Cy sin(wot),

kde Cy,Cs € R jsou konstanty dané pocatecnimi podminkami. Volbou konstant
ve tvaru C; = Asin(yp), Cy = Acos(p) muzeme rovnici piepsat do amplitu-
dového tvaru

y(t) = Asin(wot +¢), A>0, —-w<e<m.

Oba vztahy popisuji vlastni netlumené kmitén{ (viz obrzizek a soustavu konajici
tento pohyb nazyvame harmonicky oscilator.

2010 MSC. Primarni 70Jxx; Sekundédrni 34A30.

Kli¢ovd slova. Mechanicky oscildtor, linedrni kmity, skldadéni oscildtoru, spfazeni oscilatoru,
synchronizace.

1Clanek vznikl na zdkladé bakalaiské préce autora v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Jan Cermék z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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by

Obrazek 1. Schéma netlumeného modelu. Obrazek 2. Graf netlumenych kmitu.

Dale do modelu zahrneme tieci silu
Fy = —ly,

kterd je zavisla na aktudlni rychlosti hmotného bodu. Kladnou konstantu [ > 0
nazyvame soucinitel tfeni a vyjadfuje charakter styku hmotného bodu s okolim
nebo také muze byt ddna pfidanim vazby hmotného bodu s nehybnou ¢ésti sou-
stavy. Pohybova rovnice mé nyni tvar

[k !
G426y +wiy=0, wo=14/—, b=-——.
m 2m

Tvar feSeni se bude liit v zavislosti na vztazich mezi konstantami wgy a b. Pokud
b > wy, obdrzime
y(t) = OleAlt + 026A2t, C,Cy € R,

kde A1, Az jsou fesenf rovnice A% +2bA+wé = 0. Tento pifpad nazyvdme nadkritické
tlumeni (viz obrizek . Dale pokud b = wq, feSeni pohybové rovnice bude mit
tvar

y(t) = e PH(C1t 4+ Cy), C1,Cy € R.

Nyni se jednd o kritické tlumeni. V obou piipadech kvuli pfilis velkému tlumeni
v porovnani s thlovou frekvenci nedojde ke kmitédni, hmotny bod se neustale blizi
rovnovazné poloze, které viak dosdhne teoreticky (limitné) v nekoneénu. Posledni
pripad dostaneme v situaci, kdy b < wq. Zde je feSenim funkce

y(t) = eibt(01 coswit + Cq sinwlt), w1 = \/wg — b2, 01, Cy € R,

kterou muzeme vhodnou volbou konstant C, Cs pfepsat do tvaru
y(t) = Ce sin(wit + ), C>0, —7<p<m.

Pii tomto druhu tlumeni, které nazyvame podkritické tlumeni, jiz ke kmitan{
dochézi. Amplituda je zde vSak ¢asové proménnd a s rostoucim casem klesa. Rov-
novazné polohy dosdhne hmotny bod opét teoreticky v nekoneénu (viz obrézek .
Do modelu nyni zavedeme novou silu, kterd bude ¢asové proménna, periodicka,
ale nezavisld na stavu hmotného bodu. Nazveme ji budici silou a bude mit tvar

F5(t) = Psin(wt),

kde P je amplituda budici sily a w jeji ihlova frekvence. Pokud budici silu pfidame
do netlumeného systému, obdrzime rovnici

.9 P k
J+ wiy = —sin(wt), wo=1/—
m m
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Obrazek 3. Nadkritické tlumeni. Obrazek 4. Podkritické tlumeni.

(viz obrézek . Reseni odpovidajici homogenni rovnice bude stejné jako v modelu
bez budici sily. Nové vsak budeme hledat i partikularni feseni nehomogenni rov-
nice, které bude ruzné pro ruzné hodnoty wy a w. Pokud wy # w, vysledné feseni
pohybové rovnice ma tvar

y(t) = C'sin(wot + ) + sin(wt),

m(wg — w?)
coz je slozeni dvou kmitu o ruznych uhlovych frekvencich. Pro piipad wy = w je
vSak situace daleko zajimavéjsi. ReSeni pohybové rovnice mé totiz tvar

y(t) = Csin(wt + ¢) — % t cos(wt)

a vyplyva z ného, ze vyslednd amplituda s ¢asem roste (viz obrdzek @ Tomuto
chovani fikdme rezonance. Ta je Casto studovana pii modelovani redlnych procestu
pro své pozitivni vyuziti i negativni nésledky.

soes

g Kﬁﬂﬂﬂﬂm |
ro

Obrazek 5. Priklad buzeného oscildtoru. Obréazek 6. Grafické znizornéni rezonance.

Budicf silu je mozné zahrnout i do tlumeného oscildtoru. Reseni je tfeba opét
rozdélit na varianty podle velikosti konstant wg a b, partikularni ¢ést feseni bude
vSak pro v8echny pfipady stejna. Vysledny kmit je slozenim dvou rovnobéznych
kmit obecné o riznych dhlovych frekvencich.

2. SKLADANI KMITU

Sklddani kmitu je jedna ze zdkladnich operaci, kterou je mozné modelovat pfi roz-
boru linedrnich oscildtori. Systém si muzeme predstavit jako hmotny bod o hmot-
nosti m pfipevnény na obecné n pruzinich o danych tuhostech, které obecné
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kmitaji s jinou amplitudou, dhlovou frekvenci a pocateéni vychylkou. Rovnici
vysledného pohybu sestavime pouzitim principu superpozice. Pro dobré znazornéni
a zjednoduseni feSeni budeme v této kapitole uvazovat, ze jednotlivé kmity sou-
stavy jsou netlumené.

Nejjednodussi model jsou rovnobézné izochronni kmity, jednotlivé kmity se tedy
pohybuji ve stejné ose a maji stejné thlové frekvence. Rovnice pro samostatné
pohyby maji tvar

y1(t) = Ap sin(wt + ¢1),
y2(t) = Az sin(wt + p2).

Resen{ lze nalézt analyticky nebo pomoci komplexni reprezentace. Obé metody
jsou vice popsdny v [I]. V obou piipadech dostavédme

y(t) = Asin(wt + @),

kde vysledna amplituda A m4 tvar

A= \/A% + 241 Ay cos(ip2 — 1) + A3
a pro fazi ¢ plat{

Aj cos 1 + Ag cos o . Aj sin gy + Ag sin o
CoS ((p) = A ) Si (90) = A *

Blize rozebereme dva specidlni piipady tohoto druhu sklddéani kmitta. Pokud ¢o —
w1 = 2km, kde k € Z, pak vyslednd amplituda bude dana pouhym souctem jed-
notlivych amplitud, tedy A = Ay 4+ As. Tuto situaci nazyvdme kmity ve fdzi (viz
obrazek [7)). Pokud vsak plati, ze p3 — 1 = (2k+1)m, kde k € Z, je vyslednd ampli-
tuda rovna absolutni hodnoté rozdilu jednotlivych amplitud, tedy A = |A; — Aa|.
Zde mluvime o kmitech v protifdzi (viz obrdzek .

b

Obrazek 7. Skladini kmiti ve f4zi. Obrazek 8. Skladani kmitu v protifizi.

V situaci anizochronnich kmit, tedy kdyz si dhlové frekvence nejsou rovny,
vysledny pohyb neni obecné harmonicky ani periodicky. I zde vSak mohou nastat
piipady, které stoji za pozornost. Prvni takovy pfipad nastane, kdyz jsou uhlové
frekvence skladanych kmitu soudélné, ¢ili

w1 ni1

=—, ni,ng €N.
w2 n2
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Obrazek 9. Skladani anizochronnich kmita o ruznych soudélnych frekvencich.

Jedna se o pfipad anizochronnich kmiti, kdy je vysledny pohyb periodicky, neni
vSak jiz harmonicky. Tento fakt je ziejmy z obrdzku [0}

Dalsi, avsak neméné zajimavy pfipad nastane pro soustavu s blizkymi tihlovymi
frekvencemi. Uhlové frekvence sklddanych kmitu zapiSeme ve tvaru

wi=w+Q, wy=w-—1Q,

kde w > Q jsou vhodné konstanty. Pfedpoklddejme nyni, ze A = A; = As.
Vysledny pohyb lze popsat vyrazem

y(t) = A(t)sin <wt s orten ) |

kde ¢len A(t) vyjadfuje ¢asové proménnou pomalu se ménici amplitudu. Pro tu
Ize odvodit vztah

A(t) = 2Acos (Qt + 5 SOQ) .

Tento druh kmitu je harmonicky i periodicky a byva oznacovan jako zaznéje.
Dochéazi k nému napiiklad pfi ladéni hudebnich nastroju a pouziva se k métreni
dhlovych frekvenci. Grafické zndzornéni kmitu (viz obrdzek je znamé diky
anglické kapele Arctic Monkeys, ktera tento vyjev pouzila na obal své desky AM.

Systém je mozné slozit i z kmit1, které se nepohybuji v jedné ose. Zde je jiz vSak
pohyb daleko slozitéjsi a vyslednou rovnici lze upravit do jednodussiho tvaru jen
ve specialnich ptipadech. Rozebereme zde piipad, kdy jsou skladané kmity na sebe
kolmé, konkrétné jeden pusobi ve sméru osy x a druhy ve sméru osy y. Obecné

tedy
x(t) = Asin(wit + 1), y(t) = Bsin(wat + @2).
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Obrazek 10. Kmity dvou synchronizovanych oscilatoru

Uvazujme opét izochronni kmity (tj. w; = wsy). Eliminaci nezdvisle proménné ¢

a dalsi dpravou rovnic ziskdme

kde Ap = p2 — @1 Obdrzeh jsme rovnici elipsy se stfedem v pocatku soustavy
= )

soutadnic. Na obrazku 1] jsou vykresleny kiivky pro hodnoty Ap = 2kn, k € Z
kH) (kfivka ¢). Pfi libovolné volbé Ap

(kiivka a), Ap = 7 (kiivka b) a Ap =
kiivka neopusti obdelmk o rozmeérech 2A >< 2B.

1y

c ~

N

Obrazek 11. Priklady kolmych izochronnich kmita.

Pii vétsiné anizochronnich kolmych kmiti je pohyb neperiodicky. V takovém
ptipadé neni kiivka vykresleni pohybu uzaviend, postupem ¢asu zaplni cely obdél-
nik o rozmérech 2A x 2B. Kfivka je v8ak uzaviend, pokud jsou uhlové frekvence
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soudélné. V tomto piipadé bude i celkovy pohyb periodicky. Tyto kiivky nazyvame
Lissajousovy kiivky.

3. SPRAZENE OSCILATORY

V této sekci budeme vychazet z pohybové rovnice tlumeného oscilatoru. V modelu
vSak bude zarazeno vice oscilatori, které se navzdjem ovliviiuji. Pohybova rovnice

i-tého oscilatoru ma obecné tvar
n

midji + g + kivi + Y _(@indie + birlie + ciryr) + > (irdii + Birth + Yiryi) = 0,

r=1 r=1

r#i r#
kde koeficienty a;j, b;j, ci; znaci, jak je oscildtor ¢ ovlivnén oscilatorem j, a koe-
ficienty a;j;, Bij, vi; zndzoriuji, jak oscildtor ¢ ovliviiuje oscildtor j. Jednotlivé
koeficienty nejsou na sobé zcela nezavislé. Odvozeni této zavislosti vyplyvajici z
kinetické energie, potencidlni energie a disipac¢ni funkce lze nalézt v [3]. Pro dalsi

odvozeni a Upravu rovnic budeme fesit soustavu dvou sprazenych oscilatoru, kde
oba budou netlumené, tedy [; = 0 (viz obrézek .

MWW

Obrazek 12. Schéma dvou sprazenych oscilatoru.

P1i spiazeni vychylkou dvou systému dostdvame soustavu dvou diferencidlnich
rovnic
majr + (k1 + c11)yr + ci2y2 = 0,
mafjo + (k2 4 c22)y2 + c12y1 = 0.
Eliminaci g5 soustavu pirevedeme na diferencidlni rovnici ¢tvrtého fadu proménné
y1. Eliminace i nasledné vyfeseni diferencialni rovnice je ponékud zdlouhavé, cely
proces vSak spociva v patficném pouziti védomosti nabytich v kurzech matema-
tické analyzy. Pro zdjemce je mozné si jej prostudovat v [2]. Zjistime, ze dhlové
frekvence vyskytujici se v obecném feseni soustavy jsou tvaru

o ma(ky + c11) +my (kg + c22) £ VD
1,2 2m1m2 ’

(3.1)

kde
D = [ma(ky + c11) — ma(ka + 22)] + 4mymacly.
Nyni ptedpokladejme, ze plati

k C11
mi=mo=m, ki=ky=k ciu=cia=ca, wo=4/—, Ws=4/—.
m m

Uhlové frekvence w1,2 pak budou tvaru

wp = /Wi +2w2,  ws = wp.



52 D. LOVAS

S témito predpoklady lze systém (3.1f) prepsat do tvaru

i1 4 (Wi + Wy + Wy =0,
(o 2) (3.2)
i + (Wi + wdyz + wiyy = 0.

Obecné teseni této soustavy lze najit pomoci vhodné zvolené substituce a nasled-
nym fesenim dvou nezavislych diferencidlnich rovnic (viz [2]).

Uvazujme nyni pocatecni tlohu pro soustavu a diskutujme tii mozné situ-
ace. Pokud na poc¢atku vychylime jeden hmotny bod o 2Y}, druhy nechdme s nulo-
vou pocatecni vychylkou a oba uvolnime s nulovou poc¢ateéni rychlosti, dostavame
pocatetni podminky ve tvaru

yi(0) = 2Yo, §:1(0) =0, 32(0) =0, #(0)=0. (3.3)
Reseni pocatecni tlohy , je tvaru
y1(t) = Yo cos(wrt) + Yy cos(wat),
y2(t) = Yy cos(wit) — Yy cos(wat),

coz je slozeni dvou anizochronnich kmiti. Pokud nebude dochazet ke tfeni, bude
mit soustava konstantni celkovou energii, kterd se bude ,prelévat® z kmitu jedné
soustavy na druhou, viz obrdzek [I3]

by

‘Illa ll“l'lln lll'll“.n' l‘llll'lar l‘l‘l“lx
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Obrazek 13. Kmity spfazenych soustav pfi vychyleni jednoho hmotného bodu na pocéatku.

Ve druhé situaci vychylime oba hmotné body na pocatku o Yy stejnym smérem
a uvolnime je s nulovou rychlosti. Ziskame tak pocateéni podminky
Y1 (0) = Y07 Ql (0) = 07 92(0) = _i/Oa y2(0) = Oa
pii kterych ma soustava (3.2)) feseni
y1(t) = Yo cos(wat),
ya(t) = —Yo cos(wat).
Obé soustavy kmitaji stejnym smérem vzhledem k soufadné soustavé celého systé-
mu, se stejnou fazi i velikosti amplitudy. Kmity jsou nezavislé na pruziné spojujici
hmotné body. Béhem pohybu nedojde ke stlaceni nebo natazeni pruziny. Tento
pohyb nazyvame jako prvni zdkladni kmit (viz obrdzek .
Nakonec vychylme oba hmotné body na pocatku o Yy opatnym smérem a opét
je uvolnéme s nulovou pocateéni rychlosti. Nyni mame pocateéni podminky

y1(0) = Yo, 91(0) =0, w2(0) =Yy, 2(0)=0
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a odpovidajici FesSeni je tvaru

y1(t) = Yo cos(wrt),
y2(t) = Yo cos(wit).

Obé soustavy kmitaji se stejnou fazi i amplitudou, ale kmity jsou po celou dobu
svého pohybu v protifazi, tedy oba hmotné body vzdy mii{ opatnym smérem
vzhledem k soufadné soustavé celého systému. Tento pohyb nazyvame jako druhy
zékladn{ kmit (viz obrézek [15)).

AAAAAAA DA,
IR

AANANANA TAANAAAANAL
VUVVVVVVVL VVVVYTVYTY

Obrazek 14. Prvni zdkladni kmit. Obrazek 15. Druhy zdkladni kmit.

-

Poznamenejme jesté, ze podobny algoritmus fesen{ byl pouzit v [2] i pfi sprazeni
druhou derivaci vychylky. Soustava diferencidlnich rovnic byla tvaru

(mi1 + a11)i + kiyr + a12f2 = 0,
(ma + a22)i2 + kayo + a129h1 = 0.

Opét je mozné eliminaci ys vyjadiit thlové frekvence objevujici se v obecném
feSeni soustavy, dale zavést urcité zjednoduseni a soustavu prevést na tvar, pro
ktery je mozné uvazovat stejné t¥i pripady jako pfi spirazeni vychylkou.

Pro sprazeni dvou oscilatora prvni derivaci vychylky dostaneme diferencialni
rovnice jednotlivych oscilatora ve tvaru

mig1 + k1yr + (diz + e12)g2 = 0,
madia + kaya + (di2 — e12)91 = 0.

Eliminaci ¢lenu y, ziskdme opét obycejnou diferencialni rovnici ¢tvrtého fadu.
Nebudeme zde podrobné rozepisovat postup feSeni, podivame se radéji na jednu
z aplikaci sptazeni prvni derivaci vychylky, kterou je synchronizace.

Pro synchronizaci zavedeme do diferencialni rovnice kazdého synchronizovaného
kmitu kontroln{ vstup u;, ktery v systému n oscildtorn uvazujeme podle [4] ve tvaru

wi ==Y bik(i — ),
k=1
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kde ¢len b;; charakterizuje miru vzdjemného ovlivnéni systému ¢ a j. Soustava
dvou oscildtori, které budeme chtit synchronizovat, mé tvar

mi1 + ky1 +b(91 — J2) = 0,

miz + kyz + b(g2 — 91) = 0,
odkud dostaneme

i1+ w?ys + K (1 — 1) =0,

ii2 +w?y2 — K (i1 — ) = 0,

k b
w=4/—, K=—.
m m
Cilem je nalézt konstantu K, aby byla splnéna podminka synchronizace

flggo ly1(t) — y2(t)| = 0, flggo |91 (t) — 92(t)| = 0.

kde

Reseni tlohy lze provést se¢tenim a odeGtenim rovnic, zavedenim vhodné substi-
tuce a vyfesenim dvou nezavislych diferencidlnich rovnic. Jelikoz jedna ze ziskanych
rovnic mé tvar srovnatelny s pohybovou rovnici tlumeného oscilatoru, je tieba
opét uvazovat tfi moznosti fesSeni, které zavisi na porovnani konstant K a w. Po
vyjadieni homogenni i partikularni ¢dsti feSeni ziskame

() = % [Al cos(wt) + Ag sin(wt) + e K? (Cl cos(VDt) + Cs sin(\/ﬁt))} ,
ya(t) = % [Ay cos(et) + Ay sin(wt) — = (Cy cos(VDE) + Cosin(VD1)) |
je-li w > | K|,
() = % [Ay cos(wt) + Apsin(wt) + KN (Cut + Co)] |
ya(t) = % [A; cos(wt) + Az sin(wt) — e KOt + Cs)]
jeliw=|K|, a
yi(t) = % [Al cos(wt) + Ag sin(wt) + Cre(~EK-VD)t 4 cge(fmﬁ)t} :

y2(t) = % [Al cos(wt) + Ag sin(wt) — Cre=E=VD)t _ C’Qe(’K*‘@)t} ,

je-li w < | K|, kde

D = |K? - w?|
a konstanty Ay, As, Cq, Cs jsou ddny pocdteénimi podminkami. Neni tézké ovérit,
ze podminka synchronizace bude splnéna, pokud K > 0, a tedy b > 0. Za tohoto
predpokladu plati

t—o0

1
lim (yk(t) —5 [A1 cos(wt) + A sin(wt)]) =0 prok=1,2

Na obrazku [16] je zndzornéna synchronizace pro piipad w > K > 0.
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Obrazek 16. Synchronizace dvou kmita.

4. ZAVER

Linedrni oscildtory jsou jednim z mnoha systému, v jejichz matematickych mo-
delech se objevuji obyé¢ejné diferencialni rovnice. Diskutovali jsme ruzné modely
obsahujici linedarni obyc¢ejné diferencidlni rovnice 2. fadu a jejich soustavy, k jejichz
feSeni vzdy stacily znalosti nabyté v kurzech matematické analyzy. Pti skladani
rovnobéznych kmitu lze vysledny pohyb lehce vyjadiit v izochronnim ptipadu.
Zde jsme demonstrovali situaci kmitu ve fazi a v protifazi. Pfi anizochronnich
kmitech je model naro¢néjsi a celkovy pohyb je periodicky nebo harmonicky jen
ve specialnich ptipadech. Podobné je tomu i pii sklddani kolmych kmitu. Sprazeni
jsme predvedli pro tii zdkladni druhy a ukézali jejich vyuziti nebo rozdily feseni
zavislé na pocateénich podminkach.
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STABILITA A RIZENI DYNAMICKYCH SYSTEMU
POUZITYCH PRI MODELOVANI POHYBU LETADLA

JIRI NOVAK

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek seznamuje ¢tenére se zaklady dynamiky letu a fizeni tak,
jak byly popsdny v bakaldfské préci autora. Malokteré moderni letadlo (nebo jiny
stroj pohybujici se ve vzduchu) se spoléhd pouze na vlastn{ (konstrukéni) sta-
bilitu draku. Ve skutec¢nosti je pohyb ,zastabilizovavan® prostrednictvim zpétné-
vazebniho F{zeni, kdy dynamicky systém (modelujici napt. pozici a orientaci letadla
v Case) reaguje na stavové veli¢iny (tim je dynamicky upravovén fidici signél). Cilem
¢lanku je seznamit ¢tendre se zaklady matematického modelovani pohybu letadla,
moznostech FeSeni ziskanych rovnic a prostredcich teorie fizen{ pfi posilovani stabi-
lity letu.

1. Uvob

Moderni letadla se v soucasné dobé spoléhaji na mnoho systému, které zvysuji
bezpectnost a pohodli pilotu i cestujicich. Mezi tyto systémy patii i posilovace stabi-
lity, které umoznuji rychlejsi navrat letadla do ustaleného stavu pii jeho vychyleni
pomoci fidicich prvka. Abychom mohli problematiku hloubgji pochopit, je predné
tfeba odvodit matematicky model pohybu letadla (letadlo zde uvazujeme jako
téleso pohybujici se ve vzduchu, tj. pracujeme se Sesti stupni volnosti). V tvahdch
o Tizeni pohybu letadla vychdzime ze specidlnich letovych moédu, jakym je napf.
ustaleny primocary let. Protoze nas obvykle zajimaji pouze ,malé“ odchylky od
téchto letovych médu (vlivem zdsahu do Fizenf nebo turbulenci), bude kladen duraz
na linearizovany model, ktery je obvykle dostacujici. Do jaké miry se nelinedrni
a linearizovany model lisi, je v ¢lanku ukazano v kapitole Posileni stability
je potom dosazeno zpétnovazebnim tizenim, aby bylo dosazeno lepsich letovych
vlastnosti.

2. POHYBOVE A KINEMATICKE ROVNICE A JEJICH ODVOZENT{

Pii vytvéareni zakladniho matematického modelu letadla nejprve uvazujme, ze se
letadlo pohybuje v inercidlnim kartézském souradném systému spojeném se Zemi.

2010 MSC. Primarni 34Hxx.

Kli¢ovd slova. Dynamika letu, pohybové rovnice, dynamické systémy, posileni stability,
linearizace.

Vedoucim bakaldfské prace autora byl Ludék Nechvatal z Ustavu matematiky FSI VUT
v Brné.
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Obecné m4 letadlo 6 stupnu volnosti, které popiseme postupné silovymi a momen-
tovymi rovnicemi. Pt¥i odvozeni pohybovych rovnic budeme vychazet z 2. Newto-
nova zakona, ktery iikd, Ze sila pusobici na téleso je rovna ¢asové derivaci jeho

hybnosti
dP
F=—.
dt
Po nékolika dpravach a rozepsani této vektorové rovnice do slozek ziskame tti silové
rovnice. Druhou trojici rovnic dostaneme, rozepiSeme-li do slozek momentovou

rovnici

P
Fxr=—
Xr dtxr7

soufadného systému spojeného s letadlem a nékolika dalsich dpravach ziskdme
soustavu Sesti rovnic ve tvaru

m(U - VR+WQ) =X,

m(V+UR—WP) =Y,

m(W —UQ+VP) = Z,

LipP = I.R = 1,.PQ + (I.. — I,,)RQ = L
IyQ + (Iey — L.)PR+ I,.(P* — R?) = M,
L.R—1.P+ (Iyy — Ip2)PQ + I..QR = N.

kde U, V, W jsou rychlosti ve smérech soufadnicového systému letadla (mysleno
rychlosti letadla kolem téchto os a X, Y, Z a L, M, N jsou slozky vyslednych
sil a moment pusobicich na letadlo. Symbol m znaéi hmotnost letadla a symboly
Iz, I,.,... momenty setrva¢nosti. V tomto tvaru jesté nelze rovnice fesit, nemame
vyjadieny sily a momenty na pravé strané soustavy . Je také treba promitnout
gravitacni silu do os spojenych s letadlem. Prehledné je znaceni zndzornéno na
obrazku [l

Obrézek 1. Piehled symboliky.
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Protoze nejsou souradné osy letadla obecné rovnobézné se soufadnym systémem
spojenym se Zemi, je potfeba vztah mezi soufadnymi systémy matematicky po-
psat, abychom byli schopni urcit orientaci letadla v prostoru. Postupnym ota¢enim
jednoho soufadného systému kolem jednotlivych os jsme schopni dostat jakykoliv
jiny pootoceny systém. Uhliim, o které osy postupné otacime, se ik Eulerovy uhly
a ozna¢uji se v dynamice letu jako 1) — precesnf dhel (heading angle), 6 — nutacn{
uhel (elevation angle) a ¢ — rotacni thel (bank angle). Pii znalosti téchto ihlu
budeme schopni transformovat souradnice vektoru z jednoho systému do druhého.
V dynamice letu vsak rychle narazime na problém, protoze letadlo svoji orientaci
muze v Case ménit, tedy Eulerovy uhly, které davaji systémy do vztahu se také
budou v ¢ase ménit. Proto se pii modelovani pohybu letadla objevuji tzv. kine-
matické rovnice. Zména natoceni letadla zavisi na hodnotach thlovych rychlosti,
pricemz lze odvodit, ze plati

iP+jQ+kR=14+6+¢
(i, j, k znaéf vektory standardn{ ortonorméalni baze v R?). Po dalsfm odvozenf lze
urcit jednotlivé slozky P, @), R ve tvaru

P =¢—sinb,
Q = ¢ singcosf + 0 cos ¢, (2)
R:'z/.)cosﬂcos¢>79'sin¢.

Dalsim dulezitym krokem je vyjddieni sil a momentu na pravé strané soustavy
(1)), coz je mezioborovy problém, ktery sahd zejména do aerodynamiky. Obecné se
tyto sily a momenty skladaji z nékolika slozek, napft. silovou slozku X lze psat ve
tvaru
X=X+ X, +X: + X..

Jednotlivé indexy naznacuji, ze je zde zahrnut vliv gravitace, aerodynamiky, tahu
motoru a Fidicich ¢lenu letadla. Silové i momentové ¢leny zavisi komplexné na
mnoha mnoha faktorech, prevldada vsak vliv jednotlivych stavovych proménnych
(rychlosti, dhlovych rychlosti). Myslenkou pak je vyjadfit kazdou silovou nebo
momentovou slozku piiblizné pomoci Taylorova polynomu 1. stupné v néjakém
ustdleném stavu (trim condition), tj. provedeme linearizaci. Konstanty vystupujic{
polynomech zaviseji na konstrukei letadla a iika se jim stabilitni derivace. V lite-

o

ratufe je najdeme pod oznacenim napft. % = Xy
3. LINEARIZACE A RESENT sysTEmu (T)),([2)

Pro dalsi praci soustavu , prepiseme do vektorového tvaru

% = £(x,u),
kde u je vektor fidicich ¢lenti a x = [U,V, W, P,Q, R, 0, ¢, 9] jsou stavové promén-
né. Dostavame tedy soustavu deviti nelinearnich diferencidlnich rovnic, kterou je
mozné pfi danych pocatecnich podminkéach fesit vhodnou numerickou metodou.

Mezi castd zjednodusSeni patii linearizace pomoci tzv. Jacobiho matice. Véta o
linearizaci pak fika, ze chovani ziskaného linearniho systému v okoli po¢atku dobte
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aproximuje chovani puvodniho systému v okoli uvazovaného rovnovazného stavu.
Uved'me definici rovnovazného stavu.

Definice 3.1 (rovnovézny stav). Vektor X € R™ nazyvdme rovnovéznym sta-
vem soustavy x = f(x,u) pfi vstupu u = 4, jestlize plati f(X,a) = 0.

Systém linearizovanych rovnic tvoii soustavu linearnich diferencidlnich rovnic.
Protoze vsak mnoho aerodynamickych stabilitnich i fidicich derivaci je pro malé
odchylky zanedbatelné malych, je mozné pohyb rozlozit na podélny a pti¢ny. Na

Obrazek 2. Separace na piicny a podélny pohyb.

obrézku [2] muzeme vidét podélnou i pfiénou rovinu spolu s Fdicimi ¢leny, které
maji vyznamny vliv na pohyb v téchto rovinach. Ziskame tak soustavy tvaru
x(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t) + Du(t)

s pocdtecni podminkou x(0) = xg. Pocdtecni tlohu pro tyto separované systémy
muzeme fesit napiiklad metodou stavového prostoru, kterd vyuziva Laplaceovy
transformace a je mozné pak takového tvaru vyuzit v teorii fizeni.

V préci [2] byla studovéna odezva systému na vstup typu ,ndbéznd hrana
s navratem“ a ,skok“ (viz obrdzek . Nelinearni model byl na rozdil od li-
nerizovaného feSen Adamsovou vicekrokovou metodou. Pro letadlo McDonnell
F—4C Phantom bylo nalezeno feSeni vSech pohybovych proménnych. Data byla
prevzata z knihy [I]. Ukazme srovnéni odezvy pohybové proménné u linedrniho
modelu s feSenim nelinedrni soustavy pii zvySovani vychylky vyskovky na vstupu.
Na obrézku [ 1ze vidét, jak rychle se od sebe feseni vzdaluji pii dvou ruznych
vychylkdch vyskovky. Abychom lépe vidéli rozdil v feSeni, vykreslime graf odchy-
lek fesenf linearizovaného a nelinedrniho modelu pro ruzné vstupy na vyskovce (viz
obrazek . Je ztetelné, ze pro zvysujici se vstup na vyskovce se feSeni linearizo-
vaného modelu vzdaluje od feSeni modelu nelinearniho.

3)
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Obrazek 4. Porovnani odezvy.

4. STABILITA A RIZENT

P1i feseni pohybovych rovnic pro malé odchylky ziskdme pohybové odezvy le-
tadla na vstup, pfi simulaci nejéastéji vychylkou vyskovky nebo jinych fidicich
¢lent. Tyto odezvy maji obvykle kmitavy charakter podobny modelu tlumeného
oscilatoru. Pro lepsi letové vlastnosti je tfeba navrhnout tlumic, ktery zmensi
maximalni amplitudu pfekmitu nebo zkrati dobu ustéleni. Vychozim bodem pro

navrh tlumice a posouzeni stability bude matice pfenosovych funkei systému ve
formeé

1
G(s) = ——N(s),
()= 5V
kde A(s) = det(A — sI) je charakteristicky polynonﬂ spolecny vSem prenosovym
funkeim a IN(s) je matice typu n X m. Pojem stabilita si muZzeme pfedstavit jako
schopnost letadla se po vychyleni z ustaleného stavu po konetném c¢ase opét vratit

B je jednotkova matice fadu n
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Obrazek 5. Srovnéni linearniho a nelinedrniho modelu.

do ustdleného stavu. Pfi feSeni stability fizené soustavy (v piipadé pohybovych
rovnic mluvime o fidicich ¢lenech) se muzeme omezit na stanoveni stability nu-
lového feSeni pouze nefizené soustavy . K tomu lze vyuzit znalost znamének
redlnych Casti vlastnich ¢isel matice A linearni soustavy x = Ax. Neni tieba
vlastni ¢isla pocitat primo, sta¢i ovérit, ze jsou vSechny redlné ¢asti kotenu cha-
rakteristického polynomu matice A zaporné. To lze ovérit naptiklad Routhovym-
Hurwitzovym kritériem. P#i vychyleni se letoun vraci do ustaleného stavu jistym
zpusobem, ¢asto kmitavym. Charakteristicky polynom je ¢tvrtého fadu a obvykle
mé dva komplexné sdruzené koteny, které odpovidaji dvojici kmitavych pohybu.
Rychlé kmity oznacované jako ,short period®“ jsou velmi dobfe tlumeny s periodou
jen nékolik vterin. Letadla jsou jiz navrhovana tak, aby tato slozka neméla zasadni
vliv na stabilitu letadla. Druhou slozkou jsou tzv. fygoiddln{ kmity (anglicky phu-
goid). Je to obvykle mdlo tlumend slozka s mensi frekvenci, ale s vy3si amplitudou,
coz ma za nasledek zmény v rychlosti a vysce.

Sestavme nyni jednoduchou fidici smycku, ve které budeme sledovat thel 6 a
pomoci proporcionalniho tlumiciho koeficientu Ky jej vracet na vstup. Cilem bude
rychleji tlumit ,,phugoid“ a zmensit amplitudu. Vstup ve formé pohybu vyskovky
v case bude tedy vyjadien jako d.(t) = &5, (t) — Kp0(t), kde &5, znaci pozadovanou
vychylku vyskovky a d. skuteénou vychylku vyskovky. Pii volbé tlumiciho koefici-
entu je dobré védeét, ze mé za nasledek zménu charakteristického polynomu a tedy
i zménu polohy kofenu v komplexni roviné. Aby bylo jednodussi urcit vhodny
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tlumici koeficient, vykreslime zmény kofenu postupné do komplexni roviny pro
ruzné koeficienty. Rychlejsi tlumeni bude zpusobeno posunem kofenu vice doleva
(vetsi zdpornd slozka) a mensi kmity budou zpusobeny piiblizenim komplexné
sdruzenych kofenu k redlné ose. Po zvoleni vhodného koeficientu tlumeni muzeme
soustavu opét TeSit a zjistit, jestli se dynamické vlastnosti letadla zlepsily. Na
obrézku [f] muzeme pozorovat, jak vyrazné se podafilo ,phugoid® utlumit.
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0.00 4+ /\/\/\/\A.—.._.______

—0.01 1 |'
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Obrazek 6. Tlumeni oscilaci.

5. ZAVER

V clanku byly popsany zéklady problematiky dynamiky letu a fizeni. Piestoze ne-
bylo mozné zajit piilis do hloubky, ¢tenaf by mohl ocenit zejména popis a postup,
jak se k problematice pfistupuje a jakého aparatu se uziva. Muzeme si povS§imnout
presnosti feseni linedrniho modelu pro malé odchylky od rovnovézného stavu.
Nabizi se otazka, jakym zpusobem takovy stav nalezneme. V bakaldrské préci
[2] je pro zdjemce vysvétleny i tento problém spolu s popisem letovych rezimu
ustaleného letu.
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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ OLYMPIADY

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

ABSTRAKT. V ¢lanku su rieSené tri vybrané priklady suvisiace s Internetovou ma-
tematickou olympiddou pre Studentov strednych $kol. V prvej Casti je rozobraty
geometricky priklad o tetivovych stvoruholnikoch. Druh4 éast sa zaoberd dvoma
verziami prikladu na vypocet pravdepodobnosti a v postupe ich rieSenia sa pocitaju
limity. V tretej casti st uvedené rozne verzie geometrického prikladu na vypocet
dizok, je rozobrata verzia s nepresnymi vstupnymi tdajmi.

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kazdoro¢ne organizuje Internetovi ma-
tematicki olympiddu pre studentov strednych §kol CR a SR. V roku 2018 prebehol
uz jej jedendsty ro¢nik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa nemalou mierou
podielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi a oboru Aplikovand matema-
tika. Na strankach http://matholymp.fme.vutbr.cz je mozné nijst zadania aj
rieSenia prikladov zo vSetkych ro¢nikov.

Tento prispevok je druhy v poradi na tito tému. V minulom roku som sa mala
moznost podielat na organizicii tejto sitaze a videla som, ako postupne vznikaji
niektoré priklady od prvého népadu az po findlnu verziu. Casto je nutné pévodné
verzie zadania zjednodusit, prisposobit trovni stredoskoldkov a tiez zohladnit
casovy priestor, ktoré maju rieSitelia na vypracovanie rieSeni, aj cas, ktory za-
berie opravovanie tychto rieseni.

V tomto prispevku som sa rozhodla ukdzat niektoré z tych prikladov, ktoré
neboli na olympidde pouzité, alebo boli pouzité v inej verzii. Rovnako ako v pred-
chadzajicom prispevku, aj teraz budem riesenia prikladov popisovat z médjho
pohladu, obéas aj s odbockami, ktoré sivisia s tym, ako som na rieSenie postupne
prichddzala a aj s réznymi dvahami, ¢o ma k tomu este napadli.

1. PRIKLAD S DUHOU

Priklad s dihou, ktory bol nachystany na pouzitie minuly rok, zatial nebudem
zverejiovat. Je pekny a mozZe sa eSte v nejakej forme objavit v niektorom z d'alsich
roénikov. Zatial' k tomu nedoglo, lebo sa ukazalo, Ze v zadani je navyse schovand
este jedna dokazova tloha, ktorej rieSenie uz by vydalo na samostatny priklad.
A prive tymto prikladom sa teraz budeme zaoberat. Zadanie by mohlo vyzerat
napriklad nasledovne.

2010 MSC. Priméarni 00A09; Sekundarni 00A35.
Klicovd slova. Matematickd olympiada.
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Priklad 1. Dokdzte, Ze pokial existuje stvoruholnik s dizkami strdn a, b, c, d,
tak je mozné zostrojfit aj tetivovy stvoruholnik s dizkami strdn a, b, c, d.

Zaénem tym, Ze zhrniem, o viem o tetivovych §tvoruholnikov: podla definicie
ich vrcholy lezia na kruznici. Dalej sa vie, ze tvruholnik je tetivovy préve vtedy,
ked sticet jeho protilahlych uhlov je rovny 180°.

Ukézat, Ze $tvoruholnik s danymi vlastnostami existuje, je mozné tak, ze ho
nejako zostrojim - teda vymyslim nejaky postup a ukdzem, Ze bude fungovat. To
ale len tak nevymyslim. Pojdem na to odzadu. Nakreslim si nejaky, pokial mozno
¢o najobycajnejsi tetivovy Stvoruholnik (to znamend nie obdiinik, kosostvorec,
lichobeznik, ...) a ozna¢im dIZky jeho stran a uhly. Napriklad ako na obrazku
Potom skusam prikreslovat do obrazku rézne pomocné &iary, tym vznikaji nové

Obrazok 1

tisecky a uhly. Zistujem, ¢ sa dajui odvodif vztahy pre ich dizky a velkosti uhlov,
ktoré zvieraju so §tvoruholnikom a & by to mohlo nejako pomoct. Ako najuzitoé-
nejsie mi pripada predfienie dvoch stran az do spolo¢ného bodu, ¢im vzniknu dva
podobné trojuholniky, ako na obréazku [2l Podobnost trojuholnikov ABE a CDE

Obrazok 2

vyplyva z tetivovosti Stvoruholnika ABC D, lebo pre jeho uhly plati a4+ = g+ =
180°. Uhly teda poznam, a nie je problém dopoéitat nezndme dlzky tsecick CE
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a DE, ktoré som na obrazku oznacila x a y. Z podobnosti trojuholnikov ABFE a

CDFE dostdvam
d+y a b4z

T Yy
7 toho vyjadrim x a y ako
_ bc+ad _ab+cd
TEC o Y=o (2)

Teraz uz mi je jasny postup konstrukcie: Mdme dané a,b, ¢, d, kde a > c¢. (T4to
podmienka nie je problém, staci zvolif znacenie a, b, ¢, d tak, 7ze a > ¢ a v pripade,
ze to nejde, znamend to, ze a = b = ¢ = d, ide teda o Stvorec, ktory je tetivovy
vzdy.) Najskor zostrojime trojuholnik DCE so stranami dizky |DC| = ¢, |CE| =,
|ED| =y, kde z,y spoc¢itame zo vzfahov , a potom predizenim jeho strany EC
o dizku b do bodu B a predizenim strany ED o dizku d do bodu A dostaneme
pod nim stvoruholnik ABCD. Este treba overit, Ze tento Stvoruholnik bude mat
dizku strany |AB| = a a bude tetivovy. To je jednoduché, staci si uvedomit, ze
vztahy a s za podmienky a > ¢ ekvivalentné, teda nielen, ze z rovnosti
vyplyvaju rovnosti , ale aj naopak. Potom z uz vyplyva, ze trojuholniky
ABE a CDE st podobné a teda sti¢et protilahlych uhlov §tvoruholnika ABCD
je rovny 180° a je tetivovy. A d'alej z podobnosti trojuholnikov ABE a CDE a z
vyplyva, ze |AB| = a.

Tym je zdanlivo 1iloha vyriesend. V skutoénosti este zostdva urobif kus préce.
Musim ukézat, ze trojuholnik s dizkami strén ¢, x, y existuje pre kazdu zadant
Stvoricu ¢isel a, b, ¢, d taku, ze existuje stvoruholnik s dizkami stran a, b, c,d. To
v prvom rade znamen4, Ze hodnoty = a y musia byt kladné, teda

bc+ ad ab+cd
c- c-

— >0 -
a2 — 2 ’ a2 — 2

> 0.

Tieto nerovnosti splnené si, lebo sme predpokladali, ze a > ¢. Dalej musia platit
trojuholnikové nerovnosti

rt+y>c, ct+ax>y, ct+y>w,

teda
bc+ad ab+cd bc+ad ab+cd ab+cd  be+ad
a2—02+a2—c2>1’ 1+a2—02>a2—02’ 1+a2—62>a2—02'
Tieto nerovnosti mézeme upravit ako
bc+ ad + ab + cd ab+cd — be — ad bc+ ad — ab — cd
3 5 > 1, 1> 5 5 , 1> 3 5 ,
a’—c a?—c a’—c
b+d b—d d—>
+ > 1, 1> , 1> )
a—c a—+c a—+c
b+d+c>a, a+c+d>b, a+b+c>d,

¢o nie je ni¢ iné ako §tvoruholnikové nerovnosti — pokial by niektora z nich nepla-
tila, ziaden §tvoruholnik s dlzkami stran a, b, c, d by sa nedal zostrojit. Vietky tri
teda su splnené.



68 V. S. RUZICKOVA

Ty¥m je uz iloha konectne vyriesend. Este sa vratim pre poriadok k tomu prezna-
Covaniu stran. V zadani nebolo jednoznacne napisané, ze vysledny stvoruholnik ma
mat dizky strdn a, b, ¢, d v tomto poradi. Mdzeme ale prehlésit, ze pokial vieme
zostrojit tetivovy Stvoruholnik so stranami s dizkami zaradom a, b, ¢, d, vieme
zostrojit aj tetivové gtvoruholniky so stranami s tymito dizkami v Iubovolnom po-
radi. D4 sa ukazat, Ze prehodenim dvoch susednych stran a ponechanim zvysnych
dvoch na mieste, ako je to ukdzané na obrazku |3] dostavame vzdy znova tetivovy

Obrazok 3

stvoruholnik a postupnym prehadzovanim dvoch susednych stran tak vieme dostat
Iubovolni kombinéciu ich poradia.

2. PRIKLAD S KOVBOJMI

Tento priklad je podareny, ma napinavy dej, ale medzi sitaznymi prikladmi sa
neobjavil a uz ani neobjavi. Bol vyhodnoteny ako nie celkom vhodny pre stre-
dogkolédkov. O to vhodnejsi je pre vysokoskoldkov, ktori uz vedia dobre pracovat
s limitami. Preto som ho vybrala do tohto ¢lanku.

Priklad 2 (autor Zdenék Hrazdira). UvaZujme, Ze jsme jeden z nekonedné
(ale spocetné) mnoha kovboji v prestrelce. Tato prestielka probihd tak, Ze si na
zacdtku kazdy kovboj ndhodné vybere jednoho z ostatnich kovboji jako cil a poté
vSichni kovbojové vystreli ve stejny okamzik. Kazdy z kovboju vystreli a kaZdy se
vZdy trefi. Jakd je Sance pro nds, jako jednoho z téchto kovboji, Ze preZijeme?

Ako prvé uvediem autorské riesenie: Nejprve si spoc¢teme pravdépodobnost,
s jakou nds netrefi jeden z ostatnich kovboju. Pokud je v prestielce N kovboju,
muze si jeden kovboj obecné vybrat N —1 moznych cilu (nestielf sdm sebe). Pokud
vSak chceme prezit, nesmi si vybrat ani nds. Pravdépodobnost (ozna¢ime ji P),
ze si nds jeden z kovboju nevybere jako cil je tedy
N -2
N-1

Abychom pfrezili, nesmi nés trefit ani jeden ze viech N — 1 ostatnich kovboju.
Jev s pravdépodobnosti P; tedy musi nastat pro vSech N — 1 kovboju. Tento jev

P =
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oznacime jako Py_1 a spocitdme jeho pravdépodobnost
N-1
N -2
Py_1=—— . 3
= (¥3) ®)

Pokud tedy uvazujeme hypotetickou prestielku mezi nekoneénym poctem kov-
boju, oznac¢ime nasi pravdépodobnost na preziti P, a spoCteme ji jako limitu
vyrazu , kde N — oo, tedy

N 9\ N1
Py = 1i —_— .
m (3 =)

Pro vypocitani této limity si nejprve zavedeme substituci n = N — 2, kterd limitu
v oo nijak nezméni. Vyraz tedy pirejde na tvar

n+1
n
Po=1 .
Miuzeme si vSimnout, ze naSe limita je velmi podobnd zndmému limitnimu vyjad-
feni ¢isla e. Za predpokladu P, # 0 ptfevritime tedy obé strany

1 lim n o = lim (1+ 1 "

= () ().

Vzhledem k tomu, ze

\" 1
lim (1+> =e a lim nt =1,
n— 00 n n—oo N

existuje také limita souc¢inu odpovidajicich posloupnosti a plati

lim ((1+1> -("+1>) = lim (1+1> . lim ("“):e. (5)
n— oo n n n—ro0 n n—00 n

Spojenim a dostavame vysledek
_ 1 _1
e (L4 5)" (55) e

coz odpovida pravdépodobnosti na preziti priblizné 0,36788.

P

Teraz pripojim moj komentéar. Postup riesenia je nasledovny — v prvej casti je
odvodeny vztah pre pravdepodobnost prezitia v pripade koneéného poétu N kov-
bojov, v druhej casti je za N ,dosadené“ nekonecno, t.j. vypocitana limita vyrazu
pre tito pravdepodobnost v nekone¢ne. Pricom vypocet tejto limity tvori dost
velki ¢ast rieSenia. Nesiel by nejako skratif, zjednodusif? Keby sme hned na
zaciatku zvolili substiticiu n = 1 — N namiesto n = N + 2, dostali by sme hned

N-2\V! " ™ !
P = lim () = lim <1+> :( lim (1+) ) =e !,
Nooo \ N — 1 n——oo n n——oo n
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kde sme vyuzili vetu o limite zlozenej funkcie a to, ze

1 n 1 n
lim (1+) = lim (1+) =e. (6)
n— —oo n n— 00 n
Tak ¢o, zd4 sa vam to jednoduchsie? Nie je. Len t4 zlozitost je schovand inde. A to

v tvrdeni @, ktoré sme nedokazovali, len pouzili. Jeho dokaz totiz vyzera nejak
takto:

Po substitticii m = —n z vyrazu lim (1 + %)n dalej tpravami dostdvame
n——o0o
1\ " 1 \" 1\
lim (1 — > = lim ( T ) = lim (1 + )
m— oo m m—oo \ 1 — o m— oo m — 1

=1 1+ L " 14+ 1
_mgnoo m—1 m—1

1 m—1
(m—1)—o00 m—1

v poslednom kroku sme tiez vyuzili vetu o limite sté¢inu.

Navyse si mozete véimnut, ze ak by sme vsetky substitiicie urobili naraz, do-
staneme n =1 — N, m=-nak=m—1, ztoho k = N — 2, ¢o je presne ta
substiticia, ktora bola zvolena v predchadzajicom postupe rieSenia.

A teraz sa pozrime na povodnu verziu tohto prikladu. Tato verzia bola zavrh-
nutd hned na zacdiatku ako prilis zloZit4.

Priklad 3 (autor Zdenék Hrazdira). UvaZujme, Ze jsme jeden z nekonecné (ale
spocetné) mnoha kovboji v prestielce. Tato prestrelka probihd tak, Ze si na zacdtku
kazdy kovboj ndhodné vybere jednoho z ostatnich kovboju jako cil, poté se ndhodné
vybere potadi a kovbojové zaénou strilet poporadé. Kazdy z kovboju, pokud uz nend
mrtvy, vystreli a kaZdy se vidy trefi. Jakd je Sance pro nds, jako jednoho z téchto
kovboju, Ze preZijeme?

Znova najskor uvazujme, ze kovbojov je spolu N. Pocet vsetkych moznosti,
ktoré mohli nastat, je v tomto pripade rovnaky ako v predchddzajicom pripade.
Kazdy kovboj si ndhodne vybera jedného zo zvysSnych N — 1, t.j. spolu je to
(N — 1)N moznosti, vietky mozu nastat s rovnakou pravdepodobnostou.

Avsak vyjadrenie vztahu pre hodnotu pravdepodobnosti prezitia i-teho kov-
boja v poradi pri celkovom poéte N kovbojov je v tomto pripade velmi naroéné.
Ozna¢im ju ako Py (7). Skusala som tento vztah odvodit a velmi sa mi nedarilo
— vychddzalo to tak zloZito, Ze som zvaZovala, ¢i to vobec m4 zmysel dokonéit.
Pretoze by som aj tak nedokézala potom vypocitat limitu toho vzfahu pre N
idice do nekonecna.

Potom ma napadlo, ze ked sa to nedari vSeobecne, skiisim trochu ubrat, a vypo-
¢itaf aspon pravdepodobnost prezitia jednotlivych kovbojov pre konkrétne poécty.
Pre malé N sa daji vypisat a postupne vyhodnotif vietky mo#nosti, pre trochu
vacsie N pomoze pocitac. Pocet moznosti ale so zvacsujicim sa poctom kovbojov
rychle narastd, pre N = 11 uz ich mame 10'!, a to uz aj poé¢itaé ma ¢o robit.
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Skusila som to postupne pre N = 3,4,5,6 a zistila som zaujimavu vec — pre
kazdé z tychto IV tvoria hodnoty pravdepodobnosti prezitia jednotlivych kovbojov
linedrnu postupnost, ich priemer vychddza vzdy presne 0,5 a rozdiel prvej a po-
slednej hodnoty sa pre N > 3 s narastajucim N zmensuje. Konkrétne hodnoty
pravdepodobnosti pre prvého a posledného, Py (1) a Py(N), mi pre N = 3,4,5,6
vysli nasledovne

=30 P =3, RG) -5,
=4 P4(1)—;, P4(4)—%,
=55 B)=51, PG =3,
=60 P(l) =2, Ril6) = o

Mbézem z toho teda odhadnit, Ze to takto bude pokracovat aj pre dalsic N a ze
pravdepodobnost prezitia Iubovolného kovboja pri nekoneénom poéte je jedna
polovica. Taky pekny odhad vysledku ma povzbudil, povedala som si, ze ked t4
limita vyjde takto jednoducho, musi existovat aj dostatoéne jednoduchy postup na
jej vypoéitanie, publikovateny v tomto &ldnku. A tak som sa rozhodla to skisit.
Ako som si vypisovala vSetky moznosti pre malé IV, nasla som pri tom jednoduchy
postup, ako to vyhodnotit, o ktorom sa ukézalo, Ze je prepisatelny aj pre vieobecné
N > 2. Vedie to na rekurentny vztah.

Teraz uz nasleduje postup rieSenia. Vopred upozornujem, ze iroven jeho zlozi-
tosti je o nieco vys§ia, nez u ostatnych prikladov.

Najskor ukdzem, ako odvodif vzfah pre pravdepodobnost prezitia prvého kov-
boja, Py(1). Zaénem s tym, Ze rozoberiem situéciu, ked uz je nazive len k kovbojov
z povodnych N, ktori este mozu vystrelit a prvy kovboj este Zije a uz strielal. Ten
z kovbojov, ktory je préave na rade, mé tri moznosti — bud si vybral prvého, tdto
moznost nastane s pravdepodobnostou 2, alebo si vybral jedného z tych, ktorf
uZ bud’ strielali (okrem prvého) alebo uz nie st naZive, tych je N — k — 1, takze
s pravdepodobnostou % po jeho vystrele zostane k — 1 kovbojov, ktori este
mozu vystrelit, a posledné moznost je, Ze si vybral jedného z tychto k—1 kovbojov,
a teda s pravdepodobnostou % po jeho vystrele zostane uz len k — 2 kovbojov,
ktori eSte mozu vystrelit.

Teraz oznaéim pravdepodobnost toho, Ze situdcia rozobratd vyssie, t.j. uz je
nazive len k kovbojov, ktori este mozu vystrelif a prvy kovboj este Zije, do-
padne nakoniec zastrelenim prvého kovboja, ako Vi (k). Pravdepodobnost, Ze
prvy prezije, je potom Py (1) =1 — Vy(N — 2). Pre Vy (k) dostdvam na zdklade
predchddzajticich tivah rekurentny vztah

1 N—-k—-1 k-1
N—1+ N1 Vnk—1)+ —— - Vn(k—2), (7)

Vi (k) = N1
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kde k=2,3,...,N —2. Pre k=0 a k =1 je to jednoduché,
1
Vn(0)=0, Vn(1)=——.
N(0)=0, Vn(1)=5—

Vztah (7)) sa mi este zd4 zlozity, a tak skusam ho upravovat. Zistujem, Ze sa to
d4 poskladat tak, ze ¢len Viy(k — 2) vypadne. Je to ale trochu zdihavé a nebudem
to sem celé pisat. Mozete si to skusit sami. Tu ukdzem iny, kratsi postup (ktory
funguje dobre vtedy, ked dopredu viem, ¢o mé vyjst). Ozna¢im

An(k) =(N—=1)-Vn(k)+ k- Vn(k—1)— k.
Zo vzfahu @ postupne dostadvam
(N-1)-Vyk)=1+(N—-k—-1)-Vn(k-1)
+(k—1)-Vn(k—2),
(N=-1)-Vn(k)+k - Vn(k—1)=1+(N-1)-Vyk—1)+(k—1) - Vn(k —2),
An(k) = An(k - 1)

pre k=3,...,N —2. Kedze Ay(2) = (N —1)-Vn(1) +1-Vx(0) — 1 =0, potom
An(k) = 0 pre vietky k > 2, a z toho dostdvam novy rekurentny vztah

k
ktory uz vyzerd pomerne jednoducho. Teraz z neho vyjadrim (N — 2). ¢len, ktory
vyjadruje pravdepodobnost, Ze prvy kovboj neprezije prestrelku, pokial kovbojov
je N. RozpiSsem si to postupne a dostdvam
N -2
1-Py1)=Vn(N=-2)= 5 1-Vn(N=3)

N —2 N -3
S S (N T S T N —4 = ...

(- (3 - v - )

Ked' to roznisobim, dostanem stéet
N-2 N-2 N-3 N-2 N-3 N-4

1— Pnv(1) = — . . . ...
)=y T N I N It NI N N1

N-2 ,
4, (N=2)! g (N=2)---(N—i—-1)
_1 N—-1 ( — _1 i+1 i .
DY = 3 () A
Tym je prvé cast hotovéa. Nés ale zaujima, ako to je pre nekoneéne vela kovbojov,
a teda hodnota

N-2 .
lim (1—Py(1)) = lim Y (=1)""! (N_2>(]'V"_(]\1[):’_1).

N—o0 N—o0 4
=1

Vyzerd to zlozito, ale mézem pouzit ndpovedu. Viem, Ze vysledok by mal vyjst %
Mohlo by poméct rozdelit tento stiéet na stéet vyrazu, ktorého limita je % a vyrazu,
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ktorého limita je nula. Také limity sa pocitaji obvykle jednoduchsie. Napada ma
jeden mozny postup, ako to urobit. Taky, Ze vyraz 1 — Py (1) rozpiSem ako
1 N-2 1 N—-2 N-2 N-3
1-Py(l) == —— 4 - - :
v =3 F =773 <N1 N-1 N1>

1 (N-2 N-3 N-2 N-3 N—-4
_2'<N—1'N—1_N—1'N—1'N—1>
(~1)N-2 (N —2)! (N —2)!
(e )
G R O )

2 (N —1)N-2"
~ A~ ~ 7 z ’ 7z ’ v z U
¢o mozem po odéitani zlomkov v zatvorkach dpravou na spoloéného menovatela

zapisat aj ako

1 N—2 (—1)N! (N-2)
1_PJ\’O):i'J\f—lJF( )2 '(J\(/—1)132
()it (N=2) - (N—i—1)-(i+1)
+i:1 2 ’ (N —1)i+1 :

Tak, tieto upravy by uz mali sta¢it a mozem pocitat limitu tohto suctu. Spocitam
si limity jednotlivych vyrazov, ktoré oznac¢im

AN) = %% 2

2 (N—1)N2
N— 3(

1“r1 (N=-2)- (N—i-1)-(i+1)
(N —1)i+! '

i=1
Prvé limita je Tahkd, hned vidim, Ze limy_,o A(N) = % V druhej limite urobim
kvoli prehladnosti substitticiu N — 1 = M a dostdvam

. (DM (M1 (DM
N BO) = i e A T

=0.

Tretia limita je najtazsia. Viem, Ze by to mala vyjst nula, takze by sa mohol dat
ten stcet odhadnit zhora vyrazom, ktorého limita je nula. Rozpisem si sicet C'(N)
po ¢lenoch, nech do toho lepsie vidim a za N dosadim napriklad 11. Dostavam

(N-2)-2 (N-2)(N—-3)-3 (N—2)(N—3)(N—4)-4

C(N) = - , — e,
() 2(N —1)2 2(N —1)3 2(N —1)4
c(11) = 18 216 N 2016 15120 N 90720 423360
T 200 2000 2-104 2-105 0 2-106  2-107

1451520 3265920
2-108 2109
= 0,09 — 0,108 40,1008 — 0,0756 + 0,04536 — 0,0211168
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+0,0072576 — 0,00163296,

z Coho vidim, ze zo zaciatku sa absolitne hodnoty ¢lenov zvacsuji a potom
zmensuju aZ na velmi malé hodnoty. Odhadujem, Ze to bude platit aj vieobecne.
Overim to vypoc¢tom. Uréim hodnotu rozdielu

(N=-2)-- - (N—i—=1)-(i+1) (N—=2)---(N—1)-1

(N =) -1y

~ R (V=i )+ ) = (V=)
N—-2)...(N —1 2 .

- (N)l)(m Lo io).

Takze pokial i2 +4 + 1 < N, i-ty ¢len je v absolitnej hodnote vicsi ako ten
predchadzajuici, potom uz sa zmensuju. A najvécsiu absolitnu hodnotu ma ten ¢len
suétu, ktory je v poradi m-ty, kde m je doln4 celd ¢ast z 7”“\[2_3_1. Sucasne viem,
ze Cleny suctu striedaji znamienka. Z tychto dvoch poznatkov spolu dostavam,
7e absoliitnu hodnotu si¢tu vietkych élenov mozem zhora odhadnitf absoliitnou
hodnotou najviésieho, m-tého ¢lena. (Nie je to hned zrejmé, odporticam si to
rozpisat.) Mdm teda nerovnost

N3 i+1 —2)... — =10

~ 2 (N —1)itt
<1.(N—2)~-~(N—m—1)-(m+1) <1.m+1
=2 (N —1)m+1 =2 N-1
<1.\/4N773+1
— 4 N-—-1 ’

A limita tohto posledného vyrazu je uz jednoducho spoé¢itatelnd. Dostdvam teda,

7e
. . 1 4N —-3+1
< —_—— =
R SO R
a teda
. . . . 1 1
ngnoo(l — Py(1)) = A}gnooA(N) +Nl£nooB(N) +ngnooC(N) =3 +0+4+0= 3

Tym sa mi podarilo ukézat, Ze pravdepodobnost (ne)prezitia prvého kovboja je
jedna polovica v pripade, ze kovbojov je nekonecne vela.

Teraz sa pozriem, ako je to u N-tého kovboja pri celkovom pocte N kovbojov.
Podobnou tvahou, ako u prvého, mézem rozlisif tri moznosti v situdcii, ked’ je N-
ty kovboj naZive a este moze vystrelif k kovbojov (vratane neho). Podrobnosti uz
vynechdm. Dostanem, Ze pre pravdepodobnost Wy (k), Ze tato situicia dopadne
zastrelenim N-tého kovboja, plati

1 N —k k—2

k)= ——-+——. k-1 —_ k—2
Wi (k) N—1+N—1 Wi ( )+N—1 Wi ( )s



VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ OLYMPIADY 75

kdek =2,3,...,N aWy(1) =0, Wx(2) = . Podobne ako v predchadzajticom

N-1
pripade moéZem tento rekurentny vztah zjednodusit na
k—1
Wy (k) = N1 (1-Wn(k-1), k=2,3,...,N.

Rozpisanim tohto vztahu pre & = N dostanem, Ze pravdepodobnost neprezitia
N-tého kovboja je
~N-1 N-1 N-2 N-1 N-2 N-3
)= NI NI NSI T NST NSTNoT
=1-Vn(N—2) = Py(1).

1—Py(N)=Wn(N

Ked teraz spoéitam limitu
1

I&EHOOPN(N) =1- J\}gnooPN(l) - 57

dostanem, Ze v pripade nekoneéne vela kovbojov by mala byt pravdepodobnost
(ne)prezitia posledného v poradi jedna polovica, ale v pripade nekoneéne vela kov-
bojov nemd zmysel hovorit o poslednom v poradi - teda ,nekoneénetom®. Tento
vypocet je viak mozné vyuzit na zistenie, ako je to u tych zvysnych. Staéi ukdzat,
7e pravdepodobnost prezitia i-teho kovboja pri celkovom poéte N kovbojov, Py (%),
lezi pre kazdé N > 3 v intervale [Py (N), Py (1)] a na vypocet limity limpy_,o0 Py (¢)
pouzit takzvani vetu o dvoch policajtoch. Tento posledny dokaz som sa uz roz-
hodla sem nedévat, uz som toho k tomuto prikladu napisala velmi vela, mozete sa
nad tym skisit zamysliet sami.

3. PRIKLAD SO SLONOM

Tento priklad sa objavil na minulom ro¢niku v nasledovnom zneni.

Priklad 4 (autori Tereza Kroulikové a Ondiej Resl). Uvazujme Zemi jako kouli
s prumérem 12 756 km a budovu A1 Fakulty strojniho inZenyrstvi Vysokého ucend
technického v Brné (ddle jen FSI) jako isecku délky 74 m, stojict kolmo k povrchu
Zemé. Spoctéte o kolik centimetri vice by bylo potieba lana, kdybychom jim obtocili
prdvé jednou Zemi v roviné obsahugjict jeji stred oproti pripadu, kdy obtocime lanem
Zemi ,pres budovu® v roviné obsahugici stred i usecku reprezentujici budovu, viz
schématicky obrazek. Fyzikdlni vlastnosti lana neuvazujeme. Visledek zaokrouhlete
na jedno desetinné misto.

Obrézok k zadaniu a postup riesenia tohto prikladu je mozné najst na strankach
olympiddy, preto ho tu nebudem uvédzat. Vysledna dizka vysla po zaokruhleni
47,5 cm.

Aj tento priklad m4 niekolko verzii, ktoré sa nepouzili, namiesto budovy Al FSI
v nich vystupuje slon. Pévodné zadanie bolo celkom vtipne formulované priblizne
takto.

Priklad 5. Kdyz kolem koule o velikosti Zemé obtoéime provdzek v roviné ob-
sahugici jeji stred, pridame jeden metr navic a zvedneme provdzek v jednom misté,
projde touto ,brdnou® slon? Viz obrdzek [}
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Obrazok 4

Na, zéklade vysledku predchddzajiiceho prikladu mézeme hned odpovedat, Ze
slon by s obrovskou rezervou presiel. (Ale pokial ni¢ dopredu nevieme, vysledok
moze byt dost prekvapivy.)

Z tohto povodného zadania bola vytvorena druhd verzia, kde mame znova slona
a hladdme minimalnu moznu diiku, o ktori musime povraz predfiit’. Znenie tejto
pracovnej verzie je nasledovné.

Priklad 6 (autori Tereza Kroulikovd a Ondfej Resl). KdyZ obtodime provd-
zek kolem koule o velikosti Zemé v roviné obsahujici jeji stied, o kolik ho musime
minimalné prodlouzit, aby pod nim prosel slon?

V tomto tvare je priklad este netplny, je treba najskor matematicky zadefinovat
slona, a to vobec nie je jednoduché. (Autori v tretej, findlnej verzii zmenili slona
na budovu v tvare usecky.) Rozhodla som sa, Ze sa o to pokisim. Zldkala ma
predstava, ze budem moct do tohto ¢lanku okrem pomerne nezdzivnych tseéiek
a kruznic kreslit aj ovela zaujimavejsie krivky.

Budem predpokladat, Ze slon pdjde popod povraz hlavou napred, podobne, ako
na obrazku[d Je teda dolezitd jeho vyska a rozpitie usi, ale nie je podstatnd jeho
dizka. Vyska dospelého slona afrického sa uvddza 3—4 metre, indicky je o trochu
mensi. Rozhodla som sa vychadzat z predpokladu, Ze slon meria na vysku 3,5 metra
a Ze jeho rozpitie usi moze byt az 3 metre, a Ze tieto hodnoty viem len s presnostou
0,5 metra. Je to znazornené na obrzizku Dalsie parametre, ako je tvar usf a hlavy,
doplnim podla potreby neskor.

Dalsia nejasne zadand vec je velkost Zeme. Priemer Zeme s presnostou na kilo-
metre je na rovniku 12 756 km, cez pdly je to 12 714 km. Budem predpokladat, ze
polomer danej gule o velkosti Zeme v kilometroch je &fslo z intervalu [6 357; 6 378].

Este je vhodné si urécit, s akou presnostou budem potrebovat vysledok. Rozumné
mi pride uréovat dizku povrazu s milimetrovou presnostou, viésiu presnost uz
tazko dosiahnem, pokial predpokladdm, Ze ide o redlny povraz, sic¢asne vzhladom
na vysledok prikladu s budovou oc¢akavam, ze vysledok vyjde radovo v jednotkach
alebo desiatkach milimetrov.

Po doplneni dostavam takéto zadanie.

Priklad 7. Kdyz obtocime provdzek kolem koule s polomérem 6 367,54+10,5 km
(tj. o velikosti Zemé), v roviné obsahujici jeji stied, o kolik ho musime minimdlné
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Obrazok 5

prodlouzit, aby pod nim prosel slon vysoky 3,5+ 0,5 m s rozpétim usi 3 £ 0,5 m,
pokud slon md tvar jako na obrdzku[5? Vysledek zaokrouhlete na celé milimetry.

Vysledkom prikladu s takto doplnenym zadanim teda moéze byt aj interval.
Zévisi to od toho, ¢ nepresnost pri merani slona a polomeru gule sa prejavi aj
po zaokrihleni vysledku na celé milimetre. Uvidime ...

Za¢énem jednoduchym modelom, ked namiesto slona budem tiez uvazovat tseé-
ku o dizke d = 3 500 4 500 mm (podobne ako v zadani pouzitom na olympiade),
znacenie vid obrazok @ Vsetky hodnoty budem pisat od za¢iatku v milimetroch.

Obrazok 6

Velkost polomeru gule v milimetroch oznaéim r, kde r je éislo z intervalu [6,357-
10%;6,378-10%]. Dizka povrazu, ktory lezi na povrchu gule medzi bodom A, kde sa
po prediZem’ prestne dotykat povrchu gule, po bod C, kde je dolny koniec tisecky,
je rovna, velkosti uhla ASC v radidnoch, nasobenej polomerom r. Oznaéim ju ako
l,. Dlzku kusu prediieného povrazu natiahnutého od bodu A po bod B, kde je
horny koniec tiseéky, oznaéim l». Vzdialenost od stredu gule S po bod B je d + r.
7 pravouhlého trojuholnika ASB dostdvam, ze

l=+{@d+r2—r2=vd+2-d-r,
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! d\* d
llzr-arctgzzr-arctg () +2-—.
r r r

Rozdiel I, — I; nésobeny dvoma je hladand hodnota, o kolko treba lano predizit.
Dostavam, ze je to

d\* _ d
2-(lo—lh)=2-vVd&+2-d-r—2-r-arctgy/ -] +2-—.
r T

Mohla by som dosadit za d a r konkrétne hodnoty a vy¢islit tento vyraz, ale
méam prave po ruke len stard kalkulacku a zadavanie tak zlozitych vyrazov je na
nej naroéné. Preto rozmyslam, ako si pracu zjednodusit. Hned si vSimnem, Ze po

uprave
2 2
2-(la-lL)=2-r- (d> +2-§—arctg (d) —|—2-@
\ \r r \/ r r
2
=2-r-f (d) +2~£l =2-r- f(zg),
\/ r T

kde f(z) = x — arctgz a g = 4/ (g)Q +2- % je velmi malé &islo. Predpokladala
som, ze 3-10% < d <4-10% a 6,357-10° < r < 6,378 - 10%, z toho dostdvam, ze
9,699 - 10~* < 2o < 1,122 - 1073,

Namiesto funkcie f(z) mozem teda pouzit jej rozvoj do Taylorovho radu so
stredom v nule, to je

IE3 SCS SC7 IS £Z?5 1'7
35 7 ) 35 7

f(x)—xarctgz—x<x++~~ =— —— 4+ = —--

Ak funkciu f(z) nahradim prvym ¢élenom tohto jej rozvoja, dostanem vysledok
s chybou ch, kde

5

d\2 d

5 ( (?) +2- r) 1.12925 . 1015

lch| <27 20 =2y, <2.64-109 2 <104
5 5 5

Pretoze ma zaujima vysledok zaokriihleny na celé milimetre, takdato mald chyba

ho vébec neovplyvni. Mozem teda skutoéne poéitat vysledny rozdiel dlzok ako

3 3
d\2 d a2
23 ( (¥) +2'T) (\/r+2'd)
2-(o—lh)~=2-r-—=2-7r- =2 ,
(2 1) 3 3 3\/;
kde z posledného tvaru vidim, ze najvacsiu hodnotu tento vyraz nadobudne pre
najvacsie mozné d a najmensie mozné r a naopak. Po dosadeni tychto krajnych
hodnoét pre d a r dostavam, ze

3,89 mm < 2 (I3 — ;) <5,98 mm,
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tieto hodnoty zaokrihlim na celé milimetre a dostdvam, Ze pokial ide o tsecku
dlhtt 3—4 metre, sta¢i povraz prediiit7 0 4—6 milimetrov.

Teraz sa vratim od tseéky ku slonovi. Pokial napnem povraz na tsecku BC
diZky 3 m, aky velky slon by pod fou presiel? Mam podozrenie, Ze skoro rovnako
vysoky, lebo uhol, ktory zviera povraz s tsetkou BC, je velmi blizky pravému
uhlu. Overim si toto podozrenie aj vypoctom. Plati

9
- L 6410 SERL AT

|BC|+r  3-102+6,4-10° 6,4
Nad slonom je teda povraz skoro vodorovny. Spoc¢itam, v akej vyske sa nachadza
na povraze bod E, ktory je od tsecky BC vzdialeny o 1 750 mm, ¢o je podla pred-

pokladu maximélna vzdialenost konca ucha slona od stredu hlavy. Vid obrazok @
7 podobnosti trojuholnikov ASB a DEB dostavam, ze je to

sin(<ABS)

B

Fowt
= -@2_‘3% )

Obrazok 7

|BD| = ~ |DE|-107* = 1,75,

|AB|-|DE| +/|BC]?+2-r-|BC|-|DE)|
r N r

¢ize necelé dva milimetre, zanedbatelnd hodnota v porovnani s tym, ako presne

uréujem vysku slona. TakZe malé sklamanie — nebudem teraz kreslif Ziadne elipsy

a d'alsie podobné krivky, ktorymi by som popisovala tvar usf slona, staéi slona

popisat ako kvader vysoky 3—4 metre a Siroky 2,5—3,5 metra, vysledok to aj tak

neovplyvni.
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Zaver teda je, ze aby pod povrazom presiel slon vysoky 3—4 metre a Siroky
2,5—3,5 metra, staéi ho predizit o 6 milimetrov.

Pri¢om, pre zaujimavost, povraz mal povodne dizku medzi 27 - 6,357 - 10° =
3,994 - 10'° a 27 - 6,378 - 10° = 4,007 - 10'° milimetrami, je teda treba ho predfiit’
zhruba o jednu desat miliardtinu pévodnej diiky.

Viera Stoudkovéd Ruzickova, Ustav matematiky, Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni
technické v Brné, Technickd 2, 616 69 Brno, Cesk4 republika,

e-mail: ruzickova@fme.vutbr.cz
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