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NELINEÁRNÍ MATEMATICKÉ MODELY PROUDĚNÍ

PODZEMNÍ VODY

JIŘÍ BENEDIKT, PETR GIRG a LUKÁŠ KOTRLA

Abstrakt. Matematické modely prouděńı podzemńı vody stoj́ı na dvou základńıch

vztaźıch, zákonu zachováńı a konstitutivńım vztahu. Protože prouděńı v porézńım
prostřed́ı je velmi komplexńı jev, jsme ve většině př́ıpad̊u odkázáni na źıskáńı kon-

stitutivńıho vztahu z experimentálńıch dat. Stejná data lze však proložit r̊uznými

funkcemi, a tedy nemůže existovat univerzálńı konstitutivńı vztah.
V našem článku se zaměř́ıme na mocninný zákon, který je dostatečně obecný,

aby podchytil zákonitosti prouděńı v r̊uzných reálných situaćıch a zároveň je do-

statečně jednoduchý, aby se s ńım dalo snadno matematicky pracovat. Tento zákon
použijeme k odvozeńı rovnice prouděńı podzemńı vody. Pomoćı ńı poṕı̌seme vývoj

hladiny podzemńı vody v závislosti na čase proud́ıćı porézńım prostřed́ım mezi

dvěma rovnoběžnými kanály.

1. Úvod

Zásobováńı vodou je jednou z hlavńıch výzev, které lidstavo v pr̊uběhu své exis-
tence opakovaně čeĺı. Za pr̊ukopnická inženýrská d́ıla spojená s vodou lze považovat
např. mezopotámské přehrady a zavlažovaćı kanály na Eufratu a Tigridu, sta-
roegyptské zavlažovaćı kanály na Nilu, rozsáhlý systém studńı a rozvodu vody
v Mohendžodáru ve starověké Indii, vodovodńı systémy starověkého Řecka od
mı́nojské kultury až po Athény, Ezechiáš̊uv tunel v Jeruzalémě, monumentálńı
ř́ımské akvadukty nacházej́ıćı se v celém středomoř́ı. O tom, jak dávńı stavitelé
navrhovali tyto úžasné stavby, mnoho nev́ıme. Doložitelně systematicky a na mo-
derńı vědecké bázi1 se problematikou zásobováńı obyvatelstva pitnou vodou začali
zabývat inženýři na přelomu 18. a 19. stol. a sice v souvislosti s rychlým r̊ustem
měst. V této době se zač́ınaj́ı objevovat prvńı matematické modely prouděńı vody
v potrub́ı a kanálech. To bylo v dobách, kdy ještě nebyly objeveny základńı rovnice
prouděńı reálných (vazkých) tekutin dnes známé jako Navierovy-Stokesovy rovnice
(Navier 1827 a nezávisle Stokes 1845) a rovněž nebyly k dispozici poč́ıtače pro
jejich numerické řešeńı.2 Proto se v př́ıpadě prouděńı vody inženýři zaměřili na

2010 MSC. Primárńı 35K59, 35K92, 76S05.
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1Pro podrobný historický přehled viz např. Rouse [30].
2V té době již byla známa rovnice kontinuity, kterou pro nestlačitelnou tekutinu odvodil Leo-

nardo da Vinci (1452–1519), Bernoulliho rovnice, k jej́ımuž objeveńı přispěl Daniel Bernoulli
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tzv. fenomenologický př́ıstup k řešeńı problému založený na empiricky nalezených
zákonitostech. V roce 1732 vynalezl francouzský inženýr Henri de Pitot (1695–
1771) měřićı trubici (dnes známou jako Pitotova trubice) umožňuj́ıćı měřit rychlost
prouděńı tekutiny v daném mı́stě, což umožnilo provádět r̊uzná pozorováńı a expe-
rimenty s reálnými tekutinami. V souvislosti s př́ıpravou stavby kanálu, který měl
přivádět vodu do Pař́ıže z řeky Yvette, francouzký inženýr Antoine de Chézy
(1718–1798) studoval empirické vztahy mezi spádem kanál̊u a rychlost́ı prouděńı.
Na základě pozorováńı a měřeńı prováděných mezi lety 1769 až 1775 na již vybu-
dovaném kanálu Courpalet stanovil tento vztah:

v = C

√
R
4h
4L ,

kde v je středńı pr̊utoková rychlost v kanále, R je hydraulický poloměr kanálu, 4h
je výškový rozd́ıl hladiny ve dvou bodech kanálu jejichž spojnice je rovnoběžná s
proudem v kanálu, 4L je jejich vzdálenost a C > 0 je rychlostńı součinitel zjǐstěný
z naměřených dat. V souvislosti s distribućı vody ve městech byly studovány též
empirické vztahy mezi sklonem potrub́ı a rychlost́ı prouděńı v něm. Touto proble-
matikou se zabýval francouzský inženýr Gaspard de Prony (1755–1839), který
ve své práci [11] publikované v roce 1804 odvodil semiempirický vztah3

4h
4L =

1

D

(
av + bv2

)
,

kde v je středńı pr̊utoková rychlost v potrub́ı, D je vnitřńı pr̊uměr potrub́ı, 4h je
výškový rozd́ıl hladiny mezi dvěma body na ose potrub́ı, 4L je vzdálenost těchto
bod̊u a a, b > 0 jsou konstanty, které je třeba zjistit z naměřených dat pro potrub́ı
vyrobené z daného materiálu s danou drsnost́ı povrchu apod.

Daľśı rychlý nár̊ust počtu obyvatel v evropských městech v pr̊uběhu deva-
tenáctého stolet́ı a s ńım spojená ještě vyšš́ı potřeba pitné vody podńıtily zájem
soudobých inženýr̊u mimo jiné o prouděńı vody v porézńım prostřed́ı. Jednou z
možnost́ı, jak źıskat pitnou vodu je filtrace vody ř́ıčńı užit́ım ṕıskových filtr̊u.
T́ımto postupem se zabýval francouzský inženýr H. Darcy (1803–1858), který
v roce 1856 v knize [10] zveřejnil vztah, dnes známý jako Darcyho zákon, pro
prouděńı (filtraci) vody jemným ṕıskem vyplňuj́ıćım válec o konstantńım pr̊uřezu
A, délce 4L a s osou rovnoběžnou se směrem prouděńı,

Q = c
4P
4L = c%g

4h
4L . (1)

Pr̊utok Q udává objem vody proteklé řezem kolmým na osu válce za jednotku času

a 4P def
= P1−P2 = %g(h1−h2) = %g4h znač́ı rozd́ıl tlak̊u na vstupu do a výstupu

z válce, % je hustota vody a g je t́ıhové zrychleńı. Konstanta c > 0 je zjǐstěná z

(1700–1782) a v jej́ı dnes použ́ıvané podobě odvodil Leonhard Euler (1707–1783) pomoćı Eu-

lerovy rovnice prouděńı ideálńı tekutiny, viz [30].
3Semiempirický vztah je takový vztah, jehož tvar je odvozený ze základńıch fyzikálńıch

zákon̊u, ale některé konstanty je třeba zjistit z experimentálńıch dat.
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naměřených dat pro daný typ jemného ṕısku. Schématické znázorněńı zař́ızeńı4,
na kterém lze zákonitosti filtrace vody studovat, je na obrázku 1. Podstatnou
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Obrázek 1: Ilustrace zař́ızeńı pro empirické studium filtrace. Do horńı nádržky přitéká voda. Kon-
stantńı výšky hladin v nádržkách (a t́ım i hodnoty hydrostatických tlak̊u P1 a P2) jsou udržovány
přepady nádržek.

analogii s prouděńım v potrub́ı. Tato úvaha vedla rakouského inženýra Ph. Forchheimera [16]
k polynomiálńımu vztahu

4h
4L =

(
aQ+ bQ2

)
, (2)

kde opět 4h vyjadřuje pokles hladiny mezi dvěma mı́sty se spojnićı rovnoběžnou se směrem
prouděńı, 4L jejich vzdálenost, Q je pr̊utok vody a a, b > 0 jsou konstanty, které je třeba zjistit
z experiment̊u s daným prostřed́ım. Stejně tak jako Smreker i Forchheimer použ́ıval převzatá
naměřená data. V jeho př́ıpadě se jednalo o data od celé řady experimentátor̊u, kde se každý
zaměřil na jiný typ materiálu (r̊uzné druhy ṕısk̊u a štěrkoṕısk̊u lǐśıćıch se zrnitost́ı, tvarem zrn a
chemickým složeńım). Forchheimer̊uv polynomiálńı vztah se ukázal jako velice obecný a schopný
zachytit zákonitosti prouděńı pomoćı dvou parametr̊u a a b. Nav́ıc úvaha o analogii mezi prouděńım
vody v porézńım prostřed́ı a potrub́ı napov́ıdá, že je přirozené očekávat sṕı̌se nelineárńı vztahy
než vztahy lineárńı. Přestože Forchheimer̊uv zákon při vhodných konstantách a a b velmi dobře
aproximuje reálná data, má jednu velkou nevýhodu: v matematických modelech potřebujeme často
pracovat se vztahem, který vyjadřuje funkčńı závislost Q na 4h/4L. Tento vztah bychom dostali
z Forchheimerova zákona jako kladné řešeńım kvadratické rovnice pro Q. Tento vztah je však pro
praktické využit́ı komplikovaný. Jako vhodná alternativa k Forchheimerovu zákonu se pak jev́ı
obecněǰśı mocninné zákony tvaru:

Q = c

(4h
4L

)r
, (3)

s koeficientem c > 0 a exponentem r > 0, které je třeba určit z experimentálńıch dat. Dı́ky dvěma
parametr̊um lze těmito zákony popsat prouděńı vody v r̊uzných typech porézńıch prostřed́ı. Nutno
podotknout, že v této obecné variantě navrhl mocninný zákon již O. Smreker [33] a zabýval se
j́ım ve svém článku i Forchheimer [16]. Velkou popularitu źıskaly mocninné zákony od třicátých
let dvacátého stolet́ı, kdy bylo intenzivně laboratorně studováno prouděńı porézńım prostřed́ım na
experimentálńıch zař́ızeńıch jako na obrázćıch 1 a 4, viz např. Izbaš [20] a Missbach [24, 25, 26,
27]. Na jejich počest se mocninnému zákonu někdy též ř́ıká Smreker̊uv-Izbaš̊uv-Missbach̊uv zákon.
Podrobněji se lze s historickým vývojem zkoumáńı mocninného zákona seznámit v Benedikt,
Girg, Kotrla a Takáč [7].
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Obrázek 1. Ilustrace zař́ızeńı pro empirické studium filtrace. Do horńı nádržky přitéká voda.
Konstantńı výšky hladin v nádržkách (a t́ım i hodnoty hydrostatických tlak̊u P1 a P2) jsou

udržovány přepady nádržek.

vlastnost́ı tohoto vztahu je př́ımá úměrnost mezi objemovým pr̊utokem a rozd́ılem
tlak̊u. Jedná se tedy o zákon lineárńı.

Daľśı možnost́ı, jak zásobit obyvatelstvo pitnou vodou, je odběrem vody ze
studńı. K maximálńımu využit́ı tohoto zdroje je třeba pochopit zákonitosti prou-
děńı vody v horninách v podzemı́. Touto problematikou se experimentálně zabýval
německý inženýr A. Thiem [35], který ve městě Strassburg nechal v okoĺı po-
kusných studńı vybudovat systém pozorovaćıch studńı5, v nichž sledoval pokles
hladin v souvislosti s odběrem vody z pokusných studńı. T́ımto zp̊usobem źıskal
cenná data o závislosti poklesu hladiny podzemńı vody na vzdálennosti od po-
kusné studny. Podobně postupoval i daľśı německý inženýr D. Endres ve městě
Augsburg. Experimentálně naměřené výsledky A. Thiema a D. Endrese matema-
ticky zpracoval rakouský inženýr O. Smreker ve své pr̊ukopnické práci [33] a
došel z naměřených dat k několika empirickým vztah̊um mezi poklesem hladiny a
pr̊utokem daným úsekem horniny (porézńıho prostřed́ı). Nejznáměǰśı je pro svoji
snadnou aplikovatelnost jeho mocninný zákon

Q = C

(4h
4L

)2/3

,

4Původńı Darcyho zař́ızeńı mělo trochu jinou konfiguraci, viz [10]. Dnes se pro studium filtrace

použ́ıvaj́ı zař́ızeńı s konfiguraćı jako na obr. 1.
5Z pozorovaćıch studńı se voda nečerpá, jen se měř́ı výška hladiny.
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kde Q je pr̊utok vody, 4h si můžeme zat́ım představit jako pokles hladiny pod-
zemńı vody mezi dvěma pozorovaćımi studnami a 4L jako jejich vzdálenost ve vo-
dorovném směru (veličiny vystupuj́ıćı v tomto zákonu budou rigorózně definovány
v druhé části článku). Konstanta C > 0 je určena z experimentálńıch dat pro
dané horniny v podzemı́. Tento zákon je na rozd́ıl od Darcyho zákona nelineárńı.
Protože voda proud́ı porézńım prostřed́ım systémem kanálk̊u, lze očekávat jistou
analogii s prouděńım v potrub́ı. Tato úvaha vedla rakouského inženýra Ph. For-
chheimera [16] k polynomiálńımu vztahu

4h
4L =

(
aQ+ bQ2

)
, (2)

kde opět 4h vyjadřuje pokles hladiny mezi dvěma mı́sty se spojnićı rovnoběžnou
se směrem prouděńı, 4L jejich vzdálenost, Q je pr̊utok vody a a, b > 0 jsou
konstanty, které je třeba zjistit z experiment̊u s daným prostřed́ım. Stejně tak
jako Smreker i Forchheimer použ́ıval převzatá naměřená data. V jeho př́ıpadě se
jednalo o data od celé řady experimentátor̊u, kde se každý zaměřil na jiný typ
materiálu (r̊uzné druhy ṕısk̊u a štěrkoṕısk̊u lǐśıćıch se zrnitost́ı, tvarem zrn a che-
mickým složeńım). Forchheimer̊uv polynomiálńı vztah se ukázal jako velice obecný
a schopný zachytit zákonitosti prouděńı pomoćı dvou parametr̊u a a b. Nav́ıc úvaha
o analogii mezi prouděńım vody v porézńım prostřed́ı a potrub́ı napov́ıdá, že je
přirozené očekávat sṕı̌se nelineárńı vztahy než vztahy lineárńı. Přestože Forchhei-
mer̊uv zákon při vhodných konstantách a a b velmi dobře aproximuje reálná data,
má jednu velkou nevýhodu: v matematických modelech potřebujeme často pra-
covat se vztahem, který vyjadřuje funkčńı závislost Q na 4h/4L. Tento vztah
bychom dostali z Forchheimerova zákona jako kladné řešeńı kvadratické rovnice
pro Q. Tento vztah je však pro praktické využit́ı komplikovaný. Jako vhodná al-
ternativa k Forchheimerovu zákonu se pak jev́ı obecněǰśı mocninné zákony tvaru

Q = c

(4h
4L

)r
, (3)

s koeficientem c > 0 a exponentem r > 0, které je třeba určit z experimentálńıch
dat. Dı́ky dvěma parametr̊um lze těmito zákony popsat prouděńı vody v r̊uzných
typech porézńıch prostřed́ı. Nutno podotknout, že v této obecné variantě navrhl
mocninný zákon již O. Smreker [33] a zabýval se j́ım ve svém článku i Forchhe-
imer [16]. Velkou popularitu źıskaly mocninné zákony od třicátých let dvacátého
stolet́ı, kdy bylo intenzivně laboratorně studováno prouděńı porézńım prostřed́ım
na experimentálńıch zař́ızeńıch jako na obrázćıch 1 a 4, viz např. Izbaš [20] a
Missbach [24, 25, 26, 27]. Na jejich počest se mocninnému zákonu někdy též ř́ıká
Smreker̊uv-Izbaš̊uv-Missbach̊uv zákon. Podrobněji se lze s historickým vývojem
zkoumáńı mocninného zákona seznámit v Benedikt, Girg, Kotrla a Takáč [7].

Povšimněme si, že ve vzorci (2) lze pro malé hodnoty Q kvadratický člen Q2

zanedbat, a tud́ıž můžeme pro malé hodnoty Q Forchheimer̊uv zákon velmi dobře
aproximovat lineárńım Darcyho zákonem. Tedy Forchheimer̊uv zákon neńı v roz-
poru s Darcyho zákonem. Pro mocninný zákon (3) s r 6= 1 toto však neplat́ı.
Pro malé hodnoty Q Darcyho zákon (1) neńı dobrou aproximaćı mocninného
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zákona (3). Ukazuje se na základě analogie prouděńı v porézńım prostřed́ı a v
trubici, že rozhoduj́ıćım faktorem pro platnost mocninného nebo Darcyho zákona
pro dané Q je poměr setrvačných a třećıch sil v kapalině nebo přesněji zanedba-
telnost setrvačných sil vzhledem k silám třećım. Tento poměr je charakterizovaný
tzv. Reynoldsovým č́ıslem (viz např. Aravin a Numerov [1, § 11, str 30–36]),
jehož variantami pro prouděńı v porézńım prostřed́ı se budeme zabývat ńıže. Pro
malé hodnoty Reynoldsova č́ısla je platný Darcyho zákon a pro velké hodnoty
Reynoldsova č́ısla je nutné uvažovat zákon nelineárńı, např. mocninný. Podrobněji
se t́ım budeme zabývat v odd́ıle 2.5.

Ćılem tohoto př́ıspěvku je seznámit čtenáře s mocninným zákonem a jeho
možným použit́ım v modelováńı prouděńı podzemńı vody. Pro jednoduchost se
zaměř́ıme na model popisuj́ıćı vývoj hladiny podzemńı vody mezi dvěma rov-
noběžnými kanály, ve kterých teče voda v pevně dané výšce (viz obrázek 2).
Mezi kanály dojde ke zvýšeńı hladiny podzemńı vody (např. vlivem deště nebo za-
vlažováńı) a naš́ım úkolem je popsat vývoj hladiny podzemńı vody v čase. Naš́ı sna-
hou je text přizp̊usobit student̊um nižš́ıch ročńık̊u vysoké školy. Jedńım z př́ıklad̊u
je nestandardńı odvozeńı modelu v části 3, které je podle našeho názoru vhodněǰśı
pro studenty, kteř́ı neabsolvovali základńı kurz parciálńıch diferenciálńıch rovnic.
Klasické odvozeńı za slabš́ıch předpoklad̊u na hledané řešeńı lze nalézt v [5].

Nesaturovaná
zóna

Hladina
podzemńı
vody

Saturovaná
část (zvodeň)

Nepropustné
podlož́ı

Obrázek 2: Prouděńı podzemńı vody mezi rovnoběžnými kanály.
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(viz obrázek 2). Mezi kanály dojde ke zvýšeńı hladiny podzemńı vody (např. vlivem deště nebo
zavlažováńı) a naš́ım úkolem je popsat vývoj hladiny podzemńı vody v čase. Naš́ı snahou je text
přizp̊usobit student̊um nižš́ıch ročńık̊u vysoké školy. Jedńım z př́ıklad̊u je nestandardńı odvozeńı
modelu v části 3, které je podle našeho názoru vhodněǰśı pro studenty, kteř́ı neabsolvovali základńı
kurz parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Klasické odvozeńı za slabš́ıch předpoklad̊u na hledané řešeńı
lze nalézt v [5].

V druhé části se budeme zabývat základńımi pojmy z hydrologie, které v daľśı části využijeme
při odvozeńı matematického popisu problému. Čtvrtá část obsahuje krátké seznámeńı s d̊uležitými
pojmy z oblasti parciálńıch diferenciálńıch rovnic, principem maxima a srovnávaćım principem.
Posledńı část je věnovaná vlastnostem řešeńı modelu představeného ve třet́ı části. Podrobněji jsme
použit́ı mocninného zákona v hydrologii studovali v [5] a [7].
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Obrázek 2. Prouděńı podzemńı vody mezi rovnoběžnými kanály.
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mocninného zákona v hydrologii studovali v [5] a [7].
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2. Základńı pojmy v hydrologii

V této části uvedeme krátký souhrn termı́n̊u a veličin použ́ıvaných v hydrologii.
Tyto informace lze nalézt ve většině knih zabývaj́ıćıch se t́ımto tématem. Pro daľśı
studium odkazujeme čtenáře např́ıklad do skript Jandora, Stara a Starý [21]
nebo Valentová [36]. Ještě podrobněji se lze s danou problematikou seznámit v
monografíıch Aravin a Numerov [1], Bear [4] a Harr [18].

2.1. Porézńı prostřed́ı

Precizńı definice porézńıho prostřed́ı je komplikovaná a přesahuje rámec tohoto
textu. My si vystač́ıme s intuitivńı definićı. Pro přesněǰśı definici odkazujeme
čtenáře na skripta [36, §1.4, str. 8–9].

Začneme definićı pojmu pór, kterým rozumı́me volný prostor v hornině obvykle
(ale ne nutně) velmi malého objemu. V našich modelech uvažujeme jen takové
póry, které jsou navzájem spojené úzkými kanály umožňuj́ıćımi prouděńı tekutiny
(např. vody, zemńıho plynu, nafty). Tento volný prostor v hornině nazveme pórový
prostor. Śıt’ kanál̊u je velmi hustá, a proto maj́ı stěny pór̊u a kanál̊u (kde se te-
kutina dotýká horniny) velký souhrnný povrch. Horninu obsahuj́ıćı takovouto śıt’

pór̊u a kanál̊u nazveme porézńım prostřed́ım (nebo porézńım médiem). Pro jedno-
duchost předpokládáme, že porézńı prostřed́ı je homogenńı a izotropńı vzhledem
ke koeficientu propustnosti (viz ńıže).

Struktura porézńıho prostřed́ı je velmi komplikovaná a je prakticky nemožné v
něm přesně popsat rozložeńı pevné fáze a pórového prostoru. Proto se prouděńı
v porézńım prostřed́ı nepopisuje na mikroskopické úrovńı (jako prouděńı vody v
jednotlivých kanálech). Mı́sto toho se uvažuje makroskopický popis, kdy se struk-
tura porézńıho média odráž́ı v obvykle experimentálně zjǐst’ovaných fyzikálńıch
charakteristikách.

Poměr pórového prostoru v porézńım médiu popisuje (efektivńı) pórovitost
porézńıho prostřed́ı n. Pro homogenńı porézńı médium plat́ı

n =
Vp
V
,

kde Vp je objem pórového prostoru a V je celkový objem porézńıho média.
Daľśı charakteristikou je koeficient propustnosti k, který udává propustnost

porézńıho prostřed́ı v závislosti na jeho geometrických vlastnostech. Je definován
pomoćı Darcyho zákona (1) vzorcem

k =
cµ

A
.

s t́ım, že přij́ımáme hypotézu, že pr̊utok Q je př́ımo úměrný ploše A (viz obr. 1) a
nepř́ımo úměrný dynamické viskozitě µ, která vyjadřuje vnitřńı třećı śıly v teku-
tině. Pro konkrétńı porézńı prostřed́ı tato hodnota odpov́ıdá objemovému pr̊utoku
za 1 s tekutiny o dynamické viskozitě 1 Pa · s válcem s výškou 1 m a plochou
podstavy 1 m2, který je vyvolaný poklesem tlaku o 1 Pa. V literatuře lze nalézt
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množstv́ı vztah̊u pro jeho výpočet z velikosti zrn6 (viz např. Ř́ıha a kol. [29]).
Uved’me např́ıklad empiricky źıskaný vztah

k = Cd2,

kde konstanta C > 0 záviśı na tvaru zrn a pórovitosti n, a kde d je reprezentativńı
velikost zrna. Lze např́ıklad zvolit d = d10, což je takový pr̊uměr zrn, kterého
nedosáhne 10 % všech zrn (podle váhy) v materiálu (viz [4, §5.5, str. 132–134]).
Všimněme si, že koeficient propustnosti je nezávislý na proud́ıćı tekutině. Později
v odd́ılu 2.4 zavedeme koeficient filtraceK, který bere v úvahu i vlastnosti tekutiny.

2.2. Podzemńı voda a zvodeň

Podpovrchovou vodu lze rozdělit do několika kategoríı podle zp̊usobu, jakým je v
p̊udě vázána. V tomto článku se budeme zabývat tzv. podzemńı vodou, které k
prouděńı v porézńım prostřed́ı stač́ı p̊usobeńı t́ıhových sil. Přesněji se souvislá část
porézńıho prostřed́ı (horniny), která umožňuje pohyb a akumulaci podzemńı vody,
nazývá hydrogeologický kolektor (v́ıce viz [36, §1.3, str. 5–7]). Nav́ıc se omeźıme na
podzemńı vodu, která se vyskytuje v tzv. saturované zóně, kde je pórový prostor
zcela vyplněn vodou. Pro úplnost jen dodejme, že pokud sledovaná část porézńıho
prostřed́ı neńı vodou zcela vyplněná, nalezneme nad saturovanou zónou zónu nesa-
turovanou, kde jsou póry vyplněny zčásti vodou a zčásti plynem (převážně vodńımi
parami a vzduchem).

Vodńı těleso v kolektoru nazveme zvodeň. Rozlǐsujeme zvodeň s napjatou hla-
dinou, kde voda vyplňuje kolektor uzavřený mezi dvěma nepropustnými vrstvami
(hydrogeologickými izolátory) a zvodeň s volnou hladinou, jej́ıž dolńı hranici tvoř́ı
izolátor a horńı hranici volná hladina podzemńı vody (např. zvodeň na obrázku 2).
Volnou hladinu definujeme jako množinu bod̊u, kde se absolutńı tlak vody rovná
atmosférickému tlaku (relativńı tlak vody je nulový). Poznamenejme, že pro účely
tohoto textu volná hladina podzemńı vody odděluje saturovanou a nesaturovanou
zónu, přestože, zcela přesně řečeno, saturovaná zóna obsahuje i tenkou vrstvu nad
touto hladinou, kde jsou póry vyplněny vodou vlivem kapilárńıch jev̊u.

2.3. Středńı rychlost prouděńı, hustota toku a pr̊utok

Jelikož se při popisu prouděńı v porézńım médiu uplatňuje makroskopický př́ıstup,
neńı rychlost prouděńı vody v konkrétńım bodě pórového prostoru relevantńı infor-
mace. Mı́sto ńı se použ́ıvá středńı rychlost prouděńı (pr̊uměrná pórová rychlost).

V úvodu jsme předpokládali, že směr prouděńı je rovnoběžný se směrem osy x.
Zaměřme se nyńı na obecné trojrozměrné prouděńı v kartézském souřadnicovém
systému xyz s osou z směřuj́ıćı vzh̊uru. Označme Ax (Ay, Az) plochu pr̊uřezu
kolmého na osu x (y, z) a Qx (Qy, Qz) pr̊utok touto plochou za jednotku času. V
př́ıpadě, že směr toku souhlaśı se směrem souřadnicové osy, je pr̊utok kladný. V

6Pro zrnitá prostřed́ı (speciálńı typ porézńıho prostřed́ı) jako jsou např. ṕısky, štěrkoṕısky

nebo umělá zrnitá prostřed́ı použ́ıvaná ve stavebnictv́ı a r̊uzných technologických procesech.
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opačném př́ıpadě považujeme pr̊utok za záporný. Potom

qx
def
=

Qx
Ax

, qy
def
=

Qy
Ay

a qz
def
=

Qz
Az

znač́ı hustotu toku (filtračńı rychlost, Darcyho rychlost) ve směru osy x (y, z).

Hustotu toku tedy definujeme jako vektor ~q
def
= (qx, qy, qz), jehož velikost je q =√

q2
x + q2

y + q2
z . Jelikož voda neprotéká celými pr̊uřezy, ale jen pórovým prostorem

v daném řezu, raději pro ~q použ́ıváme pojem tok než pojem rychlost. Rychlost
prouděńı v kanálech, respektive jej́ı pr̊uměrnou hodnotu, popisuje středńı rychlost
prouděńı

~v
def
=

~q

n
.

Dále označ́ıme v
def
= |~v| = q/n.

2.4. Piezometrická výška

Ideálńı kapalina při ustáleném prouděńı v trubici splňuje zákon zachováńı energie,
který je vyjádřený Bernoulliho rovnićı

1

2
%v2 + P + %gz = konst. (4)

Zde % je hustota proud́ıćı kapaliny, v je velikost středńı rychlosti prouděńı, P je
relativńı tlak v kapalině (P = 0 odpov́ıdá atmosférickému tlaku) a z je výška
hladiny od předem určené referenčńı výšky. Vyděleńım rovnice (4) konstantou %g
dostaneme

1

2

v2

g
+
P

%g
+ z = E ,

kde E se nazývá energetická výška. Nyńı se zaměřme na prouděńı vody porézńım
prostřed́ım. To lze považovat za śıt’ úzkých kanál̊u, a proto je ztráta energie vli-
vem třeńı kapaliny se stěnami kanál̊u významná. Energetická výška E tedy neńı
konstantńı, jako tomu je v př́ıpadě prouděńı ideálńı tekutiny v trubici.

Při prouděńı podzemńı vody je nav́ıc středńı rychlost prouděńı velmi malá (viz

např. Harr [18, §1–4, str. 5]). Člen 1
2
v2

g lze tedy zanedbat a definujeme tzv.

piezometrickou (hydraulickou) výšku

h
def
=

P

%g
+ z .

Pro lepš́ı ilustraci pojmu piezometrická výška uved’me dva př́ıklady. Prvně se
zaměř́ıme na př́ıpad bez prouděńı at’ v nádrži nebo ve zvodni s volnou hladinou.
Protože je voda v klidu, nedocháźı ke ztrátě energie vlivem třeńı a piezometrická
výška z̊ustává konstantńı (viz obrázek 3). Tlak v kapalině je hydrostatický tlak
závislý na výšce vodńıho sloupce nad sledovaným mı́stem, a tedy opravdu plat́ı

P

%g
+ z = konst.
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Obrázek 3: Piezometrická výška při absenci prouděńı.

kde E se nazývá energetická výška. Nyńı se zaměřme na prouděńı vody porézńım prostřed́ım.
To lze považovat za śıt’ úzkých kanál̊u, a proto je ztráta energie vlivem třeńı kapaliny se stěnami
kanál̊u významná. Energetická výška E tedy neńı konstantńı, jako tomu je v př́ıpadě prouděńı
ideálńı tekutiny v trubici.

Při prouděńı podzemńı vody je nav́ıc středńı rychlost prouděńı velmi malá (viz např. Harr

[18, § 1–4, str. 5]. Člen 1
2
v2

g lze tedy zanedbat a definujeme tzv. piezometrickou (hydraulickou)
výšku

h
def
=

P

%g
+ z .

Pro lepš́ı ilustraci pojmu piezometrická výška uved’me dva př́ıklady. Prvně se zaměř́ıme na př́ıpad
bez prouděńı at’ v nádrži nebo ve zvodni s volnou hladinou. Protože je voda v klidu, nedocháźı
ke ztrátě energie vlivem třeńı a piezometrická výška z̊ustává konstantńı (viz obrázek 3). Tlak v
kapalině je hydrostatický tlak závislý na výšce vodńıho sloupce nad sledovaným mı́stem, a tedy
opravdu plat́ı

P

%g
+ z = konst.

Prouděńı vody je vyvoláno rozd́ılnými hodnotami v piezometrické výšce (viz obrázek 4). Docháźı
k němu ve směru jej́ıho poklesu neboli ve směru poklesu energie, který je zp̊usoben právě třećımi
silami (přeměnou mechanické energie na tepelnou).

Všimněme si, že za předpokladu vodorovného prouděńı popsaného v úvodu, kdy je výška z
konstantńı, plat́ı

4h =
4P
%g

.

Darcyho zákon lze tedy přeformulovat do tvaru

Q =
k%gA

µ

4h
4L = K

A

4L4h ,

kde K = k%g/µ nazýváme koeficient filtrace.
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Obrázek 4: Piezometrická výška při pohybu tekutiny.

2.5 Reynoldsovo č́ıslo

V úvodu jsme zmı́nili, že lineárńı Darcyho zákon je platný pouze při určitých hodnotách Reynold-
sova č́ısla, které vyjadřuje poměr setrvačných a třećıch sil. Pro prouděńı v trubici je toto č́ıslo
definované jako

Re =
%Dv

µ
,

kde % je hustota kapaliny, v je rychlost prouděńı, µ je dynamická viskozita kapaliny a D je vnitřńı
pr̊uměr trubice. Pro prouděńı v trubici nastává turbulence pro hodnoty Reynoldsova č́ısla vyšš́ı
než cca 2100. Při přechodu k turbulenci docháźı k výraznému navýšeńı třećıch sil mezi kapalinou
a trubićı. V analogii s t́ımto př́ıpadem navrhl Pavlovskij [28] v př́ıpadě prouděńı porézńım
prostřed́ım použit́ı Reynoldsova č́ısla v lehce pozměněné podobě pro posouzeńı platnosti Darcyho
zákona. Při pokusech s prouděńım tekutiny zrnitým porézńım prostřed́ım se zrny podobné velikosti
navrhl následuj́ıćı definici

Re =
6,5

0,75n+ 0,23

%dq

µ
,

kde n je pórovitost, q je hustota toku a d je reprezentativńı velikost zrna. Pro takto definované
Reynoldsovo č́ıslo je mezńı hodnota platnosti Darcyho zákona 50–60. Pro r̊uzné velikosti zrn se v
literatuře častěji objevuje definice

Re =
%dq

µ

s r̊uzně definovanou reprezentativńı velikost́ı zrna d (viz [4, § 5.3.1, str. 125–127]) a v závislosti na
jej́ı volbě je mezńı hodnota pro platnost Darcyho zákona mezi 1 a 10. I v tomto př́ıpadě je častou
volbou d = d10.

2.6 Dupuitovy-Forchheimerovy předpoklady

Řešeńı úlohy prouděńı podzemńı vody s volnou hranićı je matematicky komplikovaný problém,
protože hranice sledované oblasti neńı předem známá a je součást́ı hledaného řešeńı. Dupuit [15]
pozoroval, že maximálńı sklon hladiny podzemńı vody je velmi malý, 0,001 < 4h/4L < 0,01. Na
základě tohoto pozorováńı formuloval v roce 1863 následuj́ıćı zjednodušuj́ıćı předpoklady:
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Darcyho zákon lze tedy přeformulovat do tvaru

Q =
k%gA

µ

4h
4L = K

A

4L4h ,

kde K = k%g/µ nazýváme koeficient filtrace.

2.5. Reynoldsovo č́ıslo

V úvodu jsme zmı́nili, že lineárńı Darcyho zákon je platný pouze při určitých
hodnotách Reynoldsova č́ısla, které vyjadřuje poměr setrvačných a třećıch sil. Pro
prouděńı v trubici je toto č́ıslo definované jako

Re =
%Dv

µ
,

kde % je hustota kapaliny, v je rychlost prouděńı, µ je dynamická viskozita kapaliny
a D je vnitřńı pr̊uměr trubice. Pro prouděńı v trubici nastává turbulence pro
hodnoty Reynoldsova č́ısla vyšš́ı než cca 2100. Při přechodu k turbulenci docháźı
k výraznému navýšeńı třećıch sil mezi kapalinou a trubićı. V analogii s t́ımto
př́ıpadem navrhl Pavlovskij [28] v př́ıpadě prouděńı porézńım prostřed́ım použit́ı
Reynoldsova č́ısla v lehce pozměněné podobě pro posouzeńı platnosti Darcyho
zákona. Při pokusech s prouděńım tekutiny zrnitým porézńım prostřed́ım se zrny
podobné velikosti navrhl následuj́ıćı definici

Re =
6,5

0,75n+ 0,23

%dq

µ
,

kde n je pórovitost, q je hustota toku a d je reprezentativńı velikost zrna. Pro takto
definované Reynoldsovo č́ıslo je mezńı hodnota platnosti Darcyho zákona 50–60.
Pro r̊uzné velikosti zrn se v literatuře častěji objevuje definice

Re =
%dq

µ

s r̊uzně definovanou reprezentativńı velikost́ı zrna d (viz [4, §5.3.1, str. 125–127])
a v závislosti na jej́ı volbě je mezńı hodnota pro platnost Darcyho zákona mezi 1
a 10. I v tomto př́ıpadě je častou volbou d = d10.

2.6. Dupuitovy-Forchheimerovy předpoklady

Řešeńı úlohy prouděńı podzemńı vody s volnou hranićı je matematicky kompliko-
vaný problém, protože hranice sledované oblasti neńı předem známá a je součást́ı
hledaného řešeńı. Dupuit [15] pozoroval, že maximálńı sklon hladiny podzemńı
vody je velmi malý, 0,001 < 4h/4L < 0,01. Na základě tohoto pozorováńı for-
muloval v roce 1863 následuj́ıćı zjednodušuj́ıćı předpoklady:

(DF1) podzemńı voda proud́ı horizontálně (piezometrická výška je ve svislém
směru konstantńı),

(DF2) tok podzemńı vody je př́ımo úměrný gradientu piezometrické výšky.

Pro úlohu s volnou hranićı plat́ı, že hladina podzemńı vody je charakterizována tla-
kem P = 0, a proto pro hladinu podzemńı vody dostaneme vztah h(x, y, z, t) = z.
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Z předpokladu (DF1) potom plyne, že k nalezeńı obou neznámých hodnot (pie-
zometrické výšky a výšky hladiny podzemńı vody) stač́ı řešit úlohu pouze pro
piezometrickou výšku v kolmém pr̊umětu sledované oblasti do roviny xy. T́ım se
problém značně zjednodušil, protože pr̊umět sledované oblasti je předem známý.
Neřeš́ıme tak již úlohu s volnou hranićı. Podrobněǰśı přechod od úlohy s volnou hra-
nićı ve třech prostorových proměnných k úloze ve dvou prostorových proměnných
bez volné hranice lze nalézt v [5, §2.6].

Předpoklad (DF2) odpov́ıdá použit́ı Darcyho zákona při modelováńı prouděńı
podzemńı vody. Jak jsme již zmı́nili výše, tento zákon nelze použ́ıt, pokud je Rey-
noldsovo č́ıslo př́ılǐs vysoké. Znovu uved’me práci Forchheimer [16, str. 1782
a

”
Anhang“, str. 1787–1788] z roku 1901, kde autor na základě experiment̊u a

terénńıho pozorováńı ukázal, že např́ıklad pro ṕısčité porézńı prostřed́ı neńı Dar-
cyho zákon dostatečně přesný již pro hodnoty 4h/4L > 0,0005, kdy lze stále
použ́ıt předpoklad (DF1). Předpoklad (DF2) je ale nutné nahradit nelineárńım
zákonem.

2.7. Konstitutivńı vztahy

Konstitutivńı vztahy jsou často experimentálně nalezené vztahy mezi stavovou a
tokovou veličinou (viz např. [14, §1.2, str. 7]). V našem př́ıpadě je tokovou veličinou
hustota toku ~q a stavovou veličinou piezometrická výška h. V př́ıpadě homogenńıho
a izotropńıho prostřed́ı můžeme konstitutivńı vztah zapsat pomoćı velikosti toku
q a neklesaj́ıćı spojité funkce ϕ splňuj́ıćı ϕ(0) = 0 jako rovnost

q = ϕ

(4h
4L

)
.

Různou volbou funkce ϕ poté dostaneme r̊uzné konstitutivńı vztahy. Pokud zvoĺıme
lineárńı funkci, tj. ϕ(r) = cr, dostaneme již výše zmı́něný Darcyho zákon.

Z možných nelineárńıch zobecněńı uvedeme dva základńı př́ıklady studované již
na přelomu 19. a 20. stolet́ı. Smreker̊uv-Izbaš̊uv-Missbach̊uv (mocninný) zákon7

ϕ(r) = c|r|p−2r , p ∈
(

3

2
, 2

)
(5)

je hlavńım objektem zájmu v tomto článku, a to hlavně pro značnou probádanost
vlastnost́ı parciálńı diferenciálńı rovnice založené na tomto konstitutivńım vztahu.
Forchheimer̊uv zákon

ϕ(r) =
2r√

a2 + 4br + a
, a > 0 a b > 0,

je základem pro daľśı zákony uvažuj́ıćı např́ıklad i tvar zrn v porézńım médiu.
Velmi obsáhlý výčet nelineárńıch zákon̊u lze nalézt např. v Bear [4, §5.11.3,
str. 182–184]. V praxi se ukazuje, že tok v závislosti na poklesu piezometrické
výšky roste pro velké hodnoty pomaleji než lineárńı funkce, např́ıklad jako moc-
ninná funkce s exponentem mezi 0 a 1. Tento r̊ust nelze zachytit polynomiálńı

7Pokud bychom v rovnici (5) uvažovali p = 2, dostali bychom Darcyho zákon. Pro 2,1 < p <

4,8 bychom dostali zákon pro velmi pomalé prouděńı v jemnozrnných materiálech, viz [22, 34].
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funkćı, která je výhodná pro interpolaci dat. Proto se konstitutivńı vztahy často
źıskávaj́ı z experimentálńıch dat ve tvaru

4h
4L = ϕ−1 (q) ,

kdy např. Forchheimer̊uv zákon hledáme ve tvaru

4h
4L = aq + bq2 .

3. Model prouděńı vody mezi rovnoběžnými kanály

V této části odvod́ıme matematický model prouděńı vody mezi dvěma rovnoběžný-
mi kanály. Tato konfigurace se často vyskytuje jak při zavlažováńı v zemědělstv́ı,
tak naopak při odvodňováńı (např. pozemk̊u). Vzhledem ke své zásadńı d̊uležitosti
pro běžný život obyvatelstva předevš́ım v semiaridńıch a monzunových oblas-
tech (např. Indie) byla tato problematika často studována [3, 23, 31, 32]. Tyto
pr̊ukopnické práce se však zabývaj́ı pouze př́ıpadem laminárńıho prouděńı za
použit́ı lineárńıho Darcyho zákona, který umožňuje źıskat řešeńı v uzavřeném
tvaru. Dnes po třiceti letech došlo k výraznému posunu jak v kvalitativńı teorii ne-
lineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic, tak v oblasti numerické matematiky
a výkonosti výpočetńı techniky. Dı́ky tomu je možné studovat modely i s použit́ım
nelineárńıho konstitutivńıho vztahu, který lépe aproximuje chováńı reálných teku-
tin v porézńım prostřed́ı (včetně turbulence). Odvozeńı našeho modelu provedeme
pomoćı dvou základńıch vztah̊u, zákona zachováńı a konstitutivńıho vztahu popi-
sovaného v předchoźı části.

Uvažujme úlohu prouděńı podzemńı vody mezi dvěma rovnoběžnými odvodňo-
vaćımi kanály, které maj́ı vzdálenost přilehlých břeh̊u L. Pro jednoduchost budeme
předpokládat, že porézńı prostřed́ı mezi kanály je homogenńı, izotropńı a spoč́ıvá
na vodorovné nepropustné vrstvě. Dna obou kanál̊u dosahuj́ı až k nepropustné
vrstvě. V časovém intervalu [0, T ], T > 0, zkoumáme vývoj hladiny podzemńı
vody h(x, y, t) po jej́ım náhlém zvýšeńı (v čase t = 0) např́ıklad vlivem deště.
Předpokládáme, že kanály jsou ve směru osy y nekonečně dlouhé, všechna data
jsou translačně invariantńı v̊uči ose y, a tedy můžeme předpokládat, že voda proud́ı
pouze ve směru osy x. Proto h(x, y, t) ≡ h(x, t). Hladinu levého kanálu udržujeme
ve výšce g0, tj. h(0, t) = g0 a hladinu pravého kanálu ve výšce gL, tj. h(L, t) = gL.
Počátečńı stav hladiny podzemńı vody je h(x, 0) = h0(x). Celá situace je pro čas
t = 0 znázorněná na obrázku 5.

Pro větš́ı názornost provedeme odvozeńı modelu na elementárńım objemu a
poté dostaneme diferenciálńı rovnici limitńım přechodem. Označme Ωxy obdélńık
vzniklý pr̊umětem porézńıho média mezi kanály do roviny xy. V tomto pr̊umětu
vytvoř́ıme rovnoměrnou śıt’ bod̊u (xi, yj), i, j ∈ N. Vzdálenosti bod̊u xi a yi
označ́ıme 4x a 4y. Časovou diskretizaci označ́ıme tk, k ∈ N, s krokem 4t. Ele-
mentárńı plochou Ωel rozumı́me čtverec (xi, yj), (xi+1, yj), (xi+1, yj+1), (xi, yj+1)
(viz obrázek 6).
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Obrázek 5: Ilustrace úlohy – řez rovinou y = 0 v čase t = 0.
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média mezi kanály do roviny xy. V tomto pr̊umětu vytvoř́ıme rovnoměrnou śıt’ bod̊u (xi, yj),
i, j ∈ N. Vzdálenosti bod̊u xi a yi označ́ıme 4x a 4y. Časovou diskretizaci označ́ıme tk, k ∈ N, s
krokem 4t. Elementárńı plochou Ωel rozumı́me čtverec (xi, yj), (xi+1, yj), (xi+1, yj+1), (xi, yj+1).

V př́ıpadě prouděńı nestlačitelné kapaliny plat́ı zákon zachováńı jej́ıho objemu. V libovolné
části sledované oblasti muśı změna objemu vody odpov́ıdat rozd́ılu objemu vody přiteklé a odteklé.
Celková bilance může být ještě ovlivněná př́ıpadnými zdroji.

Nejdř́ıve vypočteme objem vody nad elementárńı plochou Ωel v čase tk. Upřesněme, že rovnice
odvozujeme pro vnitřńı body śıtě, tj. 0 < xi < L a pro časy 0 < tk < T . Jelikož je v př́ıpadě
prouděńı podzemńı vody sklon hladiny malý (viz Dupuitovy-Forchheimerovy předpoklady, odd́ıl
2.6), můžeme pro dostatečně malé elementárńı plochy Ωel předpokládat, že výška hladiny nad touto

plochou je h(xi,tk)+h(xi+1,tk)
2 . Objem vody nad Ωel v čase tk tedy je

Vvoda = n 4x 4y h(xi, tk) + h(xi+1, tk)

2

a změna tohoto objemu za čas 4t je

4Vvoda = n 4x 4y h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

2
.

Dále vyjádř́ıme tok nad hranićı ∂Ωel elementárńı plochy Ωel za čas 4t. Připomeňme, že k toku
docháźı pouze ve směru osy x. Objem vody proteklé za čas 4t stěnou nad hranou ei spojuj́ıćı
body (xi, yj) a (xi, yj+1) označme Qxi

a nad hranou ei+1 spojuj́ıćı body (xi+1, yj) a (xi+1, yj+1)
označme Qxi+1

. Nyńı označme symbolem 4Q změnu objemu vody za čas 4t nad elementárńı
plochou Ωel, potom 4Q = Qxi

−Qxi+1
. Zákon zachováńı lze tedy zapsat ve tvaru

4Vvoda = 4Q+
f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4
, (6)

kde funkce f popisuje zdroje.
V čase tk je obsah plochy nad hranou ei

4y h(xi, tk) ,
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Dupuitovy-Forchheimerovy předpoklady, odd́ıl 2.6), můžeme pro dostatečně malé
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elementárńı plochy Ωel předpokládat, že výška hladiny nad touto plochou je

h(xi, tk) + h(xi+1, tk)

2
.

Objem vody nad Ωel v čase tk tedy je

Vvoda = n 4x 4y h(xi, tk) + h(xi+1, tk)

2

a změna tohoto objemu za čas 4t je

4Vvoda = n 4x 4y h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

2
.

Dále vyjádř́ıme tok nad hranićı ∂Ωel elementárńı plochy Ωel za čas 4t. Při-
pomeňme, že k toku docháźı pouze ve směru osy x. Objem vody proteklé za čas
4t stěnou nad hranou ei spojuj́ıćı body (xi, yj) a (xi, yj+1) označme Qxi a nad
hranou ei+1 spojuj́ıćı body (xi+1, yj) a (xi+1, yj+1) označme Qxi+1 . Nyńı označme
symbolem 4Q změnu objemu vody za čas 4t nad elementárńı plochou Ωel, potom
4Q = Qxi

−Qxi+1
. Zákon zachováńı lze tedy zapsat ve tvaru

4Vvoda = 4Q+
f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4
, (6)

kde funkce f popisuje zdroje.
V čase tk je obsah plochy nad hranou ei

4y h(xi, tk) ,

a proto je pr̊utok danou plochou vztažený na jednotku času roven

4y h(xi, tk)qx(xi, tk) ,

kde qx(xi, tk) je hustota toku v čase tk v mı́stě xi (tok vztažený na jednotku plochy
a jednotku času). Vztah mezi hustotou toku a výškou hladiny podzemńı vody je
dán konstitutivńım vztahem, který jsme popisovali v odd́ıle 2.7. Obdobně v čase
tk+1 máme

4y h(xi, tk+1)qx(xi, tk+1) .

Celkový objem vody proteklé nad hranou ei za čas 4t aproximujeme pr̊uměrem

Qxi
= 4t 4y 1

2

(
h(xi, tk)qx(xi, tk) + h(xi, tk+1)qx(xi, tk+1)

)
. (7)

Obdobně dostaneme objem vody proteklé nad hranou ei+1, tj.

Qxi+1 = 4t 4y 1

2

(
h(xi+1, tk)qx(xi+1, tk) + h(xi+1, tk+1)qx(xi+1, tk+1)

)
. (8)

Po dosazeńı vztah̊u (7) a (8) do zákona zachováńı (6) dostaneme

n 4x 4y h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

2
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= 4t 4y 1

2

(
h(xi, tj)qx(xi, tk) + h(xi, tk+1)qx(xi, tk+1)

)

−4t 4y 1

2

(
h(xi+1, tk)qx(xi+1, tk) + h(xi+1, tk+1)qx(xi+1, tk+1)

)

+4t 4x 4y f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4
.

Rovnici vyděĺıme 4t 4x 4y a po přeuspořádáńı člen̊u dostaneme

n
h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

24t
=

1

24x
[
h(xi, tk)qx(xi, tk)− h(xi+1, tk)qx(xi+1, tk)

+ h(xi, tk+1)qx(xi, tk+1)− h(xi+1, tk+1)qx(xi+1, tk+1)
]

+
f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4
.

Dosad́ıme konstitutivńı vztah (s přihlédnut́ım k tomu, že tok qx má směr spádu
h)

qx(xi, tk) = −nϕ
(
h(xi, tk)− h(xi−1, tk)

4x

)
,

č́ımž po vyděleńı pórovitost́ı n źıskáme

h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

24t

= − 1

24x

[
h(xi, tk)ϕ

(
h(xi, tk)− h(xi−1, tk)

4x

)

− h(xi+1, tk)ϕ

(
h(xi+1, tk)− h(xi, tk)

4x

)

+ h(xi, tk+1)ϕ

(
h(xi, tk+1)− h(xi−1, tk+1)

4x

)

−h(xi+1, tk+1)ϕ

(
h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk+1)

4x

)]

+
f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4n
.

(9)

Nyńı si vysvětĺıme přechod od diferenčńı rovnice (9) k diferenciálńı rovnici. Pro
jednoduchost budeme předpokládat stacionárńı př́ıpad, což znamená, že uvažované
funkce h a f se neměńı v čase a tud́ıž můžeme psát h(x) a f(x) mı́sto h(x, t)
a f(x, t). Nav́ıc budeme uvažovat Darcyho zákon ϕ(s) = s. T́ım se rovnice (9)
zjednoduš́ı na

0 = − 1

4x

(
h(xi)

h(xi)− h(xi−1)

4x − h(xi+1)
h(xi+1)− h(xi)

4x

)

+
f(xi) + f(xi+1)

2n
.

(10)
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Za předpokladu, že existuje druhá derivace funkce h, plat́ı podle Taylorovy věty
pro hodnoty funkce h v bodech xi−1 = xi −4x, xi+1 = xi +4x vzorce

h(xi ±4x) = h(xi)± h′(xi)4x+
1

2
h′′(ξ±)(4x)2 , (11)

kde ξ− ∈ (xi−1, xi) a ξ+ ∈ (xi, xi+1) jsou neznámá č́ısla lež́ıćı v daných intervalech.
Odtud dosazeńım

− 1

4x

(
h(xi)

h(xi)− h(xi−1)

4x − h(xi+1)
h(xi+1)− h(xi)

4x

)

= − 1

4x

(
h(xi)

(
h′(xi)−

1

2
h′′(ξ−)4x

)

−
(
h(xi) + h′(xi)4x+

1

2
h′′(ξ+)(4x)2

)(
h′(xi) +

1

2
h′′(ξ+)4x

))

=
1

2
h(xi) (h′′(ξ−) + h′′(ξ+)) + (h′(xi))

2

+ h′′(ξ+)

(
h′(xi)−

1

4
h′′(ξ+)4x

)
4x

(12)

Pro jednoduchost dále uvažujeme L = 1. Zvoĺıme libovolné x ∈ (0, 1). Nyńı
zjemňujeme śıt’ bod̊u, tj. 4x → 0, a v každém kroku zjemňováńı vyb́ıráme uzel
śıtě xi tak, aby xi → x, a tedy i ξ± → x. Předpokládejme, že h′′ a f jsou v (0, 1)
spojité funkce (ṕı̌seme h ∈ C2(0, 1) a f ∈ C(0, 1)). Potom limita výrazu v (12)
pro 4x→ 0 existuje a rovná se

h(x)h′′(x) + (h′(x))2 =

(
1

2
h2

)′′
(x)

a obdobně
f(xi) + f(xi+1)

2n
→ f(x)

n
,

přičemž dále budeme psát pouze f(x) mı́sto f(x)/n.
Z diferenčńı rovnice (10) tedy limitńım zjemňováńım śıtě dostaneme okrajovou

úlohu 


−
(

1

2
h2

)′′
(x) = f(x) v (0, 1) ,

h(0) = h(1) = 0 ,

kde jsme zvolili co nejjednodušš́ı okrajové podmı́nky, kv̊uli nimž nav́ıc předpoklá-
dáme h ∈ C[0, 1].

Po substituci u(x) = h2(x)/2 dostaneme rovnici
{
−u′′(x) = f(x) v (0, 1) ,

u(0) = u(1) = 0 ,
(13)

se kterou budeme později pracovat.
Nyńı se vrát́ıme k obecněǰśı situaci (9). Předpokládejme, že funkce f a h jsou

dostatečně hladké, např. f ∈ C([0, L]× [0, T ]), h ∈ C1((0, L)× (0, T ))∩C([0, L]×
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[0, T ]) a současně h(·, t) ∈ C3(0, L) pro všechna t ∈ [0, T ]. Nav́ıc předpokládejme,
že ve všech bodech (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ), kde ∂h

∂x (x, t) = 0, plat́ı bud’ h(x, t) = 0

nebo ∂2h
∂x2 (x, t) = 0. Potom můžeme provést limitńı přechody 4t → 0 a 4x → 0.

T́ım dostaneme diferenciálńı rovnici

∂

∂t
h(x, t) =

∂

∂x

(
h(x, t)ϕ

(
∂

∂x
h(x, t)

))
+ f(x, t) .

Použijeme-li mocninný konstitutivńı vztah (5) a vezmeme-li v úvahu i počátečńı
situaci a pevnou výšku hladiny v kanálech, źıskáme následuj́ıćı model





∂

∂t
h(x, t) =

∂

∂x

(
h(x, t)

∣∣∣∣
∂

∂x
h(x, t)

∣∣∣∣
p−2

∂

∂x
h(x, t)

)
+ f(x, t)

v (0, L)× (0, T ) ,

h(0, t) = g0, h(L, t) = gL pro všechna t ∈ (0, T ) ,

h(x, 0) = h0(x) pro všechna x ∈ (0, L) .

(14)

Pro úlohu (14) je hledáńı klasického řešeńı splňuj́ıćıho rovnici v každém bodě kom-
plikované, protože je rovnice pro ∂h

∂x → 0 bud’ singulárńı (pro 1 < p < 2), tj. difuzńı
koeficient jde do nekonečna, nebo degenerovaná (pro p > 2), tj. difuzńı koeficient
jde k nule. Zásadńı otázkou pro nově definované řešeńı je jeho existence, jedno-
značnost (v dané množině – prostoru – funkćı) a regularita (dostatečná spojitost).

Poznámka (slabé řešeńı). Koncept slabého řešeńı si přibĺıž́ıme na stacionárńı
(eliptické) úloze (13). Hledáme-li klasické řešeńı, tj. má-li být rovnice (13) splněna
v každém bodě intervalu (0, 1), je nutné, aby druhá derivace hledaného řešeńı v
každém bodě existovala. Kv̊uli výše popsanému limitńımu přechodu nav́ıc poža-
dujeme jej́ı spojitost.

Ukazuje se, že pro praktické aplikace je takový požadavek př́ılǐs silný. Fyzikálně
přirozeným př́ıstupem je nejprve definovat celkovou potenciálńı energii soustavy a
hledat funkci u, pro kterou je tato energie minimálńı (tzv. princip minimálńı ener-
gie). Uvažujeme-li pravou stranu f v (13) takovou, aby měla potenciálńı energie
matematicky smysl (nemuśı být spojitá), a množinu (prostor) funkćı, ve kterém je
existence a jednoznačnost řešeńı u zaručena tzv. funkcionálńı analýzou (konkrétně

Laxovou–Milgramovou větou), dojdeme k tzv. Sobolevovu prostoru W 1,2
0 (0, 1). Ta-

kové řešeńı pak nazýváme slabým řešeńım. Funkce z tohoto prostoru např. nemuśı
mı́t spojitou druhou a dokonce ani prvńı derivaci, takže slabé řešeńı nemuśı být
klasické řešeńı, ale lze dokázat, že každé klasické řešeńı je zároveň slabé řešeńı (tzv.
regularita).

V př́ıpadě úlohy (14) hledáme slabé řešeńı stacionárńı úlohy (nezávislé na čase)
v Sobolevově prostoru W 1,p(0, L). Vynecháńı indexu nula znač́ı, že nevyžadujeme
nulovou funkčńı hodnotu řešeńı v krajńıch bodech intervalu. Slabá řešeńı nesta-
cionárńıch (parabolických) úloh hledáme v tzv. Bochnerových prostorech, např.
pro úlohu (14) v prostoru Lp

(
[0, T ]→W 1,p(0, L)

)
.
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4. Principy maxima a srovnávaćı principy

Pro singulárńı a/nebo degenerované parabolické rovnice nelze nalézt explicitńı
řešeńı s výjimkou velmi speciálńıch př́ıpad̊u. Jejich studium je tedy založené na
kvalitativńıch metodách v kombinaci s numerickými výpočty. Zásadńı roli mezi
kvalitativńımi metodami hraj́ı principy maxima a srovnávaćı principy. Ty si nej-
prve vysvětĺıme na klasické eliptické Dirichletově okrajové úloze pro Poissonovu
rovnici s lineárńım Laplaceovým operátorem (Laplaciánem)

∆u
def
=

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2u

∂x2
N

= div(∇u),

kde (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN ,

∇u def
=

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xN

)
, div(w1, w2, . . . , wN )

def
=

∂w1

∂x1
+
∂w2

∂x2
+ · · ·+ ∂wN

∂xN
.

Alespoň pro nejjednodušš́ı př́ıpad rovnice8 ∆u = f v omezené oblasti Ω ⊂ RN
uved’me, že jej́ım slabým řešeńım nazýváme funkci u ∈W 1,2(Ω) splňuj́ıćı∫

Ω

∇u · ∇ϕdx =

∫

Ω

uϕdx

pro všechny tzv. testovaćı funkce.
Necht’ ui ∈W 1,2(Ω), i = 1, 2, jsou (slabá) řešeńı rovnic

−∆ui = fi(x) v Ω ,

kde fi ∈ L∞(Ω) jsou dvě (obecně r̊uzné) pravé strany. Tzv. slabý srovnávaćı princip
ř́ıká, že je-li f1 ≤ f2 v oblasti Ω a u1 ≤ u2 na hranici ∂Ω (ve smyslu tzv. stop9

stop), pak plat́ı u1 ≤ u2 v celé oblasti Ω. Tzv. silný srovnávaćı princip dále ř́ıká, že
je-li nav́ıc f1 6≡ f2 v Ω nebo u1 6≡ u2 na ∂Ω, potom plat́ı dokonce ostrá nerovnost
u1 < u2 v celé oblasti Ω. To např́ıklad znamená, že pokud f1 < f2 plat́ı alespoň
na nějaké části oblasti Ω, která má kladnou mı́ru, ale může být velmi malá, a na
zbytku oblasti je f1 ≡ f2, potom plat́ı u1 < u2 všude v Ω.

Obdobná tvrzeńı lze dokázat i pro parabolickou Cauchyho-Dirichletovu úlohu
s laplaciánem. Necht’ ui ∈ L2

(
[0, T ]→W 1,2(Ω)

)
, i = 1, 2, jsou (slabá) řešeńı

rovnic
∂ui
∂t
−∆ui = fi(x, t) v QT

def
= Ω× (0, T ] ,

kde fi ∈ L∞(QT ). Pak lze dokázat, že pokud f1 ≤ f2 v QT a u1 ≤ u2 na

ΓT
def
= (∂Ω× [0, T ]) ∪ (Ω× {0}) (ve smyslu stop), pak u1 ≤ u2 v QT (slabý

srovnávaćı princip, viz Friedman [17]). Plat́ı-li nav́ıc alespoň jedna z následuj́ıćıch
tř́ı podmı́nek:

• f1 6≡ f2 v Ω× (0, t0) pro libovolné 0 < t0 ≤ T ,
• u1 6≡ u2 na Ω× {0} (ve smyslu stop),
• u1 6≡ u2 na ∂Ω× (0, t0) (ve smyslu stop) pro libovolné 0 < t0 ≤ T ,

8Speciálně pro N = 1 a Ω = (0, 1) je ∆u = u′′, a jedná se tedy o rovnici v (13).
9Funkce v prostoru W 1,2(Ω) jsou př́ılǐs obecné, aby mělo smysl mluvit př́ımo o jejich hod-

notách na ∂Ω. Mı́sto toho se uvažuje, jaké na ∂Ω zanechaj́ı
”
stopy“.
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potom u1 < u2 v QT (silný srovnávaćı princip).
Pro lineárńı úlohy se obvykle nejprve dokazuje princip maxima, protože srov-

návaćı princip pak snadno dostaneme jako jeho d̊usledek. Necht’ u ∈ L2
(
[0, T ] →

W 1,2(Ω)
)

je (slabé) řešeńı rovnice

∂u

∂t
−∆u = f(x, t) v QT ,

kde f ∈ L∞(Ω). Slabý princip maxima ř́ıká, že je-li f ≥ 0 v QT , potom u ≥M def
=

ess inf
ΓT

u (ve smyslu stop) v QT . Zjednodušeně řečeno, spojité řešeńı u nabývá své

minimálńı hodnoty přes QT v nějakém bodě množiny ΓT , neboli v žádném bodě
uvnitř QT nemá menš́ı hodnotu, než je minimum přes ΓT . Poznamenejme, že i když
by se zdálo logičtěǰśı nazývat toto tvrzeńı principem minima a principem maxima
nazývat tvrzeńı, že z f ≤ 0 plyne u ≤ ess sup

ΓT

u, tato dvě tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(jedno z druhého plyne nahrazeńım u za −u), a tedy použ́ıváme pouze tradičńı
pojem princip maxima. Silný princip maxima ř́ıká, že jestliže je nav́ıc splněna
alespoň jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

• f 6≡ 0 v Ω× (0, t0) pro libovolné 0 < t0 ≤ T ,
• u 6≡M na Ω× {0} (ve smyslu stop),
• u 6≡M na ∂Ω× (0, t0) (ve smyslu stop) pro libovolné 0 < t0 ≤ T ,

potom u > M v QT .
Jakmile máme dokázán princip maxima (slabý, resp. silný), srovnávaćı princip

(slabý, resp. silný) snadno obdrž́ıme volbou u = u2 − u1 (tud́ıž M ≥ 0) a f =
f2−f1. Všimněme si, že jsme využili linearitu levé strany rovnice. Naopak, máme-li
dokázán srovnávaćı princip, př́ıslušný princip maxima lze odvodit volbou u1 ≡M ,
f1 ≡ 0, u2 = u a f2 = f (zde žádná linearita využita nebyla).

Uvažujme nyńı mı́sto Laplaciánu obecněǰśı10 operátor p-laplacián

∆pu
def
= div

(
|∇u|p−2∇u

)
,

p > 1. Podobně jako v lineárńım př́ıpadě p = 2 výše, ze srovnávaćıho principu
plyne př́ıslušný princip maxima. Ale protože je p-laplacián nelineárńı operátor
(pro p 6= 2), z principu maxima neplyne srovnávaćı princip. Jinými slovy, prin-
cip maxima je slabš́ı tvrzeńı, protože je to vlastně srovnáńı pouze s konstantńım
řešeńım. Nav́ıc plat́ı, že jednoznačnost (slabého) řešeńı je snadným d̊usledkem
slabého srovnávaćıho principu, ale ne d̊usledkem principu maxima.

Pokud jde o (slabé) řešeńı u ∈ W 1,p(Ω) eliptické Dirichletovy okrajové úlohy
pro rovnici s p-laplaciánem

−∆pu = f(x) v Ω ,

jak slabý princip maxima, tak slabý srovnávaćı princip lze dokázat standardńımi
metodami zvoleńım vhodné testovaćı funkce v definici slabého řešeńı. Slabý srov-
návaćı princip v podstatě ř́ıká, že p-laplacián je tzv. monotónńı operátor. Silný
princip maxima byl dokázán v roce 1984 (Vázquez, [37]). Silný srovnávaćı princip

10Plat́ı ∆2 ≡ ∆.
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(tj. silněǰśı tvrzeńı) pak byl dokázán v roce 1998 (Cuesta, Takáč [9]) alespoň v
př́ıpadě, že 0 ≤ f1 ≤ f2, f1 6≡ f2 a u ≡ 0 na ∂Ω (autoři se zaměřili pouze na vliv
pravé strany rovnice a ne na vliv okrajové podmı́nky).

Zat́ımco slabý princip maxima a dokonce i slabý srovnávaćı princip pro (slabé)
řešeńı u ∈ Lp

(
[0, T ]→W 1,p(Ω)

)
parabolické Cauchyho-Dirichletovy úlohy s p-

laplaciánem

∂u

∂t
−∆pu = f(x, t) v QT (15)

lze stále dokázat standardńımi metodami (viz Ivanov [19]), d̊ukaz silného principu
maxima a silného srovnávaćıho principu je pro p 6= 2 mnohem komplikovaněǰśı.
Ukážeme si, že z Barenblattova článku [2] plyne, že silný princip maxima nelze
očekávat v tzv. degenerovaném př́ıpadě p > 2 (pomalá difuze) ani pro malé T > 0.
Vezmeme-li slavné Barenblattovo explicitńı řešeńı %(r, t), r, t > 0, rovnice [2, (1.3)]

c
∂%

∂t
=

1

rN−1

∂

∂r

[
rN−1

(
∂

∂r
%k
) ∣∣∣∣

∂

∂r
%k
∣∣∣∣
m−1

]
, (16)

kde m = p−1, k = 1 a c > 0 je konstanta, potom jeho
”
rotaćı“ dostaneme radiálně

(sféricky) symetrickou funkci (tj. takovou, která je konstantńı na libovolné sféře v
RN se středem v počátku) u(x, t) ≡ %(|x|, t) = %(r, t), r = |x|, která je řešeńım
rovnice (15), kde f ≡ 0. Degenerovaný př́ıpad p > 2 odpov́ıdá př́ıpadu k > 1/m
v [2]. Množina bod̊u RN , ve kterých je v tomto př́ıpadě řešeńı u nenulové (viz
[2, Fig. 1]), je v libovolné časovém okamžiku omezená koule s poloměrem, který
zač́ıná od 0 v čase t = 0 (počátečńı podmı́nka je Diracova distribuce v počátku,
tj. veškerá hmota je soustředěna do jednoho bodu) a roste v čase s konečnou
rychlost́ı. Za oblast Ω tedy zvoĺıme nějakou (libovolnou) kouli v RN se středem v
počátku a počátečńı čas nastav́ıme tak, aby poloměr koule, ve které je (rotované)
Barenblattovo řešeńı nenulové, byl menš́ı, než poloměr Ω (v [2] nahrad́ıme t za t+ε
s nějakým dostatečně malým ε > 0). Plat́ı tedy u 6≡ M = 0 na Ω × {0} a u 6> 0
v QT , protože u = 0 v části Ω (mezi ∂Ω a nějakou menš́ı sférou) pro t od 0 až
dokud menš́ı sféra nenaraźı na ∂Ω. Jiný protipř́ıklad na silný srovnávaćı princip v
jedné prostorové dimenzi, ve kterém u1 ≡ u2 na ΓT , f1 ≤ f2, f1 6≡ f2, ale u1 6< u2,
je uveden v [8]. Na druhou stranu jsou v [8] uvedeny jisté (silněǰśı) podmı́nky na
odděleńı pravých stran f1 a f2, za kterých už silný srovnávaćı princip plat́ı.

Ani v tzv. singulárńım př́ıpadě 1 < p < 2 (silná difuze) nemůže silný princip
maxima platit pro libovolně velké T . V [13, Chapter VII, §2]) je dokázáno, že
pokud u > 0 na Ω × {0}, u ≡ 0 na ∂Ω × (0, T ) a f ≡ 0 in QT , pak existuje
dostatečně velké t, od kterého je už u(·, t) nulové v Ω, neplat́ı tedy u > M = 0 pro
libovolně dlouhý čas. Silný princip maxima alespoň pro dostatečně krátký čas je
dokázán v [6, Theorem 1.1], a to dokonce pro ještě obecněǰśı, tzv. dvojitě nelineárńı
rovnici

∂

∂t
b(u(x, t))−∆pu = f(x, t) v QT , (17)
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kde b : R+ → R+ je spojitá funkce, b(0) = 0, b ∈ C1(0,+∞) a b′ > 0 na (0,+∞).
Ve speciálńım př́ıpadě b(s) ≡ s přejde rovnice (17) na (15). Necht’ 1 < p < 2 a

lim
s→0+

s2−p b′(s)
| log s|p−1

= 0 . (18)

Předpokládejme, že u : Ω × [0, T ) → R+ je spojité nezáporné slabé řešeńı (17).
Potom pro libovolné pevné t0 ∈ (0, T ) plat́ı, že řešeńı u(·, t0) je bud’ kladné všude
v Ω, nebo nulové všude v Ω. Z toho plyne, že jestliže u(ξ, 0) > 0 v nějakém bodě
ξ ∈ Ω, potom existuje τ ∈ (0, T ] takové, že u(x, t) > 0 pro všechna (x, t) ∈
Ω × (0, τ), tj. silný princip maxima plat́ı na Ω × (0, τ). Hodnotu τ ∈ (0, T ) lze
zdola odhadnout:

τ = sup{T ′ ∈ (0, T ] : u(ξ, t) > 0 pro všechna t ∈ [0, T ′)} > 0 .

Poznamenejme, že u(x, t) ≡ %k(|x|, t), kde % je Barenblattovo řešeńı (16), je řešeńı
(17), kde b(s) = s1/k, p = m + 1 a f ≡ 0. Pokud k ≤ 1/m, tj. k ≤ 1/(p −
1), potom (rotované) Barenblattovo řešeńı je kladné všude v RN pro libovolný
kladný čas. Jinými slovy, rychlost š́ı̌reńı je nekonečná, a je tedy v tomto př́ıpadě
rozumné očekávat platnost silného srovnávaćıho principu alespoň pro malé T > 0.
A skutečně, pro b(s) = s1/k je podmı́nka (18), tj.

lim
s→0+

s1−p+1/k

k| log s|p−1
= 0 ,

splněna právě tehdy, je-li 1−p+ 1/k ≥ 0, tj. k ≤ 1/(p−1). Podmı́nka (18) je tedy
přirozená a přesně odpov́ıdá Barenblattovu výsledku.

5. Analýza modelu prouděńı vody mezi rovnoběžnými kanály

Nyńı aplikujeme teoretické poznatky z předchoźı části na matematický model od-
vozený v části 3, tj.





∂

∂t
h(x, t) =

∂

∂x

(
h(x, t)

∣∣∣∣
∂

∂x
h(x, t)

∣∣∣∣
p−2

∂

∂x
h(x, t)

)
+ f(x, t)

v (0, L)× (0, T ) ,

h(0, t) = g0, h(L, t) = gL pro všechna t ∈ (0, T ) ,

h(x, 0) = h0(x) pro všechna x ∈ (0, L) .

V daľśım textu předpokládáme, že výška hladiny v obou kanálech je stejná, tj. g0 =
gL = H ≥ 0. Př́ıpad g0 6= gL nebo ještě obecněǰśı (a reálněǰśı) závislost okrajových
podmı́nek na čase jsou stále otevřené problémy, čekaj́ıćı na své vyřešeńı. My zde
poṕı̌seme dvě zaj́ımavé a překvapivě rozd́ılné situace, vyschlé kanály H = 0 a
zavodněné kanály H > 0.

Prvně budeme předpokládat, že jsou kanály vyschlé (H = 0) a ani mezi kanály
neńı žádná voda. Poté v čase t = 0 dojde k náhlému zvýšeńı hladiny mezi př́ıkopy
o 4h0 ≥ 0, což se modeluje počátečńı podmı́nkou h0 = H +4h0 = 4h0 pro čas
t = 0. Lze ukázat, že pro rozumnou volbu nár̊ustu4h0 (představme si např. spojitě
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diferencovatelnou funkci11 na uzavřeném intervalu [0, L] s 4h0(0) = 4h0(L) =
0) má (14) jednoznačné řešeńı (viz [19]). Pokud nav́ıc f = 0 na (0, L) × (0, T ),
4h0(x0) > 0 pro nějaké x0 ∈ (0, L) a existuje hodnota 0 < δ < min{x0, L −
x0} taková, že funkce 4h0 je nulová vně intervalu (x0 − δ, x0 + δ), lze pomoćı
slabého srovnávaćıho principu popsaného v předchoźı části ukázat, že h(·, t) = 0
vně intervalu (δ − wmaxt, L− δ + wmaxt) pro všechna 0 < t < min{δ/wmax, (L−
δ)/wmax}, kde wmax > 0. Tuto vlastnost dostaneme, stejně jako v předchoźı části,
srovnáńım s řešeńım inspirovaným Barenblattem (viz Dı́az [12, str. 328–329]).
Jako horńı řešeńı (řešeńı rovnice (14) s jistou f(x, t) ≥ 0 - srovnejte s formulaćı
srovnávaćıho principu) vezmeme

U(x, t) = max





1

(t+ τ)λ

[
C − k |x− x0|p

′

(t+ τ)
p′

2p−1

]p′
, 0





s

p′ =
p

p− 1
, λ =

p

2p2 − 3p+ 1
, k =

(
p− 1

p

)2(
1

2p− 1

) p
p−1

,

kde τ > 0 a C > 0 budou vhodně zvoleny ńıže. Poznamenejme, že funkce U(·, t)
je nulová vně intervalu

(
x0 −

(
C

k

) 1
p′

(t+ τ)
1

2p−1 , x0 +

(
C

k

) 1
p′

(t+ τ)
1

2p−1

)
.

pro každé t > 0. Nyńı zvoĺıme konstanty τ > 0 a C > 0 tak, aby h0(x) ≤ U(x, 0) a

[x0 − δ, x0 + δ] ⊆
(
x0 −

(
C

k

) 1
p′

τ
1

2p−1 , x0 +

(
C

k

) 1
p′

τ
1

2p−1

)
( (0, L) ,

viz obr. 7, kde znač́ıme η± =
(
C
k

) 1
p′ τ

1
2p−1 .

Potom h( · , t) je nulová vně
(
x0 −

(
C

k

) 1
p′

(t+ τ)
1

2p−1 , x0 +

(
C

k

) 1
p′

(t+ τ)
1

2p−1

)
.

To znamená, že voda z lokalizovaného náhlého navýšeńı hladiny podzemńı vody
h0 nedosáhne okamžitě břeh̊u kanál̊u a

wmax =

(
C

k

) 1
p′

.

Nyńı se pod́ıváme na situaci, kdy jsou kanály zavodněné (H > 0) a ve stejné
výši je i p̊uvodńı hladina podzemńı vody. Poté v čase t = 0 dojde k náhlému
zvýšeńı hladiny mezi př́ıkopy o 4h0, což se modeluje počátečńı podmı́nkou h0 =
H +4h0 pro čas t = 0. Stejné okamžité zvýšeńı hladiny podzemńı vody o 4h0

jako v předchoźım př́ıpadě ihned zp̊usob́ı zvýšeńı hladiny podzemńı vody v celém

11Přesněji postačuje lipschitzovsky spojitá funkce.
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x

y

y(x) = U(x, 0)

y(x) = h0(x) = 4h0

0
Lx0 − δ x0 x0 + δη− η+

Obrázek 7: Srovnáńı počátečńı podmı́nky a horńıho řešeńı v čase t = 0.
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) 1
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Obrázek 7. Srovnáńı počátečńı podmı́nky a horńıho řešeńı v čase t = 0.

intervalu (0, L). Uvažujeme 4h0 ≥ 0, které splňuje stejné předpoklady jako v
předchoźım odstavci. Pomoćı substituce v(x, t) = h(x, t)−H dostaneme úlohu





∂v

∂t
− ∂

∂x

(
|v +H|

∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣
p−2

∂v

∂x

)
= f(x, t)

pro (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ) ,

v (0, t) = v(L) = 0 pro t ∈ (0, T ) ,

v(x, 0) = h0(x)−H = 4h0(x) pro x ∈ (0, L) ,

(19)

u které lze dokázat existenci a jednoznačnost spojitého12 řešeńı (viz [5]). Chceme
ukázat, že pro tento problém plat́ı silný princip maxima popsaný v předchoźı
kapitole pro dvojitě nelineárńı rovnici (17). Pomoćı daľśı substituce dále rovnici
v (19) přeṕı̌seme do tvaru (17). Protože

∂v

∂x
=
∂(v +H)

∂x
a (v +H)

1
p−1

∂(v +H)

∂x
=
p− 1

p

∂(v +H)
p

p−1

∂x

dostaneme

∂v

∂t
−
(
p− 1

p

)p−1
∂

∂x



∣∣∣∣∣
∂(v +H)

p
p−1

∂x

∣∣∣∣∣

p−2
∂(v +H)

p
p−1

∂x


 = f(x, t) .

Substitućı u = (v +H)p/(p−1) −Hp/(p−1) źıskáme

∂

((
u+H

p
p−1

) p−1
p −H

)

∂t
−
(
p− 1

p

)p−1
∂

∂x

(∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−2

∂u

∂x

)
= f(x, t) ,

12Dokonce hölderovsky spojitého.
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což je požadovaná rovnice (17) s b(s) =
(
s+H

p
p−1

) p−1
p −H. Funkce b je spojitá,

b(0) = 0, b ∈ C1(0,+∞) s b′ > 0 v (0,+∞) a podmı́nka (18) je splněná. Potom ze
silného principu maxima dostaneme, že řešeńı u(·, t0) je pro každé pevné t0 ∈ (0, T )
bud’ kladné všude v (0, L), nebo nulové všude v (0, L). Ze spojitosti řešeńı a
podmı́nky h0 > 0 dostaneme existenci τ ∈ (0, T ) takového, že u(x, t) > 0 pro
všechny (x, t) ∈ (0, L)×(0, τ), a proto z výše uvedených transformaci je h(t, x) > H
pro všechny (x, t) ∈ (0, L)× (0, τ).

Závěr. Pokud jsou př́ıkopy vyschlé (H = 0), voda z náhlého lokálńıho navýšeńı
hladiny podzemńı vody dosáhne břeh̊u odvodňovaćıch př́ıkop̊u až po určitém čase.
Naopak v př́ıpadě částečně zatopených kanál̊u zp̊usob́ı náhlé lokálńı navýšeńı hla-
diny podzemńı vody okamžité zvýšeńı hladiny podzemńı vody v celém prostoru
mezi kanály. V reálných situaćıch se tekutina pohybuje vždy konečnou rychlost́ı.
Výše zmı́něné výsledky je tedy nutné interpretovat tak, že pro H > 0 je pohyb roz-
hrańı mezi suchou a zavodněnou část́ı mnohem rychleǰśı než v př́ıpadě vyschlého
prostřed́ı.

Poděkováńı
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v Plzni, Univerzitńı 8, 30100 Plzeň,
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