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NELINEARNI MATEMATICKE MODELY PROUDENI
PODZEMNI VODY

JIRI BENEDIKT, PETR GIRG A LUKAS KOTRLA

ABSTRAKT. Matematické modely proudéni podzemni vody stoji na dvou zdkladnich
vztazich, zakonu zachovani a konstitutivnim vztahu. Protoze proudéni v poréznim
prostiedi je velmi komplexni jev, jsme ve vétsiné pripadu odkézani na ziskani kon-
stitutivniho vztahu z experimentdlnich dat. Stejnd data lze vSak prolozit ruznymi
funkcemi, a tedy nemuze existovat univerzilni konstitutivni vztah.

V naSem c¢lanku se zaméfime na mocninny zdkon, ktery je dostate¢né obecny,
aby podchytil zdkonitosti proudéni v ruznych redlnych situacich a zaroven je do-
statecné jednoduchy, aby se s nim dalo snadno matematicky pracovat. Tento zakon
pouzijeme k odvozeni rovnice proudéni podzemni vody. Pomoci ni popiseme vyvoj
hladiny podzemni vody v zdvislosti na ¢ase proudici poréznim prostfedim mezi
dvéma rovnobéznymi kandly.

1. Uvop

Zasobovani vodou je jednou z hlavnich vyzev, které lidstavo v prubéhu své exis-
tence opakované ¢eli. Za prukopnicka inzenyrské dila spojena s vodou lze povazovat
napi. mezopotamské prehrady a zavlazovaci kandly na Eufratu a Tigridu, sta-
roegyptské zavlazovaci kanaly na Nilu, rozsdhly systém studni a rozvodu vody
v Mohendzodaru ve starovéké Indii, vodovodni systémy starovékého Recka od
minojské kultury az po Athény, Ezechidsuv tunel v Jeruzalémé, monumentalni
fimské akvadukty nachdzejici se v celém stfedomoii. O tom, jak davni stavitelé
navrhovali tyto zasné stavby, mnoho nevime. Dolozitelné systematicky a na mo-
derni védecké bazi' se problematikou zdsobovani obyvatelstva pitnou vodou zacali
zabyvat inzenyii na prelomu 18. a 19. stol. a sice v souvislosti s rychlym rustem
mést. V této dobé se zacinaji objevovat prvni matematické modely proudéni vody
v potrubi a kanédlech. To bylo v dobach, kdy jesté nebyly objeveny zakladni rovnice
proudén{ redlnych (vazkych) tekutin dnes zndmé jako Navierovy-Stokesovy rovnice
(NAVIER 1827 a nezdvisle STOKES 1845) a rovnéz nebyly k dispozici pocitace pro
jejich numerické feseni.? Proto se v pifpadé proudéni vody inZeny#i zaméfili na

2010 MSC. Primarni 35K59, 35K92, 76S05.
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Pro podrobny historicky pfehled viz napf. Rouse [30].

2V té dobeé jiz byla zndma rovnice kontinuity, kterou pro nestlacitelnou tekutinu odvodil LEO-
NARDO DA VINCI (1452-1519), Bernoulliho rovnice, k jejimuz objeveni ptispél DANIEL BERNOULLI
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tzv. fenomenologicky piistup k feSeni problému zaloZzeny na empiricky nalezenych
zdkonitostech. V roce 1732 vynalezl francouzsky inzenyr HENRI DE P1TOT (1695
1771) méfici trubici (dnes zndmou jako Pitotova trubice) umoziujici méfit rychlost
proudéni tekutiny v daném misté, coz umoznilo provadét riznd pozorovani a expe-
rimenty s redlnymi tekutinami. V souvislosti s pfipravou stavby kanalu, ktery mél
piivadét vodu do PaffZe z feky Yvette, francouzky inZenyr ANTOINE DE CHEZY
(1718-1798) studoval empirické vztahy mezi spddem kandlu a rychlosti proudéni.
Na zékladé pozorovani a méfeni provadénych mezi lety 1769 az 1775 na jiz vybu-
dovaném kanalu Courpalet stanovil tento vztah:

v=Cy|R NA
kde v je stfedni prutokova rychlost v kandle, R je hydraulicky polomér kanalu, Ah
je vyskovy rozdil hladiny ve dvou bodech kanélu jejichz spojnice je rovnobézna s
proudem v kandlu, AL je jejich vzdélenost a C' > 0 je rychlostni soucinitel zjistény
z naméfenych dat. V souvislosti s distribuci vody ve méstech byly studovany téz
empirické vztahy mezi sklonem potrubi a rychlosti proudéni v ném. Touto proble-
matikou se zabyval francouzsky inzenyr GASPARD DE PRONY (1755-1839), ktery

ve své praci [11] publikované v roce 1804 odvodil semiempiricky vztah®
Ah 1
YNAR: (av+bv2) ,

kde v je stfedni prutokova rychlost v potrubi, D je vnitini prumér potrubi, Ah je
vyskovy rozdil hladiny mezi dvéma body na ose potrubi, AL je vzdalenost téchto
bodu a a,b > 0 jsou konstanty, které je tieba zjistit z naméfenych dat pro potrubi
vyrobené z daného materidlu s danou drsnosti povrchu apod.

Dalsi rychly nédrust poc¢tu obyvatel v evropskych méstech v prubéhu deva-
tenactého stoleti a s nim spojena jesté vyssi potieba pitné vody podnitily zajem
soudobych inzenyri mimo jiné o proudéni vody v poréznim prostiedi. Jednou z
moznosti, jak ziskat pitnou vodu je filtrace vody Fiéni uzitim piskovych filtra.
Timto postupem se zabyval francouzsky inzenyr H. DARCY (1803-1858), ktery
v roce 1856 v knize [10] zvefejnil vztah, dnes zndmy jako Darcyho zdkon, pro
proudénf (filtraci) vody jemnym piskem vypliujicim valec o konstantnim prufezu
A, délce AL a s osou rovnobéznou se smérem proudént,

AP Ah
Q:CE:CQQE~ (1)

Prutok @ udava objem vody proteklé fezem kolmym na osu véalce za jednotku ¢asu

a AP Py, — Py, = pg(h1 — ha) = 0g/Ah znadi rozdil tlaku na vstupu do a vystupu

z valce, o je hustota vody a ¢ je tihové zrychleni. Konstanta ¢ > 0 je zjisténa z

(1700-1782) a v jeji dnes pouzivané podobé odvodil LEONHARD EULER (1707-1783) pomoci Eu-
lerovy rovnice proudén{ idedlni tekutiny, viz [30].

3Semiempiricky vztah je takovy vztah, jehoz tvar je odvozeny ze zakladnich fyzikdlnich
zdkonu, ale nékteré konstanty je tieba zjistit z experimentdlnich dat.
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naméfenych dat pro dany typ jemného pisku. Schématické znézornéni zafizeni?,
na kterém lze zdkonitosti filtrace vody studovat, je na obrazku 1. Podstatnou
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Obréazek 1. Ilustrace zafizeni pro empirické studium filtrace. Do horni nddrzky ptitékd voda.
Konstantni{ vysky hladin v nddrzkdch (a tim i hodnoty hydrostatickych tlaki P; a P») jsou
udrzovény prepady nadrzek.

vlastnosti tohoto vztahu je pfimé imérnost mezi objemovym prutokem a rozdilem
tlaku. Jednd se tedy o zdkon linedrni.

Dalsi moznosti, jak zdsobit obyvatelstvo pitnou vodou, je odbérem vody ze
studni. K maximalnimu vyuziti tohoto zdroje je tfeba pochopit zakonitosti prou-
déni vody v hornindch v podzemi. Touto problematikou se experimentédlné zabyval
némecky inzenyr A. THIEM [35], ktery ve mésté Strassburg nechal v okoli po-
kusnych studni vybudovat systém pozorovacich studni®, v nichZ sledoval pokles
hladin v souvislosti s odbérem vody z pokusnych studni. Timto zpusobem ziskal
cennd data o zavislosti poklesu hladiny podzemni vody na vzdalennosti od po-
kusné studny. Podobné postupoval i dalsi némecky inzenyr D. ENDRES ve mésté
Augsburg. Experimentalné nameéiené vysledky A. Thiema a D. Endrese matema-
ticky zpracoval rakousky inzenyr O. SMREKER ve své prukopnické praci [33] a
dosel z namétfenych dat k nékolika empirickym vztahtim mezi poklesem hladiny a
prutokem danym tsekem horniny (porézniho prostfedi). Nejzndméjsi je pro svoji
snadnou aplikovatelnost jeho mocninny zakon

AR\ 2/3
Q_C<AL) )

4Piivodn{ Darcyho zaifzen{ mélo trochu jinou konfiguraci, viz [10]. Dnes se pro studium filtrace
pouzivaji zafizeni s konfiguraci jako na obr. 1.
57 pozorovacich studni se voda neGerpé, jen se méif vyska hladiny.
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kde @ je prutok vody, Ah si muzeme zatim pfedstavit jako pokles hladiny pod-
zemni vody mezi dvéma pozorovacimi studnami a AL jako jejich vzdalenost ve vo-
dorovném sméru (velic¢iny vystupujici v tomto zdkonu budou rigorézné definoviny
v druhé ¢asti ¢lanku). Konstanta C' > 0 je urc¢ena z experimentdlnich dat pro
dané horniny v podzemi. Tento zédkon je na rozdil od Darcyho zdkona nelinearni.
Protoze voda proudi poréznim prostiedim systémem kanalkiu, lze o¢ekdvat jistou
analogii s proudénim v potrubi. Tato tvaha vedla rakouského inzenyra PH. FOR-

CHHEIMERA [106] k polynomidlnimu vztahu
Ah
N (GQ + bQ2) ) (2)

kde opét Ah vyjadiuje pokles hladiny mezi dvéma misty se spojnici rovnobéznou
se smérem proudéni, AL jejich vzdalenost, @ je prutok vody a a,b > 0 jsou
konstanty, které je tfeba zjistit z experimentu s danym prostiedim. Stejné tak
jako Smreker i Forchheimer pouzival prevzatd naméfend data. V jeho piipadé se
jednalo o data od celé fady experimentatori, kde se kazdy zaméfil na jiny typ
materidlu (ruzné druhy pisku a §térkopisku lisicich se zrnitosti, tvarem zrn a che-
mickym slozenim). Forchheimertuv polynomidln{ vztah se ukdzal jako velice obecny
a schopny zachytit zdkonitosti proudéni pomoci dvou parametri a a b. Navic tivaha
o analogii mezi proudénim vody v poréznim prostiedi a potrubi napovida, ze je
prirozené ocekavat spiSe nelinedrni vztahy nez vztahy linedrni. Pfestoze Forchhei-
meruv zdkon pii vhodnych konstantach a a b velmi dobfe aproximuje redlnd data,
ma jednu velkou nevyhodu: v matematickych modelech potfebujeme ¢asto pra-
covat se vztahem, ktery vyjadiuje funkéni zavislost @ na Ah/AL. Tento vztah
bychom dostali z Forchheimerova zakona jako kladné feSeni kvadratické rovnice
pro Q. Tento vztah je vsak pro praktické vyuziti komplikovany. Jako vhodné al-
ternativa k Forchheimerovu zdkonu se pak jevi obecnéjsi mocninné zékony tvaru

AW

o=c(57) - ®

s koeficientem ¢ > 0 a exponentem r > 0, které je tfeba urcit z experimentalnich
dat. Diky dvéma parametrum lze témito zdkony popsat proudéni vody v ruznych
typech poréznich prostfedi. Nutno podotknout, ze v této obecné varianté navrhl
mocninny zdkon jiz O. SMREKER [33] a zabyval se jim ve svém ¢ldnku i FORCHHE-
IMER [16]. Velkou popularitu ziskaly mocninné zdkony od tiicatych let dvacétého
stoleti, kdy bylo intenzivné laboratorné studovano proudéni poréznim prostiedim
na experimentdlnich zafizenich jako na obrézcich 1 a 4, viz napf. 1zBAS [20] a
MISSBACH [24, 25, 26, 27]. Na jejich pocest se mocninnému zdkonu nékdy téz rika
Smrekertuv-Izbasuv-Missbachuv zakon. Podrobnéji se lze s historickym vyvojem
zkoumdn{ mocninného zékona sezndmit v BENEDIKT, GIRG, KOTRLA a TAKAC [7].
Povsimnéme si, ze ve vzorci (2) lze pro malé hodnoty Q kvadraticky ¢len Q2
zanedbat, a tudiz muzeme pro malé hodnoty @ Forchheimeruv zdkon velmi dobte
aproximovat linearnim Darcyho zakonem. Tedy Forchheimertuv zakon neni v roz-
poru s Darcyho zdkonem. Pro mocninny zdkon (3) s r # 1 toto vSak neplati.
Pro malé hodnoty @ Darcyho zdkon (1) neni dobrou aproximaci mocninného
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zékona (3). Ukazuje se na zdkladé analogie proudéni v poréznim prostiedi a v
trubici, ze rozhodujicim faktorem pro platnost mocninného nebo Darcyho zakona
pro dané @ je pomér setrvaénych a ttecich sil v kapaliné nebo presnéji zanedba-
telnost setrvacnych sil vzhledem k silam tfecim. Tento pomeér je charakterizovany
tzv. Reynoldsovym é&islem (viz napf. ARAVIN a NUMEROV [, § 11, str 30-36]),
jehoz variantami pro proudéni v poréznim prostiedi se budeme zabyvat nize. Pro
malé hodnoty Reynoldsova ¢isla je platny Darcyho zdkon a pro velké hodnoty
Reynoldsova ¢isla je nutné uvazovat zakon nelinearni, napf. mocninny. Podrobnéji
se tim budeme zabyvat v oddile 2.5.

Cilem tohoto piispévku je sezndmit étendfe s mocninnym zdkonem a jeho
moznym pouzitim v modelovani proudéni podzemni vody. Pro jednoduchost se
zaméiime na model popisujici vyvoj hladiny podzemni vody mezi dvéma rov-
nobéZnymi kandly, ve kterych tece voda v pevné dané vySce (viz obrizek 2).
Mezi kandly dojde ke zvyseni hladiny podzemni vody (napf. vlivem desté nebo za-
vlazovéni) a nasim tikolem je popsat vyvoj hladiny podzemni vody v ¢ase. Nasi sna-
hou je text prizpusobit studentim nizsich roéniku vysoké skoly. Jednim z piiklada
je nestandardni odvozeni modelu v ¢asti 3, které je podle naseho nédzoru vhodné;jsi
pro studenty, ktefi neabsolvovali zédkladni kurz parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Klasické odvozeni za slabsich pfedpokladu na hledané feseni lze nalézt v [5].
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Obrazek 2. Proudéni podzemni vody mezi rovnobéznymi kanaly.

V druhé ¢asti se budeme zabyvat zakladnimi pojmy z hydrologie, které v dalsi
¢asti vyuzijeme pii odvozeni matematického popisu problému. Ctvrtd st ob-
sahuje kratké sezndmeni s dulezitymi pojmy z oblasti parcidlnich diferencidlnich
rovnic, principem maxima a srovnavacim principem. Posledni ¢ast je vénovana
vlastnostem feSeni modelu pfedstaveného ve tieti ¢asti. Podrobnéji jsme pouziti

mocninného zdkona v hydrologii studovali v [5] a [7].
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2. ZAKLADNI POJMY V HYDROLOGII

V této ¢asti uvedeme krétky souhrn terminu a veli¢in pouzivanych v hydrologii.
Tyto informace lze nalézt ve vétsiné knih zabyvajicich se timto tématem. Pro dalsi
studium odkazujeme Ctenaie naptiklad do skript JANDORA, STARA a STARY [21]
nebo VALENTOVA [30]. Jesté podrobnéji se lze s danou problematikou sezndmit v
monografiich ARAVIN a NUMEROV [1], BEAR [4] a HARR [18].

2.1. Porézni prostredi

Precizni definice porézniho prostiedi je komplikovand a pfesahuje ramec tohoto
textu. My si vystaCime s intuitivni definici. Pro presnéjsi definici odkazujeme
Ctendfe na skripta [36, §1.4, str. 8-9].

Zacneme definici pojmu pdr, kterym rozumime volny prostor v horniné obvykle
(ale ne nutné) velmi malého objemu. V nasich modelech uvazujeme jen takové
pory, které jsou navzijem spojené tizkymi kanaly umoznujicimi proudéni tekutiny
(napf. vody, zemniho plynu, nafty). Tento volny prostor v horniné nazveme pdrovyj
prostor. Sit kandld je velmi hustd, a proto maji stény périt a kanéli (kde se te-
kutina dotyké4 horniny) velky souhrnny povrch. Horninu obsahujici takovouto sit
péru a kandla nazveme poréznim prostiedim (nebo poréznim médiem). Pro jedno-
duchost predpoklddame, ze porézni prostiedi je homogenni a izotropni vzhledem
ke koeficientu propustnosti (viz nize).

Struktura porézniho prostiedi je velmi komplikovand a je prakticky nemozné v
ném presné popsat rozlozeni pevné faze a pdérového prostoru. Proto se proudéni
v poréznim prostiedi nepopisuje na mikroskopické tirovni (jako proudéni vody v
jednotlivych kandlech). Misto toho se uvazuje makroskopicky popis, kdy se struk-
tura porézniho média odrazi v obvykle experimentalné zjistovanych fyzikalnich
charakteristikéch.

Pomér pérového prostoru v poréznim médiu popisuje (efektivni) pdrovitost
porézniho prostiedi n. Pro homogenni porézni médium plati
kde V,, je objem pdrového prostoru a V' je celkovy objem porézniho média.

Dalsi charakteristikou je koeficient propustnosti k, ktery uddvéa propustnost
porézniho prostiedi v zavislosti na jeho geometrickych vlastnostech. Je definovan
pomoci Darcyho zdkona (1) vzorcem

_cn
k—A.

s tim, ze prijimdme hypotézu, Ze prutok @ je piimo dmérny plose A (viz obr. 1) a
nepiimo umérny dynamické viskozité u, kterd vyjadiuje vnitini tfeci sily v teku-
tiné. Pro konkrétni porézni prostiedi tato hodnota odpovida objemovému prutoku
za 1 s tekutiny o dynamické viskozité 1 Pa - s valcem s vySkou 1 m a plochou
podstavy 1 m?, ktery je vyvolany poklesem tlaku o 1 Pa. V literatuie lze nalézt
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6

mnozstvi vztahti pro jeho vypocet z velikosti zrn® (viz napt. RiHa a kol. [29]).

Uved'me napifklad empiricky ziskany vztah
k= Cd?,

kde konstanta C' > 0 zavisi na tvaru zrn a pérovitosti n, a kde d je reprezentationi
velikost zrna. Lze napiiklad zvolit d = dyg, coz je takovy prumér zrn, kterého
nedosdhne 10 % vsech zrn (podle vdhy) v materidlu (viz [4, §5.5, str. 132-134]).
Vsimnéme si, ze koeficient propustnosti je nezavisly na proudici tekutiné. Pozdéji
v oddilu 2.4 zavedeme koeficient filtrace K, ktery bere v tivahu i vlastnosti tekutiny.

2.2. Podzemni voda a zvoden

Podpovrchovou vodu lze rozdélit do nékolika kategorii podle zpusobu, jakym je v
pudé vazana. V tomto ¢lanku se budeme zabyvat tzv. podzemni vodou, které k
proudéni v poréznim prostiedi stac¢i pusobeni tihovych sil. Pfesnéji se souvisld ¢ast
porézniho prostiedi (horniny), kterd umozinuje pohyb a akumulaci podzemni vody,
nazyva hydrogeologicky kolektor (vice viz [36, §1.3, str. 5-7]). Navic se omezime na
podzemni vodu, ktera se vyskytuje v tzv. saturované zoné, kde je pérovy prostor
zcela vyplnén vodou. Pro tplnost jen dodejme, ze pokud sledovand ¢ast porézniho
prostiedi neni vodou zcela vyplnéna, nalezneme nad saturovanou zénou zénu nesa-
turovanou, kde jsou péry vyplnény z¢asti vodou a zéasti plynem (pfevazné vodnimi
parami a vzduchem).

Vodni téleso v kolektoru nazveme zvodern. Rozlisujeme zvoderi s napjatou hla-
dinou, kde voda vyplnuje kolektor uzavieny mezi dvéma nepropustnymi vrstvami
(hydrogeologickymi izoldtory) a zvoderi s volnou hladinou, jejiz dolni hranici tvoif
izoldtor a horni hranici volnd hladina podzemni vody (napf. zvoderi na obrézku 2).
Volnou hladinu definujeme jako mnozinu bodu, kde se absolutni tlak vody rovna
atmosférickému tlaku (relativni tlak vody je nulovy). Poznamenejme, Ze pro ucely
tohoto textu volna hladina podzemni vody oddéluje saturovanou a nesaturovanou
zOnu, prestoze, zcela presné feceno, saturovana zéna obsahuje i tenkou vrstvu nad
touto hladinou, kde jsou péry vyplnény vodou vlivem kapildrnich jevu.

2.3. Stiedni rychlost proudéni, hustota toku a priatok

Jelikoz se pii popisu proudéni v poréznim médiu uplatiuje makroskopicky pristup,
neni rychlost proudéni vody v konkrétnim bodé pérového prostoru relevantni infor-
mace. Misto ni se pouzivé stfedni rychlost proudéni (prumérnd pérova rychlost).

V uvodu jsme predpokladali, ze smér proudéni je rovnobézny se smérem osy x.
Zaméfme se nyni na obecné trojrozmérné proudéni v kartézském soufadnicovém
systému zyz s osou z sméfujici vzhiru. Ozna¢me A, (A,, A.) plochu prafezu
kolmého na osu z (y, 2) a Qz (Qy, Q) prutok touto plochou za jednotku ¢asu. V
piipadé, ze smér toku souhlasi se smérem soutradnicové osy, je prutok kladny. V

6Pro zrnits prostied{ (specidlni typ porézniho prostfedi) jako jsou napf. pisky, Stérkopisky
nebo uméla zrnitd prostiedi pouzivand ve stavebnictvi a ruznych technologickych procesech.
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opacném piipadé povazujeme prutok za zaporny. Potom
def Qu def Qy def Q2
x = /TE’ qQy = /Ty a g = /Tz
znaci hustotu toku (filtracni rychlost, Darcyho rychlost) ve sméru osy z (y, z).
Hustotu toku tedy definujeme jako vektor ¢ def (gz: 4y, 4q2), jehoz velikost je ¢ =
\JG2+ qg + ¢2. Jelikoz voda neprotékd celymi prurezy, ale jen pérovym prostorem
v daném fezu, radéji pro ¢ pouziviame pojem tok nez pojem rychlost. Rychlost

proudéni v kandlech, respektive jeji prumérnou hodnotu, popisuje stiedni rychlost
proudéni

Q.

— de
v =

_,,
SEESY]

Déle oznacfme v |0] = ¢q/n.

2.4. Piezometricka vyska

Idedlni kapalina pii ustaleném proudéni v trubici spliiuje zakon zachovéani energie,
ktery je vyjadieny Bernoulliho rovnici

1
5@112 + P + 0gz = konst. (4)

Zde g je hustota proudici kapaliny, v je velikost stfedni rychlosti proudéni, P je
relativni tlak v kapaliné (P = 0 odpovidd atmosférickému tlaku) a z je vyska
hladiny od predem urcené referen¢ni vysky. Vydeélenim rovnice (4) konstantou og
dostaneme ,

1o + £ +z=F,

29 o9
kde E se nazyva energetickd vyska. Nyni se zaméifme na proudéni vody poréznim
prostiedim. To lze povazovat za sit 1izkjch kandld, a proto je ztrata energie vli-
vem tieni kapaliny se sténami kandlu vyznamnd. Energetickd vyska E tedy neni
konstantni, jako tomu je v pripadé proudéni idealni tekutiny v trubici.

Pfi proudén{ podzemn{ vody je navic stfedni rychlost proudén{ velmi mald (viz

napt. HARR [18, §1-4, str. 5]). Clen %% lze tedy zanedbat a definujeme tzv.
piezometrickou (hydraulickou) vysku
of P
hie 42
o9

Pro lepsi ilustraci pojmu piezometrickd vyska uvedme dva piiklady. Prvné se
zamé&fime na pifpad bez proudéni at v nddrzi nebo ve zvodni s volnou hladinou.
Protoze je voda v klidu, nedochazi ke ztraté energie vlivem tieni a piezometricka
vyska zustdvé konstantni (viz obrézek 3). Tlak v kapaliné je hydrostaticky tlak
zavisly na vysce vodniho sloupce nad sledovanym mistem, a tedy opravdu plati

P
— + z = konst.
0g
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oo | |-
{1 o> ‘ .
Hladina \ o Q- &
(podzemni) i\ D 2 vD
VOdya P: 0 o \ Cj A Tlakovy Q i 6
' 50 ¢, potencidl , o] =
?C) = . o T o
= 4 =Y Tihovy 2
Referenén{ Lo | potencidl O <
vyska, z =0 - V_ : : S Y -

Obrézek 3. Piezometrickd vyska pfi absenci proudéni.

Proudéni vody je vyvoldno rozdilnymi hodnotami v piezometrické vysce (viz obra-
zek 4). Dochdzi k nému ve sméru jejiho poklesu neboli ve sméru poklesu energie,

00

P=0
- I Ah
Vi
N © .
Smer | |5 © d
toku =
O o
0
hy ha
z=0 A ' '

Obréazek 4. Piezometrickd vyska pti pohybu tekutiny.

ktery je zptisoben pravé tfecimi silami (pfeménou mechanické energie na tepelnou).
Vsimnéme si, ze za predpokladu vodorovného proudéni popsaného v ivodu, kdy
je vyska z konstantni, plati
AP
09

Ah
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Darcyho zakon lze tedy ptreformulovat do tvaru

kde K = kog/u nazyvame koeficient filtrace.

2.5. Reynoldsovo cislo

V tvodu jsme zminili, ze linedrni Darcyho zdkon je platny pouze pfi urcitych
hodnotach Reynoldsova ¢isla, které vyjadiuje pomér setrvaénych a ttecich sil. Pro
proudéni v trubici je toto Cislo definované jako

_oDv

Re ,
1

kde o je hustota kapaliny, v je rychlost proudéni, u je dynamicka viskozita kapaliny
a D je vnitini prumér trubice. Pro proudéni v trubici nastava turbulence pro
hodnoty Reynoldsova ¢isla vyssi nez cca 2100. Pfi pfechodu k turbulenci dochézi
k vyraznému navyseni tfecich sil mezi kapalinou a trubici. V analogii s timto
piipadem navrhl PAVLOVSKIJ [28] v pfipadé proudéni poréznim prostiedim pouziti
Reynoldsova ¢isla v lehce pozménéné podobé pro posouzeni platnosti Darcyho
zédkona. PTi pokusech s proudénim tekutiny zrnitym poréznim prostiedim se zrny
podobné velikosti navrhl nésledujici definici

6,5 odq
Re= ————=——=|
0,75n + 0,23 p
kde n je pérovitost, ¢ je hustota toku a d je reprezentativni velikost zrna. Pro takto

definované Reynoldsovo ¢islo je mezni hodnota platnosti Darcyho zdkona 50-60.
Pro razné velikosti zrn se v literatuie ¢astéji objevuje definice

_ odg
o’

s rizné definovanou reprezentativni velikosti zrna d (viz [4, §5.3.1, str. 125-127])
a v zavislosti na jeji volbé je mezni hodnota pro platnost Darcyho zédkona mezi 1
a 10. I v tomto pripadé je ¢astou volbou d = dg.

Re

2.6. Dupuitovy-Forchheimerovy predpoklady

Resen{ dlohy proudéni podzemni vody s volnou hranicf je matematicky kompliko-
vany problém, protoze hranice sledované oblasti neni predem znadma a je soucasti
hledaného feseni. DupUIT [15] pozoroval, ze maximélni sklon hladiny podzemn{
vody je velmi maly, 0,001 < Ah/AL < 0,01. Na zdkladé tohoto pozorovani for-
muloval v roce 1863 néasledujici zjednodusujici pfedpoklady:

(DF1) podzemni voda proudi horizontélné (piezometrickd vyska je ve svislém
sméru konstantni),
(DF2) tok podzemni vody je piimo dmérny gradientu piezometrické vysky.
Pro tilohu s volnou hranici plati, Zze hladina podzemni vody je charakterizovana tla-
kem P = 0, a proto pro hladinu podzemn{ vody dostaneme vztah h(z,y, z,t) = z.
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Z predpokladu (DF1) potom plyne, ze k nalezeni obou nezndmych hodnot (pie-
zometrické vysky a vysky hladiny podzemni vody) staéi Fesit dlohu pouze pro
piezometrickou vysku v kolmém prumétu sledované oblasti do roviny zy. Tim se
problém znacéné zjednodusil, protoze prumét sledované oblasti je predem zndmy.
Netesime tak jiz ilohu s volnou hranici. Podrobnéjsi prechod od tlohy s volnou hra-
nici ve tfech prostorovych proménnych k tloze ve dvou prostorovych proménnych
bez volné hranice lze nalézt v [5, §2.6].

Piedpoklad (DF2) odpovidd pouzit{ Darcyho zdkona pii modelovéni proudéni
podzemni vody. Jak jsme jiz zminili vySe, tento zakon nelze pouzit, pokud je Rey-
noldsovo &fslo pifli§ vysoké. Znovu uvedme prici FORCHHEIMER [16, str. 1782
a ,Anhang®, str. 1787-1788] z roku 1901, kde autor na zdkladé experimentu a
terénniho pozorovani ukazal, ze naptiklad pro piscité porézni prostiedi neni Dar-
cyho zdkon dostateéné piesny jiz pro hodnoty Ah/AL > 0,0005, kdy lze stéle
pouzit predpoklad (DF1). Predpoklad (DF2) je ale nutné nahradit nelinedrnim
zékonem.

2.7. Konstitutivni vztahy

Konstitutivni vztahy jsou Casto experimentalné nalezené vztahy mezi stavovou a
tokovou veli¢inou (viz napt. [14, §1.2, str. 7]). V nasem piipadé je tokovou veli¢inou
hustota toku ¢'a stavovou veli¢inou piezometrickd vyska h. V piipadé homogenniho
a izotropniho prostiedi muzeme konstitutivni vztah zapsat pomoci velikosti toku
g a neklesajici spojité funkce ¢ spliujici ¢(0) = 0 jako rovnost

_(h
q_(p AL N

Riiznou volbou funkce ¢ poté dostaneme ruzné konstitutivni vztahy. Pokud zvolime
linedrn{ funkci, tj. ¢(r) = cr, dostaneme jiz vyse zminény Darcyho zdkon.

Z moznych nelinearnich zobecnéni uvedeme dva zékladni piiklady studované jiz
na prelomu 19. a 20. stoleti. Smrekeriiv-Izbagiv-Missbachtiv (mocninny) zékon”

o) =i, pe(3.2) )

je hlavnim objektem zajmu v tomto ¢lanku, a to hlavné pro zna¢nou probddanost
vlastnosti parcidlni diferencialni rovnice zalozené na tomto konstitutivnim vztahu.
Forchheimertuv zakon

2r

r)= ————
#(r) va? +4br + a

je zédkladem pro dalsi zakony uvazujici napiiklad i tvar zrn v poréznim médiu.
Velmi obsdhly vycet nelinedrnich zdkonu lze nalézt napt. v BEAR [4, §5.11.3,
str. 182-184]. V praxi se ukazuje, ze tok v zdvislosti na poklesu piezometrické
vysky roste pro velké hodnoty pomaleji nez linedrni funkce, napiiklad jako moc-
ninnd funkce s exponentem mezi 0 a 1. Tento rust nelze zachytit polynomidlni

a>0 a b>0,

"Pokud bychom v rovnici (5) uvazovali p = 2, dostali bychom Darcyho zékon. Pro 2,1 < p <
4,8 bychom dostali zdkon pro velmi pomalé proudén{ v jemnozrnnych materidlech, viz [22, 34].



14 J. BENEDIKT, P. GIRG A L. KOTRLA

funkci, ktera je vyhodna pro interpolaci dat. Proto se konstitutivni vztahy casto
ziskavaji z experimentdlnich dat ve tvaru

Ah 1
AL =9 (q9),

kdy napf. Forchheimeruv zdkon hleddme ve tvaru

Ah ,

3. MODEL PROUDENI VODY MEZI ROVNOBEZNYMI KANALY

V této ¢asti odvodime matematicky model proudéni vody mezi dvéma rovnobézny-
mi kandly. Tato konfigurace se casto vyskytuje jak pii zavlazovani v zemédélstvi,
tak naopak pfi odvodiovani (napt. pozemku). Vzhledem ke své zdsadni dulezitosti
pro bézny zivot obyvatelstva pfedevsim v semiaridnich a monzunovych oblas-
tech (napf. Indie) byla tato problematika Gasto studovana [3, 23, 31, 32]. Tyto
prukopnické prace se vSak zabyvaji pouze piipadem laminarniho proudéni za
pouziti linedrntho Darcyho zdkona, ktery umoziuje ziskat feSeni v uzavieném
tvaru. Dnes po triceti letech doslo k vyraznému posunu jak v kvalitativni teorii ne-
linedrnich parcialnich diferenciadlnich rovnic, tak v oblasti numerické matematiky
a vykonosti vypocetni techniky. Diky tomu je mozné studovat modely i s pouzitim
nelinearniho konstitutivniho vztahu, ktery lépe aproximuje chovani realnych teku-
tin v poréznim prostted{ (véetné turbulence). Odvozeni naseho modelu provedeme
pomoci dvou zakladnich vztaht, zdkona zachovani a konstitutivniho vztahu popi-
sovaného v predchozi ¢asti.

Uvazujme tlohu proudéni podzemni vody mezi dvéma rovnobéznymi odvodio-
vacimi kanaly, které maji vzdalenost pfilehlych biehu L. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, ze porézni prostiedi mezi kandly je homogenni, izotropni a spoc¢iva
na vodorovné nepropustné vrstvé. Dna obou kanali dosahuji az k nepropustné
vrstvé. V ¢asovém intervalu [0,T], T > 0, zkoumdme vyvoj hladiny podzemni
vody h(x,y,t) po jejim néhlém zvyseni (v ¢ase ¢ = 0) napiiklad vlivem deste.
Predpoklddame, ze kandly jsou ve sméru osy y nekone¢né dlouhé, vSechna data
jsou translacné invariantni vuci ose y, a tedy muzeme predpokladat, ze voda proudi
pouze ve sméru osy z. Proto h(x,y,t) = h(z,t). Hladinu levého kandlu udrzujeme
ve vysce go, tj. h(0,t) = go a hladinu pravého kandlu ve vysce gr, tj. h(L,t) = gp..
Pocétecni stav hladiny podzemni vody je h(x,0) = ho(x). Celd situace je pro c¢as
t = 0 znazornéna na obrazku 5.

Pro vétsi nazornost provedeme odvozeni modelu na elementarnim objemu a
poté dostaneme diferencialni rovnici limitnim pfechodem. Ozna¢me (2., obdélnik
vznikly prumeétem porézniho média mezi kanaly do roviny xy. V tomto prumétu
vytvoiime rovnomérnou sit bodu (z;,v;), 4,7 € N. Vzdélenosti bodu z; a y;
oznaéime Az a Ay. Casovou diskretizaci oznacime ty, k € N, s krokem At. Ele-
mentarni plochou € rozumime étverec (2;,v;), (Tit1,Y5), (Tit1,Yj4+1), (TisYjt1)
(viz obrézek 6).
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Obréazek 5. Ilustrace tdlohy — fez rovinou y = 0 v ¢ase t = 0.
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Obrazek 6. Sit a elementdrni plocha Q.

15

V piipadé proudéni nestlacitelné kapaliny plati zdkon zachovéani jejtho objemu.
V libovolné ¢ésti sledované oblasti musi zména objemu vody odpovidat rozdilu ob-
jemu vody priteklé a odteklé. Celkova bilance muze byt jesté ovlivnénd pripadnymi

zdroji.

Nejdiive vypocteme objem vody nad elementarni plochou e v ¢ase . Upfes-
néme, ze rovnice odvozujeme pro vnitini body sité, tj. 0 < z; < L a pro casy
0 <ty < T. Jelikoz je v pifpadé proudéni podzemn{ vody sklon hladiny maly (viz
Dupuitovy-Forchheimerovy predpoklady, oddil 2.6), muzeme pro dostatecné malé
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elementarni plochy €. predpokladat, ze vyska hladiny nad touto plochou je

h(xi, tk) + h(l‘i_H, tk)
5 .

Objem vody nad €2 v Case ty tedy je

xi,ty) + h(zig1, tr)

Vioda = n Az Ay ut 5

a zména tohoto objemu za cas At je

Mz, tkr1) + B(@ig1, thos1) — h(xs, te) — h(@ig1, tr)
5 .

Déle vyjddiime tok nad hranici 9 elementdrni plochy Q. za ¢as At. Pii-
pomenme, ze k toku dochazi pouze ve sméru osy x. Objem vody proteklé za cas
At sténou nad hranou e; spojujici body (x;,y;) a (2;,y;j4+1) oznatme @, a nad
hranou e;41 spojujici body (zit1,%;) a (®it1,yj+1) oznacme @, ,. Nyni oznacme
symbolem A zménu objemu vody za ¢as At nad elementarni plochou €2, potom
AQ = Qu, — Qu,,,. Zékon zachovani lze tedy zapsat ve tvaru

AVioda = AQ + flxi, ty) + [, tegr) + ];(xi+17tk) + f(@ig1,tes1) )

AVioda =1 Dz Ny

kde funkce f popisuje zdroje.
V case t; je obsah plochy nad hranou e;

Ay h(‘rlu tk) )
a proto je prutok danou plochou vztazeny na jednotku ¢asu roven
Ay h(xlv tk)qr(xia tk) ’

kde g, (x;, tx) je hustota toku v ¢ase ¢y v misté x; (tok vztazeny na jednotku plochy
a jednotku ¢asu). Vztah mezi hustotou toku a vyskou hladiny podzemni vody je
dén konstitutivnim vztahem, ktery jsme popisovali v oddile 2.7. Obdobné v Case
tr4+1 mame

Ay Wi th41) e (Tiy trs1) -
Celkovy objem vody proteklé nad hranou e; za cas At aproximujeme primérem

1
Qz, = At Ay i(h(iﬂi, ) gz (@i, t) + h(@s, thg1)qe (2, thgr)) - )
Obdobné dostaneme objem vody proteklé nad hranou e;41, tj.
1
Qu,py = At Ay §(h($i+1,tk)%($i+1,tk) + h(ﬂm-l,tk+1)¢]z($i+1,tk+1)) .8
Po dosazeni vztaht (7) a (8) do zdkona zachovédni (6) dostaneme

(i to1) + h(@ig1, thrr) — h(xs, te) — B(@ig1, tr)
2

nAxAyh
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1
= At Ay i(h(xi»tj)qgc(l'ivtk) + (@i, teg1) o (T3, thsr))

1
- At Ay §(h($i+1,tk)%($i+1,tk) + (@ ig1, tos1)Go (Tiv 1, thr1))

4 AL Az Ay f(wi,ty) + floi ter) + £($i+1,tk) + f(@it1,tes1) '
Rovnici vydélime At Ax Ay a po preusporadani ¢lent dostaneme

" h(zi,ter1) + M@, teyr) — bz, te) — h(wiq, ty)
2N\t

1
+ h(2iy tht1)qe (Tiy tea1) — R(Tit1, tht1)qe (Tign, L‘k+1)}
+ f(@isty) + f(@i, tirr) + f(@igr, te) + f(@ig1, tey1)
4 .
Dosadime konstitutivni vztah (s pfihlédnutim k tomu, ze tok ¢, ma smér spadu

h)
Gz (2is te) = —nep (h(xi’t’“) _Az(zi—hfk)) ’

¢imz po vydéleni pérovitosti n ziskame

h(xi, tigr) + h(@ig1, togpr) — h(2s, te) — h(@ip1, tr)

YA\
T L ey
A e )
+ h(@i, teg1) e (h(xi’tk“) _Az(xi—lvtk+l>> (9)
—h(@iv1, tir1)p (h(xiﬂa tk+li; h(@i, trt1) )]
+ f@i tr) + f(@iyther) + F(@irr, t) + f(@ir1,tern)

in
Nyni si vysvétlime pfechod od diferen¢ni rovnice (9) k diferencidln{ rovnici. Pro
jednoduchost budeme predpokladat stacionarni piipad, coz znamena, ze uvazované
funkce h a f se neméni v ¢ase a tudiz muzeme psit h(z) a f(z) misto h(z,t)
a f(z,t). Navic budeme uvazovat Darcyho zdkon ¢(s) = s. T{m se rovnice (9)
zjednodusi na

1 h(z;) — h(x;—1) h(ziy1) — h(x;)
0= 3 (h(l“i)m - h(£i+1)+m>

(10)
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Za predpokladu, ze existuje druhd derivace funkce h, plati podle Taylorovy véty
pro hodnoty funkce h v bodech z;_1 = z; — Az, 2,41 = x; + Ax vzorce

h(z; + Ax) = h(xz;) & W (2;)Dw + %h”({i)(AI)Q , (11)

kde é_ € (wi—1,x;) a &y € (x4, i41) jsou nezndmad ¢isla lezici v danych intervalech.
Odtud dosazenim
1 h(CCZ) — h(zi_l)
I NPl Gl VA et VA
Az ( (:) Ax

_ 7Aix (h(xi) (h’(xi) - ;h“(g)m)

~ By q) M) = h(fﬂi))

Az

- <h(azi) + R (@)D + ;h”(@)(mf) (h’(xi) R (E) Az)) (12)

= L) €) + 1ED) + (0 ()

2
1
+h"(4) (h/(xi) - 4h”(§+)Ax) Ax
Pro jednoduchost dale uvazujeme L = 1. Zvolime libovolné z € (0,1). Nyni

zjemnujeme sit bodi, tj. Az — 0, a v kazdém kroku zjemiiovani vybirdme uzel
sité x; tak, aby z; — x, a tedy i £+ — x. Pfedpoklddejme, ze A" a f jsou v (0,1)
spojité funkce (piseme h € C2(0,1) a f € C(0,1)). Potom limita vyrazu v (12)
pro Az — 0 existuje a rovnd se

o @)+ 2 = (302) @)

a obdobné
f(@i) + f(@ig1) . f(z)
2n n’
pricemz déle budeme psat pouze f(z) misto f(z)/n.
Z diferené¢ni rovnice (10) tedy limitnim zjemriovdnim sité dostaneme okrajovou
tlohu

~(57) @=r@ v,
h(0) = h(1) = 0,

kde jsme zvolili co nejjednodussi okrajové podminky, kvuli nimz navic piedpoklé-
ddme h € C[0,1].
Po substituci u(x) = h%(x)/2 dostaneme rovnici
—u(z) = f(x) v (0,1),
u(0) =wu(l) =0,

se kterou budeme pozdéji pracovat.

vevs

(13)

dostate¢né hladké, napt. f € C([0, L] x [0,T]), h € C((0,L) x (0,T))NC([0, L] x
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[0,77]) a soucasné h(-,t) € C3(0, L) pro viechna t € [0, T]. Navic piedpoklddejme,
ze ve viech bodech (z,t) € (0,L) x (0,T), kde 2(z,t) = 0, plati bud h(z,t) =0
nebo %(w,t) = 0. Potom muzeme provést limitni prechody At — 0 a Az — 0.
Tim dostaneme diferencialni rovnici

gintat) = o (1 (ot ) ) + 7o),

Pouzijeme-li mocninny konstitutivni vztah (5) a vezmeme-li v tivahu i pocéteén{
situaci a pevnou vysku hladiny v kanalech, ziskdme nasledujici model

p—2

0 0 0

0
acEh(x,t)) + f(z,t)

v (0,L) x (0,7),  (14)
h(0,t) = go, h(L,t)=gr pro véechnate (0,T),
h(z,0) = ho(x) pro viechna z € (0,L).

Pro tlohu (14) je hledéni klasického Feseni spliujictho rovnici v kazdém bodé kom-
plikované, protoze je rovnice pro % — 0 bud’ singuldrn{ (pro 1 < p < 2), tj. difuzni
koeficient jde do nekonecna, nebo degenerovand (pro p > 2), tj. difuzni koeficient
jde k nule. Zdsadni otdzkou pro nové definované feSeni je jeho existence, jedno-
znacnost (v dané mnoziné — prostoru — funkef) a regularita (dostateénd spojitost).

Poznamka (slabé feseni). Koncept slabého Feseni si pfiblizime na staciondrni
(eliptické) tloze (13). Hleddme-li klasické feseni, tj. mé-li byt rovnice (13) splnéna
v kazdém bodé intervalu (0,1), je nutné, aby druhd derivace hledaného Feseni v
kazdém bodé existovala. Kvili vyse popsanému limitnimu pfechodu navic poza-
dujeme jeji spojitost.

Ukazuje se, ze pro praktické aplikace je takovy pozadavek ptilis silny. Fyzikélné
prirozenym piistupem je nejprve definovat celkovou potencialni energii soustavy a
hledat funkci u, pro kterou je tato energie minimalni (tzv. princip minimdini ener-
gie). Uvazujeme-li pravou stranu f v (13) takovou, aby méla potencidln{ energie
matematicky smysl (nemusi byt spojitd), a mnozinu (prostor) funkei, ve kterém je
existence a jednoznacénost feseni u zarucena tzv. funkciondlni analyzou (konkrétné
Laxovou-Milgramovou vétou), dojdeme k tzv. Sobolevovu prostoru W, >(0,1). Ta-
kové feseni pak nazyvame slabym resenim. Funkce z tohoto prostoru napt. nemusi
mit spojitou druhou a dokonce ani prvni derivaci, takze slabé feSeni nemusi byt
klasické Feseni, ale lze dokézat, ze kazdé klasické Fesen{ je zdroven slabé fesen (tzv.
regularita).

V pripadé tlohy (14) hleddme slabé Feseni staciondrni dlohy (nezévislé na case)
v Sobolevové prostoru WP(0, L). Vynechan{ indexu nula znaéf, Ze nevyzadujeme
nulovou funkéni hodnotu feseni v krajnich bodech intervalu. Slaba feSeni nesta-
ciondrnich (parabolickych) tiloh hleddme v tzv. Bochnerovgch prostorech, napf.
pro tlohu (14) v prostoru L? ([0, T] — W'#(0, L)).
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4. PRINCIPY MAXIMA A SROVNAVACI PRINCIPY

Pro singuldrni a/nebo degenerované parabolické rovnice nelze nalézt explicitni
feSeni s vyjimkou velmi specidlnich pfipadi. Jejich studium je tedy zalozené na
kvalitativnich metodach v kombinaci s numerickymi vypocty. Zasadni roli mezi
kvalitativnimi metodami hraji principy maxima a srovndvaci principy. Ty si nej-
prve vysvétlime na klasické eliptické Dirichletové okrajové tiloze pro Poissonovu
rovnici s linedrnim Laplaceovym operdtorem (Laplacidnem)

u  O*u 0%u
A2 2,2 2, — di
" dz?  Ox3 o 0% v(Vu),
kde (2, 72,...,2y5) € RV,
vy & Ou du Ou div(wy, w w )dgf% owy  Owy
Ox1 Oz’ T O0xN )] L2 TN Oxr1  Oxo Oxn

Alespon pro nejjednodussi pifpad rovnice® Au = f v omezené oblasti Q c RV
uved'me, Ze jejim slabym resenim nazyvame funkci u € WH2(Q) splitujict

/Vu~V<pdm:/u<pdx
Q Q

pro v8echny tzv. testovaci funkce.
Necht u; € W12(Q), i = 1,2, jsou (slabd) FeSen{ rovnic

*Aui :fz(x) VQv

kde f; € L>°(Q) jsou dvé (obecné ruzné) pravé strany. Tzv. slaby srovnévaci princip
ifka, ze je-li fi < fo v oblasti Q a u; < up na hranici 9Q (ve smyslu tzv. stop’
stop), pak plati u; < ug v celé oblasti Q. Tzv. silng srovnavaci princip dale iké, ze
je-li navic f1 Z fo v £ nebo u; # us na 0€2, potom plati dokonce ostra nerovnost
uy < ug v celé oblasti 2. To naptiklad znamend, ze pokud f; < fo plati alespon
na né&jaké ¢asti oblasti €2, kterd mé kladnou miru, ale muze byt velmi mald, a na
zbytku oblasti je f1 = fa, potom plati u; < us vSude v €.

Obdobnd tvrzeni lze dokazat i pro parabolickou Cauchyho-Dirichletovu tlohu
s laplacidnem. Necht u; € L2 ([0,T] = W2(Q)), i = 1,2, jsou (slabd) fesenf

rovnic

881? — Auz = fi(l',t) v QT déf Q) x (O,T] y

kde f; € L*®(Qr). Pak lze dokdzat, ze pokud f1 < fo v Qr a u; < ug na

ry © (092 x [0,T]) U (2 x {0}) (ve smyslu stop), pak u1 < us v Qr (slaby

srovndvaci princip, viz Friedman [17]). Plati-li navic alespon jedna z néasledujicich
tfi podminek:

o f1 Z fo v x(0,t) pro libovolné 0 < to < T,

e uy # ug na 2 x {0} (ve smyslu stop),

e uy Z ug na 90 x (0,tg) (ve smyslu stop) pro libovolné 0 < to < T,

8Specialné pro N =1 a Q2 = (0,1) je Au = u”, a jedn4 se tedy o rovnici v (13).
9Funkce v prostoru W12(Q) jsou piilis obecné, aby mélo smysl mluvit pifmo o jejich hod-
notach na 92. Misto toho se uvazuje, jaké na 902 zanechaji ,stopy“.
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potom uy < ug v Qr (silny srovnédvaci princip).

Pro linedrni 1lohy se obvykle nejprve dokazuje princip mazima, protoze srov-
ndvaci princip pak snadno dostaneme jako jeho dusledek. Necht u € L*([0,T] —
W12(Q)) je (slabé) feseni rovnice

ou

— — Au= f(z,t) v ,

- fet) vor
kde f € L>(Q). Slaby princip maxima ¥ikd, ze je-li f > 0 v Qr, potom u > M def
ess infu (ve smyslu stop) v Qr. Zjednodusené feceno, spojité feseni u nabyva své

T

minimalni hodnoty pfes Q7 v néjakém bodé mnoziny I'p, neboli v zddném bodé
uvnitt @ nemd mensi hodnotu, nez je minimum pres I'p. Poznamenejme, ze i kdyz

nazyvat tvrzeni, ze z f < 0 plyne u < ess sup u, tato dvé tvrzeni jsou ekvivalentni
I'r

(jedno z druhého plyne nahrazenim u za —u), a tedy pouzivdme pouze tradi¢n{
pojem princip mazima. Silng princip maxima Fika, ze jestlize je navic splnéna
alespon jedna z nasledujicich podminek:

o fZ£0vQx(0,ty) pro libovolné 0 < to < T,

o u# M na Q x {0} (ve smyslu stop),

e uZ M na 99 x (0,tg) (ve smyslu stop) pro libovolné 0 < o < T,

potom u > M v Q.

Jakmile médme dokdzén princip maxima (slaby, resp. silny), srovnavaci princip
(slaby, resp. silny) snadno obdrzime volbou u = ugs — uy (tudiz M > 0) a f =
fo— f1. VSimnéme si, ze jsme vyuzili linearitu levé strany rovnice. Naopak, mame-li
dokéazan srovnavaci princip, ptislusny princip maxima lze odvodit volbou uy = M,
f1=0,us =ua fo = f (zde zadn4 linearita vyuzita nebyla).

Uvazujme nyni misto Laplacidnu obecnéjsi'’ operator p-laplacidn

Apu 4 Qiv (|VulP~2Vu) ,
p > 1. Podobné jako v linedrnim piipadé p = 2 vyse, ze srovnavaciho principu
plyne piislusny princip maxima. Ale protoze je p-laplacidn nelinedrni operdtor
(pro p # 2), z principu maxima neplyne srovndvaci princip. Jinymi slovy, prin-
cip maxima je slabsi tvrzeni, protoze je to vlastné srovnani pouze s konstantnim
fesenim. Navic plati, ze jednoznacnost (slabého) feseni je snadnym dusledkem
slabého srovnédvaciho principu, ale ne dusledkem principu maxima.

Pokud jde o (slabé) feseni u € W1P(Q) eliptické Dirichletovy okrajové tlohy
pro rovnici s p-laplacidnem

—Apu=f(z) vQ,
jak slaby princip maxima, tak slaby srovnavaci princip lze dokéazat standardnimi
metodami zvolenim vhodné testovaci funkce v definici slabého teseni. Slaby srov-
navaci princip v podstaté tikd, ze p-laplacidan je tzv. monoténni operator. Silny
princip maxima byl dokdzan v roce 1984 (Vazquez, [37]). Silng srovnévaci princip

10platf Ag = A.
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(tj. silngjsi tvrzeni) pak byl dokdzdn v roce 1998 (Cuesta, Taka¢ [9]) alespon v
pifpade, ze 0 < f1 < fo, f1 £ f2 a u = 0 na 09Q (autofi se zaméfili pouze na vliv
pravé strany rovnice a ne na vliv okrajové podminky).

Zatimco slaby princip maxima a dokonce i slaby srovnavaci princip pro (slabé)
feseni u € L? ([0,T] — W'P(Q)) parabolické Cauchyho-Dirichletovy tlohy s p-
laplacidnem

Ou —Apu= f(z,t) vQr (15)
ot

1ze stale dokézat standardnimi metodami (viz IvaNov [19]), dukaz silného principu
maxima a siného srovnavaciho principu je pro p # 2 mnohem komplikovanéjsi.
Ukdzeme si, ze z Barenblattova ¢ldnku [2] plyne, Ze silny princip maxima nelze
ocekavat v tzv. degenerovaném piipadé p > 2 (pomald difuze) ani pro malé T' > 0.
Vezmeme-li slavné Barenblattovo explicitni Feseni o(r,t), r,t > 0, rovnice [2, (1.3)]

o 1 0 | N[0 |90 "
Cat o pN-19p lr (67"9 arg ’ (16)

kde m =p—1,k =1ac > 0 je konstanta, potom jeho ,rotaci“ dostaneme radidlné
(sféricky) symetrickou funkei (tj. takovou, kterd je konstantni na libovolné sfére v
RY se stiedem v pocatku) u(x,t) = o(|z|,t) = o(r,t), 7 = ||, kterd je feSenfm
rovnice (15), kde f = 0. Degenerovany piipad p > 2 odpovidd piipadu k > 1/m
v [2]. Mnozina bodi R¥, ve kterych je v tomto pifpadé feseni u nenulové (viz
[2, Fig. 1]), je v libovolné ¢asovém okamziku omezend koule s polomérem, ktery
za¢ind od 0 v ¢ase t = 0 (pocdteéni podminka je Diracova distribuce v pocatku,
tj. veskerd hmota je soustfedéna do jednoho bodu) a roste v ¢ase s kone¢nou
rychlosti. Za oblast 2 tedy zvolime né&jakou (libovolnou) kouli v RY se stiedem v
pocétku a pocdtecni cas nastavime tak, aby polomér koule, ve které je (rotované)
Barenblattovo fesenf nenulové, byl mensi, nez polomér €2 (v [2] nahradime ¢ za t+¢
s néjakym dostatecné malym ¢ > 0). Plati tedy u Z M = 0 na Q x {0} au # 0
v Qr, protoze u = 0 v ¢asti 2 (mezi 09 a néjakou mensi sférou) pro ¢t od 0 az
dokud mensi sféra nenarazi na 0€2. Jiny protipiiklad na silny srovnévaci princip v
jedné prostorové dimenzi, ve kterém uy; = us na Iy, f1 < fo, f1 Z fo, ale uy £ uo,
je uveden v [8]. Na druhou stranu jsou v [3] uvedeny jisté (silnéjs{) podminky na
oddéleni pravych stran f; a fa, za kterych uz silny srovnavaci princip plati.

Ani v tzv. singuldrnim piipadé 1 < p < 2 (silnd difuze) nemuze silny princip
maxima platit pro libovolné velké T. V [13, Chapter VII, §2]) je dokézdno, ze
pokud v > 0 na Q x {0}, w = 0 na 90 x (0,T) a f = 0 in Qr, pak existuje
dostate¢neé velké ¢, od kterého je uz u(-,t) nulové v €, neplati tedy v > M = 0 pro
libovolné dlouhy ¢as. Silny princip maxima alespon pro dostatec¢né kratky cas je
dokézdn v [6, Theorem 1.1], a to dokonce pro jesté obecnéjsi, tzv. dvojité nelinedrn{
rovnici

%b(u(m,t)) —Apu= fz,t) vQr, (17)
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kde b: Ry — R je spojitd funkce, b(0) = 0, b € C*(0,+00) a b’ > 0 na (0, +00).
Ve speciélnim piipadé b(s) = s prejde rovnice (17) na (15). Necht 1 <p <2 a

s27P Y ()

— =0. 18
it |log s[P—1 (18)

Predpokladejme, 7ze u: Q x [0,7) — Ry je spojité nezdporné slabé feseni (17).
Potom pro libovolné pevné tq € (0,7T) plati, Ze feSeni u(-, o) je bud kladné vsude
v 2, nebo nulové véude v . Z toho plyne, Ze jestlize u(&,0) > 0 v néjakém bodé
¢ € Q, potom existuje 7 € (0,7T] takové, ze u(z,t) > 0 pro vSechna (x,t) €
Q x (0,7), tj. silny princip maxima plat{ na Q x (0,7). Hodnotu 7 € (0,7T) lze
zdola odhadnout:

7 =sup{T" € (0,T]: u(&,t) > 0 pro véechna t € [0,7")} > 0.

Poznamenejme, ze u(x,t) = o¥(|z|,t), kde o je Barenblattovo feseni (16), je feseni
(17), kde b(s) = sk, p =m+1a f = 0. Pokud k < 1/m, tj. k < 1/(p —
1), potom (rotované) Barenblattovo feseni je kladné vsude v RY pro libovolny
kladny cas. Jinymi slovy, rychlost sifeni je nekonecnd, a je tedy v tomto piipadé
rozumné ocekavat platnost silného srovnavaciho principu alespon pro malé 7' > 0.
A skutecné, pro b(s) = s'/* je podminka (18), tj.

Slprrl/k

lim —— =
550 k|log s|p—1 ’

splnéna prave tehdy, je-li 1 —p+1/k > 0, tj. k < 1/(p—1). Podminka (18) je tedy
pfirozena a ptfesné odpovida Barenblattovu vysledku.

5. ANALYZA MODELU PROUDENI VODY MEZI ROVNOBEZNYMI KANALY

Nyni aplikujeme teoretické poznatky z predchozi ¢asti na matematicky model od-
vozeny v Casti 3, tj.

0] 0 0

p—2

0
833h(:r,t)> + f(z,t)

v (0,L) x (0,7),
h(0,t) = go, Nh(L,t)=gr pro viechnat € (0,7,
h(z,0) = ho(xz) pro vsechna z € (0,L).

V dalsim textu pfedpokladédme, ze vyska hladiny v obou kandlech je stejna, tj. go =
g, = H > 0. Piipad go # g1, nebo jesté obecngjsi (a redlnéjsi) zévislost okrajovych
podminek na ¢ase jsou stale oteviené problémy, ¢ekajici na své vyreSeni. My zde
popiSeme dvé zajimavé a pirekvapivé rozdilné situace, vyschlé kandly H = 0 a
zavodnéné kandly H > 0.

Prvné budeme pfedpoklddat, ze jsou kanély vyschlé (H = 0) a ani mezi kanély
neni zadna voda. Poté v case t = 0 dojde k nahlému zvyseni hladiny mezi piikopy
o Ahg > 0, coz se modeluje pocateéni podminkou hg = H + Ahg = Ahg pro cas
t = 0. Lze ukézat, Ze pro rozumnou volbu nérustu Ahg (predstavme si napf. spojité
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diferencovatelnou funkci'! na uzavieném intervalu [0, L] s Aho(0) = Aho(L) =
0) mé (14) jednozna¢né feseni (viz [19]). Pokud navic f = 0 na (0,L) x (0,T),
Ahg(zp) > 0 pro néjaké zg € (0,L) a existuje hodnota 0 < ¢ < min{zg, L —
xo} takovd, ze funkce Ahg je nulovd vné intervalu (xg — 0,20 + 0), lze pomoci
slabého srovnavaciho principu popsaného v predchozi ¢dsti ukdzat, ze h(-,t) = 0
vné intervalu (6 — Wmaet, L — 0 4+ Wpart) pro véechna 0 < t < min{d/wmaz, (L —
8)/Wmaz }, kKde Wimqr > 0. Tuto vlastnost dostaneme, stejné jako v piedchozi ¢asti,
srovndnim s feSenim inspirovanym Barenblattem (viz Diaz [12, str. 328-329]).
Jako horni feSeni (FeSeni rovnice (14) s jistou f(x,t) > 0 - srovnejte s formulaci
srovnavactho principu) vezmeme

’ P
— zalP
U(z,t) = max —kwl ,0

(t+7)* [ (t+7)7

—1\2 1 o1
P=to A=oa———, k= (7 :
p—1 2p2 —3p+1 D 2p —1

kde 7 > 0 a C > 0 budou vhodné zvoleny nize. Poznamenejme, ze funkce U(-,t)
je nulovéa vné intervalu

1 1

(xo - (i) )T g+ (i) ! (t+¢)2z>11> .

pro kazdé t > 0. Nyni zvolime konstanty 7 > 0 a C > 0 tak, aby ho(z) < U(z,0) a

[1'0*671'04’5]@ <$0(2> 72;17$0+(i)p

1
viz obr. 7, kde znaéime n4 = (%) i ST
Potom A(-,t) je nulovéd vné

3

T> C(0,L),

1

<x0 _ (i) (t+7) 7T, a0 + (i) (HT)QP%) .

To znamena, ze voda z lokalizovaného nahlého navyseni hladiny podzemni vody
ho nedosédhne okamzité biehu kandlu a

1
7

_(C\r
Wmax = L

Nyni se podivdame na situaci, kdy jsou kandly zavodnéné (H > 0) a ve stejné
vysi je i puvodni hladina podzemni vody. Poté v ¢ase t = 0 dojde k ndhlému
zvy$eni hladiny mezi piikopy o Ahg, coz se modeluje poc¢atecni podminkou hg =
H + Ahg pro ¢as t = 0. Stejné okamzité zvySeni hladiny podzemni vody o Ahg
jako v ptredchozim pripadé ihned zpusobi zvyseni hladiny podzemni vody v celém

11Pires1f1éji postacuje lipschitzovsky spojita funkce.
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YA

(=]

Obrézek 7. Srovnani pocatetni podminky a horniho feseni v ¢ase t = 0.

intervalu (0,L). Uvazujeme Ahg > 0, které splituje stejné predpoklady jako v
predchozim odstavci. Pomoci substituce v(z,t) = h(z,t) — H dostaneme tilohu

v ovlP~? o
- ( |5 )=f<sc,t>

pro (z,t) € (0,L) x (0,T), (19)
v(0,t) =v(L)=0 prote(0,7),

v(z,0) = ho(z) — H = Aho(z) proxz € (0,L),

u které lze dokdzat existenci a jednoznaénost spojitého'? fesen{ (viz [5]). Chceme
ukazat, ze pro tento problém plati silny princip maxima popsany v predchozi
kapitole pro dvojité nelinedrni rovnici (17). Pomoci dalsi substituce déle rovnici
v (19) prepiSeme do tvaru (17). Protoze

ov _Ow+H) (U+H)ﬁ3(v+H):p713(v+H)p%

or ox ox P ox
dostaneme
p -2 P
v (p=1\""" 0 [|dw+H)7T | A+ H)7 T _ fet)
ot D Ox Ox Ox R
Substituci u = (v + H)P/P=1 — gr/(P=1) gziskime
8(<“+H“) H)_ p=1\" 0 (ouf o) _
ot D oz \ |0z ox | T

12Dokonce holderovsky spojitého.
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p—1

coz je pozadovand rovnice (17) s b(s) = (s + Hﬁ) !

b(0) =0, b€ C(0,+00) s b’ >0 v (0,4+00) a podminka (18) je splnénd. Potom ze
silného principu maxima dostaneme, ze Feseni u(-, to) je pro kazdé pevné to € (0,T")
bud kladné vsude v (0, L), nebo nulové viude v (0,L). Ze spojitosti Feseni a
podminky hg > 0 dostaneme existenci 7 € (0,T) takového, ze u(x,t) > 0 pro
viechny (z,t) € (0, L) x(0, 1), a proto z vyse uvedenych transformaci je h(t, z) > H
pro vsechny (z,t) € (0,L) x (0,7).

— H. Funkce b je spojita,

Zavér. Pokud jsou piikopy vyschlé (H = 0), voda z ndhlého lokdlntho navyseni
hladiny podzemni vody dosahne bieht odvodnovacich piikopt az po urcitém case.
Naopak v pripadé ¢astecné zatopenych kanélu zpusobi nahlé lokalni navyseni hla-
diny podzemni vody okamzité zvyseni hladiny podzemni vody v celém prostoru
mezi kandly. V redlnych situacich se tekutina pohybuje vzdy konecnou rychlosti.
Vyse zminéné vysledky je tedy nutné interpretovat tak, ze pro H > 0 je pohyb roz-
hrani mezi suchou a zavodnénou ¢asti mnohem rychlejsi nez v ptipadé vyschlého
prostiedi.
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