
Milé čtenářky, miĺı čtenáři,

máte v rukou časopis Kvaternion s vročeńım 2020. Tedy roku, který nezač́ınal
nijak výjimečně, ale nakonec těch změn, které přinesl, bylo až př́ılǐs mnoho. Když
se nakonec lámal na rok následuj́ıćı, opustily nás tři skutečné vědecké osobnosti.
Tři profesoři, matematici, narozeńı ve stejném roce a ve stejném městě: Brně.
Pánové prof. RNDr. Ivan Kolář, DrSc. (22. 5. 1936 – 15. 12. 2020) a prof. RNDr.
Oldřich Kowalski, DrSc. (19. 6. 1936 – 2. 1. 2021) byli mezinárodně uznávanými
odborńıky v diferenciálńı geometrii. Pan prof. RNDr. Alexander Žeńı̌sek, DrSc.
(29. 1. 1936 – 30. 12. 2020) byl významným odborńıkem v numerické matematice

a funkcionálńı analýze. Dlouhá léta p̊usobil jako ředitel Ústavu matematiky FSI
VUT v Brně, pak i poté, co svou ředitelskou dráhu skončil, se jako emeritńı profesor
VUT upř́ımně zaj́ımal o aktivity pracovǐstě, mimo jiné i o náš časopis Kvaternion,
jemuž nab́ıdl několik zaj́ımavých a podnětných článk̊u. Zacelit odborně i lidsky
mezeru, kterou tito zesnuĺı kolegové po sobě zanechali, nebude pro daľśı generace
v̊ubec snadné.

Pokud jde o nové výsledky na poli matematiky v roce 2020, v̊ubec nešlo o špatný
rok. Jen jeden př́ıklad: mladá americká matematička Lisa Piccirillová vyřešila
p̊ulstolet́ı starý problém z teorie uzl̊u, discipĺıny studuj́ıćı topologii uzavřených
křivek v prostoru, která se využ́ıvá i pro popis struktury vláken nukleových ky-
selin RNA a DNA. Docela aktuálńı matematika v časech, kdy se pozornost světa
uṕıná k mikrobiologii.

Naše redakce také věř́ı, že na vás, s matematikou se přáteĺıćı čtenářky a čtenáři,
lákavě zap̊usob́ı i pestrá nab́ıdka témat tohoto č́ısla Kvaternionu; a zda poté ne-
zklame ani obsah, jistě zhodnot́ıte sami. Jako prvńı článek nab́ıźıme práci tro-
jice autor̊u J. Benedikta, P. Girga a L. Kotrly ze ZČU v Plzni o užit́ı moc-
ninného zákona k odvozeńı rovnice prouděńı podzemńı vody. Následuje geome-
trický př́ıspěvek A. Návrata o reprezentaci eukleidovských transformaćı pomoćı
prvk̊u Cliffordovy algebry. V daľśım článku se věnuje M. Pekař aplikaci metod
lineárńı algebry v popisu chemických reakćı. Čtivým textem rozšǐruj́ıćı kurz dife-
renciálńıch rovnic je přehledný popis trajektoríı soustav dvou lineárńıch obyčejných
diferenciálńıch rovnic od J. Franc̊u. Od matematického kyvadla k integrálńım rov-
nićım nás doprováźı D. Čaputa a užit́ı Bayesových odhad̊u a částicové filtrace pro
multistatické měřeńı radarovým systémem představuj́ı M. Benko s P. Kulmonem.
Závěr časopisu je věnován soutěž́ım. O čtvrtém ročńıku mezinárodńı soutěže v mo-
delováńı pomoćı diferenciálńıch rovnic SCUDEM referuje Z. Opluštil a zaj́ımavými
př́ıklady internetové matematické olympiády nás provád́ı V. Štoudková Růžičková.

Dobrou mysl, zábavu a poučeńı Vám jménem redakčńıho kolektivu přeje

Miroslav Kureš
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NELINEÁRNÍ MATEMATICKÉ MODELY PROUDĚNÍ

PODZEMNÍ VODY

JIŘÍ BENEDIKT, PETR GIRG a LUKÁŠ KOTRLA

Abstrakt. Matematické modely prouděńı podzemńı vody stoj́ı na dvou základńıch

vztaźıch, zákonu zachováńı a konstitutivńım vztahu. Protože prouděńı v porézńım
prostřed́ı je velmi komplexńı jev, jsme ve většině př́ıpad̊u odkázáni na źıskáńı kon-

stitutivńıho vztahu z experimentálńıch dat. Stejná data lze však proložit r̊uznými

funkcemi, a tedy nemůže existovat univerzálńı konstitutivńı vztah.
V našem článku se zaměř́ıme na mocninný zákon, který je dostatečně obecný,

aby podchytil zákonitosti prouděńı v r̊uzných reálných situaćıch a zároveň je do-

statečně jednoduchý, aby se s ńım dalo snadno matematicky pracovat. Tento zákon
použijeme k odvozeńı rovnice prouděńı podzemńı vody. Pomoćı ńı poṕı̌seme vývoj

hladiny podzemńı vody v závislosti na čase proud́ıćı porézńım prostřed́ım mezi

dvěma rovnoběžnými kanály.

1. Úvod

Zásobováńı vodou je jednou z hlavńıch výzev, které lidstavo v pr̊uběhu své exis-
tence opakovaně čeĺı. Za pr̊ukopnická inženýrská d́ıla spojená s vodou lze považovat
např. mezopotámské přehrady a zavlažovaćı kanály na Eufratu a Tigridu, sta-
roegyptské zavlažovaćı kanály na Nilu, rozsáhlý systém studńı a rozvodu vody
v Mohendžodáru ve starověké Indii, vodovodńı systémy starověkého Řecka od
mı́nojské kultury až po Athény, Ezechiáš̊uv tunel v Jeruzalémě, monumentálńı
ř́ımské akvadukty nacházej́ıćı se v celém středomoř́ı. O tom, jak dávńı stavitelé
navrhovali tyto úžasné stavby, mnoho nev́ıme. Doložitelně systematicky a na mo-
derńı vědecké bázi1 se problematikou zásobováńı obyvatelstva pitnou vodou začali
zabývat inženýři na přelomu 18. a 19. stol. a sice v souvislosti s rychlým r̊ustem
měst. V této době se zač́ınaj́ı objevovat prvńı matematické modely prouděńı vody
v potrub́ı a kanálech. To bylo v dobách, kdy ještě nebyly objeveny základńı rovnice
prouděńı reálných (vazkých) tekutin dnes známé jako Navierovy-Stokesovy rovnice
(Navier 1827 a nezávisle Stokes 1845) a rovněž nebyly k dispozici poč́ıtače pro
jejich numerické řešeńı.2 Proto se v př́ıpadě prouděńı vody inženýři zaměřili na

2010 MSC. Primárńı 35K59, 35K92, 76S05.
Kĺıčová slova. Prouděńı vody, podzemńı voda, porézńı prostřed́ı, Reynoldsovo č́ıslo, ne-

lineárńı Darcyho zákon, p-laplacián, dvojitě nelineárńı rovnice, princip maximu, srovnávaćı

princip.
1Pro podrobný historický přehled viz např. Rouse [30].
2V té době již byla známa rovnice kontinuity, kterou pro nestlačitelnou tekutinu odvodil Leo-

nardo da Vinci (1452–1519), Bernoulliho rovnice, k jej́ımuž objeveńı přispěl Daniel Bernoulli
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tzv. fenomenologický př́ıstup k řešeńı problému založený na empiricky nalezených
zákonitostech. V roce 1732 vynalezl francouzský inženýr Henri de Pitot (1695–
1771) měřićı trubici (dnes známou jako Pitotova trubice) umožňuj́ıćı měřit rychlost
prouděńı tekutiny v daném mı́stě, což umožnilo provádět r̊uzná pozorováńı a expe-
rimenty s reálnými tekutinami. V souvislosti s př́ıpravou stavby kanálu, který měl
přivádět vodu do Pař́ıže z řeky Yvette, francouzký inženýr Antoine de Chézy
(1718–1798) studoval empirické vztahy mezi spádem kanál̊u a rychlost́ı prouděńı.
Na základě pozorováńı a měřeńı prováděných mezi lety 1769 až 1775 na již vybu-
dovaném kanálu Courpalet stanovil tento vztah:

v = C

√
R
4h
4L ,

kde v je středńı pr̊utoková rychlost v kanále, R je hydraulický poloměr kanálu, 4h
je výškový rozd́ıl hladiny ve dvou bodech kanálu jejichž spojnice je rovnoběžná s
proudem v kanálu, 4L je jejich vzdálenost a C > 0 je rychlostńı součinitel zjǐstěný
z naměřených dat. V souvislosti s distribućı vody ve městech byly studovány též
empirické vztahy mezi sklonem potrub́ı a rychlost́ı prouděńı v něm. Touto proble-
matikou se zabýval francouzský inženýr Gaspard de Prony (1755–1839), který
ve své práci [11] publikované v roce 1804 odvodil semiempirický vztah3

4h
4L =

1

D

(
av + bv2

)
,

kde v je středńı pr̊utoková rychlost v potrub́ı, D je vnitřńı pr̊uměr potrub́ı, 4h je
výškový rozd́ıl hladiny mezi dvěma body na ose potrub́ı, 4L je vzdálenost těchto
bod̊u a a, b > 0 jsou konstanty, které je třeba zjistit z naměřených dat pro potrub́ı
vyrobené z daného materiálu s danou drsnost́ı povrchu apod.

Daľśı rychlý nár̊ust počtu obyvatel v evropských městech v pr̊uběhu deva-
tenáctého stolet́ı a s ńım spojená ještě vyšš́ı potřeba pitné vody podńıtily zájem
soudobých inženýr̊u mimo jiné o prouděńı vody v porézńım prostřed́ı. Jednou z
možnost́ı, jak źıskat pitnou vodu je filtrace vody ř́ıčńı užit́ım ṕıskových filtr̊u.
T́ımto postupem se zabýval francouzský inženýr H. Darcy (1803–1858), který
v roce 1856 v knize [10] zveřejnil vztah, dnes známý jako Darcyho zákon, pro
prouděńı (filtraci) vody jemným ṕıskem vyplňuj́ıćım válec o konstantńım pr̊uřezu
A, délce 4L a s osou rovnoběžnou se směrem prouděńı,

Q = c
4P
4L = c%g

4h
4L . (1)

Pr̊utok Q udává objem vody proteklé řezem kolmým na osu válce za jednotku času

a 4P def
= P1−P2 = %g(h1−h2) = %g4h znač́ı rozd́ıl tlak̊u na vstupu do a výstupu

z válce, % je hustota vody a g je t́ıhové zrychleńı. Konstanta c > 0 je zjǐstěná z

(1700–1782) a v jej́ı dnes použ́ıvané podobě odvodil Leonhard Euler (1707–1783) pomoćı Eu-

lerovy rovnice prouděńı ideálńı tekutiny, viz [30].
3Semiempirický vztah je takový vztah, jehož tvar je odvozený ze základńıch fyzikálńıch

zákon̊u, ale některé konstanty je třeba zjistit z experimentálńıch dat.
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naměřených dat pro daný typ jemného ṕısku. Schématické znázorněńı zař́ızeńı4,
na kterém lze zákonitosti filtrace vody studovat, je na obrázku 1. Podstatnou

Q · t
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4L -�
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Obrázek 1: Ilustrace zař́ızeńı pro empirické studium filtrace. Do horńı nádržky přitéká voda. Kon-
stantńı výšky hladin v nádržkách (a t́ım i hodnoty hydrostatických tlak̊u P1 a P2) jsou udržovány
přepady nádržek.

analogii s prouděńım v potrub́ı. Tato úvaha vedla rakouského inženýra Ph. Forchheimera [16]
k polynomiálńımu vztahu

4h
4L =

(
aQ+ bQ2

)
, (2)

kde opět 4h vyjadřuje pokles hladiny mezi dvěma mı́sty se spojnićı rovnoběžnou se směrem
prouděńı, 4L jejich vzdálenost, Q je pr̊utok vody a a, b > 0 jsou konstanty, které je třeba zjistit
z experiment̊u s daným prostřed́ım. Stejně tak jako Smreker i Forchheimer použ́ıval převzatá
naměřená data. V jeho př́ıpadě se jednalo o data od celé řady experimentátor̊u, kde se každý
zaměřil na jiný typ materiálu (r̊uzné druhy ṕısk̊u a štěrkoṕısk̊u lǐśıćıch se zrnitost́ı, tvarem zrn a
chemickým složeńım). Forchheimer̊uv polynomiálńı vztah se ukázal jako velice obecný a schopný
zachytit zákonitosti prouděńı pomoćı dvou parametr̊u a a b. Nav́ıc úvaha o analogii mezi prouděńım
vody v porézńım prostřed́ı a potrub́ı napov́ıdá, že je přirozené očekávat sṕı̌se nelineárńı vztahy
než vztahy lineárńı. Přestože Forchheimer̊uv zákon při vhodných konstantách a a b velmi dobře
aproximuje reálná data, má jednu velkou nevýhodu: v matematických modelech potřebujeme často
pracovat se vztahem, který vyjadřuje funkčńı závislost Q na 4h/4L. Tento vztah bychom dostali
z Forchheimerova zákona jako kladné řešeńım kvadratické rovnice pro Q. Tento vztah je však pro
praktické využit́ı komplikovaný. Jako vhodná alternativa k Forchheimerovu zákonu se pak jev́ı
obecněǰśı mocninné zákony tvaru:

Q = c

(4h
4L

)r
, (3)

s koeficientem c > 0 a exponentem r > 0, které je třeba určit z experimentálńıch dat. Dı́ky dvěma
parametr̊um lze těmito zákony popsat prouděńı vody v r̊uzných typech porézńıch prostřed́ı. Nutno
podotknout, že v této obecné variantě navrhl mocninný zákon již O. Smreker [33] a zabýval se
j́ım ve svém článku i Forchheimer [16]. Velkou popularitu źıskaly mocninné zákony od třicátých
let dvacátého stolet́ı, kdy bylo intenzivně laboratorně studováno prouděńı porézńım prostřed́ım na
experimentálńıch zař́ızeńıch jako na obrázćıch 1 a 4, viz např. Izbaš [20] a Missbach [24, 25, 26,
27]. Na jejich počest se mocninnému zákonu někdy též ř́ıká Smreker̊uv-Izbaš̊uv-Missbach̊uv zákon.
Podrobněji se lze s historickým vývojem zkoumáńı mocninného zákona seznámit v Benedikt,
Girg, Kotrla a Takáč [7].

3

Obrázek 1. Ilustrace zař́ızeńı pro empirické studium filtrace. Do horńı nádržky přitéká voda.
Konstantńı výšky hladin v nádržkách (a t́ım i hodnoty hydrostatických tlak̊u P1 a P2) jsou

udržovány přepady nádržek.

vlastnost́ı tohoto vztahu je př́ımá úměrnost mezi objemovým pr̊utokem a rozd́ılem
tlak̊u. Jedná se tedy o zákon lineárńı.

Daľśı možnost́ı, jak zásobit obyvatelstvo pitnou vodou, je odběrem vody ze
studńı. K maximálńımu využit́ı tohoto zdroje je třeba pochopit zákonitosti prou-
děńı vody v horninách v podzemı́. Touto problematikou se experimentálně zabýval
německý inženýr A. Thiem [35], který ve městě Strassburg nechal v okoĺı po-
kusných studńı vybudovat systém pozorovaćıch studńı5, v nichž sledoval pokles
hladin v souvislosti s odběrem vody z pokusných studńı. T́ımto zp̊usobem źıskal
cenná data o závislosti poklesu hladiny podzemńı vody na vzdálennosti od po-
kusné studny. Podobně postupoval i daľśı německý inženýr D. Endres ve městě
Augsburg. Experimentálně naměřené výsledky A. Thiema a D. Endrese matema-
ticky zpracoval rakouský inženýr O. Smreker ve své pr̊ukopnické práci [33] a
došel z naměřených dat k několika empirickým vztah̊um mezi poklesem hladiny a
pr̊utokem daným úsekem horniny (porézńıho prostřed́ı). Nejznáměǰśı je pro svoji
snadnou aplikovatelnost jeho mocninný zákon

Q = C

(4h
4L

)2/3

,

4Původńı Darcyho zař́ızeńı mělo trochu jinou konfiguraci, viz [10]. Dnes se pro studium filtrace

použ́ıvaj́ı zař́ızeńı s konfiguraćı jako na obr. 1.
5Z pozorovaćıch studńı se voda nečerpá, jen se měř́ı výška hladiny.



6 J. BENEDIKT, P. GIRG a L. KOTRLA

kde Q je pr̊utok vody, 4h si můžeme zat́ım představit jako pokles hladiny pod-
zemńı vody mezi dvěma pozorovaćımi studnami a 4L jako jejich vzdálenost ve vo-
dorovném směru (veličiny vystupuj́ıćı v tomto zákonu budou rigorózně definovány
v druhé části článku). Konstanta C > 0 je určena z experimentálńıch dat pro
dané horniny v podzemı́. Tento zákon je na rozd́ıl od Darcyho zákona nelineárńı.
Protože voda proud́ı porézńım prostřed́ım systémem kanálk̊u, lze očekávat jistou
analogii s prouděńım v potrub́ı. Tato úvaha vedla rakouského inženýra Ph. For-
chheimera [16] k polynomiálńımu vztahu

4h
4L =

(
aQ+ bQ2

)
, (2)

kde opět 4h vyjadřuje pokles hladiny mezi dvěma mı́sty se spojnićı rovnoběžnou
se směrem prouděńı, 4L jejich vzdálenost, Q je pr̊utok vody a a, b > 0 jsou
konstanty, které je třeba zjistit z experiment̊u s daným prostřed́ım. Stejně tak
jako Smreker i Forchheimer použ́ıval převzatá naměřená data. V jeho př́ıpadě se
jednalo o data od celé řady experimentátor̊u, kde se každý zaměřil na jiný typ
materiálu (r̊uzné druhy ṕısk̊u a štěrkoṕısk̊u lǐśıćıch se zrnitost́ı, tvarem zrn a che-
mickým složeńım). Forchheimer̊uv polynomiálńı vztah se ukázal jako velice obecný
a schopný zachytit zákonitosti prouděńı pomoćı dvou parametr̊u a a b. Nav́ıc úvaha
o analogii mezi prouděńım vody v porézńım prostřed́ı a potrub́ı napov́ıdá, že je
přirozené očekávat sṕı̌se nelineárńı vztahy než vztahy lineárńı. Přestože Forchhei-
mer̊uv zákon při vhodných konstantách a a b velmi dobře aproximuje reálná data,
má jednu velkou nevýhodu: v matematických modelech potřebujeme často pra-
covat se vztahem, který vyjadřuje funkčńı závislost Q na 4h/4L. Tento vztah
bychom dostali z Forchheimerova zákona jako kladné řešeńı kvadratické rovnice
pro Q. Tento vztah je však pro praktické využit́ı komplikovaný. Jako vhodná al-
ternativa k Forchheimerovu zákonu se pak jev́ı obecněǰśı mocninné zákony tvaru

Q = c

(4h
4L

)r
, (3)

s koeficientem c > 0 a exponentem r > 0, které je třeba určit z experimentálńıch
dat. Dı́ky dvěma parametr̊um lze těmito zákony popsat prouděńı vody v r̊uzných
typech porézńıch prostřed́ı. Nutno podotknout, že v této obecné variantě navrhl
mocninný zákon již O. Smreker [33] a zabýval se j́ım ve svém článku i Forchhe-
imer [16]. Velkou popularitu źıskaly mocninné zákony od třicátých let dvacátého
stolet́ı, kdy bylo intenzivně laboratorně studováno prouděńı porézńım prostřed́ım
na experimentálńıch zař́ızeńıch jako na obrázćıch 1 a 4, viz např. Izbaš [20] a
Missbach [24, 25, 26, 27]. Na jejich počest se mocninnému zákonu někdy též ř́ıká
Smreker̊uv-Izbaš̊uv-Missbach̊uv zákon. Podrobněji se lze s historickým vývojem
zkoumáńı mocninného zákona seznámit v Benedikt, Girg, Kotrla a Takáč [7].

Povšimněme si, že ve vzorci (2) lze pro malé hodnoty Q kvadratický člen Q2

zanedbat, a tud́ıž můžeme pro malé hodnoty Q Forchheimer̊uv zákon velmi dobře
aproximovat lineárńım Darcyho zákonem. Tedy Forchheimer̊uv zákon neńı v roz-
poru s Darcyho zákonem. Pro mocninný zákon (3) s r 6= 1 toto však neplat́ı.
Pro malé hodnoty Q Darcyho zákon (1) neńı dobrou aproximaćı mocninného
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zákona (3). Ukazuje se na základě analogie prouděńı v porézńım prostřed́ı a v
trubici, že rozhoduj́ıćım faktorem pro platnost mocninného nebo Darcyho zákona
pro dané Q je poměr setrvačných a třećıch sil v kapalině nebo přesněji zanedba-
telnost setrvačných sil vzhledem k silám třećım. Tento poměr je charakterizovaný
tzv. Reynoldsovým č́ıslem (viz např. Aravin a Numerov [1, § 11, str 30–36]),
jehož variantami pro prouděńı v porézńım prostřed́ı se budeme zabývat ńıže. Pro
malé hodnoty Reynoldsova č́ısla je platný Darcyho zákon a pro velké hodnoty
Reynoldsova č́ısla je nutné uvažovat zákon nelineárńı, např. mocninný. Podrobněji
se t́ım budeme zabývat v odd́ıle 2.5.

Ćılem tohoto př́ıspěvku je seznámit čtenáře s mocninným zákonem a jeho
možným použit́ım v modelováńı prouděńı podzemńı vody. Pro jednoduchost se
zaměř́ıme na model popisuj́ıćı vývoj hladiny podzemńı vody mezi dvěma rov-
noběžnými kanály, ve kterých teče voda v pevně dané výšce (viz obrázek 2).
Mezi kanály dojde ke zvýšeńı hladiny podzemńı vody (např. vlivem deště nebo za-
vlažováńı) a naš́ım úkolem je popsat vývoj hladiny podzemńı vody v čase. Naš́ı sna-
hou je text přizp̊usobit student̊um nižš́ıch ročńık̊u vysoké školy. Jedńım z př́ıklad̊u
je nestandardńı odvozeńı modelu v části 3, které je podle našeho názoru vhodněǰśı
pro studenty, kteř́ı neabsolvovali základńı kurz parciálńıch diferenciálńıch rovnic.
Klasické odvozeńı za slabš́ıch předpoklad̊u na hledané řešeńı lze nalézt v [5].

Nesaturovaná
zóna

Hladina
podzemńı
vody

Saturovaná
část (zvodeň)

Nepropustné
podlož́ı

Obrázek 2: Prouděńı podzemńı vody mezi rovnoběžnými kanály.
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2. Základńı pojmy v hydrologii

V této části uvedeme krátký souhrn termı́n̊u a veličin použ́ıvaných v hydrologii.
Tyto informace lze nalézt ve většině knih zabývaj́ıćıch se t́ımto tématem. Pro daľśı
studium odkazujeme čtenáře např́ıklad do skript Jandora, Stara a Starý [21]
nebo Valentová [36]. Ještě podrobněji se lze s danou problematikou seznámit v
monografíıch Aravin a Numerov [1], Bear [4] a Harr [18].

2.1. Porézńı prostřed́ı

Precizńı definice porézńıho prostřed́ı je komplikovaná a přesahuje rámec tohoto
textu. My si vystač́ıme s intuitivńı definićı. Pro přesněǰśı definici odkazujeme
čtenáře na skripta [36, §1.4, str. 8–9].

Začneme definićı pojmu pór, kterým rozumı́me volný prostor v hornině obvykle
(ale ne nutně) velmi malého objemu. V našich modelech uvažujeme jen takové
póry, které jsou navzájem spojené úzkými kanály umožňuj́ıćımi prouděńı tekutiny
(např. vody, zemńıho plynu, nafty). Tento volný prostor v hornině nazveme pórový
prostor. Śıt’ kanál̊u je velmi hustá, a proto maj́ı stěny pór̊u a kanál̊u (kde se te-
kutina dotýká horniny) velký souhrnný povrch. Horninu obsahuj́ıćı takovouto śıt’

pór̊u a kanál̊u nazveme porézńım prostřed́ım (nebo porézńım médiem). Pro jedno-
duchost předpokládáme, že porézńı prostřed́ı je homogenńı a izotropńı vzhledem
ke koeficientu propustnosti (viz ńıže).

Struktura porézńıho prostřed́ı je velmi komplikovaná a je prakticky nemožné v
něm přesně popsat rozložeńı pevné fáze a pórového prostoru. Proto se prouděńı
v porézńım prostřed́ı nepopisuje na mikroskopické úrovńı (jako prouděńı vody v
jednotlivých kanálech). Mı́sto toho se uvažuje makroskopický popis, kdy se struk-
tura porézńıho média odráž́ı v obvykle experimentálně zjǐst’ovaných fyzikálńıch
charakteristikách.

Poměr pórového prostoru v porézńım médiu popisuje (efektivńı) pórovitost
porézńıho prostřed́ı n. Pro homogenńı porézńı médium plat́ı

n =
Vp
V
,

kde Vp je objem pórového prostoru a V je celkový objem porézńıho média.
Daľśı charakteristikou je koeficient propustnosti k, který udává propustnost

porézńıho prostřed́ı v závislosti na jeho geometrických vlastnostech. Je definován
pomoćı Darcyho zákona (1) vzorcem

k =
cµ

A
.

s t́ım, že přij́ımáme hypotézu, že pr̊utok Q je př́ımo úměrný ploše A (viz obr. 1) a
nepř́ımo úměrný dynamické viskozitě µ, která vyjadřuje vnitřńı třećı śıly v teku-
tině. Pro konkrétńı porézńı prostřed́ı tato hodnota odpov́ıdá objemovému pr̊utoku
za 1 s tekutiny o dynamické viskozitě 1 Pa · s válcem s výškou 1 m a plochou
podstavy 1 m2, který je vyvolaný poklesem tlaku o 1 Pa. V literatuře lze nalézt
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množstv́ı vztah̊u pro jeho výpočet z velikosti zrn6 (viz např. Ř́ıha a kol. [29]).
Uved’me např́ıklad empiricky źıskaný vztah

k = Cd2,

kde konstanta C > 0 záviśı na tvaru zrn a pórovitosti n, a kde d je reprezentativńı
velikost zrna. Lze např́ıklad zvolit d = d10, což je takový pr̊uměr zrn, kterého
nedosáhne 10 % všech zrn (podle váhy) v materiálu (viz [4, §5.5, str. 132–134]).
Všimněme si, že koeficient propustnosti je nezávislý na proud́ıćı tekutině. Později
v odd́ılu 2.4 zavedeme koeficient filtraceK, který bere v úvahu i vlastnosti tekutiny.

2.2. Podzemńı voda a zvodeň

Podpovrchovou vodu lze rozdělit do několika kategoríı podle zp̊usobu, jakým je v
p̊udě vázána. V tomto článku se budeme zabývat tzv. podzemńı vodou, které k
prouděńı v porézńım prostřed́ı stač́ı p̊usobeńı t́ıhových sil. Přesněji se souvislá část
porézńıho prostřed́ı (horniny), která umožňuje pohyb a akumulaci podzemńı vody,
nazývá hydrogeologický kolektor (v́ıce viz [36, §1.3, str. 5–7]). Nav́ıc se omeźıme na
podzemńı vodu, která se vyskytuje v tzv. saturované zóně, kde je pórový prostor
zcela vyplněn vodou. Pro úplnost jen dodejme, že pokud sledovaná část porézńıho
prostřed́ı neńı vodou zcela vyplněná, nalezneme nad saturovanou zónou zónu nesa-
turovanou, kde jsou póry vyplněny zčásti vodou a zčásti plynem (převážně vodńımi
parami a vzduchem).

Vodńı těleso v kolektoru nazveme zvodeň. Rozlǐsujeme zvodeň s napjatou hla-
dinou, kde voda vyplňuje kolektor uzavřený mezi dvěma nepropustnými vrstvami
(hydrogeologickými izolátory) a zvodeň s volnou hladinou, jej́ıž dolńı hranici tvoř́ı
izolátor a horńı hranici volná hladina podzemńı vody (např. zvodeň na obrázku 2).
Volnou hladinu definujeme jako množinu bod̊u, kde se absolutńı tlak vody rovná
atmosférickému tlaku (relativńı tlak vody je nulový). Poznamenejme, že pro účely
tohoto textu volná hladina podzemńı vody odděluje saturovanou a nesaturovanou
zónu, přestože, zcela přesně řečeno, saturovaná zóna obsahuje i tenkou vrstvu nad
touto hladinou, kde jsou póry vyplněny vodou vlivem kapilárńıch jev̊u.

2.3. Středńı rychlost prouděńı, hustota toku a pr̊utok

Jelikož se při popisu prouděńı v porézńım médiu uplatňuje makroskopický př́ıstup,
neńı rychlost prouděńı vody v konkrétńım bodě pórového prostoru relevantńı infor-
mace. Mı́sto ńı se použ́ıvá středńı rychlost prouděńı (pr̊uměrná pórová rychlost).

V úvodu jsme předpokládali, že směr prouděńı je rovnoběžný se směrem osy x.
Zaměřme se nyńı na obecné trojrozměrné prouděńı v kartézském souřadnicovém
systému xyz s osou z směřuj́ıćı vzh̊uru. Označme Ax (Ay, Az) plochu pr̊uřezu
kolmého na osu x (y, z) a Qx (Qy, Qz) pr̊utok touto plochou za jednotku času. V
př́ıpadě, že směr toku souhlaśı se směrem souřadnicové osy, je pr̊utok kladný. V

6Pro zrnitá prostřed́ı (speciálńı typ porézńıho prostřed́ı) jako jsou např. ṕısky, štěrkoṕısky

nebo umělá zrnitá prostřed́ı použ́ıvaná ve stavebnictv́ı a r̊uzných technologických procesech.
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opačném př́ıpadě považujeme pr̊utok za záporný. Potom

qx
def
=

Qx
Ax

, qy
def
=

Qy
Ay

a qz
def
=

Qz
Az

znač́ı hustotu toku (filtračńı rychlost, Darcyho rychlost) ve směru osy x (y, z).

Hustotu toku tedy definujeme jako vektor ~q
def
= (qx, qy, qz), jehož velikost je q =√

q2
x + q2

y + q2
z . Jelikož voda neprotéká celými pr̊uřezy, ale jen pórovým prostorem

v daném řezu, raději pro ~q použ́ıváme pojem tok než pojem rychlost. Rychlost
prouděńı v kanálech, respektive jej́ı pr̊uměrnou hodnotu, popisuje středńı rychlost
prouděńı

~v
def
=

~q

n
.

Dále označ́ıme v
def
= |~v| = q/n.

2.4. Piezometrická výška

Ideálńı kapalina při ustáleném prouděńı v trubici splňuje zákon zachováńı energie,
který je vyjádřený Bernoulliho rovnićı

1

2
%v2 + P + %gz = konst. (4)

Zde % je hustota proud́ıćı kapaliny, v je velikost středńı rychlosti prouděńı, P je
relativńı tlak v kapalině (P = 0 odpov́ıdá atmosférickému tlaku) a z je výška
hladiny od předem určené referenčńı výšky. Vyděleńım rovnice (4) konstantou %g
dostaneme

1

2

v2

g
+
P

%g
+ z = E ,

kde E se nazývá energetická výška. Nyńı se zaměřme na prouděńı vody porézńım
prostřed́ım. To lze považovat za śıt’ úzkých kanál̊u, a proto je ztráta energie vli-
vem třeńı kapaliny se stěnami kanál̊u významná. Energetická výška E tedy neńı
konstantńı, jako tomu je v př́ıpadě prouděńı ideálńı tekutiny v trubici.

Při prouděńı podzemńı vody je nav́ıc středńı rychlost prouděńı velmi malá (viz

např. Harr [18, §1–4, str. 5]). Člen 1
2
v2

g lze tedy zanedbat a definujeme tzv.

piezometrickou (hydraulickou) výšku

h
def
=

P

%g
+ z .

Pro lepš́ı ilustraci pojmu piezometrická výška uved’me dva př́ıklady. Prvně se
zaměř́ıme na př́ıpad bez prouděńı at’ v nádrži nebo ve zvodni s volnou hladinou.
Protože je voda v klidu, nedocháźı ke ztrátě energie vlivem třeńı a piezometrická
výška z̊ustává konstantńı (viz obrázek 3). Tlak v kapalině je hydrostatický tlak
závislý na výšce vodńıho sloupce nad sledovaným mı́stem, a tedy opravdu plat́ı

P

%g
+ z = konst.
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Obrázek 3: Piezometrická výška při absenci prouděńı.
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[18, § 1–4, str. 5]. Člen 1
2
v2
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=

P

%g
+ z .

Pro lepš́ı ilustraci pojmu piezometrická výška uved’me dva př́ıklady. Prvně se zaměř́ıme na př́ıpad
bez prouděńı at’ v nádrži nebo ve zvodni s volnou hladinou. Protože je voda v klidu, nedocháźı
ke ztrátě energie vlivem třeńı a piezometrická výška z̊ustává konstantńı (viz obrázek 3). Tlak v
kapalině je hydrostatický tlak závislý na výšce vodńıho sloupce nad sledovaným mı́stem, a tedy
opravdu plat́ı

P

%g
+ z = konst.

Prouděńı vody je vyvoláno rozd́ılnými hodnotami v piezometrické výšce (viz obrázek 4). Docháźı
k němu ve směru jej́ıho poklesu neboli ve směru poklesu energie, který je zp̊usoben právě třećımi
silami (přeměnou mechanické energie na tepelnou).

Všimněme si, že za předpokladu vodorovného prouděńı popsaného v úvodu, kdy je výška z
konstantńı, plat́ı

4h =
4P
%g

.

Darcyho zákon lze tedy přeformulovat do tvaru

Q =
k%gA

µ

4h
4L = K

A

4L4h ,

kde K = k%g/µ nazýváme koeficient filtrace.
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Obrázek 4: Piezometrická výška při pohybu tekutiny.

2.5 Reynoldsovo č́ıslo

V úvodu jsme zmı́nili, že lineárńı Darcyho zákon je platný pouze při určitých hodnotách Reynold-
sova č́ısla, které vyjadřuje poměr setrvačných a třećıch sil. Pro prouděńı v trubici je toto č́ıslo
definované jako

Re =
%Dv

µ
,

kde % je hustota kapaliny, v je rychlost prouděńı, µ je dynamická viskozita kapaliny a D je vnitřńı
pr̊uměr trubice. Pro prouděńı v trubici nastává turbulence pro hodnoty Reynoldsova č́ısla vyšš́ı
než cca 2100. Při přechodu k turbulenci docháźı k výraznému navýšeńı třećıch sil mezi kapalinou
a trubićı. V analogii s t́ımto př́ıpadem navrhl Pavlovskij [28] v př́ıpadě prouděńı porézńım
prostřed́ım použit́ı Reynoldsova č́ısla v lehce pozměněné podobě pro posouzeńı platnosti Darcyho
zákona. Při pokusech s prouděńım tekutiny zrnitým porézńım prostřed́ım se zrny podobné velikosti
navrhl následuj́ıćı definici

Re =
6,5

0,75n+ 0,23

%dq

µ
,

kde n je pórovitost, q je hustota toku a d je reprezentativńı velikost zrna. Pro takto definované
Reynoldsovo č́ıslo je mezńı hodnota platnosti Darcyho zákona 50–60. Pro r̊uzné velikosti zrn se v
literatuře častěji objevuje definice

Re =
%dq

µ

s r̊uzně definovanou reprezentativńı velikost́ı zrna d (viz [4, § 5.3.1, str. 125–127]) a v závislosti na
jej́ı volbě je mezńı hodnota pro platnost Darcyho zákona mezi 1 a 10. I v tomto př́ıpadě je častou
volbou d = d10.

2.6 Dupuitovy-Forchheimerovy předpoklady

Řešeńı úlohy prouděńı podzemńı vody s volnou hranićı je matematicky komplikovaný problém,
protože hranice sledované oblasti neńı předem známá a je součást́ı hledaného řešeńı. Dupuit [15]
pozoroval, že maximálńı sklon hladiny podzemńı vody je velmi malý, 0,001 < 4h/4L < 0,01. Na
základě tohoto pozorováńı formuloval v roce 1863 následuj́ıćı zjednodušuj́ıćı předpoklady:

8

Obrázek 4. Piezometrická výška při pohybu tekutiny.

který je zp̊usoben právě třećımi silami (přeměnou mechanické energie na tepelnou).
Všimněme si, že za předpokladu vodorovného prouděńı popsaného v úvodu, kdy

je výška z konstantńı, plat́ı

4h =
4P
%g

.
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Darcyho zákon lze tedy přeformulovat do tvaru

Q =
k%gA

µ

4h
4L = K

A

4L4h ,

kde K = k%g/µ nazýváme koeficient filtrace.

2.5. Reynoldsovo č́ıslo

V úvodu jsme zmı́nili, že lineárńı Darcyho zákon je platný pouze při určitých
hodnotách Reynoldsova č́ısla, které vyjadřuje poměr setrvačných a třećıch sil. Pro
prouděńı v trubici je toto č́ıslo definované jako

Re =
%Dv

µ
,

kde % je hustota kapaliny, v je rychlost prouděńı, µ je dynamická viskozita kapaliny
a D je vnitřńı pr̊uměr trubice. Pro prouděńı v trubici nastává turbulence pro
hodnoty Reynoldsova č́ısla vyšš́ı než cca 2100. Při přechodu k turbulenci docháźı
k výraznému navýšeńı třećıch sil mezi kapalinou a trubićı. V analogii s t́ımto
př́ıpadem navrhl Pavlovskij [28] v př́ıpadě prouděńı porézńım prostřed́ım použit́ı
Reynoldsova č́ısla v lehce pozměněné podobě pro posouzeńı platnosti Darcyho
zákona. Při pokusech s prouděńım tekutiny zrnitým porézńım prostřed́ım se zrny
podobné velikosti navrhl následuj́ıćı definici

Re =
6,5

0,75n+ 0,23

%dq

µ
,

kde n je pórovitost, q je hustota toku a d je reprezentativńı velikost zrna. Pro takto
definované Reynoldsovo č́ıslo je mezńı hodnota platnosti Darcyho zákona 50–60.
Pro r̊uzné velikosti zrn se v literatuře častěji objevuje definice

Re =
%dq

µ

s r̊uzně definovanou reprezentativńı velikost́ı zrna d (viz [4, §5.3.1, str. 125–127])
a v závislosti na jej́ı volbě je mezńı hodnota pro platnost Darcyho zákona mezi 1
a 10. I v tomto př́ıpadě je častou volbou d = d10.

2.6. Dupuitovy-Forchheimerovy předpoklady

Řešeńı úlohy prouděńı podzemńı vody s volnou hranićı je matematicky kompliko-
vaný problém, protože hranice sledované oblasti neńı předem známá a je součást́ı
hledaného řešeńı. Dupuit [15] pozoroval, že maximálńı sklon hladiny podzemńı
vody je velmi malý, 0,001 < 4h/4L < 0,01. Na základě tohoto pozorováńı for-
muloval v roce 1863 následuj́ıćı zjednodušuj́ıćı předpoklady:

(DF1) podzemńı voda proud́ı horizontálně (piezometrická výška je ve svislém
směru konstantńı),

(DF2) tok podzemńı vody je př́ımo úměrný gradientu piezometrické výšky.

Pro úlohu s volnou hranićı plat́ı, že hladina podzemńı vody je charakterizována tla-
kem P = 0, a proto pro hladinu podzemńı vody dostaneme vztah h(x, y, z, t) = z.
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Z předpokladu (DF1) potom plyne, že k nalezeńı obou neznámých hodnot (pie-
zometrické výšky a výšky hladiny podzemńı vody) stač́ı řešit úlohu pouze pro
piezometrickou výšku v kolmém pr̊umětu sledované oblasti do roviny xy. T́ım se
problém značně zjednodušil, protože pr̊umět sledované oblasti je předem známý.
Neřeš́ıme tak již úlohu s volnou hranićı. Podrobněǰśı přechod od úlohy s volnou hra-
nićı ve třech prostorových proměnných k úloze ve dvou prostorových proměnných
bez volné hranice lze nalézt v [5, §2.6].

Předpoklad (DF2) odpov́ıdá použit́ı Darcyho zákona při modelováńı prouděńı
podzemńı vody. Jak jsme již zmı́nili výše, tento zákon nelze použ́ıt, pokud je Rey-
noldsovo č́ıslo př́ılǐs vysoké. Znovu uved’me práci Forchheimer [16, str. 1782
a

”
Anhang“, str. 1787–1788] z roku 1901, kde autor na základě experiment̊u a

terénńıho pozorováńı ukázal, že např́ıklad pro ṕısčité porézńı prostřed́ı neńı Dar-
cyho zákon dostatečně přesný již pro hodnoty 4h/4L > 0,0005, kdy lze stále
použ́ıt předpoklad (DF1). Předpoklad (DF2) je ale nutné nahradit nelineárńım
zákonem.

2.7. Konstitutivńı vztahy

Konstitutivńı vztahy jsou často experimentálně nalezené vztahy mezi stavovou a
tokovou veličinou (viz např. [14, §1.2, str. 7]). V našem př́ıpadě je tokovou veličinou
hustota toku ~q a stavovou veličinou piezometrická výška h. V př́ıpadě homogenńıho
a izotropńıho prostřed́ı můžeme konstitutivńı vztah zapsat pomoćı velikosti toku
q a neklesaj́ıćı spojité funkce ϕ splňuj́ıćı ϕ(0) = 0 jako rovnost

q = ϕ

(4h
4L

)
.

Různou volbou funkce ϕ poté dostaneme r̊uzné konstitutivńı vztahy. Pokud zvoĺıme
lineárńı funkci, tj. ϕ(r) = cr, dostaneme již výše zmı́něný Darcyho zákon.

Z možných nelineárńıch zobecněńı uvedeme dva základńı př́ıklady studované již
na přelomu 19. a 20. stolet́ı. Smreker̊uv-Izbaš̊uv-Missbach̊uv (mocninný) zákon7

ϕ(r) = c|r|p−2r , p ∈
(

3

2
, 2

)
(5)

je hlavńım objektem zájmu v tomto článku, a to hlavně pro značnou probádanost
vlastnost́ı parciálńı diferenciálńı rovnice založené na tomto konstitutivńım vztahu.
Forchheimer̊uv zákon

ϕ(r) =
2r√

a2 + 4br + a
, a > 0 a b > 0,

je základem pro daľśı zákony uvažuj́ıćı např́ıklad i tvar zrn v porézńım médiu.
Velmi obsáhlý výčet nelineárńıch zákon̊u lze nalézt např. v Bear [4, §5.11.3,
str. 182–184]. V praxi se ukazuje, že tok v závislosti na poklesu piezometrické
výšky roste pro velké hodnoty pomaleji než lineárńı funkce, např́ıklad jako moc-
ninná funkce s exponentem mezi 0 a 1. Tento r̊ust nelze zachytit polynomiálńı

7Pokud bychom v rovnici (5) uvažovali p = 2, dostali bychom Darcyho zákon. Pro 2,1 < p <

4,8 bychom dostali zákon pro velmi pomalé prouděńı v jemnozrnných materiálech, viz [22, 34].
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funkćı, která je výhodná pro interpolaci dat. Proto se konstitutivńı vztahy často
źıskávaj́ı z experimentálńıch dat ve tvaru

4h
4L = ϕ−1 (q) ,

kdy např. Forchheimer̊uv zákon hledáme ve tvaru

4h
4L = aq + bq2 .

3. Model prouděńı vody mezi rovnoběžnými kanály

V této části odvod́ıme matematický model prouděńı vody mezi dvěma rovnoběžný-
mi kanály. Tato konfigurace se často vyskytuje jak při zavlažováńı v zemědělstv́ı,
tak naopak při odvodňováńı (např. pozemk̊u). Vzhledem ke své zásadńı d̊uležitosti
pro běžný život obyvatelstva předevš́ım v semiaridńıch a monzunových oblas-
tech (např. Indie) byla tato problematika často studována [3, 23, 31, 32]. Tyto
pr̊ukopnické práce se však zabývaj́ı pouze př́ıpadem laminárńıho prouděńı za
použit́ı lineárńıho Darcyho zákona, který umožňuje źıskat řešeńı v uzavřeném
tvaru. Dnes po třiceti letech došlo k výraznému posunu jak v kvalitativńı teorii ne-
lineárńıch parciálńıch diferenciálńıch rovnic, tak v oblasti numerické matematiky
a výkonosti výpočetńı techniky. Dı́ky tomu je možné studovat modely i s použit́ım
nelineárńıho konstitutivńıho vztahu, který lépe aproximuje chováńı reálných teku-
tin v porézńım prostřed́ı (včetně turbulence). Odvozeńı našeho modelu provedeme
pomoćı dvou základńıch vztah̊u, zákona zachováńı a konstitutivńıho vztahu popi-
sovaného v předchoźı části.

Uvažujme úlohu prouděńı podzemńı vody mezi dvěma rovnoběžnými odvodňo-
vaćımi kanály, které maj́ı vzdálenost přilehlých břeh̊u L. Pro jednoduchost budeme
předpokládat, že porézńı prostřed́ı mezi kanály je homogenńı, izotropńı a spoč́ıvá
na vodorovné nepropustné vrstvě. Dna obou kanál̊u dosahuj́ı až k nepropustné
vrstvě. V časovém intervalu [0, T ], T > 0, zkoumáme vývoj hladiny podzemńı
vody h(x, y, t) po jej́ım náhlém zvýšeńı (v čase t = 0) např́ıklad vlivem deště.
Předpokládáme, že kanály jsou ve směru osy y nekonečně dlouhé, všechna data
jsou translačně invariantńı v̊uči ose y, a tedy můžeme předpokládat, že voda proud́ı
pouze ve směru osy x. Proto h(x, y, t) ≡ h(x, t). Hladinu levého kanálu udržujeme
ve výšce g0, tj. h(0, t) = g0 a hladinu pravého kanálu ve výšce gL, tj. h(L, t) = gL.
Počátečńı stav hladiny podzemńı vody je h(x, 0) = h0(x). Celá situace je pro čas
t = 0 znázorněná na obrázku 5.

Pro větš́ı názornost provedeme odvozeńı modelu na elementárńım objemu a
poté dostaneme diferenciálńı rovnici limitńım přechodem. Označme Ωxy obdélńık
vzniklý pr̊umětem porézńıho média mezi kanály do roviny xy. V tomto pr̊umětu
vytvoř́ıme rovnoměrnou śıt’ bod̊u (xi, yj), i, j ∈ N. Vzdálenosti bod̊u xi a yi
označ́ıme 4x a 4y. Časovou diskretizaci označ́ıme tk, k ∈ N, s krokem 4t. Ele-
mentárńı plochou Ωel rozumı́me čtverec (xi, yj), (xi+1, yj), (xi+1, yj+1), (xi, yj+1)
(viz obrázek 6).
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Obrázek 5: Ilustrace úlohy – řez rovinou y = 0 v čase t = 0.
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(např. pozemk̊u). Vzhledem ke své zásadńı d̊uležitosti pro běžný život obyvatelstva předevš́ım v se-
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Obrázek 6: Śıt’ a elementárńı plocha Ωel.

média mezi kanály do roviny xy. V tomto pr̊umětu vytvoř́ıme rovnoměrnou śıt’ bod̊u (xi, yj),
i, j ∈ N. Vzdálenosti bod̊u xi a yi označ́ıme 4x a 4y. Časovou diskretizaci označ́ıme tk, k ∈ N, s
krokem 4t. Elementárńı plochou Ωel rozumı́me čtverec (xi, yj), (xi+1, yj), (xi+1, yj+1), (xi, yj+1).

V př́ıpadě prouděńı nestlačitelné kapaliny plat́ı zákon zachováńı jej́ıho objemu. V libovolné
části sledované oblasti muśı změna objemu vody odpov́ıdat rozd́ılu objemu vody přiteklé a odteklé.
Celková bilance může být ještě ovlivněná př́ıpadnými zdroji.

Nejdř́ıve vypočteme objem vody nad elementárńı plochou Ωel v čase tk. Upřesněme, že rovnice
odvozujeme pro vnitřńı body śıtě, tj. 0 < xi < L a pro časy 0 < tk < T . Jelikož je v př́ıpadě
prouděńı podzemńı vody sklon hladiny malý (viz Dupuitovy-Forchheimerovy předpoklady, odd́ıl
2.6), můžeme pro dostatečně malé elementárńı plochy Ωel předpokládat, že výška hladiny nad touto

plochou je h(xi,tk)+h(xi+1,tk)
2 . Objem vody nad Ωel v čase tk tedy je

Vvoda = n 4x 4y h(xi, tk) + h(xi+1, tk)

2

a změna tohoto objemu za čas 4t je

4Vvoda = n 4x 4y h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

2
.

Dále vyjádř́ıme tok nad hranićı ∂Ωel elementárńı plochy Ωel za čas 4t. Připomeňme, že k toku
docháźı pouze ve směru osy x. Objem vody proteklé za čas 4t stěnou nad hranou ei spojuj́ıćı
body (xi, yj) a (xi, yj+1) označme Qxi

a nad hranou ei+1 spojuj́ıćı body (xi+1, yj) a (xi+1, yj+1)
označme Qxi+1

. Nyńı označme symbolem 4Q změnu objemu vody za čas 4t nad elementárńı
plochou Ωel, potom 4Q = Qxi

−Qxi+1
. Zákon zachováńı lze tedy zapsat ve tvaru

4Vvoda = 4Q+
f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4
, (6)

kde funkce f popisuje zdroje.
V čase tk je obsah plochy nad hranou ei

4y h(xi, tk) ,
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elementárńı plochy Ωel předpokládat, že výška hladiny nad touto plochou je

h(xi, tk) + h(xi+1, tk)

2
.

Objem vody nad Ωel v čase tk tedy je

Vvoda = n 4x 4y h(xi, tk) + h(xi+1, tk)

2

a změna tohoto objemu za čas 4t je

4Vvoda = n 4x 4y h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

2
.

Dále vyjádř́ıme tok nad hranićı ∂Ωel elementárńı plochy Ωel za čas 4t. Při-
pomeňme, že k toku docháźı pouze ve směru osy x. Objem vody proteklé za čas
4t stěnou nad hranou ei spojuj́ıćı body (xi, yj) a (xi, yj+1) označme Qxi a nad
hranou ei+1 spojuj́ıćı body (xi+1, yj) a (xi+1, yj+1) označme Qxi+1 . Nyńı označme
symbolem 4Q změnu objemu vody za čas 4t nad elementárńı plochou Ωel, potom
4Q = Qxi

−Qxi+1
. Zákon zachováńı lze tedy zapsat ve tvaru

4Vvoda = 4Q+
f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4
, (6)

kde funkce f popisuje zdroje.
V čase tk je obsah plochy nad hranou ei

4y h(xi, tk) ,

a proto je pr̊utok danou plochou vztažený na jednotku času roven

4y h(xi, tk)qx(xi, tk) ,

kde qx(xi, tk) je hustota toku v čase tk v mı́stě xi (tok vztažený na jednotku plochy
a jednotku času). Vztah mezi hustotou toku a výškou hladiny podzemńı vody je
dán konstitutivńım vztahem, který jsme popisovali v odd́ıle 2.7. Obdobně v čase
tk+1 máme

4y h(xi, tk+1)qx(xi, tk+1) .

Celkový objem vody proteklé nad hranou ei za čas 4t aproximujeme pr̊uměrem

Qxi
= 4t 4y 1

2

(
h(xi, tk)qx(xi, tk) + h(xi, tk+1)qx(xi, tk+1)

)
. (7)

Obdobně dostaneme objem vody proteklé nad hranou ei+1, tj.

Qxi+1 = 4t 4y 1

2

(
h(xi+1, tk)qx(xi+1, tk) + h(xi+1, tk+1)qx(xi+1, tk+1)

)
. (8)

Po dosazeńı vztah̊u (7) a (8) do zákona zachováńı (6) dostaneme

n 4x 4y h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

2
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= 4t 4y 1

2

(
h(xi, tj)qx(xi, tk) + h(xi, tk+1)qx(xi, tk+1)

)

−4t 4y 1

2

(
h(xi+1, tk)qx(xi+1, tk) + h(xi+1, tk+1)qx(xi+1, tk+1)

)

+4t 4x 4y f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4
.

Rovnici vyděĺıme 4t 4x 4y a po přeuspořádáńı člen̊u dostaneme

n
h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

24t
=

1

24x
[
h(xi, tk)qx(xi, tk)− h(xi+1, tk)qx(xi+1, tk)

+ h(xi, tk+1)qx(xi, tk+1)− h(xi+1, tk+1)qx(xi+1, tk+1)
]

+
f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4
.

Dosad́ıme konstitutivńı vztah (s přihlédnut́ım k tomu, že tok qx má směr spádu
h)

qx(xi, tk) = −nϕ
(
h(xi, tk)− h(xi−1, tk)

4x

)
,

č́ımž po vyděleńı pórovitost́ı n źıskáme

h(xi, tk+1) + h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk)− h(xi+1, tk)

24t

= − 1

24x

[
h(xi, tk)ϕ

(
h(xi, tk)− h(xi−1, tk)

4x

)

− h(xi+1, tk)ϕ

(
h(xi+1, tk)− h(xi, tk)

4x

)

+ h(xi, tk+1)ϕ

(
h(xi, tk+1)− h(xi−1, tk+1)

4x

)

−h(xi+1, tk+1)ϕ

(
h(xi+1, tk+1)− h(xi, tk+1)

4x

)]

+
f(xi, tk) + f(xi, tk+1) + f(xi+1, tk) + f(xi+1, tk+1)

4n
.

(9)

Nyńı si vysvětĺıme přechod od diferenčńı rovnice (9) k diferenciálńı rovnici. Pro
jednoduchost budeme předpokládat stacionárńı př́ıpad, což znamená, že uvažované
funkce h a f se neměńı v čase a tud́ıž můžeme psát h(x) a f(x) mı́sto h(x, t)
a f(x, t). Nav́ıc budeme uvažovat Darcyho zákon ϕ(s) = s. T́ım se rovnice (9)
zjednoduš́ı na

0 = − 1

4x

(
h(xi)

h(xi)− h(xi−1)

4x − h(xi+1)
h(xi+1)− h(xi)

4x

)

+
f(xi) + f(xi+1)

2n
.

(10)
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Za předpokladu, že existuje druhá derivace funkce h, plat́ı podle Taylorovy věty
pro hodnoty funkce h v bodech xi−1 = xi −4x, xi+1 = xi +4x vzorce

h(xi ±4x) = h(xi)± h′(xi)4x+
1

2
h′′(ξ±)(4x)2 , (11)

kde ξ− ∈ (xi−1, xi) a ξ+ ∈ (xi, xi+1) jsou neznámá č́ısla lež́ıćı v daných intervalech.
Odtud dosazeńım

− 1

4x

(
h(xi)

h(xi)− h(xi−1)

4x − h(xi+1)
h(xi+1)− h(xi)

4x

)

= − 1

4x

(
h(xi)

(
h′(xi)−

1

2
h′′(ξ−)4x

)

−
(
h(xi) + h′(xi)4x+

1

2
h′′(ξ+)(4x)2

)(
h′(xi) +

1

2
h′′(ξ+)4x

))

=
1

2
h(xi) (h′′(ξ−) + h′′(ξ+)) + (h′(xi))

2

+ h′′(ξ+)

(
h′(xi)−

1

4
h′′(ξ+)4x

)
4x

(12)

Pro jednoduchost dále uvažujeme L = 1. Zvoĺıme libovolné x ∈ (0, 1). Nyńı
zjemňujeme śıt’ bod̊u, tj. 4x → 0, a v každém kroku zjemňováńı vyb́ıráme uzel
śıtě xi tak, aby xi → x, a tedy i ξ± → x. Předpokládejme, že h′′ a f jsou v (0, 1)
spojité funkce (ṕı̌seme h ∈ C2(0, 1) a f ∈ C(0, 1)). Potom limita výrazu v (12)
pro 4x→ 0 existuje a rovná se

h(x)h′′(x) + (h′(x))2 =

(
1

2
h2

)′′
(x)

a obdobně
f(xi) + f(xi+1)

2n
→ f(x)

n
,

přičemž dále budeme psát pouze f(x) mı́sto f(x)/n.
Z diferenčńı rovnice (10) tedy limitńım zjemňováńım śıtě dostaneme okrajovou

úlohu 


−
(

1

2
h2

)′′
(x) = f(x) v (0, 1) ,

h(0) = h(1) = 0 ,

kde jsme zvolili co nejjednodušš́ı okrajové podmı́nky, kv̊uli nimž nav́ıc předpoklá-
dáme h ∈ C[0, 1].

Po substituci u(x) = h2(x)/2 dostaneme rovnici
{
−u′′(x) = f(x) v (0, 1) ,

u(0) = u(1) = 0 ,
(13)

se kterou budeme později pracovat.
Nyńı se vrát́ıme k obecněǰśı situaci (9). Předpokládejme, že funkce f a h jsou

dostatečně hladké, např. f ∈ C([0, L]× [0, T ]), h ∈ C1((0, L)× (0, T ))∩C([0, L]×
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[0, T ]) a současně h(·, t) ∈ C3(0, L) pro všechna t ∈ [0, T ]. Nav́ıc předpokládejme,
že ve všech bodech (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ), kde ∂h

∂x (x, t) = 0, plat́ı bud’ h(x, t) = 0

nebo ∂2h
∂x2 (x, t) = 0. Potom můžeme provést limitńı přechody 4t → 0 a 4x → 0.

T́ım dostaneme diferenciálńı rovnici

∂

∂t
h(x, t) =

∂

∂x

(
h(x, t)ϕ

(
∂

∂x
h(x, t)

))
+ f(x, t) .

Použijeme-li mocninný konstitutivńı vztah (5) a vezmeme-li v úvahu i počátečńı
situaci a pevnou výšku hladiny v kanálech, źıskáme následuj́ıćı model





∂

∂t
h(x, t) =

∂

∂x

(
h(x, t)

∣∣∣∣
∂

∂x
h(x, t)

∣∣∣∣
p−2

∂

∂x
h(x, t)

)
+ f(x, t)

v (0, L)× (0, T ) ,

h(0, t) = g0, h(L, t) = gL pro všechna t ∈ (0, T ) ,

h(x, 0) = h0(x) pro všechna x ∈ (0, L) .

(14)

Pro úlohu (14) je hledáńı klasického řešeńı splňuj́ıćıho rovnici v každém bodě kom-
plikované, protože je rovnice pro ∂h

∂x → 0 bud’ singulárńı (pro 1 < p < 2), tj. difuzńı
koeficient jde do nekonečna, nebo degenerovaná (pro p > 2), tj. difuzńı koeficient
jde k nule. Zásadńı otázkou pro nově definované řešeńı je jeho existence, jedno-
značnost (v dané množině – prostoru – funkćı) a regularita (dostatečná spojitost).

Poznámka (slabé řešeńı). Koncept slabého řešeńı si přibĺıž́ıme na stacionárńı
(eliptické) úloze (13). Hledáme-li klasické řešeńı, tj. má-li být rovnice (13) splněna
v každém bodě intervalu (0, 1), je nutné, aby druhá derivace hledaného řešeńı v
každém bodě existovala. Kv̊uli výše popsanému limitńımu přechodu nav́ıc poža-
dujeme jej́ı spojitost.

Ukazuje se, že pro praktické aplikace je takový požadavek př́ılǐs silný. Fyzikálně
přirozeným př́ıstupem je nejprve definovat celkovou potenciálńı energii soustavy a
hledat funkci u, pro kterou je tato energie minimálńı (tzv. princip minimálńı ener-
gie). Uvažujeme-li pravou stranu f v (13) takovou, aby měla potenciálńı energie
matematicky smysl (nemuśı být spojitá), a množinu (prostor) funkćı, ve kterém je
existence a jednoznačnost řešeńı u zaručena tzv. funkcionálńı analýzou (konkrétně

Laxovou–Milgramovou větou), dojdeme k tzv. Sobolevovu prostoru W 1,2
0 (0, 1). Ta-

kové řešeńı pak nazýváme slabým řešeńım. Funkce z tohoto prostoru např. nemuśı
mı́t spojitou druhou a dokonce ani prvńı derivaci, takže slabé řešeńı nemuśı být
klasické řešeńı, ale lze dokázat, že každé klasické řešeńı je zároveň slabé řešeńı (tzv.
regularita).

V př́ıpadě úlohy (14) hledáme slabé řešeńı stacionárńı úlohy (nezávislé na čase)
v Sobolevově prostoru W 1,p(0, L). Vynecháńı indexu nula znač́ı, že nevyžadujeme
nulovou funkčńı hodnotu řešeńı v krajńıch bodech intervalu. Slabá řešeńı nesta-
cionárńıch (parabolických) úloh hledáme v tzv. Bochnerových prostorech, např.
pro úlohu (14) v prostoru Lp

(
[0, T ]→W 1,p(0, L)

)
.



20 J. BENEDIKT, P. GIRG a L. KOTRLA

4. Principy maxima a srovnávaćı principy

Pro singulárńı a/nebo degenerované parabolické rovnice nelze nalézt explicitńı
řešeńı s výjimkou velmi speciálńıch př́ıpad̊u. Jejich studium je tedy založené na
kvalitativńıch metodách v kombinaci s numerickými výpočty. Zásadńı roli mezi
kvalitativńımi metodami hraj́ı principy maxima a srovnávaćı principy. Ty si nej-
prve vysvětĺıme na klasické eliptické Dirichletově okrajové úloze pro Poissonovu
rovnici s lineárńım Laplaceovým operátorem (Laplaciánem)

∆u
def
=

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ · · ·+ ∂2u

∂x2
N

= div(∇u),

kde (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN ,

∇u def
=

(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xN

)
, div(w1, w2, . . . , wN )

def
=

∂w1

∂x1
+
∂w2

∂x2
+ · · ·+ ∂wN

∂xN
.

Alespoň pro nejjednodušš́ı př́ıpad rovnice8 ∆u = f v omezené oblasti Ω ⊂ RN
uved’me, že jej́ım slabým řešeńım nazýváme funkci u ∈W 1,2(Ω) splňuj́ıćı∫

Ω

∇u · ∇ϕdx =

∫

Ω

uϕdx

pro všechny tzv. testovaćı funkce.
Necht’ ui ∈W 1,2(Ω), i = 1, 2, jsou (slabá) řešeńı rovnic

−∆ui = fi(x) v Ω ,

kde fi ∈ L∞(Ω) jsou dvě (obecně r̊uzné) pravé strany. Tzv. slabý srovnávaćı princip
ř́ıká, že je-li f1 ≤ f2 v oblasti Ω a u1 ≤ u2 na hranici ∂Ω (ve smyslu tzv. stop9

stop), pak plat́ı u1 ≤ u2 v celé oblasti Ω. Tzv. silný srovnávaćı princip dále ř́ıká, že
je-li nav́ıc f1 6≡ f2 v Ω nebo u1 6≡ u2 na ∂Ω, potom plat́ı dokonce ostrá nerovnost
u1 < u2 v celé oblasti Ω. To např́ıklad znamená, že pokud f1 < f2 plat́ı alespoň
na nějaké části oblasti Ω, která má kladnou mı́ru, ale může být velmi malá, a na
zbytku oblasti je f1 ≡ f2, potom plat́ı u1 < u2 všude v Ω.

Obdobná tvrzeńı lze dokázat i pro parabolickou Cauchyho-Dirichletovu úlohu
s laplaciánem. Necht’ ui ∈ L2

(
[0, T ]→W 1,2(Ω)

)
, i = 1, 2, jsou (slabá) řešeńı

rovnic
∂ui
∂t
−∆ui = fi(x, t) v QT

def
= Ω× (0, T ] ,

kde fi ∈ L∞(QT ). Pak lze dokázat, že pokud f1 ≤ f2 v QT a u1 ≤ u2 na

ΓT
def
= (∂Ω× [0, T ]) ∪ (Ω× {0}) (ve smyslu stop), pak u1 ≤ u2 v QT (slabý

srovnávaćı princip, viz Friedman [17]). Plat́ı-li nav́ıc alespoň jedna z následuj́ıćıch
tř́ı podmı́nek:

• f1 6≡ f2 v Ω× (0, t0) pro libovolné 0 < t0 ≤ T ,
• u1 6≡ u2 na Ω× {0} (ve smyslu stop),
• u1 6≡ u2 na ∂Ω× (0, t0) (ve smyslu stop) pro libovolné 0 < t0 ≤ T ,

8Speciálně pro N = 1 a Ω = (0, 1) je ∆u = u′′, a jedná se tedy o rovnici v (13).
9Funkce v prostoru W 1,2(Ω) jsou př́ılǐs obecné, aby mělo smysl mluvit př́ımo o jejich hod-

notách na ∂Ω. Mı́sto toho se uvažuje, jaké na ∂Ω zanechaj́ı
”
stopy“.
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potom u1 < u2 v QT (silný srovnávaćı princip).
Pro lineárńı úlohy se obvykle nejprve dokazuje princip maxima, protože srov-

návaćı princip pak snadno dostaneme jako jeho d̊usledek. Necht’ u ∈ L2
(
[0, T ] →

W 1,2(Ω)
)

je (slabé) řešeńı rovnice

∂u

∂t
−∆u = f(x, t) v QT ,

kde f ∈ L∞(Ω). Slabý princip maxima ř́ıká, že je-li f ≥ 0 v QT , potom u ≥M def
=

ess inf
ΓT

u (ve smyslu stop) v QT . Zjednodušeně řečeno, spojité řešeńı u nabývá své

minimálńı hodnoty přes QT v nějakém bodě množiny ΓT , neboli v žádném bodě
uvnitř QT nemá menš́ı hodnotu, než je minimum přes ΓT . Poznamenejme, že i když
by se zdálo logičtěǰśı nazývat toto tvrzeńı principem minima a principem maxima
nazývat tvrzeńı, že z f ≤ 0 plyne u ≤ ess sup

ΓT

u, tato dvě tvrzeńı jsou ekvivalentńı

(jedno z druhého plyne nahrazeńım u za −u), a tedy použ́ıváme pouze tradičńı
pojem princip maxima. Silný princip maxima ř́ıká, že jestliže je nav́ıc splněna
alespoň jedna z následuj́ıćıch podmı́nek:

• f 6≡ 0 v Ω× (0, t0) pro libovolné 0 < t0 ≤ T ,
• u 6≡M na Ω× {0} (ve smyslu stop),
• u 6≡M na ∂Ω× (0, t0) (ve smyslu stop) pro libovolné 0 < t0 ≤ T ,

potom u > M v QT .
Jakmile máme dokázán princip maxima (slabý, resp. silný), srovnávaćı princip

(slabý, resp. silný) snadno obdrž́ıme volbou u = u2 − u1 (tud́ıž M ≥ 0) a f =
f2−f1. Všimněme si, že jsme využili linearitu levé strany rovnice. Naopak, máme-li
dokázán srovnávaćı princip, př́ıslušný princip maxima lze odvodit volbou u1 ≡M ,
f1 ≡ 0, u2 = u a f2 = f (zde žádná linearita využita nebyla).

Uvažujme nyńı mı́sto Laplaciánu obecněǰśı10 operátor p-laplacián

∆pu
def
= div

(
|∇u|p−2∇u

)
,

p > 1. Podobně jako v lineárńım př́ıpadě p = 2 výše, ze srovnávaćıho principu
plyne př́ıslušný princip maxima. Ale protože je p-laplacián nelineárńı operátor
(pro p 6= 2), z principu maxima neplyne srovnávaćı princip. Jinými slovy, prin-
cip maxima je slabš́ı tvrzeńı, protože je to vlastně srovnáńı pouze s konstantńım
řešeńım. Nav́ıc plat́ı, že jednoznačnost (slabého) řešeńı je snadným d̊usledkem
slabého srovnávaćıho principu, ale ne d̊usledkem principu maxima.

Pokud jde o (slabé) řešeńı u ∈ W 1,p(Ω) eliptické Dirichletovy okrajové úlohy
pro rovnici s p-laplaciánem

−∆pu = f(x) v Ω ,

jak slabý princip maxima, tak slabý srovnávaćı princip lze dokázat standardńımi
metodami zvoleńım vhodné testovaćı funkce v definici slabého řešeńı. Slabý srov-
návaćı princip v podstatě ř́ıká, že p-laplacián je tzv. monotónńı operátor. Silný
princip maxima byl dokázán v roce 1984 (Vázquez, [37]). Silný srovnávaćı princip

10Plat́ı ∆2 ≡ ∆.
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(tj. silněǰśı tvrzeńı) pak byl dokázán v roce 1998 (Cuesta, Takáč [9]) alespoň v
př́ıpadě, že 0 ≤ f1 ≤ f2, f1 6≡ f2 a u ≡ 0 na ∂Ω (autoři se zaměřili pouze na vliv
pravé strany rovnice a ne na vliv okrajové podmı́nky).

Zat́ımco slabý princip maxima a dokonce i slabý srovnávaćı princip pro (slabé)
řešeńı u ∈ Lp

(
[0, T ]→W 1,p(Ω)

)
parabolické Cauchyho-Dirichletovy úlohy s p-

laplaciánem

∂u

∂t
−∆pu = f(x, t) v QT (15)

lze stále dokázat standardńımi metodami (viz Ivanov [19]), d̊ukaz silného principu
maxima a silného srovnávaćıho principu je pro p 6= 2 mnohem komplikovaněǰśı.
Ukážeme si, že z Barenblattova článku [2] plyne, že silný princip maxima nelze
očekávat v tzv. degenerovaném př́ıpadě p > 2 (pomalá difuze) ani pro malé T > 0.
Vezmeme-li slavné Barenblattovo explicitńı řešeńı %(r, t), r, t > 0, rovnice [2, (1.3)]

c
∂%

∂t
=

1

rN−1

∂

∂r

[
rN−1

(
∂

∂r
%k
) ∣∣∣∣

∂

∂r
%k
∣∣∣∣
m−1

]
, (16)

kde m = p−1, k = 1 a c > 0 je konstanta, potom jeho
”
rotaćı“ dostaneme radiálně

(sféricky) symetrickou funkci (tj. takovou, která je konstantńı na libovolné sféře v
RN se středem v počátku) u(x, t) ≡ %(|x|, t) = %(r, t), r = |x|, která je řešeńım
rovnice (15), kde f ≡ 0. Degenerovaný př́ıpad p > 2 odpov́ıdá př́ıpadu k > 1/m
v [2]. Množina bod̊u RN , ve kterých je v tomto př́ıpadě řešeńı u nenulové (viz
[2, Fig. 1]), je v libovolné časovém okamžiku omezená koule s poloměrem, který
zač́ıná od 0 v čase t = 0 (počátečńı podmı́nka je Diracova distribuce v počátku,
tj. veškerá hmota je soustředěna do jednoho bodu) a roste v čase s konečnou
rychlost́ı. Za oblast Ω tedy zvoĺıme nějakou (libovolnou) kouli v RN se středem v
počátku a počátečńı čas nastav́ıme tak, aby poloměr koule, ve které je (rotované)
Barenblattovo řešeńı nenulové, byl menš́ı, než poloměr Ω (v [2] nahrad́ıme t za t+ε
s nějakým dostatečně malým ε > 0). Plat́ı tedy u 6≡ M = 0 na Ω × {0} a u 6> 0
v QT , protože u = 0 v části Ω (mezi ∂Ω a nějakou menš́ı sférou) pro t od 0 až
dokud menš́ı sféra nenaraźı na ∂Ω. Jiný protipř́ıklad na silný srovnávaćı princip v
jedné prostorové dimenzi, ve kterém u1 ≡ u2 na ΓT , f1 ≤ f2, f1 6≡ f2, ale u1 6< u2,
je uveden v [8]. Na druhou stranu jsou v [8] uvedeny jisté (silněǰśı) podmı́nky na
odděleńı pravých stran f1 a f2, za kterých už silný srovnávaćı princip plat́ı.

Ani v tzv. singulárńım př́ıpadě 1 < p < 2 (silná difuze) nemůže silný princip
maxima platit pro libovolně velké T . V [13, Chapter VII, §2]) je dokázáno, že
pokud u > 0 na Ω × {0}, u ≡ 0 na ∂Ω × (0, T ) a f ≡ 0 in QT , pak existuje
dostatečně velké t, od kterého je už u(·, t) nulové v Ω, neplat́ı tedy u > M = 0 pro
libovolně dlouhý čas. Silný princip maxima alespoň pro dostatečně krátký čas je
dokázán v [6, Theorem 1.1], a to dokonce pro ještě obecněǰśı, tzv. dvojitě nelineárńı
rovnici

∂

∂t
b(u(x, t))−∆pu = f(x, t) v QT , (17)
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kde b : R+ → R+ je spojitá funkce, b(0) = 0, b ∈ C1(0,+∞) a b′ > 0 na (0,+∞).
Ve speciálńım př́ıpadě b(s) ≡ s přejde rovnice (17) na (15). Necht’ 1 < p < 2 a

lim
s→0+

s2−p b′(s)
| log s|p−1

= 0 . (18)

Předpokládejme, že u : Ω × [0, T ) → R+ je spojité nezáporné slabé řešeńı (17).
Potom pro libovolné pevné t0 ∈ (0, T ) plat́ı, že řešeńı u(·, t0) je bud’ kladné všude
v Ω, nebo nulové všude v Ω. Z toho plyne, že jestliže u(ξ, 0) > 0 v nějakém bodě
ξ ∈ Ω, potom existuje τ ∈ (0, T ] takové, že u(x, t) > 0 pro všechna (x, t) ∈
Ω × (0, τ), tj. silný princip maxima plat́ı na Ω × (0, τ). Hodnotu τ ∈ (0, T ) lze
zdola odhadnout:

τ = sup{T ′ ∈ (0, T ] : u(ξ, t) > 0 pro všechna t ∈ [0, T ′)} > 0 .

Poznamenejme, že u(x, t) ≡ %k(|x|, t), kde % je Barenblattovo řešeńı (16), je řešeńı
(17), kde b(s) = s1/k, p = m + 1 a f ≡ 0. Pokud k ≤ 1/m, tj. k ≤ 1/(p −
1), potom (rotované) Barenblattovo řešeńı je kladné všude v RN pro libovolný
kladný čas. Jinými slovy, rychlost š́ı̌reńı je nekonečná, a je tedy v tomto př́ıpadě
rozumné očekávat platnost silného srovnávaćıho principu alespoň pro malé T > 0.
A skutečně, pro b(s) = s1/k je podmı́nka (18), tj.

lim
s→0+

s1−p+1/k

k| log s|p−1
= 0 ,

splněna právě tehdy, je-li 1−p+ 1/k ≥ 0, tj. k ≤ 1/(p−1). Podmı́nka (18) je tedy
přirozená a přesně odpov́ıdá Barenblattovu výsledku.

5. Analýza modelu prouděńı vody mezi rovnoběžnými kanály

Nyńı aplikujeme teoretické poznatky z předchoźı části na matematický model od-
vozený v části 3, tj.





∂

∂t
h(x, t) =

∂

∂x

(
h(x, t)

∣∣∣∣
∂

∂x
h(x, t)

∣∣∣∣
p−2

∂

∂x
h(x, t)

)
+ f(x, t)

v (0, L)× (0, T ) ,

h(0, t) = g0, h(L, t) = gL pro všechna t ∈ (0, T ) ,

h(x, 0) = h0(x) pro všechna x ∈ (0, L) .

V daľśım textu předpokládáme, že výška hladiny v obou kanálech je stejná, tj. g0 =
gL = H ≥ 0. Př́ıpad g0 6= gL nebo ještě obecněǰśı (a reálněǰśı) závislost okrajových
podmı́nek na čase jsou stále otevřené problémy, čekaj́ıćı na své vyřešeńı. My zde
poṕı̌seme dvě zaj́ımavé a překvapivě rozd́ılné situace, vyschlé kanály H = 0 a
zavodněné kanály H > 0.

Prvně budeme předpokládat, že jsou kanály vyschlé (H = 0) a ani mezi kanály
neńı žádná voda. Poté v čase t = 0 dojde k náhlému zvýšeńı hladiny mezi př́ıkopy
o 4h0 ≥ 0, což se modeluje počátečńı podmı́nkou h0 = H +4h0 = 4h0 pro čas
t = 0. Lze ukázat, že pro rozumnou volbu nár̊ustu4h0 (představme si např. spojitě
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diferencovatelnou funkci11 na uzavřeném intervalu [0, L] s 4h0(0) = 4h0(L) =
0) má (14) jednoznačné řešeńı (viz [19]). Pokud nav́ıc f = 0 na (0, L) × (0, T ),
4h0(x0) > 0 pro nějaké x0 ∈ (0, L) a existuje hodnota 0 < δ < min{x0, L −
x0} taková, že funkce 4h0 je nulová vně intervalu (x0 − δ, x0 + δ), lze pomoćı
slabého srovnávaćıho principu popsaného v předchoźı části ukázat, že h(·, t) = 0
vně intervalu (δ − wmaxt, L− δ + wmaxt) pro všechna 0 < t < min{δ/wmax, (L−
δ)/wmax}, kde wmax > 0. Tuto vlastnost dostaneme, stejně jako v předchoźı části,
srovnáńım s řešeńım inspirovaným Barenblattem (viz Dı́az [12, str. 328–329]).
Jako horńı řešeńı (řešeńı rovnice (14) s jistou f(x, t) ≥ 0 - srovnejte s formulaćı
srovnávaćıho principu) vezmeme

U(x, t) = max





1

(t+ τ)λ

[
C − k |x− x0|p

′

(t+ τ)
p′

2p−1

]p′
, 0





s

p′ =
p

p− 1
, λ =

p

2p2 − 3p+ 1
, k =

(
p− 1

p

)2(
1

2p− 1

) p
p−1

,

kde τ > 0 a C > 0 budou vhodně zvoleny ńıže. Poznamenejme, že funkce U(·, t)
je nulová vně intervalu

(
x0 −

(
C

k

) 1
p′

(t+ τ)
1

2p−1 , x0 +

(
C

k

) 1
p′

(t+ τ)
1

2p−1

)
.

pro každé t > 0. Nyńı zvoĺıme konstanty τ > 0 a C > 0 tak, aby h0(x) ≤ U(x, 0) a

[x0 − δ, x0 + δ] ⊆
(
x0 −

(
C

k

) 1
p′

τ
1

2p−1 , x0 +

(
C

k

) 1
p′

τ
1

2p−1

)
( (0, L) ,

viz obr. 7, kde znač́ıme η± =
(
C
k

) 1
p′ τ

1
2p−1 .

Potom h( · , t) je nulová vně
(
x0 −

(
C

k

) 1
p′

(t+ τ)
1

2p−1 , x0 +

(
C

k

) 1
p′

(t+ τ)
1

2p−1

)
.

To znamená, že voda z lokalizovaného náhlého navýšeńı hladiny podzemńı vody
h0 nedosáhne okamžitě břeh̊u kanál̊u a

wmax =

(
C

k

) 1
p′

.

Nyńı se pod́ıváme na situaci, kdy jsou kanály zavodněné (H > 0) a ve stejné
výši je i p̊uvodńı hladina podzemńı vody. Poté v čase t = 0 dojde k náhlému
zvýšeńı hladiny mezi př́ıkopy o 4h0, což se modeluje počátečńı podmı́nkou h0 =
H +4h0 pro čas t = 0. Stejné okamžité zvýšeńı hladiny podzemńı vody o 4h0

jako v předchoźım př́ıpadě ihned zp̊usob́ı zvýšeńı hladiny podzemńı vody v celém

11Přesněji postačuje lipschitzovsky spojitá funkce.
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x

y

y(x) = U(x, 0)

y(x) = h0(x) = 4h0

0
Lx0 − δ x0 x0 + δη− η+

Obrázek 7: Srovnáńı počátečńı podmı́nky a horńıho řešeńı v čase t = 0.

0 < t < min{δ/wmax, (L − δ)/wmax}, kde wmax > 0. Tuto vlastnost dostaneme, stejně jako v
předchoźı části, srovnáńım s řešeńım inspirovaným Barenblattem (viz Dı́az [12, str. 328–329]).
Jako horńı řešeńı (řešeńı rovnice (5) s jistou f(x, t) ≥ 0 - srovnejte s formulaćı srovnávaćıho
principu) vezmeme

U(x, t) = max





1

(t+ τ)λ

[
C − k |x− x0|p

′

(t+ τ)
p′

2p−1

]p′
, 0





s

p′ =
p

p− 1
, λ =

p

2p2 − 3p+ 1
, k =

(
p− 1

p

)2(
1

2p− 1

) p
p−1

,
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To znamená, že voda z lokalizovaného náhlého navýšeńı hladiny podzemńı vody h0 nedosáhne
okamžitě břeh̊u kanál̊u a

wmax =
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k

) 1
p′

.
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Obrázek 7. Srovnáńı počátečńı podmı́nky a horńıho řešeńı v čase t = 0.

intervalu (0, L). Uvažujeme 4h0 ≥ 0, které splňuje stejné předpoklady jako v
předchoźım odstavci. Pomoćı substituce v(x, t) = h(x, t)−H dostaneme úlohu





∂v

∂t
− ∂

∂x

(
|v +H|

∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣
p−2

∂v

∂x

)
= f(x, t)

pro (x, t) ∈ (0, L)× (0, T ) ,

v (0, t) = v(L) = 0 pro t ∈ (0, T ) ,

v(x, 0) = h0(x)−H = 4h0(x) pro x ∈ (0, L) ,

(19)

u které lze dokázat existenci a jednoznačnost spojitého12 řešeńı (viz [5]). Chceme
ukázat, že pro tento problém plat́ı silný princip maxima popsaný v předchoźı
kapitole pro dvojitě nelineárńı rovnici (17). Pomoćı daľśı substituce dále rovnici
v (19) přeṕı̌seme do tvaru (17). Protože

∂v

∂x
=
∂(v +H)

∂x
a (v +H)

1
p−1

∂(v +H)

∂x
=
p− 1

p

∂(v +H)
p

p−1

∂x

dostaneme

∂v

∂t
−
(
p− 1

p

)p−1
∂

∂x



∣∣∣∣∣
∂(v +H)

p
p−1

∂x

∣∣∣∣∣

p−2
∂(v +H)

p
p−1

∂x


 = f(x, t) .

Substitućı u = (v +H)p/(p−1) −Hp/(p−1) źıskáme

∂

((
u+H

p
p−1

) p−1
p −H

)

∂t
−
(
p− 1

p

)p−1
∂

∂x

(∣∣∣∣
∂u

∂x

∣∣∣∣
p−2

∂u

∂x

)
= f(x, t) ,

12Dokonce hölderovsky spojitého.
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což je požadovaná rovnice (17) s b(s) =
(
s+H

p
p−1

) p−1
p −H. Funkce b je spojitá,

b(0) = 0, b ∈ C1(0,+∞) s b′ > 0 v (0,+∞) a podmı́nka (18) je splněná. Potom ze
silného principu maxima dostaneme, že řešeńı u(·, t0) je pro každé pevné t0 ∈ (0, T )
bud’ kladné všude v (0, L), nebo nulové všude v (0, L). Ze spojitosti řešeńı a
podmı́nky h0 > 0 dostaneme existenci τ ∈ (0, T ) takového, že u(x, t) > 0 pro
všechny (x, t) ∈ (0, L)×(0, τ), a proto z výše uvedených transformaci je h(t, x) > H
pro všechny (x, t) ∈ (0, L)× (0, τ).

Závěr. Pokud jsou př́ıkopy vyschlé (H = 0), voda z náhlého lokálńıho navýšeńı
hladiny podzemńı vody dosáhne břeh̊u odvodňovaćıch př́ıkop̊u až po určitém čase.
Naopak v př́ıpadě částečně zatopených kanál̊u zp̊usob́ı náhlé lokálńı navýšeńı hla-
diny podzemńı vody okamžité zvýšeńı hladiny podzemńı vody v celém prostoru
mezi kanály. V reálných situaćıch se tekutina pohybuje vždy konečnou rychlost́ı.
Výše zmı́něné výsledky je tedy nutné interpretovat tak, že pro H > 0 je pohyb roz-
hrańı mezi suchou a zavodněnou část́ı mnohem rychleǰśı než v př́ıpadě vyschlého
prostřed́ı.
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Listy cukrov. 55 (1937), No. 33, 293–299.
[28] N. N. Pavlovskii: The theory of movement of ground water under hydraulic structures and

its main applications, Scientific Amelioration Institute, St. Petersburg, Lecture notes, 1922,

rusky.
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GEOMETRICKÉ ALGEBRY PRO EUKLEIDOVSKOU

GEOMETRII

ALEŠ NÁVRAT

Abstrakt. Na eukleidovskou geometrii se lze d́ıvat jako na Kleinovu geometrii

určenou Lieovou grupou eukleidovských transformaćı, a tu lze vidět jako podgrupu

ortogonálńı grupy. Tento pohled pak umožňuje reprezentovat eukleidovské transfor-
mace, a t́ım i body Eukleidova prostoru, pomoćı prvk̊u př́ıslušné Cliffordovy algebry.

Dı́ky grassmannovské struktuře Cliffordovy algebry v ńı lze nav́ıc reprezentovat ge-
ometrické objekty odpov́ıdaj́ıćı podprostor̊um generuj́ıćıho vektorového prostoru.

Daľśı výhodou této reprezentace oproti klasické maticové reprezentaci je snadné

vyjádřeńı ortogonálńıch projekćı.

1. Úvod

Geometrickou algebrou se v tom nejobecněǰśım smyslu rozumı́ algebraická repre-
zentace geometrických koncept̊u. Jedńım z nejstarš́ıch př́ıklad̊u jsou Grassman-
nova algebra a Hamiltonova algebra kvaternion̊u, které byly později Cliffordem
sjednoceny do jedné geometrické algebry. V dnešńı době se geometrickou algebrou
většinou rozumı́ právě nějaká Cliffordova algebra. Jej́ı vztah ke geometrii je nejlépe
vidět na dobře známých př́ıkladech z ńızkých dimenźı, konkrétně na tělesech kom-
plexńıch č́ısel C a kvaternion̊u H, která lze obě považovat za podalgebry Cliffordovy
algebry. Pokud ztotožńıme rovinu R2 s komplexńı rovinou C, pak jsou rotace v
rovině dány násobeńım jednotkovým komplexńım č́ıslem. Rotace v prostoru R3 lze
reprezentovat následuj́ıćım zp̊usobem pomoćı jednotkového kvaternionu. Každému
vektoru v = (v1, v2, v3) ∈ R3 nejprve přǐrad́ıme ryze imaginárńı kvaternion

v = v1i + v2j + v3k. (1.1)

Připomeňme, že i2 = j2 = k2 = −1 jsou tři komplexńı jednotky, které nav́ıc splňuj́ı
k = ij = −ji. Rotace v prostoru o úhel ϕ podle osy určené jednotkovým vektorem
n reprezentovaným kvaternionem n ve smyslu (1.1) je pak dána předpisem

v 7→ RvR−1,

kde R je jednotkový kvaternion

R = cos
ϕ

2
+ n sin

ϕ

2
. (1.2)

2010 MSC. Primárńı 15A66; Sekundárńı 51N25.
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Skládáńı rotaćı odpov́ıdá násobeńı př́ıslušných kvaternion̊u, což je mnohem jed-
nodušš́ı oproti známěǰśı reprezentaci rotaćı pomoćı Eulerových úhl̊u. Daľśı výhody
jsou např́ıklad eliminace efektu známého jako gimbal lock nebo jednodušš́ı a efek-
tivněǰśı softwarová implementace vedoućı ke sńıžeńı časové složitosti algoritmů.

V tomto článku je popsáno, jak lze kvaternionovou reprezentaci rotaćı v prostoru
zobecnit na reprezentaci všech eukleidovských transformaćı v obecné dimenzi, tj.
rotaćı, translaćı a reflex́ı. Nav́ıc dostaneme i reprezentaci ortogonálńıch projekćı a
některých geometrických objekt̊u. Přehled těchto reprezentaćı v geometrických al-
gebrách použ́ıvaných pro popis eukleidovské geometrie je v kapitole 6. Pro každou
geometrickou algebru jsou hlavńı výsledky shrnuty, viz věty 6.1, 6.5, 6.8, a de-
monstrovány vždy na přikladu tř́ırozměrného prostoru. Zkušenému čtenáři je do-
poručeno zač́ıt rovnou touto kapitolou. Předchoźı kapitoly shrnuj́ı vše potřebné
pro dobré pochopeńı kapitoly 6. Algebraická př́ıprava prob́ıhá v kapitolách 2–4,
kde jsou představeny bilineárńı formy a ortogonálńı grupa, Grassmannova alge-
bra a Plückerovo vložeńı, Cliffordova algebra a reprezentace ortogonálńı grupy na
Cliffordově algebře. Zde je čerpáno předevš́ım z [1] a částečně také z [9, 8, 10]. V
kapitole 5 je krátce popsána eukleidovská a konformńı geometrie z Kleinova po-
hledu. Pro detailńı popis Kleinových geometríı a jejich

”
zakřivených“ analogíı viz

[2, 3].

2. Grupa ortogonálńıch transformaćı

2.1. Symetrická bilineárńı forma

Připomeňme, že symetrická bilineárńı forma na konečně dimenzionálńım vekto-
rovém prostoru V je zobrazeńı B : V × V → R, které je v obou argumentech
lineárńı a které je symetrické, tj. B(u, v) = B(v, u) pro všechna u, v ∈ V . Pod-
prostor tvořený vektory v ∈ V, pro které je B(v, w) = 0 pro všechny w ∈ V se
nazývá jádro B. Bilineárńı forma B se nazývá nedegenerovaná, pokud je jej́ı jádro
triviálńı. Právě v takovém př́ıpadě definuje B izomorfismus

V → V ∗, v 7→ B(v, ·), (2.1)

kde V ∗ je prostor lineárńıch forem na V . Podle Sylvesterova zákonu o setrvačnosti
lze každá symetrická forma diagonalizovat. Konkrétně v každém reálném vekto-
rovém prostoru s nedegenerovanou bilineárńı formou dimenze n nalezneme tzv.
kanonickou bázi e1, . . . , en, pro kterou plat́ı B(ei, ei) = 1 pro prvńıch p bázových
vektor̊u a B(ei, ei) = −1 pro zbylých q bázových vektor̊u. Dvojice (p, q) se nazývá
signatura bilineárńı formy B. Vektorový prostor Rp+q spolu s bilineárńı formou
signatury (p, q) budeme značit Rp,q. Pokud budeme uvažovat i degenerované sy-
metrické bilineárńı formy, pak kanonickou bázi rozř́ı̌ŕıme o nějakou bázi jádra a
signaturou pak budeme rozumět trojici (p, q, r), kde r je dimenze jádra, a vekto-
rový prostor s touto formou budeme značit Rp,q,r.

Vektor v ∈ V se nazývá izotropńı, pokud B(v, v) = 0, a v opačném př́ıpadě
se nazývá neizotropńı. Anizotropńı podprostor je maximálńı podprostor V , který
neobsahuje žádný izotropńı vektor. Vektorový prostor obsahuj́ıćı naopak samé
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izotropńı vektory se nazývá izotropńı podprostor. Maximálńı izotropńı podpro-
stor pro Rp,q má dimenzi rovnu d = min(p, q). Nav́ıc v něm existuje význačná
báze, která je tvořena vektory e1, . . . , ed, f1, . . . , fd, které splňuj́ı B(ei, fj) = δij
a B(ei, ej) = B(fi, fj) = 0, a která se nazývá Wittova báze. Pokud tuto bázi
rozš́ı̌ŕıme kanonickou báźı anizotropńıho prostoru na celé Rp,q, bude v ńı mı́t bi-
lineárńı forma matici

B =

 0 0 1d
0 1|p−q| 0
1d 0 0

 . (2.2)

2.2. Ortogonálńı grupa a algebra

Invertibilńı transformace prostoru (V,B), které zachovávaj́ı danou symetrickou
bilineárńı formu se nazývaj́ı ortogonálńı transformace. Tyto transformace tvoř́ı
ortogonálńı grupu, kterou znač́ıme O(V ), tj.

O(V ) = {A ∈ GL(V )| B(Au,Av) = B(u, v) pro všechny u, v ∈ V }. (2.3)

Grupa ortogonálńıch transformaćı je Lieova grupa, tj. je to zároveň hladká varieta a
grupové násobeńı je hladké zobrazeńı. Lokálńı struktura grupy O(V ) je tedy dána
strukturou př́ıslušné Lieovy algebry, tj. strukturou tečného prostoru v identitě.
Derivaćı (2.3) dostáváme ortogonálńı Lieovu algebru

o(V ) = {A ∈ End(V )| B(Au, v) +B(u,Av) = 0 pro všechny u, v ∈ V },
kde závorka je dána komutátorem. Připomeňme, že lokálně je Lieova algebra di-
feomorfńı Lieově grupě a difeomorfismus je dán exponenciálńım zobrazeńım. To
lze definovat r̊uznými zp̊usoby, např́ıklad pomoćı křivky v O(V ), která je řešeńım
počátečńıho problému

ġ = A ◦ g, g(0) = id, (2.4)

kde g(t) ∈ O(V ). Exponenciálńı zobrazeńı exp : o(V ) → O(V ) je pak řešeńım
v čase 1, tj. exp(A) = g(1). Pokud bereme v úvahu i čas, pak ṕı̌seme g(t) =
exp(At). Postupným integrováńım rovnice (2.4) pak dostaneme známou řadu pro
exponenciálńı zobrazeńı

exp(At) =

∞∑
k=0

tk

k!
Ak.

Grupa ortogonálńıch transformaćı prostoru Rp,q se znač́ı zjednodušeně O(p, q) a
jej́ı podgrupa daná maticemi s jednotkovým determinantem, tj. zachovávaj́ıćı ori-
entaci, se znač́ı SO(p, q). Př́ıslušná Lieova algebra se znač́ı so(p, q).

3. Grassmannova algebra

Připomeňme, že Grassmannova algebra je definována vněǰśım součinem ∧, který
je lineárńı v̊uči násobeńı skalárem, je distributivńı vzhledem ke sč́ıtáńı vektor̊u, je
asociativńı a splňuje

v ∧ v = 0. (3.1)

Dosazeńım u + v za v do této rovnice vid́ıme, že (3.1) je ekvivalentńı rovnici
u ∧ v + v ∧ u = 0, tj. vněǰśı součin je antikomutativńı. Vlastnost (3.1) můžeme
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zobecnit na vněǰśı součin k vektor̊u. Plat́ı v1 ∧ · · · ∧ vk = 0 právě tehdy, když
vektory v1, . . . , vk jsou lineárně závislé. Pro lineárně nezávislé vektory se prvky
v1 ∧ · · · ∧ vk nazývaj́ı k–blady. Jejich lineárńı kombinace tvoř́ı vektorový prostor
ΛkV Grassmannových prvk̊u stupně k. Tyto prvky se nazývaj́ı k–vektory. Pokud
za 0–blady budeme považovat skaláry, pak lineárńı kombinace k–blad̊u, kde k ∈ Z,
tvoř́ı asociativńı algebru s jednotkou 1, která se nazývá Grassmannova algebra ΛV
(nebo také vněǰśı algebra) a jej́ı prvky se nazývaj́ı multivektory. Prvek nejvyšš́ıho
stupně, tj. jedno dimenzionálńıho prostoru ΛnV , se nazývá pseudoskalár.

3.1. Dualita v Grassmannově algebře

Pomoćı duálńıho prostoru V ∗ lze na Grassmannově algebře definovat součin, který
na rozd́ıl od vněǰśıho součinu snižuje stupeň k–vektor̊u. Pro α ∈ V ∗ je levá kon-
trakce lineárńı zobrazeńı, které je na bázových k–bladech definováno předpisem

α ⌟ (v1 ∧ · · · ∧ vk) =

k∑
i=1

(−1)i−1α(vi) v1 ∧ · · · v̂i · · · ∧ vk. (3.2)

Pomoćı rekurzivńıho vztahu (α ∧ β)⌟ = α ⌟ ◦β⌟ pak dostáváme kontrakci li-
bovolným prvkem Grassmannovy algebry α ∈ Λ(V ∗) ∼= (ΛV )∗. Zejména při zafi-
xováńı nějakého pseudoskaláru I ∈ ΛnV definuje jeho kontrakce prvkem α ∈ ΛkV ∗

dualitu

ΛkV ∗ → Λn−kV, α 7→ α∗ = α ⌟ I (3.3)

mezi Grassmannovými algebrami generovanými vektorovým prostorem V a jeho
duálńım prostorem V ∗. Pokud vyměńıme roli prostor̊u V a V ∗, dostaneme ana-
logicky levou kontrakci formy vektorem v ⌟ α a dualitu v∗ = v ⌟ I∗, kde I∗ je
pseudoskalár na ΛV ∗. Z definice levé kontrakce přitom lze jednoduše odvodit rov-
nici v ∧ (v∗ ⌟ I) = 0, a proto je v∗∗ rovno v až na násobek nenulovým skalárem,
který záviśı na volbě pseudoskalár̊u I a I∗. Z definice levé kontrakce lze také př́ımo
odvodit rovnici pro duálńı prvek k vněǰśımu součinu dvou multivektor̊u

(u ∧ v)∗ = u ⌟ v∗. (3.4)

V př́ıpadě, že máme k dispozici nedegenerovanou bilineárńı formu B, pak je
vektorový prostor V identifikovaný s jeho duálem V ∗ pomoćı (2.1) a t́ım pádem
můžeme kontrakci považovat za nový součin na Grassmannově algebře. Konkrétně
předpis pro kontrakci vektorem u ∈ V dostaneme z předpisu (3.2) tak, že výraz
α(vi) nahrad́ıme výrazem B(u, vi) a kontrakci vektorem opět rozš́ı̌ŕıme na kon-
trakci bladem rekurzivně pomoćı (u ∧ v)⌟ = u ⌟ ◦v⌟. Dualita (3.3) je pak unárńı
operace na Grassmannově algebře ΛkV → Λn−kV .

3.2. Reprezentace podprostor̊u

Podprostory vektorového prostoru V jsou v Grassmannově algebře reprezentovány
pomoćı Plückerova vložeńı následuj́ıćım zp̊usobem. Pro podprostor W dimenze k
vyberme jeho bázi w1, . . . , wk a zformujme vněǰśı součin w = w1∧· · ·∧wk. Pokud
vybereme jinou bázi dostaneme stejný k–blade až na násobek determinantem ma-
tice přechodu mezi těmito bázemi, a proto je projektivńı tř́ıda [w] = [w1∧· · ·∧wk]
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na volbě báze nezávislá. Přǐrazeńı W 7→ [w] tak definuje zobrazeńı ι : W →
P(ΛkV ), které se nazývá Plückerovo vložeńı. Injektivita tohoto zobrazeńı plyne z
toho, že pro v ∈ V plat́ı

v ∧w = 0 právě tehdy, když v ∈W. (3.5)

V tomto smyslu můžeme podprostor W jednoznačně reprezentovat projektivńı
tř́ıdou k–blad̊u w ∈ ΛkV . Z vlastnost́ı vněǰśıho součinu dále plyne, že pokud
[w1], [w2] reprezentuj́ı disjunktńı podprostory W1 a W2, pak [w1 ∧ w2] v tomto
smyslu reprezentuje př́ımý součet podprostor̊u W1⊕W2. Nav́ıc plat́ı, že tyto pod-
prostory maj́ı neprázdný pr̊unik právě tehdy, když w1 ∧w2 = 0. Pomoćı vněǰśıho
součinu tedy takto konstruujeme součty podprostor̊u.

3.3. Duálńı reprezentace

Vektorový podprostorW ⊂ V můžeme také reprezentovat jeho anihilátoremW⊥ ⊂
V ∗. Ten je z definice prostorem forem, které se nuluj́ı na W a má dimenzi n− k.
Zejména je podprostorem v duálńım prostoru V ∗, a proto lze pomoćı Plückerova
vložeńı reprezentovat ve smyslu (3.5) projektivńı tř́ıdou bladu stupně n−k duálńı
Grassmannovy algebry ΛV ∗. Neńı těžké z vlastnost́ı vněǰśıho součinu a levé kon-
trakce dokázat, že tato tř́ıda je [w∗] = [w ⌟ I∗], to znamená, že je duálńı k tř́ıdě
reprezentuj́ıćı W ve smyslu (3.3). Podprostor W ⊂ V má tedy kromě reprezen-
tace w ve smyslu (3.5) i duálńı reprezentaci w∗ na duálńı Grassmannově algebře.
Protože z (3.4) plyne v ∧w = 0 právě tehdy, když v ⌟w∗ = 0, tak duálńı repre-
zentaci lze popsat takto:

v ⌟w∗ = 0 právě tehdy, když v ∈W. (3.6)

Vněǰśı součin na duálńı algebře reprezentuje př́ımý součet anihilátor̊u. Konkrétně,
pokud je blade w∗1 ∧ w∗2 nenulový, pak reprezentuje podprostor W⊥1 ⊕ W⊥2 =
(W1 ∩W2)⊥. Nulový je právě tehdy, když plat́ı W⊥1 ∩W⊥2 = (W1 +W2)⊥ = ∅, a
to nastane právě, když W1 +W2 6= V. Pokud ale budeme brát anihilátor jen v̊uči
sjednoceńı podprostor̊u W1 ∪W2 a ne celému V , tak toto nenastane a projektivńı
tř́ıda [w∗1 ∧w∗2] reprezentuje vždy pr̊unik podprostor̊u W1 a W2 ve smyslu duálńı
reprezentace (3.6). Na duálńı Grassmannovu algebru lze nahĺıžet i tak, že jej́ı
vněǰśı součin definuje na Grassmannově algebře pomoćı duality (3.3) nový součin,
kterým poč́ıtáme pr̊uniky podprostor̊u

w1 ∨w2 := (w∗1 ∧w∗2)∗.

V př́ıpadě existence negenerované bilineárńı formy lze pomoćı (2.1) ztotožnit vek-
torové prostory V a V ∗ i př́ıslušné Grassmannovy algebry. V tomto ztotožněńı je
anihilátor W⊥ roven ortogonálńımu komplementu podprostoru W a duálńı repre-
zentace w∗ lze považovat za prvek stejné Grassmannovy algebry jako w.

4. Cliffordova algebra

Na rozd́ıl od Grassmannovy algebry, která je určena pouze vektorovým prostorem
V , nyńı od začátku vezmeme v úvahu i bilineárńı formu B a zkonstruujeme pomoćı
ńı nový součin na ΛV , který nebudeme značit žádným symbolem, jen zřetězeńım.
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Stejně jako u vněǰśıho součinu budeme požadovat distributivitu a asociativitu, ale
mı́sto (3.1) budeme požadovat

v2 = B(v, v). (4.1)

Tento součin se nazývá geometrický součin, nebo také Clifford̊uv součin. Na rozd́ıl
od vněǰśıho součinu neńı obecně antikomutativńı, ale dosazeńım u + v za v do
předchoźı rovnice dostaneme uv+vu = 2B(u, v). Množina všech lineárńıch kombi-
naćı geometrických součin̊u k vektor̊u, kde k ∈ N, spolu s geometrickým součinem
pak definuj́ı Cliffordovu algebru Cl(V ). Pro poč́ıtáńı je dobré si uvést i definici po-
moćı báze. Pokud (p, q) je signatura nedegenerované bilineárńı formy B a e1, . . . , en
je kanonická báze vektorového prostoru V = Rp,q, pak se Cliffordova algebra znač́ı
Cl(p, q) a lze ekvivalentně definovat jako asociativńı algebra, ve které plat́ı

e2i = 1, 1 ≤ i ≤ p, e2i = −1, p < i ≤ n, eiej = −ejei, i 6= j.

Pokud má bilineárńı forma B netriviálńı jádro dimenze r, pak přibude ještě r
vektor̊u, které jsou izotropńı, e2i = 0, a Cliffordova algebra se v tomto př́ıpadě
znač́ı Cl(p, q, r). Analogicky k terminologii v 2.1 budeme nazývat prvek v ∈ Cl(V )
izotropńı, jestliže v2 = 0, a neizotropńı v opačném př́ıpadě.

4.1. Grassmannova algebra v Cliffordově algebře

Vněǰśı součin vektor̊u u, v ∈ V je v Cliffordově algebře dán pomoćı komutátoru
u ∧ v = 1

2 (uv − vu). Můžeme tedy naopak vyjádřit geometrický součin pomoćı
vněǰśıho součinu a bilineárńı formy vztahem uv = u∧ v+B(u, v). Podobně je dán
geometrický součin vektoru u a bladu v pomoćı vněǰśıho součinu a levé kontrakce

uv = u ∧ v + u ⌟ v. (4.2)

Geometrický součin libovolného počtu k vektor̊u lze opakovaným použit́ım rov-
nice (4.2) převést na lineárńı kombinaci blad̊u stupně ≤ k, přesněji řečeno se v této
lineárńı kombinaci mohou vyskytovat jen blady stupně k, k−2, atd. T́ım dostáváme
zobrazeńı z Cliffordovy do Grassmannovy algebry o kterém se jednoduše ukáže, že
je to izomorfismus filtrovaných vektorových prostor̊u, [1]. Inverzńı zobrazeńı se pak
nazývá kvantové zobrazeńı a pomoćı něj můžeme vidět strukturu Grassmannovy
algebry v Cliffordově algebře. Zejména vněǰśım součin lze vidět jako část geome-
trického součinu nejvyšš́ıho stupně a levou kontrakci jako část nejnižš́ıho stupně,
tj. pro blady u,v stupně k, ` plat́ı

u ∧ v = 〈uv〉k+`, u ⌟ v = 〈uv〉`−k, (4.3)

kde 〈〉k je projekce na blade stupně k. V aplikaćıch se pak většinou mı́sto levé
kontrakce použ́ıvá jej́ı symetrická verze, která je na bladech definovaná

u · v = 〈uv〉|`−k|.
Dı́ky kvantovému zobrazeńı také vid́ıme, že Cliffordova algebra má dimenzi 2n a
jako jej́ı bázi můžeme zvolit bázi Grassmannovy algebry. Dualitu na Grassman-
nově algebře (3.3) pak lze v př́ıpadě nedegenerované bilineárńı formy považovat
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za unárńı operaci na Cliffordově algebře. Vzhledem k tomu, že pseudoskalár má
nejvyšš́ı možný stupeň, je duálńı prvek k multivektoru u podle (4.3) roven

u∗ = u ⌟ I = uI. (4.4)

4.2. Reprezentace ortogonálńıch transformaćı

Invertibilńı prvky Cliffordovy algebry tvoř́ı spolu s geometrickým součinem grupu,
která se nazývá Cliffordova grupa. Těmito prvky chceme reprezentovat transfor-
mace vektorového prostoru V ⊂ Cl(V ) a to můžeme až na násobek udělat jediným
zp̊usobem, [1], a to

v 7→ gvg−1 ∈ V, (4.5)

kde g ∈ Cl(V ) je invertibilńı a v ∈ V . Pomoćı základńıch vlastnost́ı geometrického
součinu se jednoduše odvod́ı, že tato transformace je ortogonálńı. Naopak podle
Cartan-Dieudonného věty je každý prvek ortogonálńı grupy dán složeńım jedno-
duchých reflex́ı a pro reflexi vektoru u podle vektoru v snadno spoč́ıtáme

Rv(u) = u− 2
B(u, v)

B(v, v)
v = u− uv2 + vuv

v2
= −vuv

v2
= −vuv−1. (4.6)

Zde jsme využili rovnici (4.1), z ńı plynoućı B(u, v) = 1
2 (uv+vu) a v−1 = v/B(v, v)

a fakt, že geometrický součin vektoru a skaláru je obvyklé násobeńı skalárem.
Složeńı dvou reflex́ı Rv1 ◦ Rv2 zřejmě odpov́ıdá zobrazeńı (4.5), kde g = v1v2.
Obecně pak můžeme ř́ıci, že každý prvek ortogonálńı grupy SO(V ) je v Clif-
fordově algebře reprezentovaný zobrazeńım (4.5), kde invertibilńı prvek g, tzv.
versor, je daný sudým počtem neizotropńıch vektor̊u. Prvky grupy O(V ), které
nejsou v SO(V ), např́ıklad reflexe, jsou reprezentovány součinem lichého počtu
neizotropńıch vektor̊u a jejich akce je dána předpisem (4.5) se znaménkem mı́nus.

4.3. Lieova algebra bivektor̊u

Reprezentace grupy SO(V ) v Cliffordově algebře definuje i reprezentaci př́ıslušné
Lieovy algebry so(V ), která je z definice generována prvky ġ(0), kde g = g(t) je
křivka vedoućı z identity v grupě SO(V ). Tato křivka odpov́ıdá v Cliffordově al-
gebře křivce versor̊u g(t), které splňuj́ı g(0) = 1, a které na vektorovém prostoru
V p̊usob́ı pomoćı (4.5). Zderivováńım tohoto předpisu a s využit́ım linearity geo-
metrického součinu zjist́ıme, že antisymetrické zobrazeńı A = ġ(0) ∈ so(V ) je na
v ∈ V dáno jednoduše komutátorem v Cliffordově algebře

v 7→ Av − vA, (4.7)

kde A = ġ(0) ∈ Λ2V má vždy stupeň dva, tj. je to tak zvaný bivektor, viz [1].
Toto tvrzeńı neńı na prvńı poled vidět, ale jednoduše se dokáže pomoćı základńıch
vlastnost́ı geometrického součinu. Skutečně, bivektory maj́ı tu vlastnost, že je-
jich komutátor vzhledem ke geometrickému součinu je opět bivektor. Bivektory
tak tvoř́ı Lieovu algebru Λ2V a předpis (4.7) definuje surjektivńı homomorfismus
Lieových algeber Λ2V → so(V ). Pokud je bilineárńı forma B nedegenerovaná, tak
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dimenze těchto prostor̊u jsou stejné a tento homomorfismus je dokonce izomorfis-
mus Lieových algeber

Λ2V ∼= so(V ). (4.8)

V př́ıpadě degenerované bilineárńı formy je algebra bivektor̊u větš́ı než so(V ).
Je dobré cvičeńı si promyslet, jak přesně vypadá algebra bivektor̊u pro obecnou
signaturu (p, q, r).

4.4. Exponenciálńı zobrazeńı

Každý bivektor A zadává v Cliffordově algebře počátečńı problém ġ = Ag,
g(0) = 1, a t́ım určuje i křivku versor̊u g(t), která je jeho řešeńım. Dostáváme
tak Cliffordovské exponenciálńı zobrazeńı, které zobrazuje Lieovu algebru bivek-
tor̊u na souvislou Lieovu grupu versor̊u. Postupným integrováńım dostaneme pro
toto zobrazeńı klasický výraz pomoćı nekonečné řady, kde jsou ovšem mocniny
poč́ıtány geometrickým součinem

exp(At) := g(t) =

∞∑
k=0

tk

k!
Ak. (4.9)

V př́ıpadě nedegenerované bilineárńı formy je výsledná grupa podle (4.8) izomorfńı
grupě SO(V ). Připomeňme, že grupa versor̊u p̊usob́ı na vektorovém prostoru V
transformacemi (4.5). Ty maj́ı v př́ıpadě versoru generovaného bivektorem A tvar

v → exp(At)v exp(−At). (4.10)

4.5. Ortogonálńı projekce

Klasický výraz pro ortogonálńı projekci vektoru u ∈ V na jednorozměrný podpro-
stor daný vektorem v ∈ V lze v Cliffordově algebře generované bilineárńı formou
B vyjádřit následovně

Pv(u) =
B(u, v)

B(v, v)
v = B(u, v−1)v. (4.11)

Opravdu, toto zobrazeńı je lineárńı, idempotentńı, tj. Pv◦Pv = Pv, a je ortogonálńı
v̊uči bilineárńı formě B, tj. splňuje B(Pv(u), w) = B(u, Pv(w)). Předchoźı výraz
umožňuje jednoduché zobecněńı na prvky Grassmannovy algebry. Konkrétně pro-
jekćı bladu u na blade v budeme nazývat zobrazeńı

Pv(u) = (u ⌟ v−1) ⌟ v. (4.12)

Toto zobrazeńı skutečně splňuje podmı́nku idempotence a je ortogonálńı v̊uči
rozš́ı̌reńı bilineárńı formy B na blady, viz [4]. Protože každý blade splňuje v2 ∈ R,
tak inverze bladu v−1 existuje právě tehdy, pokud je daný blade neizotropńı, a
nav́ıc se pak od něj lǐśı jen nenulovým násobkem. Projektivńı tř́ıda projekce (4.12)
je tedy stejná jako projektivńı tř́ıda bladu (u ⌟ v) ⌟ v. Pokud předpokládáme, že
u má menš́ı stupeň než v, pak levou kontrakci můžeme nahradit jej́ı symetrickou
verźı a projektivńı tř́ıda projekce (4.12) splňuje

[Pv(u)] = [(u · v) · v] = [(u ∧ v∗) ∨ v], (4.13)
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kde posledńı rovnost plyne z duality mezi levou kontrakćı a vněǰśım součinem dané
rovnićı (3.4). Z posledńıho výrazu je okamžitě vidět, že projekce (4.12) reprezentuje
ve smyslu (3.5) ortogonálńı projekci podprostor̊u. Skutečně, u ∧ v∗ reprezentuje
podprostor obsahuj́ıćı podprostor u a kolmý k podprostoru v. Ortogonálńı projekce
je pak právě pr̊unik u ∧ v∗ a v.

5. Kleinova geometrie

Kleinova geometrie je dvojice (G,H), kde G je Lieova grupa a H je jej́ı uzavřená
podgrupa taková, že prostor levých tř́ıd G/H je souvislý. Grupa G se nazývá hlavńı
grupou geometrie, rozklad G/H se nazývá homogenńım prostorem Kleinovy geo-
metrie, nebo jednoduše Kleinovou geometríı, a varieta M ∼= G/H se nazývá jej́ım
modelem. Kromě eukleidovské a konformńı geometrie, viz ńıže, jsou př́ıkladem
Kleinových geometríı např́ıklad: sférická geometrie Sn = O(n + 1)/O(n), hyper-
bolická geometrie O(n+ 1)/O(n), projektivńı geometrie RPn = SL(n+ 1)/P, kde
P je stabilizátor nějaké př́ımky v Rn+1 procházej́ıćı počátkem.

5.1. Eukleidovská geometrie

Mı́sto pěti Eukleidových axiomů se lze d́ıvat na eukleidovskou geometrii jako na
Kleinovu geometrii En = E(n)/O(n). Hlavńı grupa G = E(n) je grupa euk-
leidovských transformaćı v n–dimenzionálńım prostoru. Ta je dána polopř́ımým
součinem ortogonálńı grupy O(n) a vektorové grupy Rn, tj. každý prvek grupy je
dán složeńım nějaké rotace s translaćı. Eukleidovskou geometrii lze také vidět jako
En = SE(n)/ SO(n), pokud budeme uvažovat pouze transformace zachovávaj́ıćı
orientaci. Standardńı prezentaci Eukleidovy grupy dostaneme, pokud En chápeme
jako afinńı nadrovinu {x1 = 1} v prostoru Rn+1. Pak lze grupu E(n) vidět jako
grupu všech lineárńıch automorfismů Rn+1, které zachovávaj́ı tuto nadrovinu, a
které v ńı indukuj́ı izomerie. Maticová reprezentace této grupy je

E(n) =

{(
1 0
x A

)
: A ∈ O(n), x ∈ Rn

}
. (5.1)

Stabilizátor H = O(n) prvńıho vektoru ve standardńı bázi Rn+1 je pak repre-
zentován prvky (5.1), pro které je x = 0. Bod x ∈ En je tedy v maticovém
popisu reprezentován tř́ıdou matic (5.1) určenou vektorem x ∈ Rn a v modelu
odpov́ıdá vektoru (1, x) ∈ Rn+1. Ekvivalentně lze En modelovat v projektivńım
prostoru RPn, ve kterém bod x ∈ En odpov́ıdá projektivńımu bodu s homo-
genńımi souřadnicemi [1 : x]. Tato chápáńı eukleidovského bodu budeme stř́ıdat
podle potřeby a budeme psát prostě x ∈ En. Lokálńı struktura Eukleidovy geome-
trie je dána Lieovou algebrou grupy eukleidovských transformaćı, která je v tomto
popisu zřejmě tvořena maticemi tvaru

se(n) =

{(
0 0
x A

)
: A ∈ so(n), x ∈ Rn

}
= so(n)⊕ Rn.
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5.2. Konformńı geometrie

Konformńı geometrii na n–rozměrné sféře lze vidět v Kleinově smyslu následovně.
Uvažujeme sféru Sn jako jednotkovou sféru v Rn+1, kterou vlož́ıme do prostoru
Rn+1,1 s bilineárńı formou B signatury (n + 1, 1) pomoćı zobrazeńı x 7→ (x, 1).
Množina všech izotropńıch vektor̊u je n–rozměrný kužel a velmi jednoduše se
ukáže, že body na sféře odpov́ıdaj́ı právě izotropńım př́ımkám na tomto kuželu.
Je známé, že ortogonálńı grupa i speciálńı ortogonálńı grupa p̊usob́ı na izot-
ropńım podprostoru tranzitivně, a proto dostáváme na sféře konformńı geometrii
Sn = SO(n + 1, 1)/P, kde P je stabilizátor nějaké izotropńı př́ımky. Podgrupa
P je tzv. parabolická podgrupa a lze ji popsat jako polopř́ımý součin konformńı
grupy CO(n) a vektorové grupy Rn. Lze ji také popsat pomoćı jej́ı Lieovy alge-
bry p následuj́ıćım zp̊usobem. Ve Wittově bázi (2.2) prostoru Rn+1,1 je maticová
reprezentace Lieovy algebry grupy SO(n+ 1, 1) dána výrazem

so(n+ 1, 1) =


a z 0
x A −zT
0 −xT −a

 : A ∈ so(n), z ∈ Rn∗, x ∈ Rn, a ∈ R

 (5.2)

a stabilizátor izotropńı př́ımky e1 je dán maticemi s x = 0, tj. jeho Lieova algebra
je p = so(n)⊕ R⊕ Rn∗.

5.3. Eukleidovská geometrie v konformńı geometrii

Z předchoźıho popisu konformńı geometrie a př́ıslušné Lieovy algebry (5.2) pomoćı
Wittovy báze je mimo jiné vidět, že existuje injektivńı homomorfismus Lieových
algeber se(n)→ so(n+ 1, 1), ve kterém se podalgebra so(n) zobraźı do p. Složeńı
tohoto homomorfismu s exponenciálńım zobrazeńım pak definuje injektivńı ho-
momorfismus mezi souvislými komponentami identity př́ıslušných Lieových grup,
který se faktorizuje na injektivńı zobrazeńı

En = SE(n)/SO(n)→ SO(n+ 1, 1)/P = Sn, (5.3)

které přenáš́ı eukleidovskou strukturu z En na konformńı sféru Sn ⊂ Rn+1,1.
Toto zobrazeńı je dobře známé, jedná se o inverzi ke stereografické projekci. V
tomto smyslu můžeme vidět eukleidovskou geometrii jako tzv. redukci konformńı
geometrie k podgrupě SE(n). Přitom ve výše uvedeném popisu pomoćı Wittovy
báze je počátek reprezentovaný prvńım bázovým vektorem a translace jsou na sféře
dány násobeńım matićı

exp

0 0 0
x 0 0
0 −xT 0

 =

 1 0 0
x 1n 0

1
2x

Tx −xT 1

 .

Protože bod x ∈ En v Kleinově popisu geometrie ztotožňujeme právě s translaćı
počátku do tohoto bodu, má zobrazeńı (5.3) v námi zvolené bázi předpis

x 7→
(

1, x,
1

2
xTx

)
. (5.4)
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6. Geometrické algebry pro eukleidovskou geometrii

Geometrickou algebrou se nazývá Cliffordova algebra, ve které se nav́ıc uvažuje
i jej́ı Grassmannova struktura s operacemi ∧,⌟, ·, ∗,∨, viz 4.1. Ta umožňuje po-
moćı Plückerova vložeńı reprezentovat objekty, které odpov́ıdaj́ı podprostor̊um
generuj́ıćıho vektorového prostoru, viz 3.2 a 3.3. Naopak struktura Cliffordovy
algebry umožňuje reprezentovat transformace pomoćı versor̊u, které odpov́ıdaj́ı
ortogonálńım transformaćım tohoto vektorového prostoru, viz 4.2, a také repre-
zentovat ortogonálńı projekce, viz 4.5. Chápáńı geometrie v Kleinově smyslu, viz 5,
pak umožňuje jednoduše definovat geometrickou algebru pro konkrétńı geometrii –
Kleinova geometrie G/H je modelovaná v geometrické algebře Cl(V ), pokud exis-
tuje model G/H ∼= M ⊂ Cl(V ), kde hlavńı grupa G p̊usob́ı na M ortogonálńımi
transformacemi reprezentovanými versory. Konkrétně eukleidovská geometrie je
modelovaná v takové Cl(V ), ve které existuje podvarieta, na které p̊usob́ı speciálńı
Eukleidova grupa SE(n) pomoćı versor̊u tranzitivně se stabilizátorem izomorfńım
SO(n). Rozebereme nyńı podrobněji, jak je popsána eukleidovská geometrie v ge-
ometrických algebrách generovaných vektorovým prostorem s bilineárńı formou
V = Rn,0, V = Rn,0,1, a V = Rn+1,1. Detailńı popis těchto geometrických algeber
lze nalézt v [10, 4, 9, 5, 6, 8].

6.1. Geometrická algebra Cl(n)

Prvńı geometrickou algebrou, která se nab́ıźı pro popis eukleidovského prostoru,
je geometrická algebra Cl(n). Ta je totiž definovaná eukleidovskou bilineárńı for-
mou B signatury (n, 0), která definuje na Rn standardńı skalárńı součin respektive
eukleidovskou vzdálenost. Nejedná se ovšem o geometrickou algebru pro eukleidov-
skou geometrii, protože algebra bivektor̊u je podle (4.8) izomorfńı so(n), a proto
je grupa versor̊u v Cl(n) izomorfńı pouze ortogonálńı grupě SO(n). Také objekty,
které můžeme reprezentovat jsou pouze vektorové podprostory Rn. Nicméně tuto
algebru lze využ́ıt na popis př́ıslušné vektorové algebry a na popis Eukleidova pro-
storu v počátku. Konkrétně bivektor u ∧ v reprezentuje ve smyslu (3.5) rovinu
procházej́ıćı počátkem se směrovými vektory u, v ∈ Rn a zobrazeńı (4.10), kde
A = u ∧ v, reprezentuje rotaci v této rovině. Skutečně, z definice exponenciálńıho
zobrazeńı (2.4) plyne, že versor exp(At) komutuje se svým generátorem A, a proto
rotace t́ımto versorem nechává A = u ∧ v invariantńı. Pokud chceme vyjádřit ro-
taci o konkrétńı úhel, pak je potřeba následuj́ıćım zp̊usobem normovat bivektor,
který rotaci generuje.

Věta 6.1. Rotace v rovině určené vektory u, v ∈ Rn ⊂ Cl(n) o úhel ϕ je v
geometrické algebře Cl(n) dána versorem

R = exp

(
1

2
ϕ

u ∧ v√
−(u ∧ v)2

)
= cos

ϕ

2
+ sin

ϕ

2

u ∧ v√
−(u ∧ v)2

. (6.1)

D̊ukaz. Bivektor v exponentu je zřejmě normovaný tak, aby jeho kvadrát byl
roven -1, a proto rovnost v (6.1) plyne př́ımo z definice exponenciálńıho zobra-
zeńı (2.4). Abychom dokázali, že jde skutečně o danou rotaci, vyberme vektory
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ū, v̄ reprezentuj́ıćı rovinu tak, že jsou jednotkové a sv́ıraj́ı úhel ϕ/2. Potom rotaci
o dvojnásobný úhel v této rovině můžeme vyjádřit jako složeńı reflex́ı (4.6) ve
vektoru ū a ve vektoru v̄, takže je reprezentována versorem

R = v̄ū = v̄ · ū+ v̄ ∧ ū = cos
ϕ

2
+ sin

ϕ

2

ū ∧ v̄√
−(ū ∧ v̄)2

,

protože v algebře Cl(n) je B(u, v) standardńı skalárńı součin a pro druhou mocninu
bivektoru plat́ı (ū ∧ v̄)2 = (ū · v̄)2 − ū2v̄2 = − sin2 ϕ

2 . Normovaný bivektor přitom
zřejmě nezáviśı na volbě reprezentant̊u u, v v rovině u ∧ v, takže předchoźı výraz
je totožný s (6.1). �

Versor reprezentuj́ıćı rotaci se nazývá rotor. Z d̊ukazu je nav́ıc vidět, že rotor
splňuje RR̃ = 1, kde ∼ je tzv. reverzńı zobrazeńı, které na versoru p̊usob́ı tak, že
obraćı pořad́ı neizotropńıch vektor̊u, jejichž je součinem. V obecném předpisu pro
akci prvk̊u ortogonálńı grupy na vektorech (4.5) tedy v př́ıpadě rotoru můžeme
nahradit jeho inverzi reverźı. Tato akce nav́ıc zřejmě zachovává vněǰśı násobeńı, a
proto se rozšǐruje na blady libovolného stupně. Dostáváme tedy předpis pro rotaci
libovolného podprostoru reprezentovaného bladem w v geometrické algebře Cl(n)
ve tvaru

w 7→ RwR̃. (6.2)

Kromě rotaćı v Rn lze pomoćı geometrické algebry Cl(n) šikovně reprezentovat
zrcadleńı v nadrovinách a ortogonálńı projekce na podprostory. Zrcadleńı vektoru
v nadrovině reprezentované (n−1)–bladem π je totiž až na znaménko dáno reflex́ı
Rv, kde v je vektor kolmý na nadrovinu, a reflexe je podle (4.6) v geometrické
algebře dána výrazem Rv(u) = −vuv. Vektor v je zároveň duálńı reprezentaćı
této roviny, v = π∗ = πI, protože dualita (4.4) reprezentuje v Cl(n) eukleidovský
ortogonálńı doplněk. Reflexe (4.6) nav́ıc také zachovává vněǰśı násobeńı, a proto
dostáváme předpis pro zrcadleńı podprostoru reprezentovaného bladem w v nadro-
vině π:

w 7→ πwπ.

Ortogonálńı projekce na vektorové podprostory jsou dány př́ımo rovnićı (4.13),
protože bilineárńı forma v Cl(n) definuje standardńı eukleidovský skalárńı součin.

Př́ıklad 6.2. V geometrické algebře Cl(3) reprezentuj́ı rotory R ve smyslu
(6.2) grupu SO(3), tj. rotace v prostoru. Tato dimenze je speciálńı t́ım, že bi-
vektor určuj́ıćı rovinu rotace je duálńı k vektoru reprezentuj́ıćı osu rotace. Pokud
pseudoskalár splňuje I2 = −1, což je př́ıpad obvyklé volby I = e1e2e3, kde e1, e2, e3
je ortonormálńı báze R3, a pokud n je jednotkový vektor ve směru osy rotace, tak
n∗ je bivektor určuj́ıćı rovinu rotace, který je normovaný (n∗)2 = −1. Rotor (6.1),
který určuje rotaci kolem osy s jednotkovým vektorem n o úhel ϕ, má tedy v tomto
př́ıpadě tvar

R = exp

(
1

2
ϕn∗

)
= cos

ϕ

2
+ n∗ sin

ϕ

2
.
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Tento zp̊usob reprezentace rotaćı je totožný s rotováńım pomoćı kvaternion̊u (1.2),
protože podalgebra prvk̊u Cl(3) sudého stupně je právě s tělesem kvaternion̊u izo-
morfńı. V ortonormálńı bázi e1, e2, e3 je tento izomorfismus realizovaný zobrazeńım
i 7→ −e2e3, j 7→ −e3e1, k 7→ −e1e2. Nav́ıc oproti kvaternion̊um lze v algebře Cl(3)
reprezentovat vektory a všechny běžné vektorové operace. Skalárńı součin je u · v,
vektorový součin u× v = (u ∧ v)∗, smı́̌sený součin [uvw] = (u ∧ v ∧ w)∗. V tomto
smyslu lze Cl(3) chápat jako zúplněńı vektorové algebry.

6.2. Projektivńı geometrická algebra

Abychom źıskali skutečně geometrickou algebru pro eukleidovskou geometrii, tak
potřebujeme, aby v ńı bylo možné pomoćı versor̊u reprezentovat nejen rotace, ale
i translace. Minimálńı taková algebra je právě projektivńı geometrická algebra,
která vycháźı př́ımo z modelu eukleidovské geometrie popsaného v 5.1, kde je En

ztotožněno s nadrovinou ve Rn+1, respektive podprostorem v projektivńım pro-
storu RPn. Aby byla algebra bivektor̊u izomorfńı Lieově algebře Eukleidovy grupy,
je potřeba na Rn+1 uvažovat degenerovanou bilineárńı formu signatury (n, 0, 1).
Př́ıslušná geometrická algebra Cl(n, 0, 1) se nazývá projektivńı geometrická algebra.

Generuj́ıćı vektorový prostor Rn,0,1 př́ımým součtem anizotropńı části Rn,0 a
jedno-dimenzionálńıho jádra KerB, a pro algebru bivektor̊u se pak lehce spoč́ıtá

Λ2Rn,0,1 = Λ2Rn,0 ⊕
(
Rn,0 ∧KerB

) ∼= so(n)⊕ Rn = se(n). (6.3)

Bivektory z Λ2Rn,0 generuj́ı rotace a bivektory z Rn,0 ∧KerB generuj́ı translace.
Vzhledem k použ́ıvaným konvenćım je dobré volit generátor translace vektorem
x ∈ Rn ve tvaru −1/2x ∧ e∞, kde e∞ ∈ KerB. Kvadrát tohoto bivektoru v
Cl(n, 0, 1) je nulový, a proto má př́ıslušný versor pro translaci, tzv. translátor,
tvar

T = exp

(
−1

2
x ∧ e∞

)
= 1− 1

2
x ∧ e∞. (6.4)

Abychom źıskali model eukleidovské geometrie v Cl(n, 0, 1), potřebujeme v této al-
gebře naj́ıt množinu reprezentuj́ıćı body Eukleidova prostoru, na které translátory
p̊usob́ı jednoduše tranzitivně, tj. tranzitivně s triviálńım stabilizátorem. Na rozd́ıl
od geometrické algebry Cl(n) nelze reprezentovat body projektivńımi tř́ıdami vek-
tor̊u, tj. jejich homogenńımi souřadnicemi, protože translátory p̊usob́ı na Rn,0,1
triviálně, viz poznámka 6.4, a proto potřebujeme body reprezentovat

”
duálně“.

Věta 6.3. Projektivńı tř́ıdy neizotropńıch multivektor̊u stupně n modeluj́ı v
projektivńı geometrické algebře Cl(n, 0, 1) eukleidovskou geometrii dimenze n.

D̊ukaz. Nejdř́ıve podrobněji poṕı̌seme projektivńı tř́ıdy neizotropńıch multivek-
tor̊u v ΛnRn,0,1 ⊂ Cl(n, 0, 1). Vzhledem k rozkladu vektorového prostoru Rn,0,1
na jeho anizotropńı část Rn,0 a jádro KerB je

ΛnRn,0,1 = ΛnRn,0 ⊕KerB ∧ Λn−1Rn,0.

Druhá mocnina prvk̊u z jedno-dimenzionálńıho prostoru ΛnRn,0 ⊂ Cl(n, 0, 1) je
nenulová, protože zúžeńı bilineárńı formy B na Rn,0 je nedegenerované. Naopak
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prvky u ∈ KerB ∧ Λn−1Rn,0 obsahuj́ı vektor z jádra, a proto u2 = 0 a také
jejich součin s prvky ΛnRn,0 je nulový. Projektivńı tř́ıda libovolného neizotropńıho
multivektoru v ΛnRn,0,1 je tedy tvaru [In+u], kde In ∈ ΛnRn,0 znač́ı pseudoskalár
anizotropńıho podprostoru Rn,0 ⊂ Rn,0,1. Př́ımým výpočtem lze ověřit, že versory
(6.4) p̊usob́ı na těchto tř́ıdách tranzitivně. Opravdu, jejich infinitezimálńı akce je

[x ∧ e∞, In + u] = −2e∞ ∧ (x ⌟ In),

a vhodnou volbou vektoru x ∈ Rn tedy dostaneme libovolné posunut́ı KerB ∧
Λn−1Rn,0. Nav́ıc stabilizátor pseudoskaláru In je dán versory generovanými bi-
vektory u ∧ v ∈ Λ2Rn,0 ∼= so(n), a proto akce versor̊u na těchto neizotropńıch
n–vektorech definuje model eukleidovské geometrie, viz 5.1. �

Poznámka 6.4. Eukleid̊uv prostor nelze reprezentovat v projektivńı geomet-
rické algebře vektory, protože generátory translaćı p̊usob́ı na Rn,0,1 ⊂ Cl(n, 0, 1)
triviálně. Skutečně, z definice geometrického a vněǰśıho součinu je infinitezimálńı
akce bivektoru u ∧ e∞ ∈ Rn,0 ∧KerB na vektoru v ∈ Rn,0,1 rovna

[u ∧ e∞, v] = B(u, v)e∞ −B(e∞, v)u−B(v, u)e∞ +B(u, e∞)v = 0.

Dı́ky izomorfismu ΛkRn+1 ∼= R(n+1)∗, viz (3.3), lze reprezentanty bod̊u Eu-
kleidova prostoru také vidět jako prvky v projektivńım prostoru PR(n+1)∗, tj.
jako projektivńı tř́ıdy lineárńıch forem na Rn+1. Duálńı reprezentace ve smyslu
3.3 pak umožňuje reprezentovat libovolný podprostor W ⊂ Rn+1 pomoćı prvk̊u
duálńı Grassmannovy algebry. Pr̊unik podprostoru W s nadrovinou {xn+1 = 1},
která modeluje Eukleid̊uv prostor, pak určuje jednoznačně afinńı podprostor v
En. Afinńı prostory jsou tedy právě ty objekty, které v projektivńı geometrické
algebře lze reprezentovat. Oproti Cl(n) je tato reprezentace duálńı v tom smyslu,
že vněǰśı součin poč́ıtá pr̊uniky afinńıch prostor̊u a součin ∨ generuje afinńı pro-
story. Konkrétně pokud X ∈ ΛnRn,0,1 ⊂ Cl(n, 0, 1) je reprezentant bodu x ∈ En,
pak multivektor w reprezentuje afinńı prostor ve smyslu

X ∨w = 0 právě tehdy, když x ∈W ∩ {xn+1 = 1}. (6.5)

Vzhledem k degenerovanosti bilineárńı formy v projektivńı geometrické algebře
nelze dualitu (3.3) chápat jako zobrazeńı na Cl(n, 0, 1), a proto k (6.5) neexistuje
duálńı reprezentace. Zobrazeńı (4.4), které je dané předpisem w 7→ w∗ = wI, kde
I je pseudoskalár v Cl(n, 0, 1), neurčuje afinńı prostor, ale reprezentuje ortogonálńı
doplněk k vektorovému prostoru určuj́ıćımu zaměřeńı afinńıho prostoru w.

Kromě afinńıch prostor̊u a jejich translaćı lze v projektivńı geometrické algebře
reprezentovat jejich obecné rotace, translace, zrcadleńı a ortogonálńı projekce.
Nejd̊uležitěǰśı rovnice lze shrnout do následuj́ıćı věty.

Věta 6.5. (a) Geometrické objekty v projektivńı geometrické algebře. Bod x ∈
En je v Cl(n, 0, 1) reprezentován projektivńı tř́ıdou multivektoru

X = In + e∞ ∧ (x ⌟ In), (6.6)
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kde In ∈ ΛnRn,0 a e∞ ∈ KerB. Afinńı podprostor dimenze k definovaný body
X1, . . . ,Xk+1 je reprezentovaný prvkem

w = X1 ∨ · · · ∨Xk+1 ∈ P(Λn−kRn+1). (6.7)

a pr̊unik afinńıch prostor̊u w1,w2 je reprezentovaný prvkem w1 ∧w2.
(b) Transformace v projektivńı geometrické algebře. Rotace v obecném bodě x je

dána versorem

Rx = TRT̃, (6.8)

kde T je versor pro translaci (6.4), T̃ jeho reverze a R je versor pro rotaci (6.1).
Zrcadleńı afinńıho prostoru w v nadrovině reprezentované vektorem π ∈ Rn+1 je

w 7→ πwπ, (6.9)

a ortogonálńı projekce afinńıho prostoru w na afinńı prostor v je

w 7→ (w · v) ∧ v. (6.10)

D̊ukaz. (a) V Kleinově smyslu je bod v Eukleidově prostoru dán translaćı z
počátku do tohoto bodu. Multivektor (6.6) reprezentuj́ıćı bod x ∈ En tedy do-
staneme p̊usobeńım translátoru (6.4) na pseudoskalár In reprezentuj́ıćı v našem
modelu počátek

X = TInT̃ = In + e∞ ∧ (x ⌟ In).

Reprezentace afinńıch prostor̊u (6.7) a jejich pr̊unik̊u plyne př́ımo z (6.5) a popisu
reprezentace vektorových podprostor̊u v 3.2.

(b) Z popisu bivektor̊u (6.3) vid́ıme, že rotace jsou generované prvky Λ2Rn,0,
a proto maj́ı rotory v projektivńı geometrické algebře stejný tvar jako rotory v
Cl(n), viz (6.1). Skutečně, protože akce versoru zachovává součiny v geometrické
algebře, a protože je vektor e∞ kolmý na Rn,0, je rotace bodu X daného předpisem
(6.6) dána výrazem

RXR̃ = In + e∞ ∧ (RxR̃ ⌟ In) = XRxR̃,

který podle (6.1) reprezentuje rotovaný bod. Je potřeba zd̊uraznit, že R reprezen-
tuje stále pouze rotace v počátku. Rotaci v bodě x můžeme vyjádřit jako složeńı
translace T̃ z bodu x do počátku, rotace v počátku R a translace T zpět z počátku
do bodu x. Složeńı zobrazeńı odpov́ıdá geometrickému součinu př́ıslušných versor̊u,
a proto je rotace v bodě x dána versorem (6.8). Podobně pomoćı posunut́ı situace
do počátku a použit́ı duálńı reprezentace v geometrické algebře Cl(n) lze jed-
noduše odvodit rovnice pro zrcadleńı a ortogonálńı projekci. Konkrétně translátor
T̃, který posune afinńı nadrovinu π ∈ Rn,0,1 do počátku, splňuje T̃πT = π′, kde
π′ ∈ Rn,0. Zrcadleńı v nadrovině π′ je v Cl(n) dáno reflex́ı Rπ′ , viz (4.6), a proto
je zrcadleńı afinńıho prostoru w v nadrovině π dáno předpisem

w 7→ TRπ′(T̃wT)T̃ = Tπ′T̃wTπ′T̃ = πwπ,

což je (6.9). Rovnice (6.10) zřejmě reprezentuje pr̊unik afinńıho prostoru w · v s
afinńım prostorem v. K d̊ukazu, že se jedná o ortogonálńı projekci afinńıho pro-
storu w na afinńı prostor v pak tedy stač́ı ukázat, že w · v reprezentuje afinńı
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podprostor obsahuj́ıćı w a kolmý k v. Proto je dobré si uvědomit, že každý repre-
zentant w afinńıho prostoru lze psát ve tvaru w = w′+w∞, kde w′ je součet blad̊u
neobsahuj́ıćıch vektor z jádra B a reprezentuje zaměřeńı afinńıho prostoru, a každý
blade v w∞ naopak obsahuje prvek z jádra a tato část reprezentuje vzdálenost
afinńıho prostoru od počátku. Tento rozklad je charakteristický t́ım, že w′ je in-
variantńı vzhledem k translaćım a každá kontrakce prvkem w∞ je triviálńı. Pro
afinńı prostory w,v proto plat́ı

w · v = v ⌟w = T(v′ ⌟w′)T̃,

kde translátor T̃ posouvá afinńı prostor w do počátku, tj. plat́ı T̃wT = w′. Prvek
v′ ⌟w′ je opravdu v Cl(n) duálńı reprezentace vektorového prostoru obsahuj́ıćıho
w′ a kolmého k v′. �

Př́ıklad 6.6. Uvažujme Eukleid̊uv prostor dimenze tři s kartézským souřadným
systém s jednotkovými směrovými vektory e1, e2, e3 a zvolme bilineárńı formu B
tak, že tyto vektory tvoř́ı ortonormálńı bázi R3,0 ⊂ R3,0,1. Pokud pro jednoduchost
označ́ıme vněǰśı součin zřetězeńım index̊u eij = ei ∧ ej , pak podle (6.6) je v této
bázi bod o souřadnićıch (x, y, z) reprezentovaný projektivńı tř́ıdou multivektoru

X = e123 + xe∞23 − ye∞13 + ze∞12.

Bod lze také zadat jako pr̊unik tř́ı rovin p1 ∧ p2 ∧ p3 nebo jako pr̊unik roviny a
př́ımky p∧ `. Rovina s rovnićı ax+ by + cz + d = 0 je reprezentována projektivńı
tř́ıdou vektoru

p = ae1 + be2 + ce3 + de∞ (6.11)

a může být také dána př́ımkou a bodem ` ∨X. Př́ımku reprezentuje projektivńı
tř́ıda multivektoru stupně dva, jehož koeficienty jsou jej́ı Plückerovy souřadnice

` = p1e23 + p2e31 + p3e12 + d1e1∞ + d2e2∞ + d3e3∞, (6.12)

kde (p1, p2, p3) je jednotkový směrový vektor př́ımky a (d1, d2, d3) je vzdálenost
př́ımky od počátku. Př́ımku lze také zadat dvěma body X1∨X2 nebo jako pr̊unik
dvou rovin p1 ∧ p2.

Obecné rotace (6.8) lze v tř́ırozměrném prostoru jednoduše vyjádřit pomoćı osy
rotace. Pokud ` je normovaný reprezentant osy rotace ve smyslu `2 = −1, tj. ` je
tvaru (6.12), pak rotace podle této osy o úhel ϕ je dána versorem

R` = exp(
1

2
ϕ`) = cos

ϕ

2
+ ` sin

ϕ

2
. (6.13)

Podle věty 6.5 lze jednoduše vyjádřit i zrcadleńı v rovině a ortogonálńı projekce,
viz obrázek 1. Zrcadleńı př́ımky ` v rovině p je reprezentované projektivńı tř́ıdou
multivektoru p`p. Blade ` · p reprezentuje rovinu obsahuj́ıćı př́ımku `, která je
kolmá na rovinu p a blade (` · p) ∧ p reprezentuje kolmou projekci př́ımky ` na
rovinu p. Podobně X · p je kolmice z bodu X na rovinu p a (X · p) ∧ p je jeho
kolmý pr̊umět do této roviny.
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Obrázek 1. Ukázka poč́ıtáńı v projektivńı geometrické algebře – screenshot z vizualizace vy-
tvořené programem ganja.js – Geometric Algebra code generator for javascript, [7].

B(e0, e∞) = −1, je jádro B triviálńı. Izotropńı prostor má indefinitńı signaturu,
a proto touto konstrukćı źıskáme nedegenerovanou bilineárńı formu na V = Rn+2

se signaturou (n+ 1, 1). Př́ıslušná geometrická algebra Cl(n+ 1, 1) se nazývá kon-
formńı geometrická algebra.

Podle rovnice (4.10) splňuje algebra bivektor̊u konformńı geometrické algebry
Λ2Rn+1,1 ∼= so(n+ 1, 1). Akce bivektor̊u na Rn+1,1 dána rovnićı (4.9) v tomto izo-
morfismu odpov́ıdá standardńı maticové reprezentaci ortogonálńı Lieovy algebry
popsané v 5.2. Tato akce je tranzitivńı na projektivizaci kuželu izotropńıch vektor̊u,
a jej́ı stabilizátor je parabolická podalgebra p popsaná rovnićı (5.3). Skutečně, bi-
vektory, které p̊usob́ı triviálně na izotropńım vektoru e0, jsou právě ty, které tento
vektor neobsahuj́ı, a k tomu bivektor e0 ∧ e∞, tj. podalgebra

{u ∧ v, u ∧ e∞, e0 ∧ e∞} ∼= so(n)⊕ Rn∗ ⊕ R = p, (6.17)

kde u, v ∈ Rn,0. Akce versor̊u na izotropńıch vektorech tedy modeluje v Cl(n+1, 1)
konformńı geometrii a t́ım pádem i eukleidovskou geometrii, viz 5.3.

Věta 6.7. Množina obsahuj́ıćı všechny projektivńı tř́ıdy izotropńıch vektor̊u až
na jednu modeluje v konformńı geometrické algebře eukleidovskou geometrii.

D̊ukaz. Množinu tř́ıd označme M , chyběj́ıćı tř́ıdu [e∞] a položme en+1 = e∞.
Předpis (5.6) pro inverzńı stereografickou projekci (5.4) pak definuje bijektivńı
zobrazeńı En → M . Vektor e∞ je Witt̊uv pár k izotropńımu vektoru e0, který
reprezentuje počátek, a lze ho chápat jako reprezentanta nekonečna. �

Pr̊unik vektorového podprostoru W ⊂ Rn+1,1 dimenze k + 2 s kuželem izot-
ropńıch vektor̊u je opět kužel ve W , a př́ımky na tomto kuželu lze opět ztotožnit
se sférou, tentokrát dimenze k. Pokud tento kužel obsahuje př́ımku e∞, tj. bod na
této sféře, ze kterého je stereografickou projekćı promı́táno, pak W reprezentuje
afinńı prostor dimenze k v En. V opačném př́ıpadě reprezentuje W sféru dimenze
k−1 v En. Geometrické objekty, které v konformńı geometrické algebře lze repre-
zentovat ve smyslu (3.5) jsou tedy právě zobecněné sféry, tj. sféry a afinńı prostory,

Obrázek 1. Ukázka poč́ıtáńı v projektivńı geometrické algebře – screenshot z vizualizace vy-

tvořené programem ganja.js – Geometric Algebra code generator for javascript, [7].

6.3. Konformńı geometrická algebra

Pokud chceme zavést geometrickou algebru pro eukleidovskou geometrii s nedege-
nerovanou bilineárńı formou B, pak je potřeba k izotropńımu vektoru e∞ z projek-
tivńı geometrické algebry přidat jeho partnera do Wittova páru, který označ́ıme
e0. Potom dostaneme dokonce dva izotropńı vektory e2∞ = e20 = 0, ale protože
B(e0, e∞) = −1, je jádro B triviálńı. Izotropńı prostor má indefinitńı signaturu,
a proto touto konstrukćı źıskáme nedegenerovanou bilineárńı formu na V = Rn+2

se signaturou (n+ 1, 1). Př́ıslušná geometrická algebra Cl(n+ 1, 1) se nazývá kon-
formńı geometrická algebra.

Podle rovnice (4.8) splňuje algebra bivektor̊u konformńı geometrické algebry
Λ2Rn+1,1 ∼= so(n+ 1, 1). Akce bivektor̊u na Rn+1,1 dána rovnićı (4.7) v tomto izo-
morfismu odpov́ıdá standardńı maticové reprezentaci ortogonálńı Lieovy algebry
popsané v 5.2. Tato akce je tranzitivńı na projektivizaci kuželu izotropńıch vektor̊u,
a jej́ı stabilizátor je parabolická podalgebra p popsaná rovnićı (5.2). Skutečně, bi-
vektory, které p̊usob́ı triviálně na izotropńım vektoru e0, jsou právě ty, které tento
vektor neobsahuj́ı, a k tomu bivektor e0 ∧ e∞, tj. podalgebra

{u ∧ v, u ∧ e∞, e0 ∧ e∞} ∼= so(n)⊕ Rn∗ ⊕ R = p,

kde u, v ∈ Rn,0. Akce versor̊u na izotropńıch vektorech tedy modeluje v Cl(n+1, 1)
konformńı geometrii a t́ım pádem i eukleidovskou geometrii, viz 5.3.

Věta 6.7. Množina obsahuj́ıćı všechny projektivńı tř́ıdy izotropńıch vektor̊u až
na jednu modeluje v konformńı geometrické algebře eukleidovskou geometrii.

D̊ukaz. Množinu tř́ıd označme M , chyběj́ıćı tř́ıdu [e∞] a položme en+1 = e∞.
Předpis (5.4) pro inverzńı stereografickou projekci (5.3) pak definuje bijektivńı
zobrazeńı En → M . Vektor e∞ je Witt̊uv pár k izotropńımu vektoru e0, který
reprezentuje počátek, a lze ho chápat jako reprezentanta nekonečna. �

Pr̊unik vektorového podprostoru W ⊂ Rn+1,1 dimenze k + 2 s kuželem izot-
ropńıch vektor̊u je opět kužel ve W , a př́ımky na tomto kuželu lze opět ztotožnit
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se sférou, tentokrát dimenze k. Pokud tento kužel obsahuje př́ımku e∞, tj. bod na
této sféře, ze kterého je stereografickou projekćı promı́táno, pak W reprezentuje
afinńı prostor dimenze k v En. V opačném př́ıpadě reprezentuje W sféru dimenze
k−1 v En. Geometrické objekty, které v konformńı geometrické algebře lze repre-
zentovat ve smyslu (3.5) jsou tedy právě zobecněné sféry, tj. sféry a afinńı prostory,
které chápeme jako sféry procházej́ıćı nekonečnem. Zejména bod neńı přirozený
objekt a je ho potřeba chápat bud’ jako limitńı sféru s poloměrem nula, anebo
jako tzv.

”
plochý bod“ X ∧ e∞, což je vlastně sféra dimenze nula procházej́ıćı

nekonečnem. Dı́ky existenci nedegenerované bilineárńı formy máme v konformńı
geometrické algebře k dispozici dualitu (4.4) a t́ım pádem pro každou zobecněnou
sféru dvě reprezentace, které jsou vzájemně duálńı. Reprezentace (3.5) se hod́ı na
konstrukci sfér z bod̊u nebo sfér nižš́ı dimenze. Naopak z duálńı reprezentace (3.6)
sféry můžeme jednoduše odeč́ıst jej́ı poloměr a střed.

V konformńı geometrické algebře existuje stejně jako v projektivńı geometrické
algebře versor pro translaci a rotaci a nav́ıc existuje versor pro škálováńı. Kromě zr-
cadleńı v nadrovinách a ortogonálńıch projekćı na afinńı prostory zde lze reprezen-
tovat podobně i reflexi ve sférách a ortogonálńı projekce na sféry. Hlavńı výsledky
opět shrneme do následuj́ıćı věty, kterou ale necháme tentokrát bez d̊ukazu. S
využit́ım výše uvedených informaćı je d̊ukaz snadný a je ponechán jako cvičeńı
pro čtenáře.

Věta 6.8. (a) Geometrické objekty v konformńı geometrické algebře. Bod x ∈
En je v Cl(n+ 1, 1) reprezentován projektivńı tř́ıdou vektoru

X = e0 + x+
1

2
x2e∞, (6.14)

kde e0, e∞ je Wittova dvojice izotropńıch vektor̊u. Zejména pro normované repre-
zentanty bod̊u X2 = Y2 = 1 plat́ı

X ·Y = −1

2
‖x− y‖2,

kde ‖x− y‖ je eukleidovská norma v Rn. Afinńı podprostor dimenze k určený body
X1, . . . ,Xk+1 je reprezentován bladem stupně k + 2

w = X1 ∧ · · · ∧Xk+1 ∧ e∞
a jeho duálńı reprezentace w∗ je totožná s jeho reprezentaćı v projektivńı geome-
trické algebře. Sféra dimenze k definovaná body X1, . . . ,Xk+2 je reprezentována
bladem stupně k + 2

s = X1 ∧ · · · ∧Xk+2

a pr̊unik sfér s1, s2 je reprezentován prvkem s1 ∨ s2. Pokud s je sféra maximálńı
dimenze n− 1, pak jej́ı duálńı reprezentace je dána vektorem

s∗ = S +
1

2
ρ2e∞,

kde S je normovaný reprezentant středu této sféry a ρ je jej́ı poloměr.
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(b) Transformace v konformńı geometrické algebře. Rotace a translace jsou re-
prezentovány stejnými versory jako v projektivńı geometrické algebře. Škálováńı
faktorem r2 je dáno versorem

S =
r2 + 1

2r
+
r2 − 1

2r
e0 ∧ e∞

Zrcadleńı zobecněné sféry s v nadrovině π ∈ Λn+1Rn+1,1 je dáno podobně jako
v projektivńı algebře výrazem s 7→ πsπ. Pokud π reprezentuje sféru maximálńı
dimenze, definuje tento předpis sférickou inverzi v této sféře. Ortogonálńı projekce
afinńıho prostoru w na zobecněnou sféru s je w 7→ (w · s) · s.

Př́ıklad 6.9. Bod Eukleidova prostoru E3 daný v kartézských souřadnićıch s
jednotkovými směrovými vektory e1, e3, e3 ∈ R3 vekorem (x, y, z) je podle (6.14)
reprezentován v konformńı geometrické algebře vektorem

X = e0 + xe1 + ye2 + ze3 +
1

2
(x2 + y2 + z2)e∞.

Reprezentant roviny dané třemi body je p = X1 ∧ X2 ∧ X3 ∧ e∞ a jej́ı duálńı
reprezentace p∗ je totožná s jej́ı reprezentaćı v projektivńı geometrické algebře
(6.11). Podobně př́ımka je ` = X1 ∧ X2 ∧ e∞ a jej́ı duál je totožný s (6.12).
Sféra generovaná čtyřmi body má v konformńı geometrické algebře reprezentaci
s = X1 ∧ X2 ∧ X3 ∧ X4 a jej́ı duál je s∗ = S + 1

2ρ
2e∞. Podobně lze vyjádřit

kružnici bud’ pomoćı třech generuj́ıćıch bod̊u c = X1 ∧ X2 ∧ X3 nebo duálně
c∗ = (S + 1

2ρ
2e∞) ∧ π∗, jako pr̊unik sféry a roviny, ve které kružnice lež́ı.

Rotace v E3 podle osy ` je stejně jako v projektivńı geometrické algebře dána
rotorem (6.13). Stejné reprezentace má i zrcadleńı v rovině a ortogonálńı pro-
jekce na př́ımku nebo rovinu. Nav́ıc lze v konformńı geometrické algebře stejným
zp̊usobem reprezentovat i sférickou inverzi a ortogonálńı projekci na sféru.

Uvažujme př́ıklad dvou sfér s, t, kružnici c, př́ımku ` a bod X, viz obrázek 2.
Pr̊unik sfér je kružnice s∨ t, pr̊unik př́ımky a sféry t je dvojbod `∨ t. Ortogonálńı
projekce př́ımky na sféru s je kružnice (` · s) · s, ortogonálńı projekce bodu X na
sféru s je dvojbod (X · s) · s, kde ale X je potřeba chápat jako plochý bod X∧ e∞.
Výraz (c ·t) ·t je kružnice na sféře t lež́ıćı zároveň na sféře, která obsahuje kružnici
c a je kolmá na sféru t.
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Zrcadleńı zobecněné sféry s v nadrovině π ∈ Λn+1Rn+1,1 je dáno podobně jako
v projektivńı algebře výrazem s 7→ πsπ. Pokud π reprezentuje sféru maximálńı
dimenze, definuje tento předpis sférickou inverzi v této sféře. Ortogonálńı projekce
afinńıho prostoru w na zobecněnou sféru s je w 7→ (w · s) · s.

Př́ıklad 6.9. Bod Eukleidova prostoru E3 daný v kartézských souřadnićıch s
jednotkovými směrovými vektory e1, e3, e3 ∈ R3 vekorem (x, y, z) je podle (6.18)
reprezentován v konformńı geometrické algebře vektorem

X = e0 + xe1 + ye2 + ze3 +
1

2
(x2 + y2 + z2)e∞. (6.24)

Reprezentant roviny dané třemi body je p = X1 ∧ X2 ∧ X3 ∧ e∞ a jej́ı duálńı
reprezentace p∗ je totožná s jej́ı reprezentaćı v projektivńı geometrické algebře
(6.14). Podobně př́ımka je ` = X1 ∧ X2 ∧ e∞ a jej́ı duál je totožný s (6.15).
Sféra generovaná čtyřmi body má v konformńı geometrické algebře reprezentaci
s = X1 ∧ X2 ∧ X3 ∧ X4 a jej́ı duál je s∗ = S + 1

2ρ
2e∞. Podobně lze vyjádřit

kružnici bud’ pomoćı třech generuj́ıćıch bod̊u c = X1 ∧X2 ∧X3 nebo duálně c∗ =
(S + 1

2ρ
2e∞) ∧ π∗, jako pr̊unik sféry a roviny, ve které kružnice lež́ı.

Rotace v E3 podle osy ` je stejně jako v projektivńı geometrické algebře dána ro-
torem (6.16). Stejné reprezentace má i zrcadleńı v rovině a ortogonálńı projekce na
př́ımku nebo rovinu. Nav́ıc lze v konformńı geometrické algebře stejným zp̊usobem
reprezentovat i sférickou inverzi a ortogonálńı projekci na sféru.

Uvažujme př́ıklad dvou sfér s, t, kružnici c, př́ımku ` a bod X, viz obrázek 2.
Pr̊unik sfér je kružnice s∨ t, pr̊unik př́ımky a sféry t je dvojbod `∨ t. Ortogonálńı
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CHEMICKÉ REAKCE JAKO MATEMATICKÝ DŮSLEDEK

MILOSLAV PEKAŘ

Abstrakt. V chemii je rychlost chemických reakćı charakterizována dvěma zá-

kladńımi zp̊usoby. Př́ımo s experimentálńımi daty jsou spojeny rychlosti reagováńı

jednotlivých složek reaguj́ıćı směsi. Chemickým vhledem jsou složkové rychlosti
přetlumočeny do rychlost́ı jednotlivých reakćı, které v dané směsi zřejmě prob́ıhaj́ı.

Př́ıspěvek ukazuje, že vcelku jednoduchým lineárně-algebraickým rozborem zachová-

ńı atomů při chemických reakćıch můžeme dospět fakticky k matematickému d̊ukazu
existence rychlost́ı chemických reakćı. Navrhováńı schémat chemických reakćı tak

nemuśı být čistě chemickou záležitost́ı, ale mělo by brát v úvahu i matematickou

stránku.

1. Úvod

Matematika nacháźı samozřejmě aplikace i v chemii, a to nejen třeba při vyhod-
nocováńı, prokládáńı či modelováńı dat, ale i př́ımo v srdci chemie, jak se bude
tento př́ıspěvek snažit ukázat. Hlavńı a specifickou doménou chemie jsou jistě che-
mické reakce, přeměna jedněch sloučenin v jiné (jaderné reakce, tedy přeměnu
chemických prvk̊u v jiné, tu ponecháváme stranou).

Kromě vlastńıho chemismu reakćı zaj́ımá chemiky i jejich rychlost. Rychlost
chemické reakce znamená něco jiného než rychlost ve fyzice a jde vlastně o poč́ıtáńı
molekul. Přeměńı-li se za daných podmı́nek reakćı větš́ı počet molekul (v určeném
prostoru za jednotku času) než za podmı́nek jiných, má reakce za daných podmı́nek
vyšš́ı rychlost. Rychlost reakce je vztahována na jednotku času a jednotku pro-
storovou (obvykle objemu) proto, že počet molekul záviśı na tom, v jak velkém
objemu a jak dlouho je poč́ıtáme. Právě matematický pohled na rychlosti che-
mických reakćı a jistá specifika reakćı vedou až k tomu, co naznačuje název tohoto
př́ıspěvku.

Než začneme tento pohled rozv́ıjet, povězme si velmi stručně, jak chemici při-
stupuj́ı ke zkoumáńı reakćı a jejich rychlost́ı. Snad vždy je základem zjǐst’ováńı,
jaké složky (molekuly, sloučeniny) se v reaguj́ıćı směsi vyskytuj́ı, jak rychle se
jejich množstv́ı měńı, které složky reakćı zanikaj́ı (jsou nazývány výchoźımi látkami
nebo reaktanty), které naopak vznikaj́ı (produkty). Chemik pak běžně sleduje
množstv́ı jednotlivých složek v reaguj́ıćı směsi a jeho změny v čase, přesněji sleduje
koncentrace složek. Množstv́ı chemici nejčastěji sleduj́ı právě přes počty molekul,
jichž je však obrovský počet, a tak se práci s obrovskými č́ısly vyhnuli zavedeńım

2010 MSC. Primárńı 92E99; Sekundárńı 97M60.

Kĺıčová slova. Chemické reakce, aplikace lineárńı algebry.
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pojmu látkové množstv́ı a jeho jednotky mol. Jeden mol představuje ca 6 × 1023

(přesně 6, 022 140 76 × 1023) poč́ıtaných jedinc̊u, obvykle tedy molekul. Molárńı
koncentrace se pak běžně vyjadřuje v molech na litr.

Sledováńım (změn) koncentrace jednotlivých složek reaguj́ıćı směsi źıskaj́ı che-
mici představu o tzv. (reakčńı) rychlosti složek, tedy o tom, jak rychle se která
složka (jej́ı koncentrace) d́ıky reakćım měńı – jak rychle zaniká nebo vzniká. Rych-
losti složek pak vstupuj́ı do hmotnostńı (popř. látkové) bilance vyjadřuj́ıćı za-
chováńı hmotnosti reaguj́ıćı směsi. Vlastńı chemismus ale chemici vyjadřuj́ı po-
moćı reakćı, které v dané směsi (patrně) prob́ıhaj́ı, a jejich rychlostmi. Soustava
předpokládaných reakćı pak tvoř́ı reakčńı schéma, které bud’ může reprezento-
vat děje skutečně prob́ıhaj́ıćı na úrovni molekul, nebo jen jejich zjednodušený
popis postačuj́ıćı pro charakterizaci reaguj́ıćı směsi. V prvém př́ıpadě mluv́ıme o
reakčńım mechanismu, ve druhém o soustavě reakćı, popř. reakčńı soustavě. Jed-
notlivé reakce, které vid́ıme v soustavě reakćı, nemusej́ı reprezentovat skutečné
reakce na molekulárńı úrovni, ale jakási jejich zjednodušeńı,

”
součet“, která jsou

postačuj́ıćı pro vyhodnoceńı dat i k chemickému náhledu. Každá reakce ze soustavy
reakćı tak ve skutečnosti může představovat souhrn nějakého reálného reakčńıho
mechanismu, který třeba dosud nemohl být odhalen.

Jak chemici provedou převod z rychlost́ı složek, které vlastně (byt’ nepř́ımo)
měř́ı, na rychlosti reakćı? Chemickou intuićı, ovšemže podloženou právě rozborem
složeńı reaguj́ıćı směsi, z něhož na základě chemických znalost́ı odvozuj́ı možná
propojeńı jednotlivých složek chemickými reakcemi, navrhuj́ı reakčńı schéma, které
je v souladu s poznatky chemie. Často bývá možných schémat v́ıce a volba toho

”
pravého“ je otázkou daľśıho experimentováńı nebo třeba modelových kvantově-

chemických výpočt̊u. Ale právě k tomuto převodu může své ř́ıci i matematika, což
je obsahem tohoto př́ıspěvku. Vycháźı předevš́ım z Bowenovy práce [1, 2], která
ani po deśıtkách let k chemik̊um moc nedolehla; jej́ı názorné přetlumočeńı pro
chemiky vyšlo nedávno [3].

2. Základńı pojmy

Každá chemická sloučenina je složena z atomů. Při chemických reakćıch docháźı
k přeskupováńı atomů ve sloučeninách, č́ımž některé sloučeniny zanikaj́ı a jiné
vznikaj́ı. Atomy a jejich počet se však neměńı, a právě to je východiskem mate-
matického, přesněji lineárně-algebraického rozboru chemických reakćı.

V každé chemické reakci se zachovává hmotnost1. To lze vyjádřit pomoćı re-
akčńıch rychlost́ı jednotlivých složek vyjadřuj́ıćıch produkci hmotnosti složky na
jednotku času a jednotku objemu jednoduše takto:

n∑
α=1

rα = 0, (1)

kde α je index složky. Reakčńı rychlost složky rα je kladná, pokud složka v reaguj́ıćı
směsi vzniká, záporná, pokud zaniká.

1Př́ısně vzato ne, ale změny hmotnosti souvisej́ıćı s výměnou energie jsou běžně neměřitelné

a nejsou v chemii brány v úvahu.
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Hmotnost sloučeniny je dána hmotnost́ı atomů, které ji tvoř́ı. Počet atomů
jistého druhu v každé sloučenině můžeme charakterizovat matićı složeńı ‖Tσα‖,
která má rozměr z × n. Zde je z počet atomů a n počet složek (sloučenin) v dané
reakčńı směsi. Prvek Tσα této matice, kde σ = 1, . . . , z a α = 1, . . . , n, tak udává
počet atomu σ ve složce α. Hmotnosti atomů i molekul jsou velice malé, i proto
se v chemii pracuje s molárńımi hmotnostmi, tedy s hmotnost́ı jednoho molu dané
entity. Molárńı hmotnost složky α (značená Mα) souviśı s atomovými hmotnostmi
takto:

Mα =

z∑
σ=1

AσTσα, α = 1, . . . , n. (2)

Zde Aσ je atomová hmotnost (hmotnost molu atomů) př́ıslušného atomu. Pomoćı
molárńıch hmotnost́ı převedeme hmotnostně-produkčńı rychlosti složek na látkově-
produkčńı rychlosti, které jsou v chemii mnohem běžněǰśı:

Jα = rα/Mα.

Jα znač́ı počet mol̊u (látkové množstv́ı) složky směsi α vzniklé nebo zaniklé za
jednotku času v jednotce objemu. Bilance hmotnosti (1) pak zńı

n∑
α=1

JαMα = 0. (3)

3. Lineárńı algebra a zachováńı atomů

Rovnice (3) připomı́ná složkové vyjádřeńı skalárńıho součinu dvou vektor̊u, které
jsou nav́ıc na sebe kolmé. A tady přicháźı ke slovu avizovaný Bowen̊uv lineárně-
algebraický rozbor [1]. Představme si (formálńı) n-rozměrný lineárńı vektorový
prostor složek (označený U) s báźı eα a reciprokou báźı eα.2 V tomto prostoru de-
finujme vektor (molárńıch) reakčńıch rychlost́ı J pomoćı reakčńıch rychlost́ı složek
a vektor molárńıch hmotnost́ı M:

J =

n∑
α=1

Jαeα, M =

n∑
α=1

Mαeα. (4)

Tyto vektory jsou na sebe vzhledem k (3) kolmé. Tuto rovnici můžeme ještě upravit
uvážeńım hmotnost́ı atomů, jež se zachovávaj́ı, což nám dále umožńı zracionalizo-
vat vyjádřeńı vektoru molárńıch hmotnost́ı.

Dosad’me rovnici (2) do levé strany rovnice (3):
n∑
α=1

JαMα =

z∑
σ=1

Aσ
n∑
α=1

TσαJ
α. (5)

Každý atom se zachovává, takže každý atomárńı sč́ıtanec na pravé straně je nulový:

Aσ
n∑
α=1

TσαJ
α = 0 ⇒

n∑
α=1

TσαJ
α = 0, σ = 1, . . . , z. (6)

2Pro náš výklad postač́ı ortonormálńı př́ıpad, ale z d̊uvod̊u konzistence s p̊uvodńı literaturou

budeme udržovat naznačenou symboliku.
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Výsledek (6) představuje homogenńı soustavu lineárńıch algebraických rovnic pro
rychlosti složek s matićı ‖Tσα‖. Tyto rychlosti jsou nenulové pouze v př́ıpadě, kdy
je hodnost této matice (h) menš́ı než počet složek n. Chemické reakce jsou tedy
možné, pokud n− h > 0. Hodnost h dále udává maximálńı možný počet lineárně
nezávislých vztah̊u soustavy (6). Zachováńı atomů, které tato soustava vystihuje,
pak můžeme přepsat na tvar

n∑
α=1

SσαJ
α = 0, σ = 1, . . . , h, (7)

kde matice ‖Sσα‖ má rozměr h × n a hodnost h a byla vytvořena z matice
‖Tσα‖ vypuštěńım lineárně závislých řádk̊u. Chemicky se to může projevit tak,
že se objev́ı

”
pseudoatomové“ substance tvořené skupinou atomů, které postačuj́ı

k vystižeńı zachováńı atomů. Molekulové hmotnosti pak můžeme zapsat s pomoćı
(molárńıch) hmotnost́ı pseudoatomových substanćı Eσ:

Mα =

h∑
σ=1

EσSσα, α = 1, . . . , n. (8)

Některé pseudoatomové substance mohou být totožné s p̊uvodńımi atomy; př́ıklady
substanćı budou uvedeny dále. Vektor molárńıch hmotnostńı pak vypadá následo-
vně:

M =

h∑
σ=1

Eσ
n∑
α=1

Sσαeα. (9)

Protože matice ‖Sσα‖ má hodnost h, reprezentuje druhý součet v rovnici (9)
lineárně nezávislé vektory

fσ =

n∑
α=1

Sσαeα, σ = 1, . . . , h. (10)

Můžeme je tak zvolit za bázi h-rozměrného podprostoru, který označ́ıme W. Ten
zároveň v prostoru složek určuje komplementárńı ortogonálńı (n − h)-rozměrný
podprostor V, který nazveme reakčńım podprostorem. Je tedyW⊥V a U =W⊕V.
Vyjádřeńı vektoru molárńıch hmotnost́ı v bázi podprostoru W zńı:

M =

h∑
σ=1

Eσfσ.

Protože podle (3) je J.M = 0, lež́ı vektor reakčńıch rychlost́ı J v podprostoru V;
odtud jeho název. Otázka nyńı zńı, jaké jsou složky reakčńıho vektoru v reakčńım
podprostoru, neboli jaké je jeho vyjádřeńı v bázi tohoto podprostoru.

O této bázi zat́ım nic bližš́ıho nev́ıme, vyjádřeme si ji prostě a nejprve v bázi
prostoru složek U , tedy vyjádřeme (n − h) lineárně nezávislých vektor̊u gp této
báze takto:

gp =

n∑
α=1

P pαeα, p = 1, . . . n− h. (11)
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Zde P pα jsou prvky vhodné matice ‖P pα‖ rozměru (n− h)× n a hodnosti n− h,
která splňuje podmı́nku ortogonality

fσ.g
p = 0 neboli ‖P pα‖ · ‖Sσα‖T = ‖0‖. (12)

Hledané souřadnice (složky) Jp reakčńıho vektoru v reakčńım podprostoru jsou
potom obecně dány takto:

J =

n−h∑
p=1

Jpg
p. (13)

Význam těchto souřadnic vyplyne ze srovnáńı rovnice (13) a prvé rovnice (4):

n∑
α=1

Jαeα =

n−h∑
p=1

Jpg
p =

n∑
α=1

n−h∑
p=1

JpP
pαeα. (14)

Z rovnice (14) plyne

Jα =

n−h∑
p=1

JpP
pα, α = 1, . . . , n. (15)

Rovnice (15) ukazuje, že reakčńı rychlosti složek Jα můžeme vyjádřit pomoćı
souřadnic Jp. Souřadnice Jp ale představuj́ı rychlosti n − h (nezávislých) reakćı
prob́ıhaj́ıćıch v dané reaguj́ıćı směsi. To plyne z daľśı podmı́nky ortogonality, kte-
rou dostaneme kombinaćı rovnice (11) a druhé rovnice (4):

0 = gp.M =

n∑
α=1

P pαMα, p = 1, . . . , n− h. (16)

Jestliže si v rovnici (16) představ́ıme na mı́stě molárńıch hmotnost́ı vzorce od-
pov́ıdaj́ıćıch sloučenin a č́ısla P pα chápeme jako tzv. stechiometrické koeficienty,
dostaneme v chemii dobře známé stechiometrické rovnice př́ıslušných reakćı. Ma-
tice ‖P pα‖ se pak nazývá matićı stechiometrických koeficient̊u, krátce stechiomet-
rickou matićı. Stechiometrická matice

”
určuje“ zastoupeńı složky α reaguj́ıćı směsi

v p-té reakci. Reaktanty maj́ı stechiometrické koeficienty záporné, produkty reakce
kladné.

Lineárně-algebraickým rozborem zachováńı atomů při chemických reakćıch jsme
tak došli k formulaci reakčńıho schématu, které je dáno stechiometrickou matićı.
Rychlosti jednotlivých reakćı (v chemii se často ř́ıká krok̊u) určuj́ı reakčńı rych-
losti složek podle rovnice (15). Opačný převod je možný pomoćı kovariantńıho
metrického tenzoru se složkami grp [1, 2], který se źıská inverźı kontravariantńıho
metrického tenzoru se složkami grp = gr.gp (r, p = 1, . . . , n− h):

Jp =

n∑
α=1

n−h∑
r=1

JαP rαgrp, p = 1, . . . , n− h.
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4. Př́ıklady

Ilustrujme si źıskané výsledky na př́ıkladech konkrétńıch reakčńıch směśı.
Prvńı, velmi jednoduchý př́ıklad vycháźı ze syntézy amoniaku (NH3) z mole-

kulárńıho duśıku (N2) a vod́ıku (H2). Počet složek směsi (n) je tedy 3, počet atomů
(z) 2. Oč́ıslujme složky takto: 1-molekulárńı duśık, 2-molekulárńı vod́ık, 3-amoniak
a atomy takto: 1-duśık, 2-vod́ık. Matice složeńı pak vypadá takto:

‖Tσα‖ =

[
2 0 1
0 2 3

]
a jej́ı hodnost je zjevně 2, takže v tomto př́ıpadě plat́ı ‖Sσα‖ ≡ ‖Tσα‖ a nemáme
žádné zvláštńı pseudoatomové substance. Souřadnice vektoru molárńıch hmotnost́ı
můžeme vyjádřit podle druhé rovnice (2)

M = (MN2
;MH2

;MNH3
)

nebo podle rovnice (8)

M = (2AN; 2AH;AN + 3AH).

Vektory báze podprostoru W jsou

f1 = 2e1 + e3, f2 = 2e2 + 3e3.

V nich pak vyjádř́ıme vektor molárńıch hmotnost́ı podle rovnice (9) takto:

M = ANf1 +AHf2.

Protože je zde n − h = 1, existuje tu jediná nezávislá reakce a jej́ı stechiomet-
rickou matici můžeme při splněńı (druhé) podmı́nky (12) volit takto:

‖P pα‖ =
[
−1 −3 +2

]
.

To odpov́ıdá tradičńımu zápisu syntézy amoniaku N2 + 3H2 = 2NH3. Reakčńı
rychlosti složek jsou pak jednoduše dány rychlost́ı oné nezávislé reakce (J ):

JN2 = −J, JH2 = −3J, JNH3 = 2J.

Poznamenejme ještě, že reakčńı směs syntézy amoniaku je ve skutečnosti složi-
těǰśı. V (pr̊umyslové) praxi se provád́ı za účasti tuhého katalyzátoru (zmı́něné tři
složky jsou plynné) a na jeho povrchu vznikaj́ı daľśı chemické útvary [4]. Reakčńı
směs se tak rozšǐruje např. o tyto složky: H(ads), N(ads), N2(ads), NH(ads),
NH2(ads), NH3(ads). Matice složeńı má pak rozměr 2 × 9, hodnost 2, takže je
možných sedm nezávislých reakćı. Shodou okolnost́ı učebnice [4] uvád́ı zrovna
sedmi-krokové reakčńı schéma navržené na základě chemických znalost́ı; lze snadno
ověřit, že toto schéma představuje možný systém sedmi nezávislých reakćı.

Obĺıbeným reakčńım schématem v oblasti chemie, které je dostatečně složité,
přitom stále jednoduché, je tzv. trojúhelńıkové schéma [5]. Vyskytuje se v reakčńı
směsi alespoň tř́ı složek, z nichž každá se může reakćı přeměnit na obě zbývaj́ıćı.
Reálným př́ıkladem je směs tř́ı izomer̊u butenu, které maj́ı shodný sumárńı vzorec
C4H8, ale lǐśı se prostorově-strukturńım uspořádáńım atomů a jsou tak od sebe
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chemicky jednoznačně odlǐsitelné. Lǐśı se názvy: 1,2-; cis-2,3- a trans-2,3-buten a
v tomto pořad́ı je i oč́ıslujeme. Matice složeńı (1-uhĺık, 2-vod́ık) je

‖Tσα‖ =

[
4 4 4
8 8 8

]
.

Jej́ı hodnost je zjevně 1, takže jsou možné n− h = 2 nezávislé reakce; jak už bylo
řečeno, v chemii se tato směs běžně popisuje tř́ıkrokovým schématem.

Matici ‖Sσα‖ můžeme volit jako [4 4 4], což odpov́ıdá pseudoatomové substanci
CH2 a E1 = AC + 2AH. Jinou volbou je [1 1 1] a odpov́ıdá pseudoatomové sub-
stanci C4H8 s molekulovou hmotnost́ı 56 g/mol. Vektor molekulových hmotnost́ı
je pak vyjádřen v reciproké bázi

M = 56e1 + 56e2 + 56e3

a vektor báze jednorozměrného podprostoruW v př́ıpadě prvé volby matice ‖Sσα‖
f1 = 4e1 + 4e2 + 4e3.

Stechiometrickou matici můžeme volit následovně:

‖P pα‖ =

[
−1 +1 0
0 −1 +1

]
.

Odpov́ıdá dvěma nezávislým reakćım: 1) 1,2-buten = cis-2,3-buten; 2) cis-2,3-
buten = trans-2,3-buten s rychlostmi J1 a J2. Reakčńı rychlosti složek dostaneme
pomoćı rovnice (15):

J1,2 = −J1, Jcis−2,3 = J1 − J2, J trans−2,3 = J2.

Tou třet́ı reakćı obvykle v chemii použ́ıvanou je přeměna trans-2,3-buten = 1,2-
buten, která tak

”
uzav́ırá“ trojúhelńıkové reakčńı schéma. Označme ji č́ıslem 3.

Rychlost této reakce již neńı nezávislá, resp. trojice rychlost́ı reakćı trojúhelńı-
kového schématu neńı nezávislá. Označme je r1, r2, r3 pro odlǐseńı od rychlost́ı
dvojice nezávislých reakćı. Reakčńı rychlosti složek muśı být stále stejné, at’ už
je vyjádř́ıme pomoćı rychlost́ı dvou nezávislých reakćı, nebo pomoćı tř́ı rych-
lost́ı trojúhelńıkového schématu. Z tohoto faktu obdrž́ıme následuj́ıćı vztahy mezi
r̊uznými reakčńımi rychlostmi:

J1 = r1 − r3, J2 = r2 − r3.
Vid́ıme, že neplat́ı zejména J1 = r1 a J2 = r2. Znamená to, že z trojice závislých
(rychlost́ı) reakćı neuděláme dvojici nezávislých prostě tak, že jednu vyškrtneme;
tato informace je v chemii docela neznámá.

5. Závěr

Ukázali jsme si, jak může matematika přispět k odhalováńı schémat chemických
reakćı. Neznamená to, že by chemici měli sv̊uj pohled a př́ıstup v této oblasti
zavrhnout. Měli by ale kromě čistě chemických úvah zahrnout i uvedené podněty
matematické, t́ım sṕı̌se, že matematiku k vyhodnocováńı kinetických dat běžně
použ́ıvaj́ı. Matematický pohled by jim mohl usnadnit práci omezeńım se na nezá-
vislé reakce, které k vystižeńı chemických přeměn (matematicky) zcela postačuj́ı.
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Pokud je z chemických d̊uvod̊u nutno uvažovat i daľśı, závislé reakce, matematický
rozbor ukazuje, jak jsou jejich rychlosti spjaty s rychlostmi reakćı nezávislých.
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TRAJEKTORIE AUTONOMNÍCH ROVNIC V ROVINĚ I.

LINEÁRNÍ SOUSTAVY A ROVNICE

JAN FRANCŮ

Abstrakt. Článek se zabývá trajektoriemi řešeńı autonomńıch soustav dvou lineár-
ńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu a jedné lineárńı rovnice druhého

řádu. Za předpokladu existence a jednoznačnosti řešeńı jsou analyzovány všechny

př́ıpady izolovaných i neizolovaných singulárńıch bod̊u ilustrovaná konkrétńımi př́ı-
klady včetně fázových portrét̊u. Nav́ıc je probrán implicitńı popis trajektoríı v kar-

tézských i v polárńıch souřadnićıch.

Úvod

Obyčejné diferenciálńı rovnice se využ́ıvaj́ı při modelováńı řady jev̊u ve fyzice,
mechanice, biologii, ekonomii i daľśıch oblastech. Řešeńı ve tvaru předpisu funkce
však neř́ıká mnoho o chováńı veličiny, kterou jsme modelovali. Názorněǰśı infor-
maci dává graf řešeńı, který však lze znázornit v rovině jen v př́ıpadě jedné rov-
nice prvńıho řádu. Pokud rovnice splňuje podmı́nky pro existenci a jednoznačnost
řešeńı v nějaké oblasti, grafy řešeńı tvoř́ı

”
rovnoběžné“ neprot́ınaj́ıćı se křivky.

Tato vlastnost už neńı u rovnice druhého řádu. Protože řešeńı je určeno dvěmi
počátečńımi podmı́nkami, hodnotou a derivaćı, každým bodem procháźı nekonečně
mnoho graf̊u řešeńı s r̊uznými směrnicemi. Podobně grafem řešeńı soustavy dvou
rovnic prvńıho řádu je křivka v prostoru R3, kterou také nelze znázornit v rovině.

Problém řeš́ı trajektorie řešeńı. V př́ıpadě soustavy dvou rovnic prvńıho řádu
trajektorie je pr̊umět grafu řešeńı do prostoru hodnot, kterým je rovina. Jestliže
rovnice nebo soustava rovnic je autonomńı, tj. nezáviśı na proměnné x:

”
okolnosti“

jevu se v čase x neměńı, záviśı jenom na aktuálńıch hodnotách řešeńı. Řešeńı
vycházej́ıćı ze stejného bodu v r̊uzných časech maj́ı sice r̊uzné grafy (posunuté
v čase x) ale stejné trajektorie. Jsou to křivky nebo body v rovině. Trajektorie
nekonstantńıch řešeńı jsou lokálně

”
rovnoběžné“ křivky, v okoĺı konstantńıho řešeńı

– jeho trajektoríı je tzv. singulárńı bod – se trajektorie chovaj́ı r̊uzně.
Př́ıkladem reálné situace je pohyb hrotu pera po paṕıru (bez zvedáńı od paṕıru).

Trajektorie tohoto pohybu je křivka, kterou pero na paṕı̌re zanechalo. Ke křivce
přidáváme orientaci podle směru pohybu při rostoućım času.

2010 MSC. Primárńı 34A30.
Kĺıčová slova. autonomńı diferenciálńı rovnice a systémy, trajektorie, typy singulárńıch bod̊u,

implicitńı popis trajektoríı v kartézských a polárńıch souřadnićıch.
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V př́ıpadě autonomńı rovnice druhého řádu k hodnotě řešeńı y(x) přidáme jako
druhou souřadnici hodnotu derivace řešeńı y′(x). Dostáváme tak body (y(x), y′(x))
v rovině, které tvoř́ı křivku, tj. trajektorii v tzv. fázovém prostoru.

Trajektorie řešeńı tak dává názornou informaci o chováńı řešeńı. Zaj́ımavé
je zejména chováńı trajektoríı v okoĺı trajektorie konstantńıho řešeńı, tzv. sin-
gulárńıho bodu. Z obrázku lze také zjistit typ a vlastnosti singulárńıho bodu.

Obecné řešeńı y(x) = c1u1(x)+ c2u2(x) dvoudimenzionálńı soustavy lineárńıch
diferenciálńıch rovnic je určeno dvěma konstantami c1, c2. Trajektorie je tak křivka
zapsaná v parametrickém tvaru. Většinou neńı snadné určit tyto konstanty pro
trajektorii procházej́ıćı daným bodem y = (y1, y2). Implicitńı popis trajektorie ve
tvaru F (y1, y2) = k umožňuje určit konstantu k dosazeńım souřadnic bodu a t́ım
určit hledanou trajektorii. Pro tento účel se v řadě př́ıpad̊u hod́ı implicitńı popis
v kartézských souřadnićıch, v řadě př́ıpad̊u je však vhodněǰśı popis v polárńıch
souřadnićıch.

Ćılem článku je probrat všechny př́ıpady a možnosti trajektoríı v okoĺı sin-
gulárńıch bod̊u lineárńı soustavy dvou rovnic a rovnice druhého řádu a jejich popis
v implicitńım tvaru v kartézských i polárńıch souřadnićıch. V prvńı sekci formu-
lujeme autonomńı soustavy a rovnice, trajektorie řešeńı a jejich vlastnosti. Druhá
sekce se zabývá trajektoriemi v okoĺı singulárńıho bodu v rovině, třet́ı analyzuje
singulárńı body lineárńıch rovnic. Čtvrtá sekce se zabývá implicitńım popisem
trajektoríı a pátá přináš́ı př́ıklady všech typ̊u singulárńıch bod̊u lineárńıch rovnic
v rovině, jejich fázových portrét̊u a implicitńıch popis̊u trajektorii. V posledńı sekci
jsou výsledky implicitńıho popisu trajektoríı zhodnoceny.

Implicitńı popis trajektoríı v kartézských souřadnićıch jsem přidal z podnětu
doc. M. Kureše. Doplnil jsem implicitńı popis trajektoríı v polárńıch souřadnićıch.
Oba, hlavně ten druhý, jsou asi výsledky nové.

1. Autonomńı soustavy, rovnice a jejich trajektorie

Rovnici nebo soustavu rovnic nazveme autonomńı, jestliže rovnice nebo soustava
nezáviśı na nezávislé proměnné. Rovnice prvńıho řádu y′(x) = f(x, y) je tedy
autonomńı, pokud funkce f(x, y) nezáviśı na proměnné x, rovnici prvńıho řádu
tak můžeme zapsat ve tvaru y′ = f(y). Autonomńı lineárńı rovnice y′+ay = b má
koeficienty a, b konstantńı.

Autonomńı soustava rovnic

Soustavu n autonomńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro nez-
námé funkce y1(x), . . . , yn(x) lze obecně zapsat ve tvaru y′i = fi(y1, . . . , yn), i =
1, . . . , n. Tato soustava je autonomńı, protože funkce fi nezávisej́ı na proměnné
x. Označme y(x) = (y1(x), . . . , yn(x)) vektorovou funkci řešeńı a f = (f1, . . . , fn)
vektorovou funkci pravých stran, kde funkce fi(y1, . . . , yn) ≡ fi(y). Soustavu n
autonomńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu lze tak zapsat ve tvaru

y′(x) = f(y(x)) . (1.1)
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Piccardova věta dává existenci a jednoznačnost řešeńı v př́ıpadě, kdy pravé strany
fi(y1, . . . , yn), jsou lokálně lipschitzovské v proměnných yi.

Věta 1.1. Necht’ G je oblast (otevřená souvislá množina) v Rn a vektorová
funkce f : G → Rn je lokálně lipschitzovká v oblasti G, tj. pro každou kompaktńı
(omezenou a uzavřenou) podmnožinu K ⊂ G existuje kladná konstanta L (m̊uže
záviset na množině K) taková, že

|f(y)− f(y)| ≤ L |y − y| , ∀y,y ∈ K , (1.2)

kde |y − y| je vzdálenost bod̊u v Rn. Potom pro každý bod γγ ∈ G a x0 ∈ R má
soustava (1.1) právě jedno řešeńı y(x) splňuj́ıćı podmı́nku y(x0) = γγ.

Pokud funkce f je jen spojitá, řešeńı existuje, ale nemuśı být jediné.

Autonomńı lineárńı soustavu n rovnic lze zapsat ve tvaru

y′ = A y + b (1.3)

s matićı konstantńıch koeficient̊u A ∈ Rn×n a konstantńım vektorem b na pravé
straně. Pravá strana f(y) = A y + b je lipschitzovská v celém Rn. Plat́ı proto

Věta 1.2. Necht’ A ∈ Rn×n, b ∈ Rn. Potom pro každý bod γγ ∈ Rn a x0 ∈ R
soustava (1.3) má právě jedno řešeńı y(x) splňuj́ıćı podmı́nku y(x0) = γγ.

Ve fyzikálńıch aplikaćıch obvykle nezávisle proměnnou x je čas. Pojem auto-
nomńı systém diferenciálńıch rovnic je proto přirozený – popisuje jevy, při kterých
se s časem x neměńı podmı́nky, které tvoř́ı data úlohy.

Trajektorie, jejich vlastnosti a druhy

Trajektorie řešeńı je pr̊umět grafu řešeńı v prostoru I × Rn do prostoru hodnot,
tzv. fázového prostoru, kterým je Rn:

Definice 1.3. Trajektorie 〈y〉 řešeńı y(x) na intervalu I je množina hodnot,
kterých řešeńı nabývá

〈y〉 := {y(x) ∈ Rn
∣∣ x ∈ I} . (1.4)

Pokud trajektorie je křivka, orientujeme ji podle rostoućıho x. Trajektorie kon-
stantńıho řešeńı je bod, zvaný singulárńı trajektorie.

Poznamenejme, že zat́ımco graf řešeńı je křivka v Rn+1, trajektorie řešeńı y(x)
je množina hodnot řešeńı, tj. křivka, př́ıpadně bod v definičńım oboru G funkce
f(y), která je podmnožinou tzv. fázového prostoru Rn. Šipka ukazuje orientaci

”
pohybu“ hodnoty řešeńı po trajektorii při rostoućım x.

Budeme se zabývat jen trajektoriemi úplných (také maximálńıch) řešeńı, tj.
řešeńı na maximálńım intervalu, které už nelze prodloužit na větš́ı interval. Bu-
deme předpokládat, že podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı jsou splněny.

Věta 1.4. Necht’ f : G→ Rn je spojitá funkce a y(x) úplné řešeńı rovnice (1.1).
Potom pro jeho trajektorii plat́ı:

(a) Trajektorie 〈y〉 řešeńı y je souvislá množina v oblasti G ⊂ Rn.
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(b) Je-li y(x) úplné řešeńı definované na intervalu (a, b), potom pro každé
c ∈ R funkce yc(x) = y(x−c) je také úplné řešeńı na posunutém intervalu
(a+ c, b+ c) a má stejnou trajektorii.

(c) Jestlǐze f(y) je lokálně lipschitzovská, dvě úplná řešeńı maj́ı bud’ disjunktńı
trajektorie nebo jejich trajektorie jsou totožné.

(d) Pokud f(y) je lokálně lipschitzovská, existuj́ı jen tři druhy trajektoríı:
(α) singulárńı bod – trajektorie konstantńıho řešeńı,
(β) uzavřená neprot́ınaj́ıćı se křivka – trajektorie periodického řešeńı,
(γ) neprot́ınaj́ıćı se křivka bez koncových bod̊u – ostatńı trajektorie.

Náčrt d̊ukaz̊u. (a) Tvrzeńı je d̊usledkem vlastnosti spojitého zobrazeńı: Spojité
zobrazeńı souvislou množinu – interval – zobraźı na souvislou množinu.

(b) Označme yc(x) = y(x − c). Tvrzeńı je d̊usledkem následuj́ıćı rovnosti
y′c(x) = y′(x− c) = f(y(x− c)) = f(yc(x)).

(c) Jestliže trajektorie dvou řešeńı y1(x) a y2(x) maj́ı společný bod, d́ıky jed-
noznačnosti obě řešeńı maj́ı stejné pokračováńı a t́ım i stejnou trajektorii.

(d) Konstantńı řešeńı dává singulárńı trajektorii – př́ıpad (α). Jestliže se tra-
jektorie úplného nekonstantńıho řešeńı prot́ıná, tj. řešeńı nabývá stejné hodnoty
pro r̊uzná x1 < x2, potom z jednoznačnosti plyne, že řešeńı je periodické a jeho
trajektorie je uzavřená neprot́ınaj́ıćı se křivka – př́ıpad (β). Jestliže se trajektorie
neprot́ıná, řešeńı je prostá křivka, př́ıpad γ. �

V př́ıpadě n = 2 grafem řešeńı je křivka v R3. Trajektorie řešeńı je množina
(křivka nebo bod) v rovině, které už lze načrtnout. Budeme se proto zabývat
soustavou dvou rovnic, i když př́ıslušná tvrzeńı plat́ı i pro soustavu v́ıce rovnic.

Rovnice n-tého řádu

Rovnice n-tého řádu y(n) = f(x, y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) je autonomńı, pokud funkce
f nezáviśı na x. Autonomńı rovnici lze proto zapsat ve tvaru

y(n) = f(y, y′, y′′, . . . , y(n−1)) , (1.5)

rovnici doplńıme n počátečńımi podmı́nkami v určitém bodě x0:

y(x0) = γ0 , y′(x0) = γ1 , y′′(x0) = γ2 , . . . , y(n−1)(x0) = γn−1 . (1.6)

Pro řešeńı rovnice n-tého řádu plat́ı analogické tvrzeńı:

Věta 1.5. Necht’ G je oblast v Rn a f : G→ Rn funkce spojitá v G, x0, γi ∈ R.
Potom existuje funkce y(x) splňuj́ıćı rovnici (1.5) a počátečńı podmı́nky (1.6).
Pokud f je nav́ıc lokálně lipschitzovská v G, viz Větu 1.1, potom řešeńı je jediné.

Každou rovnici n-tého řádu (1.5) lze převést na soustavu n rovnic prvńıho řádu

y′1 = y2 , y′2 = y3 , y′3 = y4 , . . . , y′n = f(y1, y2, . . . , yn−1) ,

přičemž nové neznámé jsou

y1 = y , y2 = y′ , y3 = y′′ , . . . , yn = y(n−1) .

Počátečńı podmı́nky (1.6) přitom přejdou na

y1(x0) = γ0 , y2(x0) = γ1 , y3(x0) = γ2 , . . . , yn(x0) = γn−1 .
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Trajektorie řešeńı rovnice n-tého řádu

Trajektorie rovnice n-tého řádu definujeme jako trajektorii vektorového řešeńı
př́ıslušné soustavy n rovnic prvńıho řádu, přičemž prvńı složka y1 odpov́ıdá hod-
notě řešeńı a daľśı složky derivaćım řešeńı. Trajektorie tedy bude křivka nebo bod
ve fázovém prostoru Rn, se souřadnicemi y, y′, y′′, . . . , y(n−1):

Definice 1.6. Trajektorie řešeńı y(x) rovnice (1.5) na intervalu I je množina

〈y〉 := {(y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(n−1)(x)) ∈ Rn | x ∈ I}.
Pokud y(x) neńı konstantńı, trajektorie je křivka, jej́ı orientaci vyznač́ıme šipkou.

Trajektorie řešeńı rovnice n-tého řádu maj́ı stejné vlastnosti jako trajektorie
řešeńı soustavy n rovnic formulované ve Větě 1.4.

V tomto článku se budeme zabývat jen rovnicemi druhého řádu y′′ = f(y, y′).
Trajektorie řešeńı jsou křivky př́ıpadně body v rovině, na

”
vodorovnou“ osu y

vynáš́ıme hodnoty y(x), na
”
svislou“ osu hodnoty derivace y′(x). Kromě vlastnost́ı

z Věty 1.4 nav́ıc plat́ı vlastnosti, které nám usnadńı zjistit orientaci trajektoríı.

Věta 1.7. Trajektorie konstantńıch řešeńı lež́ı na ose y, tj. y′ = 0. Trajektorie
s kladnou souřadnićı y′ jsou orientovány v kladném směru, tj. vpravo, trajektorie
se zápornou souřadnićı y′ jsou orientovány v záporném směru, tj. vlevo.

2. Trajektorie v okoĺı singulárńıch bod̊u

Vrat’me se k soustavě dvou rovnic prvńıho řádu, kterou zapisujeme ve tvaru

y′ = f(y) , tj. y′1 = f1(y1, y2) , y′2 = f2(y1, y2) . (2.1)

Předpokládáme, že funkce f1(y1, y2), f2(y1, y2) jsou definované a lokálně lipschi-
tzovské v oblasti G ⊂ R2. Podle Věty 1.1 každým bodem y množiny G procháźı
právě jedna trajektorie. Vı́me, že trajektorie jsou bud’ body, tzv. singulárńı body
– trajektorie konstantńıch řešeńı, nebo regulárńı body trajektoríı, které jsou ne-
prot́ınaj́ıćı se uzavřené nebo otevřené křivky. Různé trajektorie jsou disjunktńı,
oblast G v rovině y1, y2 se tak rozpadne na body a neprot́ınaj́ıćı se křivky.

Souřadnice singulárńıho bodu y0 splňuj́ı soustavu f(y0) = 0. Uvažujme bod y∗,
kde f(y∗) 6= 0. Protože funkce f(y) je spojitá, regulárńı bod y∗, kde f(y∗) 6= 0,
má okoĺı, kde f(y) jsou také nenulové. Dı́ky tomu každým bodem okoĺı procháźı
také regulárńı trajektorie. Tyto trajektorie v okoĺı y∗ tvoř́ı množinu navzájem dis-
junktńıch

”
rovnoběžných“ a

”
souhlasně orientovaných“ neprot́ınaj́ıćıch se křivek,

které lze
”
spojitě převést“ jednu na druhou se zachováńım orientace.

V singulárńım bodě – trajektorii konstantńıho řešeńı – je situace odlǐsná, tra-
jektorie se mohou chovat r̊uzně, viz např. Př́ıklady 5.2, 5.3, 5.4.

Typy izolovaného singulárńıho bodu

Budeme se zabývat izolovanými singulárńımi body, to jsou body y0, v jejichž
ryźım okoĺı (tj. okoĺı bodu y0 bez bodu y0) je f(x) 6= 0. Situaci trajektoríı v okoĺı
neizolovaných singulárńıch bod̊u probereme později.
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Definice 2.1. Uvažujme trajektorie řešeńı soustavy rovnic (2.1). Necht’ y0 je
izolovaný singulárńı bod soustavy rovnic (2.1), tj. izolované řešeńı soustavy rovnic
f(y) = 0. Bod y0 se nazývá:

střed – pokud existuje ryźı okoĺı U bodu y0, ve kterém každým bodem y ∈ U
procháźı uzavřená trajektorie obsahuj́ıćı ve svém vnitřku bod y0.

atraktivńı uzel – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie smě-
řuj́ıćı do tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má limitu:

lim
x→∞

y(x) = y0 , a existuje limita lim
x→∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

neatraktivńı uzel – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
z bodu y0 vycházej́ıćı, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má limitu:

lim
x→−∞

y(x) = y0 , a existuje limita lim
x→−∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

atraktivńı ohnisko – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
bĺıž́ıćı se k bodu y0, ale směrový vektor tečny trajektorie nemá limitu:

lim
x→∞

y(x) = y0 , a neexistuje limita lim
x→∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

neatraktivńı ohnisko – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
vycházej́ıćı z bodu y0 a směrový vektor tečny trajektorie nemá limitu:

lim
x→−∞

y(x) = y0 , a neexistuje limita lim
x→−∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

sedlo – pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém existuj́ı jak trajektorie, které se k y0

bĺıž́ı, tak trajektorie, které se od něj vzdaluj́ı, tj. existuj́ı řešeńı y1(x) a y2(x)
taková, že

lim
x→∞

y1(x) = y0 , lim
x→−∞

y2(x) = y0 .

Poznámky 2.2.

(a) V literatuře lze naj́ıt také jiné názvy. Singulárńımu bodu střed se ř́ıká
také centrum, atraktivńı (uzel nebo ohnisko) se nazývá také přitahuj́ıćı a
neatraktivńı (uzel nebo ohnisko) se nazývá také odpuzuj́ıćı.

(b) Uzel a ohnisko se lǐśı limitou tečného vektoru. V př́ıpadě atraktivńıho
uzlu se trajektorie při x → ∞ bĺıž́ı k singulárńımu bodu

”
př́ımo“, tj.

limita orientovaného úhlu, který sv́ırá tečný vektor s osou y je konečná.
V př́ıpadě atraktivńıho ohniska se trajektorie bĺıž́ı k singulárńımu bodu

po spirále
”
ob́ıhaj́ıćı“ singulárńı bod nekonečně mnoho krát, tj. oriento-

vaný úhel tečny nemá konečnou limitu, ale jde do ±∞.
V př́ıpadě neatraktivńıho uzlu nebo ohniska jde o limity pro x→ −∞.

(c) Singulárńı body v rovině, tj. v př́ıpadě soustavy dvou rovnic, mohou být
pouze uvedených typ̊u: střed, uzel, ohnisko a sedlo.

(d) Zat́ım jsme se zabývali izolovanými singulárńımi body. V př́ıpadě, kdy
singulárńı body v rovině tvoř́ı křivku, mohou nastat tyto př́ıpady:
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(α) Body křivky jsou atraktivńı uzly, tj. ke každému bodu se bĺıž́ı po
jedné trajektorii z obou stran.

(β) Body křivky jsou neatraktivńı uzly, tj. z každého bodu vycházej́ı po
jedné trajektorii na obě strany.

(γ) Trajektorie v okoĺı křivky singulárńıch bod̊u vedou
”
rovnoběžně“

podél křivky jako v př́ıpadě střed.
(e) Singulárńı trajektorie mohou zaplnit plochu, např́ıklad soustava y′1 = 0,

y′2 = 0 má jen konstantńı řešeńı a singulárńı body tvoř́ı celou rovinu.
(f) Existuj́ı autonomńı soustavy rovnic, které nemaj́ı žádný singulárńı bod,

např́ıklad y′1 = 1, y′2 = 2.
(g) Jestliže y0 6= 0 splňuje f(y0) = 0, singulárńı bod y0 přesuneme do počátku

vztahem y(x) = y∗(x) + y0. Potom 0 bude singulárńım bodem rovnice
(y∗)′ = f∗(y∗), kde f∗(y∗) = f(y∗ + y0). Trajektorie se jen posunou o
vektor y0. Proto stač́ı studovat jen př́ıpad singulárńıho bodu v počátku.

3. Singulárńı body lineárńıch diferenciálńıch rovnic

Uvažujme autonomńı soustavu lineárńıch rovnic y′ = A y + b, kde matice A a
vektor b jsou konstantńı. Singulárńımi body jsou trajektorie konstantńıch řešeńı,
která jsou řešeńımi soustavy algebraických rovnic A y + b = 0. Podle Frobeniovy
věty v závislosti na hodnosti h(A) matice soustavy A a hodnosti h(A|b) rozš́ı̌rené
matice (A|b) mohou nastat tři př́ıpady:

(a) jestliže h(A) = h(A|b) = n, soustava má pravě jedno řešeńı,
(b) jestliže h(A) = h(A|b) < n, soustava má nekonečně mnoho řešeńı,
(c) jestliže h(A) < h(A|b), soustava nemá řešeńı.

V př́ıpadě (a), kdy h(A) = h(A|b) = n, soustava y′ = A y + b má právě jeden
singulárńı bod, který označ́ıme y0. Substitućı y = y∗ + y0 dostáváme soustavu
diferenciálńıch rovnic bez pravé strany (y∗)′ = A y∗, která má triviálńı řešeńı
y∗(x) = 0. Je to jediný singulárńı bod. V daľśım proto budeme zkoumat soustavu
dvou rovnic bez pravé strany. Přidáńım pravé strany b do soustavy se všechny
trajektorie jen posunou o vektor y0. Př́ıpady (b) a (c) probereme později.

Soustava dvou lineárńıch rovnic

Uvažujme soustavu rovnic y′ = A y, kde A je konstantńı matice typu 2× 2. Tato
soustava má obecné řešeńı

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) ,

kde u1(x), u2(x) jsou nezávislá řešeńı rovnice y′ = A y. Pro c1 = c2 = 0 dostáváme
nulové řešeńı, které dává jediný singulárńı bod 0 ≡ (0, 0) . Trajektorie v jeho
okoĺı jsou určeny pomoćı řešeńı u1(x) a u2(x), která závisej́ı na kořenech λ1, λ2
charakteristického polynomu

P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A) .
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Je-li matice A je regulárńı, kořeny λ1, λ2 jsou nenulové. Jediným singulárńım
bodem je počátek 0, který je t́ım pádem izolovaný. Podle hodnoty diskriminantu
D = Tr(A)2 − 4 det(A) kvadratické rovnice P (λ) = 0 rozlǐsujeme tři př́ıpady:

(1) D > 0 – rovnice má dva r̊uzné reálné kořeny λ1, λ2 a existuj́ı dva nezávislé
vektory v1,v2, které splňuj́ı rovnici (A − λE)v = 0. Źıskali jsme tak dvě
řešeńı ui(x) = vie

λix. Je-li λi > 0, řešeńı ui(x) se od počátku vzdaluje do
nekonečna:

lim
x→−∞

‖ui(x)‖ = 0 , lim
x→∞

‖ui(x)‖ =∞ .

V př́ıpadě λi < 0 řešeńı ui(x) je atraktivńı, z nekonečna se bĺıž́ı k počátku:

lim
x→−∞

‖ui(x)‖ =∞ , lim
x→∞

‖ui(x)‖ = 0 .

Ve všech př́ıpadech limita směrnice tečny trajektorie existuje a je konečná.
Dostáváme tak tři př́ıpady kořen̊u λi a t́ım i singulárńıch bod̊u:
(1a) oba kořeny jsou kladné 0 < λ1 < λ2 – počátek je neatraktivńı uzel,
(1b) jeden je záporný a druhý kladný: λ1 < 0 < λ2 – vycháźı sedlo,
(1c) oba kořeny jsou záporné: λ1 < λ2 < 0 dostáváme – atraktivńı uzel.

(2) D = 0 – rovnice má dvojnásobný reálný kořen λ1,2 = λ. Rozlǐśıme dva př́ıpady
podle hodnosti matice A− λE:
(2a) Pokud h(A − λE) = 0, máme dva nezávislé vlastńı vektory v1,v2 spl-

ňuj́ıćı (A− λE)vi = 0 a t́ım i dvě řešeńı ui(x) = vi eλx, trajektorie jsou
polopř́ımky.

(2b) Pokud h(A − λE) = 1, existuje
”
dvojice“ nenulových vektor̊u v,w ta-

ková, že (A − λE)v = 0 , (A − λE)w = v. Vektory dávaj́ı řešeńı
u1(x) = v eλx, u2(x) = v xeλx + w eλx. Jak pro x → ∞, tak pro
x → −∞ v součinu xex

”
převládne“ ex nad x. Dostáváme tak stejný

typ singulárńıho bodu, jen trajektorie řešeńı u2(x) jsou zakřivené.
V obou př́ıpadech:
(2aa),(2ab) λ > 0 trajektorie se vzdaluj́ı od počátku – neatraktivńı uzel,
(2ba),(2bb) λ < 0 trajektorie se bĺıž́ı k počátku – atraktivńı uzel.

(3) D < 0 – rovnice má dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1 = µ + i ν,
λ2 = µ− i ν. Obecné řešeńı je y(x) = (c1 v1 cos(νx) + c2 v2 sin(νx))eµx, kde
v1,v2 jsou vhodné vektory. Reálná část µ určuje, zda se řešeńı bĺıž́ı nebo
vzdaluje od počátku. Imaginárńı část ν 6= 0 dává

”
rychlost“ rotace okolo

počátku. Rozlǐśıme opět tři př́ıpady:
(3a) reálná část µ kořen̊u λ je kladná – počátek je neatraktivńı ohnisko,
(3b) reálná část µ kořen̊u je záporná – vycháźı atraktivńı ohnisko,
(3c) reálná část µ kořen̊u je nulová – dostáváme střed.

Zbývá př́ıpad soustav dvou lineárńıch rovnic se singulárńı matićı A. Pak:

(4) Necht’ jeden kořen λ1 je nulový a druhý λ2 nenulový. Matice A je singulárńı,
řešeńı rovnice Ay = 0 tvoř́ı př́ımku určenou vektorem v1, který splňuje rovnici
Av = 0. Body př́ımky jsou trajektorie konstantńıch řešeńı y(x) = c1v1.
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Pro jejich klasifikaci převezmeme názvy pro izolované singulárńı trajektorie.
Druhý kořen λ2 dává řešeńı u2(x) = v2 eλ2x. Podle znaménka λ2 plat́ı, že do
(nebo z) každého singulárńıho bodu př́ımky vedou dvě trajektorie:
(4a) λ1 = 0, λ2 > 0 – singulárńı body jsou neatraktivńı uzly, trajektorie

se rovnoběžně vzdaluj́ı od singulárńıch bod̊u,
(4b) λ1 = 0, λ2 < 0 – singulárńı body jsou atraktivńı uzly, trajektorie se

rovnoběžně přibližuj́ı k singulárńım bod̊um.
(5) Nula je dvojnásobný kořen. Podle hodnosti matice A máme dva př́ıpady:

(5a) h(A) = 1 – singulárńı body tvoř́ı př́ımku určenou vektorem v, který je
nenulovým řešeńım Av = 0. Trajektorie druhého řešeńı u2(x) = v x+w
jsou rovnoběžné s př́ımkou singulárńıch bod̊u – body nazveme středy,

(5b) h(A) = 0, tedy A = 0, singulárńı body tvoř́ı celou rovinu.
(6) Zbývá ještě analyzovat př́ıpad (c) soustavy dvou diferenciálńıch rovnic s pra-

vou stranou, kdy h(A) = 0 < 1 = h(A|b) a soustava A y + b = 0 nemá
řešeńı. Potom soustava diferenciálńıch rovnic nemá singulárńı body a všechny
trajektorie jsou

”
rovnoběžné“ stejně orientované otevřené křivky nebo př́ımky.

Rovnice druhého řádu

Autonomńı rovnici druhého řádu lze zapsat ve tvaru y′′ = f(y, y′). Transformaćı
(y(x), y′(x)) 7→ (y1(x), y2(x)) lze rovnici převést na soustavu dvou rovnic y′1 = y2,
y′2 = f(y1, y2). Autonomńı lineárńı rovnice druhého řádu zapsaná ve tvaru

L(y) ≡ y′′ + a1 y
′ + a0 y = b

má konstantńı koeficienty a1, a0 ∈ R i pravou stranu b ∈ R. Pokud a0 6= 0, potom
rovnice má konstantńı řešeńı y(x) = b/a0, které představuje jediný singulárńı bod.
Transformaćı y(x) = y∗(x) + b/a0 přesuneme singulárńı bod do nuly, źıskáme tak
lineárńı rovnici bez pravé strany L(y) ≡ y′′ + a1 y

′ + a0 y = 0 s obecným řešeńım

y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) , c1, c2 ∈ R ,

kde u1(x), u2(x) jsou nezávislá řešeńı rovnice L(y) = 0, která lze snadno určit po-
moćı kořen̊u λ1, λ2 charakteristického polynomu P (λ) = λ2 +a1 λ+a0. Převodem
y1(x) = y(x) a y2(x) = y′(x) źıskáme soustavu rovnic y′1 = y2, y′2 = −a0 y1− a1 y2
která dává stejný charakteristický polynom P (λ) = λ2+a1 λ+a0 jako p̊uvodńı rov-
nice. Podle kořen̊u λ1, λ2 dostáváme stejné výsledky jako pro autonomńı soustavu
dvou rovnic studovanou v předchoźıch odstavćıch.

Souhrn

Odvodili jsme následuj́ıćı tvrzeńı o typech singulárńıch bod̊u.

Věta 3.1. Uvažujme soustavu dvou lineárńıch rovnic y′ = A y s regulárńı
matićı A a odpov́ıdaj́ıćı charakteristický polynom P (λ) s nenulovými kořeny λ1, λ2
nebo rovnici druhého řádu y′′ + a1 y

′ + a0 y = 0 a odpov́ıdaj́ıćı charakteristický
polynom P (λ) s nenulovými kořeny λ1, λ2. Potom izolovaný singulárńı bod 0 je:

neatraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a kladné, tj. 0 < λ1 ≤ λ2,

atraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a záporné, tj. λ1 ≤ λ2 < 0,



66 J. FRANCŮ

sedlo, pokud jeden kořen je kladný a druhý záporný, tj. λ1 < 0 < λ2,

neatraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené s kladnou reálnou
část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ > 0, ν 6= 0),

atraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené se zápornou reálnou
část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ < 0, ν 6= 0),

střed, pokud kořeny jsou komplexně sdružené a maj́ı nulovou reálnou část, tj.
λ1,2 = ±i ν, (ν 6= 0).

V př́ıpadě jednoho nulového kořene singulárńı body nejsou izolované, ale tvoř́ı
př́ımku a v př́ıpadě A = 0 celou rovinu. Pokud h(A) = 1, singulárńı body jsou:

neatraktivńı uzel, pokud druhý nenulový kořen je kladný,

atraktivńı uzel, pokud druhý nenulový kořen je záporný,

střed, pokud nula je dvojnásobný kořen, ale h(A) = 1.

4. Implicitńı popis trajektorii

Vzorce pro obecné řešeńı y(x) = c1 v1 φ(x) + c2 v2 ψ(x) určuj́ı trajektorie 〈y〉
jednotlivých řešeńı y pro dané c1, c2 jako křivky v parametrickém tvaru. Přitom
zobrazeńı, které řešeńı y(x) s parametry c1, c2 přǐrad́ı jeho trajektorii 〈y〉, kromě
singulárńıch řešeńı, neńı prosté: řešeńı y(x) a y(x− c) maj́ı stejnou trajektorii.

Obrácená úloha: Naj́ıt trajektorii, která procháźı daným bodem y vede na sou-
stavu dvou často nelineárńıch rovnic y(x) = c1 v1 φ(x) + c2 v2 ψ(x) pro neznámé
c1, c2, x, která většinou neńı snadno řešitelná. Implicitńı popis trajektorie ve tvaru
Ψ(y1, y2) = k umožňuje snadno určit trajektorii, která procháźı daným bodem y.
Stač́ı dosadit jeho souřadnice do rovnice a dostáváme konstantu k implicitńıho
popisu Ψ(x, y) = k. Nevýhodou implicitńıho popisu křivky je, že nedává orientaci
trajektorie, tu nutno určit jiným zp̊usobem.

V Př́ıkladech 5.2, 5.3, 5.4 lze trajektorie snadno popsat implicitně pomoćı po-
lynomů. Ve všech př́ıpadech lineárńıch rovnic i soustav lze sice trajektorie po-
psat implicitně, často však funkce Ψ(y1, y2) neńı polynom, popis trajektorie je jen
lokálńı a křivka obsahuje i body, které trajektorii nepatř́ı. Ukážeme, že v některých
př́ıpadech je vhodněǰśı implicitńı popis trajektorie v polárńıch souřadnićıch.

Implicitńı popis trajektoríı v kartézských souřadnićıch

Obecné řešeńı y = (y1, y2)T zapsané ve tvaru y(x) = c1v1φ(x) + c2v2ψ(x) s nezá-
vislými vektory v1 = (v11 , v

1
2)T , v2 = (v21 , v

2
2)T a c1, c2 6= 0 lze pomoćı Cramerova

pravidla upravit na tvar

|y,v|
c1|u,v2|

= φ(x) ,
|v1,y|
c2|v1,v2|

= ψ(x) ,

kde |v1,v2| znač́ı determinant v11 v
2
2 − v12 v21 . Pokud funkce F (ξ, η) splňuje rovnici

F (φ(x), ψ(x)) = 0, potom pro ci 6= 0 trajektorie jsou určeny implicitńı rovnićı

F

( |y,v2|
c1|v1,v2|

,
|v1,y|

c2|v1,v2|

)
= 0 . (4.1)
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V př́ıpadě nenulových reálných kořen̊u λ1 6= λ2 jsou φ(x) = eλ1x, ψ(x) = eλ2x je

F (ξ, η) = |ξ|λ2 − |η|λ1 .

Pokud poměr λ1 : λ2 je racionálńı č́ıslo, umocněńım dostaneme polynom. V př́ıpadě
dvojnásobného kořene, kdy φ(x) = eλx, ψ(x) = x eλx, vyhovuj́ı např́ıklad funkce

F (ξ, η) = λ η
ξ − ln |ξ| nebo F (ξ, η) = exp

(
λ η
ξ

)
− ξ .

V př́ıpadě komplexně sdružených kořen̊u, kdy φ = eµx cos(νx), ψ = eµx sin(νx),
kde µ, ν 6= 0, podmı́nku splňuje např́ıklad funkce

F (ξ, η) = 2µ arctg(ηξ )− ν ln(ξ2 + η2) .

Pro µ = 0, ν 6= 0 vyhovuje funkce typu F (ξ, η) = a ξ2 + b ξη + c η2 = k, což dává
elipsu, př́ıpadně kružnici. Výsledek můžeme ověřit v systému MAPLE, př́ıkaz

implicitplot([F (x, y) = k1, F (x, y) = k2, F (x, y) = k3], x = −3..3, y = −3..3)

vykresĺı tři trajektorie ve čtverci (−3, 3)× (−3, 3).
Implicitńı rovnice však někdy dává jen část trajektorie nebo obsahuje i body,

které trajektorii nepatř́ı. Postup ukážeme v daľśı části na konkrétńıch př́ıkladech.

Implicitńı popis trajektoríı v polárńıch souřadnićıch

Polárńı souřadnice y1 = r cos(θ), y2 = r sin(θ) je zobrazeńı

(r, θ) ∈ R+
0 × R→ R2 ,

které je prosté na pruhu pro θ z intervalu š́ı̌rky 2π: θ ∈ 〈θ0−π, θ0+π). Rovnice r = k
pro k > 0 dává kružnice, viz trajektorie Př́ıkladu 5.2, rovnice θ = k polopř́ımky,
viz trajektorie Př́ıkladu 5.3.

V př́ıpadě elipsy to už tak snadné neńı. Elipsu v základńı poloze lze implicitně
a parametricky popsat

y21
a2

+
y22
b2

= 1 , y1 = a cosx , y2 = b sinx . (4.2)

Odvod́ıme jej́ı implicitńı popis v polárńıch souřadnićıch r, θ. Z (4.2) plyne

r2 = y21 + y22 = (a2 − b2) cos2 x+ b2 , tg θ =
y2
y1

=
b sinx

a cosx
=
b

a
tg x .

Využit́ım vzorce cos2 x = 1/(1 + tg2 x) a vztahu tg x = tg θ · a/b dostáváme

r2 = (a2 − b2)
1

1 + tg2 x
+ b2 = (a2 − b2)

1

1 + a2

b2 tg2 θ
+ b2 =

= (a2 − b2)
b2 cos2 θ

a2 sin2 θ + b2 cos2 θ
+ b2 =

a2b2

a2 sin2 θ + b2 cos2 θ
Rovnice elipsy v základńım tvaru a ve tvaru pootočeném o úhel θ0 je proto

r =
ab

(a2 sin2 θ + b2 cos2 θ)1/2
, r =

ab

(a2 sin2(θ − θ0) + b2 cos2(θ − θ0))1/2
.
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Při převodu popisu trajektorie do polárńıch souřadnic (r, θ) vycháźıme z rovnic

tg θ = y2(x)/y1(x) , r2 = y21(x) + y22(x) .

Dosazeńım obecného řešeńı do prvńı rovnice se snaž́ıme źıskat vyjádřeńı funkćı
ϕ(x) a ψ(x) pomoćı proměnné θ, které potom dosad́ıme do druhé rovnice.

Dostaneme tak závislost r = f(θ, k), kde k záviśı na konstantách c1, c2. Výpočet
můžeme ověřit v systému MAPLE, např́ıklad př́ıkaz

polarplot(min(f(theta), 5), theta = 0..2 · Pi)

vykresĺı jednu trajektorii v kruhu o poloměru 5.
Postup ukážeme v konkrétńıch př́ıkladech v daľśı části.

5. Př́ıklady

Přestože pojem trajektorie má význam předevš́ım pro autonomńı soustavu rov-
nic, nebo rovnice vyšš́ıho řádu, začneme jednorozměrným př́ıpadem, kdy hodnoty
řešeńı jsou reálná č́ısla a trajektorie jsou úsečky nebo body na př́ımce.

Rovnice prvńıho řádu

Autonomńı rovnice prvńıho řádu je rovnice tvaru y′ = f(y). Necht’ funkce f(y)
je definovaná, spojitá a lipschitzovská na množině G ⊂ R. Body y ∈ G, kde
f(y) = 0 jsou singulárńı body, trajektorie konstantńıch řešeńı. Otevřené úsečky,
kde f(y) > 0, jsou trajektorie rostoućıch řešeńı, jsou orientované vpravo. Otevřené
úsečky, kde f(y) < 0, jsou trajektorie klesaj́ıćıch řešeńı, jsou orientované vlevo. Pro
určeńı trajektoríı řešeńı rovnice y′ = f(y) tak neńı nutné pracně poč́ıtat řešeńı.

Př́ıklad 5.1. Určete trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Řešeńı: Pravá strana rovnice je polynom f(y) = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3),
který má kořeny −1, 0, 1, 3, přičemž kořen 0 je dvojnásobný. Rovnice proto má
čtyři konstantńı řešeńı, které dávaj́ı čtyři singulárńı trajektorie: body y = −1,
y = 0, y = 1, y = 3. Otevřené úsečky mezi singulárńımi body jsou trajektorie
nekonstantńıch řešeńı: pro f(y) > 0 orientované vpravo a pro f(y) < 0 orientované
vlevo. Polynom f(y) je pro y > 3 kladný, v jednoduchých kořenech měńı znaménko,
v dvojnásobném kořenu znaménko neměńı. Trajektorie jsou na obr. 1.
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Rovnice elipsy v základńım tvaru a ve tvaru pootočeném o úhel θ0 je proto

r =
ab

(a2 sin2 θ + b2 cos2 θ)1/2
, r =

ab

(a2 sin2(θ − θ0) + b2 cos2(θ − θ0))1/2
. (4.8)

Při převodu popisu trajektorie do polárńıch souřadnic (r, θ) vycháźıme z rovnic

tgθ = y2(x)/y1(x) , r2 = y2
1(x) + y2

2(x) . (4.9)

Dosazeńım obecného řešeńı do prvńı rovnice se snaž́ıme źıskat vyjádřeńı funkćı
φ(x) a ψ(x) pomoćı proměnné θ, které potom dosad́ıme do druhé rovnice.

Dostaneme tak závislost r = f(θ, k), kde k záviśı na konstantách c1, c2. Výpočet
můžeme ověřit v systému MAPLE, např́ıklad př́ıkaz

polarplot(min (f(theta), 5), theta = 0..2 · Pi)

vykresĺı jednu trajektorii v kruhu o poloměru 5.
Postup ukážeme v konkrétńıch př́ıkladech v daľśı části.

5. Př́ıklady

Přestože pojem trajektorie má význam předevš́ım pro autonomńı soustavu rov-
nic, nebo rovnice vyšš́ıho řádu, začneme jednorozměrným př́ıpadem, kdy hodnoty
řešeńı jsou reálná č́ısla a trajektorie jsou úsečky nebo body na př́ımce.

Rovnice prvńıho řádu

Autonomńı rovnice prvńıho řádu je rovnice tvaru y′ = f(y). Necht’ funkce
f(y) je definovaná, spojitá a lipschitzovská na množině G ⊂ R. Body y ∈ G, kde
f(y) = 0 jsou singulárńı body, trajektorie konstantńıch řešeńı. Otevřené úsečky,
kde f(y) > 0, jsou trajektorie rostoućıch řešeńı, jsou orientované vpravo. Otevřené
úsečky, kde f(y) < 0, jsou trajektorie klesaj́ıćıch řešeńı, jsou orientované vlevo. Pro
určeńı trajektoríı řešeńı rovnice y′ = f(y) tak neńı nutné pracně poč́ıtat řešeńı.

Př́ıklad 5.1. Určete trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Řešeńı: Pravá strana rovnice je polynom f(y) = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3),
který má kořeny −1, 0, 1, 3, přičemž kořen 0 je dvojnásobný. Rovnice proto má
čtyři konstantńı řešeńı, které dávaj́ı čtyři singulárńı trajektorie: body y = −1,
y = 0, y = 1, y = 3. Otevřené úsečky mezi singulárńımi body jsou trajektorie
nekonstantńıch řešeńı: pro f(y) > 0 orientované vpravo a pro f(y) < 0 orientované
vlevo. Polynom f(y) je pro y > 3 kladný, v jednoduchých kořenech měńı znaménko,
v dvojnásobném kořenu znaménko neměńı. Trajektorie jsou na Obr. 1.

−1 0 1 3 y

Obr. 1: Trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Z obrázku je nav́ıc vidět, že singulárńı řešeńı y(x) = 1 je stabilńı a atraktivńı,
ostatńı řešeńı y(x) = −1, y(x) = 0, y(x) = 3 jsou nestabilńı a neatraktivńı. �

Obrázek 1. Trajektorie řešeńı rovnice y′ = (y + 1) y2 (y − 1) (y − 3).

Z obrázku je nav́ıc vidět, že singulárńı řešeńı y(x) = 1 je stabilńı a atraktivńı,
ostatńı řešeńı y(x) = −1, y(x) = 0, y(x) = 3 jsou nestabilńı a neatraktivńı. �
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Soustavy dvou rovnic prvńıho řádu – izolované singulárńı body

V následuj́ıćıch př́ıkladech urč́ıme obecné řešeńı, fázový portrét řešeńı, typ sin-
gulárńıho bodu i př́ıslušné implicitńı rovnice pro trajektorie v kartézských nebo
polárńıch souřadnićıch. Ve všech př́ıkladech nebudeme zmiňovat singulárńı trajek-
torii - počátek (0, 0). Začneme př́ıpady, kdy náčrt trajektoríı je snadný.

Př́ıklad 5.2. Určete trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′1 = −y2, y′2 = y1.

Řešeńı: Do zderivované prvńı rovnice y′′1 = −y′2 dosad́ıme za neznámou y′2
z druhé rovnice. Dostáváme tak rovnici y′′1 + y1 = 0, jej́ımž obecným řešeńım je
funkce y1(x) = c1 cosx + c2 sinx. Z rovnice y2 = −y′1 dopoč́ıtáme y2(x). Je to
př́ıpad (3c) střed. Źıskali jsme obecné řešeńı:

y1(x) = c1 cosx+ c2 sinx , y2(x) = c1 sinx− c2 cosx , x ∈ R .

Snadno lze ověřit, že pro každé c1, c2 ∈ R plat́ı

y21(x) + y22(x) = c21 + c22 . (5.1)

Trajektorie jsou kružnice se středem v počátku.
Tečný vektor kružnice s c1 > 0, c2 = 0, v x = π

2 dává
orientaci (− sin π

2 , cos π2 ) = (−1, 0) kružnic v bodech
(0, c1). Singulárńı trajektorie je střed, př́ıpad (3c).

Rovnice (5.1) dává také implicitńı popis trajek-
toríı v kartézských i polárńıch souřadnićıch

Φ(y1, y2) ≡ y21 + y22 = k > 0 , Ψ(r, θ) ≡ r = k > 0 .

Trajektorie jsou na obr. 2. �
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Obr. 2: Trajektorie řešeńı
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2 = y1.

Př́ıklad 5.3. Určete trajektorie řešeńı soustavy rovnic y′
1 = y1 , y′

2 = y2 .

Řešeńı: Rovnice y′
1 = y1 má řešeńı y1(x) = c1 ex,

rovnice y′
2 = y2 dává y2 = c2 ex, obecné řešeńı je

y1(x) = c1 ex , y2(x) = c2 ex .

Protože y2/y1 = c2/c1 je konstantńı a ex je rostoućı,
trajektorie jsou otevřené polopř́ımky z počátku ori-
entované

”
ven“, viz Obr. 3. Singulárńı trajektorie je

neatraktivńı uzel, př́ıpad (2aa).
Z rovnice plyne také implicitńı popis trajektorii

v kartézských i polárńıch souřadnićıch

Φ(y1, y2) ≡ y2
y1

= k , Ψ(r, θ) ≡ θ = k ,
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1 = −y2, y′

2 = y1.
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soustavy y′
1 = −y2, y′

2 = y1.
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Trajektorie pro c1 = 0 je pro c2 > 0 kladná část a pro
c2 < 0 záporná část osy y2 orientované k počátku.
Pro c2 = 0 dostáváme kladnou a zápornou část osy
y2, trajektorie jsou orientovány

”
ven“.

Ostatńı trajektorie tvoř́ı čtyři systémy větv́ı hy-
perbol y2 = c1 c2/y1, orientované

”
shora doprava“,

”
shora doleva“,

”
zdola doprava“ a

”
zdola doleva“,

viz obr. 4. Singulárńı bod je sedlo, př́ıpad (1b). Im-
plicitńı popis trajektoríı v kartézských souřadnićıch

y1y2 = c1c2 , Φ(y1, y2) ≡ y1 y2 = k .

Z rovnic (5.2) plyne tg θ = y2/y1 = c2
c1

e−2x, což dává

e−2x = c1
c2

tg θ. Proto plat́ı
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Trajektorie pro c1 = 0 je pro c2 > 0 kladná část a pro
c2 < 0 záporná část osy y2 orientované k počátku.
Pro c2 = 0 dostáváme kladnou a zápornou část osy
y2, trajektorie jsou orientovány

”
ven“.

Ostatńı trajektorie tvoř́ı čtyři systémy větv́ı hy-
perbol y2 = c1 c2/y1, orientované

”
shora doprava“,

”
shora doleva“,

”
zdola doprava“ a

”
zdola doleva“,

viz Obr. 4. Singulárńı bod je sedlo, př́ıpad (1b). Im-
plicitńı popis trajektoríı v kartézských souřadnićıch

y1y2 = c1c2 , Φ(y1, y2) ≡ y1 y2 = k . (5.3)

Z rovnic (5.2) plyne tg θ = y2/y1 = c2

c1
e−2x, což dává

e−2x = c1

c2
tg θ. Proto plat́ı

y1

y2

Obr. 4: Trajektorie řešeńı

soustavy y′
1 = y1 , y′

2 = −y2 .

r2 = y2
1 + y2

2 = c21e
2x + c22e

−2x = c1c2 (cotg θ + tg θ) =

= c1c2

(
cos θ

sin θ
+

sin θ

cos θ

)
=

c1c2
sin θ · cos θ

=
2c1c2

sin(2θ)
,

odkud plyne implicitńı rovnice trajektoríı v polárńıch souřadnićıch:

r =

(
2 c1c2

sin(2 θ)

)1/2

, Ψ(r, θ) ≡ r2 sin(2θ) = k . (5.4)

Trajektorie doplňuj́ı polopř́ımky θ = 0, θ = π
2 , θ = π, θ = 3π

2 , viz Obr. 4.

Př́ıklad 5.5. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = 2 y1 + y2, y

′
2 = y1 + 2 y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

2 1
1 2

)
, př́ıslušný cha-

rakteristický polynom je λ2 − 4λ+ 3 má dva r̊uzné kladné kořeny λ1 = 1 , λ2 = 3.
Singulárńı bod (0, 0) je proto neatraktivńı uzel — př́ıpad (1a).

Načrtněme trajektorie v okoĺı singulárńıho řešeńı, tzv.
”
fázový portrét“. Sou-

stava rovnic (A − λi E)vi = 0 dává vektory v1 = (1,−1)T , v2 = (1, 1)T . Obecné

řešeńı je y(x) = c1 u1(x) + c2 u2(x) = c1

(
1

−1

)
ex + c2

(
1
1

)
e3x .

Př́ıpad c2 = 0 dává dvě polopř́ımky y2 = −y1, c1 = 0 daľśı polopř́ımky y2 = y1,
všechny orientované od počátku. Ostatńı trajektorie pro c1c2 ̸= 0 jsou

”
zakřivené“

křivky vycházej́ıćıch z počátku. Urč́ıme směrnice jejich tečen: při x → −∞:

y′
2(x)

y′
1(x)

=
−c1 ex + 3 c2 e3x

c1 ex + 3 c2 e3x
=

−c1 + 3 c2 e2x

c1 + 3 c2 e2x

x→−∞
−−−−−→ −c1

c1
= −1 .

Podobně urč́ıme tečny při x → ∞, tj. trajektoríıch jdoućıch do nekonečna, tj.
vzdaluj́ıćıch se od počátku:

y′
2(x)

y′
1(x)

=
−c1 ex + 3 c2 e3x

c1 ex + 3 c2 e3x
=

−c1 3 e−2x + c2
c1 3 e−2x + c2

x→∞
−−−−→ c2

c2
= 1 .

Načrtneme tečny v okoĺı počátku a na okraji obrázku a spoj́ıme je hladkými
”
ne-

prot́ınaj́ıćımi se“ křivkami bez inflexńıch bod̊u, tj. jsou
”
prohnuté“ stále na jednu

stranu. Trajektorie nevycházej́ı z nuly, jen se při x → −∞ k ńı
”
bĺıž́ı“.

Obrázek 4. Trajektorie

řešeńı soustavy y′1 = y1,

y′2 = −y2.

r2 = y21 + y22 = c21e2x + c22e−2x = c1c2 (cotg θ + tg θ)

= c1c2

(
cos θ

sin θ
+

sin θ

cos θ

)
=

c1c2
sin θ · cos θ

=
2c1c2

sin(2θ)
,

odkud plyne implicitńı rovnice trajektoríı v polárńıch souřadnićıch:

r =

(
2 c1c2

sin(2 θ)

)1/2

, Ψ(r, θ) ≡ r2 sin(2θ) = k .

Trajektorie doplňuj́ı polopř́ımky θ = 0, θ = π
2 , θ = π, θ = 3π

2 , viz obr. 4. �
Př́ıklad 5.5. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = 2 y1 + y2, y′2 = y1 + 2 y2.
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)
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=
−c1 + 3 c2 e2x

c1 + 3 c2 e2x
x→−∞−→ −c1

c1
= −1 .

Podobně urč́ıme tečny při x → ∞, tj. trajektoríıch jdoućıch do nekonečna, tj.
vzdaluj́ıćıch se od počátku:

y′2(x)

y′1(x)
=
−c1 ex + 3 c2 e3x

c1 ex + 3 c2 e3x
=
−c1 3 e−2x + c2
c1 3 e−2x + c2

x→∞−→ c2
c2
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Načrtneme tečny v okoĺı počátku a na okraji obrázku a spoj́ıme je hladkými
”
ne-

prot́ınaj́ıćımi se“ křivkami bez inflexńıch bod̊u, tj. jsou
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prohnuté“ stále na jednu
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”
bĺıž́ı“.
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TRAJEKTORIE AUTONOMNÍCH SYSTÉMŮ A ROVNIC 15
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Obr. 5: Tečné vektory trajektoríı v 0 a ∞.
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y2

Obr. 6: Skutečné trajektorie řešeńı.

Porovnáńım náčrtu směru tečen v nekonečnu s tečnami skutečných trajektoríı
je vidět, že tečny skutečných trajektoríı se lǐśı od

”
tečen v nekonečnu“, načrtnutou

tečnu dosáhnou až
”
v nekonečnu“, viz Obr. 7 a Obr. 8.

Jak vypadá implicitńı rovnice pro trajektorie? Vztahu F (ex, e3x) = 0 vyhovuje
funkce F (ξ, η) = ξ3 − η, která po úpravě dává c2(y1 − y2)

3 − 4c31(y2 + y1) = 0 .
V kartézských souřadnićıch lze trajektorie popsat implicitně

Φ(y1, y2) ≡ (y1 − y2)
3

y1 + y2
= k . (5.5)

Pro určeńı implicitńı rovnice trajektorie v polárńıch souřadnićıch z rovnosti

tg(θ) = −c1e
x+c2e

3x

c1ex+c2e3x vyjádř́ıme e2x a e6x

e2x =
c1
c2

· cos θ + sin θ

cos θ − sin θ
, e6x =

c31
c32

· (cos θ + sin θ)3

(cos θ − sin θ)3

a dosad́ıme do rovnosti r2 = y2
1 + y2

2 = 2(c21 e2x + c22 e6x). Daľśı úprava vede na

r2 = 4
c31
c2

(cos θ + sin θ)

(cos θ − sin θ)3
,

odkud plyne implicitńı vyjádřeńı Ψ(r, θ) = k a vztah r = f(θ) pro př́ıkaz polarplot

Ψ(r, θ) = r2 · (cos θ − sin θ)3

(cos θ + sin θ)
= k , r =

(
k · cos θ + sin θ

(cos θ − sin θ)3

)1/2

, (5.6)

kde k = 4c31/c2. �

Př́ıklad 5.6. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = −y1 −3 y2, y

′
2 = y1 −5y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

−1 −3
1 −5

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom je λ2 + 6x + 8 má dva r̊uzné záporné kořeny λ1 = −2 ,
λ2 = −4. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto atraktivńı uzel — př́ıpad (1c).

Pro fázový portrét singulárńıho bodu spoč́ıtejme nejprve fundamentálńı řešeńı
U . Soustava rovnic (A − λi E)vi = 0 dává pro λ1 = −2 vektor v1 = (3, 1) a pro
λ2 = −4 vektor v2 = (1, 1) . Obecné řešeńı proto je

Obrázek 5. Tečné vektory trajektoríı v 0 a ∞.
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Obr. 5: Tečné vektory trajektoríı v 0 a ∞.
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Obr. 6: Skutečné trajektorie řešeńı.

Porovnáńım náčrtu směru tečen v nekonečnu s tečnami skutečných trajektoríı
je vidět, že tečny skutečných trajektoríı se lǐśı od

”
tečen v nekonečnu“, načrtnutou

tečnu dosáhnou až
”
v nekonečnu“, viz Obr. 7 a Obr. 8.

Jak vypadá implicitńı rovnice pro trajektorie? Vztahu F (ex, e3x) = 0 vyhovuje
funkce F (ξ, η) = ξ3 − η, která po úpravě dává c2(y1 − y2)

3 − 4c31(y2 + y1) = 0 .
V kartézských souřadnićıch lze trajektorie popsat implicitně

Φ(y1, y2) ≡ (y1 − y2)
3

y1 + y2
= k . (5.5)

Pro určeńı implicitńı rovnice trajektorie v polárńıch souřadnićıch z rovnosti

tg(θ) = −c1e
x+c2e

3x

c1ex+c2e3x vyjádř́ıme e2x a e6x

e2x =
c1
c2

· cos θ + sin θ

cos θ − sin θ
, e6x =

c31
c32

· (cos θ + sin θ)3

(cos θ − sin θ)3

a dosad́ıme do rovnosti r2 = y2
1 + y2

2 = 2(c21 e2x + c22 e6x). Daľśı úprava vede na

r2 = 4
c31
c2

(cos θ + sin θ)

(cos θ − sin θ)3
,

odkud plyne implicitńı vyjádřeńı Ψ(r, θ) = k a vztah r = f(θ) pro př́ıkaz polarplot

Ψ(r, θ) = r2 · (cos θ − sin θ)3

(cos θ + sin θ)
= k , r =

(
k · cos θ + sin θ

(cos θ − sin θ)3

)1/2

, (5.6)

kde k = 4c31/c2. �

Př́ıklad 5.6. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = −y1 −3 y2, y

′
2 = y1 −5y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

−1 −3
1 −5

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom je λ2 + 6x + 8 má dva r̊uzné záporné kořeny λ1 = −2 ,
λ2 = −4. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto atraktivńı uzel — př́ıpad (1c).

Pro fázový portrét singulárńıho bodu spoč́ıtejme nejprve fundamentálńı řešeńı
U . Soustava rovnic (A − λi E)vi = 0 dává pro λ1 = −2 vektor v1 = (3, 1) a pro
λ2 = −4 vektor v2 = (1, 1) . Obecné řešeńı proto je
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y(x) = c1

(
3
1

)
e−2x + c2

(
1
1

)
e−4x .

Nejprve načrtneme trajektorie řešeńı u1(x),
u2(x). Jsou to dva páry polopř́ımek orien-
tovaných do počátku se směrovými vektory
(3, 1), (1, 1). Určeme tečné směry ostatńıch
trajektorii v počátku, tj. pro x → ∞, a v ne-
konečnu, tj. pro x→ −∞:

lim
x→∞

y′2(x)

y′1(x)
= lim
x→∞

−2c1e−2x − 4c2e−4x

−6c1e−2x − 4c2e−4x
=

1

3
,

lim
x→−∞

y′2(x)

y′1(x)
= lim
x→−∞

−2c1e−2x − 4c2e−4x

−6c1e−2x − 4c2e−4x
=

1

1
.

Určeme implicitńı rovnice pro trajektorie.
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Obr. 7: Př́ıklad 5.6 - trajektorie.

Vztahu F (φ,ψ) = 0 vyhovuje funkce F (ξ, η) = ξ2 − η a (4.2) po úpravě dává
c2(y1−y2)2−2 c21(3y2−y1) = 0 . Dostáváme tak rovnici v kartézských souřadnićıch

Φ(y1, y2) =
(y1 − y2)

2

3y2 − y1
= k , (5.7)

kde k = 2c21/c2. Určeme dále rovnici trajektorie v polárńıch souřadnićıch. Ze

vztahu tg(θ) = c1e
−2x+c2e

−4x

3c1e−2x+c2e−4x vyjádř́ıme e−2x:

e−2x =
c1
c2

· 3 sin θ − cos θ

cos θ − sin θ

a dosad́ıme do r2 = y2
1 + y2

2 . Po úpravách dostáváme

r =
2c21
c2

· (3 sin θ − cos θ)

(cos θ − sin θ)2
,

odkud plyne rovnice Ψ(r, θ) = k2 a funkce r = f(θ) k vykresleńı trajektorie
v systému Maple př́ıkazem polarplot(f(θ), θ = 0..2Pi)

Ψ(r, θ) =
r (cos θ − sin θ)2

(cos θ − 3 sin θ)
= k2 , r = f(θ) = k

(cos θ − 3 sin θ)

(cos θ − sin θ)2
, (5.8)

kde k = 2c21/c2. �

Př́ıklad 5.7. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = y1 − 3y2, y

′
2 = 3y1 − 5y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

1 −3
3 −5

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom je λ2 + 4x + 4 má jeden dvojnásobný záporný kořen
λ = −2. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto atraktivńı uzel — př́ıpad (3b).

Pro fázový portrét určeme řešeńı. Soustava rovnic (A − λE)v = 0 pro λ = −2
dává jediný vektor v = (1, 1) a t́ım jedno řešeńı u1(x) = v e−2x. Druhé nezávislé
řešeńı je u2(x) = v xe−2x+w e−2x, kde w splňuje soustavu rovnic (A−λE)w = v,

Obrázek 7. Př́ıklad 5.6 – trajektorie.

Vztahu F (ϕ,ψ) = 0 vyhovuje funkce F (ξ, η) = ξ2 − η a (4.1) po úpravě dává
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,

odkud plyne rovnice Ψ(r, θ) = k2 a funkce r = f(θ) k vykresleńı trajektorie
v systému Maple př́ıkazem polarplot(f(θ), θ = 0..2Pi)

Ψ(r, θ) =
r (cos θ − sin θ)2

(cos θ − 3 sin θ)
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,
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1 −3
3 −5

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom je λ2 + 4x + 4 má jeden dvojnásobný záporný kořen
λ = −2. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto atraktivńı uzel – př́ıpad (3b).

Pro fázový portrét určeme řešeńı. Soustava rovnic (A− λE)v = 0 pro λ = −2
dává jediný vektor v = (1, 1) a t́ım jedno řešeńı u1(x) = v e−2x. Druhé nezávislé
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což jsou dvě stejné rovnice 3w1 − 3w2 = 1. Zvoĺıme-li w2 = 0, dostáváme w1 = 1
3 .

Obecné řešeńı je tedy

y(x) = c1

(
1
1

)
e−2x + c2

[(
1
1

)
x+

(
1
3
0

)]
e−2x =

(
c1 + c2(x+ 1

3 )
c1 + c2x

)
e−2x. (5.3)

Trajektorie řešeńı u1(x) je opět dvojice polopř́ımek y2 = y1 směřuj́ıćıch do počátku,
který je singulárńım bodem. Tečné směry obecného řešeńı y(x) v počátku, tj. pro
x → ∞, i v nekonečnu, tj. x → −∞, maj́ı také směrnici rovnu 1 nezávisle na ci,
nebot’

y′2(x)

y′1(x)
=

[c2 − 2(c1 + c2x)]e−2x

[c2 − 2(c1 + c2(x+ 1
3 ))]e−2x

→ −2c2x

−2c2x
= 1 , pro x→ ±∞ .

Jak vypadaj́ı trajektorie řešeńı pro c2 6= 0? Vı́me, že trajektorie jsou pod i nad
př́ımkou y2 = y1,tj. trajektoriemi u1(x), s kterými se nesmı́ protnout. Jdou zleva
doprava a pak se otáč́ı do protisměru nebo obráceně? Pro c2 > 0 ze vzorce plyne
y2(x) < y1(x), tj. trajektorie řešeńı lež́ı pod př́ımkou y2 = y1.

Spoč́ıtejme derivaci konkrétńıho řešeńı. Zvolme
c2 = 3c1 > 0. Potom

y′(x) =

(
y′1(x)
y′2(x)

)
= −4c1

(
x+ 1

3
x

)
e−2x .

Pro x→ −∞ obě složky maj́ı kladnou derivaci,
od x = − 1

3 se derivace y1(x) měńı na zápornou
a od x = 0 obě složky maj́ı derivaci zápornou.
Trajektorie lež́ı pod př́ımkou y1 = y2 proto z JZ

”
nekonečna“ směřuj́ı k SV, pak se otáčej́ı k SZ a

nakonec se otáčej́ı k počátku JZ směrem. Záporné
c2 dávaj́ı trajektorie středově symetrické podle
počátku s trajektoriemi s c2 > 0.

TRAJEKTORIE AUTONOMNÍCH SYSTÉMŮ A ROVNIC 17
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y′(x) =
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2(x)

)
= −4c1

(
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3
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)
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Pro x → −∞ obě složky maj́ı kladnou derivaci,
od x = − 1

3 se derivace y1(x) měńı na zápornou
a od x = 0 obě složky maj́ı derivaci zápornou.
Trajektorie lež́ı pod př́ımkou y1 = y2 proto z JZ

”
nekonečna“ směřuj́ı k SV, pak se otáčej́ı k SZ a
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y1

y2

Obr. 8: Př́ıklad 5.7 - trajekto-

rie.

Tedy pro řešeńı s c2 ̸= 0 trajektorie se směrnićı 1 v −∞ se musej́ı otočit do

”
protisměru“, aby źıskali směrnici 1.

S implicitńı rovnićı pro trajektorie je to složitěǰśı. Vztahu F (e−2x, xe−2x) = 0
vyhovuje např́ıklad funkce F (ξ, η) = 2η/ξ + ln(|ξ|). Z (5.9) urč́ıme

ξ = e−2x =
3(y1 − y2)

c2
, η = x e−2x =

y2
c2

− 3c1(y1 − y2)

c22

a dosazeńım do F (ξ, η) = 2η/ξ+ln(|ξ|) dostáváme implicitńı rovnici pro trajektorie
s c2 ̸= 0. V př́ıpadě c2 = 0 je rovnice pro trajektorie jednoduchá y2 = y1.

Pro rovnici v polárńıch souřadnićıch z tg(θ) = y2/y1 vyjádř́ıme x

x =
sin θ

3(cos θ − sin θ)
− c1
c2

(5.10)

a dosad́ıme do r2 = y2
1 + y2

2 . Po úpravě dostáváme rovnici

r2 =
[
2c21 + 2c1c2(x+ 1

3 ) + c22(x
2 + (x+ 1

3 )2)
]
e−4x (5.11)

do které dosad́ıme x z (5.10). V obou př́ıpadech jsme dostali implicitńı rovnici,
která ale nemá tvar Φ(y1, y2) = k ani Ψ(r, θ) = k. �

Obrázek 8. Př́ıklad 5.7 –

trajektorie.

Tedy pro řešeńı s c2 6= 0 trajektorie se směrnićı 1 v −∞ se musej́ı otočit do

”
protisměru“, aby źıskaly směrnici 1.

S implicitńı rovnićı pro trajektorie je to složitěǰśı. Vztahu F (e−2x, xe−2x) = 0
vyhovuje např́ıklad funkce F (ξ, η) = 2η/ξ + ln(|ξ|). Z (5.3) urč́ıme

ξ = e−2x =
3(y1 − y2)

c2
, η = x e−2x =

y2
c2
− 3c1(y1 − y2)

c22

a dosazeńım do F (ξ, η) = 2η/ξ+ln(|ξ|) dostáváme implicitńı rovnici pro trajektorie
s c2 6= 0. V př́ıpadě c2 = 0 je rovnice pro trajektorie jednoduchá y2 = y1.

Pro rovnici v polárńıch souřadnićıch z tg(θ) = y2/y1 vyjádř́ıme x

x =
sin θ

3(cos θ − sin θ)
− c1
c2

(5.4)

a dosad́ıme do r2 = y21 + y22 . Po úpravě dostáváme rovnici

r2 =
[
2c21 + 2c1c2(x+ 1

3 ) + c22(x2 + (x+ 1
3 )2)

]
e−4x

do které dosad́ıme x z (5.4). V obou př́ıpadech jsme dostali implicitńı rovnici,
která ale nemá tvar Φ(y1, y2) = k ani Ψ(r, θ) = k. �
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Př́ıklad 5.8. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 + 5y2, y′2 = y1 − 3y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =

(
1 5
1 −3

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 + 2x − 8 má jeden kladný λ1 = 2 a jeden záporný
kořen λ2 = −4. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto sedlo – př́ıpad (1b).

Pro fázový portrét spoč́ıtejme obecné řešeńı:
Soustava rovnic (A − λE)v = 0 pro λ1 = 2
dává vektor v1 = (5, 1) a pro λ2 = −4 vek-
tor v2 = (1,−1). Źıskáme t́ım dvě nezávislá
řešeńı: neatraktivńı u1(x) = v1 e2x a atrak-
tivńı u2(x) = v2 e−4x. Obecné řešeńı je tedy

y(x) = c1

(
5
1

)
e2x + c2

(
1
−1

)
e−4x.

Trajektorie u1(x) je dvojice polopř́ımek y2 =
1
5y1 orientovaných od počátku, trajektorie
u2(x) je dvojice polopř́ımek y2 = −y1 ori-
entovaných do počátku. Ostatńı trajekto-
rie přicházej́ı z nekonečna se směrnićı −1 a
otáčej́ı se do nekonečna se směrnićı 1

5 .
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Př́ıklad 5.8. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′
1 = y1 + 5y2, y

′
2 = y1 − 3y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

1 5
1 −3

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 + 2x − 8 má jeden kladný λ1 = 2 a jeden záporný
kořen λ2 = −4. Singulárńı bod – počátek (0, 0) je proto sedlo — př́ıpad (1b).

Pro fázový portrét spoč́ıtejme obecné řešeńı:
Soustava rovnic (A − λE)v = 0 pro λ1 = 2
dává vektor v1 = (5, 1) a pro λ2 = −4 vek-
tor v2 = (1,−1). Źıskáme t́ım dvě nezávislá
řešeńı: neatraktivńı u1(x) = v1 e2x a atrak-
tivńı u2(x) = v2 e−4x. Obecné řešeńı je tedy

y(x) = c1

(
5
1

)
e2x + c2

(
1

−1

)
e−4x.

Trajektorie c1u1(x) je dvojice polopř́ımek
y2 = 1

5y1 orientovaných od počátku, trajek-
torie c2u2(x) je dvojice polopř́ımek y2 = −y1
orientovaných do počátku. Ostatńı trajekto-
rie přicházej́ı z nekonečna se směrnićı −1 a
otáčej́ı se do nekonečna se směrnićı 1

5 .

y1

y2

Obr. 9: Př́ıklad 5.8 - trajektorie.

Implicitńı rovnici pro trajektorie źıskáme snadno. Vztahu F (e2x, e−4x) = 0
vyhovuje funkce F (ξ, η) = ξ2η − 1. Dostáváme tak rovnici s k = 63 c1c2 ve tvaru

Φ(y1, y2) ≡ (y1 + y2)
2(y1 − 5y2) = k . (5.12)

Pro polárńı souřadnice z rovnosti tgθ = y2/y1 vyjádř́ıme e6x:

e6x =
c2(sin θ + cos θ)

c1(sin θ − 5 cos θ)

a dosazeńım obecného řešeńı do r2 = y2
1 + y2

2 po úpravě dostáváme výraz

r2 = 2c
4
3
1 c

2
3
2

[
13

(
sin θ + cos θ)

sin θ − 5 cos θ

)2
3

+ 4

(
sin θ − 5 cos θ)

sin θ + cos θ

)1
3

+

(
sin θ − 5 cos θ)

sin θ + cos θ

)4
3

]
,

z které lze napsat implicitńı rovnici v polárńıch souřadnićıch Ψ(r, θ) = k. �
Př́ıklad 5.9. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′

1 = y1 − 5y2, y
′
2 = y1 − y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

1 −5
1 −1

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 + 4 má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = ±2i .
Singulárńı bod (0, 0) je proto střed — (2c), trajektorie budou soustředné elipsy se
středem v počátku. Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Matice A − λE pro λ = 2i je

A − 2i E =

(
1 − 2i −5

1 −1 − 2i

)
.

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem (1−2i ) dostáváme prvńı řádek, rovnice v sou-
stavě (A − 2i E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1 + 2i )v2,

Obrázek 9. Př́ıklad 5.8 – trajektorie.

Implicitńı rovnici pro trajektorie źıskáme snadno. Vztahu F (e2x, e−4x) = 0
vyhovuje funkce F (ξ, η) = ξ2η − 1. Dostáváme tak rovnici s k = 63 c1c2 ve tvaru

Φ(y1, y2) ≡ (y1 + y2)2(y1 − 5y2) = k .

Pro polárńı souřadnice z rovnosti tg θ = y2/y1 vyjádř́ıme e6x = c2(sin θ+cos θ)
c1(sin θ−5 cos θ) a

dosazeńım obecného řešeńı do r2 = y21 + y22 po úpravě dostáváme výraz

r2 = 2c
4
3
1 c

2
3
2

[
13

(
sin θ + cos θ)

sin θ − 5 cos θ

)2
3

+ 4

(
sin θ − 5 cos θ)

sin θ + cos θ

)1
3

+

(
sin θ − 5 cos θ)

sin θ + cos θ

)4
3

]
,

z které lze napsat implicitńı rovnici v polárńıch souřadnićıch Ψ(r, θ) = k. �
Př́ıklad 5.9. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1 − 5y2, y′2 = y1 − y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =

(
1 −5
1 −1

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 + 4 má dva komplexně sdružené kořeny λ1,2 = ±2i .
Singulárńı bod (0, 0) je střed – př́ıpad (2c), trajektorie budou soustředné elipsy se
středem v počátku. Najděme obecné řešeńı. Matice A− λE pro λ = 2i je

A− 2i E =

(
1− 2i −5

1 −1− 2i

)
.

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem (1−2i ) dostáváme prvńı řádek, rovnice v sou-
stavě (A − 2i E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1 + 2i )v2,
odkud plyne např́ıklad v = (1 + 2i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =

(
1 + 2i

1

)
(cos(2x) + i sin(2x)).
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Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné
řešeńı proto je y(x) = c1u1(x) + c2u2(x), a tedy

y(x) = c1

(
cos(2x)− 2 sin(2x)

cos(2x)

)
+ c2

(
sin(2x) + 2 cos(2x)

sin(2x)

)
. (5.5)

Protože funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, dostáváme uzavřené
křivky, které ob́ıhaj́ı počátek s periodou π. Jaká je orientace křivky? Pro c1 =
1, c2 = 0 máme řešeńı u1(x), tj. y1(x) = cos(2x) − 2 sin(2x), y2(x) = cos(2x).
Vyč́ısĺıme řešeńı u1(x) a jeho derivaci pro x = 0: y(0) = (1, 1) a y′(0) = (−4, 0) a
vyznač́ıme v grafu. Trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj. pro směru
hodinových ručiček. Jinou možnost́ı je vykreslit body y(x) pro vhodná x: 0, π2 ,
dostaneme tak postupně body (1, 1), (−2, 0), (−1,−1).

Z (5.5) vyjádř́ıme funkce cos(2x), sin(2x)

cos(2x) =
c2y1 + 2c1y2 − c2y2

2(c21 + c22)
, sin(2x) =

c1y2 + 2c2y2 − c1y1
2(c21 + c22)

a dosazeńım do rovnosti sin2(2x) + cos2(2x) = 1 po úpravě dostáváme rovnici

Φ(y1, y2) = y21 − 2y1 y2 + 5y22 = k , kde k = 4(c21 + c22) ,

což jsou soustředné elipsy, obr. 10.
Protože velikost elipsy záviśı jen

na c21 + c22, pro odvozeńı trajektoríı
v polárńıch souřadnićıch stač́ı uvažovat
př́ıpad c2 = 0. Z rovnosti y2/y1 = tg θ
vyjádř́ıme tg x = 1

2 (sin θ − cos θ)/ sin θ

a dosad́ıme do r2 = y21 + y22 . Využijeme
přitom rovnost cos2 x = 1/(1 + tg2 x).
Po úpravách dostaneme
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odkud plyne např́ıklad v = (1 + 2i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =
(

1 + 2i
1

)
(cos(2x) + i sin(2x)).

Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné
řešeńı proto je:

y(x) = c1u1(x) + c2u2(x) = c1

(
cos(2x) − 2 sin(2x)

cos(2x)

)
+ c2

(
sin(2x) + 2 cos(2x)

sin(2x)

)
. (5.13)

Protože funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, dostáváme uzavřené
křivky, které ob́ıhaj́ı počátek s periodou π. Jaká je orientace křivky? Pro c1 = 1,
c2 = 0 máme řešeńı u1(x, ), tj. y1(x) = cos(2x) − 2 sin(2x), y2(x) = cos(2x).
Vyč́ısĺıme řešeńı u1(x) a jeho derivaci pro x = 0: y(0) = (1, 1) a y′(0) = (−4, 0) a
vyznač́ıme v grafu. Trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj. pro směru
hodinových ručiček. Jinou možnost́ı je vykreslit body y(x) pro vhodná x: 0, π

4 ,
π
2 ,

dostaneme tak postupně body (1, 1), (−2, 0), (−1,−1).
Z (5.13) vyjádř́ıme funkce cos(2x), sin(2x)

cos(2x) =
c2y1 + 2c1y2 − c2y2

2(c21 + c22)
sin(2x) =

c1y2 + 2c2y2 − c1y1
2(c21 + c22)

a dosazeńım do rovnosti sin2(2x) + cos2(2x) = 1 po úpravě dostáváme rovnici

Φ(y1, y2) = y2
1 − 2y1 y2 + 5y2

2 = k , kde k = 4(c21 + c22) , (5.14)

což jsou soustředné elipsy, Obr. 10.
Protože velikost elipsy záviśı jen

na c21 + c22, pro odvozeńı trajketoríı
v polárńıch souřadnićıch stač́ı uvažovat
př́ıpad c2 = 0. Z rovnosti y2/y1 = tgθ
vyjádř́ıme tg x = 1

2 (sin θ − cos θ)/ sin θ

a dosad́ıme do r2 = y2
1 + y2

2 . Využijeme
přitom rovnost cosx = 1/(1 + tg2x). Po
úpravách dostaneme

y1

y2

Obr. 10: Př́ıklad 5.9 - trajektorie.

r2 = c21 cos2 θ
[
(1 − 2tgθ)2 + 1

]
=

4c21
4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2

odkud plyne implicitńı rovnice i funkce r = f(θ) pro MAPLE př́ıkaz polarplot

Ψ(r, θ) ≡ r2
(
4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2

)
= k , r =

√
k

4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2
,

kde k = 4(c21 + c22) . �
Př́ıklad 5.10. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′

1 = 3y1 −4y2, y
′
2 = 2y1 −y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =
(

3 −4
2 −1

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 − 2λ + 5 má dvojici komplexně sdružených kořen̊u
λ1,2 = 1 ± 2i — př́ıpad (2a). Singulárńı bod (0, 0) je proto neatraktivńı ohnisko,
trajektorie budou soustředné spirály vzdaluj́ıćı se od počátku.

Obrázek 10. Př́ıklad 5.9 – trajektorie.

r2 = c21 cos2 θ
[
(1− 2 tg θ)2 + 1

]
=

4c21
4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2

odkud plyne implicitńı rovnice i funkce r = f(θ) pro MAPLE př́ıkaz polarplot

Ψ(r, θ) ≡ r2
(
4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2

)
= k , r =

√
k

4 sin2 θ + (cos θ − sin θ)2
,

kde k = 4(c21 + c22) . �
Př́ıklad 5.10. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = 3y1−4y2, y′2 = 2y1−y2.

Řešeńı: Matice soustavy diferenciálńıch rovnic je A =

(
3 −4
2 −1

)
, př́ıslušný

charakteristický polynom λ2 − 2λ + 5 má dvojici komplexně sdružených kořen̊u
λ1,2 = 1 ± 2i – př́ıpad (2a). Singulárńı bod (0, 0) je proto neatraktivńı ohnisko,
trajektorie budou soustředné spirály vzdaluj́ıćı se od počátku.

Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Matice A− λE pro λ = 1− 2i má řádky

A− (1− 2i )E =

(
2 + 2i −4

2 −2 + 2i

)
∼
(

1 + i 1
1 −1 + i

)
.



76 J. FRANCŮ

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem 1 + i dostáváme prvńı řádek, rovnice v sou-
stavě (A− (1− 2i )E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1− i )v2,
odkud plyne v = (1− i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =

(
1− i

1

)
ex(cos(2x)− i sin(2x)).

Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné
řešeńı je proto po změně znaménka u2:

y(x) = c1u1(x)+c2u2(x) = c1

(
cos(2x)− sin(2x)

cos(2x)

)
ex+c2

(
sin(2x) + cos(2x)

sin(2x)

)
ex.

Funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, obstarávaj́ı pohyb okolo
počátku, funkce ex zp̊usobuje vzdalováńı se od počátku, spirála se bude vzdalovat
od počátku. Jaká je orientace spirály? Opět zvolme c1 = 1, c2 = 0. Dostáváme
řešeńı u1(x) se složkami y1(x) = (cos(2x)− sin(2x))ex, y2(x) = cos(2x)ex.

Vyč́ısĺıme hodnoty řešeńı a jeho derivace pro x = 0:
y(0) = (1, 1) , y′(0) = (−1, 1) a vyznač́ıme v grafu.
Vid́ıme, že tečna vpravo od počátku má SZ směr,
trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj.
proti směru hodinových ručiček a bude se vzda-
lovat od počátku. Jinou možnost́ı je vyč́ıslit body
y(x) pro zvětšuj́ıćı se x.

Pomoćı funkce F (ξ, η) = arctg(η/ξ)−ln(ξ2+η2)
odvod́ıme rovnici pro implicitńı funkci trajektorie.
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Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Matice A − λE pro λ = 1 − 2i má řádky

A − (1 − 2i )E =

(
2 + 2i −4

2 −2 + 2i

)
∼

(
1 + i −2

1 −1 + i

)
.

Vynásobeńım druhého řádku č́ıslem (1 + i ) dostáváme prvńı řádek, rovnice v
soustavě (A−(1−2i )E)v = 0 jsou proto závislé. Druhá rovnice dává v1 = (1−i )v2,
odkud plyne v = (1 − i , 1). Dostáváme t́ım komplexńı řešeńı:

u∗(x) =
(

1 − i
1

)
ex(cos(2x) − i sin(2x)).

Reálná a imaginárńı část u∗(x) dává dvojici reálných řešeńı u1(x), u2(x), obecné
řešeńı je proto po změně znaménka u2:

y(x) = c1u1(x) + c2u2(x) = c1

(
cos(2x) − sin(2x)

cos(2x)

)
ex + c2

(
sin(2x) + cos(2x)

sin(2x)

)
ex.

Funkce cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou π, obstarávaj́ı pohyb okolo
počátku, funkce ex zp̊usobuje vzdalováńı se od počátku, spirála se bude vzdalovat
od počátku. Jaká je orientace spirály? Opět zvolme c1 = 1, c2 = 0. Dostáváme
řešeńı u1(x) se složkami y1(x) = (cos(2x) − sin(2x))ex , y2(x) = cos(2x)ex.

Vyč́ısĺıme hodnoty řešeńı a jeho derivace pro x = 0:
y(0) = (1, 1) , y′(0) = (−1, 1) a vyznač́ıme v grafu.
Vid́ıme, že tečna vpravo od počátku má SZ směr,
trajektorie bude orientovaná v kladném smyslu, tj.
proti směru hodinových ručiček a bude se vzda-
lovat od počátku. Jinou možnost́ı je vyč́ıslit body
y(x) pro zvětšuj́ıćı se x.

Pomoćı funkce F (ξ, η) = arctg(η/ξ)−ln(ξ2+η2)
odvod́ıme rovnici pro implicitńı funkci trajektorie.

y1

y2

Obr. 11: K Př́ıkladu 5.10.

Z obecného řešeńı vyjádř́ıme funkce ex cos(2x) , ex sin(2x)

ξ = ex cosx =
c2(y1 − y2) + c1y2

c21 + c22
, η = ex sinx =

c1(y2 − y1) + c2y2
c21 + c22

a použit́ım funkce arctg(η/ξ) = ln(ξ2 + η2) dostáváme implicitńı rovnici

arctg

(
c1(y2 − y1) + c2y2
c2(y1 − y2) + c1y2

)
= ln

[
(c2(y1 − y2) + c1y2)

2 + (c1(y2 − y1) + c2y2)
2

(c21 + c22)
2

]
.

Rovnice však dává trajektorie jen v úhlu š́ı̌rky π a MAPLE přidává nav́ıc
”
radiálńı

spojnice“ konc̊u trajektoríı.
Pro polárńı souřadnice z rovnosti y2/y1 = tgθ stač́ı vyjádřit funkce tg x, x :

tg x =
(c1 + c2) sin θ − c1 cos θ

c2 cos θ + (c1 − c2) sin θ
, x = arctg

(
(c1 + c2) sin θ − c1 cos θ

c2 cos θ + (c1 − c2) sin θ

)

a dosadit do r2 = y2
1 +y2

2 . Opět položme c2 = 0. Potom tg x = (sin θ−cos θ)/ sin θ.
Pomoćı cos2 θ = 1/(1 + tg2θ) a x = arctg((sin θ − cos θ)/ sin θ) dostáváme

r2 = c21
(1 − tgx)2 + 1

1 + tg2x
e2x =

c21
1 + sin2 θ − 2 sin θ cos θ

exp

(
2 arctg

(
sin θ − cos θ

sin θ

))
.

Opět vzorec dává trajektorii jen v úhlu š́ı̌rky π. �

Obrázek 11. Př́ıklad 5.10 –

trajektorie.

Z obecného řešeńı vyjádř́ıme funkce ex cos(2x) , ex sin(2x)

ξ = ex cosx =
c2(y1 − y2) + c1y2

c21 + c22
, η = ex sinx =

c1(y2 − y1) + c2y2
c21 + c22

a použit́ım funkce arctg(η/ξ) = ln(ξ2 + η2) dostáváme implicitńı rovnici

arctg

(
c1(y2 − y1) + c2y2
c2(y1 − y2) + c1y2

)
= ln

[
(c2(y1 − y2) + c1y2)2 + (c1(y2 − y1) + c2y2)2

(c21 + c22)2

]
.

Rovnice však dává trajektorie jen v úhlu š́ı̌rky π a MAPLE přidává nav́ıc
”
radiálńı

spojnice“ konc̊u trajektoríı.
Pro polárńı souřadnice z rovnosti y2/y1 = tg θ stač́ı vyjádřit funkce tg x, x:

tg x =
(c1 + c2) sin θ − c1 cos θ

c2 cos θ + (c1 − c2) sin θ
, x = arctg

(
(c1 + c2) sin θ − c1 cos θ

c2 cos θ + (c1 − c2) sin θ

)

a dosadit do r2 = y21 +y22 . Opět položme c2 = 0. Potom tg x = (sin θ−cos θ)/ sin θ.
Pomoćı cos2 θ = 1/(1 + tg2 θ) a x = arctg((sin θ − cos θ)/ sin θ) dostáváme

r2 = c21
(1− tg x)2 + 1

1 + tg2 x
e2x =

c21
1 + sin2 θ − 2 sin θ cos θ

exp

(
2 arctg

(
sin θ − cos θ

sin θ

))
.

Opět vzorec dává trajektorii jen v úhlu š́ı̌rky π. �
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Ostatńı př́ıpady singulárńıch bod̊u

Př́ıklad 5.11. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = y1− y2, y′2 = 3y1− 3y2.

Řešeńı: Matice soustavy A =

(
1 −1
3 −3

)
je sin-

gulárńı, rovnice Av = 0 má nekonečně mnoho řešeńı,
jsou to násobky v1 = (1, 1). Singulárńı body proto
tvoř́ı př́ımku y2 = y1.

Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + 2λ má
vedle nulového kořene λ1 záporný kořen λ2 = −2.
Spoč́ıtejme obecné řešeńı. Soustava (A − λE)v = 0
pro λ1 = 0 dává vektor v1 = (1, 1), pro λ2 = −2
vektor v2 = (1, 3). Obecné řešeńı proto je:

y(x) = c1

(
1
1

)
+ c2

(
1
3

)
e−2x.
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Ostatńı př́ıpady singulárńıch bod̊u
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Singulárńı trajektorie pro c1 ∈ R a c2 = 0, tvoř́ı př́ımku y2 = y1. Pro c1 = 0,
c2 ̸= 0 dostáváme dvě polopř́ımky y2 = 3y1 orientované do počátku. Ostatńı
trajektorie jsou rovnoběžné polopř́ımky jdoućı se směrnićı 3 do singulárńıch bod̊u
na př́ımce y2 = y1. Je to př́ıpad (4b). �
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jeden vektor v = (1, 1) a t́ım i konstantńı řešeńı u1(x) = (1, 1). Druhé řešeńı je ve
tvaru u2(x) = vx+ w, kde vektor w je řešeńım (A − 0E)w = v, tj. w1 −w2 = 1 .
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Źıskali jsme nekonečně mnoho singulárńıch
trajektoríı pro c1 ∈ R a c2 = 0, jsou to
body př́ımky y2 = y1. Pro c1 ∈ R, c2 ̸=
0 dostáváme př́ımky y2 = y1 − c2. Jsou
to př́ımky rovnoběžné s př́ımkou y2 = y1
orientované v SV směru pod ńı pro c2 > 0
a v JZ směru nad ńı pro c2 < 0. Je to
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Obr. 13: Př́ıklad 5.12 – trajektorie.

Uved’me ještě př́ıklady trajektoríı rovnic, které nemaj́ı singulárńı body – (6). V
př́ıpadě soustavy dvou lineárńıch autonomńıch rovnic jsou to rovnoběžné př́ımky
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trajektoríı pro c1 ∈ R a c2 = 0, jsou to
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Obr. 13: Př́ıklad 5.12 – trajektorie.
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Uved’me ještě př́ıklady trajektoríı rovnic, které nemaj́ı singulárńı body – př́ıpad
(6). V př́ıpadě soustavy dvou lineárńıch autonomńıch rovnic jsou to rovnoběžné
př́ımky
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Př́ıklad 5.13. Určete trajektorie řešeńı soustavy y′1 = 2, y′2 = 1.

Řešeńı: Obecné řešeńı soustavy je y1(x) = 2x + c1, y2(x) = x + c2. Protože
y1 = 2y2 − 2c2 + c1, trajektorie jsou rovnoběžné př́ımky se směrovým vektorem
(2, 1) orientované SV směrem. Obrázek neńı zapotřeb́ı. �

Př́ıklad 5.14. Určete trajektorie rovnice y′′ = 2.

Řešeńı: Dvoj́ı integraćı źıskáme obecné
řešeńı a jeho derivaci:

y(x) = x2 + c1x+ c2 , y′(x) = 2x+ c1.

Výpočtem lze snadno lze ověřit, že plat́ı

4y1 − y22 − (4c2 − c21) = 0 ,

kde y1 = y a y2 = y′, což je implicitńı popis
trajektoríı. Jsou to

”
rovnoběžné“ paraboly

s vrcholy na ose y1 otevřené vpravo, viz
obr. 14. �
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Řešeńı: Obecné řešeńı soustavy je y1(x) = 2x + c1 , y2(x) = x + c2. Protože
y2 = y1 +c2 −c1, trajektorie jsou rovnoběžné př́ımky se směrnićı (2, 1) orientované
SV směrem. Obrázek neńı zapotřeb́ı. �
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Obr. 14: Př́ıklad 5.14 - trajektorie.

6. Závěr

V článku jsme analyzovali všechny možnosti trajektoríı lineárńıch autonomńıch
soustav dvou rovnic a rovnic druhého řádu a předvedli je na konkrétńıch př́ıkladech.
Ukázali jsme, jak př́ıslušné trajektorie přibližně načrtnout a určit jejich orientaci.

Ukázali jsme, jak lze trajektorie implicitně popsat v kartézských i polárńıch
souřadnićıch. V př́ıpadech, kdy charakteristický polynom má r̊uzné reálné kořeny
λ1, λ2 v poměru malých celých č́ısel a v př́ıpadě λ1,2 = ±νi je splněna inverzńı
úloha, která dovede určit trajektorii procházej́ıćı daným bodem, v př́ıpadě λ1,2 =
µ± νi je trajektorie určena jen lokálně.

V př́ıpadě soustavy y′
1 = y1 − y2 , y′

2 = y1 + y2 lze trajektorie řešeńı ve tvaru
spirály popsat v polárńıch souřadnićıch globálně r = keθ. Otázkou je, jak tento
globálńı popis rozš́ı̌rit na obecnou soustavu s kořeny λ1,2 = µ± νi .

V pokračováńı tohoto článku uvedeme pár zaj́ımavých autonomńıch nelineár-
ńıch soustav a rovnic, které popisuj́ı reálné jevy. Vyšetř́ıme trajektorie jejich řešeńı
a interpretujeme jejich význam.
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MATEMATICKÉ KYVADLO A FUNKCIONÁLNA ANALÝZA

DANIEL ČAPUTA

Abstrakt. Tento článok sa zaoberá existenciou (a pŕıpadnou jednoznačnost’ou) pe-

riodických riešeńı nelineárneho modelu matematického kyvadla so spojitou, nepár-

nou a periodickou pravou stranou. V článku je naznačené odvodenie diferenciálnej
rovnice výchylky kyvadla a prevedenie pŕıslušného okrajového problému na ekvi-

valentnú integrálnu rovnicu. Jej zovšeobecneńım je integrálna rovnica tzv. Ham-

mersteinovho typu. Na túto rovnicu sú aplikované vety o pevnom bode, ktorých
dôsledkom je existencia, resp. jednoznačnost’ jej riešenia. Tieto výsledky sú potom

aplikované na model matematického kyvadla a je hlbšie diskutovaná podmienka pre

jednoznačnost’ riešenia.

1. Úvod

Matematické kyvadlo je jedným z najjednoduchš́ıch modelov nelineárneho os-
cilátora, napriek tomu ale môže jeho analýza viest’ k netriviálnym problémom.
Jedným z nich je otázka existencie (a jednoznačnosti) periodických riešeńı ne-
lineárneho modelu s pravou stranou.

Štruktúra článku je nasledovná. V d’al’̌sej sekcii naznač́ıme odvodenie pohybovej
rovnice matematického kyvadla, pribĺıžime vybrané úseky z histórie problematiky
a poṕı̌seme možnú linearizáciu rovnice a problémy, ktoré prináša. V sekcii 3 sa bu-
deme zaoberat’ naš́ım problémom – dokázat’ existenciu (a pŕıpadne jednoznačnost’)
nepárneho, periodického riešenia nelinárnej diferenciálnej rovnice matematického
kyvadla. Túto úlohu vieme previest’ na okrajový problém, ktorý preṕı̌seme na ek-
vivalentnú integrálnu rovnicu. Tú zovšeobecńıme na integrálnu rovnicu tzv. Ham-
mersteinovho typu a na túto rovnicu budeme aplikovat’ Schauderovu (resp. Bana-
chovu) vetu o pevnom bode. Posledná čast’ tejto sekcie je venovaná podmienke pre
jednoznačnost’ riešenia v priestore Lp, kde sú odvodené nové výsledky.

2. Matematické kyvadlo

Uvažujme hmotný bod o hmotnosti m zavesený na konci rovného, tenkého lana

d́lžky l, ktorého druhý koniec je pevne ukotvený. Počas pohybu si lano zachováva

2010 MSC. Primárńı 34B15.
Kĺıčová slova. matematické kyvadlo, Banachova veta o pevnom bode, Schauderova veta o

pevnom bode, Hammersteinova integrálna rovnica.

Vedúcim bakalárskej práce autora bol Pavel Řehák z Ústavu matematiky FSI VUT v Brně.
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u

u
u

T

Fg,r

Fg,a

Fg

l

tvar – nedeformuje sa a jeho vlastnú hmot-
nost’ zanedbávame. Hmotný bod sa nachádza v
homogénnom gravitačnom poli s gravitačným
zrýchleńım g, odporové sily prostredia a trenie
neuvažujeme.

Po vychýleńı z rovnovážnej polohy pôsobia
na hmotný bod dve sily. Ťahová sila od lana
T pôsob́ı vždy v radiálnom smere, na po-
hybe sa nepodiel’a. Sila spôsobená gravitačným
zrýchleńım Fg = mg sa rozdeĺı na radiálnu a
axiálnu zložku. Radiálna zložka Fg,r je v rov-
nováhe s t’ahovou silou od lana, axiálna zložka
Fg,a = −mg sinu, kde u je uhol medzi kyvad-
lom a vertikálou, sa snaž́ı vrátit’ hmotný bod do rovnovážnej polohy. Za týchto
predpokladov vieme odvodit’ pohybovú rovnicu hmotného bodu

u′′ + α2 sinu = 0,

kde u je uhol medzi hmotným bodom a vertikálou a α =
√
g/l; č́ıslo α sa vetšinou

nazýva vlastná frekvencia kyvadla. Ak na hmotný bod pôsob́ı aj externá sila f(x),
pohybová rovnica vyzerá nasledovne

u′′ + α2 sinu = f(x). (1)

Napriek vel’mi jednoduchým predpokladom sme dospeli k nelineárnej diferenciálnej
rovnici druhého rádu, ktorú prakticky nevieme analyticky riešit’.

2.1. História

V tejto časti pribĺıžime vybrané úseky histórie problematiky súvisiace s naš́ım
problémom, viac informácii sa dá nájst’ napŕıklad v [3]. Jednou z najdôležiteǰśıch
prác týkajúcou sa rovnicami nútených kmitov kyvadla, bol článok nemeckého ma-
tematika Hamela publikovaný v časopise Mathematische Annalen v roku 1922.
Hamel v tomto článku nadviazal na Duffingovu monografiu z roku 1918, ktorá sa
zaoberala približným určeńım periodických riešeńı rovnice (tzv. Duffingovej rov-
nice)

u′′ + au− cu3 = b sinx,

kde sa využili prvé dva členy Taylorovho rozvoja sinu. Hamel vo svojom článku
ako prvý dokázal existenciu 2π-periodického riešenia rovnice

u′′ + a sinu = b sinx (2)

pomocou variačného počtu. Jeho dôkaz založený na variačnom prinćıpe sa dá
rozš́ırit’ na všeobecneǰsiu pravú stranu, kde b sinx je nahradená l’ubovol’nou spo-
jitou, 2π-periodickou funkciou so strednou hodnotou nula. Hamel sa d’alej zaobe-
ral existenciou nepárnych riešeńı rovnice (2), kde s využit́ım nepárneho a pe-
riodického charakteru úlohy prevedie okrajový problém, pozostávajúci z (2) a
u(0) = u(π) = 0, na ekvivalentnú nelineárnu integrálnu rovnicu a pomocou metódy
postupných aproximácíı dokáže jednoznačnost’ riešenia za predpokladu a < 1.
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Článok Birkhoffa a Kellogga o pevných bodoch publikovaný v tom istom roku ob-
sahuje aplikáciu, ktorá by implikovala existenciu riešenia pre každé a. Touto čast’ou
článku inšpiruje Hammersteina k jeho výskumu nelineárnych integrálnych rovńıc.
Hamel v tomto článku použil viaceré zo základných metód nelineárnej analýzy,
pričom niektoré z nich sám vymyslel, č́ım d’alej rozvinul záujem o túto discipĺınu.

Po Hamelovi sa problematike periodických riešeńı rovnice (2) venovali via-
ceŕı matematici. Záujem o rovnicu nútených kmitov kyvadla znovu vzbudil Fuč́ık
v roku 1970, ked’ skúmal periodické riešenia rovnice

−u′′ + sinu = f(x),

a napriek tomu, že dosiahol len čiastočné výsledky, jeho práca motivovala Castra,
Dancera a Willema, ktoŕı využili pri analýze nútených kmitov variačný počet, a
po viac ako šest’desiatich rokoch po Hamelovom prvom periodickom riešeńı bolo
dokázané druhé periodické riešenie. Poznamenajme ešte, že na začiatku devät’-
desiatych rokov sa stala rovnica nútených kmitov (dvojitého) kyvadla jedným zo
symbolov pre teóriu chaosu.

2.2. Linearizácia

Nakol’ko limu→0 sinu/u = 1, pre malé výchylky u vieme približne aproximovat’

sinus jeho argumentom. Použit́ım tohto odhadu v rovnici (1) dostaneme lineárnu
diferenciálnu rovnicu v tvare

u′′ + α2u = f(x), (3)

ktorú vieme analyticky vyriešit’. Ak je budiaca sila f(x) periodická, s uhlovou frek-
venciou ω, tak má táto rovnica periodické riešenie s rovnakou uhlovou frekvenciou
pre každé ω, také že vlastná frekvencia kyvadla nie je ich prirodzeným násobkom.
Z fyzikálneho pohl’adu to znamená, že ak na kyvadlo pôsob́ı oscilačná sila, tak
pri istých počiatočných podmienkach kyvadlo začne kmitat’ v súlade s touto silou.
Problém nastáva najmä, ak má vonkaǰsia sila rovnakú uhlovú frekvenciu ako je
vlastná frekvencia kyvadla. V tomto pŕıpade neexistuje periodické riešenie rovnice
(3) a všetky riešenia sú neobmedzené, hovoŕıme o rezonancii.

Jednou z možnost́ı, ako mat’ lineárny model nevykazujúci tento jav, je nezaned-
banie trećıch a odporových śıl. Pohybová rovnica takéhoto systému môže vyzerat’

nasledovne

u′′ + cu′ + α2u = f(x), (4)

kde tlmiaci člen má podobu výrazu s prvou deriváciou a c je konštanta. Ak v rov-
nici zahrnieme tieto sily, tak rezonancia nenastane a rovnica (4) má vždy peri-
odické riešenie. Z fyzikálneho hl’adiska to môžeme vysvetlit’ tak, že konečná sila
nemôže vyprodukovat’ nekonečnú odozvu, pri pŕıtomnosti trećıch śıl je amplitúda
pohybu obmedzená. Tento fakt naznačuje, že pre periodickú vonkaǰsiu silu bude
vždy existovat’ periodická odozva, rezonancia nenastane.

Prirodzená otázka je, či nelinearita v našom modeli dokáže rovnako, ako trecie
sily, zamedzit’ rezonancii, a teda, či má rovnica (1) vždy periodické riešenie, čo
intuit́ıvne očakávame.
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3. Analýza rovnice matematického kyvadla

Predpokladajme, že funkcia f(x) – sila pôsobiaca na kyvadlo, je spojitá, nepárna a
periodická funkcia s uhlovou frekvenciou ω a zauj́ıma nás, či má za týchto predpo-
kladov rovnica (1) periodické riešenie. Zjednodušme problém preškálovańım času
tak, aby vonkaǰsia sila mala periódu 2. Zavedeńım substitúcie t = ωx/π nadobudne
rovnica (1) tvar

d2u

dt2
+
α2π2

ω2
sinu = f(t)

π2

ω2
.

Označme

β =
απ

ω
a F (t) = f(t)

π2

ω2
. (5)

Rovnica potom vyzerá nasledovne

u′′ + β2 sinu = F (t), (6)

kde u′′ = d2u
dt2 . Budeme redukovat’ problém nájdenia periodického riešenia (6) na

problém nájdenia riešenia dvojbodovej okrajovej úlohy na [0, 1]. Predpokladajme,
že vieme nájst’ funkciu u : [0, 1] → R tak, že u(0) = u(1) = 0 a u(t) je riešeńım
rovnice (6) (v zmysle, že u je spojitá funkcia so spojitými deriváciami prvého a

druhého rádu a u sṕlňa rovnicu (6) pre všetky t ∈ [0, 1]). Potom, vzhl’adom na
nepárny a periodický charakter úlohy vieme túto funkciu rozš́ırit’ najprv na interval
[−1, 1], kde polož́ıme u(t) = −u(−t) pre t ∈ [−1, 0] a potom periodicky na celú
reálnu osu. Takto obdržaná funkcia u je 2-periodickým riešeńım rovnice na R a je
nepárna.

Riešime okrajový problém

u′′ + β2 sinu = F (t),

u(0) = u(1) = 0
(7)

na [0, 1]. Prehl’adový obrázok načrtáva, ako budeme postupovat’. Využit́ım peri-
odického a nepárneho charakteru úlohy a preškálovania času sme dokázali preṕısat’

diferenciálnu rovnicu (1) na okrajový problém (7), ktorý vieme previest’ na ekviva-
lentnú integrálnu rovnicu (8), vid’ nasledujúca sekcia. Túto rovnicu zovšeobecńıme
na Hammersteinovu integrálnu rovnicu (12), pre ktorú pomocou Schauderovej vety
o pevnom bode dokážeme existenciu riešenia a pomocou Banachovej vety o pev-
nom bode odvod́ıme podmienku, za ktorej bude existovat’ jej jednoznačné riešenie.
Tieto poznatky potom aplikujeme na našu konkrétnu rovnicu.

Diferenciálna
rovnica (1)
[periodické

riešenie]

Okrajový
problém

(7)

Integrálna
rovnica
(8)

(12)
Hammersteinova r.

Banach

Schauder
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3.1. Prevedenie okrajovej úlohy na integrálnu rovnicu

Teraz ukážeme, že vieme okrajový problém (7) preṕısat’ do ekvivalentnej integrálnej
rovnice

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s, u(s)) ds, (8)

v priestore C[0, 1], kde

G(t, s) =

{
t(s− 1) pre 0 ≤ t ≤ s ≤ 1,

(t− 1)s pre 0 ≤ s < t ≤ 1
a h(s, t) = F (s)− β2 sin t.

Veta 3.1. Funkcia u(t) je riešeńım okrajového problému (7) práve vtedy, ak je
spojitým riešeńım integrálnej rovnice (8).

Dôkaz. Dokážme najprv smer
”
⇐“. Naṕı̌sme integrálnu rovnicu (8) v tvare

u(t) =

∫ t

0

(t− 1)sh(s, u(s)) ds+

∫ 1

t

t(s− 1)h(s, u(s)) ds

= (t− 1)

∫ t

0

sh(s, u(s)) ds+ t

∫ 1

t

(s− 1)h(s, u(s)) ds

(9)

pre t ∈ [0, 1]. Dosadeńım do tohto vyjadrenia integrálnej rovnice l’ahko oveŕıme
okrajové podmienky. Toto vyjadrenie dvakrát zderivujeme podl’a premennej t (kde
integrály derivujeme ako funkciu hornej resp. dolnej medze) a postupne dostávame

u′(t) =

∫ 1

0

sh(s, u(s)) ds−
∫ 1

t

h(s, u(s)) ds,

u′′(t) = h(t)

pre t ∈ [0, 1], č́ım sme dokázali smer
”
⇐“.

Ukážme, že plat́ı aj implikácia
”
⇒“. Výjdeme z rovnice

u′′(t) = h(t, u(t)) (10)

pre t ∈ [0, 1]. Túto rovnicu dvakrát zintegrujeme od 0 do t a využit́ım okrajových
podmienok, Fubiniovej vety a úpravou postupne źıskame

u(t) =

∫ t

0

(t− 1)sh(s, u(s)) ds+

∫ 1

t

t(s− 1)h(s, u(s)) ds, (11)

a teda

u(t) =

∫ 1

0

G(t, s)h(s, u(s)) ds1

pre t ∈ [0, 1]. �

Poznamenajme, že na dôkaz tohto tvrdenia nám stačili len základné výsledky
z diferenciálneho a integrálneho počtu.

Ak chceme dokázat’ iba existenciu riešenia nášho okrajového problému (7) po-
mocou integrálnej rovnice (8), stač́ı nám iba smer

”
⇐“, avšak pre dôkaz jedno-

značnosti pomocou jednoznačné riešitel’nosti integrálnej rovnice potrebujeme aj

1Funkcia G(t, s) je tzv. Greenova funkcia pŕıslušného problému.
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smer
”
⇒“. Ak by platila len implikácia

”
⇐“, tak všeobecne nevieme vylúčit’ exis-

tenciu riešenia u∗ okrajového problému takého, že u∗ nesṕlňa integrálnu rovnicu.

3.2. Aplikácia Schauderovej vety

Uvažujme nelineárnu integrálnu rovnicu (tzv. Hammersteinovu rovnicu) v tvare

u(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy, (12)

kde K, f sú dané funkcie a u je neznáma funkcia. Riešeńım rovnice (12) máme na

mysli spojitú funkciu, ktorá sṕlňa túto rovnicu pre každé x ∈ [a, b]. Ak dosad́ıme
K(x, y) = G(x, y) a f(x, u(x)) = h(x, u(x)) = F (x) − β2 sinu(x), tak vid́ıme, že

rovnica (8) je špeciálnym pŕıpadom rovnice (12). Ukážeme, že rovnica (12) sṕlňa
za určitých predpokladov podmienky Schauderovej vety o pevnom bode, č́ım do-
kážeme existenciu riešenia tejto rovnice.

Veta 3.2. Predpokladajme, že

• K(x, y) je spojitá funkcia pre a ≤ x, y ≤ b,
• f(y, z) je spojitá a ohraničená funkcia pre a ≤ y ≤ b a pre všetky z ∈ R.

Potom má rovnica (12) spojité riešenie.

Dôkaz. Pracujme v Banachovom priestore (C [a, b] , ‖ · ‖C). Definujme množinu

S = {u ∈ C [a, b] ; ‖u‖C ≤ D} ,

kde hodnotu konštanty D urč́ıme neskôr. Ďalej definujme operátor F : S → C [a, b]
predpisom

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.

Z predpokladu vety je funkcia K spojitá na kompaktnom intervale [a, b] × [a, b],
z čoho vyplýva, že je ohraničená, tj. |K(x, y)| ≤ A pre nejaké A a všetky x, y ∈
[a, b]×[a, b]. Podobne, funkcia f je podl’a predpokladu ohraničená, a teda existuje B
také, že |f(y, z)| ≤ B pre všetky y, z ∈ [a, b]×R. Hodnotu konštanty D definujeme
ako

D = AB(b− a).

Chceme aplikovat’ Schauderovu vetu na operátor F . Potrebujeme overit’, že
množina S je neprázdná, ohraničená, uzavrená a konvexná a operátor F je spojitý
a zobrazuje S do seba (F (S) ⊆ S) tak, že F (S) je relat́ıvne kompaktná množina.

Relat́ıvnu kompaktnost’ F (S) vieme dokázat’ pomocou Arzeláovej-Ascoliho vety,
kde sa pri dôkaze rovnomocnej spojitosti funkcíı z F (S) využije fakt, že spojitá
funkcia na kompaktnom intervale je rovnomerne spojitá. Tento fakt využijeme
aj pri dôkaze spojitosti operátoru F , alternat́ıvne ju môžeme dokázat’ pomocou
Lebesgueovej vety o dominantnej konvergencii.

Všetky predpoklady Schauderovej vety o pevnom bode sú splnené, a teda F má
pevný bod v S, ktorý je zrejme riešeńım integrálnej rovnice (12). �

Vrát’me sa k integrálnej rovnici (8).
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Veta 3.3. Integrálna rovnica (8) má spojité riešenie.

Dôkaz. Plynie z predchádzajúcej vety a úvahy zo začiatku sekcie 3.2. �

Kombináciou úvahy zo začiatku tretej kapitoly, vety 3.1 a vety 3.3 dostávame
nasledujúci výsledok.

Veta 3.4. Nech je sila f pôsobiaca na kyvadlo spojitá, nepárna a periodická.
Potom má rovnica výchylky matematického kyvadla (1) spojité, nepárne a peri-
odické riešenie s rovnakou periódou ako f .

3.3. Aplikácia Banachovej vety

Opät’ uvažujme nelineárnu integrálnu rovnicu (12) (Hammersteinovu rovnicu).
V predchádzajúcej časti sme ukázali existenciu riešenia tejto rovnice za pomerne
všeobecných podmienok. Teraz nás bude zauj́ımat’, za akých podmienok môžeme
aplikovat’ Banachovu vetu, a teda zaručit’ jednoznačnost’ riešenia.

Veta 3.5. Nech platia predpoklady vety 3.2 a nech existuje spojitá funkcia
N(x, y) taká, že

|K(x, y) [f(y, z1)− f(y, z2)]| ≤ N(x, y) |z1 − z2|

pre x, y ∈ [a, b] a z1, z2 ∈ R a maxx∈[a,b]
∫ b

a
|N(x, y)| dy = M , kde M < 1. Potom

má rovnica (12) jediné spojité riešenie.

Dôkaz. Pracujeme v Banachovom priestore (C [a, b] , ‖·‖C). Definujme operátor
F : C [a, b] → C [a, b] predpisom

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.

Pre u ∈ C [a, b] je integrand spojitá funkcia na [a, b]× [a, b], a teda plat́ı, že Fu je
spojité na [a, b], z čoho vyplýva, že F zobrazuje priestor C [a, b] do seba. Kontrakti-
vita operátoru sa ukáže pomocou odhadu

∣∣∫ f(x) dx
∣∣ ≤ ∫ f(x) dx a využit́ım pred-

pokladu vety. Predpoklady Banachovej vety sú splnené, z čoho plynie, že operátor
F má práve jeden pevný bod, ktorý je zrejme jediným riešeńım rovnice (12). �

Vrát’me sa k integrálnej rovnici (8). Pomocou vety 3.5 ukážeme, za akých podmie-
nok má táto rovnica jediné spojité riešenie.

Veta 3.6. Predpokladajme, že α < (2
√

2/π)ω, kde ω je uhlová frekvencia sily
pôsobiacej na kyvadlo a α je vlastná frekvencia kyvadla. Potom má rovnica (8)
jediné spojité riešenie.

Dôkaz. Pre konštantu β definovanú v (5) využit́ım predpokladu vety dostávame

β =
απ

ω
<

2
√

2πω

πω
= 2
√

2.

Položme N(t, s) = β2 |G(t, s)|. Potom

|G(t, s) [h(s, z1)− h(s, z2)]| = β2 |G(t, s) [sin(z1)− sin(z2)]|
≤ β2 |G(t, s) |z1 − z2|| = N(t, s) |z1 − z2| .
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Na intervale [0, 1]× [0, 1] plat́ı G(t, s) ≤ 0, a teda |G(t, s)| = −G(t, s). Plat́ı

max
t∈[0,1]

∫ 1

0

|N(t, s)| ds = β2 max
t∈[0,1]

∫ 1

0

−G(t, s) ds

= β2 max
t∈[0,1]

∫ t

0

(1− t)sds+

∫ 1

t

t(1− s) ds

= β2 max
t∈[0,1]

(
−t2

2
+
t

2

)
=
β2

8
<

1

8
(2
√

2)2 = 1,

a teda predpoklady vety 3.5 sú splnené, č́ım je zaručené jednoznačná riešitel’nost’

integrálnej rovnice (8). �

Znova uvažujme integrálnu rovnicu (12). Podmienku jednoznačnosti vieme vylepšit’

prácou v L2 [a, b].

Veta 3.7. Nech platia predpoklady vety 3.22 a nech existuje meratel’ná funkcia
N(x, y) taká, že

|K(x, y) [f(y, z1)− f(y, z2)]| ≤ N(x, y) |z1 − z2|

pre všetky z1, z2 ∈ R a x, y ∈ [a, b],
∫ b

a
N2(x, y) dx < ∞ pre všetky y ∈ [a, b] a√∫ b

a

(∫ b

a
N2(x, y) dx

)
dy = M , kde M < 1. Potom má rovnica (8) jediné spojité

riešenie.

Dôkaz. Pracujeme v Banachovom priestore L2 [a, b] s normou

‖u‖2 =

√∫ b

a

|u(x)|2 dx.

Definujme operátor F : L2 [a, b]→ L2 [a, b] predpisom

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.

Pomocou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, predpokladov a rôznych odhadov sa
ukáže, že F je kontrakcia a Fu ∈ L2 [a, b] pre u ∈ L2 [a, b]. Predpoklady Ba-
nachovej vety sú splnené, z čoho plynie, že operátor F má práve jeden pevný bod,
ktorý je zrejme jediným riešeńım rovnice (12) v L2 [a, b].

Všeobecne nám tento výsledok nemuśı implikovat’ existenciu a jednoznačnost’

spojitého riešenia, avšak uvažujme nasledujúcu myšlienku. Nech u×, u∗ sú rôzne
spojité riešenia (12). Poznamenajme, že existenciu aspoň jedného spojitého riešenia
zaručuje veta 3.2 (ktorá nepotrebuje žiadne dodatočné predpoklady). Ak sú u×, u∗

dve rôzne spojité funkcie, tak sa ĺı̌sia na množine nenulovej miery, a teda sú rôzne
aj v L2 zmysle. Spojitá funkcia na kompaktnom intervale je určite integrovatel’ná
s kvadrátom, z čoho plynie, že u×, u∗ ∈ L2 [a, b], odkial’ vd’aka jednoznačnosti
v L2 [a, b] dostávame, že u× = u∗, čo je spor. �

2Na dôkaz stačia aj slabšie predpoklady – menovite K, f ∈ L2 [a, b], avšak v zmysle našej

úlohy ponechávame tvrdšie predpoklady.
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Aplikujme vetu 3.7 na integrálnu rovnicu (8).

Veta 3.8. Predpokladajme, že α < ( 4
√

90/π)ω, kde ω je uhlová frekvencia sily
pôsobiacej na kyvadlo a α je vlastná frekvencia kyvadla. Potom má rovnica (8)
jediné spojité riešenie.

Dôkaz. Pre konštantu β definovanú v (5) využit́ım predpokladu vety dostávame

β =
απ

ω
<
π

ω

4
√

90ω

π
=

4
√

90.

Opät’ položme N(t, s) = β2 |G(t, s)|. Potom∫ b

a

(∫ b

a

N2(t, s) ds

)
dt =

∫ 1

0

(∫ 1

0

β4G2(t, s) ds

)
dt

= β4

∫ 1

0

(∫ t

0

(t− 1)2s2 ds+

∫ 1

t

t2(s− 1)2 ds

)
dt

= β4

∫ 1

0

(
t4

3
− 2t3

3
+
t2

3

)
dt =

β4

90
= M2,

kde

M =
β2

√
90

<

(
4
√

90
)2

√
90

= 1.

Rovnica (8) sṕlňa podmienky vety 3.7, a teda existuje jej jediné spojité riešenie.
�

Poznámka 3.9. (i) Približným vyč́ısleńım podmienky pre jednoznačnost’ rie-

šenia v priestore C [a, b] źıskame α < (2
√

2/π)ω
.
= 0,9003ω. Ak urob́ıme to isté

pre podmienku v priestore L2 [a, b], dostaneme α < ( 4
√

90/π)ω
.
= 0,9804ω. Prácou

v L2 [a, b] sme si skutočne polepšili, pretože nám umožňuje brat’ za budiacu silu
funkcie aj s nižšou periódou, a teda celkovo viac funkcíı.

(ii) Ukázali sme, že náš okrajový problém bude mat’ jednoznačné riešenie, ak
bude, zhruba povedané, frekvencia budiacej sily väčšia ako vlastná frekvencia ky-
vadla.

(iii) Jednoznačnost’ riešenia integrálnej rovnice (8) sme mohli dokázat’ jedno-
duchš́ım spôsobom, ktorý je obdobný dôkazu vety 3.2 a je založený na ohraniče-
nosti funkcie G. Poskytuje však horšiu podmienku pre jednoznačnost’ riešenia (8).
Definujme operátor F : C [0, 1]→ C [0, 1] predpisom

(Fu)(t) =

∫ 1

0

G(t, s)
[
F (s)− β2 sin(u(s))

]
ds.

Plat́ı

‖Fu1 − Fu2‖C ≤ max
t∈[0,1]

∫ 1

0

β2 |G(t, s) [sin(u2(s))− sin(u1(s))]| ds

≤ β2

4

∫ 1

0

‖u2 − u1‖C ds =
β2

4
‖u1 − u2‖C ,



88 D.ČAPUTA

kde sme využili fakt, že |sinx− sin y| ≤ |x− y| a max {|G(t, s)| , t, s ∈ [a, b]} = 1/4.
Ak chceme, aby bola splnená podmienka kontraktivity, potrebujeme, aby

β2

4
=
α2π2

4ω2
< 1, tj. α <

2

π
ω
.
= 0,6366ω,

a vid́ıme, že podmienka źıskaná jednoduchš́ım spôsobom je skutočne výrazne horšia
v porovnańı s tými źıskanými vo vyššie uvedených pŕıstupoch.

3.4. Podmienka pre jednoznačnost’ riešenia v priestore Lp

Ako sme už poznamenali, prácou v L2 [a, b] sme si oproti práci v C [a, b] polepšili.
Prirodzená otázka je, či sa dá podmienka d’alej vylepšit’ prácou v Lp [a, b] s vhodne
zvoleným p. Ukážeme, že sa to dá. V tejto časti budú odvedené nové výsledky.

Uvažujme rovnicu (12). Pracujme v priestore Lp [a, b] s normou

‖f‖p =

(∫ b

a

|f(x)|p dx

)1/p

.

Nech platia predpoklady vety 3.2. Ďalej predpokladajme, že existuje meratel’ná
funkcia N(x, y) taká, že

|K(x, y) [f(y, z1)− f(y, z2)]| ≤ N(x, y) |z1 − z2|

pre všetky z1, z2 ∈ R a x, y ∈ [a, b],
∫ b

a
Nq(x, y) dy < ∞ pre všetky y ∈ [a, b]

a
∫ b

a

(∫ b

a
Nq(x, y) dy

)p/q
dx < ∞, kde 1 < p, q < ∞ sú č́ısla zviazané vzt’ahom

1

p
+

1

q
= 1.

Definujme operátor F : Lp [a, b]→ Lp [a, b] predpisom

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.

Overme, že Fu ∈ Lp [a, b]. Nech u ∈ Lp [a, b]. Potom

|(Fu)(x)| ≤ |(Fu)(x)− (F0)(x)|+ |(F0)(x)|

≤
∫ b

a

N(x, y) |u(y)| dy +

∫ b

a

K(x, y)f(y, 0) dy,

kde 0 chápeme ako nulovú funkciu. Oba členy na pravej strane nerovnosti pat-
ria do Lp [a, b]. Druhý, pretože ide o spojitú funkciu na kompaktnom intervale
a integrovatel’nost’ prvého plynie z Hölderovej nerovnosti a predpokladov, a teda
Fu ∈ Lp [a, b]. Nájdime podmienku pre kontraktivitu operátoru. Využit́ım pred-
pokladu a Hölderovej nerovnosti dostávame

|(Fu1)(x)− (Fu2)(x)| ≤
∫ b

a

|K(x, y) [f(y, u1(y))− f(y, u2(y))]| dy

≤
∫ b

a

N(x, y) |u1(y)− u2(y)| dy ≤ ‖u1 − u2‖p

(∫ b

a

Nq(x, y) dy

)1/q

.
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Plat́ı

‖Fu1 − Fu2‖p ≤

∥∥∥∥∥∥‖u1 − u2‖p
(∫ b

a

Nq(x, y) dy

)1/q
∥∥∥∥∥∥
p

= ‖u1 − u2‖p Ip,

kde

Ip =

∫ b

a

(∫ b

a

Nq(x, y) dy

)p/q

dx

1/p

.

Prejdime k nášmu problému, kde podobne ako v dôkaze vety 3.6 (resp. vety 3.8)
vieme zvolit’ tvar funkcie N(x, y) = β2 |G(x, y)|. Potom∫ b

a

Nq(x, y) dy =

∫ 1

0

β2q |G(x, y)|q dy

= β2q

(∫ x

0

(1− x)
q
yq dy +

∫ 1

x

(1− y)qxq dy

)
= β2q(1− x)qxq

1

q + 1
,

kde sme využili, že |G(x, y)| = −G(x, y) a

|G(x, y)|q =

{
xq(1− y)q pre 0 ≤ x ≤ y ≤ 1

(1− x)qyq pre 0 ≤ y < x ≤ 1
.

Z podmienky
1

p
+

1

q
= 1 plynie q =

p

p− 1
. Potom

Ip =

∫ b

a

(∫ b

a

Nq(x, y) dy

)p/q

dx

1/p

=

(∫ 1

0

(
β2q (1− x)qxq

q + 1

)p/q

dx

)1/p

= β2

∫ 1

0

(1− x)pxp(
p

p−1 + 1
)p−1 dx


1/p

= β2

(
p

p− 1
+ 1

)(1−p)/p(∫ 1

0

(1− x)pxp dx

)1/p

.

Binomický integrál, ktorý sa objavil na pravej strane, sa dá vyjadrit’ v tvare∫ 1

0

(1− x)pxp dx = B(p+ 1, p+ 1),
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kde B je beta funkcia. Potom

Ip = β2

(
p

p− 1
+ 1

)(1−p)/p
p
√

B (p+ 1, p+ 1).

Ak chceme, aby bol operátor kontrakt́ıvny, potrebujeme Ip < 1. Odtial’ s využit́ım
defińıcie β v (5) dostávame predpis pre správanie sa podmienky pre jednoznačnost’

riešenia integrálnej rovnice (8) pre všeobecné p

α <
1

π

(
p

p− 1
+ 1

)(p−1)/2p
−2p
√

B (p+ 1, p+ 1)ω, (13)

kde ω je uhlová frekvencia sily pôsobiacej na kyvadlo a α je vlastná frekvencia
kyvadla. Označme

k(p) =
1

π

(
p

p− 1
+ 1

)(p−1)/2p
−2p
√

B (p+ 1, p+ 1).

Potom

α < k(p)ω.

Je zrejmé, že hl’adáme také p, aby bolo k(p) čo najväčšie. Hl’adat’ extrém analyticky
je pŕılǐs náročné, nájdeme ho numericky s grafickou interpretáciou. Graf funkcie
k(p) je na obrázku 1, kde je naznačená aj hodnota konštanty pre prácu v priestore
C [0, 1] a na obrázku 2. Prácou v priestore Lp [0, 1] sa podarilo zväčšit’ hodnotu
km takú, že α < km ω

.
= 0,9852ω, ktorú nadobudne k(p) zhruba pre p

.
= 2,6,

č́ım sme d’alej vylepšili podmienku pre jednoznačnost’ riešenia rovnice (8). Fakt,
že toto riešenie je spojité by sa ukázalo rovnakým spôsobom ako tým na konci
dôkazu vety 3.7.

Ďalej nás zauj́ıma správanie sa podmienky pre jednoznačnost pre p → ∞,
najmä, či plat́ı, že podmienka v (Lp [a, b] , ‖ · ‖p) bude pre p → ∞ rovnaká, ako
v (C [a, b] , ‖ · ‖C), čo intuit́ıvne očakávame. Ak p → ∞, pre beta funkciu plat́ı
podl’a Stirlingovho vzorca

B(p+ 1, p+ 1) ∼
√

2π(p+ 1)p+1/2(p+ 1)p+1/2

(2p+ 2)2p+3/2
=

√
2π

22p+1(2p+ 2)

kde f(x) ∼ g(x) je symbol pre asymptotickú ekvivalenciu funkcíı f a g, tj. plat́ı

limx→∞
f(x)
g(x) = 1. Užit́ım predchádzajúcich relácíı a L’Hospitalovho pravidla dos-

távame

lim
p→∞

Ip = lim
p→∞

β2

(
p

p− 1
+ 1

)(1−p)/p
p
√

B (p+ 1 + p+ 1)

= β2 lim
p→∞

(
p

p− 1
+ 1

)(1−p)/p

lim
p→∞

( √
2π

22p+1(2p+ 2)

)1/p

= β2 1

2

1

4
=
β2

8
.
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Obr. 1. Graf závislosti k(p) na p.
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Obr. 2. Graf závislosti k(p) na p – pribĺıženie.

Ak chceme, aby bola podmienka kontraktivity splnená, potrebujeme limp→∞Ip <
1, čiže

α2π2

ω2

1

8
=
β2

8
< 1,
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odkial’ dostávame

α <
2
√

2

π
ω,

č́ım sme źıskali rovnakú podmienku pre jednoznačnost’ riešenia ako v priestore
(C [a, b], ‖ · ‖C).

4. Záver

V článku sme sa zaoberali existenciou a jednoznačnost’ou periodických riešeńı ne-
lineárneho modelu matematického kyvadla so spojitou, nepárnou a periodickou
pravou stranou. Ukázali sme, že s pomocou pomerne základných výsledkov fun-
kcionálnej analýzy (a diferenciálneho a integrálneho počtu) dokážeme źıskat’ ne-
triviálne výsledky.

Detailné dôkazy a rôzne alternat́ıvne možnosti pri dokazovańı sa dajú nájst’

v práci [1].
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APLIKÁCIA ČASTICOVÝCH FILTROV NA MERANIA

MULTISTATICKÉHO RADARU

MATEJ BENKO a PAVEL KULMON

Abstrakt. Tento článok sa zaoberá aplikáciou časticových filtrov (skrátene PF

z angl. Particle Filters) na problematiku určovania polohy a rýchlosti ciel’ov systé-
mom Multi-Static Primary Surveillance Radar (MSPSR). V článku je poṕısaný

základný prinćıp fungovania systému, merania vydávané systémom a ich vzt’ah k po-

lohe a rýchlosti objektu. Ďalej je použitie PF ilustrované na konkrétnom pŕıpade
určenia polohy a rýchlosti ciel’a v systéme s dvoma prij́ımačmi a dvoma vysielačmi.

Je uvedené zhodnotenie presnosti a analýza dosiahnutých výsledkov pre rôzne druhy

filtrácie voči referenčným dátam a tiež načrtnutý smer pre budúci výskum.

1. Úvod

1.1. Popis MSPSR radaru

Multi-Static Primary Surveillance Radar (MSPSR) je paśıvne sledovacie zariadenie
slúžiace na detekciu a určenie polohy a rýchlosti ciel’ov vo vzdušnom priestore.
Skladá sa z niekol’kých bistatických párov. Jeden bistatický pár obsahuje prij́ımač
Rx a vysielač Tx.

Rx

Tx

~vTx

~vRx
~vB

rRx

rTx

Obr. 1. Bistatický pár zakreslený v rovine [4].

2010 MSC. Primárńı 62M05; Sekundárńı 62P30, 65C35, 65C40.

Kĺıčová slova. Multistatický radar, optimálny Bayesov odhad, časticová filtrácia.
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na FSI VUT v Brne. Vedúcim práce bol Libor Žák z Ústavu matematiky FSI VUT v Brne. Práca
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Jeden takýto pár vie zmerat’ dve hodnoty. Bistatickú polohu a bistatickú rýchlost’.
Bistatická poloha predstavuje súčet vzdialenost́ı od lietadla (ciel’a) k prij́ımaču Rx
a vysielaču Tx. Formálne zaṕısané rB = rRx+rTx. Bistatická rýchlost’ predstavuje
deriváciu bistatickej polohy podl’a času, teda vB = ṙB . Geometricky je to ‖~vB‖
s kladným znamienkom, ak ~vB smeruje von z elipsy na obrázku 1 (v skutočnosti
elipsoidu), a záporným, ak smeruje dovnútra. V tomto článku je použitý MSPSR
radar so 4 takýmito bistatickými pármi (2 vysielače a 2 prij́ımače).

1.2. Optimálny Bayesov odhad

Defińıcia (stavovo-priestorového modelu). Nech postupnost’ stavov x(0),x(1), . . . ,
x(k), . . . je Markovova (x(k) záviśı len od x(k−1)), x(k) ∈ S ⊂ Rn.1 Ďalej nech je po-
stupnost’ merańı y(1),y(2), . . . ,y(k), . . ., y(k) ∈ Rmk , pričom mk ∈ N môže závisiet’

na k ∈ {1, 2, . . .}. Dynamickým systémom v stavovo-priestorovej formulácii sa na-
zve model

x(k) = A (k−1)(x(k−1),u(k−1)), (1)

y(k) = B(k)(x(k),w(k)); (2)

x(0), u(0) sú dané, zatial’ čo y(0), w(0) nie je k dispoźıcii. A (k−1) : Rn ×Rn → Rn

sa nazýva model systému, kde u(k−1) je realizáciou riadiaceho šumu

U (k−1) ∼ F (φ(k−1))

s parametrami φ(k−1) ∈ P.2 U (k−1) vyjadruje neurčitost’ systému. B(k) : Rmk ×
Rmk → Rmk sa nazýva model merańı. w(k) je realizáciou W (k) ∼ F (ψ(k)), šumu

merańı, určeného parametrami ψ(k) ∈ P. Charakterizuje nepresnost’ senzorov.
Zvyčajne býva konštantný od k, avšak nie nutne.

Odvodenie (Bayesovho odhadu). Zmyslom Bayesovho odhadu je v čase k od-
hadnút’ stav x(k) ako č́ıselnú charakteristiku (stredná hodnota, medián, ...) náhod-
ného vektora, ktorý je daný aposteriórnou hustotou f(x(k)|Y(k)), kde Y(k) =
{y(i)}ki=1 je postupnost’ všetkých merańı až po k (odhad stavu sa tiež zvykne
nazývat’ filtrácia). Teda hlavným ciel’om je źıskat’ f(x(k)|Y(k)). Jej odvodenie je
v nasledujúcich riadkoch, skladá sa z 2 krokov.

1. predikčný krok. Urč́ı sa apriórna hustota f(x(k)|Y(k−1)) pomocou Chapman-
Kolmogorovej vety (je použitel’ná len pri Markovových ret’azcoch, čo je splnené).

f(x(k)|Y(k−1)) =

∫ ∞
−∞

f(x(k)|x(k−1)) · f(x(k−1)|Y(k−1)) dx(k−1).

Hustota f(x(k)|x(k−1)) vychádza z rovnice (1). f(x(k−1)|Y(k−1)) je aposteriórna
hustota pravdepodobnosti v čase k− 1. Ciel’om filtrácie je túto hustotu určit’, tzn.

1Symbolom S sa mysĺı stavový priestor. Je to
”
vhodná“ oblast’ (záujmu), kde sa pozorujú

stavy sledovaných objektov a je k nim možné źıskat’ merania y(k) zo senzorov.
2Symbolom P sa mysĺı parametrický priestor, ktorého prvky jednoznačne určujú rozdelenie

(distribučnú funkciu) šumu (náhodného vektora).
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že v čase k je už táto hustota známa. Pre k = 1 plat́ı f(x(1)|Y(0)) ≡ f(x(1)).
Pretože y(0), je Y(0) = ∅ a f(x(1)| ∅ ) ≡ f(x(1)).

2. aktualizačný krok. Na vyjadrenie f(x(k)|Y(k)) sa využije Bayesova veta:

f(x(k)|Y(k)) =
f(y(k)|x(k)) · f(x(k)|Y(k−1))

f(y(k)|Y(k−1))
.

Obe hustoty v čitateli zlomku sú už v tomto kroku známe. Zostáva vyjadrit’ len
hustotu v menovateli, tzv. normalizujúcu konštantu. Opät’ sa využije Chapman-
Kolmogorova rovnica a źıska sa vzt’ah

f(y(k)|Y(k−1)) =

∫ ∞
−∞

f(y(k)|x(k)) · f(x(k)|Y(k−1)) dx(k).

f(y(k)|x(k)) je tzv. dôveryhodnost’ merańı a vychádza priamo z rovnice (2). Ked’že
je daný počiatočný stav x(0), je daná f(x(0)|Y(0)) = f(x(0)| ∅ ) ≡ f(x(0)). Tým je
hotové odvodenie f(x(k)|Y(k)). Problém však zostáva, ako túto hustotu spoč́ıtat’.

1.3. Výpočet aposteriórnej hustoty časticovými filtrami (PF)

PF predstavujú tzv. tvrdé numerické riešenie na výpočet f(x(k)|Y(k)). Existujú
aj iné filtre (optimálne), ktoré spoč́ıtajú f(x(k)|Y(k)) analyticky (napr. Kálmánov

filter (KF) [1]), avšak merania z multistatického radaru nesṕlňajú predpoklady na
to, aby optimálne filtre mohli byt’ použité. Ďalej existujú filtre založené na rozš́ıreńı
analytických filtrov, ktoré aproximujú f(x(k)|Y(k)). Typicky napŕıklad Extended
KF alebo Unscented KF [6]. S touto triedou algoritmov neboli dosiahnuté uspo-
kojivé výsledky pre multistatické merania, preto nie sú bližšie poṕısané.

PF kladú minimálne požiadavky na A (k−1), B(k) a rozdelenie šumov U (k−1),

W (k). Jediné obmedzenie je, aby boli ich hodnoty fyzikálne pŕıpustné (zmyslu-
plné). PF sú trieda algoritmov založených na náhodnom vzorkovańı čast́ıc (stav
každej častice v čase k sa označ́ı xi(k)), pomocou ktorých diskrétne aproximujú
f(x(k)|Y(k)). Základný PF je SIS (Sequence Importance Sampling) filter. Všetky
ostatné PF sú z neho odvodené pridańım výpočtov. Stručný popis SIS filtra:

1. predikčný krok. Vd’aka znalosti stavu každej častice v predchádzajúcom kroku

xi(k−1), rozdelenia šumu U (k−1) a modelu systému A (k−1) vygeneruje nové stavy
čast́ıc xi(k). Tieto nové stavy sú náhodnými nezávislými vzorkami (i.i.d.) z apri-
órnej hustoty, znač́ı sa xi(k) ∼ f(x(k)|Y(k−1)).

2. aktualizačný krok. V tomto kroku sú do systému dodané merania v čase k
(y(k)), vid’ odsek 1.2. Každá častica sa ohodnot́ı tzv. váhovým koeficientom ωi(k) ∝
ωi(k−1)f(y(k)|xi(k)). Aposteriórna hustota f(x(k)|Y(k)) sa aproximuje vzt’ahom

f(x(k)|Y(k)) ≈
N∑
i=1

ωi(k)δ(x(k) − xi(k)), (3)

kde δ(·) je Diracova miera. Ukážka aproximácie (3) je znázornená na obrázku 2.
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Obr. 2. Ukážka aproximácie f(x(k)|Y(k)) v určitom k použit́ım SIS filtra pre n = 1, mk = 1.

2. Metodológia

2.1. Základné varianty časticových filtrov (PF)

SIS filter predstavený v odseku 1.3 trṕı tzv. degeneračným fenoménom – vid’ nižšie
a preto je v praxi nepoužitel’ný. V tomto odseku sú stručne predstavené tri základné
použitel’né PF: SIR, Auxiliary a Regularized. Ich podrobneǰśı opis je možné nájst’

napŕıklad v [1]. Všetky sú odvodené zo SIS filtra.

2.1.1. Riešenie degeneračného fenoménu. Problém spôsobený SIS filtrom.
Po niekol’kých iteráciach má iba malé množstvo čast́ıc nenulový váhový koeficient
ωi(k) (vid’ obrázok 3a). Ostatné nemajú vplyv na aproximáciu f(x(k)|Y(k)). Sú
uvažované nasledujúce 2 riešenia tohoto problému:

1. Sampling Importance Resampling (SIR) PF. Je rozš́ırený SIS filter, kde na
konci je pridaný algoritmus Resampling [1]. Jeho výsledkom sa častice stanú i.i.d.
vzorkami z f(x(k)|Y(k)), t.j. majú rovnaké ωi(k) a vyššie hodnoty f(x(k)|Y(k))
určuje vyššia hustota čast́ıc v danej oblasti. Vid’ obrázok 3b.

2. Auxiliary Sampling Importance Resampling (Auxiliary) PF. Predstavuje roz-
š́ırenie SIR filtra. Postupom zhodným so SIS filtrom vygeneruje pomocné častice
µi(k). Ohodnot́ı ich váhovými koeficientami ωi(k) ∝ ωi(k−1)f(y(k)|µi(k)). Nasle-
duje algoritmus Resampling, ale výstup z neho sú len referencie ij na pôvodné
µi(k). Nakoniec sa opakuje postup ako pri SIS filtri, avšak s dvoma rozdielmi. Na

vzorkovanie sa použijú častice xij(k−1) a výsledné vzorky sa ohodnotia ωj(k) ∝
f(y(k)|xj(k))/f(y(k)|µij(k)).3 Vid’ obrázok 3c.

2.1.2. Riešenie problému vyčerpania vzoriek. Použitie algoritmu Resam-
pling môže spôsobit’ pri ńızkych hodnotách rozptylu šumu (variačnej matice) tzv.
problém vyčerpania vzoriek. Najmä viditel’ný pri SIR filtroch. Tento problém zna-
mená stratu diverzity čast́ıc, čo sa prejavuje na zńıžeńı spol’ahlivosti filtra. Jeho
riešeńım je algoritmus Regularization [5].

3. Regularized PF. Vznikne rozš́ıreńım SIS filtra o algoritmus Regularization.
Tento algoritmus v prvom kroku vytvoŕı množinu čast́ıc ako vzoriek zo spojitej

aproximácie f(x(k)|Y(k)) ≈
∑N

i=1 ω
i(k)Kh(x(k) − xi(k)). Kh je jadro, štandardne

3Algoritmus Resampling vytvoŕı častice ako i.i.d vzorky tak, že častice s ńızkymi ωi(k) odstráni

a s vyšš́ımi zdupl’uje. Auxiliary PF teda pomocné vzorky µi(k) využije na odstránenie čast́ıc,

ktorých ωi(k) by boli ńızke. ij odkazujú na častice, ktoré zostanú zachované.
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a) SIS filter b) SIR filter c) Auxiliary filter

Obr. 3. Ukážka degeneračného fenoménu a jeho riešenia v podobe SIR a Auxiliary filtrov pre

n = 1, mk = 1.

sa použ́ıva Epanechnikovo. Potom tieto častice znova ohodnot́ı váhovými koefi-
cientami. Vid’ obrázok 4c.
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hodnoty stavov jednotlivých čast́ıc xi(k)

a) SIR filter b) Auxiliary filter c) Regularized filter

Obr. 4. Ukážka problému vyčerpania vzoriek a jeho riešenia v podobe Regularized filtra pre

n = 1, mk = 1.

2.2. Popis dostupných dát a použitej referencie

Spracovávané dáta sú multistatické meranie (hodnoty bistatických polôh a rýchlos-
t́ı pre 4 bistatické páry - źıskané v rovnakých časoch t(k), k ∈ {1, 2, . . . , 1 192})
plánovaného preletu l’ahkého civilného jednomotorového lietadla Cessna C172SP.
Toto plánované meranie nezahŕňalo obmedzenie inej letovej prevádzky v stavovom
priestore S. Preto sú v meraných dátach pŕıtomné detekcie od všetkých ciel’ov,
ktoré bol systém schopný detekovat’ (meranie prebiehalo v okoĺı Čáslavi). V rámci
predspracovania boli ostatné detekcie odstránené.

Ďalej, táto sada nameraných dát obsahuje niekol’ko narušených úsekov, kedy
zlyhal HW niektorého vysielača a meranie neprebiehalo určitý čas vo všetkých
(štyroch) bistatických pároch. Źıskané dáta očistené od ostatných detekcíı sú zo-
brazené na obrázku 5.

Ako referencia k nameraným multistatickým meraniam bol použitý záznam
z palubnej GPS lietadla, ktorý dosahuje o niečo lepšiu presnost’ v určeńı polohy.
Súradnice rýchlosti boli dopoč́ıtané, teda majú nižšiu presnost’. Označenie xGPS.
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Obr. 5. Namerané hodnoty bistatickej polohy a rýchlosti pre 4 bistatické páry v čase.

Boli upravené tak, aby tvorili referenciu v rovnakých časoch t(k) ako sú źıskané
multistatické merania.

2.3. Nastavenia parametrov pre časticové filtre

Pre filtráciu dát poṕısaných v odseku 2.2 boli použité nasledovné parametre. Sta-

vový vektor x = [x, y, z, ẋ, ẏ, ż]>. Šum u(k−1) je realizáciou U (k−1) ∼ N6(0,Q),
časový rozdiel medzi dvoma meraniami je ∆t(k−1) = t(k) − t(k−1),

A (k−1) =


1 0 0 ∆t(k−1) 0 0

0 1 0 0 ∆t(k−1) 0

0 0 1 0 0 ∆t(k−1)

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

x(k−1) + u(k−1),Q = diag


700
700
1
70
70

10−6

.

Vektor merańı y = [rB,1, rB,2, rB,3, rB,4, vB,1, vB,2, vB,3, vB,4]>. Pre stručnost’ sa

označ́ı r = [x, y, z]> a v = [ẋ, ẏ, ż]>. Šum w(k) je realizáciou W (k) ∼ N8(0,R),

B(k) =



‖r(k) − rRx1
‖+ ‖r(k) − rTx1

‖
‖r(k) − rRx1

‖+ ‖r(k) − rTx2
‖

‖r(k) − rRx2
‖+ ‖r(k) − rTx1

‖
‖r(k) − rRx2

‖+ ‖r(k) − rTx2
‖(

r(k)−rR1

‖r(k)−rR1
‖

+
r(k)−rTx1

‖r(k)−rTx1
‖

)>
· v(k)

(
r(k)−rRx1

‖r(k)−rRx1
‖

+
r(k)−rTx2

‖r(k)−rTx2
‖

)>
· v(k)

(
r(k)−rRx2

‖r(k)−rRx2
‖

+
r(k)−rTx1

‖r(k)−rTx1
‖

)>
· v(k)

(
r(k)−rRx2

‖r(k)−rRx2
‖

+
r(k)−rTx2

‖r(k)−rTx2
‖

)>
· v(k)



+ w(k), R = diag



400
400
400
400
4
4
4
4


. (4)

V čase k bol odhad stavu x∗(k) braný ako stredná hodnota aposteriórnej hustoty,
t.j. x∗(k) = E(f(x(k)|Y(k))).
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Pre niektoré k nie sú všetky hodnoty multistatických merańı k dispoźıcii (vid’

odsek 2.2). V takom pŕıpade sú vynechané pŕıslušné riadky v rovnici (4). Na určenie
počiatočného stavu x∗(0) bola použitá GPS referencia, t.j. x∗(0) = xGPS(0) (od-
hadnuté stavy (výsledok filtrácie) budú d’alej pre rozĺı̌senie značené ako x∗(k)).

Počiatočný riadiaci šum u(0) ako realizácia U (0) ∼ N(o,Q).

2.4. Testy štatistických hypotéz

Pre vyhodnotenie úspešnosti filtrov bolo potrebné ohodnotit’, či dve množiny sta-

vov xa = {x(k)
a }Nk=1, xb = {x(k)

b }Nk=1 sú ekvivalentné pre odpovedajúce si hodnoty
k. Test hypotézy H : xa = xb proti HA : xa 6= xb, súhrnne znač́ı testy po zložkách
stavového vektora x, t.j. H : xa − xb = 0 proti HA : xa − xb 6= 0, H : ya − yb = 0
proti HA : ya − yb 6= 0, atd’. Ako miera zhody bola uvažovaná p-hodnota testu,
ktorým bol znamienkový, resp. Wilcoxonov, resp. t-test v závislosti od splnenia
predpokladov pre dané testy. Je potrebné poznamenat’, že sila testov β vzrastá
v porad́ı ako sú vymenované, na čo bol braný ohl’ad.

3. Výsledky

Źıskané multistatické merania (poṕısané v odseku 2.2) boli postupne prefiltrované
za účelom odhadu kartézskych polôh a rýchlost́ı x∗ = {x∗(k)}Nk=1 (N = 1 192). Boli
použité filtre SIR, Auxiliary a Regularized (vid’ odsek 2.1), ktorých výsledky sú
d’alej diskutované (SIS filter nezachytil ani tvar trajektórie, čo sa aj predpokladalo,
rovnako aj PF Progressive Proposal [3], ktorý v texte preto ani nebol uvádzaný).

Na Obrázku 6 sú znázornené výsledky filtrácie pre súradnice x∗, y∗ filtra Au-
xiliary v porovnańı s GPS referenciou xGPS, yGPS.

Rx1

Rx2

Tx1

Tx2

O

·103

·103

Obr. 6. Trajektória letu v rovine xy.

Na obrázku 7 sú znázornené výsledky filtrácie pre všetky súradnice x∗ v porov-
nańı s xGPS. Z obrázku 6 je zjavné, že výsledky filtrácie sú vnútri štvoruholńıka
Rx1Tx1Rx2Tx2 =: Q kvalitneǰsie ako v jeho okoĺı. Je to jednoznačne spôsobené
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Obr. 7. Vývoj trajektórie letu v čase pre jednotlivé súradnice stavového vektora x.

výrazne horšou presnost’ou merańı pre stav mimo Q (vid’ [2]). Preto boli výsledky
analyzované zvlášt’ pre let vnútri (t.j. {x∗(k); [x∗(k), y∗(k)]> ∈ Q, bude sa skrátene
ṕısat’ x∗ ∈ Q) a mimo Q (analogicky x∗ /∈ Q). V tabul’ke 1 sú vyṕısané pozorované
stredné a maximálne hodnoty chyby odhadu vektorov polohy a rýchlosti od GPS.

Ako objekt́ıvne zhodnotenie úspešnosti filtrov slúžil test hypotézy H : x∗ =
xGPS proti HA : x∗ 6= xGPS, resp. výsledná p-hodnota. Pre súradnice ẋ, ẏ, ż bol

Tabul’ka 1. Vektorové charakteristiky vedenia leteckého ciel’a zvlášt’ pre polohu a rýchlost’.

‖r∗ − rGPS‖ max‖r∗ − rGPS‖ ‖v∗ − vGPS‖ max‖v∗ − vGPS‖
[m] [m] [m/s] [m/s]

vnútri Rx1Tx1Rx2Tx2 (x∗ ∈ Q)

SIR 79, 56 162, 05 10, 33 64, 23
Auxiliary 79, 14 166, 38 10, 33 65, 07

Regularized 87, 66 196, 36 10, 17 63, 95

mimo Rx1Tx1Rx2Tx2 (x∗ /∈ Q)

SIR 236, 83 720, 52 14, 26 109, 67

Auxiliary 245, 83 817, 49 12, 45 113, 21
Regularized 273, 17 1018, 21 13, 64 111, 95

[·] jednotka fyzikálnej veličiny.

‖·‖ stredná hodnota z euklidovských noriem vektorov,
max‖·‖ maximálna hodnota z euklidovských noriem vektorov,

test jemne skreslený vyšš́ım rozptylom v referenčných GPS dátach, čo bolo aj vzaté
do úvahy pri vyvodzovańı záverov. Na základe testu bolo vyhodnotené, že všetky
filtre mali problém odhadnút’ súradnicu z vnútri Q a pre x∗ /∈ Q aj súradnicu y.
Inak najvyššia presnost’ voči GPS referenciám bola dosiahnutá s filtrom Auxiliary.
Najhoršie obstál filter SIR (pre x∗ ∈ Q však stále dosiahol kvalitný výsledok).
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Tie isté dáta boli následne prefiltrované SIR filtrom raz s 1 000 (ozn. x∗s) a potom
so 100 000 (ozn. x∗t ) generovanými časticami. Bol vykonaný test hypotézy H : x∗s =
x∗t proti HA : x∗s 6= x∗t opät’ zvlášt’ pre x∗s ∈ Q a x∗s /∈ Q. Hypotéza bola zamietnutá
pre súradnice y, z, ẋ; x∗s /∈ Q.

V nastaveniach parametrov filtrov (odsek 2.3) je predpokladaný model po-
hybu A (k−1) ako takmer rovnomerný priamočiary pohyb so šumom. Vyvstáva
otázka, aká je závislost’ tvaru trajektórie od chyby odhadu s takýmto modelom.
Pre tieto účely boli vygenerované syntetické dáta s rôznou krivost’ou trajektórie
κ a rôznou vel’kost’ou zrýchlenia a, ozn. xref . Zauj́ımavý výsledok bol źıskaný pre
let s konštantným a v rovine z = 500 m pre priemernú chybu v odhade polohy, t.j.
‖r∗ − rref‖ v závislosti od κ. Vid’ obrázok 8. Pre pohyb s nekonštantným z bola

Obr. 8. Ukážka závislosti chyby odhadu od zakrivenia trajektórie v rovine.

‖r∗ − rref‖ od κ nekorelovaná. Obdobne sa ukázalo, že chyba odhadu rýchlosti
‖v∗ − vref‖ a vel’kost’ zrýchlenia a nie sú (štatisticky významne) korelované.

4. Diskusia

Na základe výsledkov v 3. kapitole je možno konštatovat’ vhodnost’ použitia PF
(konkrétne SIR, Auxiliary a Regularized) na multistatické radarové merania. Je
potrebné spomenút’ ich stabilitu rozdielu medzi realitou a modelom A (k−1). Vid’

obrázok 8 (krivost’ κ = 0, 005 môže byt’ považovaná za hraničnú pre reálne lie-
tadlo). Kriticky citlivý na tento rozdiel sa ukázal Unscented Kálmánov filter [6].
Tiež neboli pozorované štatisticky významné vychýlenia v pŕıpade výpadku me-
rańı z niektorých bistatických párov. V neposlednom rade je potrebné podtrhnút’

vysporiadanie sa so silnou nelinearitou v meraniach (model B(k)), ktorá sa ukázala
ako kritická pre iné filtre, ako Extended Kálmánov filter [6] alebo Progressive Pro-
posal PF [3]. Medzi slabšie stránky PF sa rad́ı vyššia výpočtová náročnost’ (logicky
vyplývajúca z generácie náhodných vzoriek).

Nefunkčnost’ SIS filtra dokázala pŕıtomnost’ silného degeneračného fenoménu pri
filtrácii reálnych multistatických merańı. Jeho odstránenie v podobe Auxiliary PF
sa ukázalo ako vel’mi vhodné. Na druhej strane pre výsledky zo syntetických merańı
(obrázok 8), kde šum merańı presne zodpovedá modelu B(k) sa ukázal najvhod-
neǰśı filter Regularized, ktorý zabezpečil dostatočnú diverzitu čast́ıc. Vd’aka nej aj
dobre zachytil silneǰśı odklon od predpokladaného modelu systému A (k−1).
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Porovnańım výsledkov 1 000 a 100 000 generovaných čast́ıc sa ukázalo, že výraz-
né navýšenie počtu vnútri Q nemá vplyv na presnost’ odhadu a mimo Q sa pres-
nost’ zhorš́ı, čo pôsob́ı paradoxne. Vid’ obrázok 9a pre y, x∗ /∈ Q. To je spôsobené

a) poloha v súradnici y b) 1 000 čast́ıc c) 100 000 čast́ıc

Obr. 9. Ukážka závislosti počtu čast́ıc na presnost’ odhadu a vysvetl’ujúce náčrty problému.

tým, že ak sú merania kvalitné a model A (k−1) je dostatočne dobrý, aproximácia
f(x(k)|Y(k)) (3) má nenulové hodnoty v oblasti s vyššou hustotou čast́ıc (aj
pri 1 000 časticiach), ktoré sa ohodnotia nenulovými váhovými koeficientmi ωi(k)

a d’aľsie navyšovanie počtu čast́ıc je zbytočné. Ak sú však merania nekvalitné, v ob-
lasti, kde by boli ohodnotené váhové koeficienty nenulovými hodnotami, nemusia
byt’ žiadne častice. To znamená, že vo výsledku filter chybné merania nezoberie do
úvahy (odfiltruje ich). Vid’ obrázok 9b. Ak je však počet čast́ıc výrazne navýšený
(napŕıklad z 1 000 na 100 000), vid’ obrázok 9c, bude ovel’a pravdepodobneǰsie,
že v tejto oblasti s ńızkou pravdepodobnost’ou vyplývajúcou z f(x(k)|Y(k−1))
bude nejaká častica, resp. niekol’ko málo čast́ıc. Tieto však budú ohodnotené
významným váhovým koeficientom a odhad x∗(k) bude stiahnutý k chybným me-
raniam a filter ich neodfiltruje (vid’ obrázok 9a).

5. Záver

Ciel’om článku bolo stručne načrtnút’ problematiku optimálneho Bayesovho od-
hadu so zamerańım na jeho riešenie pomocou časticovej filtrácie a jej následná
aplikácia na multistatické merania z MSPSR radarového systému. Významnou
čast’ou bolo následné zhodnotenie a analýza výsledkov.

Časticovými filtrami (konkrétne SIR, Auxiliary a Regularized) boli dosiahnuté
uspokojivé výsledky. Z diskusie stoj́ı za zmienku pomerne zauj́ımavé zistenie, že
navýšenie počtu čast́ıc môže spôsobit’ zńıženie presnosti výsledného odhadu. Je to
možné považovat’ za zistenie, ktoré je paradoxné, avšak je v článku objasnené.

Problematiku aplikácie časticových filtrov nie je možné považovat’ za uzavretú.
Z hl’adiska nastavenia parametrov by bola v budúcnosti vhodná analýza vplyvu

šumu U (k−1). Tiež by bola vhodná analýza vplyvu nepresného počiatočného stavu
x(0) na celkový výsledok. Z hl’adiska analýzy by bolo do budúcnosti dobré zistit’,
prečo a za akých podmienok chyba odhadu nemá normálne rozdelenie, resp. jej
rozdelenie nie je symetrické.
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SOUTĚŽ V MATEMATICKÉM MODELOVÁNÍ SCUDEM IV 2019

ZDENĚK OPLUŠTIL

Abstrakt. Článek popisuje čtvrtý ročńık mezinárodńı soutěže v modelováńı po-

moćı diferenciálńıch rovnic SCUDEM IV 2019, kterého se účastnili studenti oboru
Matematického inženýrstv́ı FSI VUT v Brně.

1. Úvod

Na podzim minulého roku proběhl už čtvrtý ročńık mezinárodńı soutěže Student
Competition Using Differential Equation Modeling (SCUDEM), kterou zajǐst’uje
organizace

”
Systemic Initiative for Modeling Investigations & Opportunities with

Differential Equations”(SIMIODE). Tato organizace sdružuje učitele a studenty
z celého světa a jedńım z jej́ıch hlavńıch ćıl̊u je podpora výuky matematického
modelováńı a řešeńı praktických problémů pomoćı diferenciálńıch rovnic.

Aktuálně posledńıho ročńıku soutěže SCUDEM IV 2019 se poprvé zúčastnili
také naši studenti oboru Matematické inženýrstv́ı. V kategorii student̊u bakalářské-
ho studia soutěžili Anna Glozigová, Martin Buriánek a Petr Kamarýt s koučem
docentem Zdeňkem Opluštilem a v kategorii student̊u magisterského studia Daniel
Kǐsa, Adam Kyjovský a Daniel Kunz, jejich kouč byl profesor Jan Franc̊u.

Systém soutěže byl následuj́ıćı: Jednotlivé týmy si při registraci vybraly hostitel-
skou univerzitu, v našem př́ıpadě to byla Masarykova univerzita v Brně - přesněji
Ústav matematiky a statistiky Př́ırodovědecké fakulty. Všechny týmy obdržely ve
stejný čas zadáńı, které obsahovalo následuj́ıćı tři témata: Problem A: Group Af-
finity and Fashion Sense, Problem B: Movement Of An Object In Microgravity
Environments, Problem C: Chemical Espionage (přesné zněńı zadáńı je uvedeno
ńıže). Studenti si jedno z nich vybrali a měli týden na jeho zpracováńı, resp. vy-
tvořeńı matematického modelu popsaného pomoćı diferenciálńıch rovnic.

Hlavńı část soutěže pak prob́ıhala v Brně na Př́ırodovědecké fakultě před po-
rotou složenou z kouč̊u jednotlivých týmů a dále z vysokoškolských pedagog̊u
zabývaj́ıćıch se problematikou diferenciálńıch rovnic. Hodnoceńı poroty bylo rozdě-
leno na dvě části. Nejprve byla anonymně hodnocena odevzdaná řešeńı jednot-
livých týmů a dále pak samotná prezentace student̊u. Přičemž do ńı museli soutěž́ıćı

2010 MSC. Primárńı 00A09; Sekundárńı 00A35, 34-XX, 92-XX.

Kĺıčová slova. Soutěž SCUDEM, matematické modelováńı, diferenciálńı rovnice.
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ještě zahrnout i odpovědi na doplňuj́ıćı otázky položené př́ımo na mı́stě. Pro od-
lehčeńı soutěžńıho napět́ı hlavńı organizátoři akce připravili i doprovodný program,
který spoč́ıval např. v modelováńı vývoje populace nebo matematickém kv́ızu.

Mimo týmy z našeho oboru Matematické inženýrstv́ı se brněnské části soutěže
zúčastnili ještě jeden tým z Př́ırodovědecké fakulty Masarykovy univerzity a tři
týmy z Matematicko - fyzikálńı fakulty Univerzity Karlovy. Celkově pak SCUDEM
IV 2019 proběhl na v́ıce než 60 univerzitách po celém světě (v Evropě to byla ještě
univerzita v mad’arském Szegedu).

Podle hodnoceńı poroty soutěž́ıćı úspěšně zvládli zpracovat vybraná témata.
Velmi zaj́ımavé bylo, jak rozd́ılným zp̊usobem jednotlivé týmy přistupovaly k
řešeńı stejných problémů - často to korespondovalo s jejich zaměřeńım studia (ne-
jednalo se totiž jen o studenty čistě matematických obor̊u). Samotńı učastńıci
soutěže podle svých slov ocenili možnost vyzkoušet si prezentaci svých výsledk̊u
před porotou, což pro většinu byla nová a ne úplně př́ıjemná zkušenost. Na dru-
hou stranu se to dalo brát jako př́ıprava např. na obhajobu závěrečné práce.
Daľśım př́ınosem soutěže určitě bylo vyzkoušet si týmové řešeńı zadaného problému
v daném časovém intervalu, tj. navrhnout řešeńı a obhájit si ho před porotou, tak
jak to běžně v praxi chod́ı.

Celkový dojem ze soutěže byl velmi pozitivńı a doufáme, že studenti Matema-
tického inženýrstv́ı se budou soutěže pravidelně účastnit i v př́ı̌st́ıch ročńıćıch. Byla
by to pro ně určitě zaj́ımavá a užitečná zkušenost.

Ještě poznamenejme, že podrobněǰśı informace o organizaci SIMIODE a o sa-
motné soutěži SCUDEM lze nalézt na webovských stránkách
https://www.simiode.org/ resp. https://www.simiode.org/scudem.

Na závěr uvedeme přesná zadáńı jednotlivých témat a dále pak řešeńı, které
sestavili studenti našeho oboru.

Problem A: Group Affinity and Fashion Sense

People tend to congregate into groups in different ways. People can create strong
links in small cliques or identify loosely as part of a larger trend. One example of
the latter phenomena is hipsters. An amusing example of how someone identified
and adapted their appearance to conform to the look of a stereotypical hipster
is a person who complained that his image was used in an article about people
conforming to a stereotypical look [1]. It later turned out the image in the article [2]
was someone else who happened to look like the person complaining that image was
appropriated. This raises a number of questions about how people choose which
groups to associate with as well as how they decideto adjust to the expectations
of the other people within their group. We focus on the latter question, and you
are asked to examine the propensity for a person to alter their appearance and
conform to particular expectations. You should develop a model that describes
how different people within an established group interact and decide to change
some particular part of their appearance. How long does it take for people in the
group to change their appearance? How many people will change, and how much
alike will they eventually appear? You should provide an analysis about which
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parts of your model impact how different subgroups change and how quickly the
change occurs. Your description of the model should include the following:

• Clearly describe the aspect that is being changed.
• Describe how information about it is exchanged between people in the

group.
• Describe the way people interact and how the model mimics those inter-

actions.
• Describe the range of values of the parameters and the meaning associated

with higher versus lower values of these parameters.

Note, the work that sparked this exchange included a mathematical model of
how people decide whether or not to conform and change their appearance [3]. The
model and analysis in the paper is advanced, and it is not a good starting point
for the beginning development of a model. The model in the paper only included
two different groups: conformists and nonconformists. It also included a delay to
approximate the interactions between the two groups. (A delay can be difficult to
approximate and analyze and should probably be avoided for a first effort in a
short term project.)

References:
[1] Garcia-Navarro, Lulu and Feingold, Lindsey, “Man Inadvertently Proves That
Hipsters Look Alike By Mistaking Photo As Himself,”March 10, 2019,
https://www.npr.org/2019/03/10/702063209/man-inadvertently-proves-that-
hipsters-look-alike-by-mistaking-photo-as-himself. Accessed June 2019.
[2] ”The hipster effect: Why anti-conformists always end up looking the same,”
MIT Technology Review, Feb 28, 2019,
https://www.technologyreview.com/s/613034/the-hipster-effect-why-anti-
conformists-always-end-up-looking-the-same/. Accessed June 2019.
[3] Touboul, Jonathon, “The Hipster Effect: When Anticonformists All Look
The Same,” https://arxiv.org/abs/1410.8001. Accessed June 2019.

Problem B: Movement Of An Object In Microgravity Environments

In February 2019 a Japanese probe made contact with a small asteroid, Ry-
ugu [1]. The team overseeing the program had to overcome a number of technical
challenges. For this question we focus on the issues associated with a low gravity
environment. The team had to land a probe gently enough so that it does not
bounce and move too far away from a designated landing position. The next pro-
blem is moving the probe to a new position using a minimal amount of energy and
also minimizing how far the probe bounces on the surface of the asteroid.

You have been asked to provide guidance in helping find a new asteroid on which
to land a probe. The goal is to determine the range of dimensions for the smallest
possible asteroids which can be used to land a probe. (Keep in mind that asteroids
can have high aspect ratios and are generally not round.)Your team should develop
a method to land a small probeon the asteroidand the final position of the probe
after coming to rest should be as close as possible to a predetermined landing
point. At the same time the amount of bouncing should be as small as possible to
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avoid damaging the probe.You should also develop a way to move the probe to a
predetermined position using a spring that will allow the probe to hop in a given
direction without using a device that generates thrust. The analysis you provide
should include a detailed description of the mathematical models you develop to
describe the movement of the probe in these different conditions.

The surface of the asteroid is assumed to be quite rugged, and the probe may
have to jump into a ravine or along the side of a steep cliff. You should provide
guidance concerning the limits of moving theprobe using a minimal number of
jumps under a wide variety of situations. Your analysis should include a description
of the possible limits to what area can be exploredand the description should
include guidance on choosing an asteroid with respect to the possible dimensions.

References:
[1] Wall, Mike, “Japanese Spacecraft Successfully Snags Sample of Asteroid

Ryugu,” space.com, 22 February 2019, https://www.space.com/japanese-asteroid-
probe-lands-ryugu.html. Accessed June 2019.

Problem C: Chemical Espionage

It can be difficult for some insects to find mates. One common way for a female
to attract a male is to use chemical signals. One problem with this approach
is that this signaling can attract many males, and in response the males often
use chemical signals, called anti-aphrodisiacs, that are used to either mask or
dissuade other males. An example of this can be found in the large cabbage white
butterfly Pieris brassicae. Unfortunately for the butterflies,the chemical signals can
be exploited by parasitic wasps. Two species of wasps have been identified that
can detect the anti-aphrodisiacs, and when a female butterfly has the chemical
signal thewaspsare more likely to follow the butterfly and lay their own eggs in
the butterflies’ eggs. These interactions introduce two competing pressures on the
butterfly population. For the male butterflies the anti-aphrodisiacs make it more
likely for them tofertilize eggs. For the female butterflies the anti-aphrodisiacs
make it less likely to be bothered by more males, and the females can focus on
placing their eggs in the most advantageous place. On the other hand the anti-
aphrodisiacs make it more likely these eggs will be eaten by the wasp larvae. One
question that arises is to determine the trade-offs and balance between the two
competing interests. To do so develop a mathematical model for the interactions
of the male and female P. brassicaeas well as the parasitic wasps. What is the best
balance for this system and what is likely to happen in the long run?

References:
[1] “Chemical espionage on species-specific butterfly anti-aphrodisiacs by hitchhi-
king Trichogramma wasps, “ Martinus E. Huigens, Jozef B. Woelke, Foteini G.
Pashalidou, T. Bukovinszky, Hans M. Smid, and Nina E. Fatouros.Behavioral
Ecology. Volume 21, Issue 3, May-June 2010, Pages 470–478, 11 February 2010.
https://doi.org/10.1093/beheco/arq007.
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Problem C: Chemical Espionage

Anna Glozigová, Martin Buriánek, Petr Kamarýt
coach: doc. Mgr. Zdeněk Opluštil, Ph.D.

SCUDEM IV, November 2019

Pro modelování řešení tohoto problému jsme využili klasický Lotkův-Volterrův model
dravce a kořisti. Avšak narazili jsme na problém, že v tomto modelu vymřela jedna z
populací, nebo přežili pouze motýli, jejichž populace rostla nade všechny meze. Proto jsme
zvolili tzv. model s vnitrodruhovou konkurencí.

Nechť tedy x je populace motýlů a y populace vos. Daný problém je popsán následující
soustavou

{
x′ = (ε1 − αx− γ1y)x
y′ = (−ε2 + γ2x)y

(1)

kde
ε1. . .míra růstu populace kořisti,
ε2. . .míra růstu populace dravce izolovaného od kořisti, ε2>0,
α. . .míra vnitrodruhové konkurence kořisti, α>0,
γ1. . .míra ničení populace kořisti dravcem,
γ2. . .κγ1, kde κ>0 ,
κ. . . efektivnost přeměny zničené kořisti na populaci dravce,

dále γ1, ε1 jsou funkce závislé na c, kde c. . . koncentrace feromonů od populace motýlů,
c>0. Zvolili jsme ε1=ec a γ1=gc, kde e,g >0. Dostáváme tedy tvar

{
x′ = (ec− αx− gcy)x
y′ = (−ε2+κgcx)y

(2)

1. ANALÝZA MODELU A SINGULÁRNÍCH BODŮ
Obě rovnice položíme rovny nule a obdržíme následující singulární body

[0,0], [ ec
α
,0], [ ε2

κgc
,κegc

2−αε2
κg2c2

]

1
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Jacobiho matice pro danou soustavu je

J(x,y)=

(
∂f1(x,y)
∂x

∂f1(x,y)
∂y

∂f2(x,y)
∂x

∂f2(x,y)
∂y

)
=
(
ec− 2αx− gcy −gcx

κgcy −ε2 + κgcx

)

Jacobiho matice v prvním singulárním bodě

J(0,0)=
(
ec e
0 −ε2

)
,

jejíž vlastní čísla jsou λ1= -ec, λ2= ε2, za předpokladu e,c > 0. Jelikož dostáváme kombinaci
kladné a záporné vlastní číslo, jedná se o typ singulárního bodu tzv. sedlo (nezávisí na c).

Jacobiho matice v druhém singulárním bodě

J( ec
α
,0)=

(
−ec −gc2e

α

0 −ε2 + κgc2e
α

)
,

jejíž vlastní čísla jsou λ1= ec, λ2= κgc2e−ε2α
α

, kde podle κgc2e−ε2α máme dva typy singu-
lárních bodů.

κgc2e <ε2α . . . c ∈ (0;
√

ε2α
κge

)

κgc2e >ε2α . . . c ∈ (
√

ε2α
κge

; ∞)

V prvním případě se jedná o stabilní uzel, v druhém o sedlo, přičemž uvažujeme
[ ε2
κgc

,κegc
2−αε2

κg2c2
] pro κgc2e >ε2α, neboť opak nemá smysl.

Třetí a nejzajímavěší singulární bod má Jacobiho matici

J( ε2
κgc

,κegc
2−αε2

κg2c2
)=

( −αε2
κgc

−ε2
κ

κegc2−αε2
gc

0

)
,

vlastní čísla zjistíme z následujícího výrazu λ2+ ε2α
κgc
λ + ε2(κegc2−αε2)

κgc
= 0.

Diskriminant této rovnice je D = α2ε22 − 4κgcε2(κegc
2 − αε2)

D>0 . . . jelikož αε2 >
√
D obě reálná vlastní čísla jsou záporná, dostáváme tedy uzel.

D<0 . . . komplexně sdružená vlastní čísla se zápornými reálnými částmi, dostáváme
stabilní ohnisko.
D=0 . . . řešíme rovnici vzhledem k α jejíž kořeny jsou α∗ = 2κgc(±

√
1 + ce

ε22
-1),

kde smysl má pouze uvažovat kladný kořen.
Pro α<α∗ dostáváme ohnisko a pro α>α∗ uzel.
2.ZÁVĚR
Námětem k další analýze by mohl být rozbor vzhledem k c u třetího singulárního bodu,
to však vede k rovnici třetího stupně analyticky obtížně řešitelné. Jinou modifikací by
mohlo být rozšíření modelu do třetí dimenze (např. pro motýly a dva druhy vos). Řešení
komplikovanějších modelů by však vyžadovalo více času.

2
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DODATEČNÉ ÚKOLY
ÚKOL 1
Naši soustavu jsme rozšířili o další rovnici, model tedy nabývá podoby





x′ = (ε1 − αx− γ1y − δ1z)x
y′ = (−ε2 + γ2x− δ2z)y
z′ = (−ε3 + σ3x+ τ3y)z

(3)

kde
ε3. . .míra růstu populace dravce izolovaného od obou druhů kořisti, ε3 > 0,
σ3. . .míra ničení prvního druhu populace kořisti dravcem, kde σ3 = Aδ1, A > 0,
τ3. . .míra míra ničení druhého druhu populace kořisti dravcem, kde τ3 = Bδ2, B > 0,
A,B . . . efektivnost přeměny jednotlivého druhu zničené kořisti na populaci dravce,

Dostáváme tedy matici 3x3, kde určování typu singulárních bodů by přinášelo jisté
komplikace.

ÚKOL 2
Naši soustavu jsme modifikovali následovně





x′ = α1xy − β1xz
y′ = α2xy − β2yz
z′ = −α3 + δ1xz + δ2yz

(4)

kde
x . . . populace samců,
y . . . populace samic,
z . . . populace dravců,
α1 = α2 . . . předpoklad, že se stejnou pravděpodobností narodí samec/samice,
β1 = β2 . . . předpoklad, že dravec bude se stejnou pravěpodobností ničit samce i samice,

Odpověď na otázku vede k řešení optimalizační úlohy. Samec nepoužívající feromony má
malou šanci, že ho samička vyhledá. Samec používající naopak příliš moc feromonů
riskuje sežrání jeho mláďat. Je tedy třeba nalézt optimální hodnotu feromoů.

ÚKOL 3
Naši původní soustavu jsme modifikovali následujícím způsobem

{
x′ = (ε1 − αx− γ1y)x
y′ = (−ε2 + γ2x)y

(5)

kde
z původní závislosti ε1=ε1(c) dostáváme závislost na času ε1=ε1(c, t) a z γ1=γ1(c)
dostáváme závislost na času γ1=γ1(c, t).

Modifikovaná soustava by však potom nebyl autonomní systém.

3
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SCUDEM CHALLENGE 2019: PROBLEM C

Team: Daniel Kǐsa, Daniel Kunz, Adam Kyjovský.

Coach: Jan Franc̊u.

School: Brno University of Technology.

Zadáńı problému

Modelovaná situace se týká populace běláska zelného a parazitických vosiček z rodu
Trichogramma. Bělásci při rozmnožováńı použ́ıvaj́ı chemické signály. Feromon
samičky láká samečky, oproti tomu feromon jednoho samečka odpuzuje ostatńı
samečky. Zároveň však látka samečč́ıho feromonu (benzylchlorid) láká dva druhy
parazitických vosiček k mı́stu pářeńı. Vosičky kladou svoje vaj́ıčka dovnitř vaj́ıček
běláska, těmi se následně vyĺıhnuté larvy krmı́. Hladina samečč́ıho feromonu tud́ıž
vytvář́ı dva protich̊udné nátlaky na populaci bělásk̊u. Pro samičky vysoká hladina
benzylchloridu znamená, že může klást vaj́ıčka v klidu bez obtěžováńı ostatńıch
samc̊u, to ale zároveň zp̊usob́ı př́ılet v́ıce parazitických vosiček.
Úkolem je sestavit matematický model (pomoćı diferenciálńıch rovnic) popisuj́ıćı
tuto situaci, diskutovat rovnováhu systému a dlouhodobé dopady.

2. Zvolený model, jeho předpoklady a výsledky

Zvolený model zkoumá změnu populaćı běláska a vosiček v čase, přičemž inter-
akce těchto dvou druh̊u je modelována pomoćı třet́ı proměnné symbolizuj́ıćı počet
běláskem nakladených vajec. Dostáváme tak systém tř́ı diferenciálńıch rovnic.
Předpokládáme, že př́ır̊ustky populaćı běláska (resp. vosiček) jsou př́ımo úměrné
počtu nenapadených vajec (resp. napadených vajec), a že jejich úbytek je př́ımo
úměrný jejich populaćım. Jelikož dotyčný druh je v rámci jednoho pář́ıćıho ob-
dob́ı monogamńı, předpokládáme, že př́ır̊ustek vajec je úměrný počtu oplozených
samiček.
Funkce afrodiziaka vylučovaného samičkami je v modelu zanedbána, funkce anti-
afrodiziaka vylučovaného samečky je modelována tak, že č́ım v́ıce samečk̊u ben-
zylchlorid při pářeńı vypoušt́ı, t́ım v́ıce roste pravděpodobnost, že nakladená vejce
budou napadena parazitickými vosičkami. Poměr mezi pohlav́ımi běláska je uvažo-
ván konstantńı a roven 2.23:1 samečk̊u ku samičkám[2]. Nejsou uvažována jednot-
livá vývojová stádia bělásk̊u a vosiček, v modelu se z vajec ĺıhnou už dospěĺı jedinci.
Dále model zanedbává fakt, že bělásci se nerozmnožuj́ı po celý rok, ale pouze v
určitých obdob́ıch.
Model je ve tvaru

ẋ = c1δe
−p(α+βr)y − d1x
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ẏ = c2(1 − e−γx)(1 − µ)x− δy

ṗ = c3δ(1 − e−p(α+βr))y − d2p,

kde x vyjadřuje populaci bělásk̊u, y počet vajec a p populaci parazitických vosiček.

Parametry použité v modelu jsou zesumarizovány v následuj́ıćı tabulce. Většina
hodnot byla zvolena pouze orientačně pro numerické řešeńı systému.

Pro vysvětleńı významu jednotlivých člen̊u začneme u členu vyjadřuj́ıćıho př́ır̊u-
stek vajec. Z předpokladu monogamie samiček plyne, že za jedno pář́ıćı obdob́ı
může doj́ıt k maximálně (1−µ)x oplozeńı. (1−e−γx) je rostoućı funkce nabývaj́ıćı
hodnot mezi 0 a 1 a vyjadřuje pravděpodobnost, že dojde k oplozeńı všech samic.
Po vynásobeńı konstantou c2 dostáváme celkový počet nakladených vajec.
Úbytek vajec −δy se pak děĺı na tři části - př́ır̊ustek bělásk̊u v d̊usledku vyĺıhnut́ı,
př́ır̊ustek vosiček v d̊usledku parazitace a př́ıpadný úbytek vajec z exterńıch d̊uvo-
d̊u. Funkce e−p(α+βr) ve zmı́něných př́ır̊ustćıch vyjadřuje jakou část vajec vosička
nenapadne. Pro velké hodnoty p se funkce bĺıž́ı nule, jinak řečeno, pokud je počet
vosiček velký, podař́ı se jim napadnout téměr všechna vejce. Parazitismus vosiček
je silně ovlivněn parametrem r, který vyjadřuje pod́ıl samečk̊u běláska v populaci
využ́ıvaj́ıćıch anti-afrodiziakum pro zvýšeńı šance svého rozmnožeńı. Č́ım větš́ı
tento pod́ıl je, t́ım lépe vosička na bělásćıch parazituje. Parametr α vyjadřuje mi-
nimálńı schopnost vosiček parazitovat, tedy i bez pomoci samečč́ıho feromonu.
α+β pak tu maximálńı, tedy v př́ıpadě všech samečk̊u vypouštěj́ıćıch benzylchlo-
rid.
Úbytky −d1x a −d2p jsou v tomto tvaru kv̊uli předpokladu lineárńı závislosti
rychlosti vymı́ráńı populace na jej́ı velikosti.

3. Interpretace a diskuse výsledk̊u

Vzhledem k nelinearitě systému rovnic byla úloha řešena pouze numericky v pro-
střed́ı MATLAB. Konstanty pro výpočet byly zvoleny dle tabulky výše. Zkoumán
byl vliv pod́ılu samečk̊u použ́ıvaj́ıćıch anti-afrodiziakum na řešeńı systému. Při
malých hodnotách r bylo řešeńı asymptoticky stabilńı a po několika oscilaćıch
se populace běláska a vosiček ustálily na nenulových hodnotách - oba druhy v
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systému žily v rovnováze. Při zvyšováńı parametru r se nejprve zvětšovalo osci-
lováńı řešeńı a trvalo déle, než se populace ustálily. Okolo hodnoty r = 0.3 se řešeńı
kvalitativně změnilo a ekvilibrium přestalo být asymptoticky stabilńı, řešeńı okolo
něj soustavně kmitalo. Pro hodnoty nad r = 0.33 se stacionárńı bod přesunul do
počátku, v systému tedy došlo k vymřeńı obou druh̊u.

Výsledky lze interpretovat tak, že pro celkovou populaci běláska je výhodněǰśı
menš́ı mı́ra využ́ıváńı benzylchloridu pro odrazeńı ostatńıch samečk̊u. Feromon
sice zvýš́ı šanci jedince na úspěšné rozmnožeńı, v př́ıtomnosti vosiček ale jeho
vylučováńı p̊usob́ı od jisté meze katastrofálně a vede k vyhynut́ı celé populace.
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VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ

MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY

VIERA ŠTOUDKOVÁ RŮŽIČKOVÁ

Abstrakt. V článku sú riešené vybrané pŕıklady súvisiace s Internetovou matema-

tickou olympiádou pre študentov stredných škôl. Prvý pŕıklad je o výpočte objemu

telesa, v druhom sa hl’adajú rastúce funkcie s daným rozdielom, v tret’om sa pracuje

s množinou komplexných č́ısiel a vo štvrtom sa hl’adá dvojica funkcíı sṕlňajúca daný
vzt’ah, pričom jedna z nich je funkciou dvoch premenných.

Ústav matematiky na FSI VUT v Brne každoročne organizuje Internetovú ma-
tematickú olympiádu pre študentov stredných škôl ČR a SR. V roku 2019 prebehol
už jej dvanásty ročńık. Na pŕıprave pŕıkladov a ich vyhodnoteńı sa nemalou mierou
podiel’ajú študenti oboru Matematické inženýrstv́ı a oboru Aplikovaná matema-
tika. Na stránkach matholymp.fme.vutbr.cz je možné nájst’ zadania aj riešenia
pŕıkladov zo všetkých ročńıkov.

Tento pŕıspevok je tret́ı v porad́ı na túto tému. Vybrala som štyri pŕıklady,
ktoré riešim nie len s ciel’om nájst’ nejaké riešenie ale usilujem o to, aby toto

riešenie sṕlňalo rôzne kritériá. Niektoré pŕıklady je možné riešit’ aj s využit́ım
limı́t, derivácíı a integrálov, ktoré nie všetci stredoškoláci poznajú, preto na sút’aži
tieto postupy riešeńı neuvádzame. V tomto článku je priestor aj na takéto riešenia.

1. Pŕıklad substrát

Pŕıklad nazvaný pracovne Substrát je jedným z tých, ktoré vznikli podl’a reálnej
situácie. Riešitelia nemali problém pochopit’, o čo ide, v zadańı sa nevyskytujú
žiadne zložité či menej známe matematické pojmy. Preto riešenia tohto pŕıkladu
poslali skoro všetky zúčastnené t́ımy, aj ked’ nie vždy správne. Pŕıklad bol použitý
v roku 2019 a mal č́ıslo 1.

Pŕıklad 1 (autorka Jana Hoderová). Potřebujeme nachystat 8 truhĺık̊u pro
vysazeńı balkónových květin. Tvar a rozměry truhĺıku jsou uvedeny na obrázku 1.
Truhĺıky chceme naplnit substrátem právě 2 cm pod horńı okraj.

a) Kolik substrátu v cm3 zaokrouhlených na celá č́ısla budeme potřebovat?
b) Jaký je nejmenš́ı počet 20litrových baleńı substrátu, který k tomu budeme

potřebovat?

2010 MSC. Primárńı 00A09; Sekundárńı 00A35.

Kĺıčová slova. Matematická olympiáda.
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c) Bude finančně výhodněǰśı koupit odpov́ıdaj́ıćı počet 20litrových substrát̊u
á 77 Kč, nebo odpov́ıdaj́ıćı počet 40litrových substrát̊u á 112 Kč?

12
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,5

cm
11

cm

57cm

55cm 11cm

POHLED SHORA

POHLED ZEPŘEDU

PO
H

LED
ZLEVA

Obrázok 1

Možných postupov riešenia je niekol’ko. Dá sa postupovat’ podobne, ako je to
ukázané vo vzorovom riešeńı na stránkach olympiády, teda rozdelit’ teleso na nie-
kol’ko čast́ı – kváder, hranoly a ihlany, ktorých objemy vieme spoč́ıtat’ podl’a
známych vzorcov.

Existuje aj priamy vzorec na výpočet objemu daného telesa? Dané teleso vy-
zerá na prvý pohl’ad ako zrezaný ihlan, ale nie je ńım. Šikmé hrany by sa totiž

po pred́lžeńı nepretli v jednom bode ale v dvoch bodoch. Preto nemôžeme použit’

vzorec na objem zrezaného ihlana, v takom pŕıpade by sme śıce dostali správne
výsledky čast́ı b) a c) ale len približný výsledok časti a). Aj pre naše teleso existuje
vzorec na výpočet jeho objemu. Dá sa nájst’ v tabul’kách, niektoŕı riešitelia ho našli
a použili. Že taký vzorec existuje, nie je až tak prekvapivé – pokial’ vo výpočte ob-
jemu nahrad́ıme dané údaje parametrami, dostaneme výraz, ktorý bude hl’adaným
vzorcom. A že bude tento výraz pomerne jednoduchý, sa tiež dá dopredu odhadnút’

z toho, že ide o symetrické teleso, ktorého povrch je tvorený čast’ami šiestich rov́ın,
pričom dve z nich sú rovnobežné.

Toto všetko je zauj́ımavé, ale pŕıklad som sem vybrala pre niečo iné. Chcela
by som tu ukázat’, ako sa dá riešit’ tento pŕıklad postupom, ktorý uč́ıme našich
študentov na vysokej škole, a to je pomocou integrálov.
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Najskôr odvod́ım vzorec pre objem celého truhĺıka. Označ́ım rozmery dna tru-
hĺıka ako a, c a rozmery horných okrajov truhĺıka ako b, d tak, že rovnobežné sú

dvojice hrán s d́lžkami a, b a taktiež c, d. Výšku truhĺıka označ́ım ako v.
Umiestnim si truhĺık do súradnicovej sústavy. Je mi jasné, že najvhodneǰsie

bude čo najsymetrickeǰsie umiestnenie. Dno truhĺıka preto polož́ım na rovinu xy
tak, aby os z prechádzala stredom truhĺıka a hrany dna boli rovnobežné s osami
x, y. Na obrázku 2 je znázornený umiestnený truhĺık.

𝑧

𝑥

𝑦

𝑎

𝑏

𝑐

𝑑

Obrázok 2

A teraz sa zamysĺım, ako je to najlepšie integrovat’, čiže ako by sa to dalo pekne
nakrájat’ na

”
nekonečne vel’a“ plátkov s

”
nulovou hrúbkou“. Vid́ım, že najjedno-

duchšie je to vtedy, ked’ režem truhĺık rovnobežne s rovinou xy. Vtedy totiž v reze

dostanem vždy obd́lžnik. Jeho rozmery závisia lineárne od výšky z, v akej režem, a
teda sú rovné A+Bz a C+Dz, kde A, B, C, D sú konštanty a dajú sa jednoducho

vypoč́ıtat’. Pre z = 0 sú rozmery tohto obd́lžnika rovné rozmerom dna truhĺıka, to
je a, c. Z toho hned’ mám, že a = A, c = C. Ďalej, pre z = v sú rozmery tohto

obd́lžnika rovné rozmerom horných okrajov truhĺıka, to je b, d. Z toho môžem

vyjadrit’ B,D a dostávam, že B = b−a
v , D = d−c

v . Rozmery obd́lžnikového rezu
truhĺıka vo výške z sú teda

a+
b− a
v
· z, c+

d− c
v
· z.

Objem truhĺıka teda môžem vypoč́ıtat’ tak, že budem integrovat’ obsahy obd́lž-
nikov pre z od 0 po v. Dostávam

V =

∫ v

0

(
a+

b− a
v
· z
)
·
(
c+

d− c
v
· z
)

dz.

Funkcia, ktorú integrujem, je polynóm. Výraz roznásob́ım a dostávam

V =

∫ v

0

(
(b− a)(d− c)

v2
· z2 +

c(b− a) + a(d− c)
v

· z + ac

)
dz
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=

[
(b− a)(d− c)

v2
· z

3

3
+
c(b− a) + a(d− c)

v
· z

2

2
+ ac · z

]v
0

=
(b− a)(d− c)

3
· v +

c(b− a) + a(d− c)
2

· v + ac · v

=
v

6
[2(b− a)(d− c) + 3c(b− a) + 3a(d− c) + 6ac]

=
v

6
[2ac+ ad+ bc+ 2bd] =

v

6
[a(2c+ d) + b(c+ 2d)] ,

čo je už výsledný vzorec pre objem truhĺıka s rozmermi a, b, c, d, v poṕısanými
vyššie.

V zadańı sa od nás v skutočnosti nechce vypoč́ıtat’ objem truhĺıka, ale objem
substrátu v ňom, ktorý dosahuje do menšej výšky, než je výška truhĺıka. To ale
nie je žiaden problém, objem substrátu môžem vypoč́ıtat’ pomocou toho istého
integrálu, s tým rozdielom, že namiesto od nuly po v budem integrovat’ len po
výšku substrátu. Označ́ım si ju vs. Integrál už som vypoč́ıtala vyššie, po dosadeńı
dostanem

Vs =

[
(b− a)(d− c)

v2
· z

3

3
+
c(b− a) + a(d− c)

v
· z

2

2
+ ac · z

]vs
0

=
(b− a)(d− c)

v2
· v

3
s

3
+
c(b− a) + a(d− c)

v
· v

2
s

2
+ ac · vs.

Vid́ım teda, že objem substrátu nie je priamo úmerný jeho výške, táto závislost’

nie je lineárna, ale vyskytuje sa tam aj druhá a tretia mocnina výšky.
Po dosadeńı hodnôt a = 55, b = 57, c = 10, 5, d = 12, 5, v = 11 a vs = 9

do vzorca a vynásobeńı počtom truhĺıkov dostanem výslednú hodnotu, na ktorú
sa nás pýtajú v zadańı, v časti a), teda

Vs =
4

112
· 93

3
+

21 + 110

11
· 92

2
+ 55 · 10, 5 · 9 =

688230

121
,

8Vs =
5505840

121
= 45 503− 23

121
.

Zvyčajne sa snaž́ım o to, aby postup riešenia neobsahoval zbytočne zložiteǰsiu,

”
vyššiu“ matematiku, než je nutné. V tomto pŕıpade ale postup pomocou integrálov

sa mi zdá byt’ elegantneǰśı - nemuśım delit’ teleso na menšie časti ale poč́ıtam
všetko v jednom. A dokonca sa ukazuje, že ani nie je nutné použit’ trojný integrál.
Napriek tomu, že ide o trojrozmerný útvar a poč́ıta sa objem, dá sa vystačit’ aj
s jednoduchým integrálom.

2. Pŕıklad s rastúcimi funkciami

Tento pŕıklad mal na sút’aži v roku 2012 č́ıslo 2 a umiestnil sa medzi tými najt’ažš́ımi
pre riešitel’ov. Pracuje sa tu s pojmom

”
rastúca funkcia“.

Pŕıklad 2 (autor Zdeněk Opluštil). Najděte rostoućı funkce f , g takové, že
f(x)− g(x) = sinx pro všechna reálná x.
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Mám teda vzt’ah f(x) = g(x) + sinx. Prvé, čo ma napadlo, je, že ak k rastúcej
funkcii g pripoč́ıtam funkciu sinx, výsledná funkcia f bude ešte viac rastúca
na tých intervaloch, kde sinx rastie, a bude menej rastúca, pŕıpadne klesajúca
tam, kde sinx klesá. Tie pojmy

”
viac rastúca“ a

”
menej rastúca“ sa dajú presne

definovat’ pomocou hodnoty derivácie. Pretože derivácia (sinx)′ = cosx ≥ −1
pre všetky reálne x a rovnost’ nastáva len v izolovaných bodoch, stač́ı, aby de-
rivácia g′(x) ≥ 1 pre všetky reálne x. Potom pre deriváciu ich súčtu plat́ı

f ′(x) = cosx+ g′(x) ≥ −1 + 1 = 0

pre všetky reálne x a rovnost’ môže nastat’ len pre také x, kde je cosx = −1, a
teda len v izolovaných bodoch. Jednoduchá rastúca funkcia s touto vlastnost’ou je
g(x) = x, ktorá má všade deriváciu rovnú 1.

Tento postup vyzerá pekne jednoducho, ale vyžaduje znalost’ derivácíı. Ktorú
nie všetci stredoškoláci majú. Zauj́ımalo by ma, či sa to dá ukázat’ bez nich,
s použit́ım čo najzákladneǰśıch pojmov a vzt’ahov.

Mám teda funkciu f(x) = x + sinx a chcem ukázat’, že je rastúca pre všetky
reálne x. To znamená, že pre každú dvojicu reálnych č́ısel x > y plat́ı f(x) > f(y).
Dosadeńım a úpravou z toho dostávam ekvivalentný vzt’ah

x+ sinx > y + sin y,

x− y > sin y − sinx.

Na pravej strane je rozdiel dvoch śınusov. Môžem ho naṕısat’ ako súčin śınusu
a kośınusu pomocou známeho vzorca sinx− sin y = 2 cos

(
x+y
2

)
sin
(
x−y
2

)
. Dostá-

vam vzt’ah

x− y > −2 cos

(
x+ y

2

)
sin

(
x− y

2

)
,

x− y
2

> − cos

(
x+ y

2

)
sin

(
x− y

2

)
,

1 > − cos

(
x+ y

2

)
sin
(
x−y
2

)
x−y
2

.

Tá posledná z úprav asi vyzerá dost’
”
umelo“, ale má logiku: všimla som si, že výraz

nal’avo bol rovnaký ako je argument śınusu napravo, a viem, že často pomáha dávat’

rovnaké výrazy k sebe, tak som to urobila. Vychádzam z predpokladu, že x > y,
takže znamienko nerovnosti sa nezmenilo. Zatial’ som stále robila ekvivalentné
úpravy, takže táto posledná nerovnost’ plat́ı práve vtedy, ked’ f(x) > f(y).

Teraz si mysĺım, že by sa malo dat’ ukázat’, že za predpokladu x > y sú oba
činitele v súčine na pravej strane menšie alebo rovné 1. V prvom pŕıpade je to
zrejmé, plat́ı

− cos

(
x+ y

2

)
≤ 1.
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V druhom pŕıpade si zjednoduš́ım výraz zavedeńım novej premennej ϕ = x−y
2 > 0.

Chcem teda ukázat’, že

sinϕ

ϕ
< 1, teda

sinϕ < ϕ

pre každé ϕ > 0. To je predsa už jasné z obrázka. Graf funkcie sinx lež́ı pod grafom
funkcie x. Skutočne? A odkial’ viem, že śınus nerastie na začiatku strmšie než 45◦?
Predsa z derivácie. Lenže pojmu derivácie som sa chcela v tomto dôkaze vyhnút’.
Takže znova. Ako inak sa dá zdôvodnit’, že sinϕ < ϕ pre každé ϕ > 0? Skúsim si
pomôct’ iným obrázkom, s jednotkovou kružnicou. Predtým ale si ešte uvedomı́m,
že stač́ı uvažovat’ ϕ ≤ 1, lebo ak by ϕ > 1, mám hned’ sinϕ ≤ 1 < ϕ.

Nakresĺım si teraz kružnicu s polomerom 1 a na nej vyznač́ım dva body A,B,
ktoré spolu s jej stredom S tvoria rovnoramenný trojuholńık, s vel’kost’ou uhla ϕ
(v radiánoch, nie stupňoch) pri vrchole S, vid’ obrázok 3. Obsah kruhového výseku

𝜑
𝐴𝑆

𝐵

sin 𝜑
1

1

Obrázok 3

medzi bodmi A, B je rovný ϕ
2 . A kde mám hodnotu sinϕ? Je to d́lžka výšky

trojuholńıka ABS a jeho obsah je teda sinϕ
2 . A pretože je (tentoraz už každému)

z obrázka jasné, že obsah trojuholńıka ABS je menš́ı než obsah kruhového výseku,
plat́ı, že sinϕ

2 < ϕ
2 .

A to už je všetko. Ale . . . niečo sa mi na tom nezdá. Ja som ukázala, že ak

x > y, potom − cos
(
x+y
2

)
≤ 1 a

sin( x−y
2 )

x−y
2

< 1. Ale to ešte neznamená, že aj ich

súčin bude menš́ı než 1. Mohli by totiž obidve hodnoty byt’ záporné. Mala som
tam dat’ absolútne hodnoty. Potom už to stač́ı. Takže znova.

V prvom pŕıpade je to zrejmé, plat́ı∣∣∣∣cos

(
x+ y

2

)∣∣∣∣ ≤ 1.

V druhom pŕıpade muśım ukázat’, že∣∣∣∣ sinϕϕ
∣∣∣∣ < 1 pre každé ϕ > 0, teda

|sinϕ| < ϕ pre každé ϕ > 0.
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Zase stač́ı uvažovat’ ϕ ≤ 1, lebo ak by ϕ > 1, mám hned’ | sinϕ| ≤ 1 < ϕ. No
a pre 0 < ϕ ≤ 1 je sinϕ > 0 a teda | sinϕ| = sinϕ a viem, že sinϕ < ϕ, to už mám
dokázané vyššie.

Ešte poznámka na záver: podobným
”
obrázkovým“ postupom sa rob́ı výpočet

derivácie funkcie sinx z defińıcie.

3. Pŕıklad s komplexnými č́ıslami

Pŕıklad, kde sa pracuje s komplexnými č́ıslami, sa vyskytol na sút’aži v roku 2017
pod č́ıslom 6 a patril k tým najt’ažš́ım.

Pŕıklad 3 (autor Luděk Nechvátal). Uvažujme funkci danou vztahem f(z) =

z

√
1− 1

z
. Určete množinu, na kterou tato funkce zobraźı množinu M = {z ∈ C :

z = t+ 0 · i, kde 0 < t < 1}.
Poznámka: Komplexńı č́ıslo z = a+b i, kde a, b,∈ R lze pomoćı Eulerovy formule

eiϕ = cosϕ + i sinϕ zapsat ve tvaru z = |z| eiϕ, kde č́ıslo |z| =
√
a2 + b2 se

nazývá modul a ϕ se nazývá argument (nebo také úhel) komplexńıho č́ısla z. Reálná
mocnina komplexńıho č́ısla z je definována jako zr = er(ln |z|+iϕ), kde z ∈ C \ {0},
r ∈ R, ϕ ∈ (−π, π〉.

Ukážem dva postupy riešenia. Prvý bude čo najjednoduchš́ı, druhý čo naj-
všeobecneǰśı.

V prvom pŕıpade sa budem čo najviac vyhýbat’ práci s komplexnými č́ıslami.
Takže si hned’ všimnem, že všetky č́ısla z ∈M dosadzované do funkcie f sú reálne
a kladné. Pre takéto č́ısla z môžem ṕısat’

f(z) = z

√
1− 1

z
=
√
z2 − z.

Teraz vyhodnot́ım výraz pod odmocninou. Pretože č́ıslo z ∈M je z intervalu (0, 1),
výraz

z2 − z = z(z − 1) = z(1− z) · (−1)

je záporný. Mám teda

f(z) =
√
z(1− z) · (−1) =

√
z(1− z) ·

√
−1 =

√
z(1− z) · i,

kde pod odmocninou je už kladné reálne č́ıslo z(1− z). Č́ıslo z ∈M je z intervalu
(0, 1), a preto č́ıslo z(1− z) je z intervalu

(
0, 14
)
. To vyplýva napŕıklad z toho, že

ide o kvadratickú funkciu, ktorá nadobúda nulové hodnoty v bodoch 0 a 1 a teda
extrém má uprostred, v bode 1

2 . Jeho dosadeńım dostanem 1
2 ·
(
1− 1

2

)
= 1

4 , čo je
hodnota maxima.

Hodnota
√
z(1− z) teda lež́ı v intervale

(
0, 12
)

a funkcia f zobraźı množinu M

na množinu {z ∈ C : z = 0 + t · i, kde 0 < t < 1
2}.

Teraz ukážem, ako by som to poč́ıtala všeobecne. Teda, keby som na začiatku
namiesto reálneho č́ısla z uvažovala l’ubovol’né komplexné č́ıslo z = a + b i, kde
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a, b ∈ R. Možno z toho vyjde nejaký zauj́ımavý vzt’ah. Dosadeńım takéhoto výrazu
do funkcie f dostanem

f(z) = (a+ b i)

√
1− 1

a+ b i
.

Pretože neviem nič o č́ısle z = a+ b i, nemôžem ho presunút’ pod odmocninu ako
v predchádzajúcom pŕıpade. Môžem ale upravovat’ výraz pod odmocninou tak,
aby som tam dostala č́ıslo v tvare c+ d i, kde c, d,∈ R, teda√

1− 1

a+ b i
=

√
a− 1 + b i

a+ b i
=

√
a− 1 + b i

a+ b i
· a− b i

a− b i
=

√
a2 − a+ b2 + b i

a2 + b2

=

√
a2 − a+ b2

a2 + b2
+

b

a2 + b2
i =
√
c+ d i .

Aby som toto mohla d’alej upravovat’, potrebujem odmocninu z komplexného č́ısla
naṕısat’ v tvare súčtu reálneho a imaginárneho č́ısla. To znamená, že muśım použit’

Eulerovu formulu, uvedenú v poznámke k zadaniu. Pokial’ c + d i 6= 0, výraz pod
odmocninou si môžem naṕısat’ ako

c+ d i =
√
c2 + d2

(
c√

c2 + d2
+

d√
c2 + d2

i

)
=
√
c2 + d2 (cosϕ+ i sinϕ)

=
√
c2 + d2 eiϕ,

kde ϕ je jednoznačne určené vzt’ahmi

cosϕ =
c√

c2 + d2
, sinϕ =

d√
c2 + d2

, ϕ ∈ (−π, π〉. (1)

Teraz to odmocńım a dostávam
√
c+ d i =

√√
c2 + d2 ei

ϕ
2 =

4
√
c2 + d2

(
cos

ϕ

2
+ i sin

ϕ

2

)
. (2)

Hodnoty cos ϕ
2 a sin ϕ

2 vyjadŕım pomocou cosϕ, využijem vzt’ahy

cos2
ϕ

2
=

1 + cosϕ

2
, sin2 ϕ

2
=

1− cosϕ

2
, (3)

ktoré odmocńım. Pre ϕ ∈ (−π, π〉 je cos ϕ
2 ≥ 0, takže

cos
ϕ

2
=

√
1 + cosϕ

2
=

√
1

2
+

c

2
√
c2 + d2

.

Odmocňovanie śınusu bude zložiteǰsie, pretože výraz sin ϕ
2 má rovnaké znamienko

ako ϕ pre ϕ ∈ (−π, π〉, a teda niekedy je kladný a inokedy záporný. Potrebujem
jeho znamienko vyjadrit’ pomocou c, d. Zo vzt’ahu (1) vid́ım, že

sgn(ϕ) =


1, ak je d > 0,

−1, ak je d < 0,

0, ak je d = 0, c > 0,

1, ak je d = 0, c < 0,



VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY 125

kde ϕ ∈ (−π, π〉. Stále predpokladám, že [c, d] ∈ R2\{[0, 0]}. Môžem to celé zaṕısat’

aj na jeden riadok pomocou znamienkovej funkcie signum a dostanem

sgn
(

sin
ϕ

2

)
= sgn (ϕ) = sgn(d) + (1− | sgn(d)|) 1− sgn(c)

2
:= κ.

Pretože tento výraz je taký dlhý, jeho hodnotu som označila ako κ. Odmocneńım
druhej rovnice v (3) dostenem teda

sin
ϕ

2
= sgn(ϕ)

√
1− cosϕ

2
= κ

√
1

2
− c

2
√
c2 + d2

.

Toto dosad́ım do výpočtu (2) odmocniny
√
c+ d i a mám

√
c+ d i =

4
√
c2 + d2

(√
1

2
+

c

2
√
c2 + d2

+ κ i

√
1

2
− c

2
√
c2 + d2

)

=

√√
c2 + d2 + c

2
+ κ i

√√
c2 + d2 − c

2
.

Vid́ım, že to plat́ı aj pre c = d = 0. Teraz sa vrátim k funkcii f a dosad́ım to tam.
Hodnota funkcie bude

f(a+ b i) = (a+ b i)
√
c+ d i

= (a+ b i)

√√c2 + d2 + c

2
+ κ i

√√
c2 + d2 − c

2


= a

√√
c2 + d2 + c

2
− κb

√√
c2 + d2 − c

2

+ i

b
√√

c2 + d2 + c

2
+ κa

√√
c2 + d2 − c

2

 ,

(4)

kde c, d sú

c =
a2 − a+ b2

a2 + b2
, d =

b

a2 + b2
.

Po dosadeńı týchto výrazov za c, d do (4) by vznikol ešte zložiteǰśı výraz a nevyzerá
to, že by mohol byt’ nieč́ım zauj́ımavý _̈ .

Na tomto mieste teda ukonč́ım poč́ıtanie so všeobecným z = a+b i a obmedźım
sa na to, ktoré je v zadańı. Čiže budem predpokladat’, že b = 0 a 0 < a < 1. Potom
dostávam

c =
a2 − a
a2

< 0, d = 0, κ = 1

a d’alej √
c2 + d2 =

√
c2 = −c =

a− a2

a2
,
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takže hodnota funkcie bude

f(a+ b i) = a

√
−c+ c

2
+ i a

√
−c− c

2
= i a

√
a− a2

a2
= i
√
a− a2,

č́ım som sa dostala znova ku reálnej funkcii násobenej komplexným č́ıslom i, rov-
nakej, ako pri prvom postupe riešenia.

Moje výpočty boli v tomto pŕıpade zbytočne zd́lhavé. Mohla by som ich ale
teraz využit’ na nejaký zložiteǰśı pŕıpad. Napŕıklad, čo ak by to bolo opačne, a = 0
a 0 < b < 1. Potom dostávam

c = 1, d =
1

b
, κ = 1.

Hodnota

f(a+ b i) = −b

√√√√√
√

1 +
1

b2
− 1

2
+ i b

√√√√√
√

1 +
1

b2
+ 1

2

= −

√
b
√
b2 + 1− b2

2
+ i

√
b
√
b2 + 1 + b2

2
.

Množina {z ∈ C : z = 0 + t · i, kde 0 < t < 1} sa teda zobraźı na množinuz ∈ C : z = −

√
t
√
t2 + 1− t2

2
+ i

√
t
√
t2 + 1 + t2

2
, kde 0 < t < 1

 .

Kým v predchádzajúcom pŕıpade sa úsečka zobraźı na úsečku, v tomto pŕıpade
sa úsečka zobraźı na zložiteǰsiu krivku, ležiacu v komplexnej rovine v jej druhom
kvadrante. Je znázornená na obrázku 4.

Im(𝑧)

Re(𝑧)

1

0

Obrázok 4
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4. Pŕıklad s funkciou dvoch premenných

Na záver tu mám ešte jeden pŕıklad, ktorý sa tiež vyskytol na olympiáde v roku
2019, mal č́ıslo 5. Nepatril k tým úplne najt’ažš́ım a nie je ani sám o sebe zvlášt’

zauj́ımavý. Uvediem tu ale k nemu jeden komentár, jedno doplnenie, ktoré sa
do zadania pre stredoškolákov nedostalo a tiež zmienku o tom, ako vlastne vznikol.
Najskôr sa pozrime na zadanie pŕıkladu, ktoré sa objavilo na sút’aži.

Pŕıklad 4 (autorka Viera Štoudková Růžičková). Uvažujme funkci f danou
předpisem f(x) = ax2 + bx+ c, kde a, b, c ∈ R. Zapǐste funkci g dvou proměnných,
která splňuje vztah

g(x · y, y) = y2 · f(x).

(V tomto vztahu hodnotu f(x) násob́ıme hodnotou y2, do funkce g dosazujeme
za prvńı proměnnou součin x · y a za druhou proměnnou y.)

Riešeńım je napŕıklad funkcia g(z, y) = az2 + bzy + cy2, definovaná pre všetky
dvojice reálnych č́ısiel, čo sa dá jednoducho odvodit’:

g(xy, y) = y2(ax2 + bx+ c),

g(xy, y) = ax2y2 + bxy2 + cy2,

g(xy, y) = a(xy)2 + b(xy)y + cy2.

Možno niekoho zarazilo, prečo ṕı̌sem
”
napŕıklad“, ked’ je to jediná možnost’. V sku-

točnosti nie je, možnost́ı je nekonečne vel’a. Nie je totiž zadaný požadovaný de-
finičný obor funkcie g a ani sa nevyžaduje jej spojitost’. Vd’aka tomu môžeme
za riešenie považovat’ napŕıklad aj každú funkciu danú predpisom

g(z, y) =


az2 + bzy + cy2 pre y 6= 0

0 pre y = 0, z = 0

čokol’vek pre y = 0, z 6= 0.

Pôvodná verzia zadania mala ešte druhú čast’, ktorú sme nakoniec nezaradili.
Išlo v nej o to, že keby sme zobrali takú funkciu f , ktorá nie je kvadratická (ani
lineárna ani konštantná), či by sme aj k takej našli funkciu g s danými vlast-
nost’ami. A aby to nebolo tak jednoduché, naviac chceme, aby obe funkcie boli
definované pre všetky reálne č́ısla a boli aj všade spojité.

Pŕıklad 5. Napǐste př́ıklad reálných funkćı f a g, které jsou definovány a spojité
pro všechna reálná č́ısla, pro které plat́ı vztah

g(x · y, y) = y2 · f(x) (5)

a současně f nemá tvar f(x) = ax2 + bx+ c.

Z dôvodov, ktoré uvediem neskôr a súvisia s motiváciou pŕıkladu, som predpo-
kladala, že také funkcie musia existovat’. Prvé, čo ma napadlo pri ich hl’adańı, bolo
skúšanie nejakých jednoduchš́ıch funkcíı. Nemôže to byt’ polynóm druhého stupňa,
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tak skúsim tretieho. Vezmem f(x) = x3 a podobne ako v predchádzajúcom pŕıpade
dosad́ım do vzt’ahu a uprav́ım. Dostávam postupne

g(xy, y) = y2x3,

g(xy, y) =
(xy)3

y
,

vyšla mi teda funkcia g(z, y) = z3

y , ktorá nie je definovaná pre y = 0 a ani sa tam

nedá spojito dodefinovat’. Podobne to dopadne aj s polynómami vyšš́ıch stupňov.
Nie som si ale istá, ako by to bolo pre neceloč́ıselnú mocninu. Skúsim si to odvodit’

všeobecne pre f(x) = xp. Dostávam postupne

g(xy, y) = y2xp,

g(xy, y) = (xy)py2−p,

vyšla mi teda funkcia g(z, y) = zpy2−p. Vid́ım z toho, že napŕıklad vol’bou p = 1
3

nič nepokaźım, obidve funkcie budú definované a spojité všade. Riešeńım je teda

napŕıklad dvojica funkcíı f(x) = 3
√
x a g(z, y) = 3

√
zy5.

Na tomto postupe riešenia mi trochu vad́ı, že sa tam niečo na začiatku uhádlo.
Že som náhodou skúšala práve polynómy. Zadanie som splnila, zistila som, že také
funkcie existujú, ale neviem, či je to jediná možnost’. Pokúsim sa teraz nájst’ všetky
možné riešenia, to znamená všetky dvojice funkcíı f , g s danými vlastnost’ami.

Polož́ım xy = z a za predpokladu, že y 6= 0, zo vzt’ahu (5) dostávam

g(z, y) = y2f
(z
y

)
,

takže funkcia g je vyjadrená pomocou funkcie f . Problém ale je, ak y = 0. Potom
do funkcie f nemôžem dosadit’ z

y , lebo to nie je reálne č́ıslo. V riešeńı nájdenom

vyššie sa tie ypsilony vykrátili a nevadilo to. Vyzerá to teda, že skutočne iná
funkcia f , než nejaká kombinácia mocninových funkcíı, ani byt’ nemôže, lebo v
iných pŕıpadoch už sa ypsilony nevykrátia. Len vyzerá. Existuje totiž spôsob, ako
do funkcie

”
dosadzovat’ nedosaditel’né“ – je to limita. Ak je y = 0, zo spojitosti

funkcie g mám, že

g(z, 0) = lim
y→0

g(z, y) = lim
y→0

y2f
(z
y

)
. (6)

Takže v skutočnosti jediná podmienka pre funkciu f je, že táto limita muśı existo-
vat’ a byt’ konečná pre každé reálne č́ıslo z. Túto podmienku môžem ešte úpravou
zjednodušit’. Urob́ım substitúciu tak, aby v argumente funkcie f bola jedna pre-
menná. Polož́ım z

y = v. Viem, že pre z 6= 0 plat́ı

lim
y→0+

z

y
= − lim

y→0−

z

y
= sgn(z) · ∞,

takže zo vzt’ahu (6) dostávam

g(z, 0) = z2 lim
v→∞

f (v)

v2
= z2 lim

v→−∞

f (v)

v2
.

Stač́ı teda, aby tieto limity existovali, boli konečné a rovnali sa.
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Ešte to na záver celé zhrniem: Ak reálna funkcia f , ktorá je definovaná pre
všetky reálne č́ısla a je všade spojitá, je l’ubovol’ná taká, že

lim
v→∞

f (v)

v2
= lim

v→−∞

f (v)

v2
= l ∈ R,

potom k nej existuje funkcia g daná predpisom

g(z, y) =

y
2f
(
z
y

)
pre y 6= 0,

z2 lim
v→∞

f(v)
v2 pre y = 0,

ktorá má požadované vlastnosti. To znamená, že je všade definovaná, spojitá,
a plat́ı vzt’ah (5).

Takých funkcíı f je plno . . . Z tých najznámeǰśıch sú to okrem vhodných moc-

ninových funkcíı napŕıklad aj sinx, cosx, arctg x, e−x
2

. . .

A teraz tá sl’ubovaná motivácia: pôvodné tvrdenie, ktoré ma inšpirovalo k vytvo-
reniu tohto pŕıkladu, namiesto s reálnymi č́ıslami pracuje s maticami a vektormi,
pričom matice sú štvorcové symetrické s rozmerom n×n a vektory sú n-rozmerné.
Funkcia f zobrazuje takéto matice na takéto matice a funkcia g zobrazuje dvo-
jicu takýchto vektorov na reálne č́ıslo. Vzt’ah, ktorý zodpovedá vzt’ahu (5), vyzerá
nasledovne:

g(Xy, y) = yT f(X)y, (7)

kde X je štvorcová symetrická reálna matica s rozmerom n× n a y je n-rozmerný
reálny vektor. A to spomı́nané tvrdenie hovoŕı, že pokial’ n ≥ 2, potom jediná

spojitá, všade definovaná funkcia f taká, že k nej existuje funkcia g sṕlňajúca
vzt’ah (7) pre každú takú maticu a každý taký vektor, je funkcia tvaru

f(X) = XAX +BX +XB + C,

kde A, B, C sú štvorcové matice s rozmerom n×n a matice A, C sú aj symetrické.
Funkcia g je potom tvaru

g(z, y) = zTAz + zTBy + yTBz + yTCy.

Pŕıklad 5 rozobraný vyššie vlastne mal za ciel’ nájst’ protipŕıklad na toto tvrdenie
ak n = 1, čo sa aj podarilo. Toto tvrdenie aj s jeho (vel’mi dlhým) dôkazom je
možné nájst’ v článku [1], kde je uvedené ako súčast’ dôkazu hlavnej vety.
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