Milé ¢tenarky, mili ¢tendii,

méate v rukou casopis Kvaternion s vrocenim 2020. Tedy roku, ktery nezacinal
nijak vyjimecéné, ale nakonec téch zmén, které prinesl, bylo az pfili§ mnoho. Kdyz
se nakonec lamal na rok néasledujici, opustily nés tii skutetné védecké osobnosti.
T#i profesofi, matematici, narozeni ve stejném roce a ve stejném mésté: Brné.
Pénové prof. RNDr. Ivan Koldr, DrSc. (22. 5. 1936 — 15. 12. 2020) a prof. RNDr.
Oldfich Kowalski, DrSc. (19. 6. 1936 — 2. 1. 2021) byli mezindrodné uznavanymi
odborniky v diferencidlni geometrii. Pan prof. RNDr. Alexander Zenisek, DrSc.
(29. 1. 1936 — 30. 12. 2020) byl vyznamnym odbornikem v numerické matematice
a funkciondlni analyze. Dlouhd léta pusobil jako feditel Ustavu matematiky FSI
VUT v Brné, pak i poté, co svou reditelskou drahu skonéil, se jako emeritni profesor
VUT uptimné zajimal o aktivity pracovisté, mimo jiné i o nas casopis Kvaternion,
jemuz nabidl nékolik zajimavych a podnétnych ¢lanku. Zacelit odborneé i lidsky
mezeru, kterou tito zesnuli kolegové po sobé zanechali, nebude pro dalsi generace
vubec snadné.

Pokud jde o nové vysledky na poli matematiky v roce 2020, viibec neslo o Spatny
rok. Jen jeden piiklad: mlada americkd matematicka Lisa Piccirillova vyfesila
pulstoleti stary problém z teorie uzlu, discipliny studujici topologii uzavienych
kiivek v prostoru, kterd se vyuziva i pro popis struktury vldken nukleovych ky-
selin RNA a DNA. Docela aktudlni matematika v ¢asech, kdy se pozornost svéta
upind k mikrobiologii.

Nase redakce také véri, ze na vés, s matematikou se pratelici ¢tenarky a ¢tenaii,
ldkaveé zapusobi i pestra nabidka témat tohoto ¢isla Kvaternionu; a zda poté ne-
zklame ani obsah, jisté zhodnotite sami. Jako prvni ¢lanek nabizime praci tro-
jice autortt J. Benedikta, P. Girga a L. Kotrly ze ZCU v Plzni o uzit{ moc-
ninného zdkona k odvozeni rovnice proudéni podzemni vody. Nésleduje geome-
tricky prispévek A. Névrata o reprezentaci eukleidovskych transformaci pomoci
prvku Cliffordovy algebry. V dalsim ¢ldnku se vénuje M. Pekai aplikaci metod
linedrn{ algebry v popisu chemickych reakei. Ctivym textem rozsifujici kurz dife-
rencialnich rovnic je pfehledny popis trajektorii soustav dvou linearnich obycejnych
diferencidlnich rovnic od J. Franci. Od matematického kyvadla k integralnim rov-
nicim nés doprovazi D. Caputa a uzit{ Bayesovych odhadu a ¢ésticové filtrace pro
multistatické méreni radarovym systémem predstavuji M. Benko s P. Kulmonem.
Zavér casopisu je vénovan soutézim. O ¢tvrtém roc¢niku mezinarodni soutéze v mo-
delovéni pomoci diferencidlnich rovnic SCUDEM referuje Z. Oplustil a zajimavymi
pifklady internetové matematické olympiddy nés provadi V. Stoudkovéa Rizickova.

Dobrou mysl, zdbavu a pouc¢eni Vam jménem redakéniho kolektivu preje

Miroslav Kures
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NELINEARNI MATEMATICKE MODELY PROUDENI
PODZEMNI VODY

JIRI BENEDIKT, PETR GIRG A LUKAS KOTRLA

ABSTRAKT. Matematické modely proudéni podzemni vody stoji na dvou zdkladnich
vztazich, zakonu zachovani a konstitutivnim vztahu. Protoze proudéni v poréznim
prostiedi je velmi komplexni jev, jsme ve vétsiné pripadu odkézani na ziskani kon-
stitutivniho vztahu z experimentdlnich dat. Stejnd data lze vSak prolozit ruznymi
funkcemi, a tedy nemuze existovat univerzilni konstitutivni vztah.

V naSem c¢lanku se zaméfime na mocninny zdkon, ktery je dostate¢né obecny,
aby podchytil zdkonitosti proudéni v ruznych redlnych situacich a zaroven je do-
statecné jednoduchy, aby se s nim dalo snadno matematicky pracovat. Tento zakon
pouzijeme k odvozeni rovnice proudéni podzemni vody. Pomoci ni popiseme vyvoj
hladiny podzemni vody v zdvislosti na ¢ase proudici poréznim prostfedim mezi
dvéma rovnobéznymi kandly.

1. Uvop

Zasobovani vodou je jednou z hlavnich vyzev, které lidstavo v prubéhu své exis-
tence opakované ¢eli. Za prukopnicka inzenyrské dila spojena s vodou lze povazovat
napi. mezopotamské prehrady a zavlazovaci kandly na Eufratu a Tigridu, sta-
roegyptské zavlazovaci kanaly na Nilu, rozsdhly systém studni a rozvodu vody
v Mohendzodaru ve starovéké Indii, vodovodni systémy starovékého Recka od
minojské kultury az po Athény, Ezechidsuv tunel v Jeruzalémé, monumentalni
fimské akvadukty nachdzejici se v celém stfedomoii. O tom, jak davni stavitelé
navrhovali tyto zasné stavby, mnoho nevime. Dolozitelné systematicky a na mo-
derni védecké béziﬂ se problematikou zasobovani obyvatelstva pitnou vodou zacali
zabyvat inzenyii na prelomu 18. a 19. stol. a sice v souvislosti s rychlym rustem
mést. V této dobé se zacinaji objevovat prvni matematické modely proudéni vody
v potrubi a kanédlech. To bylo v dobach, kdy jesté nebyly objeveny zakladni rovnice
proudén{ redlnych (vazkych) tekutin dnes zndmé jako Navierovy-Stokesovy rovnice
(NAVIER 1827 a nezdvisle STOKES 1845) a rovnéz nebyly k dispozici pocitace pro
jejich numerické feéem’ﬂ Proto se v pripadé proudéni vody inzenyii zamérili na

2010 MSC. Primérni 35K59, 35K92, 76S05.

Kli¢ovd slova. Proudéni vody, podzemni voda, porézni prostiedi, Reynoldsovo ¢islo, ne-
linedrni Darcyho zdkon, p-laplacidn, dvojité nelinedrni rovnice, princip maximu, srovnévaci
princip.

Pro podrobny historicky pfehled viz napf. Rouse [30].

2V té dobeé jiz byla zndma rovnice kontinuity, kterou pro nestlacitelnou tekutinu odvodil LEO-
NARDO DA VINCI (1452-1519), Bernoulliho rovnice, k jejimuz objeveni ptispél DANIEL BERNOULLI
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tzv. fenomenologicky piistup k feSeni problému zaloZzeny na empiricky nalezenych
zdkonitostech. V roce 1732 vynalezl francouzsky inzenyr HENRI DE P1TOT (1695
1771) méfici trubici (dnes zndmou jako Pitotova trubice) umoziujici méfit rychlost
proudéni tekutiny v daném misté, coz umoznilo provadét riznd pozorovani a expe-
rimenty s redlnymi tekutinami. V souvislosti s pfipravou stavby kanalu, ktery mél
piivadét vodu do PaffZe z feky Yvette, francouzky inZenyr ANTOINE DE CHEZY
(1718-1798) studoval empirické vztahy mezi spddem kandlu a rychlosti proudéni.
Na zékladé pozorovani a méfeni provadénych mezi lety 1769 az 1775 na jiz vybu-
dovaném kanalu Courpalet stanovil tento vztah:

v=Cy|R NA
kde v je stfedni prutokova rychlost v kandle, R je hydraulicky polomér kanalu, Ah
je vyskovy rozdil hladiny ve dvou bodech kanélu jejichz spojnice je rovnobézna s
proudem v kandlu, AL je jejich vzdélenost a C' > 0 je rychlostni soucinitel zjistény
z naméfenych dat. V souvislosti s distribuci vody ve méstech byly studovany téz
empirické vztahy mezi sklonem potrubi a rychlosti proudéni v ném. Touto proble-
matikou se zabyval francouzsky inzenyr GASPARD DE PRONY (1755-1839), ktery
ve své praci [I1] publikované v roce 1804 odvodil semiempiricky vztalﬁ

% = % (av+bv2) ,

kde v je stfedni prutokova rychlost v potrubi, D je vnitini prumér potrubi, Ah je
vyskovy rozdil hladiny mezi dvéma body na ose potrubi, AL je vzdalenost téchto
bodu a a,b > 0 jsou konstanty, které je tieba zjistit z naméfenych dat pro potrubi
vyrobené z daného materidlu s danou drsnosti povrchu apod.

Dalsi rychly nédrust poc¢tu obyvatel v evropskych méstech v prubéhu deva-
tenactého stoleti a s nim spojena jesté vyssi potieba pitné vody podnitily zajem
soudobych inzenyri mimo jiné o proudéni vody v poréznim prostiedi. Jednou z
moznosti, jak ziskat pitnou vodu je filtrace vody Fiéni uzitim piskovych filtra.
Timto postupem se zabyval francouzsky inzenyr H. DARCY (1803-1858), ktery
v roce 1856 v knize [I0] zvefejnil vztah, dnes zndmy jako Darcyho zdkon, pro
proudénf (filtraci) vody jemnym piskem vypliujicim valec o konstantnim prufezu
A, délce AL a s osou rovnobéznou se smérem proudént,

AP Ah
Q:CE:CQQE~ (1)

Prutok @ udava objem vody proteklé fezem kolmym na osu véalce za jednotku ¢asu

a AP Py, — Py, = pg(h1 — ha) = 0g/Ah znadi rozdil tlaku na vstupu do a vystupu

z valce, o je hustota vody a ¢ je tihové zrychleni. Konstanta ¢ > 0 je zjisténa z

(1700-1782) a v jeji dnes pouzivané podobé odvodil LEONHARD EULER (1707-1783) pomoci Eu-
lerovy rovnice proudén{ idedlni tekutiny, viz [30].

3Semiempiricky vztah je takovy vztah, jehoz tvar je odvozeny ze zakladnich fyzikdlnich
zdkonu, ale nékteré konstanty je tieba zjistit z experimentdlnich dat.
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naméfenych dat pro dany typ jemného pisku. Schématické znazornéni zafizenﬂ
na kterém lze zakonitosti filtrace vody studovat, je na obrazku [I| Podstatnou

000000000
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Obréazek 1. Ilustrace zafizeni pro empirické studium filtrace. Do horni nddrzky ptitékd voda.
Konstantni{ vysky hladin v nddrzkdch (a tim i hodnoty hydrostatickych tlaki P; a P») jsou
udrzovény prepady nadrzek.

vlastnosti tohoto vztahu je pfimé imérnost mezi objemovym prutokem a rozdilem
tlaku. Jednd se tedy o zdkon linedrni.

Dalsi moznosti, jak zdsobit obyvatelstvo pitnou vodou, je odbérem vody ze
studni. K maximalnimu vyuziti tohoto zdroje je tfeba pochopit zakonitosti prou-
déni vody v hornindch v podzemi. Touto problematikou se experimentédlné zabyval
némecky inzenyr A. THIEM [35], ktery ve meésté Strassburg nechal v okoli po-
kusnych studni vybudovat systém pozorovacich studnﬂ v nichz sledoval pokles
hladin v souvislosti s odbérem vody z pokusnych studni. Timto zpusobem ziskal
cennd data o zavislosti poklesu hladiny podzemni vody na vzdalennosti od po-
kusné studny. Podobné postupoval i dalsi némecky inzenyr D. ENDRES ve mésté
Augsburg. Experimentalné nameéiené vysledky A. Thiema a D. Endrese matema-
ticky zpracoval rakousky inzenyr O. SMREKER ve své prukopnické praci [33] a
dosel z namétfenych dat k nékolika empirickym vztahtim mezi poklesem hladiny a
prutokem danym tsekem horniny (porézniho prostfedi). Nejzndméjsi je pro svoji
snadnou aplikovatelnost jeho mocninny zakon

AR\ 2/3
Q_C<AL) )

4Piivodn{ Darcyho zaifzen{ mélo trochu jinou konfiguraci, viz [Z0]. Dnes se pro studium filtrace
pouzivaji zafizeni s konfiguraci jako na obr.
57 pozorovacich studni se voda neGerpé, jen se méif vyska hladiny.
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kde @ je prutok vody, Ah si muzeme zatim pfedstavit jako pokles hladiny pod-
zemni vody mezi dvéma pozorovacimi studnami a AL jako jejich vzdalenost ve vo-
dorovném sméru (velic¢iny vystupujici v tomto zdkonu budou rigorézné definoviny
v druhé ¢asti ¢lanku). Konstanta C' > 0 je urc¢ena z experimentdlnich dat pro
dané horniny v podzemi. Tento zédkon je na rozdil od Darcyho zdkona nelinearni.
Protoze voda proudi poréznim prostiedim systémem kanalkiu, lze o¢ekdvat jistou
analogii s proudénim v potrubi. Tato tvaha vedla rakouského inzenyra PH. FOR-
CHHEIMERA [I6] k polynomidlnimu vztahu

(@ +00?) | (2)
kde opét Ah vyjadiuje pokles hladiny mezi dvéma misty se spojnici rovnobéznou
se smérem proudéni, AL jejich vzdalenost, @ je prutok vody a a,b > 0 jsou
konstanty, které je tfeba zjistit z experimentu s danym prostiedim. Stejné tak
jako Smreker i Forchheimer pouzival prevzatd naméfend data. V jeho piipadé se
jednalo o data od celé fady experimentatori, kde se kazdy zaméfil na jiny typ
materidlu (ruzné druhy pisku a §térkopisku lisicich se zrnitosti, tvarem zrn a che-
mickym slozenim). Forchheimertuv polynomidln{ vztah se ukdzal jako velice obecny
a schopny zachytit zdkonitosti proudéni pomoci dvou parametri a a b. Navic tivaha
o analogii mezi proudénim vody v poréznim prostiedi a potrubi napovida, ze je
prirozené ocekavat spiSe nelinedrni vztahy nez vztahy linedrni. Pfestoze Forchhei-
meruv zdkon pii vhodnych konstantach a a b velmi dobfe aproximuje redlnd data,
ma jednu velkou nevyhodu: v matematickych modelech potfebujeme ¢asto pra-
covat se vztahem, ktery vyjadiuje funkéni zavislost @ na Ah/AL. Tento vztah
bychom dostali z Forchheimerova zakona jako kladné feSeni kvadratické rovnice
pro Q. Tento vztah je vsak pro praktické vyuziti komplikovany. Jako vhodné al-
ternativa k Forchheimerovu zdkonu se pak jevi obecnéjsi mocninné zékony tvaru

AW

o=c(57) - ®

s koeficientem ¢ > 0 a exponentem r > 0, které je tfeba urcit z experimentalnich
dat. Diky dvéma parametrum lze témito zdkony popsat proudéni vody v ruznych
typech poréznich prostfedi. Nutno podotknout, ze v této obecné varianté navrhl
mocninny zdkon jiz O. SMREKER [33] a zabyval se jim ve svém ¢ldnku i FORCHHE-
IMER [16]. Velkou popularitu ziskaly mocninné zdkony od tiicatych let dvacétého
stoleti, kdy bylo intenzivné laboratorné studovano proudéni poréznim prostiedim
na experimentdlnich zafizenich jako na obrézcich |1] a |4l viz napf. 1zBAS [20] a
MissBAcH [24] 28] 28] [27]. Na jejich pocest se mocninnému zdkonu nékdy téz iika
Smrekertuv-Izbasuv-Missbachuv zakon. Podrobnéji se lze s historickym vyvojem
zkoumdn{ mocninného zdkona sezndmit v BENEDIKT, GIRG, KOTRLA a TAKAC [7].
Povsimnéme si, ze ve vzorci lze pro malé hodnoty @ kvadraticky ¢len Q2
zanedbat, a tudiz muzeme pro malé hodnoty @ Forchheimeruv zdkon velmi dobte
aproximovat linearnim Darcyho zakonem. Tedy Forchheimertuv zakon neni v roz-
poru s Darcyho zdkonem. Pro mocninny zakon s r # 1 toto vSak neplati.
Pro malé hodnoty @ Darcyho zikon neni dobrou aproximaci mocninného
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zékona . Ukazuje se na zakladé analogie proudéni v poréznim prostiedi a v
trubici, ze rozhodujicim faktorem pro platnost mocninného nebo Darcyho zakona
pro dané @ je pomér setrvaénych a ttecich sil v kapaliné nebo presnéji zanedba-
telnost setrvacnych sil vzhledem k silam tfecim. Tento pomeér je charakterizovany
tzv. Reynoldsovym é&islem (viz napf. ARAVIN a NUMERoOV [IL § 11, str 30-36)),
jehoz variantami pro proudéni v poréznim prostiedi se budeme zabyvat nize. Pro
malé hodnoty Reynoldsova ¢isla je platny Darcyho zdkon a pro velké hodnoty
Reynoldsova ¢isla je nutné uvazovat zakon nelinearni, napf. mocninny. Podrobnéji
se tim budeme zabyvat v oddile 2.5

Cilem tohoto piispévku je sezndmit étendfe s mocninnym zdkonem a jeho
moznym pouzitim v modelovani proudéni podzemni vody. Pro jednoduchost se
zaméiime na model popisujici vyvoj hladiny podzemni vody mezi dvéma rov-
nobéznymi kandly, ve kterych tece voda v pevné dané vysce (viz obrizek .
Mezi kandly dojde ke zvyseni hladiny podzemni vody (napf. vlivem desté nebo za-
vlazovéni) a nasim tikolem je popsat vyvoj hladiny podzemni vody v ¢ase. Nasi sna-
hou je text prizpusobit studentim nizsich roéniku vysoké skoly. Jednim z piiklada
je nestandardni odvozen{ modelu v ¢4sti[3] které je podle naseho ndzoru vhodnéjsi
pro studenty, ktefi neabsolvovali zédkladni kurz parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Klasické odvozeni za slabsich predpokladt na hledané feseni lze nalézt v [5].

<)
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Obrazek 2. Proudéni podzemni vody mezi rovnobéznymi kanaly.

V druhé ¢asti se budeme zabyvat zakladnimi pojmy z hydrologie, které v dalsi
¢asti vyuzijeme pii odvozeni matematického popisu problému. Ctvrtd st ob-
sahuje kratké sezndmeni s dulezitymi pojmy z oblasti parcidlnich diferencidlnich
rovnic, principem maxima a srovnavacim principem. Posledni ¢ast je vénovana
vlastnostem feSeni modelu pfedstaveného ve tieti ¢asti. Podrobnéji jsme pouziti

mocninného zdkona v hydrologii studovali v [5] a [7].



8 J. BENEDIKT, P. GIRG A L. KOTRLA

2. ZAKLADNI POJMY V HYDROLOGII

V této ¢asti uvedeme krétky souhrn terminu a veli¢in pouzivanych v hydrologii.
Tyto informace lze nalézt ve vétsiné knih zabyvajicich se timto tématem. Pro dalsi
studium odkazujeme Ctenaie naptiklad do skript JANDORA, STARA a STARY [21]
nebo VALENTOVA [36]. Jesté podrobnéji se lze s danou problematikou sezndmit v
monografiich ARAVIN a NUMEROV [I], BEAR [4] a HARR [I8].

2.1. Porézni prostredi

Precizni definice porézniho prostiedi je komplikovand a pfesahuje ramec tohoto
textu. My si vystaCime s intuitivni definici. Pro presnéjsi definici odkazujeme
Ctendfe na skripta [36, §1.4, str. 8-9].

Zacneme definici pojmu pdr, kterym rozumime volny prostor v horniné obvykle
(ale ne nutné) velmi malého objemu. V nasich modelech uvazujeme jen takové
pory, které jsou navzijem spojené tizkymi kanaly umoznujicimi proudéni tekutiny
(napf. vody, zemniho plynu, nafty). Tento volny prostor v horniné nazveme pdrovyj
prostor. Sit kandld je velmi hustd, a proto maji stény périt a kanéli (kde se te-
kutina dotyké4 horniny) velky souhrnny povrch. Horninu obsahujici takovouto sit
péru a kandla nazveme poréznim prostiedim (nebo poréznim médiem). Pro jedno-
duchost predpoklddame, ze porézni prostiedi je homogenni a izotropni vzhledem
ke koeficientu propustnosti (viz nize).

Struktura porézniho prostiedi je velmi komplikovand a je prakticky nemozné v
ném presné popsat rozlozeni pevné faze a pdérového prostoru. Proto se proudéni
v poréznim prostiedi nepopisuje na mikroskopické tirovni (jako proudéni vody v
jednotlivych kandlech). Misto toho se uvazuje makroskopicky popis, kdy se struk-
tura porézniho média odrazi v obvykle experimentalné zjistovanych fyzikalnich
charakteristikéch.

Pomér pérového prostoru v poréznim médiu popisuje (efektivni) pdrovitost
porézniho prostiedi n. Pro homogenni porézni médium plati
kde V,, je objem pdrového prostoru a V' je celkovy objem porézniho média.

Dalsi charakteristikou je koeficient propustnosti k, ktery uddvéa propustnost
porézniho prostiedi v zavislosti na jeho geometrickych vlastnostech. Je definovan
pomoci Darcyho zakona vzorcem

_cn
k—A.

s tim, ze prijimdme hypotézu, Ze prutok @ je piimo dmérny plose A (viz obr. (1)) a
nepiimo umérny dynamické viskozité u, kterd vyjadiuje vnitini tfeci sily v teku-
tiné. Pro konkrétni porézni prostiedi tato hodnota odpovida objemovému prutoku
za 1 s tekutiny o dynamické viskozité 1 Pa - s valcem s vySkou 1 m a plochou
podstavy 1 m?, ktery je vyvolany poklesem tlaku o 1 Pa. V literatuie lze nalézt
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mnozstvi vztahl pro jeho vypocet z velikosti znﬁ (viz napi. RiHa a kol. [29]).
Uved'me napifklad empiricky ziskany vztah

k= Cd?,

kde konstanta C' > 0 zavisi na tvaru zrn a pérovitosti n, a kde d je reprezentationi
velikost zrna. Lze napiiklad zvolit d = dyg, coz je takovy prumér zrn, kterého
nedosdhne 10 % vsech zrn (podle vdhy) v materidlu (viz [4, §5.5, str. 132-134]).
Vsimnéme si, ze koeficient propustnosti je nezavisly na proudici tekutiné. Pozdéji
v oddilu2:4]zavedeme koeficient filtrace K, ktery bere v tivahu i vlastnosti tekutiny.

2.2. Podzemni voda a zvoden

Podpovrchovou vodu lze rozdélit do nékolika kategorii podle zpusobu, jakym je v
pudé vazana. V tomto ¢lanku se budeme zabyvat tzv. podzemni vodou, které k
proudéni v poréznim prostiedi stac¢i pusobeni tihovych sil. Pfesnéji se souvisld ¢ast
porézniho prostiedi (horniny), kterd umozinuje pohyb a akumulaci podzemni vody,
nazyva hydrogeologicky kolektor (vice viz [36] §1.3, str. 5-7]). Navic se omezime na
podzemni vodu, ktera se vyskytuje v tzv. saturované zoné, kde je pérovy prostor
zcela vyplnén vodou. Pro tplnost jen dodejme, ze pokud sledovand ¢ast porézniho
prostiedi neni vodou zcela vyplnéna, nalezneme nad saturovanou zénou zénu nesa-
turovanou, kde jsou péry vyplnény z¢asti vodou a zéasti plynem (pfevazné vodnimi
parami a vzduchem).

Vodni téleso v kolektoru nazveme zvodern. Rozlisujeme zvodern s napjatou hla-
dinou, kde voda vypliuje kolektor uzavieny mezi dvéma nepropustnymi vrstvami
(hydrogeologickymi izoldtory) a zvoderi s volnou hladinou, jejiz dolni hranici tvoif
izoldtor a horni hranici volnd hladina podzemni vody (napf. zvoden na obrézku.
Volnou hladinu definujeme jako mnozinu bodu, kde se absolutni tlak vody rovna
atmosférickému tlaku (relativni tlak vody je nulovy). Poznamenejme, Ze pro ucely
tohoto textu volna hladina podzemni vody oddéluje saturovanou a nesaturovanou
zOnu, prestoze, zcela presné feceno, saturovana zéna obsahuje i tenkou vrstvu nad
touto hladinou, kde jsou péry vyplnény vodou vlivem kapildrnich jevu.

2.3. Stiedni rychlost proudéni, hustota toku a priatok

Jelikoz se pii popisu proudéni v poréznim médiu uplatiuje makroskopicky pristup,
neni rychlost proudéni vody v konkrétnim bodé pérového prostoru relevantni infor-
mace. Misto ni se pouzivé stfedni rychlost proudéni (prumérnd pérova rychlost).

V uvodu jsme predpokladali, ze smér proudéni je rovnobézny se smérem osy .
Zaméfme se nyni na obecné trojrozmérné proudéni v kartézském soufadnicovém
systému zyz s osou z sméfujici vzhiru. Ozna¢me A, (A,, A.) plochu prafezu
kolmého na osu z (y, 2) a Qz (Qy, Q) prutok touto plochou za jednotku ¢asu. V
piipadé, ze smér toku souhlasi se smérem soutradnicové osy, je prutok kladny. V

6Pro zrnits prostied{ (specidlni typ porézniho prostfedi) jako jsou napf. pisky, Stérkopisky
nebo uméla zrnitd prostiedi pouzivand ve stavebnictvi a ruznych technologickych procesech.
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opacném piipadé povazujeme prutok za zaporny. Potom
def Qu def Qy def Q2
x = /TE’ qQy = /Ty a g = /Tz
znaci hustotu toku (filtracni rychlost, Darcyho rychlost) ve sméru osy z (y, z).
Hustotu toku tedy definujeme jako vektor ¢ def (gz: 4y, 4q2), jehoz velikost je ¢ =
\JG2+ qg + ¢2. Jelikoz voda neprotékd celymi prurezy, ale jen pérovym prostorem
v daném fezu, radéji pro ¢ pouziviame pojem tok nez pojem rychlost. Rychlost

proudéni v kandlech, respektive jeji prumérnou hodnotu, popisuje stiedni rychlost
proudéni

Q.

— de
v =

_,,
SEESY]

Déle oznacfme v |0] = ¢q/n.

2.4. Piezometricka vyska

Idedlni kapalina pii ustaleném proudéni v trubici spliiuje zakon zachovéani energie,
ktery je vyjadieny Bernoulliho rovnici

1
5@112 + P + 0gz = konst. (4)

Zde g je hustota proudici kapaliny, v je velikost stfedni rychlosti proudéni, P je
relativni tlak v kapaliné (P = 0 odpovidd atmosférickému tlaku) a z je vyska
hladiny od pfedem urcené referenéni vysky. Vydélenim rovnice konstantou pg
dostaneme ,

1o + £ +z=F,

29 o9
kde E se nazyva energetickd vyska. Nyni se zaméifme na proudéni vody poréznim
prostiedim. To lze povazovat za sit 1izkjch kandld, a proto je ztrata energie vli-
vem tieni kapaliny se sténami kandlu vyznamnd. Energetickd vyska E tedy neni
konstantni, jako tomu je v pripadé proudéni idealni tekutiny v trubici.

Pfi proudén{ podzemn{ vody je navic stfedni rychlost proudén{ velmi mald (viz
napt. HARR [I8, §1-4, str. 5]). Clen %ﬁ lze tedy zanedbat a definujeme tzv.

g
piezometrickou (hydraulickou) vysku

Pro lepsi ilustraci pojmu piezometrickd vyska uvedme dva piiklady. Prvné se
zamé&fime na pifpad bez proudéni at v nddrzi nebo ve zvodni s volnou hladinou.
Protoze je voda v klidu, nedochazi ke ztraté energie vlivem tieni a piezometricka
vyska zustdvéd konstantni (viz obrézek . Tlak v kapaliné je hydrostaticky tlak
zavisly na vysce vodniho sloupce nad sledovanym mistem, a tedy opravdu plati

P
— + z = konst.
0g
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Obrézek 3. Piezometrickd vyska pfi absenci proudéni.

Proudéni vody je vyvoldno rozdilnymi hodnotami v piezometrické vysce (viz obra-
zek E[) Dochézi k nému ve sméru jejiho poklesu neboli ve sméru poklesu energie,

00

P=0
- I Ah
Vi
N © .
Smer | |5 © d
toku =
O o
0
hy ha
z=0 A ' '

Obréazek 4. Piezometrickd vyska pti pohybu tekutiny.

ktery je zptisoben pravé tfecimi silami (pfeménou mechanické energie na tepelnou).
Vsimnéme si, ze za predpokladu vodorovného proudéni popsaného v ivodu, kdy
je vyska z konstantni, plati
AP
09

Ah
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Darcyho zakon lze tedy ptreformulovat do tvaru

kde K = kog/u nazyvame koeficient filtrace.

2.5. Reynoldsovo cislo

V tvodu jsme zminili, ze linedrni Darcyho zdkon je platny pouze pfi urcitych
hodnotach Reynoldsova ¢isla, které vyjadiuje pomér setrvaénych a ttecich sil. Pro
proudéni v trubici je toto Cislo definované jako

_oDv

Re ,
1

kde o je hustota kapaliny, v je rychlost proudéni, u je dynamicka viskozita kapaliny
a D je vnitini prumér trubice. Pro proudéni v trubici nastava turbulence pro
hodnoty Reynoldsova ¢isla vyssi nez cca 2100. Pfi pfechodu k turbulenci dochézi
k vyraznému navyseni tfecich sil mezi kapalinou a trubici. V analogii s timto
piipadem navrhl PAvLOVSKIJ [28] v pfipadé proudéni poréznim prostiedim pouziti
Reynoldsova ¢isla v lehce pozménéné podobé pro posouzeni platnosti Darcyho
zédkona. PTi pokusech s proudénim tekutiny zrnitym poréznim prostiedim se zrny
podobné velikosti navrhl nésledujici definici

6,5 odq
Re= ————=——=|
0,75n + 0,23 p
kde n je pérovitost, ¢ je hustota toku a d je reprezentativni velikost zrna. Pro takto

definované Reynoldsovo ¢islo je mezni hodnota platnosti Darcyho zdkona 50-60.
Pro razné velikosti zrn se v literatuie ¢astéji objevuje definice

_ odg
o’

s rizné definovanou reprezentativni velikosti zrna d (viz [4l §5.3.1, str. 125-127])
a v zavislosti na jeji volbé je mezni hodnota pro platnost Darcyho zédkona mezi 1
a 10. I v tomto pripadé je ¢astou volbou d = dg.

Re

2.6. Dupuitovy-Forchheimerovy predpoklady

Resen{ dlohy proudéni podzemni vody s volnou hranicf je matematicky kompliko-
vany problém, protoze hranice sledované oblasti neni predem znadma a je soucasti
hledaného feseni. DupuIT [I5] pozoroval, ze maximélni sklon hladiny podzemn{
vody je velmi maly, 0,001 < Ah/AL < 0,01. Na zdkladé tohoto pozorovani for-
muloval v roce 1863 néasledujici zjednodusujici pfedpoklady:

(DF1) podzemni voda proudi horizontélné (piezometrickd vyska je ve svislém
sméru konstantni),
(DF2) tok podzemni vody je piimo dmérny gradientu piezometrické vysky.
Pro tilohu s volnou hranici plati, Zze hladina podzemni vody je charakterizovana tla-
kem P = 0, a proto pro hladinu podzemn{ vody dostaneme vztah h(z,y, z,t) = z.
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Z predpokladu (DF1) potom plyne, ze k nalezeni obou nezndmych hodnot (pie-
zometrické vysky a vysky hladiny podzemni vody) staéi Fesit dlohu pouze pro
piezometrickou vysku v kolmém prumétu sledované oblasti do roviny zy. Tim se
problém znacéné zjednodusil, protoze prumét sledované oblasti je predem zndmy.
Netesime tak jiz ilohu s volnou hranici. Podrobnéjsi prechod od tlohy s volnou hra-
nici ve tfech prostorovych proménnych k tloze ve dvou prostorovych proménnych
bez volné hranice lze nalézt v [0, §2.6].

Piedpoklad (DF2) odpovidd pouzit{ Darcyho zdkona pii modelovéni proudéni
podzemni vody. Jak jsme jiz zminili vySe, tento zakon nelze pouzit, pokud je Rey-
noldsovo &fslo pifli§ vysoké. Znovu uvedme prici FORCHHEIMER [16] str. 1782
a ,Anhang®, str. 1787-1788] z roku 1901, kde autor na zdkladé experimentu a
terénniho pozorovani ukazal, ze naptiklad pro piscité porézni prostiedi neni Dar-
cyho zdkon dostateéné piesny jiz pro hodnoty Ah/AL > 0,0005, kdy lze stéle
pouzit predpoklad (DF1). Predpoklad (DF2) je ale nutné nahradit nelinedrnim
zékonem.

2.7. Konstitutivni vztahy

Konstitutivni vztahy jsou Casto experimentalné nalezené vztahy mezi stavovou a
tokovou veli¢inou (viz napt. [I4], §1.2, str. 7]). V nasem piipadé je tokovou veli¢inou
hustota toku ¢'a stavovou veli¢inou piezometrickd vyska h. V piipadé homogenniho
a izotropniho prostiedi muzeme konstitutivni vztah zapsat pomoci velikosti toku
g a neklesajici spojité funkce ¢ spliujici ¢(0) = 0 jako rovnost

_(h
q_(p AL N

Riiznou volbou funkce ¢ poté dostaneme ruzné konstitutivni vztahy. Pokud zvolime
linedrn{ funkci, tj. ¢(r) = cr, dostaneme jiz vyse zminény Darcyho zdkon.

Z moznych nelinearnich zobecnéni uvedeme dva zékladni piiklady studované jiz
na prelomu 19. a 20. stoleti. Smrekertuv-Izbastuv-Missbachtv (mocninny) zékorﬂ

o) =i, pe(3.2) )

je hlavnim objektem zajmu v tomto ¢lanku, a to hlavné pro zna¢nou probddanost
vlastnosti parcidlni diferencialni rovnice zalozené na tomto konstitutivnim vztahu.
Forchheimertuv zakon

2r

r)= ————
#(r) va? +4br + a

je zédkladem pro dalsi zakony uvazujici napiiklad i tvar zrn v poréznim médiu.
Velmi obsdhly vycet nelinedrnich zdkonu lze nalézt napt. v BEAR [4, §5.11.3,
str. 182-184]. V praxi se ukazuje, ze tok v zdvislosti na poklesu piezometrické
vysky roste pro velké hodnoty pomaleji nez linedrni funkce, napiiklad jako moc-
ninnd funkce s exponentem mezi 0 a 1. Tento rust nelze zachytit polynomidlni

a>0 a b>0,

"Pokud bychom v rovnici uvazovali p = 2, dostali bychom Darcyho zdkon. Pro 2,1 < p <
4,8 bychom dostali zdkon pro velmi pomalé proudéni v jemnozrnnych materidlech, viz [22] [34].
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funkci, ktera je vyhodna pro interpolaci dat. Proto se konstitutivni vztahy casto
ziskavaji z experimentdlnich dat ve tvaru

Ah 1
AL =9 (q9),

kdy napf. Forchheimeruv zdkon hleddme ve tvaru

Ah ,

3. MODEL PROUDENI VODY MEZI ROVNOBEZNYMI KANALY

V této ¢asti odvodime matematicky model proudéni vody mezi dvéma rovnobézny-
mi kandly. Tato konfigurace se casto vyskytuje jak pii zavlazovani v zemédélstvi,
tak naopak pfi odvodiovani (napt. pozemku). Vzhledem ke své zdsadni dulezitosti
pro bézny zivot obyvatelstva pfedevsim v semiaridnich a monzunovych oblas-
tech (napf. Indie) byla tato problematika casto studovana [3| 23] [31] [32]. Tyto
prukopnické prace se vSak zabyvaji pouze piipadem laminarniho proudéni za
pouziti linedrntho Darcyho zdkona, ktery umoziuje ziskat feSeni v uzavieném
tvaru. Dnes po triceti letech doslo k vyraznému posunu jak v kvalitativni teorii ne-
linedrnich parcialnich diferenciadlnich rovnic, tak v oblasti numerické matematiky
a vykonosti vypocetni techniky. Diky tomu je mozné studovat modely i s pouzitim
nelinearniho konstitutivniho vztahu, ktery lépe aproximuje chovani realnych teku-
tin v poréznim prostted{ (véetné turbulence). Odvozeni naseho modelu provedeme
pomoci dvou zakladnich vztaht, zdkona zachovani a konstitutivniho vztahu popi-
sovaného v predchozi ¢asti.

Uvazujme tlohu proudéni podzemni vody mezi dvéma rovnobéznymi odvodio-
vacimi kanaly, které maji vzdalenost pfilehlych biehu L. Pro jednoduchost budeme
predpokladat, ze porézni prostiedi mezi kandly je homogenni, izotropni a spoc¢iva
na vodorovné nepropustné vrstvé. Dna obou kanali dosahuji az k nepropustné
vrstvé. V ¢asovém intervalu [0,T], T > 0, zkoumdme vyvoj hladiny podzemni
vody h(x,y,t) po jejim néhlém zvyseni (v ¢ase ¢ = 0) napiiklad vlivem deste.
Predpoklddame, ze kandly jsou ve sméru osy y nekone¢né dlouhé, vSechna data
jsou translacné invariantni vuci ose y, a tedy muzeme predpokladat, ze voda proudi
pouze ve sméru osy z. Proto h(x,y,t) = h(z,t). Hladinu levého kandlu udrzujeme
ve vysce go, tj. h(0,t) = go a hladinu pravého kandlu ve vysce gr, tj. h(L,t) = gp..
Pocétecni stav hladiny podzemni vody je h(x,0) = ho(x). Celd situace je pro c¢as
t = 0 znazornéna na obrazku [E

Pro vétsi nazornost provedeme odvozeni modelu na elementarnim objemu a
poté dostaneme diferencialni rovnici limitnim pfechodem. Ozna¢me (2., obdélnik
vznikly prumeétem porézniho média mezi kanaly do roviny xy. V tomto prumétu
vytvoiime rovnomérnou sit bodu (z;,v;), 4,7 € N. Vzdélenosti bodu z; a y;
oznaéime Az a Ay. Casovou diskretizaci oznacime ty, k € N, s krokem At. Ele-
mentarni plochou € rozumime étverec (2;,v;), (Tit1,Y5), (Tit1,Yj4+1), (TisYjt1)
(viz obrézek [6).
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Obrazek 6. Sit a elementdrni plocha Q.

15

V piipadé proudéni nestlacitelné kapaliny plati zdkon zachovéani jejtho objemu.
V libovolné ¢ésti sledované oblasti musi zména objemu vody odpovidat rozdilu ob-
jemu vody priteklé a odteklé. Celkova bilance muze byt jesté ovlivnénd pripadnymi

zdroji.

Nejdiive vypocteme objem vody nad elementarni plochou e v ¢ase . Upfes-
néme, ze rovnice odvozujeme pro vnitini body sité, tj. 0 < z; < L a pro casy
0 <ty < T. Jelikoz je v pifpadé proudéni podzemn{ vody sklon hladiny maly (viz
Dupuitovy-Forchheimerovy predpoklady, oddil , muzeme pro dostateéné malé
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elementarni plochy €. predpokladat, ze vyska hladiny nad touto plochou je

h(xi, tk) + h(l‘i_H, tk)
5 .

Objem vody nad €2 v Case ty tedy je

xi,ty) + h(zig1, tr)

Vioda = n Az Ay ut 5

a zména tohoto objemu za cas At je

Mz, tkr1) + B(@ig1, thos1) — h(xs, te) — h(@ig1, tr)
5 .

Déle vyjddiime tok nad hranici 9 elementdrni plochy Q. za ¢as At. Pii-
pomenme, ze k toku dochazi pouze ve sméru osy x. Objem vody proteklé za cas
At sténou nad hranou e; spojujici body (x;,y;) a (2;,y;j4+1) oznatme @, a nad
hranou e;41 spojujici body (zit1,%;) a (®it1,yj+1) oznacme @, ,. Nyni oznacme
symbolem A zménu objemu vody za ¢as At nad elementarni plochou €2, potom
AQ = Qu, — Qu,,,. Zékon zachovani lze tedy zapsat ve tvaru

AVioda = AQ + flxi, ty) + [, tegr) + ];(xi+17tk) + f(@ig1,tes1) )

AVioda =1 Dz Ny

kde funkce f popisuje zdroje.
V case t; je obsah plochy nad hranou e;

Ay h(‘rlu tk) )
a proto je prutok danou plochou vztazeny na jednotku ¢asu roven
Ay h(xlv tk)qr(xia tk) ’

kde g, (x;, tx) je hustota toku v ¢ase ¢y v misté x; (tok vztazeny na jednotku plochy
a jednotku ¢asu). Vztah mezi hustotou toku a vyskou hladiny podzemni vody je
dén konstitutivnhim vztahem, ktery jsme popisovali v oddile Obdobné v case
tr4+1 mame

Ay h(Ti, 1)z (@i, thyr) -

Celkovy objem vody proteklé nad hranou e; za cas At aproximujeme primérem
Qu, = At Ny %(h(ziatk)%c(xi,tk) + (@i, tog1) Qo (Tis thg1)) - (7)
Obdobné dostaneme objem vody proteklé nad hranou e;41, tj.
Qi = Ot Ny %(h($i+1,tk)‘h(mi+latk) + h(@ig1, 1) qe (Tig1, thyn)) - (8)
Po dosazeni vztahu a do zakona zachovani @ dostaneme

(i to1) + h(@ig1, thrr) — h(xs, te) — B(@ig1, tr)
2

nAxAyh
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1
= At Ay i(h(xi»tj)%:(fivtk) + W@, trg1) g (@3, trr1))

1
- At Ay §(h($i+1,tk)%($i+1,tk) + (@ ig1, tos1)Go (Tiv 1, thr1))

4 AL Az Ay f(wi,ty) + floi ter) + £($i+1,tk) + f(@it1,tes1) '
Rovnici vydélime At Ax Ay a po preusporadani ¢lent dostaneme

" h(zi,ter1) + M@, teyr) — bz, te) — h(wiq, ty)
2N\t

1
+ h(2iy tht1)qe (Tiy tea1) — R(Tit1, tht1)qe (Tign, L‘k+1)}
+ f(@isty) + f(@i, tirr) + f(@igr, te) + f(@ig1, tey1)
4 .
Dosadime konstitutivni vztah (s pfihlédnutim k tomu, ze tok ¢, ma smér spadu

h)
Gz (2is te) = —nep (h(xi’t’“) _Az(zi—hfk)) ’

¢imz po vydéleni pérovitosti n ziskame

h(xi, tigr) + h(@ig1, togpr) — h(2s, te) — h(@ip1, tr)
AN 7

1 | h(@i, tr) — h(xi1,tr)
e )

- 2Ax YAV
h i+1,tk) — h il
— h(@ip1, tr)e ( (Tiq1 kﬁx (v k))
h xi,t —h Ti— ,t
+h(33i>tk+1)90( (@i, i) Aa:( ! k+1>>

h(x;iq,t — h(x;,t
_h(xi+1,tk+1)go( (Tig1,try1) ( kH))]

Ax
i f@isty) + f(@is tig1) + f(@iv1, te) + f(@it1, tes1)
4n ’

Nyni si vysvétlime prechod od diferen¢ni rovnice @D k diferencialni rovnici. Pro
jednoduchost budeme predpokladat stacionarni piipad, coz znamena, ze uvazované
funkce h a f se neméni v ¢ase a tudiz muzeme psit h(z) a f(z) misto h(z,t)
a f(x,t). Navic budeme uvazovat Darcyho zdkon ¢(s) = s. Tim se rovnice (9)
zjednodusi na

1 h(z;) — h(x;—1) h(ziy1) — h(x;)
0= 3 (h(l“i)m - h(£i+1)+m>

f(@i) + f(zit1)
2n

(10)
+
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Za predpokladu, ze existuje druhd derivace funkce h, plati podle Taylorovy véty
pro hodnoty funkce h v bodech z;_1 = z; — Az, 2,41 = x; + Ax vzorce

h(z; + Ax) = h(xz;) & W (2;)Dw + %h”({i)(AI)Q , (11)

kde é_ € (wi—1,x;) a &y € (x4, i41) jsou nezndmad ¢isla lezici v danych intervalech.
Odtud dosazenim
1 h(CCZ) — h(zi_l)
I NPl Gl VA et VA
Az ( (:) Ax

_ 7Aix (h(xi) (h’(xi) - ;h“(g)m)

~ By q) M) = h(fﬂi))

Az

- <h(azi) + R (@)D + ;h”(@)(mf) (h’(xi) R (E) Az)) (12)

= L) €) + 1ED) + (0 ()

2
1
+h"(4) (h/(xi) - 4h”(§+)Ax) Ax
Pro jednoduchost dale uvazujeme L = 1. Zvolime libovolné z € (0,1). Nyni

zjemnujeme sit bodi, tj. Az — 0, a v kazdém kroku zjemiiovani vybirdme uzel
sité x; tak, aby z; — x, a tedy i £+ — x. Pfedpoklddejme, ze A" a f jsou v (0,1)
spojité funkce (piseme h € C2(0,1) a f € C(0,1)). Potom limita vyrazu v
pro Az — 0 existuje a rovnd se

o @)+ 2 = (302) @)

a obdobné
f(@i) + f(@ig1) . f(z)
2n n’
pricemz déle budeme psat pouze f(z) misto f(z)/n.
7 diferencni rovnice tedy limitnim zjemnovanim sité dostaneme okrajovou
tlohu

~(57) @=r@ v,
h(0) = h(1) = 0,

kde jsme zvolili co nejjednodussi okrajové podminky, kvuli nimz navic piedpoklé-
ddme h € C[0,1].
Po substituci u(x) = h%(x)/2 dostaneme rovnici
—u(z) = f(x) v (0,1),
u(0) =wu(l) =0,

se kterou budeme pozdéji pracovat.

vevs

(13)

dostate¢né hladké, napt. f € C([0, L] x [0,T]), h € C((0,L) x (0,T))NC([0, L] x
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[0,77]) a soucasné h(-,t) € C3(0, L) pro viechna t € [0, T]. Navic piedpoklddejme,
ze ve viech bodech (z,t) € (0,L) x (0,T), kde 2(z,t) = 0, plati bud h(z,t) =0
nebo %(w,t) = 0. Potom muzeme provést limitni prechody At — 0 a Az — 0.
Tim dostaneme diferencialni rovnici

gintat) = o (1 (ot ) ) + 7o),

Pouzijeme-li mocninny konstitutivni vztah a vezmeme-li v tivahu i pocatecni
situaci a pevnou vysku hladiny v kanalech, ziskdme nasledujici model

p—2

0 0 0

0
acEh(x,t)) + f(z,t)

v (0,L) x (0,7),  (14)
h(0,t) = go, h(L,t)=gr pro véechnate (0,T),
h(z,0) = ho(x) pro viechna z € (0,L).

Pro dlohu je hledani klasického feseni splnujictho rovnici v kazdém bodé kom-
plikované, protoze je rovnice pro % — 0 bud’ singuldrn{ (pro 1 < p < 2), tj. difuzni
koeficient jde do nekonecna, nebo degenerovand (pro p > 2), tj. difuzni koeficient
jde k nule. Zdsadni otdzkou pro nové definované feSeni je jeho existence, jedno-
znacnost (v dané mnoziné — prostoru — funkef) a regularita (dostateénd spojitost).

Poznamka (slabé feseni). Koncept slabého Feseni si pfiblizime na staciondrni
(eliptické) tloze . Hleddme-li klasické feseni, tj. ma-li byt rovnice splnéna
v kazdém bodé intervalu (0,1), je nutné, aby druhd derivace hledaného Feseni v
kazdém bodé existovala. Kvili vyse popsanému limitnimu pfechodu navic poza-
dujeme jeji spojitost.

Ukazuje se, ze pro praktické aplikace je takovy pozadavek ptilis silny. Fyzikélné
prirozenym piistupem je nejprve definovat celkovou potencialni energii soustavy a
hledat funkci u, pro kterou je tato energie minimalni (tzv. princip minimdini ener-
gie). Uvazujeme-li pravou stranu f v takovou, aby méla potencidlni energie
matematicky smysl (nemusi byt spojitd), a mnozinu (prostor) funkei, ve kterém je
existence a jednoznacénost feseni u zarucena tzv. funkciondlni analyzou (konkrétné
Laxovou-Milgramovou vétou), dojdeme k tzv. Sobolevovu prostoru W, >(0,1). Ta-
kové feseni pak nazyvame slabym resenim. Funkce z tohoto prostoru napt. nemusi
mit spojitou druhou a dokonce ani prvni derivaci, takze slabé feSeni nemusi byt
klasické Feseni, ale lze dokézat, ze kazdé klasické Fesen{ je zdroven slabé fesen (tzv.
regularita).

V pripadé tlohy hleddme slabé fesen{ staciondrni tilohy (nezdvislé na case)
v Sobolevové prostoru WP(0, L). Vynechan{ indexu nula znaéf, Ze nevyzadujeme
nulovou funkéni hodnotu feseni v krajnich bodech intervalu. Slaba feSeni nesta-
ciondrnich (parabolickych) tiloh hleddme v tzv. Bochnerovgch prostorech, napf.
pro tlohu v prostoru L? ([0, T] — W'*(0, L)).
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4. PRINCIPY MAXIMA A SROVNAVACI PRINCIPY

Pro singuldrni a/nebo degenerované parabolické rovnice nelze nalézt explicitni
feSeni s vyjimkou velmi specidlnich pfipadi. Jejich studium je tedy zalozené na
kvalitativnich metodach v kombinaci s numerickymi vypocty. Zasadni roli mezi
kvalitativnimi metodami hraji principy maxima a srovndvaci principy. Ty si nej-
prve vysvétlime na klasické eliptické Dirichletové okrajové tiloze pro Poissonovu
rovnici s linedrnim Laplaceovym operdtorem (Laplacidnem)

u  O*u 0%u
A2 2,2 2, — di
" dz?  Ox3 o 0% v(Vu),
kde (2, 72,...,2y5) € RV,
vy & Ou du Ou div(wy, w w )dgf% owy  Owy
Ox1 Oz’ T O0xN )] L2 TN Oxr1  Oxo Oxn

Alespoii pro nejjednodussi piipad rovniceﬁ Au = f v omezené oblasti Q C RV
uved'me, Ze jejim slabym resenim nazyvame funkci u € WH2(Q) splitujict

/Vu~V<pdm:/u<pdx
Q Q

pro v8echny tzv. testovaci funkce.
Necht u; € W12(Q), i = 1,2, jsou (slabd) FeSen{ rovnic

*Aui :fz(x) VQv

kde f; € L>°(Q) jsou dvé (obecné ruzné) pravé strany. Tzv. slaby srovnévaci princip
iikd, ze je-li f1 < fo v oblasti Q a u; < ug na hranici 99 (ve smyslu tzv. stozﬂ
stop), pak plati u; < ug v celé oblasti Q. Tzv. silng srovnavaci princip dale iké, ze
je-li navic f1 Z fo v £ nebo u; # us na 0€2, potom plati dokonce ostra nerovnost
uy < ug v celé oblasti 2. To naptiklad znamend, ze pokud f; < fo plati alespon
na né&jaké ¢asti oblasti €2, kterd mé kladnou miru, ale muze byt velmi mald, a na
zbytku oblasti je f1 = fa, potom plati u; < us vSude v €.

Obdobnd tvrzeni lze dokazat i pro parabolickou Cauchyho-Dirichletovu tlohu
s laplacidnem. Necht u; € L2 ([0,T] = W2(Q)), i = 1,2, jsou (slabd) fesenf

rovnic

881? — Auz = fi(l',t) v QT déf Q) x (O,T] y

kde f; € L*®(Qr). Pak lze dokdzat, ze pokud f1 < fo v Qr a u; < ug na

ry © (092 x [0,T]) U (2 x {0}) (ve smyslu stop), pak u1 < us v Qr (slaby

srovndvaci princip, viz Friedman [I7]). Plati-li navic alespon jedna z néasledujicich
tfi podminek:

o f1 Z fo v x(0,t) pro libovolné 0 < to < T,

e uy # ug na 2 x {0} (ve smyslu stop),

e uy Z ug na 90 x (0,tg) (ve smyslu stop) pro libovolné 0 < to < T,

8Specidlné pro N =1 a Q = (0,1) je Au = u", a jedna se tedy o rovnici v (T3).
9Funkce v prostoru W12(Q) jsou piilis obecné, aby mélo smysl mluvit pifmo o jejich hod-
notach na 92. Misto toho se uvazuje, jaké na 902 zanechaji ,stopy“.
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potom uy < ug v Qr (silny srovnédvaci princip).

Pro linedrni 1lohy se obvykle nejprve dokazuje princip mazima, protoze srov-
ndvaci princip pak snadno dostaneme jako jeho dusledek. Necht u € L*([0,T] —
W12(Q)) je (slabé) feseni rovnice

ou

— — Au= f(z,t) v ,

- fet) vor
kde f € L>(Q). Slaby princip maxima ¥ikd, ze je-li f > 0 v Qr, potom u > M def
ess infu (ve smyslu stop) v Qr. Zjednodusené feceno, spojité feseni u nabyva své

T

minimalni hodnoty pfes Q7 v néjakém bodé mnoziny I'p, neboli v zddném bodé
uvnitt @ nemd mensi hodnotu, nez je minimum pres I'p. Poznamenejme, ze i kdyz

nazyvat tvrzeni, ze z f < 0 plyne u < ess sup u, tato dvé tvrzeni jsou ekvivalentni
I'r

(jedno z druhého plyne nahrazenim u za —u), a tedy pouzivdme pouze tradi¢n{
pojem princip mazima. Silng princip maxima Fika, ze jestlize je navic splnéna
alespon jedna z nasledujicich podminek:

o fZ£0vQx(0,ty) pro libovolné 0 < to < T,

o u# M na Q x {0} (ve smyslu stop),

e uZ M na 99 x (0,tg) (ve smyslu stop) pro libovolné 0 < o < T,

potom u > M v Q.

Jakmile médme dokdzén princip maxima (slaby, resp. silny), srovnavaci princip
(slaby, resp. silny) snadno obdrzime volbou u = ugs — uy (tudiz M > 0) a f =
fo— f1. VSimnéme si, ze jsme vyuzili linearitu levé strany rovnice. Naopak, mame-li
dokéazan srovnavaci princip, ptislusny princip maxima lze odvodit volbou uy = M,
f1=0,us =ua fo = f (zde zadn4 linearita vyuzita nebyla).

Uvazujme nyni misto Laplacianu obecnéjéﬂ operator p-laplacian

Apu 4 Qiv (|VulP~2Vu) ,
p > 1. Podobné jako v linedrnim piipadé p = 2 vyse, ze srovnavaciho principu
plyne piislusny princip maxima. Ale protoze je p-laplacidn nelinedrni operdtor
(pro p # 2), z principu maxima neplyne srovndvaci princip. Jinymi slovy, prin-
cip maxima je slabsi tvrzeni, protoze je to vlastné srovnani pouze s konstantnim
fesenim. Navic plati, ze jednoznacnost (slabého) feseni je snadnym dusledkem
slabého srovnédvaciho principu, ale ne dusledkem principu maxima.

Pokud jde o (slabé) feseni u € W1P(Q) eliptické Dirichletovy okrajové tlohy
pro rovnici s p-laplacidnem

—Apu=f(z) vQ,
jak slaby princip maxima, tak slaby srovnavaci princip lze dokéazat standardnimi
metodami zvolenim vhodné testovaci funkce v definici slabého teseni. Slaby srov-
navaci princip v podstaté tikd, ze p-laplacidan je tzv. monoténni operator. Silny
princip maxima byl dokdzan v roce 1984 (Vazquez, [37]). Silng srovndvaci princip

10platf Ag = A.
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(tj. silngjsi tvrzeni) pak byl dokdzdn v roce 1998 (Cuesta, Taka¢ [9]) alespon v
pifpade, ze 0 < f1 < fo, f1 £ f2 a u = 0 na 09Q (autofi se zaméfili pouze na vliv
pravé strany rovnice a ne na vliv okrajové podminky).

Zatimco slaby princip maxima a dokonce i slaby srovnavaci princip pro (slabé)
feseni u € L? ([0,T] — W'P(Q)) parabolické Cauchyho-Dirichletovy tlohy s p-
laplacidnem

Ou —Apu= f(z,t) vQr (15)
ot

1ze stale dokézat standardnimi metodami (viz IvaNov [19]), dukaz silného principu
maxima a siného srovnavaciho principu je pro p # 2 mnohem komplikovanéjsi.
Ukdzeme si, ze z Barenblattova ¢lanku [2] plyne, Ze silny princip maxima nelze
ocekavat v tzv. degenerovaném piipadé p > 2 (pomald difuze) ani pro malé T' > 0.
Vezmeme-li slavné Barenblattovo explicitni Feseni o(r,t), r,t > 0, rovnice [2], (1.3)]

o 1 0 | N[0 |90 "
Cat o pN-19p lr (67"9 arg ’ (16)

kde m =p—1,k =1ac > 0 je konstanta, potom jeho ,rotaci“ dostaneme radidlné
(sféricky) symetrickou funkei (tj. takovou, kterd je konstantni na libovolné sfére v
RY se stiedem v pocatku) u(x,t) = o(|z|,t) = o(r,t), 7 = ||, kterd je feSenfm
rovnice , kde f = 0. Degenerovany piipad p > 2 odpovidd piipadu k > 1/m
v [2]. Mnozina bodi RY, ve kterych je v tomto pifpadé feseni u nenulové (viz
[2, Fig. 1]), je v libovolné ¢asovém okamziku omezend koule s polomérem, ktery
za¢ind od 0 v ¢ase t = 0 (pocdteéni podminka je Diracova distribuce v pocatku,
tj. veskerd hmota je soustfedéna do jednoho bodu) a roste v ¢ase s kone¢nou
rychlosti. Za oblast 2 tedy zvolime né&jakou (libovolnou) kouli v RY se stiedem v
pocétku a pocdtecni cas nastavime tak, aby polomér koule, ve které je (rotované)
Barenblattovo fesenf nenulové, byl mensi, nez polomér €2 (v [2] nahradime ¢ za t+¢
s néjakym dostatecné malym ¢ > 0). Plati tedy u Z M = 0 na Q x {0} au # 0
v Qr, protoze u = 0 v ¢asti 2 (mezi 09 a néjakou mensi sférou) pro ¢t od 0 az
dokud mensi sféra nenarazi na 0€2. Jiny protipiiklad na silny srovnévaci princip v
jedné prostorové dimenzi, ve kterém uy; = us na Iy, f1 < fo, f1 Z fo, ale uy £ uo,
je uveden v [§]. Na druhou stranu jsou v [§] uvedeny jisté (silnéjs{) podminky na
oddéleni pravych stran f; a fa, za kterych uz silny srovnavaci princip plati.

Ani v tzv. singuldrnim piipadé 1 < p < 2 (silnd difuze) nemuze silny princip
maxima platit pro libovolné velké T. V [I3] Chapter VII, §2]) je dokézdno, ze
pokud v > 0 na Q x {0}, w = 0 na 90 x (0,T) a f = 0 in Qr, pak existuje
dostate¢neé velké ¢, od kterého je uz u(-,t) nulové v €, neplati tedy v > M = 0 pro
libovolné dlouhy ¢as. Silny princip maxima alespon pro dostatec¢né kratky cas je
dokézan v [6, Theorem 1.1], a to dokonce pro jesté obecnéjsi, tzv. dvojité nelinedrn{
rovnici

%b(u(m,t)) —Apu= fz,t) vQr, (17)
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kde b: Ry — R je spojitd funkce, b(0) = 0, b € C*(0,+00) a b’ > 0 na (0, +00).
Ve specidlnim piipadé b(s) = s piejde rovnice na . Nechf 1 <p<2a

s27P Y ()

— =0. 18
it |log s[P—1 (18)

Piedpokladejme, 7ze u: Q x [0,7) — Ry je spojité nezdporné slabé feseni .
Potom pro libovolné pevné tq € (0,7T) plati, Ze fesSeni u(-, o) je bud kladné vsude
v 2, nebo nulové véude v . Z toho plyne, Ze jestlize u(&,0) > 0 v néjakém bodé
¢ € Q, potom existuje 7 € (0,7T] takové, ze u(z,t) > 0 pro vSechna (x,t) €
Q x (0,7), tj. silny princip maxima plat{ na Q x (0,7). Hodnotu 7 € (0,7T) lze
zdola odhadnout:

7 =sup{T" € (0,T]: u(&,t) > 0 pro véechna t € [0,7")} > 0.

Poznamenejme, ze u(x,t) = o¥(|z|,t), kde o je Barenblattovo feseni (16]), je feseni
([, kde b(s) = s'/*, p=m+1a f=0. Pokud k < 1/m, tj. k < 1/(p —
1), potom (rotované) Barenblattovo feseni je kladné vsude v RY pro libovolny
kladny cas. Jinymi slovy, rychlost sifeni je nekonecnd, a je tedy v tomto piipadé
rozumné ocekavat platnost silného srovnavaciho principu alespon pro malé 7' > 0.
A skutecné, pro b(s) = s*/* je podminka , tj.

Slprrl/k

lim —— =
550 k|log s|p—1 ’

splnéna prave tehdy, je-li 1 —p+1/k >0, tj. £k < 1/(p—1). Podminka je tedy
pfirozena a ptfesné odpovida Barenblattovu vysledku.

5. ANALYZA MODELU PROUDENI VODY MEZI ROVNOBEZNYMI KANALY

Nyni aplikujeme teoretické poznatky z predchozi ¢asti na matematicky model od-
vozeny v ¢asti[] tj.

0] 0 0

p—2

0
833h(:r,t)> + f(z,t)

v (0,L) x (0,7),
h(0,t) = go, Nh(L,t)=gr pro viechnat € (0,7,
h(z,0) = ho(xz) pro vsechna z € (0,L).

V dalsim textu pfedpokladédme, ze vyska hladiny v obou kandlech je stejna, tj. go =
g, = H > 0. Piipad go # g1, nebo jesté obecngjsi (a redlnéjsi) zévislost okrajovych
podminek na ¢ase jsou stale oteviené problémy, ¢ekajici na své vyreSeni. My zde
popiSeme dvé zajimavé a pirekvapivé rozdilné situace, vyschlé kandly H = 0 a
zavodnéné kandly H > 0.

Prvné budeme pfedpoklddat, ze jsou kanély vyschlé (H = 0) a ani mezi kanély
neni zadna voda. Poté v case t = 0 dojde k nahlému zvyseni hladiny mezi piikopy
o Ahg > 0, coz se modeluje pocateéni podminkou hg = H + Ahg = Ahg pro cas
t = 0. Lze ukézat, Ze pro rozumnou volbu nérustu Ahg (predstavme si napf. spojité
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diferencovatelnou funkciE| na uzavieném intervalu [0, L] s Aho(0) = Aho(L) =
0) mé jednoznacéné feseni (viz [19]). Pokud navic f = 0 na (0,L) x (0,7),
Ahg(zp) > 0 pro néjaké zg € (0,L) a existuje hodnota 0 < ¢ < min{zg, L —
xo} takovd, ze funkce Ahg je nulovd vné intervalu (xg — 0,20 + 0), lze pomoci
slabého srovnavaciho principu popsaného v predchozi ¢dsti ukdzat, ze h(-,t) = 0
vné intervalu (6 — Wmaet, L — 0 4+ Wpart) pro véechna 0 < t < min{d/wmaz, (L —
8)/Wmaz }, kKde Wimqr > 0. Tuto vlastnost dostaneme, stejné jako v piedchozi ¢asti,
srovndnim s feSenim inspirovanym Barenblattem (viz Diaz [12] str. 328-329]).
Jako horni feseni (feseni rovnice s jistou f(x,t) > 0 - srovnejte s formulaci
srovnavactho principu) vezmeme

’ P
— zalP
U(z,t) = max —kwl ,0

(t+7)* [ (t+7)7

—1\2 1 o1
P=to A=oa———, k= (7 :
p—1 2p2 —3p+1 D 2p —1

kde 7 > 0 a C > 0 budou vhodné zvoleny nize. Poznamenejme, ze funkce U(-,t)
je nulovéa vné intervalu

1 1

(xo - (i) )T g+ (i) ! (t+¢)2z>11> .

pro kazdé t > 0. Nyni zvolime konstanty 7 > 0 a C > 0 tak, aby ho(z) < U(z,0) a

1 1
7

[1'0*671'04’5]@ <$0(2> 72;17$0+(i)p

. ., = 1
viz obr.lﬂ, kde znaéime n4 = (%) i ST

Potom A(-,t) je nulovd vné

3

T> C(0,L),

1

<x0 _ (i) (t+7) 7T, a0 + (i) (HT)QP%) .

To znamena, ze voda z lokalizovaného nahlého navyseni hladiny podzemni vody
ho nedosédhne okamzité biehu kandlu a

1
7

_(C\r
Wmax = L

Nyni se podivdame na situaci, kdy jsou kandly zavodnéné (H > 0) a ve stejné
vysi je i puvodni hladina podzemni vody. Poté v ¢ase t = 0 dojde k ndhlému
zvy$eni hladiny mezi piikopy o Ahg, coz se modeluje poc¢atecni podminkou hg =
H + Ahg pro ¢as t = 0. Stejné okamzité zvySeni hladiny podzemni vody o Ahg
jako v ptredchozim pripadé ihned zpusobi zvyseni hladiny podzemni vody v celém

11Pires1f1éji postacuje lipschitzovsky spojita funkce.
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YA

(=]

Obrézek 7. Srovnani pocatetni podminky a horniho feseni v ¢ase t = 0.

intervalu (0,L). Uvazujeme Ahg > 0, které splituje stejné predpoklady jako v
predchozim odstavci. Pomoci substituce v(z,t) = h(z,t) — H dostaneme tilohu

v ovlP~? o
- ( |5 )=f<sc,t>

pro (z,t) € (0,L) x (0,T), (19)
v(0,t) =v(L)=0 prote(0,7),

v(z,0) = ho(z) — H = Aho(z) proxz € (0,L),

u které 1ze dokazat existenci a jednozna¢nost spojitéhﬂ feseni (viz [5]). Chceme
ukazat, ze pro tento problém plati silny princip maxima popsany v piredchozi
kapitole pro dvojité nelinedrni rovnici (L7]). Pomoci dalsi substituce déle rovnici

v prepiseme do tvaru . Protoze

ov _Ow+H) (U+H)ﬁ3(v+H):p713(v+H)p%

or ox ox P ox
dostaneme
p -2 P
v (p=1\""" 0 [|dw+H)7T | A+ H)7 T _ fet)
ot D Ox Ox Ox R
Substituci u = (v + H)P/P=1 — gr/(P=1) gziskime
8(<“+H“) H)_ p=1\" 0 (ouf o) _
ot D oz \ |0z ox | T

12Dokonce holderovsky spojitého.



26 J. BENEDIKT, P. GIRG A L. KOTRLA

coz je pozadovand rovnice (17)) s b(s) = (s + Hﬁ) !

b(0) =0, b€ C(0,+00) s b’ >0 v (0,+0) a podminka je splnénd. Potom ze
silného principu maxima dostaneme, ze Feseni u(-, to) je pro kazdé pevné to € (0,T")
bud kladné vsude v (0, L), nebo nulové viude v (0,L). Ze spojitosti Feseni a
podminky hg > 0 dostaneme existenci 7 € (0,T) takového, ze u(x,t) > 0 pro
viechny (z,t) € (0, L) x(0, 1), a proto z vyse uvedenych transformaci je h(t, z) > H
pro vsechny (z,t) € (0,L) x (0,7).

— H. Funkce b je spojita,

Zavér. Pokud jsou piikopy vyschlé (H = 0), voda z ndhlého lokdlntho navyseni
hladiny podzemni vody dosahne bieht odvodnovacich piikopt az po urcitém case.
Naopak v pripadé ¢astecné zatopenych kanélu zpusobi nahlé lokalni navyseni hla-
diny podzemni vody okamzité zvyseni hladiny podzemni vody v celém prostoru
mezi kandly. V redlnych situacich se tekutina pohybuje vzdy konecnou rychlosti.
Vyse zminéné vysledky je tedy nutné interpretovat tak, ze pro H > 0 je pohyb roz-
hrani mezi suchou a zavodnénou ¢asti mnohem rychlejsi nez v ptipadé vyschlého
prostiedi.
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GEOMETRICKE ALGEBRY PRO EUKLEIDOVSKOU
GEOMETRII

ALES NAVRAT

ABSTRAKT. Na eukleidovskou geometrii se lze divat jako na Kleinovu geometrii
urc¢enou Lieovou grupou eukleidovskych transformaci, a tu lze vidét jako podgrupu
ortogondlni grupy. Tento pohled pak umoziiuje reprezentovat eukleidovské transfor-
mace, a tim i body Eukleidova prostoru, pomoci prvku piislusné Cliffordovy algebry.
Diky grassmannovské struktufe Cliffordovy algebry v ni lze navic reprezentovat ge-
ometrické objekty odpovidajici podprostoruim generujictho vektorového prostoru.
Dalsi vyhodou této reprezentace oproti klasické maticové reprezentaci je snadné
vyjadfeni ortogonalnich projekci.

1. Uvop

Geometrickou algebrou se v tom nejobecnéjsim smyslu rozumi algebraickd repre-
zentace geometrickych konceptu. Jednim z nejstarsich piikladu jsou Grassman-
nova algebra a Hamiltonova algebra kvaternionu, které byly pozdéji Cliffordem
sjednoceny do jedné geometrické algebry. V dnesni dobé se geometrickou algebrou
vétsinou rozumi pravé néjaka Cliffordova algebra. Jeji vztah ke geometrii je nejlépe
vidét na dobfe zndmych piikladech z nizkych dimenzi, konkrétné na télesech kom-
plexnich ¢isel C a kvaternionu H, kterd lze obé povazovat za podalgebry Cliffordovy
algebry. Pokud ztotoznime rovinu R? s komplexni rovinou C, pak jsou rotace v
roviné ddny nasobenim jednotkovym komplexnim éfslem. Rotace v prostoru R? Ize
reprezentovat nasledujicim zpusobem pomoci jednotkového kvaternionu. Kazdému

vektoru v = (v!,v2%,v%) € R? nejprve prifadime ryze imagindrni kvaternion

v = v+ 0%+ 0%k (1.1)
Piipomeiime, ze iZ = j2 = k? = —1 jsou tfi komplexn{ jednotky, které navic spliiuji
k = ij = —ji. Rotace v prostoru o thel ¢ podle osy urcené jednotkovym vektorem
n reprezentovanym kvaternionem n ve smyslu (1.1) je pak dédna pfedpisem

v~ RvVR™!,

kde R je jednotkovy kvaternion

R:cos§+nsin§. (1.2)

2010 MSC. Primarni 15A66; Sekundarni 51N25.
Kli¢ovd slova. Cliffordova algebra, geometrickd algebra, euleidovska geometrie.
Autor byl podpofen grantem ¢. FSI-S-20-6187.
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Skladani rotaci odpovidd nédsobeni prislusnych kvaternionu, coz je mnohem jed-
nodu8si oproti znaméjsi reprezentaci rotaci pomoci Eulerovych 1hlu. Dalsi vyhody
jsou napiiklad eliminace efektu znamého jako gimbal lock nebo jednodussi a efek-
tivnéjsi softwarova implementace vedouci ke snizeni ¢asové slozitosti algoritmu.

V tomto ¢lanku je popséano, jak lze kvaternionovou reprezentaci rotaci v prostoru
zobecnit na reprezentaci vSech eukleidovskych transformaci v obecné dimenzi, tj.
rotaci, translac{ a reflexi. Navic dostaneme i reprezentaci ortogonalnich projekei a
nékterych geometrickych objektu. Piehled téchto reprezentaci v geometrickych al-
gebrach pouzivanych pro popis eukleidovské geometrie je v kapitole [} Pro kazdou
geometrickou algebru jsou hlavni vysledky shrnuty, viz véty a de-
monstrovany vzdy na ptikladu tfirozmérného prostoru. Zkusenému ¢tenafi je do-
poruceno zacit rovnou touto kapitolou. Piedchozi kapitoly shrnuji vse potiebné
pro dobré pochopeni kapitoly [0} Algebraické piiprava probihd v kapitoldch 2-4,
kde jsou predstaveny bilinearni formy a ortogonalni grupa, Grassmannova alge-
bra a Pliickerovo vlozeni, Cliffordova algebra a reprezentace ortogonalni grupy na
Cliffordové algebte. Zde je Cerpdno piedevsim z [I] a ¢dstecné také z [9] [§, 10]. V
kapitole 5 je kratce popsana eukleidovskd a konformni geometrie z Kleinova po-
hledu. Pro detailni popis Kleinovych geometrii a jejich ,zakiivenych* analogii viz
2 3].

2. GRUPA ORTOGONALNICH TRANSFORMACI

2.1. Symetricka bilinearni forma

Pripomenme, ze symetrickd bilinedrni forma na koneéné dimenzionalnim vekto-
rovém prostoru V' je zobrazeni B : V x V — R, které je v obou argumentech
linedrn{ a které je symetrické, tj. B(u,v) = B(v,u) pro vechna u,v € V. Pod-
prostor tvofeny vektory v € V, pro které je B(v,w) = 0 pro viechny w € V se
nazyva jddro B. Bilinearni forma B se nazyva nedegenerovand, pokud je jeji jadro
trivialni. Pravé v takovém ptipadé definuje B izomorfismus

V—=>V* v B(v,-), (2.1)

kde V* je prostor linearnich forem na V. Podle Sylvesterova zdkonu o setrva¢nosti
lze kazda symetricka forma diagonalizovat. Konkrétné v kazdém redlném vekto-
rovém prostoru s nedegenerovanou bilinearni formou dimenze n nalezneme tzv.
kanonickou bdzi ey, . . ., ey, pro kterou plati B(e;, e;) = 1 pro prvnich p bézovych
vektoru a B(e;, e;) = —1 pro zbylych ¢ bézovych vektortu. Dvojice (p, ¢) se nazyva
signatura bilinedrni formy B. Vektorovy prostor RP*4 spolu s bilinearni formou
signatury (p,q) budeme znacit RP>Z. Pokud budeme uvazovat i degenerované sy-
metrické bilinearni formy, pak kanonickou bézi roziifime o néjakou bazi jadra a
signaturou pak budeme rozumét trojici (p, q,7), kde r je dimenze jidra, a vekto-
rovy prostor s touto formou budeme znacit RP>%7,

Vektor v € V se nazyvé izotropni, pokud B(v,v) = 0, a v opa¢ném piipadé
se nazyva neizotropni. Anizotropni podprostor je maximalni podprostor V, ktery
neobsahuje zadny izotropni vektor. Vektorovy prostor obsahujici naopak samé
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izotropni vektory se nazyva izotropni podprostor. Maximalni izotropni podpro-
stor pro RP? m& dimenzi rovnu d = min(p, ¢). Navic v ném existuje vyznacnd
béze, ktera je tvorena vektory ei,...,eq, f1,..., fa, které splauji B(e;, f;) = 0;;
a Bl(e;j,ej) = B(fi,f;) = 0, a kterd se nazyva Wittova bdze. Pokud tuto bézi
roz§itime kanonickou bazi anizotropniho prostoru na celé RP:?, bude v ni mit bi-
linearni forma matici

0 0 1
B=[0 1,4 0]. (2.2)
14 0

2.2. Ortogonalni grupa a algebra

Invertibiln{ transformace prostoru (V, B), které zachovdvaji danou symetrickou
bilinedarni formu se nazyvaji ortogondlni transformace. Tyto transformace tvoii
ortogondlni grupu, kterou znacime O(V), tj.

O(V)={A € GL(V)| B(Au, Av) = B(u,v) pro viechny u,v € V}. (2.3)

Grupa ortogonalnich transformaci je Lieova grupa, tj. je to zaroven hladké varieta a
grupové nasobeni je hladké zobrazeni. Lokalni struktura grupy O(V) je tedy déna
strukturou piislusné Lieovy algebry, tj. strukturou te¢ného prostoru v identité.
Derivaci dostdavame ortogondlni Lieovu algebru

o(V) ={A4 € End(V)| B(Au,v) + B(u, Av) = 0 pro v8echny u,v € V'},

kde zavorka je dana komutatorem. Pfipomenme, ze lokalné je Lieova algebra di-
feomorfni Lieové grupé a difeomorfismus je dan exponencialnim zobrazenim. To
lze definovat ruznymi zpusoby, napiiklad pomoci kiivky v O(V), kterd je fesenim
pocéatecniho problému

g=Aog, g(0) =id, (2.4)
kde g(t) € O(V). Exponencidlni zobrazeni exp : o(V) — O(V) je pak Fesenim
v case 1, tj. exp(A) = g(1). Pokud bereme v tvahu i ¢as, pak piseme g(t) =
exp(At). Postupnym integrovinim rovnice pak dostaneme zndmou fadu pro

exponencidlni zobrazeni
oo

tk
exp(At) = EAk'
k=0
Grupa ortogondlnich transformaci prostoru R”'? se zna¢i zjednodusené O(p,q) a
jeji podgrupa danad maticemi s jednotkovym determinantem, tj. zachovéavajici ori-
entaci, se zna¢{ SO(p, q). Piislusna Lieova algebra se znaéi so(p, q).

3. GRASSMANNOVA ALGEBRA

Pripomenme, ze Grassmannova algebra je definovana vnéjsim soucinem A, ktery
je linedrni vuéi ndsobeni skaldrem, je distributivni vzhledem ke séitani vektoru, je
asociativni a spliuje

vAv=0. (3.1)
Dosazenim uw 4+ v za v do této rovnice vidime, ze je ekvivalentni rovnici
uAv+vAu =0, tj. vnéjsi soucin je antikomutativni. Vlastnost muzeme
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zobecnit na vnéjsi soucin k vektoru. Plati vy A --- A vy = 0 pravé tehdy, kdyz
vektory vi,...,v; jsou linedrné zavislé. Pro linedrné nezavislé vektory se prvky
v1 A -+ - A v nazyvajl k-blady. Jejich linedrni kombinace tvoti vektorovy prostor
A*V Grassmannovych prvkil stupné k. Tyto prvky se nazyvaji k-vektory. Pokud
za 0-blady budeme povazovat skaldry, pak linedrni kombinace k—bladt, kde k € Z,
tvori asociativni algebru s jednotkou 1, kterd se nazyva Grassmannova algebra AV
(nebo také vnéjsi algebra) a jeji prvky se nazyvaji multivektory. Prvek nejvyssiho
stupné, tj. jedno dimenzionalniho prostoru A"V, se nazyva pseudoskaldr.

3.1. Dualita v Grassmannové algebie

Pomoci duédlniho prostoru V* Ize na Grassmannové algebie definovat soucin, ktery
na rozdil od vnéjsiho soucinu snizuje stupen k—vektoru. Pro a € V* je levd kon-
trakce linedrni zobrazeni, které je na bazovych k—bladech definovano predpisem
k
ad(vp A Avg) = Z(—l)i_la(vi) VA D AV (3.2)
i=1
Pomoci rekurzivntho vztahu (o A )2 = a 4 o1 pak dostdvdme kontrakei li-
bovolnym prvkem Grassmannovy algebry e« € A(V*) & (AV)*. Zejména pii zafi-
xovéani néjakého pseudoskalaru I € A"V definuje jeho kontrakce prvkem o € AFV*
dualitu
AVF S APV, as af =a (3.3)
mezi Grassmannovymi algebrami generovanymi vektorovym prostorem V a jeho
dudlnim prostorem V*. Pokud vyménime roli prostoru V a V*, dostaneme ana-
logicky levou kontrakci formy vektorem v 1« a dualitu v* = v JTI*, kde I* je
pseudoskalar na AV*. Z definice levé kontrakce pfitom lze jednoduse odvodit rov-
nici v A (v* J2I) = 0, a proto je v** rovno v az na nasobek nenulovym skaldrem,
ktery zdvisi na volbé pseudoskalaru I a I*. Z definice levé kontrakce 1ze také ptimo
odvodit rovnici pro dualni prvek k vnéjsimu soucinu dvou multivektoru

(uAV)  =uav™. (3.4)

V piipadé, ze mame k dispozici nedegenerovanou bilinedrni formu B, pak je
vektorovy prostor V identifikovany s jeho dudlem V* pomoci a tim padem
muzeme kontrakci povazovat za novy sou¢in na Grassmannové algebie. Konkrétné
predpis pro kontrakci vektorem u € V dostaneme z predpisu tak, ze vyraz
a(v;) nahradime vyrazem B(u,v;) a kontrakci vektorem opét rozsifime na kon-
trakei bladem rekurzivné pomoci (u A v)2 = u J ov_t. Dualita je pak unarni
operace na Grassmannové algebie AFV — AP~FV,

3.2. Reprezentace podprostoru

Podprostory vektorového prostoru V jsou v Grassmannoveé algebfe reprezentovany
pomoci Pliickerova vloZeni nésledujicim zpusobem. Pro podprostor W dimenze k
vyberme jeho béazi wy, ..., wy a zformujme vnéjsi sou¢in w = wi A - - - Awy. Pokud
vybereme jinou bazi dostaneme stejny k—blade az na nasobek determinantem ma-
tice pfechodu mezi témito bdzemi, a proto je projektivni t¥ida [w] = [wy A~ -+ Awg]
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na volbé béze nezdvisld. Prifazeni W — [w] tak definuje zobrazeni ¢ : W —
P(A*V), které se nazyva Pliickerovo vlozeni. Injektivita tohoto zobrazeni plyne z
toho, ze pro v € V plati

v Aw = 0 pravé tehdy, kdyz v € W. (3.5)

V tomto smyslu muzeme podprostor W jednoznaéné reprezentovat projektivni
tifdou k-bladi w € AFV. Z vlastnosti vnéjstho soucinu dile plyne, ze pokud
[w1], [w2] reprezentuji disjunktni podprostory Wi a Wa, pak [wi A wa] v tomto
smyslu reprezentuje piimy soucet podprostoru Wy & Ws. Navic plati, ze tyto pod-
prostory maji neprazdny prunik pravé tehdy, kdyz wi A wo = 0. Pomoci vnéjsiho
souc¢inu tedy takto konstruujeme soucty podprostoru.

3.3. Dualni reprezentace

Vektorovy podprostor W C V miizeme také reprezentovat jeho anihildtorem W+ C
V*. Ten je z definice prostorem forem, které se nuluji na W a méa dimenzi n — k.
Zejména je podprostorem v dudlnim prostoru V*, a proto lze pomoci Pliickerova
vlozeni reprezentovat ve smyslu projektivni t¥idou bladu stupné n — k dudlni
Grassmannovy algebry AV*. Neni tézké z vlastnosti vnéjsiho soucinu a levé kon-
trakce dokézat, ze tato tiida je [w*] = [w 1 I*], to znamen4, Ze je dudlni k tiideé
reprezentujici W ve smyslu . Podprostor W C V mé tedy kromé reprezen-
tace w ve smyslu i dudlni reprezentaci w* na dudlni Grassmannové algebfe.
Protoze z plyne v A w = 0 pravé tehdy, kdyz v o w* = 0, tak dudlni repre-
zentaci 1ze popsat takto:

v Jw* = 0 prave tehdy, kdyz v € W. (3.6)

Vnéjsi soucin na dudlni algebte reprezentuje primy soucet anihildtort. Konkrétné,
pokud je blade wi A wi nenulovy, pak reprezentuje podprostor Wi- @ Wi~ =
(W1 N Wa)t. Nulovy je pravé tehdy, kdyz plati Wit N W5t = (Wy + W)t =0, a
to nastane prave, kdyz Wi + Wy # V. Pokud ale budeme brat anihildtor jen vici
sjednoceni podprostoru W7 U W5 a ne celému V, tak toto nenastane a projektivni
tiida [wi A w3] reprezentuje vzdy prunik podprostoru Wi a Wa ve smyslu dudlni
reprezentace . Na dudlni Grassmannovu algebru lze nahlizet i tak, ze jeji
vnéjst soucin definuje na Grassmannové algebie pomoci duality novy souéin,
kterym pocitdme pruniky podprostoru
wy Vwy = (W) Awd)™.

V pripadé existence negenerované bilinedrni formy lze pomoci (2.1) ztotoznit vek-
torové prostory V a V* i prislusné Grassmannovy algebry. V tomto ztotoznéni je
anihildtor W+ roven ortogonalnimu komplementu podprostoru W a dudlni repre-
zentace w* lze povazovat za prvek stejné Grassmannovy algebry jako w.

4. CLIFFORDOVA ALGEBRA

Na rozdil od Grassmannovy algebry, kterd je urcena pouze vektorovym prostorem
V', nyni od zac¢dtku vezmeme v tivahu i bilinearni formu B a zkonstruujeme pomoci
ni novy soucin na AV, ktery nebudeme znacit zidnym symbolem, jen zietézenim.
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Stejné jako u vnéjsiho soucinu budeme pozadovat distributivitu a asociativitu, ale
misto (3.1) budeme pozadovat

v? = B(v,v). (4.1)

Tento soudin se nazyva geometricky soucin, nebo také Clifforduv soucin. Na rozdil
od vnéjsiho soucinu neni obecné antikomutativni, ale dosazenim u + v za v do
predchozi rovnice dostaneme uv +vu = 2B(u,v). Mnozina vSech linedrnich kombi-
naci geometrickych soucinu k vektoru, kde k& € N, spolu s geometrickym sou¢inem
pak definuji Cliffordovu algebru C1(V'). Pro poc¢itdni je dobré si uvést i definici po-
moci béze. Pokud (p, q) je signatura nedegenerované bilinedrni formy B aeq, ..., e,
je kanonickd baze vektorového prostoru V' = RP-4, pak se Cliffordova algebra znaci
Cl(p, q) a lze ekvivalentné definovat jako asociativn{ algebra, ve které plati

65:171§7’§p3 622:*17p<7,§’ﬂ, ezejzieje’wl#j

Pokud ma bilinearni forma B netrividlni jadro dimenze r, pak pribude jesté r
vektort, které jsou izotropni, e = 0, a Cliffordova algebra se v tomto pifpadé
znaci Cl(p, ¢, 7). Analogicky k terminologii v budeme nazyvat prvek v € C1(V)
izotropni, jestlize v2 = 0, a neizotropni v opaéném piipadé.

4.1. Grassmannova algebra v Cliffordové algebie

Vngjsi soucin vektoru uw,v € V je v Cliffordové algebfe dan pomoci komutdtoru

uANv = %(uv — vu). Muzeme tedy naopak vyjadiit geometricky sou¢in pomoci
vnéjsiho soucinu a bilinedrn{ formy vztahem uv = u A v+ B(u, v). Podobné je dan

geometricky soucin vektoru u a bladu v pomoci vnéjsiho soucinu a levé kontrakce
uv =uAVv+udv. (4.2)

Geometricky soucin libovolného pocétu k vektoru lze opakovanym pouzitim rov-
nice ([4.2)) prevést na linedrn{ kombinaci bladu stupné < k, presnéji feceno se v této
linearni kombinaci mohou vyskytovat jen blady stupné k, k—2, atd. Tim dostavame
zobrazeni z Cliffordovy do Grassmannovy algebry o kterém se jednoduse ukaze, ze
je to izomorfismus filtrovanych vektorovych prostoru, [I]. Inverzni zobrazeni se pak
nazyva kvantové zobrazeni a pomoci néj muzeme vidét strukturu Grassmannovy
algebry v Cliffordové algebfe. Zejména vnéjsim soucin lze vidét jako ¢ast geome-
tj. pro blady u, v stupné k, ¢ plati

UAV = (uv)gye, udv={(uv),_g, (4.3)

kde ()x je projekce na blade stupné k. V aplikacich se pak vétsinou misto levé
kontrakce pouziva jeji symetrickd verze, ktera je na bladech definovana

u-v=(uv)_g-

Diky kvantovému zobrazeni také vidime, ze Cliffordova algebra ma dimenzi 2" a
jako jeji bazi muzeme zvolit bazi Grassmannovy algebry. Dualitu na Grassman-
nové algebie (3.3) pak lze v pfipadé nedegenerované bilinedrni formy povazovat
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za unarni operaci na Cliffordové algebie. Vzhledem k tomu, ze pseudoskaldr ma
nejvyssi mozny stupen, je dudlni prvek k multivektoru u podle (4.3)) roven

uw*=uJI=ul (4.4)

4.2. Reprezentace ortogonalnich transformaci

Invertibilni prvky Cliffordovy algebry tvoii spolu s geometrickym souc¢inem grupu,
ktera se nazyvé Cliffordova grupa. Témito prvky chceme reprezentovat transfor-
mace vektorového prostoru V- C Cl(V') a to muzeme az na ndsobek udélat jedinym
zpusobem, [1], a to

v gug eV, (4.5)

kde g € CI(V) je invertibilni a v € V. Pomoci zékladnich vlastnosti geometrického
souc¢inu se jednoduse odvodi, ze tato transformace je ortogonalni. Naopak podle
Cartan-Dieudonného véty je kazdy prvek ortogonalni grupy dan slozenim jedno-
duchych reflexi a pro reflexi vektoru u podle vektoru v snadno spoc¢itame

B(u,v) uv? + vuw ) 1

= _— = ——— = —puv . 4.
Bo.v) u 2 2 VUV (4.6)

Ry(u)=u—2

Zde jsme vyuzili rovnici (4.1), z nf plynoucf B(u,v) = % (uv+vu) av=! = v/B(v,v)
a fakt, ze geometricky soucin vektoru a skalaru je obvyklé nésobeni skalarem.
Slozeni dvou reflex{ R,, o R,, zfejmé odpovidd zobrazeni , kde g = wvyvs.
Obecné pak muzeme fici, ze kazdy prvek ortogondlni grupy SO(V) je v Clif-
fordové algebie reprezentovany zobrazenim , kde invertibilni prvek g, tzv.
versor, je dany sudym poétem neizotropnich vektoru. Prvky grupy O(V), které
nejsou v SO(V), napiiklad reflexe, jsou reprezentovdny souc¢inem lichého poctu
neizotropnich vektoru a jejich akce je ddna predpisem se znaménkem minus.

4.3. Lieova algebra bivektori

Reprezentace grupy SO(V) v Cliffordové algebte definuje i reprezentaci piislusné
Lieovy algebry so(V), kterd je z definice generovéna prvky ¢(0), kde g = g(¢) je
kiivka vedouci z identity v grupé SO(V). Tato kiivka odpovidé v Cliffordové al-
gebte kiivee versoru g(t), které spliuji g(0) = 1, a které na vektorovém prostoru
V' pusobi pomoci . Zderivovanim tohoto pfedpisu a s vyuzitim linearity geo-
metrického soutinu zjistime, ze antisymetrické zobrazeni A = ¢(0) € so(V) je na
v € V ddno jednoduse komutdtorem v Cliffordové algebie

v Av —vA, (4.7

kde A = g(0) € A%V m4 vzdy stupen dva, tj. je to tak zvany bivektor, viz [1].
Toto tvrzeni neni na prvni poled vidét, ale jednoduse se dokdze pomoci zakladnich
vlastnosti geometrického soucinu. Skutecné, bivektory maji tu vlastnost, ze je-
jich komutator vzhledem ke geometrickému soucinu je opét bivektor. Bivektory
tak tvoif Lieovu algebru A2V a piedpis definuje surjektivni homomorfismus
Lieovych algeber A2V — so(V). Pokud je bilinedrn{ forma B nedegenerovand, tak
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dimenze téchto prostoru jsou stejné a tento homomorfismus je dokonce izomorfis-
mus Lieovych algeber

AV = 50(V). (4.8)
V piipadé degenerované bilinedrni formy je algebra bivektoru vétsi nez so(V).
Je dobré cviceni si promyslet, jak pfesné vypada algebra bivektoru pro obecnou
signaturu (p, q,7).

4.4. Exponencialni zobrazeni

Kazdy bivektor A zadava v Cliffordové algebie pocatectni problém g = Ag,
g(0) = 1, a tim urcuje i kivku versoru g(t), kterd je jeho feSenfm. Dostdvame
tak Cliffordovské exponencidlni zobrazeni, které zobrazuje Lieovu algebru bivek-
toru na souvislou Lieovu grupu versoru. Postupnym integrovanim dostaneme pro
toto zobrazeni klasicky vyraz pomoci nekoneéné fady, kde jsou ovsem mocniny
pocitany geometrickym soucinem

exp(At) :==g(t) = EAk. (4.9)

k=0

V pfipadé nedegenerované bilinedrni formy je vyslednd grupa podle (4.8)) izomorfn{
grupé SO(V). Piipomenme, Ze grupa versoru pusobi na vektorovém prostoru V
transformacemi . Ty maji v pripadé versoru generovaného bivektorem A tvar

v — exp(At)vexp(—At). (4.10)

4.5. Ortogonalni projekce

Klasicky vyraz pro ortogonalni projekci vektoru v € V' na jednorozmérny podpro-
stor dany vektorem v € V' lze v Cliffordové algebie generované bilinearni formou
B vyjadrit nasledovné
B(u,v) 1
P,(u) = v = B(u,v” " )v. 4.11

U( ) B(U, ’U) ( ) ( )
Opravdu, toto zobrazeni je linearni, idempotentni, tj. P,oP, = P,, a je ortogonalni
vuci bilinedrni formé B, tj. spliuje B(P,(u),w) = B(u, P,(w)). Pfedchozi vyraz
umoziuje jednoduché zobecnéni na prvky Grassmannovy algebry. Konkrétné pro-
jekei bladu u na blade v budeme nazyvat zobrazeni

Py(u)=(uav) uv. (4.12)

Toto zobrazeni skuteéné spliuje podminku idempotence a je ortogonalni vuci
rozsffen{ bilinedrn{ formy B na blady, viz [4]. Protoze kazdy blade spliiuje v2 € R,
tak inverze bladu v~ existuje pravé tehdy, pokud je dany blade neizotropni, a
navic se pak od néj lis jen nenulovym nésobkem. Projektivni tiida projekce (4.12))
je tedy stejnd jako projektivni t¥ida bladu (u 2 v) 1 v. Pokud pfedpokldddme, ze
u ma mensi stupen nez v, pak levou kontrakci muzeme nahradit jeji symetrickou
verzi a projektivni tiida projekce spliiuje

[Py(w)] = [(u-v)-v] = [(wAv) Vv, (4.13)
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kde posledni rovnost plyne z duality mezi levou kontrakei a vnéjsim souc¢inem dané
rovnici . Z posledniho vyrazu je okamzité vidét, ze projekce reprezentuje
ve smyslu ortogondlni projekci podprostoru. Skuteéné, u A v* reprezentuje
podprostor obsahujici podprostor u a kolmy k podprostoru v. Ortogonélni projekce
je pak pravé prunik u A v* a v.

5. KLEINOVA GEOMETRIE

Kleinova geometrie je dvojice (G, H), kde G je Lieova grupa a H je jeji uzaviena
podgrupa takovd, ze prostor levych t¥id G/ H je souvisly. Grupa G se nazyva hlavni
grupou geometrie, rozklad G/H se nazyvé homogennim prostorem Kleinovy geo-
metrie, nebo jednoduse Kleinovou geometrii, a varieta M = G/H se nazyva jejim
modelem. Kromé eukleidovské a konformni geometrie, viz nize, jsou piikladem
Kleinovych geometrii napiiklad: sférickd geometrie S™ = O(n + 1)/ O(n), hyper-
bolickd geometrie O(n+1)/ O(n), projektivni geometrie RP™ = SL(n+1)/P, kde
P je stabilizator néjaké pifmky v R™*! prochézejici pocatkem.

5.1. Eukleidovska geometrie

Misto péti Eukleidovych axiomu se lze divat na eukleidovskou geometrii jako na
Kleinovu geometrii E™ = E(n)/O(n). Hlavni grupa G = E(n) je grupa euk-
leidovskych transformaci v n—dimenzionalnim prostoru. Ta je dana polopiimym
sou¢inem ortogonalni grupy O(n) a vektorové grupy R", tj. kazdy prvek grupy je
dén slozenim néjaké rotace s translaci. Eukleidovskou geometrii Ize také vidét jako
E™ = SE(n)/SO(n), pokud budeme uvazovat pouze transformace zachovavajic
orientaci. Standardni prezentaci Eukleidovy grupy dostaneme, pokud E™ chapeme
jako afinni nadrovinu {z; = 1} v prostoru R"*!. Pak Ize grupu E(n) vidét jako
grupu viech linedrnich automorfismt R"*!, které zachovavaji tuto nadrovinu, a
které v ni indukuji izomerie. Maticové reprezentace této grupy je

E(n) = {(31; 3) . AeO(), zc R"} . (5.1)

Stabilizdétor H = O(n) prvniho vektoru ve standardni bazi R**! je pak repre-
zentovan prvky , pro které je x = 0. Bod z € E™ je tedy v maticovém
popisu reprezentovan tiidou matic uréenou vektorem x € R™ a v modelu
odpovidd vektoru (1,z) € R"*!. Ekvivalentné lze E™ modelovat v projektivnim
prostoru RP™, ve kterém bod x € E™ odpovida projektivnimu bodu s homo-
gennimi soufadnicemi [1 : z]. Tato chdpdni eukleidovského bodu budeme stiidat
podle potieby a budeme psat prosté x € E™. Lokéln{ struktura Eukleidovy geome-
trie je ddana Lieovou algebrou grupy eukleidovskych transformaci, kterd je v tomto
popisu zfejmé tvofena maticemi tvaru

se(n) = {(2 2) :Aeso(n),x € R”} =so(n) ®R".
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5.2. Konformni geometrie

Konformni geometrii na n—rozmérné sfére lze vidét v Kleinové smyslu nasledovné.
Uvazujeme sféru S™ jako jednotkovou sféru v R™*!, kterou vlozime do prostoru
R"+11 g bilinedrni formou B signatury (n + 1,1) pomoci zobrazeni z + (z,1).
Mnozina vSech izotropnich vektoru je n—rozmérny kuzel a velmi jednodusSe se
ukaze, ze body na sféfe odpovidaji pravé izotropnim piimkam na tomto kuzelu.
Je zndmé, ze ortogondlni grupa i specidlni ortogondlni grupa pusobi na izot-
ropnim podprostoru tranzitivné, a proto dostavame na sféfe konformni geometrii
S™ = SO(n + 1,1)/P, kde P je stabilizator né&jaké izotropni piimky. Podgrupa
P je tzv. parabolickd podgrupa a lze ji popsat jako polopfimy soucin konformni
grupy CO(n) a vektorové grupy R™. Lze ji také popsat pomoci jeji Lieovy alge-
bry p nédsledujicim zpusobem. Ve Wittové bazi prostoru R**1:! je maticova
reprezentace Lieovy algebry grupy SO(n + 1, 1) ddna vyrazem

a z 0
so(n+1,1) = r A —2T)]:Acso(n),zeR™ zeR"acR; (52)
0 —af -—a

a stabilizator izotropni pfimky e; je dan maticemi s = = 0, tj. jeho Lieova algebra
jep=s0(n) ®R & R™.

5.3. Eukleidovska geometrie v konformni geometrii

Z ptedchoziho popisu konformni geometrie a prislusné Lieovy algebry pomoci
Wittovy béze je mimo jiné vidét, ze existuje injektivni homomorfismus Lieovych
algeber se(n) — so(n + 1,1), ve kterém se podalgebra so(n) zobrazi do p. Slozeni
tohoto homomorfismu s exponencidlnim zobrazenim pak definuje injektivni ho-
momorfismus mezi souvislymi komponentami identity ptislusnych Lieovych grup,
ktery se faktorizuje na injektivni zobrazeni

E™ = SE(n)/SO(n) — SO(n +1,1)/P = S, (5.3)

které prendsi eukleidovskou strukturu z E™ na konformni sféru S” c RP+LL
Toto zobrazeni je dobfe zndmé, jedna se o inverzi ke stereografické projekci. V
tomto smyslu muzeme vidét eukleidovskou geometrii jako tzv. redukci konformni
geometrie k podgrupé SE(n). Pfitom ve vySe uvedeném popisu pomoci Wittovy
béze je pocatek reprezentovany prvnim bazovym vektorem a translace jsou na sfére
dany nasobenim matici

0 0 0 1 0 0
exp | x 0 0] = T 1, 0
0 —z7 0 %me |

Protoze bod z € E™ v Kleinové popisu geometrie ztotoznujeme praveé s translaci
pocatku do tohoto bodu, mé zobrazeni (5.3) v ndmi zvolené bazi predpis

1
T (Lx, ixTas) (5.4)
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6. GEOMETRICKE ALGEBRY PRO EUKLEIDOVSKOU GEOMETRII

Geometrickou algebrou se nazyva Cliffordova algebra, ve které se navic uvazuje
i jeji Grassmannova struktura s operacemi A, i, -, *,V, viz Ta umoziuje po-
moci Pliickerova vloZeni reprezentovat objekty, které odpovidaji podprostorum
generujiciho vektorového prostoru, viz a Naopak struktura Cliffordovy
algebry umoznuje reprezentovat transformace pomoci versoru, které odpovidaji
ortogondlnim transformacim tohoto vektorového prostoru, viz [£.2] a také repre-
zentovat ortogonalni projekee, viz[4.5] Chapan{ geometrie v Kleinové smyslu, viz[5]
pak umoznuje jednoduse definovat geometrickou algebru pro konkrétni geometrii —
Kleinova geometrie G/H je modelovand v geometrické algebie C1(V'), pokud exis-
tuje model G/H = M C Cl(V), kde hlavn{ grupa G pusobi na M ortogondlnimi
transformacemi reprezentovanymi versory. Konkrétné eukleidovskd geometrie je
modelovang v takové Cl(V'), ve které existuje podvarieta, na které pusobi specidln{
Eukleidova grupa SE(n) pomoci versoru tranzitivné se stabilizétorem izomorfnim
SO(n). Rozebereme nyni podrobnéji, jak je popsdna eukleidovskd geometrie v ge-
ometrickych algebrdach generovanych vektorovym prostorem s bilinearni formou
V=R"", V=R aV =R Detailni popis téchto geometrickych algeber
1ze nalézt v [10], 4 9, [l [, [§].

6.1. Geometrickd algebra Cl(n)

Prvni geometrickou algebrou, ktera se nabizi pro popis eukleidovského prostoru,
je geometrickd algebra Cl(n). Ta je totiz definovand eukleidovskou bilinearni for-
mou B signatury (n,0), kterd definuje na R™ standardni skaldrni soucin respektive
eukleidovskou vzdalenost. Nejednd se ovSsem o geometrickou algebru pro eukleidov-
skou geometrii, protoze algebra bivektoru je podle izomorfn{ so(n), a proto
je grupa versoru v Cl(n) izomorfni pouze ortogondlni grupé SO(n). Také objekty,
které muzeme reprezentovat jsou pouze vektorové podprostory R™. Nicméné tuto
algebru lze vyuzit na popis piislusné vektorové algebry a na popis Eukleidova pro-
storu v pocatku. Konkrétné bivektor u A v reprezentuje ve smyslu (3.5) rovinu
prochazejici pocatkem se smérovymi vektory u,v € R™ a zobrazenl’7 kde
A = u A v, reprezentuje rotaci v této roviné. Skute¢né, z definice exponencidlniho
zobrazeni plyne, Ze versor exp(At) komutuje se svym generdtorem A, a proto
rotace timto versorem nechavd A = u A v invariantni. Pokud chceme vyjadiit ro-
taci o konkrétni thel, pak je potieba nésledujicim zpusobem normovat bivektor,
ktery rotaci generuje.

Véta 6.1. Rotace v roviné urcené vektory u,v € R™ C Cl(n) o dhel ¢ je v
geometrické algebie Cl(n) ddna versorem

1 A A
R =exp <2<p unv > —cos £ 4 singL. (6.1)

V—(uAv)? 2 —(uAv)?

Diikaz. Bivektor v exponentu je ziejmé normovany tak, aby jeho kvadrat byl
roven -1, a proto rovnost v (6.1) plyne piimo z definice exponencidlniho zobra-
zeni (2.4). Abychom dokézali, Ze jde skuteéné o danou rotaci, vyberme vektory
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@, U reprezentujici rovinu tak, ze jsou jednotkové a sviraji ihel /2. Potom rotaci
o dvojnasobny uhel v této roviné muzeme vyjadiit jako slozeni reflexi (4.6) ve
vektoru @ a ve vektoru o, takze je reprezentovana versorem

. P uNv

2 2. /=(@n0)?

protoze v algebte Cl(n) je B(u,v) standardni{ skaldrn{ sou¢in a pro druhou mocninu
bivektoru plat{ (@ A 9)? = (@ - )? — 4?0% = —sin® £. Normovany bivektor pfitom
ziejmé nezavisi na volbé reprezentantu u,v v roviné u A v, takze predchozi vyraz

je totozny s (6.1)). O

Versor reprezentujici rotaci se nazyva rotor. Z dukazu je navic vidét, Ze rotor
splnuje RR = 1, kde ~ je tzv. reverzni zobrazeni, které na versoru pusobi tak, ze
obraci poradi neizotropnich vektoru, jejichz je sou¢inem. V obecném predpisu pro
akeci prvkua ortogondlni grupy na vektorech tedy v pripadé rotoru muzeme
nahradit jeho inverzi reverzi. Tato akce navic zfejmé zachovavéd vnéjsi nasobeni, a
proto se rozsitfuje na blady libovolného stupné. Dostavame tedy predpis pro rotaci
libovolného podprostoru reprezentovaného bladem w v geometrické algebie Cl(n)
ve tvaru

w — RwR. (6.2)

Krome rotaci v R™ lze pomoci geometrické algebry Cl(n) sikovné reprezentovat
zrcadleni v nadrovinach a ortogondlni projekce na podprostory. Zrcadleni vektoru
v nadroviné reprezentované (n — 1)-bladem 7 je totiz az na znaménko ddno reflex{
R,, kde v je vektor kolmy na nadrovinu, a reflexe je podle v geometrické
algebfe ddna vyrazem R,(u) = —ovuv. Vektor v je zdroven dudln{ reprezentaci
této roviny, v = 7* = 7wl protoze dualita reprezentuje v Cl(n) eukleidovsky
ortogondlni doplnék. Reflexe navic také zachovava vnéjsi nasobeni, a proto
dostavame predpis pro zrcadleni podprostoru reprezentovaného bladem w v nadro-
viné 7:
W — TWT.

Ortogondlni projekce na vektorové podprostory jsou ddny piimo rovnici (4.13)),
protoze bilinedrn{ forma v Cl(n) definuje standardni eukleidovsky skaldrni soucin.

Piiklad 6.2. V geometrické algebie Cl(3) reprezentuji rotory R ve smyslu
grupu SO(3), tj. rotace v prostoru. Tato dimenze je specidlni tim, ze bi-
vektor urcujici rovinu rotace je dudlni k vektoru reprezentujici osu rotace. Pokud
pseudoskaldr spliiuje I = —1, coz je pifpad obvyklé volby I = ejeses, kde e1, e, e3
je ortonormalni baze R?, a pokud n je jednotkovy vektor ve sméru osy rotace, tak
n* je bivektor uréujici rovinu rotace, ktery je normovany (n*)2 = —1. Rotor ,
ktery urcuje rotaci kolem osy s jednotkovym vektorem n o thel ¢, mé tedy v tomto
pripadé tvar

14

1
R =exp (2<pn*> = coS % + n*sin 5"
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Tento zpusob reprezentace rotaci je totozny s rotovanim pomoci kvaternionu ,
protoze podalgebra prvku Cl(3) sudého stupné je pravé s télesem kvaternionu izo-
morfni. V ortonormalni bazi e1, e, e3 je tento izomorfismus realizovany zobrazenim
i+ —eges, j — —eseq, k — —ejes. Navic oproti kvaternionum lze v algebie C1(3)
reprezentovat vektory a vSechny bézné vektorové operace. Skalarni soucin je u - v,
vektorovy soucin u X v = (u A v)*, smiSeny souéin [uvw] = (u A v A w)*. V tomto
smyslu lze C1(3) chépat jako ziplnéni vektorové algebry.

6.2. Projektivni geometricka algebra

Abychom ziskali skute¢né geometrickou algebru pro eukleidovskou geometrii, tak
potifebujeme, aby v ni bylo mozné pomoci versoru reprezentovat nejen rotace, ale
i translace. Minimalni takova algebra je pravé projektivni geometricka algebra,
kterd vychazi prfimo z modelu eukleidovské geometrie popsaného v kde je E™
ztotoznéno s nadrovinou ve R™*! respektive podprostorem v projektivnim pro-
storu RP™. Aby byla algebra bivektoru izomorfni Lieové algebie Eukleidovy grupy,
je potieba na R"*! uvazovat degenerovanou bilinedrni formu signatury (n,0,1).
Pifslusnd geometrickd algebra Cl(n, 0, 1) se nazyva projektivni geometrickd algebra.

Generujici vektorovy prostor R™%! pifmym soué¢tem anizotropni ¢asti R™ a
jedno-dimenzionalniho jadra Ker B, a pro algebru bivektoru se pak lehce spoc¢itd

A’R™O = A’R™0 @ (R™° A Ker B) 2 s0(n) & R™ = se(n). (6.3)

Bivektory z A2R™? generujf rotace a bivektory z R™% A Ker B generuji translace.
Vzhledem k pouzivanym konvencim je dobré volit generator translace vektorem
x € R™ ve tvaru —1/2z A ey, kde eo, € Ker B. Kvadrdt tohoto bivektoru v
Cl(n,0,1) je nulovy, a proto ma prislusny versor pro translaci, tzv. transldtor,
tvar

1 1
T = exp (—21‘/\600) 21—51‘/\600. (6.4)

Abychom ziskali model eukleidovské geometrie v Cl(n, 0, 1), potfebujeme v této al-
gebie najit mnozinu reprezentujici body Eukleidova prostoru, na které translatory
pusobi jednoduSe tranzitivné, tj. tranzitivné s trividlnim stabilizdtorem. Na rozdil
od geometrické algebry Cl(n) nelze reprezentovat body projektivnimi t¥idami vek-
tort, tj. jejich homogennimi soufadnicemi, protoze transldtory ptisobi na R™%!
trividlné, viz pozndmka [6.4] a proto potfebujeme body reprezentovat ,dudlné®.

Veéta 6.3. Projektivnd tridy meizotropnich multivektoru stupné n modeluji v
projektivni geometrické algebre Cl(n,0,1) eukleidovskou geometrii dimenze n.

Diikaz. Nejdiive podrobnéji popiseme projektivni tiidy neizotropnich multivek-
torit v A”R™%! C Cl(n,0,1). Vzhledem k rozkladu vektorového prostoru R™:0:1
na jeho anizotropni ¢dst R™° a jadro Ker B je

AR™MOT = AR™O @ Ker B A A"TTR™

Druh4 mocnina prvkii z jedno-dimenziondlnfho prostoru A"R™° C Cl(n,0,1) je
nenulové, protoze zizeni bilinedrni formy B na R™° je nedegenerované. Naopak
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prvky u € Ker B A A" 'R™C obsahuji vektor z jadra, a proto u? = 0 a také
jejich souéin s prvky A"R™P je nulovy. Projektivni tiida libovolného neizotropniho
multivektoru v A"R™%! je tedy tvaru [L, +u], kde I,, € A"R™° znaéf pseudoskalar
anizotropniho podprostoru R™? ¢ R™%!, Pifmym vypoctem lze ovéfit, ze versory
pusobi na téchto tiidach tranzitivné. Opravdu, jejich infinitezimélni akce je

[z A eso, I +u] = —2e00 A (x 21,),

a vhodnou volbou vektoru z € R” tedy dostaneme libovolné posunuti Ker B A
A""TR™0, Navic stabilizator pseudoskalaru I, je dén versory generovanymi bi-
vektory u A v € A2R™C = s0(n), a proto akce versorii na téchto neizotropnich
n—vektorech definuje model eukleidovské geometrie, viz [5.1 O

Poznamka 6.4. Eukleidiv prostor nelze reprezentovat v projektivni geomet-
rické algebie vektory, protoze generatory translaci ptisobi na R™%! c Cl(n,0,1)
trividlné. Skutecné, z definice geometrického a vnéjsiho souc¢inu je infinitezimalni
akce bivektoru u A eoo € R™% A Ker B na vektoru v € R™%! rovna

[UA s, v] = B(u,v)es — Bleso,v)u — B(v,u)es + B(u, exo)v = 0.

Diky izomorfismu A*R"1 = R(+D* viz (333), lze reprezentanty bodi Eu-
kleidova prostoru také vidét jako prvky v projektivnim prostoru PR™TD*  tj.
jako projektivni t¥idy linedrnich forem na R™*!. Dudlni reprezentace ve smyslu
pak umoziluje reprezentovat libovolny podprostor W C R™*! pomoci prvki
duélni Grassmannovy algebry. Prunik podprostoru W s nadrovinou {z, 11 = 1},
ktera modeluje Eukleiduv prostor, pak urcuje jednozna¢né afinni podprostor v
E™. Afinni prostory jsou tedy pravé ty objekty, které v projektivni geometrické
algebfe lze reprezentovat. Oproti Cl(n) je tato reprezentace dudlni v tom smyslu,
ze vnéjsi soucin pocita pruniky afinnich prostort a sou¢in V generuje afinni pro-
story. Konkrétné pokud X € A"R™%! C Cl(n,0,1) je reprezentant bodu z € E™,
pak multivektor w reprezentuje afinni prostor ve smyslu

X Vw =0 praveé tehdy, kdyz x € W N {z,41 =1} (6.5)

Vzhledem k degenerovanosti bilinedarni formy v projektivni geometrické algebie
nelze dualitu chapat jako zobrazeni na Cl(n,0, 1), a proto k neexistuje
dudlni reprezentace. Zobrazeni , které je dané predpisem w — w* = wl, kde
I je pseudoskaldr v Cl(n, 0, 1), neurc¢uje afinni prostor, ale reprezentuje ortogondln{
doplnék k vektorovému prostoru urcéujicimu zaméreni afinniho prostoru w.
Kromé afinnich prostoru a jejich translaci lze v projektivni geometrické algebie
reprezentovat jejich obecné rotace, translace, zrcadleni a ortogonalni projekce.

Véta 6.5. (a) Geometrické objekty v projektioni geometrické algebre. Bod x €
E™ je v Cl(n,0,1) reprezentovan projektivni tridou multivektoru

X=1I,+exA(z11,), (6.6)
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kde I, € A"R™® q ey, € Ker B. Afinni podprostor dimenze k definovany body
X1,...,Xk41 je reprezentovany prvkem

w=X; V- VXpy € P(A"FRMD), (6.7)

a prunik afinnich prostoru wi,ws je reprezentovany prvkem wi A wa.
(b) Transformace v projektivni geometrické algebre. Rotace v obecném bodé x je
ddna versorem

R, = TRT, (6.8)

kde T je versor pro translaci (6.4), T jeho reverze a R je versor pro rotaci (6.1).
Zrcadlend afinniho prostoru w v nadroviné reprezentované vektorem m € R+ je

W TWT, (6.9)
a ortogondlni projekce afinniho prostoru w ma afinni prostor v je
Wi (W-V)AV. (6.10)

Diikaz. (a) V Kleinové smyslu je bod v Eukleidové prostoru dén translaci z
pocatku do tohoto bodu. Multivektor reprezentujici bod z € E™ tedy do-
staneme pusobenim translatoru na pseudoskalar I,, reprezentujici v nasem
modelu pocéatek

X =TLT=1I,4ex A (z JL,).

Reprezentace afinnich prostoru a jejich prunika plyne piimo z a popisu
reprezentace vektorovych podprostora v 3.2

(b) Z popisu bivektoru vidime, Ze rotace jsou generované prvky AZR™°
a proto maji rotory v projektivni geometrické algebte stejny tvar jako rotory v
Cl(n), viz . Skutecné, protoze akce versoru zachovava souciny v geometrické
algebie, a protoze je vektor e kolmy na R™?, je rotace bodu X daného piedpisem

déna vyrazem
RXR =1, +ex A (ReR 11,) = X, 5,

ktery podle reprezentuje rotovany bod. Je potieba zduraznit, ze R reprezen-
tuje stdle pouze rotace v pocatku. Rotaci v bodé x muzeme vyjadiit jako slozeni
translace T z bodu = do poédtku, rotace v poéatku R a translace T zpét z pocdtku
do bodu «. Slozeni zobrazeni odpovida geometrickému souc¢inu piislusnych versor,
a proto je rotace v bodé x dana versorem . Podobné pomoci posunuti situace
do pocdtku a pouziti dudlni reprezentace v geometrické algebie Cl(n) lze jed-
noduse odvodit rovnice pro zrcadleni a ortogonalni projekci. Konkrétné translator
T, ktery posune afinni nadrovinu 7 € R™%! do pocatku, spliuje TrT = 7/, kde
7' € R™0, Zrcadleni v nadroviné 7/ je v Cl(n) déno reflexi R/, viz , a proto
je zrcadleni afinniho prostoru w v nadroviné 7 ddno predpisem

w = TR (TwT)T = Tr'TwTrn'T = nwr,
coz je . Rovnice (6.10]) ziejmé reprezentuje prunik afinniho prostoru w - v s

afinnim prostorem v. K dukazu, Ze se jednd o ortogonalni projekci afinniho pro-
storu w na afinni prostor v pak tedy stac¢i ukazat, ze w - v reprezentuje afinni
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podprostor obsahujici w a kolmy k v. Proto je dobré si uvédomit, ze kazdy repre-
zentant w afinniho prostoru lze psit ve tvaru w = w’ +w., kde w’ je soucet bladu
neobsahujicich vektor z jddra B a reprezentuje zaméieni afinniho prostoru, a kazdy
blade v w,, naopak obsahuje prvek z jadra a tato ¢ast reprezentuje vzdélenost
afinnfho prostoru od poéatku. Tento rozklad je charakteristicky tim, ze w’ je in-
variantni vzhledem k translacim a kazda kontrakce prvkem w., je trividlni. Pro
afinni prostory w, v proto plati

w-v=v_iw=T\ Jw)T,

kde transldtor T posouvé afinni prostor w do pocatku, tj. plati TwT = w’. Prvek
v/ Jw’ je opravdu v Cl(n) dudlni reprezentace vektorového prostoru obsahujiciho
w’ a kolmého k v’. O

Priklad 6.6. Uvazujme Eukleiduv prostor dimenze tii s kartézskym soufadnym
systém s jednotkovymi smérovymi vektory ey, es, e3 a zvolme bilinedrni formu B
tak, ze tyto vektory tvoif ortonormalni bazi R*? ¢ R%%!. Pokud pro jednoduchost
oznacime vnéjsi soucin zietézenim indexd e;; = e; A e, pak podle je v této
béazi bod o soufadnicich (z,y, z) reprezentovany projektivn{ tfidou multivektoru

X = e123 + T€x23 — Y€uo13 T+ 2€s012-

Bod lze také zadat jako prunik tif rovin p; A p2 A p3 nebo jako prunik roviny a
piimky p A £. Rovina s rovnici ax + by + cz + d = 0 je reprezentovana projektivni
ttidou vektoru

P = aey + bes + cesz + des (6.11)

a muze byt také ddna piimkou a bodem £ Vv X. Piimku reprezentuje projektivni
ttida multivektoru stupné dva, jehoz koeficienty jsou jeji Pliickerovy souradnice

£ = pieg3 + paesi + p3ein + di€1o + doeas + dzesoo, (6.12)

kde (p1,p2,p3) je jednotkovy smérovy vektor pifmky a (di,ds,ds) je vzdalenost
piimky od pocatku. Piimku lze také zadat dvéma body X; V X5 nebo jako prunik
dvou rovin p; A ps.

Obecné rotace lze v t¥irozmérném prostoru jednoduse vyjadiit pomoci osy
rotace. Pokud £ je normovany reprezentant osy rotace ve smyslu £2 = —1, tj. £ je
tvaru , pak rotace podle této osy o tihel ¢ je ddna versorem

R, = exp(lcpﬁ) = cos 2 + £sin 2. (6.13)

2 2 2

Podle véty Ize jednoduse vyjadrit i zrcadleni v roviné a ortogondlni projekce,
viz obrézek [I} Zrcadlen{ piimky £ v roviné p je reprezentované projektivni tfidou
multivektoru p€p. Blade £ - p reprezentuje rovinu obsahujici piimku £, ktera je
kolm4 na rovinu p a blade (£ - p) A p reprezentuje kolmou projekci piimky £ na
rovinu p. Podobné X - p je kolmice z bodu X na rovinu p a (X - p) A p je jeho
kolmy prumét do této roviny.
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Obréazek 1. Ukéazka pocitani v projektivni geometrické algebie — screenshot z vizualizace vy-
tvofené programem ganja.js — Geometric Algebra code generator for javascript, [7].

6.3. Konformni geometricka algebra

Pokud chceme zavést geometrickou algebru pro eukleidovskou geometrii s nedege-
nerovanou bilinearni formou B, pak je potfeba k izotropnimu vektoru e, z projek-
tivni geometrické algebry pridat jeho partnera do Wittova paru, ktery oznacime
eo. Potom dostaneme dokonce dva izotropni vektory e?, = e2 = 0, ale protoze
Bleg, e0) = —1, je jddro B trividlni. Izotropni prostor ma indefinitni signaturu,
a proto touto konstrukei ziskdme nedegenerovanou bilinedrni formu na V = R"**2
se signaturou (n + 1,1). Pfisludnd geometrickd algebra Cl(n + 1,1) se nazyva kon-
formni geometrickd algebra.

Podle rovnice spliuje algebra bivektoru konformni geometrické algebry
A2R™ L o 50(n+1,1). Akee bivektorii na R" 1! déna rovnici (4.7) v tomto izo-
morfismu odpovidd standardni maticové reprezentaci ortogonalni Lieovy algebry
popsané v[5.2] Tato akce je tranzitivni na projektivizaci kuzelu izotropnich vektor,
a jeji stabilizator je parabolickd podalgebra p popsana rovnici . Skutecné, bi-
vektory, které pusobi trividlné na izotropnim vektoru ey, jsou praveé ty, které tento
vektor neobsahuji, a k tomu bivektor eg A e, tj. podalgebra

{uANv,uNex, e Next =Zs0(n) BR™ &R = p,
kde u,v € R™0. Akce versorti na izotropnich vektorech tedy modeluje v Cl(n+1,1)

konformni geometrii a tim pddem i eukleidovskou geometrii, viz [5.3

Véta 6.7. Mnozina obsahujici vsechny projektivni tiidy izotropnich vektoru az
na jednu modeluje v konformni geometrické algebre eukleidovskou geometrii.

Diikaz. Mnozinu t¥{d oznatme M, chybéjici tiidu [es] a polozme e,41 = €xo.
Predpis pro inverzni stereografickou projekci pak definuje bijektivni
zobrazeni E™ — M. Vektor e, je Wittuv par k izotropnimu vektoru eg, ktery
reprezentuje pocatek, a lze ho chapat jako reprezentanta nekonecna. O

Primik vektorového podprostoru W C R**4! dimenze k + 2 s kuzelem izot-
ropnich vektoru je opét kuzel ve W, a piimky na tomto kuzelu lze opét ztotoznit
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se sférou, tentokrat dimenze k. Pokud tento kuzel obsahuje pfimku e, tj. bod na
této sfére, ze kterého je stereografickou projekci promitano, pak W reprezentuje
afinni prostor dimenze k v E™. V opa¢ném piipadé reprezentuje W sféru dimenze
k—1v E™. Geometrické objekty, které v konformni geometrické algebte 1ze repre-
zentovat ve smyslu jsou tedy pravé zobecnéné sféry, tj. sféry a afinni prostory,
které chapeme jako sféry prochézejici nekoneénem. Zejména bod neni prirozeny
objekt a je ho potieba chdpat bud jako limitni sféru s polomérem nula, anebo
jako tzv. plochy bod“ X A ey, coz je vlastné sféra dimenze nula prochazejici
nekoneénem. Diky existenci nedegenerované bilinearni formy mame v konformni
geometrické algebie k dispozici dualitu a tim padem pro kazdou zobecnénou
sféru dvé reprezentace, které jsou vzdjemné dudlni. Reprezentace se hodi na
konstrukei sfér z bodu nebo sfér nizsi dimenze. Naopak z dudlni reprezentace
sféry muzeme jednoduse odecist jeji polomér a stied.

V konformni geometrické algebfe existuje stejné jako v projektivni geometrické
algebfe versor pro translaci a rotaci a navic existuje versor pro skalovani. Kromé zr-
cadleni v nadrovindch a ortogonalnich projekci na afinni prostory zde lze reprezen-
tovat podobné i reflexi ve sférach a ortogonalni projekce na sféry. Hlavni vysledky
opét shrneme do nasledujici véty, kterou ale nechdame tentokrat bez dukazu. S
vyuzitim vy$e uvedenych informaci je dukaz snadny a je ponechédn jako cviceni
pro ¢tenére.

Véta 6.8. (a) Geometrické objekty v konformni geometrické algebie. Bod x €

E™ je v Cl(n + 1,1) reprezentovdn projektivni tridou vektoru

1
X=ey+x+ 51326007 (6.14)

kde eg, eoo je Wittova dvojice izotropnich vektori. Zejména pro normované repre-
zentanty bodi X2 =Y?2 =1 plati

1
XY = e —yl?,

kde ||z —y|| je eukleidovskd norma v R™. Afinni podprostor dimenze k urdeny body
X1,...,Xg41 je reprezentovdin bladem stupné k + 2

w=X3 A AXpt1 A€o

a jeho dudlni reprezentace w* je totoind s jeho reprezentaci v projektivni geome-
trické algebre. Sféra dimenze k definovand body Xi,..., X2 je reprezentovdina
bladem stupné k + 2

S:X1A"'/\Xk+2

a prunik sfér si1,ss je reprezentovdn prvkem si V so. Pokud s je sféra maximdlni
dimenze n — 1, pak jeji dudlni reprezentace je ddna vektorem

1
*:S -2 ,
S +2peoo

kde S je normovany reprezentant stiedu této sféry a p je jeji polomér.
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(b) Transformace v konformni geometrické algebre. Rotace a translace jsou re-
prezentovany stejnymi versory jako v projektivni geometrické algebre. Skdlovani
faktorem 12 je ddno versorem

r2+1 r?2-1

2r+2r

Zrcadleni zobecnéné sféry s v nadroviné w € AR L1 je ddno podobné jako
v projektivni algebre vyrazem s — wsw. Pokud m reprezentuje sféru mazimdini
dimenze, definuje tento predpis sférickou inverzi v této sfére. Ortogondlni projekce
afinntho prostoru w na zobecnénou sféru s je w — (W -s) - s.

S:

eo N\ €so

Piiklad 6.9. Bod Eukleidova prostoru E? dany v kartézskych soufadnicich s
jednotkovymi smérovymi vektory ey, ez, e3 € R3 vekorem (z,y, 2) je podle ([6.14)
reprezentovan v konformni geometrické algebie vektorem

1
X = eg + xe1 + yea + zes + 5(332 + 1%+ 2H)eso.

Reprezentant roviny dané tfemi body je p = X1 A Xo A X3 A es a jeji dudlni
reprezentace p* je totoznd s jeji reprezentaci v projektivni geometrické algebie
(6.11)). Podobné piimka je £ = X3 A Xo A e a jeji dudl je totozny s .
Sféra generovand ¢tyimi body ma v konformni geometrické algebie reprezentaci
s = X7 A Xo AX3 A Xy ajeji dudl je s* =S + %pzeoo. Podobné lze vyjadrit
kruznici bud pomoci tiech generujicich bodii ¢ = X; A X3 A X3 nebo dudlné
c*=(S+ %02600) A 7*, jako prunik sféry a roviny, ve které kruznice lezi.

Rotace v E? podle osy £ je stejné jako v projektivni geometrické algebie dana
rotorem . Stejné reprezentace ma i zrcadleni v roviné a ortogonalni pro-
jekce na piimku nebo rovinu. Navic lze v konformni geometrické algebte stejnym
zpusobem reprezentovat i sférickou inverzi a ortogondlni projekci na sféru.

Uvazujme priklad dvou sfér s, t, kruznici ¢, pfimku £ a bod X, viz obrézek
Prunik sfér je kruznice sV t, prunik piimky a sféry t je dvojbod £V t. Ortogondlni
projekce piimky na sféru s je kruznice (£ -s) - s, ortogonéln{ projekce bodu X na
sféru s je dvojbod (X -s)-s, kde ale X je potieba chédpat jako plochy bod X A en.
Vyraz (c-t)-t je kruznice na sféfe t lezici zdroven na sfére, kterd obsahuje kruznici
c a je kolma na sféru t.
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CHEMICKE REAKCE JAKO MATEMATICKY DUSLEDEK

MILOSLAV PEKAR

ABSTRAKT. V chemii je rychlost chemickych reakci charakterizovdna dvéma za-
kladnimi zpusoby. Pfimo s experimentdlnimi daty jsou spojeny rychlosti reagovani
jednotlivych slozek reagujici smési. Chemickym vhledem jsou slozkové rychlosti
pretlumoceny do rychlosti jednotlivych reakci, které v dané smési zfejmé probihaji.
Prispévek ukazuje, ze vcelku jednoduchym linedrné-algebraickym rozborem zachové-
ni atomu pfi chemickych reakcich muzeme dospét fakticky k matematickému dukazu
existence rychlosti chemickych reakci. Navrhovani schémat chemickych reakei tak
nemusi byt ¢isté chemickou zdlezitosti, ale mélo by brat v tivahu i matematickou
stranku.

1. Uvop

Matematika nachdzi samoziejmé aplikace i v chemii, a to nejen tfeba pii vyhod-
nocovani, prokladéni ¢i modelovani dat, ale i pfimo v srdci chemie, jak se bude
tento prispévek snazit ukazat. Hlavni a specifickou doménou chemie jsou jisté che-
mické reakce, preména jednéch sloucenin v jiné (jaderné reakce, tedy preménu
chemickych prvki v jiné, tu ponechdvdme stranou).

Kromé vlastniho chemismu reakci zajima chemiky i jejich rychlost. Rychlost
chemické reakce znamend néco jiného nez rychlost ve fyzice a jde vlastné o po¢itani
molekul. Pfeméni-li se za danych podminek reakef vétsi pocet molekul (v uréeném
prostoru za jednotku ¢asu) nez za podminek jinych, m4 reakce za danych podminek
vysSi rychlost. Rychlost reakce je vztahovdna na jednotku casu a jednotku pro-
storovou (obvykle objemu) proto, ze pocet molekul zdvisi na tom, v jak velkém
objemu a jak dlouho je poc¢itame. Pravé matematicky pohled na rychlosti che-
mickych reakei a jista specifika reakei vedou az k tomu, co naznacuje nazev tohoto
prispévku.

Nez zacneme tento pohled rozvijet, povézme si velmi stru¢né, jak chemici pfi-
stupuji ke zkoumani reakci a jejich rychlosti. Snad vidy je zakladem zjistovani,
jaké slozky (molekuly, slouceniny) se v reagujici smési vyskytuji, jak rychle se
jejich mnozstvi méni, které slozky reakei zanikaji (jsou nazyvany vychozimi ldtkami
nebo reaktanty), které naopak vznikaji (produkty). Chemik pak bézné sleduje
mnozstvi jednotlivych slozek v reagujici smési a jeho zmény v Case, presnéji sleduje
koncentrace slozek. Mnozstvi chemici nejcastéji sleduji pravé pies pocty molekul,
jichz je vsak obrovsky pocet, a tak se praci s obrovskymi ¢&isly vyhnuli zavedenim

2010 MSC. Priméarni 92E99; Sekundarni 97M60.
Klicovd slova. Chemické reakce, aplikace linearni algebry.
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pojmu latkové mnozstvi a jeho jednotky mol. Jeden mol piedstavuje ca 6 x 1023
(pfesné 6,02214076 x 1023) pocitanych jedincii, obvykle tedy molekul. Molarni
koncentrace se pak bézné vyjadiuje v molech na litr.

Sledovanim (zmeén) koncentrace jednotlivych slozek reagujici smési ziskaji che-
mici predstavu o tzv. (reakéni) rychlosti slozek, tedy o tom, jak rychle se kterd
slozka (jeji koncentrace) diky reakcim meén{ — jak rychle zanikd nebo vzniké. Rych-
losti slozek pak vstupuji do hmotnostni (popf. latkové) bilance vyjadiujici za-
chovani hmotnosti reagujici smési. Vlastni chemismus ale chemici vyjadiuji po-
moci reakei, které v dané smeési (patrné) probihaji, a jejich rychlostmi. Soustava
piedpoklddanych reakei pak tvoii reakéni schéma, které bud muze reprezento-
vat déje skutecné probihajici na drovni molekul, nebo jen jejich zjednodusSeny
popis postacujici pro charakterizaci reagujici smési. V prvém pripadé mluvime o
reakénim mechanismu, ve druhém o soustavé reakci, popf. reakéni soustavé. Jed-
notlivé reakce, které vidime v soustavé reakci, nemuseji reprezentovat skutecné
reakce na molekuldarni drovni, ale jakasi jejich zjednoduseni, ,soucet, kterd jsou
postacujici pro vyhodnoceni dat i k chemickému nédhledu. Kazda reakce ze soustavy
reakei tak ve skutecnosti muze pfedstavovat souhrn néjakého realného reakéniho
mechanismu, ktery tfeba dosud nemohl byt odhalen.

Jak chemici provedou pievod z rychlost{ sloZek, které vlastné (byf neptimo)
méii, na rychlosti reakci? Chemickou intuici, ovéemze podlozenou praveé rozborem
slozeni reagujici smési, z néhoz na zakladé chemickych znalosti odvozuji mozna
propojeni jednotlivych slozek chemickymi reakcemi, navrhuji reakéni schéma, které
je v souladu s poznatky chemie. Casto byva moznych schémat vice a volba toho
wpravého® je otazkou dalstho experimentovani nebo tfeba modelovych kvantové-
chemickych vypoctu. Ale pravé k tomuto pfevodu muze své fici i matematika, coz
je obsahem tohoto piispévku. Vychézi predeviim z Bowenovy préce [ 2], kterd
ani po desitkach let k chemikiim moc nedolehla; jeji ndzorné pretlumoceni pro
chemiky vyslo neddvno [3].

2. ZAKLADNI POJMY

Kazda chemicka sloucenina je slozena z atomu. Pii chemickych reakcich dochazi
k preskupovani atomu ve sloucenindch, ¢imz nékteré slouceniny zanikaji a jiné
vznikaji. Atomy a jejich pocet se vSak neméni, a pravé to je vychodiskem mate-
matického, presnéji linearné-algebraického rozboru chemickych reakei.

V kazdé chemické reakci se zachovava hmotnosiﬂ To lze vyjadfit pomoci re-
akénich rychlosti jednotlivych slozek vyjadiujicich produkci hmotnosti slozky na
jednotku ¢asu a jednotku objemu jednoduse takto:

> ra =0, (1)

kde « je index slozky. Reakéni rychlost slozky r,, je kladna, pokud slozka v reagujici
smési vznika, zdpornd, pokud zanika.

Ipsisné vzato ne, ale zmény hmotnosti souvisejici s vymeénou energie jsou bézné neméfitelné
a nejsou v chemii brany v ivahu.
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Hmotnost slouceniny je dédna hmotnosti atomi, které ji tvoii. Pocet atomu
jistého druhu v kazdé slouceniné muzeme charakterizovat matici slozeni || 7,4,
kterd ma rozmér z X n. Zde je z pocet atomu a n pocet slozek (sloucenin) v dané
reakéni smési. Prvek T, této matice, kde 0 =1,...,z aa =1,...,n, tak udava
pocet atomu o ve slozce . Hmotnosti atomu i molekul jsou velice malé, i proto
se v chemii pracuje s molarnimi hmotnostmi, tedy s hmotnosti jednoho molu dané
entity. Moldrni hmotnost slozky « (znacend M,,) souvisi s atomovymi hmotnostmi
takto:

4
Ma:ZA“Tm, a=1,...,n. (2)
o=1

Zde A° je atomovéa hmotnost (hmotnost molu atomu) prislusného atomu. Pomoci
moléarnich hmotnosti prevedeme hmotnostné-produkéni rychlosti slozek na latkove-
produkéni rychlosti, které jsou v chemii mnohem bézné;jsi:

J* =rq/M,.

J* zna¢l pocet molu (ldtkové mnozstvi) slozky smési o vzniklé nebo zaniklé za
jednotku ¢asu v jednotce objemu. Bilance hmotnosti pak zni

f: J*M,, = 0. (3)
a=1

3. LINEARN{ ALGEBRA A ZACHOVANI ATOMU

Rovnice pripomind slozkové vyjadreni skalarniho souc¢inu dvou vektoru, které
jsou navic na sebe kolmé. A tady prichazi ke slovu avizovany Bowenuv linedrné-
algebraicky rozbor [I]. Pfedstavme si (forméln{) n-rozmérny linedrni vektorovy
prostor slozek (oznaceny U) s bazi e, a reciprokou bézi eaﬂ V tomto prostoru de-
finujme vektor (moldrnich) reakénich rychlosti J pomoci reakénich rychlosti slozek
a vektor molarnich hmotnosti M:

Jzi]aea, M:iMaea. (4)
a=1 a=1

Tyto vektory jsou na sebe vzhledem k (3) kolmé. Tuto rovnici muzeme jesté upravit
uvazenim hmotnosti atomu, jez se zachovavaji, coz ndm déale umozni zracionalizo-
vat vyjadreni vektoru moldrnich hmotnosti.

Dosad'me rovnici do levé strany rovnice (3)):

n z n
S IMy =AY T,aJ0 (5)
a=1 o=1 a=1
Kazdy atom se zachovava, takze kazdy atomarni s¢itanec na pravé strané je nulovy:

A"Zn:TmJ“:O = zn:TmJ“:(), c=1,...,z (6)

a=1 a=1

2Pro n4s vyklad postaci ortonormélni pfipad, ale z duvodu konzistence s puvodni literaturou
budeme udrzovat naznacenou symboliku.
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Vysledek @ predstavuje homogenni soustavu linedrnich algebraickych rovnic pro
rychlosti slozek s matici ||Ty4||. Tyto rychlosti jsou nenulové pouze v piipadé, kdy
je hodnost této matice (h) mensi nez pocet slozek n. Chemické reakce jsou tedy
mozné, pokud n — h > 0. Hodnost h dale udava maximélni mozny pocet linearné
nezavislych vztahu soustavy @ Zachovani atomu, které tato soustava vystihuje,
pak muzeme prepsat na tvar

D Sead*=0, o=1,...,h, (7)
a=1

kde matice ||Syqo| mé rozmér h x n a hodnost h a byla vytvofena z matice
IToall vypusténim linedrné zavislych fadku. Chemicky se to muze projevit tak,
ze se objevi ,pseudoatomové” substance tvofené skupinou atomu, které postacuji
k vystizeni zachovani atomu. Molekulové hmotnosti pak muzeme zapsat s pomoci
(molarnich) hmotnost{ pseudoatomovych substanci E7:

h
Mo => E°Ssa, a=1,..,n (8)
o=1

Nékteré pseudoatomové substance mohou byt totozné s puvodnimi atomy; priklady
substanci budou uvedeny dale. Vektor molarnich hmotnostni pak vypadé nasledo-

vne:
h n
M = Z E° Z S,ae®. (9)
o=1 a=1

Protoze matice || Sqq| mé hodnost h, reprezentuje druhy soucet v rovnici (9)
linedrné nezavislé vektory

fU:ZSmea, o=1,...,h. (10)
a=1

Muzeme je tak zvolit za bazi h-rozmérného podprostoru, ktery oznac¢ime W. Ten
zéroven v prostoru slozek uréuje komplementdrni ortogondlni (n — h)-rozmérny
podprostor V, ktery nazveme reakénim podprostorem. Je tedy W1V ald = Wa).
Vyjadreni vektoru molarnich hmotnosti v bazi podprostoru W zni:

h
M = Z E°f,.
o=1

Protoze podle je J.M = 0, lezi vektor reakénich rychlosti J v podprostoru V;
odtud jeho nazev. Otazka nyni zni, jaké jsou slozky reakéniho vektoru v reakénim
podprostoru, neboli jaké je jeho vyjadieni v bazi tohoto podprostoru.

O této bazi zatim nic blizsiho nevime, vyjadieme si ji prosté a nejprve v bazi
prostoru slozek U, tedy vyjadieme (n — h) linedrné nezavislych vektoru gP této
béze takto:

g’'=> Pre, p=1,...n—h (11)
a=1
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Zde PP jsou prvky vhodné matice ||PP%| rozméru (n — h) X n a hodnosti n — h,
kterd spliiuje podminku ortogonality

f,.8”? =0 meboli ||PP%|| - ||Soall” = ||0]|. (12)

Hledané soufadnice (slozky) J, reakéniho vektoru v reakénim podprostoru jsou
potom obecné dany takto:

n—h
I=Y Je (13)
p=1

Vyznam téchto soufadnic vyplyne ze srovnén{ rovnice ([13]) a prvé rovnice :

n n—h n n—h
S =D Jpg? =3 > JPP e, (14)
a=1 p=1 a=1p=1
7 rovnice plyne
n—h
JO=3"J,P", a=1,...,n (15)
p=1

Rovnice ukazuje, ze reakéni rychlosti slozek J% muzeme vyjadiit pomoci
soufadnic J,. Soufadnice J, ale pfedstavuji rychlosti n — h (nezavislych) reakei
probihajicich v dané reagujici smési. To plyne z dalsi podminky ortogonality, kte-
rou dostaneme kombinaci rovnice a druhé rovnice :

0=g’M=)Y PrM,, p=1,...n—h (16)

a=1

Jestlize si v rovnici predstavime na misté molarnich hmotnosti vzorce od-
povidajicich slou¢enin a ¢isla PP chapeme jako tzv. stechiometrické koeficienty,
dostaneme v chemii dobfe znamé stechiometrické rovnice ptislusnych reakci. Ma-
tice || PP%|| se pak nazyva matici stechiometrickych koeficientu, kratce stechiomet-
rickou matici. Stechiometrickd matice ,,uréuje* zastoupeni slozky « reagujici smési
v p-té reakci. Reaktanty maji stechiometrické koeficienty zaporné, produkty reakce
kladné.

Linearné-algebraickym rozborem zachovéni atomu pii chemickych reakcich jsme
tak dosli k formulaci reakéniho schématu, které je ddno stechiometrickou matici.
Rychlosti jednotlivych reakef (v chemii se ¢asto Fikd kroku) uréuji reakéni rych-
losti slozek podle rovnice . Opaé¢ny prevod je mozny pomoci kovariantniho
metrického tenzoru se slozkami g, [1l 2], ktery se ziskd inverzi kontravariantniho
metrického tenzoru se slozkami ¢"? = g".gP (r,p=1,...,n— h):

Tp=>
a=1

n—h
J*P"grp, p=1,...,n—h.
1

r=
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4. PRIKLADY

Tlustrujme si ziskané vysledky na piikladech konkrétnich reakénich smési.

Prvni, velmi jednoduchy piiklad vychdzi ze syntézy amoniaku (NHs) z mole-
kuldrniho dusiku (N3) a vodiku (Hg). Pocet slozek smési (n) je tedy 3, pocet atomu
(2) 2. Ocislujme slozky takto: 1-molekuldrni dusik, 2-molekuldrni vodik, 3-amoniak
a atomy takto: 1-dusik, 2-vodik. Matice slozeni pak vypada takto:

2 01
HTaaH - [0 2 3:|
a jeji hodnost je zjevné 2, takZe v tomto piipadé plati ||Sya|| = [|[Twa || @ nemame

zadné zvlastni pseudoatomové substance. Soufadnice vektoru molarnich hmotnosti
muzeme vyjadiit podle druhé rovnice ({2)

M = (Mn,; Mu,; Myn,)
nebo podle rovnice
M = (24N; 24 AN 4 34H),
Vektory baze podprostoru W jsou
f; =2 + e3, f, = 2e? + 3e’.
V nich pak vyjadiime vektor molarnich hmotnosti podle rovnice @ takto:
M = ANf, + AHE,.

Protoze je zde n — h = 1, existuje tu jedinad nezavisld reakce a jeji stechiomet-
rickou matici muzeme pfi splnén{ (druhé) podminky volit takto:

1P =[-1 -3 +2].

To odpovida tradié¢nimu zapisu syntézy amoniaku No + 3Hs = 2NHj. Reakéni
rychlosti slozek jsou pak jednoduse dény rychlost{ oné nezavislé reakee (J):

JNz = g gH2 = _37  JgNHs —9oj

Poznamenejme jesteé, ze reakéni smés syntézy amoniaku je ve skutecnosti slozi-
téjsi. V (prumyslové) praxi se provadi za tcasti tuhého katalyzatoru (zminéné tii
slozky jsou plynné) a na jeho povrchu vznikaji dalsi chemické tutvary [4]. Reakéni
smeés se tak rozsifuje napf. o tyto slozky: H(ads), N(ads), Na(ads), NH(ads),
NH;(ads), NHs(ads). Matice slozeni ma pak rozmeér 2 x 9, hodnost 2, takze je
moznych sedm nezdvislych reakei. Shodou okolnost{ uéebnice [4] uvddi zrovna
sedmi-krokové reakéni schéma navrzené na zakladé chemickych znalosti; 1ze snadno
ovérit, ze toto schéma predstavuje mozny systém sedmi nezavislych reakei.

Oblibenym reakénim schématem v oblasti chemie, které je dostatec¢né slozité,
pritom stéle jednoduché, je tzv. trojihelnikové schéma [5]. Vyskytuje se v reaként
smeési alespon tii slozek, z nichz kazda se muze reakci pfeménit na obé zbyvajici.
Redlnym piikladem je smés tii izomeru butenu, které maji shodny suméarni vzorec
C4Hsg, ale lisi se prostorové-strukturnim uspoirddanim atomu a jsou tak od sebe
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chemicky jednoznacné odlisitelné. Lisi se nazvy: 1,2-; cis-2,3- a trans-2,3-buten a
v tomto porad{ je i o¢islujeme. Matice slozen{ (1-uhlik, 2-vodik) je
4 4 4
||T0'(x|| - |:8 8 8:| .
Jeji hodnost je zjevné 1, takze jsou mozné n — h = 2 nezévislé reakce; jak uz bylo
feceno, v chemii se tato smés bézné popisuje tiikrokovym schématem.

Matici || Sy || muzeme volit jako [4 4 4], coz odpovida pseudoatomové substanci
CH; a E' = A® + 2A". Jinou volbou je [1 1 1] a odpovid4 pseudoatomové sub-
stanci C4Hg s molekulovou hmotnosti 56 g/mol. Vektor molekulovych hmotnost{
je pak vyjadien v reciproké bazi

M = 56e' + 56e” + 56e€”
a vektor baze jednorozmérného podprostoru W v piipadé prvé volby matice ||Syq ||
f; = 4e' + 4e? + 4e°.
Stechiometrickou matici muzeme volit nasledovneé:

-1 +1 0
po||
Iz ”_[o -1 +1]'

Odpovidéd dvéma nezavislym reakcim: 1) 1,2-buten = cis-2,3-buten; 2) cis-2,3-
buten = trans-2,3-buten s rychlostmi J; a Js. Reakéni rychlosti slozek dostaneme
pomoci rovnice :

J1,2 — _J17 JCiS_273 — Jl _ JQ, Jtrans—2,3 — J2~

Tou treti reakci obvykle v chemii pouzivanou je preména trans-2,3-buten = 1,2-
buten, kterd tak ,uzavird“ trojuhelnikové reakéni schéma. Oznac¢me ji ¢islem 3.
Rychlost této reakce jiz neni nezavisla, resp. trojice rychlosti reakci trojihelni-
kového schématu neni nezavisla. Oznac¢me je rq, ro, r3 pro odliSeni od rychlosti
dvojice nezdvislych reakci. Reakéni rychlosti slozek musi byt stéle stejné, at uz
je vyjadiime pomoci rychlosti dvou nezavislych reakci, nebo pomoci tii rych-
losti trojihelnikového schématu. Z tohoto faktu obdrzime nasledujici vztahy mezi
ruznymi reakénimi rychlostmi:

Ji=ri—r3, Jo=ry—r3.

Vidime, ze neplati zejména J; = ry a J; = r5. Znamens to, ze z trojice zavislych
(rychlost{) reakci neudéldme dvojici nezdvislych prosté tak, ze jednu vyskrtneme;
tato informace je v chemii docela neznama.

5. ZAVER

Ukéazali jsme si, jak muze matematika prispét k odhalovani schémat chemickych
reakci. Neznamend to, ze by chemici méli svij pohled a piistup v této oblasti
zavrhnout. Méli by ale kromé ¢isté chemickych tivah zahrnout i uvedené podnéty
matematické, tim spiSe, ze matematiku k vyhodnocovani kinetickych dat bézné
pouzivaji. Matematicky pohled by jim mohl usnadnit praci omezenim se na neza-
vislé reakce, které k vystizeni chemickych premén (matematicky) zcela postacuji.
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Pokud je z chemickych duvodi nutno uvazovat i dalsi, zavislé reakce, matematicky
rozbor ukazuje, jak jsou jejich rychlosti spjaty s rychlostmi reakci nezavislych.
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TRAJEKTORIE AUTONOMNICH ROVNIC V ROVINE 1.
LINEARNI SOUSTAVY A ROVNICE

JAN FRANCU

ABSTRAKT. Cldnek se zabyvé trajektoriemi Feseni autonomnich soustav dvou lineér-
nich obyéejnych diferencialnich rovnic prvniho faddu a jedné linedrni rovnice druhého
rfadu. Za predpokladu existence a jednoznacnosti feseni jsou analyzovany vSechny
ptipady izolovanych i neizolovanych singuldrnich bodu ilustrovana konkrétnimi p#i-
klady véetné fazovych portrétiu. Navic je probran implicitni popis trajektorii v kar-
tézskych i v polarnich soufadnicich.

Uvob

Obycejné diferencidlni rovnice se vyuzivaji pii modelovani fady jevu ve fyzice,
mechanice, biologii, ekonomii i dalich oblastech. Redenf ve tvaru piedpisu funkce
vSak nefikd mnoho o chovani veli¢iny, kterou jsme modelovali. Nazornéjsi infor-
maci dava graf reSeni, ktery vsak lze zndzornit v roviné jen v piipadé jedné rov-
nice prvniho fadu. Pokud rovnice spliiuje podminky pro existenci a jednoznaé¢nost
feseni v néjaké oblasti, grafy feSeni tvoii ,,rovnobézné* neprotinajici se kiivky.

Tato vlastnost uz neni u rovnice druhého fadu. Protoze feSeni je urceno dvémi
pocatecnimi podminkami, hodnotou a derivaci, kazdym bodem prochazi nekoneéné
mnoho grafii feSeni s raznymi smérnicemi. Podobné grafem feseni soustavy dvou
rovnic prvniho #adu je kiivka v prostoru R?, kterou také nelze znazornit v roviné.

Problém fesi trajektorie feseni. V ptipadé soustavy dvou rovnic prvniho fadu
trajektorie je prumét grafu feSeni do prostoru hodnot, kterym je rovina. Jestlize
rovnice nebo soustava rovnic je autonomni, tj. nezavisi na proménné z: ,,okolnosti“
jevu se v Case z nemeéni, zavisi jenom na aktudlnich hodnotdch Feseni. Reseni
vychézejici ze stejného bodu v ruznych Gasech maji sice ruzné grafy (posunuté
v case x) ale stejné trajektorie. Jsou to kiivky nebo body v roviné. Trajektorie
nekonstantnich feseni jsou lokdlné ,,rovnobézné“ kiivky, v okoli konstantniho feseni
— jeho trajektorii je tzv. singuldrni bod — se trajektorie chovaji ruzné.

Pifkladem redlné situace je pohyb hrotu pera po papiru (bez zveddni od papiru).
Trajektorie tohoto pohybu je kifivka, kterou pero na papife zanechalo. Ke kiivce
pridavame orientaci podle sméru pohybu pii rostoucim ¢asu.

2010 MSC. Primarni 34A30.
Kli¢ovd slova. autonomni diferencidlni rovnice a systémy, trajektorie, typy singuldrnich bodu,
implicitni popis trajektorii v kartézskych a polarnich soufadnicich.



58 J. FRANCU

V piipadé autonomni rovnice druhého fddu k hodnoté Feseni y(z) pfiddme jako
druhou soufadnici hodnotu derivace feseni ¢’ (z). Dostavame tak body (y(x),y'(x))
v roving, které tvoii kiivku, tj. trajektorii v tzv. fazovém prostoru.

Trajektorie feseni tak dava nazornou informaci o chovani feSeni. Zajimavé
je zejména chovani trajektorii v okoli trajektorie konstantniho feseni, tzv. sin-
gularniho bodu. Z obrazku lze také zjistit typ a vlastnosti singuldrniho bodu.

Obecné feseni y(x) = ciu(z) 4 couz(z) dvoudimenziondlni soustavy linedrnich
diferencidlnich rovnic je uré¢eno dvéma konstantami ¢y, co. Trajektorie je tak kiivka
zapsand v parametrickém tvaru. Vétsinou neni snadné urcit tyto konstanty pro
trajektorii prochazejici danym bodem y = (y1, y2). Implicitni popis trajektorie ve
tvaru F'(y1,y2) = k umoziuje urcit konstantu k& dosazenim soufadnic bodu a tim
urc¢it hledanou trajektorii. Pro tento ucel se v fadé pripadu hodi implicitni popis
v kartézskych soufadnicich, v fadé pfipadu je vSak vhodnéjsi popis v polarnich
soufadnicich.

Cilem ¢lanku je probrat vSechny piipady a moznosti trajektorii v okoli sin-
guldrnich bodu linedrni soustavy dvou rovnic a rovnice druhého fadu a jejich popis
v implicitnim tvaru v kartézskych i polarnich soutadnicich. V prvni sekci formu-
lujeme autonomni soustavy a rovnice, trajektorie feSeni a jejich vlastnosti. Druha
sekce se zabyva trajektoriemi v okoli singularntho bodu v roviné, tfeti analyzuje
singuldrni body linedrnich rovnic. Ctvrta sekce se zabyvé implicitnim popisem
trajektorii a pata prinasi priklady vsech typu singuldrnich bodu linedrnich rovnic
v roviné, jejich fazovych portrétu a implicitnich popisu trajektorii. V posledni sekci
jsou vysledky implicitniho popisu trajektorii zhodnoceny.

Implicitni popis trajektorii v kartézskych soufadnicich jsem pfidal z podnétu
doc. M. Kurese. Doplnil jsem implicitni popis trajektorii v polarnich souradnicich.
Oba, hlavné ten druhy, jsou asi vysledky nové.

1. AUTONOMNT SOUSTAVY, ROVNICE A JEJICH TRAJEKTORIE

Rovnici nebo soustavu rovnic nazveme autonomni, jestlize rovnice nebo soustava
nezdvisi na nezavislé proménné. Rovnice prvniho fddu y'(x) = f(z,y) je tedy
autonomni, pokud funkce f(z,y) nezavisi na proménné x, rovnici prvniho fadu
tak muzeme zapsat ve tvaru y’ = f(y). Autonomn{ linedrn{ rovnice y' + ay = b m4
koeficienty a, b konstantni.

Autonomni soustava rovnic

Soustavu n autonomnich oby¢ejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu pro nez-

ndmé funkce y1(z),...,yn(z) lze obecné zapsat ve tvaru y; = fi(y1,...,Yn), © =
1,...,n. Tato soustava je autonomni, protoze funkce f; nezaviseji na proménné
x. Oznaéme y(x) = (y1(z),...,yn(x)) vektorovou funkci feseni a £ = (f1,..., fn)

vektorovou funkci pravych stran, kde funkee f;(y1,...,yn) = fi(y). Soustavu n
autonomnich diferencidlnich rovnic prvniho fadu lze tak zapsat ve tvaru

y'(x) = f(y(z)). (1.1)
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Piccardova véta dava existenci a jednoznacnost feSeni v pripadé, kdy pravé strany
filyr, -, yn), jsou lokdlné lipschitzovské v proménnych y;.

Véta 1.1. Necht G je oblast (oteviend souvisld mnoZina) v R™ a vektorovd
funkce £: G — R" je lokdIné lipschitzovkd v oblasti G, tj. pro kaZdou kompakitni
(omezenou a uzavienou) podmnozinu K C G ezistuje kladnd konstanta L (muze
zaviset na mnoziné K ) takovd, Ze

fy) —f®)I<Lly-¥yl. VyyeK, (1.2)
kde |y —¥| je vzddlenost bodi v R™. Potom pro kazdy bod v € G a xyg € R md

soustava (1.1 prdvé jedno reSend y(x) spliujict podminku y(xo) = 7.
Pokud funkce f je jen spojitd, Teseni existuje, ale nemusi byt jediné.

Autonomni linearni soustavu n rovnic lze zapsat ve tvaru
yy=Ay+b (1.3)

s matici konstantnich koeficienti A € R™*™ a konstantnim vektorem b na pravé
strané. Pravd strana f(y) = Ay + b je lipschitzovskd v celém R™. Plat{ proto

Véta 1.2. Nechtf A € R"*" b € R"™. Potom pro kazdy bod v € R"® a 79 € R
soustava (1.3) md prdvé jedno tesend y(x) spliugici podminku y(zo) = 7.

Ve fyzikalnich aplikacich obvykle nezdvisle proménnou z je ¢as. Pojem auto-
nomni systém diferencidlnich rovnic je proto pfirozeny — popisuje jevy, pii kterych
se s casem x neméni podminky, které tvoii data tlohy.

Trajektorie, jejich vlastnosti a druhy

Trajektorie Teseni je prumét grafu feSeni v prostoru I x R™ do prostoru hodnot,
tzv. fdzového prostoru, kterym je R™:

Definice 1.3. Trajektorie (y) feseni y(z) na intervalu I je mnozina hodnot,
kterych feseni nabyva

(y):={y(@) eR" | z € I}. (1.4)

Pokud trajektorie je kiivka, orientujeme ji podle rostouciho z. Trajektorie kon-
stantniho feseni je bod, zvany singuldrni trajektorie.

Poznamenejme, Ze zatimco graf fesenf je kiivka v R" 1, trajektorie feSen{ y(x)
je mnozina hodnot feSeni, tj. kfivka, pfipadné bod v defini¢cnim oboru G funkce
f(y), kterd je podmnozinou tzv. fizového prostoru R™. Sipka ukazuje orientaci
»pohybu* hodnoty feSeni po trajektorii pfi rostoucim =x.

Budeme se zabyvat jen trajektoriemi tplnych (také maximélnich) feseni, tj.
feSeni na maximalnim intervalu, které uz nelze prodlouzit na vétsi interval. Bu-
deme predpokladat, ze podminky existence a jednoznacnosti feSeni jsou splnény.

Véta 1.4. Necht f: G — R™ je spojitd funkce a y(x) 1ipiné reseni rovnice (1.1]).
Potom pro jeho trajektorii plati:

(a) Trajektorie (y) reSendy je sowvislda mnoZina v oblasti G C R™.
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(b) Je-li y(x) diplné reSeni definované na intervalu (a,b), potom pro kazidé
¢ € R funkce y.(z) = y(x—c) je také uplné resend na posunutém intervalu
(a+ ¢, b+ c) a md stejnou trajektorii.

(c) Jestlize £(y) je lokdlné lipschitzovskd, dvé iplnd vesent magi bud’ disjunktnd
trajektorie nebo jejich trajektorie jsou totozné.

(d) Pokud f(y) je lokdlné lipschitzovskd, existuji jen tri druhy trajektorii:

(o) singularni bod — trajektorie konstantniho fesent,
(8) wzaviend neprotinajici se krivka — trajektorie periodického resend,
(7) neprotinajict se krivka bez koncovych bodu — ostaind trajektorie.

Ndacrt dikazi. (a) Tvrzend je dusledkem vlastnosti spojitého zobrazeni: Spojité
zobrazent souvislou mnoZinu — interval — zobrazi na souvislou mnoZinu.

(b) Oznacme y.(x) = y(z — ¢). Tvrzeni je disledkem nésledujici rovnosti
Yi@) = ¥'( — &) = E(y(z — ) = £(ye()).

(c) Jestlize trajektorie dvou fesen{ y;(x) a y2(x) maji spoleény bod, diky jed-
noznacnosti obé feseni maji stejné pokracovani a tim i stejnou trajektorii.

(d) Konstantni feseni ddvd singuldrni trajektorii — ptipad (). Jestlize se tra-
jektorie tiplného nekonstantniho feSeni protind, tj. feSeni nabyva stejné hodnoty
pro ruznd x; < o, potom z jednoznacnosti plyne, ze feSeni je periodické a jeho
trajektorie je uzaviend neprotinajici se kiivka — piipad (8). Jestlize se trajektorie
neprotina, feSeni je prosta kiivka, ptipad ~. O

V pifpadé n = 2 grafem feSeni je kiivka v R3. Trajektorie Fesen{ je mnozina
(kiivka nebo bod) v roviné, které uz lze nacrtnout. Budeme se proto zabyvat
soustavou dvou rovnic, i kdyz piislusnd tvrzeni plati i pro soustavu vice rovnic.

Rovnice n-tého radu

Rovnice n-tého fadu y™ = f(z,y,v,y",...,y™ ) je autonomni, pokud funkece
f nezavisi na xz. Autonomni rovnici lze proto zapsat ve tvaru
v = fy vy ™), (1.5)

rovnici doplnime n poc¢ateénimi podminkami v uréitém bodé xg:
y(xo) =%, ¥(@)=m, ¥'(@)=72, -y y" V(@0)=yn-1. (16)
Pro feSeni rovnice n-tého fadu plati analogické tvrzeni:

Véta 1.5. Necht G je oblast v R™ a f: G — R"™ funkce spojitd v G, xo,7; € R.
Potom ezistuje funkce y(x) spliujici rovnici (1.5) a pocédteéni podminky (L.6)).
Pokud f je navic lokdlné lipschitzovskd v G, viz Vétu[I1], potom Fesend je jediné.

Kazdou rovnici n-tého réddu (1.5]) lze pfevést na soustavu n rovnic prvniho fadu
y1:y27 yé:yv?)a yé:y47 sy y'/n:f(yhyQa"'vyn—l)v
pricemz nové neznamé jsou
vi=y, v2=v, wm=y" ., va=y" .
Pocédtecni podminky (1.6]) pritom piejdou na
yi(zo) =7, v2(zo) =71, vy3(w0) =725+, Yn(To) = Yn-1-
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Trajektorie feSeni rovnice n-tého fadu

Trajektorie rovnice n-tého fadu definujeme jako trajektorii vektorového reseni
prislusné soustavy n rovnic prvniho fadu, pficemz prvni slozka y; odpovida hod-
noté feSeni a dalsi slozky derivacim feseni. Trajektorie tedy bude kiivka nebo bod
ve fazovém prostoru R”, se souradnicemi y,v',y",...,y"~D:

Definice 1.6. Trajektorie feSen{ y(x) rovnice (1.5)) na intervalu I je mnozina
(y) = A{(),y'(2),y"(@),...,y" V(@) €eR" | x € T}.

Pokud y(x) neni konstantni, trajektorie je kiivka, jeji orientaci vyznacime Sipkou.

Trajektorie feSeni rovnice n-tého fadu maji stejné vlastnosti jako trajektorie
feSeni soustavy n rovnic formulované ve Vété

V tomto ¢ldnku se budeme zabyvat jen rovnicemi druhého rédu y” = f(y,v’).
Trajektorie feSeni jsou krivky piipadné body v roviné, na ,vodorovnou® osu y
vynasime hodnoty y(z), na ,svislou“ osu hodnoty derivace y'(x). Kromé vlastnost{
z Véty navic plati vlastnosti, které ndm usnadni zjistit orientaci trajektorii.

Véta 1.7. Trajektorie konstantnich resend leZi na ose y, tj. y' = 0. Trajektorie
s kladnou souradnici iy jsou orientovdny v kladném sméru, tj. vpravo, trajektorie
se zdpornou soutadnici y' jsou orientovdny v zdporném sméru, tj. vlevo.

2. TRAJEKTORIE V OKOLI SINGULARNICH BODU

Vratme se k soustavé dvou rovnic prvnfho fadu, kterou zapisujeme ve tvaru

y =f(y), ti. v = fily,v2), vy = f2(y1,12) - (2.1)

Piedpokldddme, ze funkce f1(y1,v2), fo(y1,y2) jsou definované a lokalné lipschi-
tzovské v oblasti G C R2. Podle Véty kazdym bodem y mnoziny G prochézi
pravé jedna trajektorie. Vime, Ze trajektorie jsou bud body, tzv. singuldrni body
— trajektorie konstantnich feseni, nebo regularni body trajektorii, které jsou ne-
protinajici se uzaviené nebo oteviené kiivky. Ruzné trajektorie jsou disjunktni,
oblast G v roviné y1, Yo se tak rozpadne na body a neprotinajici se kiivky.

Soufadnice singuldrnfho bodu yg spliiuji soustavu f(yg) = 0. Uvazujme bod y*,
kde f(y*) # 0. Protoze funkce f(y) je spojitd, reguldrni bod y*, kde f(y*) # O,
mé okoli, kde f(y) jsou také nenulové. Diky tomu kazdym bodem okoli prochézi
také regularni trajektorie. Tyto trajektorie v okoli y* tvori mnozinu navzajem dis-
junktnich ,rovnobéznych“ a ,souhlasné orientovanych“ neprotinajicich se kiivek,
které lze ,spojité prevést® jednu na druhou se zachovanim orientace.

V singularnim bodé — trajektorii konstantniho feSeni — je situace odlisna, tra-
jektorie se mohou chovat ruzné, viz napi. Pifklady b4

Typy izolovaného singularniho bodu

Budeme se zabyvat izolovangmi singuldarnimi body, to jsou body yq, v jejichz
ryzim okol{ (tj. okoli bodu yo bez bodu yy) je f(x) # 0. Situaci trajektorii v okol{
neizolovanych singularnich bodt probereme pozdéji.
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Definice 2.1. UvaZzujme trajektorie feSen{ soustavy rovnic (2.1]). Necht yq je
izolovany singularni bod soustavy rovnic (2.1)), tj. izolované feseni soustavy rovnic
f(y) = 0. Bod yo se nazyva:
stfed — pokud existuje ryzi okoli U bodu y, ve kterém kazdym bodem y € U

prochézi uzaviend trajektorie obsahujici ve svém vnittku bod yyg.

atraktivni uzel — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie smé-
fujici do tohoto bodu, pricemz smérovy vektor teény trajektorie ma limitu:

. o Y'(z)
lim y(z) =yo, a existujelimita lim
o0 =00 [y (z)]
neatraktivni uzel — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
z bodu yg vychézejici, pricemz smérovy vektor tecny trajektorie mé limitu:

, R RACN
lim y(z) =yo, a existujelimita lim
3——o0 z==o0 [y’ ()|
atraktivni ohnisko — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
blizici se k bodu yq, ale smérovy vektor tecny trajektorie nema limitu:

, 3 o y'(x)
lim y(z) =yo, a neexistuje limita lim
200 oo ||y’ ()]
neatraktivni ohnisko — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
vychéazejici z bodu yg a smérovy vektor teény trajektorie neméd limitu:

, B N Y'(2)
lim y(z) =yo, a neexistuje limita lim
200 =0 [[y/(x)||
sedlo — pokud existuje ryzi okoli, ve kterém existuji jak trajektorie, které se k yq
blizi, tak trajektorie, které se od néj vzdaluji, tj. existuji feseni y1(z) a ya(z)
takova, ze

lim yi(z) =yo, zgrjloom(x) =Yo-

r—00

Pozndmky 2.2.

(a) V literatufe lze najit také jiné ndzvy. Singuldrnimu bodu stied se fikd
také centrum, atraktivni (uzel nebo ohnisko) se nazyvé také pritahujici a
neatraktioni (uzel nebo ohnisko) se nazyva také odpuzugict.

(b) Uzel a ohnisko se lisf limitou te¢ného vektoru. V piipadé atraktivniho
uzlu se trajektorie pfi * — oo blizi k singularnimu bodu ,,pfimo*, tj.
limita orientovaného thlu, ktery svird teény vektor s osou y je kone¢na.

V piipadeé atraktivniho ohniska se trajektorie bliz{ k singularnimu bodu
po spirale ,obihajici“ singuldrni bod nekonetné mnoho krat, tj. oriento-
vany uhel te¢ny nemd kone¢nou limitu, ale jde do +oo.

V piipadé neatraktivniho uzlu nebo ohniska jde o limity pro z — —ooc.

(¢) Singuldrni body v roving, tj. v pfipadé soustavy dvou rovnic, mohou byt
pouze uvedenych typu: stied, uzel, ohnisko a sedlo.

(d) Zatim jsme se zabyvali izolovanymi singuldrnimi body. V piipadé, kdy
singularni body v roviné tvoii kfivku, mohou nastat tyto pripady:
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(o) Body kiivky jsou atraktivni uzly, tj. ke kazdému bodu se blizi po
jedné trajektorii z obou stran.

(8) Body kiivky jsou neatraktivni uzly, tj. z kazdého bodu vychézeji po
jedné trajektorii na obé strany.

(v) Trajektorie v okoli kiivky singuldrnich bodu vedou ,rovnobézné*
podél kiivky jako v pripadé stied.

(e) Singuldrni trajektorie mohou zaplnit plochu, napfiklad soustava y; = 0,
y5 = 0 m4 jen konstantn{ Feseni a singuldrn{ body tvoii{ celou rovinu.

(f) Existuji autonomni soustavy rovnic, které nemaji zaddny singularni bod,
napifklad y] =1, y = 2.

(g) Jestlize yo # 0 spliuje f(yo) = 0, singuldrni bod y pfesuneme do poc¢atku
vztahem y(x) = y*(z) + yo. Potom 0 bude singuldrnim bodem rovnice
(y*) = £*(y*), kde f*(y*) = f(y* + yo). Trajektorie se jen posunou o
vektor yo. Proto staci studovat jen pfipad singuldrniho bodu v pocatku.

3. SINGULARNI{ BODY LINEARNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC

Uvazujme autonomn{ soustavu linedrnich rovnic y’ = Ay + b, kde matice A a
vektor b jsou konstantni. Singularnimi body jsou trajektorie konstantnich feseni,
kterd jsou fesSenimi soustavy algebraickych rovnic Ay 4+ b = 0. Podle Frobeniovy
véty v zdvislosti na hodnosti h(A) matice soustavy A a hodnosti h(A|b) rozsifené
matice (A|b) mohou nastat tfi piipady:

(a) jestlize h(A) = h(A|b) = n, soustava ma pravé jedno fesent,
(b) jestlize h(A) = h(A|b) < n, soustava ma nekone¢né mnoho Fesent,
(c) jestlize h(A) < h(A|b), soustava nemd feseni.

V piipadé (a), kdy h(A) = h(A|b) = n, soustava y’ = Ay + b md privé jeden
singularni bod, ktery oznacime yg. Substituci y = y* + yo dostavame soustavu
diferencidlnich rovnic bez pravé strany (y*) = Ay*, kterd m4 trividlni feSen{
y*(x) = 0. Je to jediny singuldrn{ bod. V dalsim proto budeme zkoumat soustavu
dvou rovnic bez pravé strany. Pridanim pravé strany b do soustavy se vSechny
trajektorie jen posunou o vektor yq. Piipady (b) a (c) probereme pozdéji.

Soustava dvou linearnich rovnic
UvaZzujme soustavu rovnic y’ = Ay, kde A je konstantni matice typu 2 x 2. Tato
soustava ma obecné feSeni

y(z) = caui(z) + coua(x),

kde u; (), uz(z) jsou nezavisld feseni rovnice y’ = A'y. Pro ¢; = ¢3 = 0 dostdvame
nulové feSeni, které davd jediny singuldrni bod 0 = (0,0). Trajektorie v jeho
okoli jsou uréeny pomoci feseni u;(z) a us(x), kterd zaviseji na kofenech Aq, Ay
charakteristického polynomu

P(\) = A* — Tr(A) A + det(A) .
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Je-li matice A je regularni, kofeny A1, A2 jsou nenulové. Jedinym singuldrnim
bodem je pocéatek 0, ktery je tim padem izolovany. Podle hodnoty diskriminantu

D =

(1)

Tr(A)? — 4 det(A) kvadratické rovnice P()\) = 0 rozli§ujeme tii ptipady:

D > 0 — rovnice ma dva ruzné realné kofeny A1, Ao a existuji dva nezavislé
vektory vi,va, které spliuji rovnici (A — AE)v = 0. Ziskali jsme tak dvé
feseni w;(x) = v;eM®. Je-li \; > 0, feSeni u;(x) se od pocatku vzdaluje do
nekonecna:

Jim ua@) =0, lim ug(@)] = oo

V piipadé A; < 0 feseni u;(x) je atraktivni, z nekoneéna se blizi k pocatku:

dim (@) =oe, i u(a)] = 0.

Ve vsech piipadech limita smérnice tecny trajektorie existuje a je kone¢na.

Dostédvame tak tii piipady kofenu \; a tim i singuldrnich bodu:

(1a) oba kofeny jsou kladné 0 < A; < Ag — pocdtek je neatraktivni uzel,

(1b) jeden je zéporny a druhy kladny: A; < 0 < Ay — vychdzi sedlo,

(1c) oba kofeny jsou zdporné: A\; < Ay < 0 dostdvdme — atraktivni uzel.

D = 0 —rovnice mé dvojnasobny redlny kofen A\; o = A. RozlisSime dva piipady

podle hodnosti matice A — AE:

(2a) Pokud h(A — AE) = 0, mdme dva nezdvislé vlastni vektory vy, vs spl-
fiujicf (A — AE)v; = 0 a tim i dvé fesenf u;(z) = v; e**, trajektorie jsou
poloptimky.

(2b) Pokud h(A — AE) = 1, existuje ,dvojice* nenulovych vektoru v, w ta-
kovd, ze (A — AE)v = 0, (A — AE)w = v. Vektory ddvaji feSenf
u(r) = ver uy(zr) = vael + wer. Jak pro # — oo, tak pro
r — —oo v soucinu xe” ,prevladne“ e” nad x. Dostdvame tak stejny
typ singuldrniho bodu, jen trajektorie feseni us(z) jsou zakiivené.

V obou piipadech:

(2aa),(2ab) X > 0 trajektorie se vzdaluj{ od pocitku — neatraktivni uzel,

(2ba),(2bb) A < 0 trajektorie se bliz{ k poc¢atku — atraktivni uzel.

D < 0 — rovnice ma dvojici komplexné sdruzenych kofent A; = p + i v,

A2 = p1 — 1 v. Obecné feseni je y(x) = (¢1 vy cos(vx) + c2 v sin(vz))et”, kde

v1, vy jsou vhodné vektory. Redlna ¢dst p urcuje, zda se feSeni blizi nebo

vzdaluje od pocatku. Imagindrni ¢ast v # 0 dava ,rychlost“ rotace okolo
pocatku. Rozlisime opét tii piipady:

(3a) redlnd ¢ast u korenu A je kladnd — pocétek je neatraktivni ohnisko,

(3b) redlnd ¢ast u kofenu je zdpornd — vychédzi atraktivni ohnisko,

(3c¢) redlnd cast p kofenu je nulovd — dostdvdme stied.

Zbyva piipad soustav dvou linearnich rovnic se singularni matici A. Pak:

(4)

Necht jeden kofen \; je nulovy a druhy Ay nenulovy. Matice A je singuldrni,
feSeni rovnice Ay = 0 tvoi{ ptimku uréenou vektorem vy, ktery splituje rovnici
Av = 0. Body piimky jsou trajektorie konstantnich feseni y(z) = ¢1vy.
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Pro jejich klasifikaci pfevezmeme nazvy pro izolované singularni trajektorie.
Druhy kofen Ao davé feseni uy(x) = vy e*2®. Podle znaménka Ay plati, ze do
(nebo z) kazdého singuldrniho bodu pifmky vedou dvé trajektorie:

(4a) A1 = 0, Ao > 0 — singuldrni body jsou neatraktivni uzly, trajektorie
se rovnobézné vzdaluji od singuldrnich bodu,

(4b) A1 = 0, Ay < 0 — singuldrni body jsou atraktivni uzly, trajektorie se
rovnobézné priblizuji k singularnim bodim.

(5) Nula je dvojnésobny koten. Podle hodnosti matice A méme dva pfipady:
(5a) h(A) = 1 — singuldrn{ body tvoii pfimku ur¢enou vektorem v, ktery je

nenulovym fesenim Av = 0. Trajektorie druhého feseni uz(z) = ve+w
jsou rovnobézné s piimkou singuldrnich bodu — body nazveme stredy,
(5b) h(A) =0, tedy A = 0, singuldrni body tvoi{ celou rovinu.

(6) Zbyva jesté analyzovat piipad (c) soustavy dvou diferencidlnich rovnic s pra-
vou stranou, kdy h(A) = 0 < 1 = h(A|b) a soustava Ay + b = 0 nema
feSeni. Potom soustava diferencidlnich rovnic nema4 singularni body a vsechny
trajektorie jsou ,,rovnobézné“ stejné orientované oteviené kiivky nebo ptimky.

Rovnice druhého radu

Autonomn{ rovnici druhého fddu lze zapsat ve tvaru y” = f(y,y’). Transformaci
(y(x),y' (x)) = (y1(x), y2(x)) lze rovnici pFevést na soustavu dvou rovnic yj = ya,
yh = f(y1,y2). Autonomnf{ linedrn{ rovnice druhého fddu zapsand ve tvaru

Ly)=y"+a1y +ay=">

ma konstantni koeficienty a1, ag € R i pravou stranu b € R. Pokud ag # 0, potom
rovnice mé konstantni feseni y(x) = b/ag, které predstavuje jediny singuldrni bod.
Transformaci y(z) = y*(x) + b/ag presuneme singuldrni bod do nuly, ziskdme tak
linedrn{ rovnici bez pravé strany L(y) = y” + a1y’ + apy = 0 s obecnym FeSenim
y(x) = ¢y ur () + ca ua(z), c1,00 €ER,

kde u (), uz(z) jsou nezévisld feseni rovnice L(y) = 0, ktera lze snadno urcit po-
moci kofentt A1, Ao charakteristického polynomu P()\) = A% +aj A + ag. Pfevodem
1 (z) = y(x) a ya(z) = ¢/ (x) ziskdme soustavu rovnic ¥ = yo, Y5 = —agy1 — a1 Y2
kterd ddva stejny charakteristicky polynom P(\) = A% +a; Aag jako piivodn{ rov-
nice. Podle kofenu A1, Ao dostdavame stejné vysledky jako pro autonomni soustavu
dvou rovnic studovanou v piedchozich odstavcich.

Souhrn
Odvodili jsme nésledujici tvrzeni o typech singularnich bodt.

Véta 3.1. Uvazujme soustavu dvou linedrnich rovnic y' = Ay s requldrni
matici A a odpovidagici charakteristicky polynom P(X) s nenulovymi kofeny A1, Aa
nebo rovnici druhého rddu y" 4+ a1y’ + aoy = 0 a odpovidajici charakteristicky
polynom P(\) s nenulovymi koteny A1, Aa. Potom izolovany singuldrni bod 0 je:
neatraktivni uzel, pokud oba koreny jsou redlné a kladné, tj. 0 < Ay < Ao,

atraktivni uzel, pokud oba koreny jsou redlné a zdaporné, tj. A1 < Ao <0,
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sedlo, pokud jeden koten je kladny a druhy zdaporny, tj. A1 < 0 < Ag,

neatraktivni ohnisko, pokud koteny jsou komplexné sdruzené s kladnou redlnou
édstl, tj. Mo =pxiv, (u>0,v#0),

atraktivni ohnisko, pokud koreny jsou komplexné sdruzené se zdpornou redlnou
cdsti, tj. Mo =ptiv, (u<0,v#0),

stied, pokud koteny jsou komplexné sdruiené a maji nulovou redlnou cédst, tj.
A2 =Ziv, (v #0).

V pripadé jednoho nmulového kotene singuldrni body nejsou izolované, ale tvori

primku a v pripadé A = 0 celou rovinu. Pokud h(A) =1, singuldrni body jsou:

neatraktivni uzel, pokud druhy nenulovy koren je kladny,

atraktivni uzel, pokud druhy nenulovy koten je zaporny,

stied, pokud nula je dvojndsobny koren, ale h(A) = 1.
4. IMPLICITNI POPIS TRAJEKTORII

Vzorce pro obecné feseni y(x) = c¢1 vy ¢(x) + ca votp(z) urcéuji trajektorie (y)
jednotlivych feseni y pro dané ci, ¢y jako kiivky v parametrickém tvaru. Pfitom
zobrazeni, které feseni y(z) s parametry ¢, ce prifadi jeho trajektorii (y), kromé
singuldrnich feSeni, neni prosté: feseni y(z) a y(z — ¢) maji stejnou trajektorii.

Obréacend uloha: Najit trajektorii, kterd prochdzi danym bodem y vede na sou-
stavu dvou ¢asto nelinedrnich rovnic y(z) = ¢1 v1 ¢(x) + co2 v2 ¥(z) pro neznidmé
c1, 2, x, kterd vétsinou neni snadno tesitelna. Implicitni popis trajektorie ve tvaru
U(y1,y2) = k umoznuje snadno urcit trajektorii, kterd prochdzi{ danym bodem y.
Staci dosadit jeho soufadnice do rovnice a dostdvame konstantu k implicitniho
popisu ¥(z,y) = k. Nevyhodou implicitnfho popisu kiivky je, ze neddva orientaci
trajektorie, tu nutno urcit jinym zptsobem.

V Piikladech lze trajektorie snadno popsat implicitné pomoci po-
lynomu. Ve vsech pfipadech linedrnich rovnic i soustav lze sice trajektorie po-
psat implicitné, ¢asto vSak funkce ¥(y1,y2) neni polynom, popis trajektorie je jen
lokaln{ a ktivka obsahuje i body, které trajektorii nepatii. Ukdzeme, ze v nékterych
piipadech je vhodnéjsi implicitni popis trajektorie v poldarnich souradnicich.

Implicitni popis trajektorii v kartézskych souradnicich
Obecné feseni y = (y1,y2)T zapsané ve tvaru y(z) = c1vi1¢(z) + cavat)(z) s neza-
vislymi vektory vi = (vi,v3)T, vo = (v3,v3)T a ¢1,ca # 0 lze pomoci Cramerova

pravidla upravit na tvar
ly.v Vi, yl
L 4), = (),
cilu,ve c2|vi,val

kde |vy, vo| znaéf determinant vi v3 — vi v?. Pokud funkce F(£,7) spliiuje rovnici

F(é(x),¥(x)) = 0, potom pro ¢; # 0 trajektorie jsou uréeny implicitni rovnici

C1|V1,V2|702|V1,V2|
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V pifpadé nenulovych redlnych kofenii A; # Ao jsou ¢(x) = eM* ¢)(z) = 2 je
F(&n) = [€ = |n|™.

Pokud pomeér \; : Ag je racionélni ¢islo, umocnénim dostaneme polynom. V piipadé
dvojnasobného kofene, kdy ¢(z) = e**, 1(z) = ze*®, vyhovujf napiiklad funkce

F(em) =22~ el nebo F(&)=exp(32) - €.

V pripadé komplexné sdruzenych kotenu, kdy ¢ = e#* cos(vz), ¥ = et* sin(vx),
kde p, v # 0, podminku spliuje napiiklad funkce
F(&n) =2 p arctg(3) — v In(€* +7?).
Pro pu = 0, v # 0 vyhovuje funkce typu F(£,1) = a&? +b&n+ cn? = k, coz dava
elipsu, piipadné kruznici. Vysledek muzeme ovérit v systému MAPLE, piikaz
implicitplot([F(x,y) = k1, F(x,y) = ko, F(z,y) = k3], = =3..3,y = —3..3)
vykresli tii trajektorie ve ¢tverci (—3,3) x (=3, 3).

Implicitni rovnice vSak nékdy déva jen c¢ast trajektorie nebo obsahuje i body,
které trajektorii nepatii. Postup ukazeme v dalsi ¢asti na konkrétnich piikladech.

Implicitni popis trajektorii v polarnich souradnicich
Polérni souradnice y; = 7 cos(f), y2 = r sin(f) je zobrazen{
(r,0) € Rf x R — R?,

které je prosté na pruhu pro 0 z intervalu $iiky 27: 6 € (fy—,0p+). Rovnice r = k
pro k > 0 dava kruznice, viz trajektorie Ptikladu rovnice 6 = k polopiimky,
viz trajektorie Piikladu

V pripadé elipsy to uz tak snadné neni. Elipsu v zdkladni poloze lze implicitné
a parametricky popsat

i v
a72+b72:1’ Y1 = a CcoszT, yo =bsinx. (4.2)

Odvodime jeji implicitni popis v poldrnich soufadnicich r, 6. Z (4.2)) plyne

Y2 bsinxzx b
=== =—tgzx.
Y1 acosT a

r? =y? +y3 = (a® = b*)cos’ x + b?, tg

Vyuzitim vzorce cos?z = 1/(1 + tg? x) a vztahu tgx = tg 0 - a/b dostavame
1
+b2=(a2—b2) +b2:

1+tg’ 1+ % tg%0

b2 cos? a’b?
= (a2 —v° ) +0* = )
a? sin” 0 + b2 cos2 0 a? sin” 0 + b2 cos2 0
Rovnice elipsy v zakladnim tvaru a ve tvaru pootoCeném o thel 8y je proto
ab ab

B (a2sin? 0 4 b2 cos? 6)1/2 "= (a2sin?(0 — 0y) + b2 cos2(0 — 6))1/2 "
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Pii pfevodu popisu trajektorie do poldrnich soufadnic (r, §) vychdzime z rovnic

tgd = yo(2) /1 (z),  r?=yi(z)+y3(z).

Dosazenim obecného feSeni do prvni rovnice se snazime ziskat vyjadieni funkci
o(x) a (x) pomoci proménné 0, které potom dosadime do druhé rovnice.

Dostaneme tak zavislost r = f(6, k), kde k zdvisi na konstantach ¢y, co. Vypocet
muzeme ovefit v systému MAPLE, napiiklad piikaz

polarplot(min( f(theta), 5), theta = 0..2 - Pi)

vykresli jednu trajektorii v kruhu o poloméru 5.
Postup ukazeme v konkrétnich piikladech v dalsi ¢ésti.

5. PRIKLADY

Prestoze pojem trajektorie mé vyznam piedev§$im pro autonomni soustavu rov-
nic, nebo rovnice vysstho fadu, zaéneme jednorozmérnym piipadem, kdy hodnoty
feSeni jsou redlna cisla a trajektorie jsou tiseCky nebo body na piimce.

Rovnice prvniho fadu

Autonomni rovnice prvniho fadu je rovnice tvaru ' = f(y). Necht funkce f(y)
je definovand, spojitd a lipschitzovskd na mnoziné G C R. Body y € G, kde
f(y) = 0 jsou singuldrni body, trajektorie konstantnich reseni. Oteviené usecky,
kde f(y) > 0, jsou trajektorie rostoucich fesent, jsou orientované vpravo. Oteviené
usecky, kde f(y) < 0, jsou trajektorie klesajicich Fesenf, jsou orientované vlevo. Pro
urcen{ trajektorif fesenf rovnice y' = f(y) tak neni nutné pracné pocitat reseni.

Piiklad 5.1. Urcete trajektorie fesenf rovnice 3 = (y + 1) 3% (y — 1) (y — 3).

Reseni: Prava strana rovnice je polynom f(y) = (y + 1)y?(y — 1) (y — 3),
ktery ma koteny —1,0, 1,3, pficemz kofen 0 je dvojnasobny. Rovnice proto ma
ctyfi konstantni feSeni, které davaji ¢tyfi singularni trajektorie: body y = —1,
y =0,y =1,y = 3. Oteviené tsecky mezi singuldrnimi body jsou trajektorie
nekonstantnich Feseni: pro f(y) > 0 orientované vpravo a pro f(y) < 0 orientované
vlevo. Polynom f(y) je proy > 3 kladny, v jednoduchych kofenech méni znaménko,
v dvojnédsobném kofenu znaménko neméni. Trajektorie jsou na obr. [I}

-1 0

3 y

— @

Obréazek 1. Trajektorie feseni rovnice v/ = (y + 1) 3% (y — 1) (y — 3).

Z obrazku je navic vidét, ze singuldrni feseni y(x) = 1 je stabiln{ a atraktivni,
ostatni feseni y(z) = —1, y(z) = 0, y(x) = 3 jsou nestabiln{ a neatraktivni. O
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Soustavy dvou rovnic prvniho fadu — izolované singularni body

V nésledujicich piikladech uréime obecné feseni, fazovy portrét feseni, typ sin-
gularniho bodu i pfislusné implicitni rovnice pro trajektorie v kartézskych nebo
poléarnich soufadnicich. Ve vsech ptikladech nebudeme zminovat singularni trajek-
torii - pocéatek (0,0). Za¢neme pifpady, kdy nacrt trajektorif je snadny.

Piiklad 5.2. Urcete trajektorie feSeni soustavy rovnic y; = —ya2, ¥4 = y1-

Resend: Do zderivované prvni rovnice y/ = —y, dosadime za neznidmou i,
z druhé rovnice. Dostdvdme tak rovnici yf + y1 = 0, jejimz obecnym feenim je
funkce y1(x) = ¢y cosx + casinx. Z rovnice yo = —y} dopocitdme yo(x). Je to
piipad (3c) stied. Ziskali jsme obecné feSent:

y1(x) =crcosz + casin, ya(x) = ¢y sinz — cacos reR.
Snadno Ize ovérit, ze pro kazdé c1,co € R plati Y2
2 2 2, 2
yi(@) +yz(2) = cf + 3. (5.1)

Trajektorie jsou kruznice se stfedem v pocatku.
Tecny vektor kruznice s ¢; > 0, cg =0, vz = § ddva
orientaci (—sin 7, cos §) = (—1,0) kruznic v bodech
(0, ¢1). Singuldrni trajektorie je stred, piipad (3c).

Rovnice déva také implicitni popis trajek-
torif v kartézskych i polarnich soufadnicich

Dy, ) =12 +y2=k>0, U(r0=r=k>0.

Trajektorie jsou na obr. IE. O  soustavy ¥} = —y2, yh = v1.

Obrazek 2. Trajektorie feSeni

Priklad 5.3. Urcete trajektorie feSeni soustavy rovnic y; = y1, ¥4 = yo.

Regeni: Rovnice Yy = y1 mé fedeni y1(z) = c1e”,
rovnice y = yo dava yo = co €®, obecné feseni je
y1(x) = c1 €%, ya2(x) = co €”.
Protoze y2/y1 = c2/c1 je konstantn{ a e” je rostouct,
trajektorie jsou oteviené poloptimky z pocatku ori-
entované ,,ven®, viz obr. [3] Singuldrni trajektorie je
neatraktivn{ uzel, pfipad (2aa). h
Z rovnice plyne také implicitni popis trajektorii
v kartézskych i polarnich soufadnicich

(I)(ylaQQ)E%:k, U(r,0)=0==k,

Obrazek 3. Trajektorie feseni

k prvnimu nutno doplnit polopiimky y; = 0. 0 soustavy y| = y1, ¥h = y2.
Priklad 5.4. Urcete trajektorie feSen{ soustavy rovnic ¥ = y1, ¥ = —yo.
Reseni: Rovnice y, = y; ma fefeni yi(x) = cie®, rovnice y) = —yo dava

Yo = ca e~ ®. Obecné Teseni je

y1(x) = ¢ €%, ya2(x) = cpe™". (5.2)



70 J. FRANCU

Trajektorie pro ¢; = 0 je pro c3 > 0 kladna ¢ést a pro Y2
co < 0 zdporna ¢ast osy yo» orientované k pocatku.
Pro cs = 0 dostavame kladnou a zapornou cast osy
Y2, trajektorie jsou orientovany ,,ven“.

Ostatni trajektorie tvoii ¢tyfi systémy vétvi hy-
perbol ys = ¢; ¢a/y1, orientované ,shora doprava“, Y1
»shora doleva“, ,zdola doprava“ a ,zdola doleva*“,
viz obr. 4| Singuldrni bod je sedlo, pfipad (1b). Im-
plicitni popis trajektorii v kartézskych soutadnicich

hiy2 = ac, (I)(yh y2) =y =k, Obréazek 4. Trajektorie
Z rovnic " plyne tg 0= 3/2/341 = % e—2x’ coz dava FeSeni soustavy y| = y1,
— Z—; tg 6. Proto plati yh = —ya.
r? =y? 4y = c2e® 4 3e " = cico (cotg 0+ tg 0)
cos@ sinf C1C2 2c¢1C
=cice2 | = + = - = = )
sin @ cos 6 sin 6 - cos 0 sin(260)

odkud plyne implicitni rovnice trajektorii v polarnich soufadnicich:

_ 20102 1/2 \I/( 9)2 2 . (29)_k
r= Sn(20) , r,0) =1 sin =k.

Trajektorie dopliiuji poloptimky 0 =0, 0 = 3,0 =7, 0 = 37”, viz obr. O

Piiklad 5.5. Urcete trajektorie feseni soustavy y; = 2y1 + ya, ¥4 = y1 + 2 ya.

5 . . o - 2 1 1w
Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = (1 2) , ptislusny cha-

rakteristicky polynom je A2 — 4\ + 3 m4 dva rizné kladné kofeny A\; = 1, Ay = 3.
Singuldrn{ bod (0,0) je proto neatraktivni uzel — piipad (1a).

Naé¢rtnéme trajektorie v okoli singularniho feSeni, tzv. ,fazovy portrét“. Sou-
stava rovnic (A — \; E)v; = 0 ddva vektory vi = (1,—1), vo = (1,1). Obecné

Feseni je y(z) = ¢y ui(x) + coug(x) = ¢4 (_11) e + ¢ 1)
Pripad c; = 0 dava dveé poloptimky ys = —y1, ¢1 = 0 dalsi poloptimky ys = 1,

413

vSechny orientované od poc¢atku. Ostatni trajektorie pro cjcs # 0 jsou ,zakiivené
kiivky vychéazejicich z poc¢atku. Uréime smérnice jejich tecen pii x — —oo:
yIZ(x) —cre” + 3¢ 3 —c1 +3c2 e —c

— = — = _1 .
Y (x) c1e% + 3¢y e’ c1 +3cye® c1

Podobné uréime tecny pii * — oo, tj. trajektoriich jdoucich do nekonecna, tj.
vzdalujicich se od pocatku:

yh(z)  —cre® +3cped _ 3¢ 2 ¢y 2o Co
Y () c1e® +3cyed c13e2% 4 ¢y C

=1.

Nacrtneme teény v okoli pocatku a na okraji obrazku a spojime je hladkymi ,ne-
protinajicimi se“ kiivkami bez inflexnich bodu, tj. jsou ,prohnuté“ stile na jednu
stranu. Trajektorie nevychazeji z nuly, jen se pfi x — —oo k ni ,blizi*.
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Obrazek 5. Tecné vektory trajektorii v 0 a oo. Obrézek 6. Skutecné trajektorie feseni.

Porovnanim nacrtu smeéru tecen v nekonecnu s te¢nami skutecnych trajektorii
je vidét, ze tecny skutecnych trajektorii se lisi od ,,tec¢en v nekoneé¢nu®, nacrtnutou
tecnu dosdhnou az ,,v nekoneénu®, viz obr. [7] a obr.

Jak vypad4 implicitni rovnice pro trajektorie? Vztahu F(e®,e3*) = 0 vyhovuje
funkce F(&,m) = €3 — 1, kterd po tpravé dava ca(y1 — y2)® — 4¢3 (y2 +y1) = 0.
V kartézskych souradnicich lze trajektorie popsat implicitné

3
_ (1 —y2)
Q(y1,y2) = —— =k.
Y1+ Y2
Pro uréeni implicitni rovnice trajektorie v polarnich soutfadnicich z rovnosti tg 6 =
—ci1e®tce®® T4 AR 2z 6z
ST oo vyjadiime e*” a e
20 _ €1 cos0 +sinf GCE:ﬁ(cosH—i—sinG)?’
co cosf —sing’ 3 (cosf — sin6)3

a dosadfme do rovnosti 1% = y? + y3 = 2(c? e2* + 3 e5%). Dals{ tiprava vede na
9 ¢ (cosf + sinf)
rf=4—= ——
¢y (cos@ —sin )3

odkud plyne implicitni vyjadieni U(r, ) = k a vztah r = f(0) pro piikaz polarplot

0 — sin6)3 cosf+sing \'/?

U(r. 0) = r? (COS— =k = e M

(r6) =r (cosf + sin 9) ’ " (cosf — sin #)3 ’

kde k = 4¢3 /ca. O
Piiklad 5.6. Urcete trajektorie feseni soustavy yj = —y1 — 32, ¥4 = Y1 — Hya.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = <_11 :g) , prislusny
charakteristicky polynom je A% + 6x + 8 m4 dva rizné zdporné kofeny \; = —2,
A2 = —4. Singuldrni bod — pocatek (0,0) je proto atraktioni uzel — piipad (1c).

Pro fazovy portrét singularniho bodu spocitejme nejprve fundamentalni fesent
U. Soustava rovnic (A — X\; E)v; = 0 ddvd pro \; = —2 vektor v; = (3,1) a pro
A2 = —4 vektor vo = (1,1). Obecné feseni proto je
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y(@)=c G) e 2% 4 ¢y G) ry

Nejprve naértneme trajektorie Feseni uj(x),
uy(z). Jsou to dva pary polopifmek orien-
tovanych do pocatku se smérovymi vektory
(3,1), (1,1). Urceme tetné sméry ostatnich
trajektorii v pocatku, tj. pro x — oo, a v ne-
konec¢nu, tj. pro z — —oo:

. yh(x) L =2¢1e72% —4ege 1
lim = = lim — i T 5

T—00 Y3 (;U) T— 00 —6616 T — 4626 x 3
y yh(x) . —2¢1e72% — 4eqemt
= m == -.

z——oo yi(x) z>—00 —6cre=2% —4dcge=4 1

Uréeme implicitn{ rovnice pro trajektorie. OPrazek 7. P Fiklad B8 - trajektorie.
Vztahu F(p,1) = 0 vyhovuje funkce F(&,n) = €2 —n a (.1 po tpravé dava
ca(y1—y2)2—2c2(3y2 —y1) = 0. Dostavame tak rovnici v kartézskych souradnicich

(11 — y2)*
Py1,y2) = —— =k
oy2) =5 — :
kde k = 2¢%/cy. Uréeme déle rovnici trajektorie v poldrnich soufadnicich. Ze

cre 2% foge

2z,
3cie— 2% fcoe— 4w .

vztahu tgd = vyjadiime e~

o-2e _ 1 3sinf — cosf
cy cosbf —sinf
a dosadime do r? = y? + y3. Po tipravach dostdvame
2¢2 (3sinf — cosb)
r= 201 )
ca (cosf —sinf)?’
odkud plyne rovnice ¥(r,0) = k? a funkce r = f(6) k vykresleni trajektorie
v systému Maple piikazem polarplot(f(60),6 = 0..2Pi)

(cosf — 3sin )
(cosf —sin )2’

r(cosf —sinf)*

\\)J = — =
(r,9) (cosf — 3sinb) ’

r=f(0)=k

kde k = 2¢2 /ca. O
Piiklad 5.7. Urcete trajektorie Feseni soustavy v} = y1 — 3y2, v5 = 3y1 — bya.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = (;’ :g) , prislusny
charakteristicky polynom je A2 + 4x + 4 méa jeden dvojndsobny zaporny koten
A = —2. Singulérni bod — pocétek (0,0) je proto atraktivni uzel — piipad (3b).

Pro fazovy portrét uréeme feSeni. Soustava rovnic (A — AE)v =0 pro A = -2
davé jediny vektor v = (1,1) a tfm jedno fesenf u;(z) = ve~2%. Druhé nezdvislé
fesent je uy(x) = vre 2*+we 2%, kde w spliiuje soustavu rovnic (A—AE)w = v,
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coz jsou dvé stejné rovnice 3wy — 3wy = 1. Zvolime-li wo = 0, dostdvame wy, = %
Obecné teseni je tedy

y() =1 G) e 4 {G) T+ (é)} 2 = (Cl falbt 9) 2. (5.3)

Trajektorie feSeni u; () je opét dvojice polopifmek yo = y; sméfujicich do pocdtku,
ktery je singuldrnim bodem. Te¢né sméry obecného teseni y(z) v pocdtku, tj. pro
r — o0, i v nekoneénu, tj.  — —oo, maji také smérnici rovnu 1 nezavisle na c;,
nebot

yh(x) [c2 — 2(c1 + cam)]e™2® —2co1
/ = 1 — -
yi(x)  [ea —2(c1 + ca(z + 3))]e=2* —2¢ox
Jak vypadaji trajektorie feSeni pro ¢y # 07 Vime, zZe trajektorie jsou pod i nad
pifmkou yo = yi,tj. trajektoriemi u (), s kterymi se nesmi protnout. Jdou zleva
doprava a pak se ota¢i do protisméru nebo obracené? Pro ¢ > 0 ze vzorce plyne
ya(z) < y1(x), tj. trajektorie feseni lez{ pod pifmkou yo = y;.
Spocitejme derivaci konkrétniho feseni. Zvolme Y2
co = 3c1 > 0. Potom /

= () - ()

Pro z — —oo obé slozky maji kladnou derivaci,
od x = —3 se derivace y1(x) ménf na zépornou yi
a od x = 0 obé slozky maji derivaci zdpornou.

Trajektorie lezi pod pifmkou y; = yo proto z JZ

=1, pro z— Foo.

,hekoneéna“ sméruji k SV, pak se otaceji k SZ a Y

nakonec se otaceji k pocatku JZ smérem. Zaporné

co davaji trajektorie stredové symetrické podle Obrézek 8. Piiklad [B1] -
pocatku s trajektoriemi s ¢y > 0. trajektorie.

Tedy pro feSeni s co # 0 trajektorie se smérnici 1 v.—oo se museji otocit do
protisméru®, aby ziskaly smérnici 1.

vyhovuje napiiklad funkce F(&,n) = 2n/¢ 4+ In(|¢]). Z (5.3)) uréime

I 3 —
€= o2 = (1 —92) pe e V2 Cl(y12 y2)
C2 C2 2
a dosazenim do F(§,n) = 2n/£+1n(|¢]) dostavame implicitn{ rovnici pro trajektorie
s ca # 0. V piipadé co = 0 je rovnice pro trajektorie jednoduchd yo = y;.
Pro rovnici v poldrnich soufadnicich z tg() = y2/y1 vyjaddiime x
sin 6 1
_ __a 5.4
v 3(cos@ —sinf) ¢ (54)
a dosadime do r? = y? + y2. Po tipravé dostdvame rovnici
r? = [2¢ + 2cica(z+ D)+ (@ + (z+ 1)H)] e

do které dosadime z z (5.4). V obou piipadech jsme dostali implicitni rovnici,
kterd ale nemd tvar ®(y1,y2) = k ani ¥(r,0) = k. O
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Piiklad 5.8. Urcete trajektorie feSeni soustavy y; = y1 + by2, ¥4 = y1 — 3.

Regent: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = G _53> , prislusny
charakteristicky polynom A? 4+ 2z — 8 m4 jeden kladny A\; = 2 a jeden zdporny
kofen Ay = —4. Singuldrni bod — pocatek (0,0) je proto sedlo — piipad (1b).

Pro fazovy portrét spocitejme obecné feseni:
Soustava rovnic (A — AE)v = 0 pro A\; = 2
davé vektor vi = (5,1) a pro Ay = —4 vek-
tor vo = (1,—1). Ziskdme tim dvé nezdvisla
feseni: neatraktivni u;(z) = vy e** a atrak-
tivnf ug(z) = vo e~4*. Obecné fedenf je tedy

y()=a o e®® f ¢y 1 e 17,
1 -1 "

Trajektorie u; (z) je dvojice polopiimek yo =
%yl orientovanych od pocatku, trajektorie
uz(z) je dvojice polopiimek yo = —y; ori-
entovanych do pocatku. Ostatni trajekto-
rie prichdzeji z nekone¢na se smérnici —1 a

Y2

otaceji se do nekonecéna se smérnici % Obrazek 9. Piiklad [5.8]- trajektorie.
Implicitn{ rovnici pro trajektorie ziskdme snadno. Vztahu F(e** e~1%) = 0

vyhovuje funkce F(£,7) = €21 — 1. Dostdvame tak rovnici s k = 63 cico ve tvaru

®(y1,92) = (y1 +y2)*(y1 — bya) = k.

L, . . . - c 2 1w 6z __ ca(sinf+4cosh)
Pro poldrni soufadnice z rovnosti tg6 = ya/y; vyjadiime e°* = 1 (5in 0=5 cos 0)

dosazenim obecného fesenf do r? = y? + y3 po tipravé dostdvame vyraz

r2:2ci§c§ [13<M) +4(Sln9—56059)> 4 <51n0_50059)> 1’

sinf — 5 cos 6 sinf + cos 6 sinf + cos 6
z které lze napsat implicitni rovnici v poldrnich souradnicich ¥(r,§) = k. U
Priklad 5.9. Urcete trajektorie feSeni soustavy y] = y1 — bya, ¥4 = y1 — Ya-
5 . . 1. . 1 - P
Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = (1 _?) , prislusny
charakteristicky polynom A\? + 4 m4 dva komplexné sdruzené koteny A o = £2i.
Singularni bod (0,0) je stied — pripad (2c), trajektorie budou soustfedné elipsy se
stfedem v pocatku. Najdéme obecné feSeni. Matice A — A E pro A = 2i je

Lo (1—2i -5
A—21E—< 1 —1—2i)'

Vyndsobenim druhého fadku ¢islem (1—2i) dostdvame prvni fadek, rovnice v sou-
stavé (A — 2i E)v = 0 jsou proto z&vislé. Druhd rovnice dédvd vy = (1 4 2i)vs,
odkud plyne napiiklad v = (1 + 2i, 1). Dostdvdme tim komplexni feseni:

w*(z) = (1 +12i) (cos(22) + 1 sin(2z)).
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Redlnd a imaginarni ¢dst u*(z) dévé dvojici redlnych fesenf u;(z), ua(x), obecné
feseni proto je y(x) = ciui(x) + coua(z), a tedy

(@) = e (cos(?:rc)os—(fxs)in@x)) e (sin(2x3n4l—(22;)os(2x)> . (5.5)

Protoze funkece cos(2x), sin(2x) jsou periodické s periodou 7, dostdvame uzaviené
kfivky, které obihaji pocatek s periodou 7. Jaka je orientace kiivky? Pro ¢; =
1, ¢ = 0 mdme FeSeni uy(x), tj. y1(x) = cos(2x) — 2sin(2z), yo(x) = cos(2x).
Vyéislime feseni uy (z) a jeho derivaci pro z = 0: y(0) = (1,1) a y'(0) = (—4,0) a
vyznacime v grafu. Trajektorie bude orientovand v kladném smyslu, tj. pro sméru
hodinovych rucicek. Jinou moznosti je vykreslit body y(z) pro vhodna z: 0, 5,
dostaneme tak postupné body (1,1), (—2,0), (—1,-1).
Z (5.5) vyjadifme funkce cos(2z), sin(2x)
Coy1 + 2c1y2 — C2y2 c1y2 + 2c2y2 — a1y
2(cf + c3) 2(cf + c3)
a dosazenim do rovnosti sin®(2z) + cos?(2z) = 1 po tipravé dostdvame rovnici
Dy, y2) =yi —2p1y2 + 593 =k, kde k=4(c +¢3),

coz jsou soustiedné elipsy, obr. Y2
Protoze velikost elipsy zavisi jen
na ¢ + c3, pro odvozeni trajektorif
v polarnich souradnicich sta¢i uvazovat
pifpad ¢; = 0. Z rovnosti yo/y1 = tg6 71
vyjédifme tgz = 1(sinf — cos@)/sin 6
a dosadime do r? = y? + y3. VyuZijeme
piitom rovnost cos?x = 1/(1 + tg? ).
Po upravach dostaneme Obréazek 10. Piiklad [5.9]- trajektorie.
_ 4c3
~ 4sin® 0 + (cos f — sin 0)2
odkud plyne implicitn{ rovnice i funkce r = f(0) pro MAPLE piikaz polarplot

VEk
"7 sinZo + (cosf —sin )2’
kde k = 4(c} + c3). O
Piiklad 5.10. Urcete trajektorie feseni soustavy y] = 3y1 —4y2, yh = 2y1 — ya.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic je A = <g :f) , prislusny

cos(2x) = , sin(2z) =

VY. Y99

r? = c? cos? 0 [(1- 2tg0)? + 1]

U(r,0) =r®(4sin® 0 + (cos —sin0)?) =k,

charakteristicky polynom A2 — 2\ + 5 m4 dvojici komplexné sdruzenych kofenii
A12 = 1 £2i — pripad (2a). Singuldrni bod (0,0) je proto neatraktivni ohnisko,
trajektorie budou soustfedné spiraly vzdalujici se od pocatku.

Spocitejme obecné feseni. Matice A — AE pro A = 1 — 2i ma fadky

Lo (242 -4 1+i 1
A_(1_2‘)E_< 2 2+2i)”<1 1+i>'
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Vynasobenim druhého fadku ¢islem 1+ i dostdvame prvni fadek, rovnice v sou-
stavé (A — (1 —2i)E)v = 0 jsou proto z&vislé. Druhd rovnice ddva v; = (1 —1i)wo,
odkud plyne v = (1 —i,1). Dostdvdme tim komplexn{ feSeni:

u*(z) = <1 | i) o (cos(2) — i sin(2z)).

Redlnd a imaginarni ¢dst u*(z) dédvd dvojici redlnych fesenf u;(z), ua(x), obecné
feseni je proto po zméné znaménka us:

cos(2z) — sin(2x)) & 4y <sin(2x) + Cos(2w)> o

y(z) = cpuy (z)+cqua(z) = ¢ ( cos(2z) sin(2x)

Funkce cos(2x),sin(2x) jsou periodické s periodou m, obstardvaji pohyb okolo
pocéatku, funkce e* zpusobuje vzdalovani se od poédtku, spirdla se bude vzdalovat
od pocatku. Jaka je orientace spirdly? Opét zvolme ¢; = 1, ¢ = 0. Dostavame
feseni ug () se slozkami y; (z) = (cos(2z) — sin(2z))e”, ya(x) = cos(2x)e”.
Vy¢islime hodnoty feSeni a jeho derivace pro z = 0: Y2
y(0) =(1,1),y’(0) = (-1,1) a vyznacime v grafu.
Vidime, zZe tec¢na vpravo od pocatku méa SZ smér,
trajektorie bude orientovana v kladném smyslu, tj.
proti sméru hodinovych rucicek a bude se vzda-
lovat od pocatku. Jinou moznosti je vycislit body
y(z) pro zvétsujici se .

Pomocf funkce F (&, 1) = arctg(n/€) —In(€2+n?)  Obrazek 11. Pifklad EI0 -
odvodime rovnici pro implicitni funkci trajektorie. trajektorie.

Z obecného feseni vyjaddiime funkce e* cos(2x) , e sin(2x)

c1(y2 —y1) + 2y
2+ c3

ca(y1 —y2) + 1y

T
£ =¢e"cosx =
i +a

, n=e"sine =

a pouzitim funkce arctg(n/¢) = In(&2 + n?) dostdvame implicitni rovnici

arctg <Cl(y2 —y1) + 02y2> —In {(02(3/1 —y2) +c1y2)® + (ery2 — 1) + czyz)z}
c2(y1 — y2) + c1y2 (e + c2)2 :

Rovnice v8ak dava trajektorie jen v thlu sitky 7 a MAPLE ptidava navic ,,radidln{
spojnice® konct trajektorii.
Pro polérni soufadnice z rovnosti yo/y1 = tg 0 staci vyjadiit funkece tgx, x:

(c1 4 c2)sinf — ¢ cos b

tgx = , = arct
&% cocosf + (c1 — cp)sinf . arcg(

(c1 4 c2)sinf — ¢y cos b
cocosf + (c1 — co)sinf

a dosadit do r? = y§ +y3. Opét polozme ¢y = 0. Potom tgz = (sin —cos #)/ sin .
Pomocif cos? § = 1/(1 +tg2 ) a x = arctg((sin @ — cos @)/ sin §) dostavame

1—tgx)2+1 2 nf — 9
pogloteeltl, 4 exp<2 amtg(w»
1+tg“x 14 sin“ 60 — 2sin 6 cos 6 sin 6

Opét vzorec dava trajektorii jen v thlu sitky 7. O
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Ostatni pripady singularnich bodua
Priklad 5.11. Urcete trajektorie feseni soustavy v = y1 — ya, ¥5 = 3y1 — 3ya.

Reseni: Matice soustavy A = (;) :;) je sin-

gularni, rovnice Av = 0 ma nekone¢né mnoho fesent,
jsou to ndsobky vi = (1,1). Singuldrni body proto
tvori piimku ys = y1.

Charakteristicky polynom P()\) = A2 4+ 2\ m4a
vedle nulového kotene \; zdporny koten Ay = —2.
Spocitejme obecné Feseni. Soustava (A — AE)v =0
pro Ay = 0 davd vektor vi = (1,1), pro Ay = —2
vektor vy = (1,3). Obecné Teseni proto je:

1 1 Obrazek 12. Piiklad B.11]—
y(x) = <1> + o (3> e 27, trajektorie.

Singularni trajektorie pro ¢; € R a co = 0, tvoii piimku yo = y;. Pro ¢; = 0,
c2 # 0 dostdvdme dvé polopiimky y = 3y; orientované do pocdtku. Ostatni
trajektorie jsou rovnobézné polopiimky jdouci se smérnici 3 do singuldrnich bodu
na pifmce y2 = y;. Je to pripad (4b). O

Priklad 5.12. Urcete trajektorie feSenf soustavy yf = y1 — y2, ¥4 = Y1 — Y2-
1 —1\. o (.
1 _1> je opét singularni,
rovnice Av = 0 mé nekoneéné mnoho feseni, jsou to ndsobky vektoru vi = (1,1).
Singularni body proto tvoii piimku y, = y;. P¥islusny charakteristicky polynom
P(A\) = A% m4 jeden dvojnésobny kofen A; o = 0. Pro fizovy portrét spocitejme
obecné Feeni. Soustava rovnic (A — AE)v = 0 pro A 2 = 0 dévé jen jeden vektor
v = (1,1) a tim i konstantn{ feSen{ ui(x) = (1,1). Druhé feSeni je ve tvaru
uz(z) = va + w, kde vektor w je fesenim (A — 0E)w = v, tj. w; —wy = 1.
Tato rovnice mé opét nekoneéné mnoho feseni, zvolme w = (1,0). Dostadvame tak
obecné feseni

v =a(y) +e (711, v

Ziskali jsme nekoneéné mnoho singuldrnich /
trajektorif pro ¢; € R a ¢ = 0, jsou to /

body piimky y2 = y1. Pro ¢ € R, ¢o # /

0 dostdvame pifmky y2 = y; — c2. Jsou / b
to pfimky rovnobézné s piimkou ys = y;
orientované v SV sméru pod ni pro co > 0

a v JZ sméru nad ni pro c; < 0. Je to
piipad (5a). [0 Obrazek 13. Piiklad — trajektorie.

Reseni: Matice soustavy diferencidlnich rovnic A =

Uved'me jesté piiklady trajektorii rovnic, které nemaji singularni body — piipad
(6). V pripadé soustavy dvou linedrnich autonomnich rovnic jsou to rovnobézné
i

ptimky
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Piiklad 5.13. Urcete trajektorie feseni soustavy yj = 2, y = 1.

Reseni: Obecné feseni soustavy je yi(z) = 2z + ¢, y2(2) = = + co. Protoze
y1 = 2ya — 2c¢2 + 1, trajektorie jsou rovnobézné piimky se smérovym vektorem
(2,1) orientované SV smérem. Obrazek neni zapotiebi. O

Priklad 5.14. Urcete trajektorie rovnice 3" = 2.

Reseni: Dvoji integraci ziskdme obecné

. o Y2
feseni a jeho derivaci:

y(x) =2 +cx+co, y(x)=2x+c.
Vypoctem lze snadno lze ovérit, ze plati ‘

2 2
dyr —y5 — (de2 —¢f) =0, ‘ 0
kde y1 = y ays = ¢, coz je implicitn{ popis
trajektorii. Jsou to ,rovnobézné“ paraboly
s vrcholy na ose y; oteviené vpravo, viz
obr. [[4 [0 Obrazek 14. Piiklad [.14] - trajektorie.

6. ZAVER

V ¢lanku jsme analyzovali vsechny moznosti trajektorii linedrnich autonomnich
soustav dvou rovnic a rovnic druhého fadu a predvedli je na konkrétnich prikladech.
Ukézali jsme, jak pfislusné trajektorie pfiblizné nac¢rtnout a uréit jejich orientaci.

Ukazali jsme, jak Ize trajektorie implicitné popsat v kartézskych i poldrnich
soufadnicich. V pfipadech, kdy charakteristicky polynom m4 rizné redlné koreny
A1, A2 v poméru malych celych éisel a v pfipadé A2 = £vi je splnéna inverzni
uloha, kterd dovede urcit trajektorii prochézejici danym bodem, v piipadé A 2 =
w =+ vi je trajektorie uréena jen lokélné.

V pifpadé soustavy ¢} = y1 — ya2, ¥5 = y1 + y2 lze trajektorie feseni ve tvaru
spirdly popsat v polarnich soufadnicich globalné r = ke’. Otazkou je, jak tento
globalni popis rozsifit na obecnou soustavu s kofeny A 2 = p £ vi.

V pokracovéani tohoto ¢lanku uvedeme par zajimavych autonomnich nelineér-
nich soustav a rovnic, které popisuji realné jevy. VySetiime trajektorie jejich feseni
a interpretujeme jejich vyznam.
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MATEMATICKE KYVADLO A FUNKCIONALNA ANALYZA

DANIEL CAPUTA

ABSTRAKT. Tento &lanok sa zaoberd existenciou (a pripadnou jednoznaénostou) pe-
riodickych rieseni nelinedrneho modelu matematického kyvadla so spojitou, nepér-
nou a periodickou pravou stranou. V ¢lanku je naznacené odvodenie diferencidlnej
rovnice vychylky kyvadla a prevedenie prislusného okrajového problému na ekvi-
valentni integrdlnu rovnicu. Jej zovSeobecnenim je integralna rovnica tzv. Ham-
mersteinovho typu. Na tdto rovnicu sd aplikované vety o pevnom bode, ktorych
désledkom je existencia, resp. jednozna¢nost jej rieSenia. Tieto vysledky st potom
aplikované na model matematického kyvadla a je hlbsie diskutovand podmienka pre
jednoznagnost riesenia.

1. Uvob

Matematické kyvadlo je jednym z najjednoduch§ich modelov nelinedrneho os-
cildtora, napriek tomu ale moze jeho analyza viest k netrividlnym problémom.
Jednym z nich je otdzka existencie (a jednozna¢nosti) periodickych rieseni ne-
linedrneho modelu s pravou stranou.

Struktira ¢lanku je nasledovna. V dalsej sekcii naznaéime odvodenie pohybovej
rovnice matematického kyvadla, priblizime vybrané tiseky z histérie problematiky
a popiSeme moznu linearizaciu rovnice a problémy, ktoré prinasa. V sekcii 3 sa bu-
deme zaoberat nasim problémom — dokdzaf existenciu (a pripadne jednoznaé¢nost)
neparneho, periodického riesenia nelinarnej diferencidlnej rovnice matematického
kyvadla. Ttto tilohu vieme previest na okrajovy problém, ktory prepiseme na ek-
vivalentni integralnu rovnicu. T zovSeobecnime na integralnu rovnicu tzv. Ham-
mersteinovho typu a na ttito rovnicu budeme aplikovat Schauderovu (resp. Bana-
chovu) vetu o pevnom bode. Poslednd ¢ast tejto sekcie je venovand podmienke pre
jednoznaénost riegenia v priestore LP, kde sti odvodené nové vysledky.

2. MATEMATICKE KYVADLO

Uvazujme hmotny bod o hmotnosti m zaveseny na konci rovného, tenkého lana
dlzky I, ktorého druhy koniec je pevne ukotveny. Pocas pohybu si lano zachovava

2010 MSC. Priméarni 34B15.

Kli¢ovd slova. matematické kyvadlo, Banachova veta o pevnom bode, Schauderova veta o
pevnom bode, Hammersteinova integralna rovnica.

Vedicim bakaldrskej prace autora bol Pavel Rehdk z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.



80 D.CAPUTA

tvar — nedeformuje sa a jeho vlastnd hmot-
nost zanedbdvame. Hmotny bod sa nachiddza v
homogénnom gravitacnom poli s gravita¢nym
zrychlenim g, odporové sily prostredia a trenie
neuvazujeme.

Po vychyleni z rovnovéaznej polohy poésobia
na hmotny bod dve sily. Tahové sila od lana
T posobi vzdy v radidlnom smere, na po-
hybe sa nepodiela. Sila sposobend gravitaénym
zrychlenim F, = mg sa rozdeli na radidlnu a
axialnu zlozku. Radidlna zlozka Fj , je v rov-
novdhe s fahovou silou od lana, axidlna zlozka 1
Fy . = —mgsinu, kde u je uhol medzi kyvad- Fg -
lom a vertikdlou, sa snazf vratif hmotny bod do rovnovéinej polohy. Za tjchto
predpokladov vieme odvodif pohybovi rovnicu hmotného bodu

' 4+ a’sinu =0,

kde u je uhol medzi hmotnym bodom a vertikdlou a « = /g/[; ¢islo « sa vetsinou
nazyva vlastng frekvencia kyvadla. Ak na hmotny bod posobi aj externd sila f(x),
pohybova rovnica vyzera nasledovne

u” + o sinu = f(x). (1)

Napriek velmi jednoduchym predpokladom sme dospeli k nelinedrnej diferencidlne;j
rovnici druhého rédu, ktord prakticky nevieme analyticky riesit.

2.1. Histéria

V tejto casti priblizime vybrané tseky histérie problematiky sivisiace s na$im
problémom, viac informdcii sa d4 najst napriklad v [3]. Jednou z najdoleZitejsich
prac tykajiicou sa rovnicami ntitenych kmitov kyvadla, bol ¢lanok nemeckého ma-
tematika Hamela publikovany v ¢asopise Mathematische Annalen v roku 1922.
Hamel v tomto ¢lanku nadviazal na Duffingovu monografiu z roku 1918, ktora sa
zaoberala pribliznym uréenim periodickych rieSeni rovnice (tzv. Duffingovej rov-
nice)
v 4 au — cu® = bsinx,

kde sa vyuzili prvé dva ¢leny Taylorovho rozvoja sinu. Hamel vo svojom ¢lanku
ako prvy dokazal existenciu 2m-periodického rieSenia rovnice

v’ +asinu =bsinz (2)

pomocou variaéného poctu. Jeho dokaz zalozeny na variacnom principe sa da
rozsirit na vSeobecnej§iu pravi stranu, kde bsinz je nahradens lubovolnou spo-
jitou, 2m-periodickou funkciou so strednou hodnotou nula. Hamel sa dalej zaobe-
ral existenciou neparnych rieSeni rovnice , kde s vyuzitim neparneho a pe-
riodického charakteru tlohy prevedie okrajovy problém, pozostavajici z a
u(0) = u(mr) = 0, na ekvivalentnii nelinedrnu integralnu rovnicu a pomocou metédy
postupnych aproximacii dokéZe jednozna¢nost rieSenia za predpokladu a < 1.
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Clanok Birkhoffa a Kellogga o pevnych bodoch publikovany v tom istom roku ob-
sahuje aplikéciu, ktora by implikovala existenciu rieSenia pre kazdé a. Touto astou
¢lanku inspiruje Hammersteina k jeho vyskumu nelinedrnych integralnych rovnic.
Hamel v tomto ¢lanku pouzil viaceré zo zakladnych metdd nelinedrnej analyzy,
pricom niektoré z nich sdm vymyslel, ¢im d'alej rozvinul zdujem o tiito disciplinu.

Po Hamelovi sa problematike periodickych rieSeni rovnice venovali via-
ceri matematici. Zaujem o rovnicu nutenych kmitov kyvadla znovu vzbudil Fuéik
v roku 1970, ked sktimal periodické riesenia rovnice

—u" +sinu = f(z),

a napriek tomu, ze dosiahol len ¢iastocné vysledky, jeho priaca motivovala Castra,
Dancera a Willema, ktori vyuzili pri analyze nitenych kmitov variaény pocet, a
po viac ako $estdesiatich rokoch po Hamelovom prvom periodickom rieseni bolo
dokdzané druhé periodické riesenie. Poznamenajme este, Ze na zaciatku devit-
desiatych rokov sa stala rovnica nitenych kmitov (dvojitého) kyvadla jednym zo
symbolov pre teériu chaosu.

2.2. Linearizacia

Nakolko lim, ,qsinu/u = 1, pre malé vychylky u vieme priblizne aproximovat
sinus jeho argumentom. Pouzitim tohto odhadu v rovnici dostaneme linedrnu
diferencidlnu rovnicu v tvare

u’ + o*u = f(x), (3)

ktort vieme analyticky vyriesit. Ak je budiaca sila f(x) periodicks, s uhlovou frek-
venciou w, tak ma tato rovnica periodické rieSenie s rovnakou uhlovou frekvenciou
pre kazdé w, také ze vlastna frekvencia kyvadla nie je ich prirodzenym nédsobkom.
7 fyzikalneho pohladu to znamend, Ze ak na kyvadlo posobi oscila¢ni sila, tak
pri istych poéiatoénych podmienkach kyvadlo zaéne kmitat v silade s touto silou.
Problém nastdva najmé, ak ma vonkajsia sila rovnakd uhlova frekvenciu ako je
vlastna frekvencia kyvadla. V tomto pripade neexistuje periodické rieSenie rovnice
(3) a vsetky rieSenia si neobmedzené, hovorime o rezonancii.

Jednou z moznosti, ako mat linedrny model nevykazujici tento jav, je nezaned-
banie trecich a odporovych sil. Pohybové rovnica takéhoto systému moze vyzerat
nasledovne

u + cu' 4+ ou = f(z), (4)

kde tlmiaci ¢len mé podobu vyrazu s prvou derivaciou a c¢ je konstanta. Ak v rov-
nici zahrnieme tieto sily, tak rezonancia nenastane a rovnica ma vzdy peri-
odické riesenie. Z fyzikdlneho hladiska to mézeme vysvetlif tak, Ze koneénd sila
nemoze vyprodukovat nekoneént odozvu, pri pritomnosti trecich sil je amplitida
pohybu obmedzend. Tento fakt naznacuje, ze pre periodickd vonkajsiu silu bude
vzdy existovat periodickd odozva, rezonancia nenastane.

Prirodzena otazka je, ¢i nelinearita v naSom modeli dokaze rovnako, ako trecie
sily, zamedzit rezonancii, a teda, ¢i ma rovnica vzdy periodické rieSenie, ¢o
intuitivne ocakavame.
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3. ANALYZA ROVNICE MATEMATICKEHO KYVADLA

Predpokladajme, ze funkcia f(x) — sila posobiaca na kyvadlo, je spojitd, neparna a
periodicka funkcia s uhlovou frekvenciou w a zaujima nés, ¢i ma za tychto predpo-
kladov rovnica periodické riesenie. Zjednodusme problém preskdlovanim casu
tak, aby vonkajsia sila mala periédu 2. Zavedenim substitticie t = wz /7 nadobudne
rovnica tvar

d2u n o?r? £(1) w2
— + ——sinu = —.
de? w? w?
Ozna¢me
2
am ™
=— a F(t)=f(t)—-. b
5=""a Py =15 (5)
Rovnica potom vyzerd nasledovne
u” + B%sinu = F(t), (6)

kde u” = %. Budeme redukovat problém néjdenia periodického riesenia @ na
problém néjdenia rieSenia dvojbodovej okrajovej tilohy na [0, 1]. Predpokladajme,
ze vieme ndjst funkciu u : [0,1] — R tak, ze u(0) = u(1) = 0 a u(t) je rieSenim
rovnice @ (v zmysle, Ze u je spojitd funkcia so spojitymi derivaciami prvého a
druhého ridu a u spliia rovnicu (©) pre vsetky ¢ € [0,1]). Potom, vzhladom na
nepérny a periodicky charakter dlohy vieme tito funkciu rozsirif najprv na interval
[—1,1], kde polozime u(t) = —u(—t) pre t € [—1,0] a potom periodicky na celi
realnu osu. Takto obdrzand funkcia u je 2-periodickym rieSenim rovnice na R a je
neparna.
Riesime okrajovy problém

u” + B*sinu = F(t),

u(0) =u(l) =0 @

na [0,1]. Prehladovy obrdzok nacrtdva, ako budeme postupovat. Vyuzitim peri-
odického a neparneho charakteru tilohy a preskalovania ¢asu sme dokézali prepisat
diferencidlnu rovnicu na okrajovy problém , ktory vieme previest na ekviva-
lentn1 integralnu rovnicu , vid nasledujtica sekcia. Ttito rovnicu zovieobecnime
na Hammersteinovu integralnu rovnicu , pre ktord pomocou Schauderovej vety
o pevnom bode dokadzeme existenciu rieSenia a pomocou Banachovej vety o pev-
nom bode odvodime podmienku, za ktorej bude existovat jej jednoznaéné riesenie.
Tieto poznatky potom aplikujeme na nasu konkrétnu rovnicu.

];)1ferfien01 OkranVy Integralna (_(’_]é;%;lgc_h_\)
ovnica {1 problém rovnica | | Cseemmmeeo -
[periodicke ® ®) P— \

rieSenie] (12) f€«— Schauder}

Hammersteinova r /
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3.1. Prevedenie okrajovej tlohy na integralnu rovnicu

Teraz ukaZeme, Ze vieme okrajovy problém (7)) prepisat do ekvivalentnej integralne;j
rovnice

u(t) = /O G(t, $)h(s, u(s)) s, (8)
v priestore C0, 1], kde

-1 <t<s<1
G(t,s):{t(s ) pre0<t<s<l,

h(s,t) = F(s) — f*sint.
(t—1)s pre0<s<t<l (5,8) = F(s) — 5" sin

Veta 3.1. Funkcia u(t) je riesenim okrajového problému prdve vtedy, ak je
spojitym riesenim integrdlnej rovnice .

Doékaz. Dokazme najprv smer ,,<=*“. NapiSme integralnu rovnicu v tvare

t 1
u(t) = / (t — 1)sh(s,u(s))ds Jr/ t(s — 1)h(s,u(s))ds
0 t
¢ 1 9)
_ (t—l)/ sh(s,u(s))ds+t/ (s — 1)h(s, u(s)) ds
0 t
pre t € [0,1]. Dosadenim do tohto vyjadrenia integrélnej rovnice lahko overime

okrajové podmienky. Toto vyjadrenie dvakrat zderivujeme podla premennej ¢ (kde
integraly derivujeme ako funkciu hornej resp. dolnej medze) a postupne dostavame

u’(t):/o sh(s,u(s))ds—/t h(s,u(s))ds,
u’(t) = h(t)

pre t € [0,1], ¢cim sme dokdzali smer <.
Ukézme, ze plati aj implikacia ,=*“. Vyjdeme z rovnice

u(t) = h(t, u(t)) (10)

pre t € [0,1]. TWito rovnicu dvakrat zintegrujeme od 0 do t a vyuzitim okrajovych
podmienok, Fubiniovej vety a tipravou postupne ziskame

u(t) = /0 (t — 1)sh(s,u(s))ds —l—/t t(s — 1)h(s,u(s))ds, (11)

MQZTQ@QM&M$Ni

pre t € [0,1]. O

a teda

Poznamenajme, ze na dokaz tohto tvrdenia nam stacili len zakladné vysledky
z diferencidlneho a integralneho poctu.

Ak chceme dokdzat iba existenciu riesenia nasho okrajového problému @ po-
mocou integralnej rovnice , sta¢i ndm iba smer ,<“, avSak pre dokaz jedno-
znaénosti pomocou jednoznaéné rieSitelnosti integralnej rovnice potrebujeme aj

Funkeia G(t, s) je tzv. Greenova funkcia prislusného problému.
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smer ,=“. Ak by platila len implikicia ,,<=“, tak vieobecne nevieme vyliéit exis-
tenciu riesenia u* okrajového problému takého, ze u* nesplia integralnu rovnicu.

3.2. Aplikacia Schauderovej vety

Uvazujme nelinedrnu integralnu rovnicu (tzv. Hammersteinovu rovnicu) v tvare

b
u(z) = / K(x.9) (4, uly)) dy, (12)

kde K, f si dané funkcie a u je nezndma funkcia. RieSenim rovnice (12) mame na
mysli spojitd funkciu, ktora spiﬁa tito rovnicu pre kazdé = € [a,b]. Ak dosadime
K(x,y) = G(z,y) a f(z,u(x)) = h(z,u(z)) = F(x) — 82 sinu(xr), tak vidime, ze
rovnica je Specidlnym pripadom rovnice . Ukézeme, ze rovnica spiﬁa
za urcitych predpokladov podmienky Schauderovej vety o pevnom bode, ¢im do-
kazeme existenciu rieSenia tejto rovnice.

Veta 3.2. Predpokladajme, Ze
o K(x,y) je spojitd funkcia pre a < x,y <b,
o f(y,2) je spojitd a ohranicend funkcia pre a <y <b a pre vietky z € R.
Potom md rovnica spojité riesenie.

Dékaz. Pracujme v Banachovom priestore (C'[a,b],] - ||¢). Definujme mnozinu
S ={ue Cla,b];|ullc <D},

kde hodnotu konstanty D urcime neskor. Dalej definujme operator F : S — C'[a, b]
predpisom

b
(Fu)(z) = / K(2,y)f (g u(y)) dy.

Z predpokladu vety je funkcia K spojitd na kompaktnom intervale [a,b] X [a, b],
z ¢oho vyplyva, ze je ohranicend, tj. |K(x,y)| < A pre nejaké A a vsetky z,y €
[a, b] X [a, b]. Podobne, funkcia f je podla predpokladu ohrani¢ens, a teda existuje B
také, ze | f(y, z)| < B pre vietky y, z € [a, b] x R. Hodnotu konstanty D definujeme
ako

D = AB(b—a).

Chceme aplikovat Schauderovu vetu na operator F. Potrebujeme overit, Ze
mnozina S je neprazdnd, ohrani¢end, uzavrend a konvexnd a operdtor F' je spojity
a zobrazuje S do seba (F(S) C S) tak, ze F(S) je relativne kompaktnd mnozina.

Relativnu kompaktnost F'(S) vieme dokézat pomocou Arzeldovej-Ascoliho vety,
kde sa pri dokaze rovnomocnej spojitosti funkcii z F(S) vyuzije fakt, Ze spojitd
funkcia na kompaktnom intervale je rovnomerne spojitda. Tento fakt vyuzijeme
aj pri dokaze spojitosti operdtoru F, alternativne ju moézeme dokézat pomocou
Lebesgueovej vety o dominantnej konvergencii.

Vsetky predpoklady Schauderovej vety o pevnom bode st splnené, a teda F' mé
pevny bod v S, ktory je zrejme rieSenim integralnej rovnice . O

Vratme sa k integralnej rovnici (g).
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Veta 3.3. Integrdlna rovnica md spojité rieSenie.

Dékaz. Plynie z predchadzajicej vety a uvahy zo zacCiatku sekcie 3.2. O

Kombinaciou uvahy zo zaciatku tretej kapitoly, vety 3.1 a vety 3.3 dostavame
nasledujuci vysledok.

Veta 3.4. Nech je sila f posobiaca na kyvadlo spojitd, nepdrna a periodickd.
Potom md rovnica vijchylky matematického kyvadla spojité, nepdrne a peri-
odické riesenie s rovnakou periddou ako f.

3.3. Aplikacia Banachovej vety

Opét uvazujme nelinedrnu integralnu rovnicu (Hammersteinovu rovnicu).
V predchadzajticej casti sme ukazali existenciu rieSenia tejto rovnice za pomerne
vieobecnych podmienok. Teraz nas bude zaujimat, za akych podmienok mézeme
aplikovat Banachovu vetu, a teda zaruéit jednoznacnost riesenia.

Veta 3.5. Nech platia predpoklady vety 3.2 a nech existuje spojitd funkcia
N(z,y) takd, Ze

K (2, y) [f(y,21) = [y, 22)]| < N(z,y) |21 — 2|
pre x,y € [a,b] a 21,22 € R a max,¢[q,p) f; |N(z,y)| dy = M, kde M < 1. Potom
md rovnica jediné spojité riesenie.

Dékaz. Pracujeme v Banachovom priestore (C'[a,b], |- ||¢). Definujme operétor
F:Cla,b] — Ca,b] predpisom

b
(Fu)(x) = / K(.9)f (v, uly)) dy.

Pre u € C'[a,b] je integrand spojitd funkcia na [a, b] X [a, b], a teda plati, ze Fu je
spojité na [a, b], z ¢oho vyplyva, ze F zobrazuje priestor C [a, b] do seba. Kontrakti-
vita operétoru sa ukdze pomocou odhadu | [ f(z) dx’ < [ f(z)dz a vyuzitim pred-
pokladu vety. Predpoklady Banachovej vety s splnené, z ¢oho plynie, ze operator
F ma préave jeden pevny bod, ktory je zrejme jedinym rieSenim rovnice . O
Vratme sa k integralnej rovnici . Pomocou vety 3.5 ukazeme, za akych podmie-
nok ma tato rovnica jediné spojité riesenie.

Veta 3.6. Predpokladajme, Ze a < (2\/§/W)w, kde w je uhlovd frekvencia sily
posobiacej na kyvadlo a « je vlastnd frekvencia kyvadla. Potom md rovnica
jediné spojité riesenie.

Dokaz. Pre konstantu § definovant v vyuzitim predpokladu vety dostavame

2v2
poom By
w W

Polozme N(t,s) = 3% |G(t, s)|. Potom
G(t, ) [A(s, 21) — (s, 22)]| = B2 |G(t, 5) [sin(z1) — sin(z2)]]
< 52 |G(t75) |Z1 - 22|| = N(t,S) ‘Zl — 29| .
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Na intervale [0, 1] x [0, 1] plati G(¢,s) < 0, a teda |G(t, s)| = —G(t, s). Plati

1
max/ IN(t,s)| ds = B* max/ —G(t,s)ds

t€0,1] t€[0,1]

¢ 1
= max —t)sd —s)d
B° ma /0(1 t)s s—i—/75 t(1—s)ds

t€[0,1]
—t2 t 52
2
= m _— — 2
p te[(?%]( 2 + 2) 8 ( \f)

a teda predpoklady vety 3.5 sd splnené, éim je zarucéené jednoznaénd riesitelnost
integralnej rovnice . (]

Znova uvazujme integralnu rovnicu . Podmienku jednoznaénosti vieme vylepsit
pracou v L? [a, b].

Veta 3.7. Nech platia predpoklady vety S’ZH a nech ezistuje meratelnd funkcia
N(z,y) takd, Ze

K (2,9) [f(y,21) = f(y, 22)]l < N(z,y) |21 — 22

pre vSetky z1,22 € R a x,y € [a,b], f; N2(z,y)dx < oo pre vietky y € [a,b] a

\/fab <fab N2(z,y) d:zc) dy = M, kde M < 1. Potom md rovnica jediné spojité
riesenie.

Dékaz. Pracujeme v Banachovom priestore L? [a, b] s normou

b
fully = [ Ju(@)P da.

Definujme operator F : L? [a,b] — L? [a, b] predpisom

b
@:/memW@My

Pomocou Cauchy-Schwarzovej nerovnosti, predpokladov a roznych odhadov sa
ukaze, ze F je kontrakcia a Fu € L%[a,b] pre u € L*][a,b]. Predpoklady Ba-
nachovej vety su splnené, z ¢oho plynie, ze operator F' ma prave jeden pevny bod,
ktory je zrejme jedinym rieSenim rovnice v L?[a,b)].

Vseobecne nam tento vysledok nemusi implikovat existenciu a jednoznaénost
spojitého rieSenia, avSak uvazujme nasledujicu myslienku. Nech u*,u* sd rozne
Spojité riesenia . Poznamenajme, ze existenciu aspon jedného spojitého riesenia
zarucuje veta 3.2 (ktord nepotrebuje ziadne dodatoéné predpoklady). Ak st v, u*
dve rozne spojité funkcie, tak sa lisia na mnozine nenulovej miery, a teda st rozne
aj v L? zmysle. Spojit4 funkcia na kompaktnom intervale je urcite integrovatelna
s kvadratom, z ¢oho plynie, ze u*,u* € L?[a,b], odkial vdaka jednoznacénosti
v L? [a,b] dostavame, Ze u* = u*, ¢o je spor. O

°Na dokaz stacia aj slabsie predpoklady — menovite K, f € L2 [a,b], aviak v zmysle nadej
ulohy ponechdvame tvrdsie predpoklady.
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Aplikujme vetu 3.7 na integralnu rovnicu .

Veta 3.8. Predpokladajme, Ze a < (v/90/m)w, kde w je uhlovd frekvencia sily
posobiacej na kyvadlo a « je vlastna frekvencia kyvadla. Potom md rovnica
Jediné spojité riesenie.

Dékaz. Pre konstantu 3 definovani v (b)) vyuzitim predpokladu vety dostdvame

7 v90w
T

w

= v/90.

aT
p=""<
w

Opit polozme N(t,s) = B?|G(t, s)|. Potom

/ab </abN2(t,s)ds> dt:/o1 (/01ﬁ4G2(t,s)ds) dt
:54/01 (/Ot(t—1)2s2ds+/tlt2(s—1)2ds> dt

1 4 3 2 4

s 4

=ﬁ4/ <3—3 +3)dt:5 — M2,
0

kde

2
2 V90
M = £ < ( ) =
V90 V90
Rovnica spfﬁa podmienky vety 3.7, a teda existuje jej jediné spojité rieSenie.
O

Pozndmka 3.9. (i) Pribliznym vyéfslenim podmienky pre jednoznacnost rie-
Senia v priestore C' [a,b] ziskame o < (2v/2/7)w = 0,9003w. Ak urobime to isté
pre podmienku v priestore L? [a, b], dostaneme o < (v/90/7)w = 0,9804 w. Pricou
v L?[a,b] sme si skuto¢ne polepdili, pretoze ndm umoziiuje brat za budiacu silu
funkcie aj s nizSou periédou, a teda celkovo viac funkcii.

(ii) Uk4zali sme, Ze nas okrajovy problém bude mat jednozna¢né riegenie, ak
bude, zhruba povedané, frekvencia budiacej sily véicsia ako vlastnd frekvencia ky-
vadla.

(iii) Jednozna¢nost rieSenia integrdlnej rovnice sme mohli dokdzat jedno-
duchsim sposobom, ktory je obdobny dokazu vety 3.2 a je zalozeny na ohranice-
nosti funkcie G. Poskytuje vsak hor§iu podmienku pre jednoznaénost riesenia .
Definujme operator F : C'[0,1] — C'[0, 1] predpisom

(Fu)(t) = /O Git,5) [F(s) — B2 sin(u(s))] ds.
Plati

1
|[Fui — Fus| o < tgl[g,)i]/o 32 |G(t, s) [sin(uz(s)) — sin(u1(s))]| ds

Bt B2
=T ; lug — 1l d8=j||ul—u2||c7
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kde sme vyuzili fakt, ze [sinz — siny| < |x — y| amax {|G(¢,s)|,t,s € [a,b]} = 1/4.
Ak chceme, aby bola splnend podmienka kontraktivity, potrebujeme, aby
B2 a2n?
4 dw?
a vidime, ze podmienka ziskana jednoduchsim spésobom je skutoéne vyrazne horsia
v porovnani s tymi ziskanymi vo vyssie uvedenych pristupoch.

2
<Ltfa < —w = 06366,

3.4. Podmienka pre jednoznaénost rieSenia v priestore L?

Ako sme uz poznamenali, pracou v L? [a, b] sme si oproti praci v C [a, b] polepsili.

Prirodzend otdzka je, ¢i sa dd podmienka dalej vylepsit pracou v LP [a, b] s vhodne

zvolenym p. Ukéazeme, zZe sa to da. V tejto casti budi odvedené nové vysledky.
Uvazujme rovnicu . Pracujme v priestore L? [a,b] s normou

b 1/p
||f||p=</ f(w)l”dx> .

Nech platia predpoklady vety 3.2. Dalej predpokladajme, Ze existuje meratelnd
funkcia N (z,y) takd, ze

1K (2,9) [f(y,21) — f(y,22)]| < N(2,y) |21 — 2o
pre vietky z1,29 € R a x,y € [a,b], f;Nq(x,y) dy < oo pre vsetky y € [a,D]

b ( b r/a L : Lo
a [, (fa Ni(z,y) dy) dz < o0, kde 1 < p,q < oo st ¢&isla zviazané vztahom
1 1
Sio—1
p q
Definujme operator F' : LP [a,b] — L? [a, b] predpisom

b
(Fu)(e) = [ K(e.)f s uw) d
Overme, ze Fu € LP [a,b]. Nech u € L? [a, b]. Potom
(Fu) ()] < |(Fu) () — (FO)()| + |(FO)(x)|
b b
< / N ) luly)| dy + / K (2, f (5, 0) dy,

kde 0 chiapeme ako nulovi funkciu. Oba ¢leny na pravej strane nerovnosti pat-
ria do LP [a,b]. Druhy, pretoze ide o spojitd funkciu na kompaktnom intervale
a integrovatelnost prvého plynie z Hélderovej nerovnosti a predpokladov, a teda
Fu € L? [a,b]. Ndjdime podmienku pre kontraktivitu operdtoru. Vyuzitim pred-
pokladu a Holderovej nerovnosti dostavame

b
|(Fuy)(x) — (Fug)(z)| S/ (K (2, y) [f (y, ua(y) — f(y, ua(y))]] dy

b b a
< [ Ve ) - dy < o - wl, ( / Nq<x,y>dy> .
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Plati
b 1/‘1
[Fur — Fusl|, < ||[lur — uzl|, (/ N(z,y) dy) = [Jur — uzl|, Ip,
a

p

kde
1/p

b b p/q
I, = /(/ Nq(:c,y)dy> dx

Prejdime k ndsmu problému, kde podobne ako v dokaze vety 3.6 (resp. vety 3.8)
vieme zvolif tvar funkcie N(z,y) = 8? |G(z,y)|. Potom

b 1
/‘Amcay>dy:1£ 821Gz, )" dy

— 5% (/0 1 —x)qudy+/:(1 —y)qx‘Idy)

= B1(1 — a)fa

q+1’
kde sme vyuzili, ze |G(z,y)| = —G(x,y) a

Gl y)|? = z9(1 —y)4 preOSxSySl'
’ (1—-2)1y? pre0<y<az<1

1 1
Z podmienky — + — = 1 plynie ¢ = . Potom
P g p—1

b b p/q
I, = / </ Nq(ac,y)dy> dz
1 p/a Yp
B 9 (1 — x)924
_</0 (Bq g+1 ) dx)

1/p

e ey
= 52 /O (ﬁ jl)ﬁ_l dzx

» (1-p)/p 1 1/p
= /32 <1 + 1) (/ (1 —z)Pz? da:) .
p— 0

Binomicky integral, ktory sa objavil na pravej strane, sa d4 vyjadrif v tvare

1/p

1
/ (1—z)P2?dx=B(p+1,p+1),
0
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kde B je beta funkcia. Potom

(1-p)/p
L= (Lie1) YBGT LT,
Ak cheeme, aby bol operator kontraktivny, potrebujeme I, < 1. Odtial' s vyuzitim
definicie 8 v dostéavame predpis pre spravanie sa podmienky pre jednoznaénost
rieSenia integralnej rovnice pre vSeobecné p

L/ (b-1)/2p
a<<p+1> X/Bp+1l,p+1)w, (13)
T

kde w je uhlova frekvencia sily posobiacej na kyvadlo a « je vlastna frekvencia
kyvadla. Oznaéme

v (=1)/2p
k(p)zw<1+1) “/Bp+1lp+1).

Potom
a < k(p)w

Je zrejmé, ze hladdme také p, aby bolo k(p) ¢o najvicsie. Hladat extrém analyticky
je prilis narocné, najdeme ho numericky s grafickou interpretaciou. Graf funkcie
k(p) je na obrézku 1, kde je naznacend aj hodnota konstanty pre précu v priestore
C'0,1] a na obrdzku 2. Prdcou v priestore L? [0,1] sa podarilo zvicsit hodnotu
km takd, ze a < kynw = 0,9852w, ktort nadobudne k(p) zhruba pre p = 2,6,
¢m sme dalej vylepsili podmienku pre jednoznacnost rieSenia rovnice . Fakt,
Ze toto rieSenie je spojité by sa ukédzalo rovnakym spdsobom ako tym na konci
dokazu vety 3.7.

Dalej néds zaujima spravanie sa podmienky pre jednoznacnost pre p — oo,

najmé, ¢i plati, ze podmienka v (L? [a,b], | -||,) bude pre p — oo rovnaka, ako
v (Cla,b],] - |le), ¢o intuitivne ocakdvame. Ak p — oo, pre beta funkciu plati
podla Stirlingovho vzorca
V27 (p + 1)PHY2(p 4 1)PFL/2 V2r
Blp+1,p+1) ~ (p+1) 2(2932) S
(2p + 2)2p+3/ 22p+1(2p + 2)

kde f(x) ~ g(x) je symbol pre asymptoticki ekvivalenciu funkcii f a g, tj. plati
lim, o0 % = 1. Uzitim predchédzajicich relécii a L’Hospitalovho pravidla dos-
tavame

D (I-p)/p
lim I, = lim 52(M+1> UB(p+1+p+1)

p—r00 p—00 —
(1-p)/p p
V2
= lim (2 +1 lim VT
p—oo \p—1 p—oo \ 22P+1(2p + 2)
52 1 1 6:

8



MATEMATICKE KYVADLO A FUNKCIONALNA ANALYZA 91
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Obr. 1. Graf zdvislosti k(p) na p.
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Obr. 2. Graf zdvislosti k(p) na p — pribliZenie.

Ak chceme, aby bola podmienka kontraktivity splnend, potrebujeme lim,_, I, <
1, ¢ize

a?n? 1
w? 8

2
=<1,
8
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odkial dostdvame

a < —uw,

2v/2
v

&m sme ziskali rovnakd podmienku pre jednoznaénost rieSenia ako v priestore
(Cla, 0], |- lle)-

4. ZAVER

V élanku sme sa zaoberali existenciou a jednoznaénostou periodickych rieseni ne-
linedrneho modelu matematického kyvadla so spojitou, neparnou a periodickou
pravou stranou. Uk&ézali sme, Zze s pomocou pomerne zdkladnych vysledkov fun-
kciondlnej analyzy (a diferencidlneho a integralneho poc¢tu) dokézeme ziskat ne-
trivialne vysledky.

Detailné dokazy a rozne alternativne moznosti pri dokazovani sa daji néjst
v préci [1].
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APLIKACIA CASTICOVYCH FILTROV NA MERANIA
MULTISTATICKEHO RADARU

MATEJ BENKO A PAVEL KULMON

ABSTRAKT. Tento ¢ldnok sa zaoberd aplikdciou casticovych filtrov (skrétene PF
z angl. Particle Filters) na problematiku uréovania polohy a rychlosti cielov systé-
mom Multi-Static Primary Surveillance Radar (MSPSR). V ¢ldnku je popisany
zédkladny princip fungovania systému, merania vydavané systémom a ich vzfah k po-
lohe a rychlosti objektu. Dalej je pouzitie PF ilustrované na konkrétnom pripade
uréenia polohy a rychlosti ciela v systéme s dvoma prijimaémi a dvoma vysielaé¢mi.
Je uvedené zhodnotenie presnosti a analyza dosiahnutych vysledkov pre rézne druhy
filtracie voci referenénym détam a tiez nac¢rtnuty smer pre budici vyskum.

1. Uvob

1.1. Popis MSPSR radaru

Multi-Static Primary Surveillance Radar (MSPSR) je pasivne sledovacie zariadenie
sliziace na detekciu a urcenie polohy a rychlosti cielov vo vzdusnom priestore.
Skladé sa z nickolkych bistatickyjch pdrov. Jeden bistaticky par obsahuje prijimaé
Rz a vysiela¢ Tx.

4 rT

xT
/,’/TRz E
/Tz

Obr. 1. Bistaticky par zakresleny v rovine [4].

2010 MSC. Priméarni 62MO05; Sekundarni 62P30, 65C35, 65C40.

Klicovd slova. Multistaticky radar, optimélny Bayesov odhad, casticova filtracia.

Clanok vznikol na zéklade bakal4rskej prace Mateja Benka v odbore Matematické in-zinierstvo
na FSI VUT v Brne. Vedicim prace bol Libor Zék z Ustavu matematiky FSI VUT v Brne. Préca
bola riesend v spoluprici so spoloé¢nostou ERA a.s.
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Jeden takyto par vie zmerat dve hodnoty. Bistaticki polohu a bistaticki rijchlost.
Bistaticka poloha predstavuje sticet vzdialenost{ od lietadla (ciela) k prijimacu Rx
a vysiela¢u T'z. Formélne zapisané rg = 7, +77.. Bistatickd rychlost predstavuje
deriviciu bistatickej polohy podla ¢asu, teda vg = 7. Geometricky je to |||
s kladnym znamienkom, ak 5 smeruje von z elipsy na obrazku 1| (v skutoénosti
elipsoidu), a zdpornym, ak smeruje dovnitra. V tomto ¢ldnku je pouzity MSPSR
radar so 4 takymito bistatickymi pdrmi (2 vysielace a 2 prijimace).

1.2. Optimalny Bayesov odhad

Definicia (stavovo-priestorového modelu). Nech postupnost stavov x( xM
x(®)_ . je Markovova (x(k) zavisi len od x(kfl)), xF eS8 c R"Dalej nech je po-
stupnost merani y(,y® . y®) | y*) e R™ pricom my, € N moze zévisiet
na k € {1,2,...}. Dynamickym systémom v stavovo-priestorovej formulécii sa na-
zve model

x(F) — @/(kfl)(x(kfl),u(kfl))’ (1)
y ) = %(k)(x(k)’w(k)); (2)

x(@ u® g1 dané, zatial ¢o y(©, w(® nie je k dispozicii. /¥~ : R® x R" — R"
sa nazyva model systému, kde u*=1) je realizdciou riadiaceho sumu

Uk-1 o F(d)(k_l))

s parametrami d)(kfl) € P U vyjadruje neurcitost systému. BK*) : R™+ x
R™: — R™k sa nazjva model merani. w®) je realizacion W ~ F(p*)), sumu
merani, ur¢eného parametrami w(k) € P. Charakterizuje nepresnost senzorov.
Zvycajne byva konstantny od k, avSak nie nutne.

Odvodenie (Bayesovho odhadu). Zmyslom Bayesovho odhadu je v ¢ase k od-
hadnuf stav x(®) ako éfselnti charakteristiku (strednd hodnota, medién, ...) ndhod-
ného vektora, ktory je dany aposteriérnou hustotou f(x*®)[Y*)), kde Y*) =
{y®}F_, je postupnost vietkych merani az po k (odhad stavu sa tiez zvykne
nazyvaf filtrécia). Teda hlavnym cielom je ziskaf f(x®)[Y*)). Jej odvodenie je
v nasledujuicich riadkoch, sklada sa z 2 krokov.

1. predikéng krok. Urél sa apriérna hustota f(x®[Y*=1) pomocou Chapman-
Kolmogorovej vety (je pouZitelna len pri Markovovych refazcoch, ¢o je splnené).

f(x(k)‘y(kfl)) — /OO f(x(k)|x(k*1)) . f(x(k71)|y(kfl)) dx*=1

Hustota f(x®)|x(*~1) vychddza z rovnice (I). f(x*~V|Y*~1) je aposteriérna
hustota pravdepodobnosti v éase k — 1. Cielom filtrdcie je ttito hustotu uréit, tzn.

1Symbolom S sa mysli stavovy priestor. Je to ,,vhodna“ oblast (zdujmu), kde sa pozoruji
stavy sledovanych objektov a je k nim mozné ziskat merania v () 70 senzorov.
2Symbolom P sa mysli parametricky priestor, ktorého prvky jednoznacne urcujui rozdelenie

(distribu¢ni funkciu) Sumu (ndhodného vektora).
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7e v case k je uz tato hustota zndma. Pre k = 1 plati f(x|Y©) = f(x).
Pretoze y(©, je YO =g a f(xM[0) = f(xD).
2. aktualizacny krok. Na vyjadrenie f(x*)|Y*) sa vyuzije Bayesova veta:

y B |x®)) . f(xB [y (E-D)
fly®]yk=1)

fxpy®) = 1

Obe hustoty v ¢itateli zlomku si uz v tomto kroku zname. Zostdva vyjadrit len
hustotu v menovateli, tzv. normalizujicu konstantu. Opét sa vyuzije Chapman-
Kolmogorova rovnica a ziska sa vztah

f(y(k)|y(k71)) - /Oo f(y(k)|x(k)) . f(x(’“)|Y(’“*1)) dx®) .

Fy®[x®)) je tzv. doveryhodnost merani a vychddza priamo z rovnice (2). Ked'ze
je dany pociatocny stav x(0) je dand f(x(D|Y©) = f(x@]0) = f(x(©). Tym je
hotové odvodenie f(x®|Y*)), Problém vsak zostava, ako tiito hustotu spocitat.

1.3. Vypocet aposteriérnej hustoty ¢asticovymi filtrami (PF)

PF predstavuji tzv. turdé numerické riesenie na vypocet f(xF|Y*)), Existuji
aj iné filtre (optimdlne), ktoré spocitaju f(x*)|Y*)) analyticky (napr. Kdlmanov
filter (KF) [1]), avéak merania z multistatického radaru nespinaji predpoklady na
to, aby optimalne filtre mohli byt pouzité. Dalej existuji filtre zaloZené na rozsiren{
analytickych filtrov, ktoré aproximuji f(x*®)[Y*)). Typicky napriklad Extended
KF alebo Unscented KF [6]. S touto triedou algoritmov neboli dosiahnuté uspo-
kojivé vysledky pre multistatické merania, preto nie st blizsie popisané.

PF kladd minimélne poziadavky na o7 *—1 () 3 rozdelenie sumov U(kfl),
W®  Jediné obmedzenie je, aby boli ich hodnoty fyzikdlne pripustné (zmyslu-
plné). PF su trieda algoritmov zaloZenych na ndhodnom vzorkovani castic (stav
kazdej castice v case k sa oznaci xi(’“))7 pomocou ktorych diskrétne aproximuju
f(x® Y ™), Zikladny PF je SIS (Sequence Importance Sampling) filter. Vietky
ostatné PF sd z neho odvodené pridanim vypoctov. Struény popis SIS filtra:

1. predikéngj krok. Vd aka znalosti stavu kazdej astice v predchddzajicom kroku
xi*=1)  rozdelenia sumu U* ™Y a modelu systému .7 #~1) vygeneruje nové stavy
castic x**). Tieto nové stavy si ndhodnymi nezavislymi vzorkami (i.i.d.) z apri-
6rnej hustoty, znacf sa x*F) ~ f(x(®) [y (+=1)),

2. aktualizacny krok. V tomto kroku si do systému dodané merania v Case k
(y*)), vid odsek Kazd4 castica sa ohodnoti tzv. vdhovym koeficientom w®*) o

).

wilk= x? osteriorna hustota f(x sa aproximuje vztahom
=D f(y® %1 R). Ap h FxPY®) sa ap j h

N
f(x(k)|Y(k)) ~ Zwi(k)(;(x(k) _ xi(k)), (3)
=1

kde §(-) je Diracova miera. Ukdzka aproximécie (3)) je zndzornend na obrizku
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Obr. 2. Ukézka aproximécie f(x®|Y*)) v ur¢itom k pouzitim SIS filtra pre n =1, my, = 1.

2. METODOLOGIA

2.1. Zikladné varianty casticovych filtrov (PF)

SIS filter predstaveny v odseku trpi tzv. degeneracnym fenoménom — vid nizsie
a preto je v praxi nepouzitelny. V tomto odseku sd struéne predstavené tri zdkladné
pouzitelné PF: SIR, Auxiliary a Regularized. Ich podrobnejsi opis je mozné n4jst
napriklad v [I]. Vsetky si odvodené zo SIS filtra.

2.1.1. RieSenie degeneracného fenoménu. Problém spdsobeny SIS filtrom.
Po niekolkych iterdciach m4 iba malé mnoZstvo ¢astic nenulovy vdhovy koeficient
w'®) (vid obrazok ) Ostatné nemaji vplyv na aproximéaciu f(x®[Y®). Si
uvazované nasledujice 2 rieSenia tohoto problému:

1. Sampling Importance Resampling (SIR) PF. Je rozsireny SIS filter, kde na
konci je pridany algoritmus Resampling [I]. Jeho vysledkom sa castice stani i.i.d.
vzorkami z f(x®)[Y(*), t.j. maji rovnaké w'®) a vyssie hodnoty f(x*|Y*))
uréuje vyssia hustota castic v danej oblasti. Vid obrazok .

2. Auziliary Sampling Importance Resampling (Auxiliary) PF. Predstavuje roz-
$irenie SIR filtra. Postupom zhodnym so SIS filtrom vygeneruje pomocné ¢astice
p'®). Ohodnoti ich vadhovymi koeficientami w'®) oc w1 f(y(*)] i (k) Nasle-
duje algoritmus Resampling, ale vystup z neho st len referencie i/ na pévodné
(%) Nakoniec sa opakuje postup ako pri SIS filtri, avSak s dvoma rozdielmi. Na
vzorkovanie sa pouziji castice x”*~1 a vysledné vzorky sa ohodnotia w’(®) o
Fy®xa®) /£y ® ' ) F Vid obrazok

2.1.2. RieSenie problému vycerpania vzoriek. Pouzitie algoritmu Resam-
pling moze sposobit pri nizkych hodnotéch rozptylu Sumu (variaénej matice) tzv.
problém vycerpania vzorick. Najmi viditelny pri SIR filtroch. Tento problém zna-
mend stratu diverzity ¢astic, ¢o sa prejavuje na znizeni spolahlivosti filtra. Jeho
rieSenim je algoritmus Regularization [5].

3. Regularized PF. Vznikne rozsirenim SIS filtra o algoritmus Regularization.
Tento algoritmus v prvom kroku vytvori mnozinu Castic ako vzoriek zo spojitej
aproximécie f(x®[Y®) ~ SN Wi K, (x®) — xiF). K, je jadro, standardne

3Algoritmus Resampling vytvori Gastice ako i.i.d vzorky tak, ze ¢astice s nizkymi w®(¥) odstréni
a s vy§simi zdupluje. Auxiliary PF teda pomocné vzorky pi(F) vyuzije na odstrénenie castic,
ktorych w'(¥) by boli nizke. i/ odkazujt na astice, ktoré zostant zachované.
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Obr. 3. Ukazka degeneracného fenoménu a jeho riesenia v podobe SIR a Auxiliary filtrov pre
n =1, mg = 1.

sa pouziva Epanechnikovo. Potom tieto Castice znova ohodnoti vdhovymi koefi-
cientami. Vid obrazok M.
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hodnoty stavov jednotlivych Gastic x*(*)

a) SIR filter b) Auxiliary filter ¢) Regularized filter

Obr. 4. Ukazka problému vycerpania vzoriek a jeho rieSenia v podobe Regularized filtra pre
n =1, mg = 1.

2.2. Popis dostupnych dat a pouzitej referencie

Spracovavané ddta st multistatické meranie (hodnoty bistatickych poloh a rychlos-
t{ pre 4 bistatické pary - ziskané v rovnakych casoch t*)| k € {1,2,...,1192})
pldnovaného preletu lahkého civilného jednomotorového lietadla Cessna C172SP.
Toto planované meranie nezahfnalo obmedzenie inej letovej prevadzky v stavovom
priestore S. Preto si v meranych détach pritomné detekcie od vietkych cielov,
ktoré bol systém schopny detekovat (meranie prebiehalo v okoli Céslavi). V ramci
predspracovania boli ostatné detekcie odstranené.

Dalej, tato sada nameranych dat obsahuje niekolko narusenych tsekov, kedy
zlyhal HW niektorého vysielaca a meranie neprebiehalo urcity ¢as vo vsetkych
(8tyroch) bistatickych paroch. Ziskané ddta ocistené od ostatnych detekcif st zo-
brazené na obrazku Bl

Ako referencia k nameranym multistatickym meraniam bol pouzity zdznam
z palubnej GPS lietadla, ktory dosahuje o nie¢o lepsiu presnost v uréeni polohy.
Stradnice rychlosti boli dopoéitané, teda maji niz§iu presnost. Oznacenie xGFS.
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Obr. 5. Namerané hodnoty bistatickej polohy a rychlosti pre 4 bistatické pary v cCase.

Boli upravené tak, aby tvorili referenciu v rovnakych ¢asoch ¢*) ako si ziskané
multistatické merania.

2.3. Nastavenia parametrov pre Casticové filtre

Pre filtraciu dat popisanych v odseku [2.2| boli pouzité nasledovné parametre. Sta-
pop Y p p

vovy vektor x = [z,y, 2,4, 7,2 T. Sum uV je realizdcion U*™Y ~ Ng(0,Q),

¢asovy rozdiel medzi dvoma meraniami je At~ = (k) — ¢(k=1)

1 0 0 Ak 0 0 700
0 1 0 0 AtlF—D 0 700
_ — _ _ . 1
gF=D —[o o 1 0 0 A=D1 (k=1) 4 (=1 O = dia,
0 0 0 1 0 0 + Q &l 70
0 0 0 0 1 0 .
0 0 0 0 0 1 10

Vektor merani Yy = [7”371,7“3’2,7“3)3,’I“B,4,’UB71,UB,2,UB’3,UB74]T. Pre struénost’ sa

omadir = [z,y,2]" av=[i7 3. Sum w® je realizdcion W*) ~ Ng(0,R),

e —rpay ||+ 6*) —rra, |

2 — rpe ||+ (£ — rra, |
I — ey [| 4 2*) — g | 400
2% — rpay || + (£ — rra, | 400
( T Ak)f”“l ' () 400
ROEeRERO A 400
(k) — = VAT (k) —di
B N ) g o +w', R = diag 4 (4)
Hr““)*rﬁzl 1T T e, v
2 . 4
)71‘Rz + Jr(k)ir’r“”l . v(k) 4
Hr(k)erI2 I Ie(E) —rpg I 4
.
=) “"Rxy () “'Tag Cv(®)
) —rgaoll e —rgg, i

V ¢ase k bol odhad stavu x**) brany ako strednd hodnota aposteriérnej hustoty,
t.j. x**) = B(f(x®|Y®)).
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Pre niektoré k nie st vetky hodnoty multistatickych merani k dispozicii (vid
odsek. V takom pripade su vynechané prislusné riadky v rovnici . Na urcenie
pociatoéného stavu x*(°) bola pouzitd GPS referencia, t.j. x*(©) = xSPS(0) (od-
hadnuté stavy (vysledok filtracie) budi dalej pre rozliSenie znacené ako x*(*)).
Pociatoeny riadiaci sum u(® ako realizacia U®) ~ N(o, Q).

2.4. Testy statistickych hypotéz

Pre vyhodnotenie tispesnosti filtrov bolo potrebné ohodnotit, & dve mnoziny sta-
VOV Xg = {X,(lk)}]kvzl, Xp = {xék)},ivzl st ekvivalentné pre odpovedajice si hodnoty
k. Test hypotézy H : x, = x proti Ha : X, # X3, sihrnne znaéi testy po zlozkéch
stavového vektora x, t.j. H :xqy —xp, =0 proti Ha :xy —xp #0, H 1 yy —yp =0
proti Hy : y, — yp # 0, atd. Ako miera zhody bola uvazovana p-hodnota testu,
ktorym bol znamienkovy, resp. Wilcoxonov, resp. t-test v zavislosti od splnenia
predpokladov pre dané testy. Je potrebné poznamenat, Ze sila testov 3 vzrastd
v poradi ako st vymenované, na ¢o bol brany ohlad.

3. VYSLEDKY

Ziskané multistatické merania (popisané v odseku boli postupne prefiltrované
za icelom odhadu kartézskych poloh a rychlosti x* = {x**}N_ (N = 1192). Boli
pouzité filtre SIR, Auxiliary a Regularized (vid odsek , ktorych vysledky su
dalej diskutované (SIS filter nezachytil ani tvar trajektérie, ¢o sa aj predpokladalo,
rovnako aj PF Progressive Proposal [3], ktory v texte preto ani nebol uvddzany).

Na Obrézku [6] st zndzornené vysledky filtrdcie pre siradnice z*, y* filtra Au-

xiliary v porovnani s GPS referenciou PS8, ¢GPS,
5k o
3
10 ——— GPS
Auxiliary
0f X0
B X ._.\_@
= Txo
5L T
Rxo 103
_10 1 X 1 1 1 1 10 I
-10 -5 0 5 10 15 20
z [m]

Obr. 6. Trajektéria letu v rovine xy.

Na obrazku [7] su zndzornené vysledky filtrdcie pre vSetky suradnice x* v porov-
nanf s x6FS. 7 obrazku @ je zjavné, ze vysledky filtrdacie su vnutri Stvoruholnika
Rx1TxRroTxo =: Q kvalitnejsie ako v jeho okoli. Je to jednoznaéne sposobené
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Obr. 7. Vyvoj trajektorie letu v ¢ase pre jednotlivé siradnice stavového vektora x.

vyrazne horsou presnostou merani pre stav mimo Q (vid' [2]). Preto boli vysledky
analyzované zvlast pre let viitri (t.j. {x*(®); [z*(%) 4*M]T € Q  bude sa skratene
pisaf x* € Q) a mimo Q (analogicky x* ¢ Q). V tabul’kesﬁ vypisané pozorované
stredné a maximélne hodnoty chyby odhadu vektorov polohy a rychlosti od GPS.

Ako objektivne zhodnotenie tispesnosti filtrov sluzil test hypotézy H : x* =
xGPS proti Hy : x* # xCFS, resp. vysledna p-hodnota. Pre stiradnice ,7, 2 bol

Tabulka 1. Vektorové charakteristiky vedenia leteckého ciela zvlast pre polohu a rychlost.

||r* _ I.GPS” max||r* _ I.GPS” ”v* _ VGPSH max||v* _ VGPS”
[m] [m] [m/s] [m/s]

vnutri Rz1Tz1 RreTze (x* € Q)

SIR 79,56 162,05 10,33 64,23
Auxiliary 79,14 166, 38 10,33 65,07
Regularized 87,66 196, 36 10,17 63,95
mimo Rz1TziRzoTxa (x* ¢ Q)

SIR 236,83 720,52 14,26 109,67
Auxiliary 245,83 817,49 12,45 113,21
Regularized 273,17 1018, 21 13,64 111,95

[] jednotka fyzikalnej veli¢iny.
[|-]| strednd hodnota z euklidovskych noriem vektorov,
max||-|| maximdlna hodnota z euklidovskych noriem vektorov,

test jemne skresleny vys$im rozptylom v referenénych GPS datach, ¢o bolo aj vzaté
do uvahy pri vyvodzovani zédverov. Na zaklade testu bolo vyhodnotené, ze vSetky
filtre mali problém odhadntf stradnicu z vnitri @ a pre x* ¢ Q aj stradnicu y.
Inak najvyssia presnost voéi GPS referencidm bola dosiahnuté s filtrom Auxiliary.
Najhorsie obstél filter SIR (pre x* € Q vsak stdle dosiahol kvalitny vysledok).
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Tie isté ddta boli ndsledne prefiltrované SIR filtrom raz s 1 000 (ozn. x%) a potom
s0 100000 (ozn. x}) generovanymi casticami. Bol vykonany test hypotézy H : x* =
x; proti Ha : x% # x; opét zvlast pre x* € Q ax’ ¢ Q. Hypotéza bola zamietnutd
pre sturadnice y, z, &; x5 ¢ Q.

V nastaveniach parametrov filtrov (odsek je predpokladany model po-
hybu «7*~1 ako takmer rovnomerny priamociary pohyb so sumom. Vyvstéva
otézka, aké je zavislost tvaru trajektérie od chyby odhadu s takymto modelom.
Pre tieto 1cely boli vygenerované syntetické déta s roznou krivostou trajektérie
k a roznou velkostou zrychlenia a, ozn. x*f. Zaujimavy vysledok bol ziskany pre
let s konstantnym a v rovine z = 500 m pre priemernt chybu v odhade polohy, t.j.
|[r* — r*ef|| v zévislosti od k. Vid obrazok |8l Pre pohyb s nekonstantnym z bola

__.300

=) SIR

9200 Auxiliary

“éh Regularized
| 100

e

0 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1
0 0,001 0,002 0003 0,004 0,005 0,006 0,007 0,008 0,009 0,01
& [1/m]

Obr. 8. Ukézka zavislosti chyby odhadu od zakrivenia trajektérie v rovine.

r* — r*f|| od x nekorelovani. Obdobne sa ukazalo, ze chyba odhadu rychlosti
[v* — vrf|| a velkost zrychlenia a nie s (Statisticky vyznamne) korelované.

4. DISKUSIA

Na zdklade vysledkov v |3l kapitole je mozno konstatovat vhodnost pouzitia PF
(konkrétne SIR, Auxiliary a Regularized) na multistatické radarové merania. Je
potrebné spomentf ich stabilitu rozdielu medzi realitou a modelom o7 *~1 . Vid
obrazok |8 (krivost x = 0,005 moZe byt povazovand za hraniénu pre redlne lie-
tadlo). Kriticky citlivy na tento rozdiel sa ukdzal Unscented Kélmanov filter [6].
Tiez neboli pozorované statisticky vyznamné vychylenia v pripade vypadku me-
rani z niektorych bistatickych parov. V neposlednom rade je potrebné podtrhnut
vysporiadanie sa so silnou nelinearitou v meraniach (model (%)), ktora sa ukizala
ako kritickd pre iné filtre, ako Extended Kélmanov filter [6] alebo Progressive Pro-
posal PF [3]. Medzi slabsie stranky PF sa radi vysia vypoctova naroénost (logicky
vyplyvajica z generdcie ndhodnych vzoriek).

Nefunkénost SIS filtra dokézala pritomnost silného degeneraéného fenoménu pri
filtrécii redlnych multistatickych merani. Jeho odstrdnenie v podobe Auxiliary PF
sa uk4zalo ako velmi vhodné. Na druhej strane pre vysledky zo syntetickych meran{
(obrazok , kde sum merani presne zodpovedd modelu Z¥) sa ukézal najvhod-
nejsi filter Regularized, ktory zabezpeé¢il dostatocnu diverzitu ¢astic. Vd'aka nej aj
dobre zachytil silnejsi odklon od predpokladaného modelu systému .7 *—1).
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Porovnanim vysledkov 1000 a 100 000 generovanych ¢astic sa ukazalo, ze vyraz-
né navysenie poétu vnutri Q nems vplyv na presnost odhadu a mimo Q sa pres-
nost zhorsf, ¢o posobi paradoxne. Vid obrazok [Jh pre y, x* ¢ Q. To je sposobené

-2000 —GPS )
a S | — 1000 é. @) f(y(]")|x("'))
_-3000 \““\\ 100000 .| B
-4000 g @ =
-5000
200 300 400 500 z [m] z [m]
cas t [s]
a) poloha v stradnici y b) 1000 castic c) 100000 castic

Obr. 9. Ukézka zavislosti poctu ¢astic na presnost odhadu a vysvetlujice naérty problému.

tym, ze ak st merania kvalitné a model 7 *~1) je dostatocne dobry, aproximécia
F(x®E YR mé nenulové hodnoty v oblasti s vysSou hustotou castic (aj
pri 1000 casticiach), ktoré sa ohodnotia nenulovymi vahovymi koeficientmi wi(k)
a d'alsie navysovanie poétu ¢astic je zbytocné. Ak si viak merania nekvalitné, v ob-
lasti, kde by boli ohodnotené vahové koeficienty nenulovymi hodnotami, nemusia
byt ziadne €astice. To znamen4, ze vo vysledku filter chybné merania nezoberie do
uvahy (odfiltruje ich). Vid' obrazok |§|b Ak je v8ak pocet Castic vyrazne navySeny
(napriklad z 1000 na 100000), vid obrazok |§|c, bude ovela pravdepodobnejsie,
7e v tejto oblasti s nizkou pravdepodobnostou vyplyvajicou z f(x® |y *-1)
bude nejakd &astica, resp. niekolko maélo ¢astic. Tieto vSak budi ohodnotené
vyznamnym vahovym koeficientom a odhad x**) bude stiahnuty k chybnym me-
raniam a filter ich neodfiltruje (vid obrazok @a)

5. ZAVER

Cielom ¢lanku bolo struéne naértnit problematiku optimalneho Bayesovho od-
hadu so zameranim na jeho riesenie pomocou casticovej filtracie a jej nasledna
aplikdcia na multistatické merania z MSPSR radarového systému. Vyznamnou
¢astou bolo nésledné zhodnotenie a analyza vysledkov.

Casticovymi filtrami (konkrétne STR, Auxiliary a Regularized) boli dosiahnuté
uspokojivé vysledky. Z diskusie stoji za zmienku pomerne zaujimavé zistenie, ze
navysenie poctu éastic moze sposobit zniZenie presnosti vysledného odhadu. Je to
mozné povazovat za zistenie, ktoré je paradoxné, avsak je v ¢ldanku objasnené.

Problematiku aplikdcie éasticovych filtrov nie je mozné povazovat za uzavreti.
7 hladiska nastavenia parametrov by bola v budiicnosti vhodn4 analyza vplyvu
sumu U~V Tiez by bola vhodné analyza vplyvu nepresného poc¢iato¢ného stavu
x( na celkovy vysledok. Z hladiska analyzy by bolo do budicnosti dobré zistit,
preco a za akych podmienok chyba odhadu nema normaélne rozdelenie, resp. jej
rozdelenie nie je symetrické.



CASTICOVE FILTRE NA MERANIACH MULTISTATICKEHO RADARU 103

LITERATURA

[1] M. Arulampalam, M. Sanjeev, S. MASKELL, N. GORDON, T. CLAPP: Tutorial on Par-
ticle Filters for Online Nonlinear/Non-Gaussian Bayesian Tracking, IEEE Transactions on
Signal Processing 50 (2002), 174-188, doi:10.1109/78.978374.

[2] M. Benko: Vyhodnoceni uspésnosti filtri pri sledovdni cili, Bakaldfskd préce, Fakulta
strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni technické v Brné, Brno, 2019.

[3] P. Bunch, S. J. Godsill: The Progressive Proposal Particle Filter: Better Approzimations
to the Optimal Importance Density, Journal of the American Statistical Association 111
(2014), 748-762.

[4] P. Cabalkova, D. Kubal, M. Pelant, R.Plsek, V. Stejskal: Aspects of target detection in
MSPSR system under clutter conditions, 15th International Radar Symposium (IRS), IEEE,
2014, 1-4, doi:10.1109/IRS.2014.6869190.

[5] Ch. Musso, N. Oudjane, F. Le Gland: Improving Regularized Particle Filters, Doucet A.,
de Freitas N., Gordon N. (eds) Sequential Monte Carlo Methods in Practice. Statistics for
Engineering and Information Science, 1-25, Springer, New York, 2001.

6] E. A. Wan, R. Van der Merwe: The unscented Kalman filter for nonlinear estima-
tion, Proceedings of the IEEE 2000 Adaptive Systems for Signal Processing, Com-
munications, and Control Symposium (Cat. No. 00EX373), IEEE, 2000, 153-158,
doi:10.1109/ASSPCC.2000.882463.

Matej Benko, Ustav matematiky, Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni technické v Br-
né, Technickd 2, 616 69 Brno, Ceskd republika,
e-mail: matej.benko@vutbr.cz

Pavel Kulmon, Oddéleni vyzkumu a analyzy, ERA a.s., Nekdzanka 880/11, 11000 Praha,
Cesks republika,

e-mail: p.kulmon@era.aero



104



KVATERNION 1-2/2020, 105 105

SOUTEZ V MATEMATICKEM MODELOVANI SCUDEM IV 2019

ZDENEK OPLUSTIL

ABSTRAKT. Clanek popisuje étvrty roénik mezindrodni soutéze v modelovani po-
moci diferencidlnich rovnic SCUDEM IV 2019, kterého se icastnili studenti oboru
Matematického inzenyrstvi FSI VUT v Brné.

1. Uvob

Na podzim minulého roku probéhl uz ¢tvrty roénik mezindrodni soutéze Student
Competition Using Differential Equation Modeling (SCUDEM), kterou zajistuje
organizace ,,Systemic Initiative for Modeling Investigations & Opportunities with
Differential Equations” (SIMIODE). Tato organizace sdruzuje ucitele a studenty
z celého svéta a jednim z jejich hlavnich cilu je podpora vyuky matematického
modelovani a feseni praktickych problému pomoci diferencidlnich rovnic.

Aktudlné posledniho ro¢niku soutéze SCUDEM IV 2019 se poprvé zucastnili
také nasi studenti oboru Matematické inzenyrstvi. V kategorii studentu bakalaiské-
ho studia soutézili Anna Glozigova, Martin Buridnek a Petr Kamaryt s kou¢em
docentem Zdeitkem Oplustilem a v kategorii studentt magisterského studia Daniel
Kisa, Adam Kyjovsky a Daniel Kunz, jejich kou¢ byl profesor Jan Francu.

Systém soutéze byl ndsledujici: Jednotlivé tymy si pii registraci vybraly hostitel-
skou univerzitu, v nasem piipadé to byla Masarykova univerzita v Brné - presnéji
Ustav matematiky a statistiky Pirodovédecké fakulty. Viechny tymy obdrzely ve
stejny cas zadéni, které obsahovalo nasledujici tii témata: Problem A: Group Af-
finity and Fashion Sense, Problem B: Movement Of An Object In Microgravity
Environments, Problem C: Chemical Espionage (pfesné znéni zadani je uvedeno
nize). Studenti si jedno z nich vybrali a méli tyden na jeho zpracovani, resp. vy-
tvoreni matematického modelu popsaného pomoci diferencialnich rovnic.

Hlavni ¢ast soutéze pak probihala v Brné na Prirodovédecké fakulté pred po-
rotou slozenou z koucu jednotlivych tymu a dale z vysokoskolskych pedagogt
zabyvajicich se problematikou diferencialnich rovnic. Hodnoceni poroty bylo rozdé-
leno na dvé ¢asti. Nejprve byla anonymné hodnocena odevzdana feSeni jednot-
livych tymi a dale pak samotnd prezentace student. P¥iéemz do ni museli soutézici
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jesté zahrnout i odpovédi na dopliujici otazky polozené piimo na misté. Pro od-
lehéeni soutézniho napéti hlavni organizatori akce pripravili i doprovodny program,
ktery spocival napf. v modelovani vyvoje populace nebo matematickém kvizu.

Mimo tymy z naSeho oboru Matematické inzenyrstvi se brnénské ¢asti soutéze
tymy z Matematicko - fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy. Celkové pak SCUDEM
IV 2019 probéhl na vice nez 60 univerzitdch po celém svété (v Evropé to byla jeste
univerzita v madarském Szegedu).

Podle hodnoceni poroty soutézici uspésné zvladli zpracovat vybrand témata.
Velmi zajimavé bylo, jak rozdilnym zpusobem jednotlivé tymy piistupovaly k
feseni stejnych problému - ¢asto to korespondovalo s jejich zaméfenim studia (ne-
jednalo se totiz jen o studenty ¢isté matematickych oboru). Samotni ucastnici
soutéze podle svych slov ocenili moznost vyzkouset si prezentaci svych vysledku
ptred porotou, coz pro vétsinu byla nova a ne uplné ptijemnd zkuSenost. Na dru-
hou stranu se to dalo brat jako pfiprava napf. na obhajobu zavérecné prace.
Dalsim pfinosem soutéze urcité bylo vyzkousSet si tymové feSeni zadaného problému
v daném ¢asovém intervalu, tj. navrhnout feseni a obh4&jit si ho pred porotou, tak
jak to bézné v praxi chodi.

Celkovy dojem ze soutéze byl velmi pozitivni a doufdme, ze studenti Matema-
tického inzenyrstvi se budou soutéze pravidelné tcastnit i v ptristich ro¢nicich. Byla
by to pro né urcité zajimava a uziteéna zkuSenost.

Jesté poznamenejme, ze podrobngéjsi informace o organizaci SIMIODE a o sa-
motné soutézi SCUDEM lze nalézt na webovskych strankéach
https://www.simiode.org/ resp. https://www.simiode.org/scudem.

Na zavér uvedeme pfesnd zadéni jednotlivych témat a dale pak feSeni, které
sestavili studenti naseho oboru.

Problem A: Group Affinity and Fashion Sense

People tend to congregate into groups in different ways. People can create strong
links in small cliques or identify loosely as part of a larger trend. One example of
the latter phenomena is hipsters. An amusing example of how someone identified
and adapted their appearance to conform to the look of a stereotypical hipster
is a person who complained that his image was used in an article about people
conforming to a stereotypical look [1]. It later turned out the image in the article [2]
was someone else who happened to look like the person complaining that image was
appropriated. This raises a number of questions about how people choose which
groups to associate with as well as how they decideto adjust to the expectations
of the other people within their group. We focus on the latter question, and you
are asked to examine the propensity for a person to alter their appearance and
conform to particular expectations. You should develop a model that describes
how different people within an established group interact and decide to change
some particular part of their appearance. How long does it take for people in the
group to change their appearance? How many people will change, and how much
alike will they eventually appear? You should provide an analysis about which
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parts of your model impact how different subgroups change and how quickly the
change occurs. Your description of the model should include the following:

e Clearly describe the aspect that is being changed.

e Describe how information about it is exchanged between people in the
group.

e Describe the way people interact and how the model mimics those inter-
actions.

e Describe the range of values of the parameters and the meaning associated
with higher versus lower values of these parameters.

Note, the work that sparked this exchange included a mathematical model of
how people decide whether or not to conform and change their appearance [3]. The
model and analysis in the paper is advanced, and it is not a good starting point
for the beginning development of a model. The model in the paper only included
two different groups: conformists and nonconformists. It also included a delay to
approximate the interactions between the two groups. (A delay can be difficult to
approximate and analyze and should probably be avoided for a first effort in a
short term project.)

REFERENCES:

[1] Garcia-Navarro, Lulu and Feingold, Lindsey, “Man Inadvertently Proves That
Hipsters Look Alike By Mistaking Photo As Himself,” March 10, 2019,
https://www.npr.org,/2019/03/10/702063209/man-inadvertently-proves-that-
hipsters-look-alike-by-mistaking-photo-as-himself. Accessed June 2019.

[2] ”The hipster effect: Why anti-conformists always end up looking the same,”
MIT Technology Review, Feb 28, 2019,
https://www.technologyreview.com/s/613034/the-hipster-effect-why-anti-
conformists-always-end-up-looking-the-same/. Accessed June 2019.

[3] Touboul, Jonathon, “The Hipster Effect: When Anticonformists All Look
The Same,” https://arxiv.org/abs/1410.8001. Accessed June 2019.

Problem B: Movement Of An Object In Microgravity Environments

In February 2019 a Japanese probe made contact with a small asteroid, Ry-
ugu [1]. The team overseeing the program had to overcome a number of technical
challenges. For this question we focus on the issues associated with a low gravity
environment. The team had to land a probe gently enough so that it does not
bounce and move too far away from a designated landing position. The next pro-
blem is moving the probe to a new position using a minimal amount of energy and
also minimizing how far the probe bounces on the surface of the asteroid.

You have been asked to provide guidance in helping find a new asteroid on which
to land a probe. The goal is to determine the range of dimensions for the smallest
possible asteroids which can be used to land a probe. (Keep in mind that asteroids
can have high aspect ratios and are generally not round.) Your team should develop
a method to land a small probeon the asteroidand the final position of the probe
after coming to rest should be as close as possible to a predetermined landing
point. At the same time the amount of bouncing should be as small as possible to
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avoid damaging the probe.You should also develop a way to move the probe to a
predetermined position using a spring that will allow the probe to hop in a given
direction without using a device that generates thrust. The analysis you provide
should include a detailed description of the mathematical models you develop to
describe the movement of the probe in these different conditions.

The surface of the asteroid is assumed to be quite rugged, and the probe may
have to jump into a ravine or along the side of a steep cliff. You should provide
guidance concerning the limits of moving theprobe using a minimal number of
jumps under a wide variety of situations. Your analysis should include a description
of the possible limits to what area can be exploredand the description should
include guidance on choosing an asteroid with respect to the possible dimensions.

REFERENCES:

[1] Wall, Mike, “Japanese Spacecraft Successfully Snags Sample of Asteroid
Ryugu,” space.com, 22 February 2019, https://www.space.com/japanese-asteroid-
probe-lands-ryugu.html. Accessed June 2019.

Problem C: Chemical Espionage

It can be difficult for some insects to find mates. One common way for a female
to attract a male is to use chemical signals. One problem with this approach
is that this signaling can attract many males, and in response the males often
use chemical signals, called anti-aphrodisiacs, that are used to either mask or
dissuade other males. An example of this can be found in the large cabbage white
butterfly Pieris brassicae. Unfortunately for the butterflies,the chemical signals can
be exploited by parasitic wasps. Two species of wasps have been identified that
can detect the anti-aphrodisiacs, and when a female butterfly has the chemical
signal thewaspsare more likely to follow the butterfly and lay their own eggs in
the butterflies’ eggs. These interactions introduce two competing pressures on the
butterfly population. For the male butterflies the anti-aphrodisiacs make it more
likely for them tofertilize eggs. For the female butterflies the anti-aphrodisiacs
make it less likely to be bothered by more males, and the females can focus on
placing their eggs in the most advantageous place. On the other hand the anti-
aphrodisiacs make it more likely these eggs will be eaten by the wasp larvae. One
question that arises is to determine the trade-offs and balance between the two
competing interests. To do so develop a mathematical model for the interactions
of the male and female P. brassicaeas well as the parasitic wasps. What is the best
balance for this system and what is likely to happen in the long run?

REFERENCES:

[1] “Chemical espionage on species-specific butterfly anti-aphrodisiacs by hitchhi-
king Trichogramma wasps, “ Martinus E. Huigens, Jozef B. Woelke, Foteini G.
Pashalidou, T. Bukovinszky, Hans M. Smid, and Nina E. Fatouros.Behavioral
Ecology. Volume 21, Issue 3, May-June 2010, Pages 470-478, 11 February 2010.
https://doi.org/10.1093 /beheco/arq007.
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Pro modelovani feSeni tohoto problému jsme vyuzili klasicky Lotkiv- Volterriv model
dravce a koristi. AvS8ak narazili jsme na problém, Ze v tomto modelu vymfiela jedna z
populaci, nebo pfezili pouze motyli, jejichz populace rostla nade vSechny meze. Proto jsme
zvolili tzv. model s vnitrodruhovou konkurenct.

Necht tedy z je populace motyli a y populace vos. Dany problém je popsan nésledujici
soustavou

' = (e — ax —yy)z
Y = (—e + %)y

kde

€1. .. mira rustu populace kofisti,

€. .. mira rustu populace dravce izolovaného od kofisti, e3> 0,
«. .. mira vnitrodruhové konkurence kovisti, o> 0,

1. .. mira niceni populace kofisti dravcem,

Yo... kM1, kde k>0,

K...efektivnost premény znicené kovisti na populaci dravce,

dale 71, €1 jsou funkce zéavislé na ¢, kde c. .. koncentrace feromonii od populace motyli,
¢>0. Zvolili jsme €;=ec a vy, =gc, kde e,g >0. Dostavame tedy tvar

2 = (ec — ax — gey)x ©)
Y = (—extrgex)y

1. ANALYZA MODELU A SINGULARNICH BODU

Obé rovnice polozime rovny nule a obdrzime nasledujici singularni body

0,01, [2£,0], [, "eamses

Kkge'  Kg2c?
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Jacobiho matice pro danou soustavu je

oh(zy) Ofi(zy) ec — Y — ac _acx
J&Y) = opsloa)  orshu) :< o 9 e )
T By Kgcy —€y + Kgcx

Jacobiho matice v prvnim singuldrnim bodé&

ec e
005 ).
jejiz vlastni ¢isla jsou A\;= -ec, A= €5, za predpokladu e,c > 0. Jelikoz dostavame kombinaci
kladné a zdporné vlastni ¢islo, jedna se o typ singularniho bodu tzv. sedlo (nezavisi na c).

Jacobiho matice v druhém singularnim bodé

—ec —gc?e
J(a70)< 0 —ep + Kgize >7

jejiz vlastni ¢isla jsou A= ec, A= ;@gé%m’ kde podle rgc?e—eya mame dva typy singu-
larnich bodu.

rgele <esar ...c € (05, /922)

2 o .
Kgele > ... € (/2 5 00)

V prvnim piipadé se jedna o stabilni uzel, v druhém o sedlo, pfi¢emz uvazujeme
2
g Kege®—aeg 2 s L
[@7T‘32.]. pro Kgce >eq, nebot opak nemd smyslz ‘
Treti a nejzajimaveési singularni bod ma Jacobiho matici

—Qen —€9
J(<2 Kegc®—aea Kgc K
: (@7 rg2c? ) reg—acy |
gc

ea(regc®—aes) 0

Kgc o
Diskriminant této rovnice je D = a?e3 — 4rgces(kegc® — aey)
D>0...jelikoz aey > v/ D obé realna vlastni ¢isla jsou zaporna, dostavame tedy uzel.
D<O0 ... komplexné sdruzena vlastni ¢isla se zdpornymi redlnymi ¢astmi, dostavame
stabilni ohnisko.

D=0 ...Tesime rovnici vzhledem k « jejiz kofeny jsou o* = 2kge(=£, /1 + %-1),
€

vlastni ¢isla zjistime z nésledujictho vyrazu )\2+%)\ +

kde smysl mé pouze uvazovat kladny koten.

Pro a<a* dostavame ohnisko a pro a>a* uzel.

2.ZAVER

Namétem k dalsi analyze by mohl byt rozbor vzhledem k c u tfetiho singularniho bodu,
to vSak vede k rovnici tretiho stupné analyticky obtizné fesitelné. Jinou modifikaci by
mohlo byt rozsifeni modelu do t¥eti dimenze (napf. pro motyly a dva druhy vos). Regeni

komplikovangjsich modelu by vsak vyzadovalo vice ¢asu.
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DODATECNE UKOLY
UKOL 1
Nasi soustavu jsme rozsitili o dalsi rovnici, model tedy nabyva podoby

= (e —ax —yy — 6hz2)x
Y = (—ea + 7z — 022)y
2 = (—e3+ 032 + T3y)2
kde
€3. .. mira rustu populace dravce izolovaného od obou druhi kovisti, e3 > 0,
03. .. mira nicend pronitho druhu populace kovisti dravcem, kde o3 = Ady, A > 0,

T3. .. mira mira niceni druhého druhu populace kotisti dravcem, kde 73 = Bds, B > 0,
A,B. .. efektivnost premény jednotlivého druhu znicené kotisti na populaci dravce,

Dostavame tedy matici 3x3, kde urcovani typu singularnich bodu by ptinaselo jisté
komplikace.

UKOL 2

Nasi soustavu jsme modifikovali nasledovné

' = axy — frxz
Y = aory — Payz
7= —az+ 01z + 0yz

kde

z. .. populace samcii,

Y. .. populace samic,

z...populace dravci,

a1 = g ... predpoklad, Ze se stejnou pravdépodobnosti narodi samec/samice,

B1 = Ba ... predpoklad, Ze dravec bude se stejnou pravépodobnosti nicit samce i samice,

®3)

(4)

Odpovéd na otazku vede k feSeni optimaliza¢ni tlohy. Samec nepouzivajici feromony méa

malou Sanci, Ze ho samicka vyhleda. Samec pouzivajici naopak pfili§ moc feromoni
riskuje sezrani jeho mladat. Je tedy t¥eba nalézt optimalni hodnotu feromot.

UKOL 3

Nasi ptuvodni soustavu jsme modifikovali nasledujicim zptisobem
' = (e — ax —yy)z
Y = (—ea +71)y

kde

z puvodni zavislosti €; =¢;(c) dostavame zavislost na Casu €;=¢€1(c, t) a z y1 =1 (c)
dostavame zavislost na ¢asu v, =71 (c, t).

Modifikované soustava by vSak potom nebyl autonomni systém.
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Zadani problému

Modelovan4 situace se tyka populace bélaska zelného a parazitickych vosi¢ek z rodu
Trichogramma. Bélasci pfi rozmmnozovani pouzivaji chemické signdly. Feromon
samicky lakd samecky, oproti tomu feromon jednoho samecka odpuzuje ostatni
samecky. Zaroven vsak ldtka samecciho feromonu (benzylchlorid) 16k dva druhy
parazitickych vosicek k mistu pafeni. Vosicky kladou svoje vajicka dovniti vajicek
bélaska, témi se nasledné vylihnuté larvy krmi. Hladina samecéiho feromonu tudiz
vytvari dva protichtdné natlaky na populaci bélasku. Pro samicky vysoka hladina
benzylchloridu znamend, ze muze klast vajicka v klidu bez obtézovani ostatnich
samct, to ale zaroven zpusobi pfilet vice parazitickych vosicek.

Ukolem je sestavit matematicky model (pomoci diferencidlnich rovnic) popisujici
tuto situaci, diskutovat rovnovahu systému a dlouhodobé dopady.

2. ZVOLENY MODEL, JEHO PREDPOKLADY A VYSLEDKY

Zvoleny model zkouma zménu populaci béldska a vosicek v ¢ase, pficemz inter-
akce téchto dvou druhti je modelovana pomoci tfeti proménné symbolizujici pocet
bélaskem nakladenych vajec. Dostavame tak systém tii diferencialnich rovnic.
Piedpokldddme, ze piirustky populaci béldska (resp. vosicek) jsou piimo imérné
poctu nenapadenych vajec (resp. napadenych vajec), a Ze jejich ubytek je pfimo
umérny jejich populacim. Jelikoz doty¢ny druh je v rdmci jednoho péaticitho ob-
dobi monogamni, predpoklddame, ze prirustek vajec je imérny poc¢tu oplozenych
samicek.

Funkce afrodiziaka vyluc¢ovaného samickami je v modelu zanedbana, funkce anti-
afrodiziaka vyluc¢ovaného samecky je modelovana tak, ze ¢im vice samecku ben-
zylchlorid pfi pafeni vypousti, tim vice roste pravdépodobnost, ze nakladena vejce
budou napadena parazitickymi vosickami. Pomér mezi pohlavimi bélaska je uvazo-
vén konstantni a roven 2.23:1 samecku ku samickdm[2]. Nejsou uvazovéna jednot-
liva vyvojova stadia bélasku a vosicek, v modelu se z vajec lihnou uz dospéli jedinci.
Dale model zanedbava fakt, ze bélasci se nerozmnozuji po cely rok, ale pouze v
urc¢itych obdobich.

Model je ve tvaru

T = cléefp(wrﬁr)y —dix
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y=co(l—e 7)1~ p)xr—dy
p=c36(1 — e Ty — dop,

kde x vyjadiuje populaci bélaski, y pocet vajec a p populaci parazitickych vosicek.

Parametry pouzité v modelu jsou zesumarizovany v nasledujici tabulce. Vétsina
hodnot byla zvolena pouze orienta¢né pro numerické feseni systému.

Parametr Popis Hodnota
C1 podil nenapadenych vajec, ktera se zdarné vylihnou v bélaska 0.9
cz poéet vajec nakladenych jednou oplozenou samickou 20
C3 podil napadenych vajec, kterd se zdarné vylihnou ve vositku 1
dx umrtnost béldskd 1
dz umrtnost vosicek 1
r podil sameckd pouZivajicich anti-afrodiziakum
& rychlost lihnuti vajec 1

o, B sloudi k vyjadfeni schopnosti hledani vajec vosiékami 0.1, 0.9
y slouii k vyjadieni pravdépodobnosti, Ze si kaidd samicka najde partnera 1
pomér pohlavi mezi sametky a samickami 0.69

Pro vysvétleni vyznamu jednotlivych ¢lenu za¢neme u ¢lenu vyjadiujiciho piiru-
stek vajec. Z predpokladu monogamie samicek plyne, ze za jedno périci obdobi
muze dojit k maximalné (1 — p)x oplozeni. (1 —e~7*) je rostouci funkce nabyvajici
hodnot mezi 0 a 1 a vyjadfuje pravdépodobnost, ze dojde k oplozeni vSech samic.
Po vynasobeni konstantou co dostavame celkovy pocet nakladenych vajec.
Ubytek vajec —dy se pak délf na tii ¢dsti - pifrastek belaskt v dusledku vylihnuti,
prirustek vosicek v dusledku parazitace a piipadny ubytek vajec z externich duvo-
di. Funkce e~ P(@+87) ye zmiénych piirtsteich vyjadiuje jakou éést vajec vosicka
nenapadne. Pro velké hodnoty p se funkce blizi nule, jinak fe¢eno, pokud je pocet
vosicek velky, podafi se jim napadnout témér vSechna vejce. Parazitismus vosicek
je silné ovlivnén parametrem r, ktery vyjadiuje podil samecku bélaska v populaci
vyuzivajicich anti-afrodiziakum pro zvyseni Sance svého rozmnozeni. Cim veétsf
tento podil je, tim 1épe vosicka na béldscich parazituje. Parametr o vyjadiuje mi-
nimélni schopnost vosi¢ek parazitovat, tedy i bez pomoci samecéiho feromonu.
a+ 8 pak tu maximélni, tedy v piipadé vSech samecku vypoustéjicich benzylchlo-
rid.

Ijbytky —dix a —dap jsou v tomto tvaru kvuli predpokladu linedrni zavislosti
rychlosti vymirani populace na jeji velikosti.

3. INTERPRETACE A DISKUSE VYSLEDKU

Vzhledem k nelinearité systému rovnic byla tloha feSena pouze numericky v pro-
stiedi MATLAB. Konstanty pro vypocet byly zvoleny dle tabulky vyse. Zkoumén
byl vliv podilu samecku pouzivajicich anti-afrodiziakum na feSeni systému. Pfi
malych hodnotich r bylo feSeni asymptoticky stabilni a po nékolika oscilacich
se populace bélaska a vosicek ustdlily na nenulovych hodnotéach - oba druhy v
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systému zily v rovnovéaze. Pfi zvySovani parametru r se nejprve zvétsovalo osci-
lovani feseni a trvalo déle, nez se populace ustélily. Okolo hodnoty r = 0.3 se reSeni
kvalitativné zménilo a ekvilibrium pfestalo byt asymptoticky stabilni, feSeni okolo
néj soustavné kmitalo. Pro hodnoty nad r = 0.33 se stacionarni bod pfesunul do
pocatku, v systému tedy doslo k vymifeni obou druhu.

Vysledky lze interpretovat tak, ze pro celkovou populaci bélaska je vyhodnéjsi
mens§{ mira vyuzivédni benzylchloridu pro odrazeni ostatnich samecki. Feromon
sice zvysi Sanci jedince na Uspé$né rozmnozeni, v pritomnosti vosicek ale jeho
vylu¢ovani pusobi od jisté meze katastrofalné a vede k vyhynut{ celé populace.
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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ OLYMPIADY

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

ABSTRAKT. V ¢lanku su rieSené vybrané priklady suvisiace s Internetovou matema-
tickou olympiddou pre studentov strednych skol. Prvy priklad je o vypocte objemu
telesa, v druhom sa hladaju rastiice funkcie s danym rozdielom, v trefom sa pracuje
s mnozinou komplexnych é&fsiel a vo §tvrtom sa hlad4 dvojica funkcii spiﬁajﬁca dany
vztah, pricom jedna z nich je funkciou dvoch premennych.

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kazdoro¢ne organizuje Internetovi ma-
tematickd olympiadu pre studentov strednych §kol CR a SR. V roku 2019 prebehol
uz jej dvandsty rocnik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa nemalou mierou
podielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi a oboru Aplikovand matema-
tika. Na strankach matholymp.fme.vutbr.cz je mozné najst zadania aj rieSenia
prikladov zo vSetkych ro¢nikov.

Tento prispevok je treti v poradi na tito tému. Vybrala som Styri priklady,
ktoré rieSim nie len s cielom ndjst nejaké rieSenie ale usilujem o to, aby toto
rieSenie spfﬁalo rozne kritérid. Niektoré priklady je mozné riesit aj s vyuzitim
limit, derivécii a integralov, ktoré nie vietci stredoskoléci poznaju, preto na sitazi
tieto postupy rieseni neuvadzame. V tomto ¢lanku je priestor aj na takéto riesenia.

1. PRIKLAD SUBSTRAT

Priklad nazvany pracovne Substrat je jednym z tych, ktoré vznikli podla redlnej
situdcie. Riesitelia nemali problém pochopit, o ¢o ide, v zadani sa nevyskytuji
ziadne zlozité ¢i menej zndme matematické pojmy. Preto riesenia tohto prikladu
poslali skoro vietky ztiéastnené timy, aj ked' nie vidy spravne. Priklad bol pouZzity
v roku 2019 a mal ¢islo 1.

Priklad 1 (autorka Jana Hoderovd). Potrebujeme nachystat 8 truhliki pro
vysazend balkénovych kvétin. Tvar a rozméry truhliku jsou uwvedeny na obrdzku [1]
Truhliky chceme naplnit substrdatem prdvé 2 cm pod horni okraj.

a) Kolik substrdtu v cm® zaokrouhlenych na celd ¢isla budeme potiebovat?
b) Jaky je nejmensi pocet 20litrovych baleni substrdtu, ktery k tomu budeme
potrebovat?

2010 MSC. Primérni 00A09; Sekundérni 00A35.
Klicovd slova. Matematickd olympiada.
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c) Bude finanéné vghodnéjsi koupit odpovidajici pocet 20litrovich substrdti
a 77 Ké, nebo odpovidajici pocet 40litrovyjch substrdtu ¢ 112 Ké?

POHLED ZEPREDU

1lcm

12, 5cm
10, 5cm

VAHTZ
ddTHOd

55cm 1lcm

57cm

Obrazok 1

Moznych postupov riesenia je niekolko. D4 sa postupovat podobne, ako je to
ukdzané vo vzorovom riefeni na strankach olympiady, teda rozdelit teleso na nie-
kolko ¢asti — kvéder, hranoly a ihlany, ktorych objemy vieme spoéitat podla
znamych vzorcov.

Existuje aj priamy vzorec na vypocet objemu daného telesa? Dané teleso vy-
zerd na prvy pohlad ako zrezany ihlan, ale nie je nfm. Sikmé hrany by sa totiz
po prediiem’ nepretli v jednom bode ale v dvoch bodoch. Preto nemézeme pouzit
vzorec na objem zrezaného ihlana, v takom pripade by sme sice dostali spravne
vysledky casti b) a ¢) ale len priblizny vysledok casti a). Aj pre nase teleso existuje
vzorec na vypocet jeho objemu. D4 sa najst v tabulkdch, niektor{ riesitelia ho nasli
a pouzili. Ze taky vzorec existuje, nie je az tak prekvapivé — pokial vo vipocte ob-
jemu nahradime dané idaje parametrami, dostaneme vyraz, ktory bude hladanym
vzorcom. A Ze bude tento vyraz pomerne jednoduchy, sa tiez d4 dopredu odhadnut
z toho, Ze ide o symetrické teleso, ktorého povrch je tvoreny ¢astami Siestich rovin,
pricom dve z nich si rovnobezné.

Toto vsetko je zaujimavé, ale priklad som sem vybrala pre nieco iné. Chcela
by som tu ukdzat, ako sa da rieit tento priklad postupom, ktory uéime nagich
Studentov na vysokej Skole, a to je pomocou integralov.
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Najskor odvodim vzorec pre objem celého truhlika. Ozna¢im rozmery dna tru-
hlika ako a, ¢ a rozmery hornych okrajov truhlika ako b, d tak, ze rovnobezné si
dvojice hran s dizkami a, b a taktiez ¢, d. Vysku truhlika ozna¢im ako v.

Umiestnim si truhlik do sdiradnicovej sistavy. Je mi jasné, ze najvhodnejsie
bude ¢o najsymetrickejsie umiestnenie. Dno truhlika preto polozim na rovinu xy
tak, aby os z prechddzala stredom truhlika a hrany dna boli rovnobezné s osami
x, y. Na obrazku [2] je zndzorneny umiestneny truhlik.

Za
. /\
'I
Yy ]
[
........... P I
\
D Lol
\\J X
a
Obrazok 2

A teraz sa zamyslim, ako je to najlepsie integrovat, ¢ize ako by sa to dalo pekne
nakrijat na ,nekoneéne vela“ platkov s ,nulovou hribkou“. Vidim, Ze najjedno-
duchsie je to vtedy, ked rezem truhlik rovnobezne s rovinou zy. Vtedy totiz v reze
dostanem vzdy obdlznik. Jeho rozmery zavisia linearne od vysky z, v akej rezem, a
teda si rovné A+ Bz a C+ Dz, kde A, B, C, D st konstanty a daji sa jednoducho
vypoéitat. Pre z = 0 st rozmery tohto obdlznika rovné rozmerom dna truhlika, to
je a,c. Z toho hned mém, ze a = A, ¢ = C. Dalej, pre z = v st rozmery tohto
obdiznika rovné rozmerom hornych okrajov truhlika, to je b, d. Z toho mo6zem
vyjadrit B, D a dostdvam, ze B = b;“, D = %. Rozmery obdlznikového rezu
truhlika vo vyske z sa teda

b—a
v

—c
a+ ‘Z, C+——-z.
v

Objem truhlika teda mozem vypoéita tak, ze budem integrovat obsahy obdiz-
nikov pre z od 0 po v. Dostavam

V:/ <a+b_a-z>~<c+d_c-z>dz.
0 v v

Funkcia, ktord integrujem, je polyném. Vyraz roznasobim a dostdvam

V:/Ov((b—a)gd—c) L, db—a)tald—c) .Hac)dz

v v




120 V. S. RUZICKOVA

_ _ 3 _ _ 2 v

[-ad-0 @ db-@tad-o 2

v2 3 v 2 0
_b-ad=9  cb=atad=c)

3 2
= £ 20— a)(d — ¢) + 3c(b — a) + 3a(d — c) + 6ac]
- % [2ac + ad + be + 2bd] = % [a(2¢ + d) + b(c + 2d)],

¢o je uz vysledny vzorec pre objem truhlika s rozmermi a, b, ¢, d, v popisanymi

vyssie.

V zadani sa od nés v skutocnosti nechce vypoéitat objem truhlika, ale objem
substratu v nom, ktory dosahuje do mensej vysky, nez je vyska truhlika. To ale
nie je ziaden problém, objem substratu mozem vypoéitat pomocou toho istého
integralu, s tym rozdielom, Ze namiesto od nuly po v budem integrovat len po
vysku substratu. Oznaéim si ju vs. Integral uz som vypocitala vyssie, po dosadeni
dostanem

v _ (b_aigd—c) .%3+c(b—a)—ga(d—c).%2+ac'z ve
0
:W.U—S+c(b a) + ald C)-vfswLac-vs-
v 3 v 2

Vidim teda, Ze objem substratu nie je priamo timerny jeho vyske, tdto zavislost
nie je linearna, ale vyskytuje sa tam aj druhd a tretia mocnina vysky.

Po dosadeni hodnét a = 55, b = 57, ¢ = 10,5, d = 12,5, v = 11l a v, = 9
do vzorca a vynéasobeni poctom truhlikov dostanem vysledni hodnotu, na ktora
sa nas pytaju v zadani, v casti a), teda

4 93 214110 92 688230
. -1 .9 =
5 T55:10,5-9= ==

T2 3 T T
5505840 23

L= 2 — 45503 —
8V. o1 5503 — o

Zvycajne sa snazim o to, aby postup rieSenia neobsahoval zbytocne zlozitejsiu,
,Vyssiu“ matematiku, nez je nutné. V tomto pripade ale postup pomocou integrélov
sa mi zdd byt elegantnejsi - nemusim delif teleso na mensie ¢asti ale pocitam
vietko v jednom. A dokonca sa ukazuje, Ze ani nie je nutné pouzit trojny integral.
Napriek tomu, Ze ide o trojrozmerny utvar a poéita sa objem, d4 sa vystacit aj
s jednoduchym integralom.

2. PRIKLAD S RASTUCIMI FUNKCIAMI

Tento priklad mal na sitazi v roku 2012 éislo 2 a umiestnil sa medzi tymi najtazsimi
pre riesitelov. Pracuje sa tu s pojmom ,rastica funkcia“.

Priklad 2 (autor Zdenék Oplustil). Najdéte rostouci funkce f, g takové, Ze
f(z) — g(x) = sinx pro viechna redind x.
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Mém teda vztah f(z) = g(z) + sinx. Prvé, ¢o ma napadlo, je, Ze ak k rastticej
funkcii g pripo¢itam funkciu sinz, vyslednd funkcia f bude eSte viac rastica
na tych intervaloch, kde sinx rastie, a bude menej rastica, pripadne klesajica
tam, kde sinz klesa. Tie pojmy ,viac rastica“ a ,menej rastica“ sa daji presne
definovat pomocou hodnoty derivdcie. Pretoze derivicia (sinz) = cosz > —1
pre vietky redlne x a rovnost nastdva len v izolovanych bodoch, staéi, aby de-
rivacia ¢’(x) > 1 pre vSetky redlne x. Potom pre derivéciu ich stétu plati

f(x)=coszx+¢g(z)>-1+1=0

pre vietky redlne x a rovnost moze nastat len pre také z, kde je cosz = —1, a
teda len v izolovanych bodoch. Jednoduch4 rastiica funkcia s touto vlastnostou je
g(x) = z, ktord ma vsade derivdciu rovnu 1.

Tento postup vyzerd pekne jednoducho, ale vyzaduje znalost derivécii. Ktori
nie vsetci stredoskoldci maji. Zaujimalo by ma, & sa to dd ukéazat bez nich,
s pouzitim ¢o najzdkladnejsich pojmov a vztahov.

Mdm teda funkciu f(z) = z + sinz a chcem ukézat, zZe je rastica pre vsetky
redlne x. To znamend, ze pre kazdu dvojicu redlnych ¢isel z > y plati f(x) > f(y).
Dosadenim a upravou z toho dostédvam ekvivalentny vztah

T +sinz >y +siny,

x —y >siny —sinz.

Na pravej strane je rozdiel dvoch sfnusov. Mdzem ho napisat ako stéin sfnusu

a kosinusu pomocou zndmeho vzorca sinx — siny = 2 cos (%) sin (%5¥). Dost4-

T —1y > —2cos <x—;—y) sin (m;y) ,
x_y>—cos Tty sin Ty
2 2 2 ’
y

1> —cos <x+y> Sm(;).

vam vztah

T4 poslednd z iprav asi vyzera dost ,,umelo“, ale m4 logiku: v§imla som si, Ze vyraz
nalavo bol rovnaky ako je argument sinusu napravo, a viem, Ze ¢asto pomaha dévat
rovnaké vyrazy k sebe, tak som to urobila. Vychadzam z predpokladu, ze = > v,
takZze znamienko nerovnosti sa nezmenilo. Zatial som stdle robila ekvivalentné
upravy, takze tdto poslednd nerovnost plati prave vtedy, ked f(z) > f(y).

Teraz si myslim, Ze by sa malo dat ukézat, Ze za predpokladu x > y si oba
Cinitele v stc¢ine na pravej strane mensie alebo rovné 1. V prvom pripade je to

zrejmé, plati
— cos <352+y> <1.
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V druhom pripade si zjednodusim vyraz zavedenim novej premennej ¢ = “5¥ > 0.
Chcem teda ukdzat, ze
sin

< 1, teda

sinp < ¢

pre kazdé ¢ > 0. To je predsa uz jasné z obrazka. Graf funkcie sin x lezi pod grafom
funkcie z. Skutoéne? A odkial viem, Ze sinus nerastie na zaciatku strmsie nez 45°?
Predsa z derivdcie. LenZe pojmu derivacie som sa chcela v tomto dokaze vyhnut.
TakZe znova. Ako inak sa d4 zdévodnit, 7e sin ¢ < ¢ pre kazdé ¢ > 0?7 Skidsim si
pomodct inym obrazkom, s jednotkovou kruznicou. Predtym ale si este uvedomim,
7e sta¢i uvazovat ¢ < 1, lebo ak by ¢ > 1, mam hned sinp < 1 < ¢.

Nakreslim si teraz kruznicu s polomerom 1 a na nej vyznac¢im dva body A, B,
ktoré spolu s jej stredom S tvoria rovnoramenny trojuholnik, s velkostou uhla ¢
(v radidnoch, nie stupfioch) pri vrchole S, vid obrézok Obsah kruhového vyseku

B

B

Obrazok 3

medzi bodmi A, B je rovny 2. A kde mam hodnotu sin¢? Je to dizka vysky
trojuholnika ABS a jeho obsah je teda Sig“". A pretoze je (tentoraz uz kazdému)
z obréazka jasné, ze obsah trojuholnika ABS je mensi nez obsah kruhového vyseku,
plati, ze Sigw < Z.

A to uz je vetko. Ale ... nie¢o sa mi na tom nezda. Ja som ukédzala, ze ak

. oy
x > y, potom — cos (%) <la % < 1. Ale to este neznamend, ze aj ich
2

si¢in bude mensf nez 1. Mohli by totiZ obidve hodnoty byt zédporné. Mala som
tam dat absolitne hodnoty. Potom uZ to sta¢i. Takze znova.
V prvom pripade je to zrejmé, plati

cos(x+y)‘ <1.
2

V druhom pripade musim ukdzat, Ze

smap‘ <1 prekazdé ¢ > 0, teda
2

|sinp| < ¢ pre kazdé ¢ > 0.
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Zase staci uvazovat ¢ < 1, lebo ak by ¢ > 1, mdm hned |sing| < 1 < ¢. No
apre 0 < ¢ <1jesing > 0 ateda |sin | = sin ¢ a viem, ze sin ¢ < ¢, to uz mam
dokazané vyssie.

Este poznamka na zaver: podobnym ,,obrazkovym* postupom sa robi vypocet
derivacie funkcie sinz z definicie.

3. PRIKLAD S KOMPLEXNYMI CISLAMI

Priklad, kde sa pracuje s komplexnymi &slami, sa vyskytol na sifazi v roku 2017
pod &fslom 6 a patril k tym najtazsim.

Priklad 3 (autor Ludék Nechvdtal). UvaZujme funkci danou vztahem f(z) =

/ 1
z4/1 — —. Uréete mnozinu, na kterou tato funkce zobrazi mnoZinu M = {z € C :

z
z=t+0-1, kde 0 < ¢ < 1}.

Poznamka: Komplexni ¢islo z = a+bi, kde a,b, € R lze pomoci Eulerovy formule
el¥ = cosy + ising zapsat ve tvaru z = |z|el?, kde ¢islo |z| = Va2 +b? se
nazgvd modul a ¢ se nazgvd argument (nebo také 1hel) komplexniho ¢isla z. Redlnd
mocnina komplezniho ¢isla z je definovdna jako 2" = e" W 121419) kde » € C \ {0},
reR, pe (—m,m).

Ukézem dva postupy rieSenia. Prvy bude ¢o najjednoduchsi, druhy ¢o naj-
vSeobecnejsi.

V prvom pripade sa budem &o najviac vyhybat praci s komplexnymi &islami.
Takze si hned’ viimnem, Ze vietky é&isla z € M dosadzované do funkcie f st redlne
a kladné. Pre takéto é&isla z mozem pisat

1) = z\/: _ /7

Teraz vyhodnotim vyraz pod odmocninou. Pretoze ¢islo z € M je z intervalu (0, 1),
vyraz
2 —z=2(-1)=2(1-2)-(-1)

je zaporny. Mam teda

f(2)=vVz0—-2)-(-1)=2(1—2)-vV=1=/2(1 - 2) i,

kde pod odmocninou je uz kladné redlne éislo z(1 — z). Cislo z € M je z intervalu
(0,1), a preto &islo z(1 — z) je z intervalu (0, §). To vyplyva napriklad z toho, ze
ide o kvadratickd funkciu, ktord nadobida nulové hodnoty v bodoch 0 a 1 a teda
extrém ma uprostred, v bode % Jeho dosadenim dostanem % . (1 — %) = i, co je
hodnota maxima.

Hodnota 1/z(1 — 2) teda lez{ v intervale (0, 3) a funkcia f zobrazi mnozinu M

na mnozinu {z € C: z2=0+1t-1i, kde 0 < ¢ < 3}.

Teraz ukazem, ako by som to pocitala vseobecne. Teda, keby som na zaciatku
namiesto realneho é&fsla z uvazovala lubovolné komplexné &islo z = a + bi, kde
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a,b € R. Mozno z toho vyjde nejaky zaujimavy vzfah. Dosadenim takéhoto vyrazu

do funkcie f dostanem
. 1
f2) = (a+bi)y 1 - —.

Pretoze neviem ni¢ o &fsle z = a + bi, nemdzem ho presuniit pod odmocninu ako
v predchiadzajicom pripade. MoZem ale upravovat vyraz pod odmocninou tak,
aby som tam dostala ¢islo v tvare ¢ + d1i, kde ¢, d, € R, teda

\/1_ 1 _\/a—l—l—bi_\/a—l—l—bi a—bi_ a2 —a+b*+bi
a+bi a+bi a+bi a—bi a? + b2

a? —a+b? b
_¢ 2 TegelTverd

Aby som toto mohla d'alej upravovat, potrebujem odmocninu z komplexného é&isla
napisaf v tvare stiétu redlneho a imaginarneho ¢&isla. To znamend, Ze musim pouzit
Eulerovu formulu, uvedeni v poznamke k zadaniu. Pokial ¢ + di # 0, vyraz pod
odmocninou si mézem napisat ako

c+di:\/cz+d2< < + d i):\/02+d2(cosgp+isin<p)

Ve +d? R+ d?
= /2 _’_dzeisa’

kde ¢ je jednozna¢ne uréené vztahmi

). (1)

c ) d
oS = ———, sinp = ———, € (—
4 Ve + d? 4 Ve 4 d? el
Teraz to odmocnim a dostdvam
Verdi= VR +d2es =/ +d? (cosf + isin g) . (2)
Hodnoty cos £ a sin £ vyjadrim pomocou cos ¢, vyuzijem vztahy

o2 P 1+ cosy .99 l—cosyp
—-=——, sSin°" - = ———
2 2 ’ 2 2 ’

ktoré odmocnim. Pre ¢ € (—m,7) je cos £ > 0, takze

/1
Cos— —|—cos<p
02 + a2

Odmocnovanie sinusu bude zlozitejsie, pretoze vyraz sin £ ma rovnaké znamienko
ako ¢ pre ¢ € (—m,m), a teda niekedy je kladny a 1n0kedy zaporny. Potrebujem
jeho znamienko vyjadrit’ pomocou ¢, d. Zo vzfahu vidim, ze

1, ak jed > 0,

—1, ak je d <0,

0, akjed =0, ¢c>0,

1, akjed=0, ¢ <0,

sgn(p) =
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kde ¢ € (—m, ). Stale predpokladdm, Ze [c, d] € R?\{[0, 0]}. MozZem to celé zapisat
aj na jeden riadok pomocou znamienkovej funkcie signum a dostanem

sgn (sin %) = sgn (¢) = sgn(d) + (1 — |sgn(d)|) 1—%@’1(6) =K

Pretoze tento vyraz je taky dlhy, jeho hodnotu som oznacila ako k. Odmocnenim
druhej rovnice v dostenem teda

s'nip*sn() 1—cosp 1 c
My TN T TN T ey

Toto dosadim do vypoctu odmocniny v/¢ + di a mam

Vidim, ze to plati aj pre ¢ = d = 0. Teraz sa vratim k funkcii f a dosadim to tam.
Hodnota funkcie bude

fla+bi) = (a+bi)Vec+di

) Ve +d?+ce V2 +d?—c
= (a+bi) f*”“ —

VEFE +c VEFE —c (4)

=a 5 — kb 5
. Ve +d?2+e Ve +d?2—c
+i|l b\ —————— + ka\| —— |,
2 2
kde ¢, d sa
a? — a+ b? b

CaZ b2
Po dosadeni tychto vyrazov za ¢, d do (4] by vznikol este zlozitejsi vyraz a nevyzera
to, Ze by mohol byt nie¢im zaujimavy ~.

Na tomto mieste teda ukonéim pocitanie so vseobecnym z = a+bi a obmedzim
sa na to, ktoré je v zadani. Cize budem predpokladat, 7e b= 0a0 < a < 1. Potom
dostavam

a d'alej
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takze hodnota funkcie bude

f(a+bi):a\/_c2+c+ia\/_c_c— \/ iva—a?,

¢im som sa dostala znova ku realnej funkcii nasobenej komplexnym ¢islom i, rov-
nakej, ako pri prvom postupe riesenia.

Moje vypocty boli v tomto pripade zbytocne zdlhavé. Mohla by som ich ale
teraz vyuzit na nejaky zlozitejsi pripad. Napriklad, ¢o ak by to bolo opaé¢ne, a = 0

a 0 < b < 1. Potom dostdvam
1+ be +1

\/b\/bQ +1-02 L b\/b2 1+ b2
2

Hodnota

Mnozina {z € C: 2 =0+1-1i, kde 0 < ¢t < 1} sa teda zobrazi na mnozinu

\/t\/t2+1t2 +,\/t\/t2+1+t2
1
2 2

zeC:z=-—

,kde0 <t <1

Kym v predchadzajicom pripade sa tsecka zobrazi na tsecku, v tomto pripade
sa usecka zobrazi na zlozitejsiu krivku, leziacu v komplexnej rovine v jej druhom
kvadrante. Je zndzornend na obrazku El

Im(z),

1

0l Re(2)

Obrazok 4
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4. PRIKLAD S FUNKCIOU DVOCH PREMENNYCH

Na zaver tu mam este jeden priklad, ktory sa tiez vyskytol na olympidde v roku
2019, mal éislo 5. Nepatril k tym tplne najtazsim a nie je ani sdm o sebe zvlast
zaujimavy. Uvediem tu ale k nemu jeden komentar, jedno doplnenie, ktoré sa
do zadania pre stredoskoldkov nedostalo a tiez zmienku o tom, ako vlastne vznikol.
Najskor sa pozrime na zadanie prikladu, ktoré sa objavilo na sttazi.

Priklad 4 (autorka Viera Stoudkova Ruzickovd). Uvazujme funkci f danou
predpisem f(x) = ax® +bx +c, kde a,b, c € R. Zapiste funkci g dvou proménnyjch,
kterd splnuje vztah

9(z-y,y) =y* - f(x).
(V tomto vztahu hodnotu f(x) ndsobime hodnotou y?, do funkce g dosazujeme
za proni proménnou soucin x -y a za druhou proménnou y.)

Riegenfm je napriklad funkcia g(z,y) = az? + bzy + cy?, definovana pre vietky
dvojice redlnych &isiel, ¢o sa d4 jednoducho odvodit:

9(zy,y) = y*(aa® + bz + ¢),
9(zy,y) = az’y® + bxy® + cy?,
9(zy,y) = a(zy)® + b(zy)y + cy’.

Mozno niekoho zarazilo, pre¢o pisem ,napriklad“, ked je to jedind moznost. V sku-
toénosti nie je, moznosti je nekoneéne vela. Nie je totiz zadany pozadovany de-
finiény obor funkcie g a ani sa nevyzaduje jej spojitost. Vdaka tomu mozeme
za rieSenie povazovat napriklad aj kazdd funkciu dani predpisom

az? +bzy +cy’ pre y # 0
9(z,y) = q0prey =0, 2=0
¢okolvek pre y = 0, z # 0.

Pévodné verzia zadania mala eSte druhi éast, ktorti sme nakoniec nezaradili.
Islo v nej o to, ze keby sme zobrali takd funkciu f, ktord nie je kvadratickd (ani
linedrna ani konstantnd), ¢i by sme aj k takej nasli funkciu g s danymi vlast-
nostami. A aby to nebolo tak jednoduché, naviac chceme, aby obe funkcie boli
definované pre vsetky redlne ¢isla a boli aj vsade spojité.

Priklad 5. Napiste priklad redlnijch funkci f a g, které jsou definovdny a spojité
pro vsechna redlnd ¢isla, pro které plati vztah

g(z-y.y) =y*- f(z) (5)
a soucasné f nemd tvar f(z) = azx? + bx + c.

7 dovodov, ktoré uvediem neskor a sivisia s motivaciou prikladu, som predpo-
kladala, ze také funkcie musia existovat. Prvé, ¢o ma napadlo pri ich hladani, bolo
skiganie nejakych jednoduchsich funkcif. Neméze to byt polyném druhého stupiia,
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tak skisim tretieho. Vezmem f(z) = 2® a podobne ako v predchadzajicom pripade
dosadim do vztahu a upravim. Dostdvam postupne

g(zy,y) = ya®,

3
9(zy,y) = @,
Y
vysla mi teda funkcia g(z,y) = %, ktord nie je definovand pre y = 0 a ani sa tam
ned4 spojito dodefinovat. Podobne to dopadne aj s polynémami vyssich stupiov.
Nie som si ale ist4, ako by to bolo pre necelo¢iselnii mocninu. Skiisim si to odvodit
vseobecne pre f(x) = zP. Dostdvam postupne

g(zy,y) = y*a?,

g(zy,y) = (zy)’y* ",

vysla mi teda funkcia g(z,y) = 2Py>~P. Vidim z toho, Ze napriklad volbou p = %

ni¢ nepokazim, obidve funkcie budi definované a spojité vsade. RieSenim je tedg
napriklad dvojica funkcii f(z) = ¥z a g(z,y) = /zy°.

Na tomto postupe rieSenia mi trochu vadi, Ze sa tam nieco na zac¢iatku uhéadlo.
Ze som néhodou skisala prave polynémy. Zadanie som splnila, zistila som, ze také
funkcie existuju, ale neviem, & je to jedind moznost. Pokisim sa teraz néjst vietky
mozné riesenia, to znamend vietky dvojice funkcii f, ¢ s danymi vlastnostami.

Polozim zy = z a za predpokladu, Ze y # 0, zo vzfahu dostavam

9(z,y) = yzf(i)

Y
takze funkcia g je vyjadrena pomocou funkcie f. Problém ale je, ak y = 0. Potom
do funkcie f nemoézem dosadit 5, lebo to nie je realne ¢islo. V rieSeni ndjdenom
vysSie sa tie ypsilony vykratili a nevadilo to. Vyzerd to teda, ze skutocne ind
funkcia f, neZ nejakd kombindcia mocninovych funkcii, ani byt nemoéze, lebo v
inych pripadoch uz sa ypsilony nevykratia. Len vyzera. Existuje totiz sposob, ako
do funkcie ,,dosadzovat nedosaditelné“ — je to limita. Ak je y = 0, zo spojitosti
funkcie g mam, ze

. . 2 z
9(2,0) = lim g(=,y) = lim y f(;). (6)

Takze v skutocnosti jedind podmienka pre funkciu f je, ze tato limita musi existo-
vat a byt koneénd pre kazdé redlne éislo z. Tito podmienku moézem este Gpravou
zjednodusit. Urobim substiticiu tak, aby v argumente funkcie f bola jedna pre-
menné. Polozim 5 = wv. Viem, ze pre z # 0 plati

. z . z
lim = =— lim — =sgn(z) - oo,
y—0+ 1y y—0—1y
takze zo vztahu (@ dostdvam

g(z,0) = 2% lim Fv) =2? lim @) .

v—00 v —oco 2

Staci teda, aby tieto limity existovali, boli kone¢né a rovnali sa.
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Este to na zaver celé zhrniem: Ak redlna funkcia f, ktord je definovana pre
vietky redlne é&isla a je viade spojitd, je lubovolna takd, ze

limM— lim L;))ZZER

)
v—00 U v——00 U

potom k nej existuje funkcia g dané predpisom

y’f(%) prey #0,
9(z9) 2% lim % pre y =0,
vV— 00
ktora ma pozadované vlastnosti. To znamend, Ze je vSade definovana, spojité,
a plati vztah (F)).
Takych funkcii f je plno ... Z tych najznamejsich si to okrem vhodnych moc-

. ’ ., Ve . . — 2
ninovych funkcii napriklad aj sinx, cosx, arctgx, e™*

A teraz t4 slubovand motivacia: povodné tvrdenie, ktoré ma ingpirovalo k vytvo-
reniu tohto prikladu, namiesto s redlnymi ¢islami pracuje s maticami a vektormi,
pricom matice su Stvorcové symetrické s rozmerom n X n a vektory su n-rozmerné.
Funkcia f zobrazuje takéto matice na takéto matice a funkcia g zobrazuje dvo-
jicu takychto vektorov na redlne &islo. Vztah, ktory zodpovedd vztahu , vyzera
nasledovne:

9(Xy.y) =y f(X)y, (7)
kde X je Stvorcova symetrickd redlna matica s rozmerom n X n a y je n-rozmerny
redlny vektor. A to spominané tvrdenie hovori, Ze pokial n > 2, potom jedin4
spojitd, vsade definovand funkcia f takd, ze k nej existuje funkcia g spfﬁajﬁca
vztah pre kazdd takd maticu a kazdy taky vektor, je funkcia tvaru

f(X)=XAX+BX+XB+C,
kde A, B, C st §tvorcové matice s rozmerom n X n a matice A, C' si aj symetrické.
Funkcia g je potom tvaru
g(z,y) = 2T Az + 2T By + yT Bz + 4T Cy.
Priklad [5| rozobrany vyssie vlastne mal za ciel n4jst protipriklad na toto tvrdenie
ak n = 1, ¢o sa aj podarilo. Toto tvrdenie aj s jeho (velmi dlhym) dokazom je
mozné najst v éldnku [I], kde je uvedené ako sicast dokazu hlavnej vety.
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