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VEKTOROVA ANALYZA V DVOCH ROZMEROCH

MARIAN FECKO

ABSTRAKT. Vektorové analyza v trojrozmernom priestore patri k zdkladnej mate-
matickej vybave pri aplikdcidch matematiky vo fyzike a v technike. Jej dvojrozmerna
verzia je ale zndma mélo. V tomto texte sa pozrieme prave na nu. Nechdme sa pritom
viest tedriou diferencidlnych foriem. Pre Citatela, ktory pracu s formami neovlada,
budu sice odvodenia asi nejasné, ale vysledky vyjadrime aj v elementdrnom jazyku.

1. Uvop

Zijeme v trojrozmernom svete. Preto je aj matematika, ktord sivisi s trojroz-
mernym priestorom, obzvlast dolezita a prepracovana.

Ukazuje sa, ze vektorovd analyza sa na stru¢né a jasné matematické uchopenie
spusty dolezitych javov okolo nds (diftizia, Sirenie tepla, elektrina, magnetizmus,
gravitacné pole, ...) hod{ priam idedlne (pozri napr. [1, 2, 3, 4, 5]). Si v nej
definované uzitotné pojmy (napriklad tok vektorového pola cez plochu) a pre tieto
pojmy si odvodené uzitocné a netrividlne vysledky (ako napriklad Gaussova veta).

Podstatne menej znama je dvojrozmernd verzia vektorovej analyzy. Mala by
hrat pre opis javov, na ktoré staci rovina (alebo dvojrozmernd plocha) tu istu
tlohu, akid hra jej standardné verzia v 3D. Ako presne sa ale menia matematické
vztahy pri prechode z 3D do 2D nemusi byt vzdy celkom ocividné.

V tomto texte si preto posvietime prave na tento problém: Ako vlastne vyzera
analdgia trojrozmernej vektorovej analyzy, pouzitelnd v dvoch rozmeroch?

D4 sa k tomu pristupovat rozne, pozri napr. [3, 9]. My sa skusime nechat viest
logikou tedrie diferencidlnych foriem. Pre Citatela, ktory s formami nemd ziadnu
sktisenost a tito tedriu vnima len ako ,panské huncttsvo“, to mozno vyzera ako
ist kanénom na vrabce. Je ale zndme (pozri napr. §8.5 v knihe [6]), Ze prdve tento
pohlad je v trojrozmernom pripade mimoriadne pou¢ény a efektivny: Vyskocia
z neho napriklad automaticky vsetky dolezité diferencidlne operdtory aj vztahy
medzi nimi (rot, grad aj div sd len zamaskované verzie vonkajsej derivécie foriem).
A takisto aj integrdlne vety, v ktorych tieto operatory vystupuju (ako $pecidlne
prejavy stéle tej istej Stokesovej vety pre formy).

V tomto ¢lanku si ukdzeme, ze pristup cez diferencidlne formy nesklame ani tu.

Ak formy (a teda ani vektorovi analyzu v jazyku foriem) nepozndme, odvodenia
budi sice asi technicky nejasné, ale:
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1. Vysledky jasné budu, lebo ich vyjadrime aj v elementdrnom jazyku, takze na
pochopenie toho, ako to celé dopadlo, formy nepotrebujeme.

2. NavySe hruba myslienka sa hadam pochytit predsa len bude dat, a tak nas
mozno tie formy napokon predsa len ocaria, ¢o sposobi, Ze si o nich mozno sktsime
niekedy v budiicnosti precitat viac.

2. AKO TO FUNGUJE V TROCH ROZMEROCH

Vo vektorovej analyze ¢asto pocut slovné spojenia typu ,integrovat vektorové pole
po ploche® (¢im ziskame jeho tok (flux) cez ti plochu). Z tedrie integrovania viak
vyplyva (pozri napr. 7. kapitolu v [6]), ze

- integruju sa vzdy len diferencidlne formy,

- po p-rozmernej oblasti sa integruje p-forma.

Takze ak nieco integrujeme

- po krivke, musi to byt 1-forma,

- po ploche, musi to byt 2-forma a

- po objeme, musi to byt 3-forma.

Ako si potom ale mame vysvetlit fakt, ze pod tym plosnym integrdlom, kde ma
byt spravne 2-forma, byva vyraz struktiry A -dS, t.j. nevidiet tam to wvektorové
pole A je ako zapriet nos medzi ocami? Odpoved je, Ze to, o tam naozaj vidime,
je celok A -dS a ten je 2-forma. Je vSak jednoznacne parametrizovand vektorovym
polom A.

Celkovo to s tymi parametrizdciami foriem v E® (trojrozmernom euklidovskom
priestore) vyzerd takto (pozri napr. ten spominany paragraf 8.5 v [0]): Existujd tam
O-formy, 1-formy, 2-formy a 3-formy (to je za samotnu trojrozmernost priestoru)
a na kazdom tomto stupni mame operaciu vonkajsej derivdcie d, ktord zvysuje
stupen formy o 1 a v kvadrdte ddva nulu (to existuje v TubovoIne rozmernom
priestore). Zodpovedd tomu diagram

Q50402903 dd=o. (2.1)

(ide o de Rhamov komplex; priestor p-foriem v E® tu oznacujeme Q). Kedze na
E3 méme aj (bezny euklidovsky) metricky tenzor, na p-formach pribida Hodgeov
operdtor. Je to vSeobecne kanonicky linedrny izomorfizmus (oznacuje sa hviez-
dickou) linedrnych priestorov p-foriem a (n — p)-foriem, ktory v kvadrate dava
plus/minus identitu. (V E® na kazdom stupni plus. Pritom n je rozmer uvazova-
ného priestoru.)

V trojrozmernom priestore to teda dava tieto dva kanonické izomorfizmy:

Q&8 ol & 02 = x (2.2)

Umoziujd ndm ,stotoznit“ 2-formy s 1-formami a tiez 3-formy s O-formami. (Ak
niekde potrebujeme 2-formu £, mézeme ju parametrizovat 1-formou «, t.j. zapisat
v tvare xq, kde « je jednoznaénd 1-forma: o = %3.) ,Naozaj“ teda potrebujeme uz
len O-formy (¢o st funkcie; ich linedrny priestor oznac¢ime F) a 1-formy (ostatné
si uz parametrizujeme cez ne).
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Metricky tenzor ale dava este dalsie dva dolezité kanonické izomorfizmy, a to
(navzdjom inverzné) operdcie dvihania a spistania indexov (oznacujd sa f a b, ¢o
je indpirované zo zapisu nét). Robia vektorové pole z 1-formy (§) a naopak (b). Ak
oznaéime linedrny priestor vektorovych poli v E? ako X, mame

:
ol ? X, =1 =b, Tl =+t (2.3)

Vdaka tomu mozeme zabudnif aj na 1-formy a tiplne si vystacime' len s funk-

ciami a vektorovymi polams! Diferencidlne formy v priestore E? teda akoby tplne
vypadli z hry! Vyjadrime to (komutativnym) diagramom:

d d d

Qo ot 02 O3
idl lﬁ lﬂ* l* (2.4)
F - X - X - F

Zvislé sipky oznacujui kanonické izomorfizmy jednotlivych stupiiov foriem (horny
riadok) na skaldrne polia F a vektorové polia X. Ak ich obrétime, dostaneme
ekvivalentny diagram:

0O d 0Ol d 02 d 03
idT Tb T*b T* (2.5)
F X X F
ao ax az

Aplikéciou tychto sipiek (smerom hore) na skaldrne a vektorové polia (na f a A)
dostaneme prave Standardné objekty, ktoré vidame pod integralmi (pozri paragraf
8.5 v [0])

fen’, A - dr e O, A-dSeQ?, fav e Q3. (2.6)

Sipky ag, a1, as v spodnom riadku oboch diagramov st efektivne operacie (zlozenie
zodpovedajicich troch sipiek - hore, doprava a dolu) na objektoch v spodnom
riadku, ktoré ,nahrddzaji® operdciu vonkajsej derivécie (sipiek d), ktord sa tam
y,haozaj“ deje na formédch v hornom riadku. Z diagramov vidime, ze

ap = fd, a; = f*db, ag = *d xb. (2.7)

Ide zjavne o diferencidlne operatory prvého radu, lebo obsahuji jedno d. Ak ich
zratame v kartézskych siradniciach v E3, zistime, ze s to akurat zndme operatory

LFunkcie a vektorové polia tak pripominaji esencidlne aminokyseliny vo vyzive: Vsetkych
aminokyselin je sice cca 20, ale staci, ked mdme v strave dost esencidlnych (tych je len zhruba
polovica), zvysné si uz dokdze telo vyrobit z nich. V trojrozmernom euklidovskom priestore si
dokéazeme vyrobit akékolvek formy z funkcif alebo vektorovych poli.
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grad, rot a div, takze diagram (2.4) v skuto¢nosti vyzera:

d d

Q0 —4 4 o 02 03
| E & | (2.8)
F X X —— F
grad rot div

Z faktu dd = 0 (pozri (2.1)) a komutativity diagramu okamzite dostdvame zndme
identity
rot grad = 0, divrot = 0. (2.9)
(zlozenie susednych $ipiek hore ddva nulu, tak to musf platit aj pre spodné).
Z troch susednych stvorcov diagramu (2.8) a parametrizicie (2.6) sa daji po-
skladat aj tieto tri uzito¢né diferencidlne vztahy

df =grad f -dr, d(A-dr) = (rotA)-dS, d(A-dS)= (divA)dV. (2.10)

Aby sme z nich dostali integrdlne vety, odvolame sa na vSeobecni Stokesovu vetu
(pozri paragraf 7.5 v [0]) z tedrie diferencidlnych foriem: Ak « je p-forma, D je
(p + 1)-rozmernd oblast a 0D jej p-rozmernd hranica, tak plati

/Dda:/wa. (2.11)

Pre tri vyrazy da z (2.10) dostaneme tri zdkladné integrilne vety vektorovej
analyzy:

veta o gradiente /gradf -dr:= f(B) — f(A) (2.12)

Stokesova veta /(rot A)-dS:= A .dr (2.13)
S oS

Gaussova veta / (divA)dV := A-dS (2.14)
v %

3. AKO TO FUNGUJE Vv 2D

De Rhamov komplex, teda analég (2.1), sa v dvojrozmernom pripade zjednodusuje
na

%0402 qd=o. (3.1)
Klicovy rozdiel je v posobeni Hodgeovej hviezdicky:
QY& 02 QtS ot (3.2)

Lavy vztah je prirodzenym analégom lavého vztahu v (2.2), stotoziuje okrajové
stupne foriem; explicitne:

x f = fdS x(fdS)=f dS =dx Ady = 2-forma plochy  (3.3)

To umoznuje zabudnuf na 2-formy a vyjadrovat ich cez O-formy, teda cez funkcie
(skaldrne polia).
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Pravy vztah je ale tplne iny: Zatial ¢o (2.2) je izomorfizmom dvoch réznych
priestorov, v (3.2) je to izomorfizmus jedného priestoru (priestoru 1-foriem) na
seba (rozny od identity). Explicitne, v beznych kartézskych stradniciach (z,y)
v rovine

*x dz = dy, *xdy = —dz. (3.4)
To neznamend, ze nemozeme zabudnit na 1-formy. Znamen4 to, ze v 2D mame az

dva kanonické sposoby, ako mdzeme 1-formy nahradif vektorovymi polami! Jeden
je taky, ako sa to robilo v 3D, teda operdcia f (dvihnutie indexu). Vyzera:

d d

o Ot 02
idi lﬁ l* (3.5)
F ” X - F

Aplikéciou tychto sipiek (smerom hore) na skaldrne a vektorové polia (na f a A)
dostaneme opét Standardné objekty, ktoré vidame pod integralmi:

feq A dr=A,dr + A,dy € Q fds € Q2 (3.6)

Pribudol vsak druhy — najprv aplikujeme hviezdicku (po com méme stéle 1-formu)
a aZ potom dvihneme index. Mdme teda dva rézne analégy diagramu (2.4):

Q0 4 ot 402 Q0 4 ot 4,02
idl lﬁ l* idl lﬁ* l* (3.7)
F—% —F F—— X —— F

Vidime, ze aj v 2D-vektorovej analyze vystacime s wvektorovymi a skaldrnymi
polami (dolné riadky). Z diagramov poskladdme vyjadrenia spodnych (efektiv-
nych) sipiek:

ap = fd, ay = *db, bo =t xd, by =sd*"1h. (3.8)
Ak tieto (diferencidlne) operdtory zréatame v (kartézskych) suradniciach (z,y),

zistime, Ze dva z nich sd prirodzené analégy situacie v 3D (gradient a divergencia),
zvy$né dva su ,nové“, specifické pre 2D:

d d

0o ol 02 0o ot 0?
idl lﬁ l* idl lﬁ* l* (3.9)
F F F X F
grad rots Ham —div
(Oznacenie by = Ham zddvodnime v paragrafe 4 a a; = rots v paragrafe 5.)

Abstraktne teda mame

grad = fd, rotz = *db, Ham = § % d, div=—sdx1h. (3.10)
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a ich posobenie vyzera

grad: f— (0 f,0yf),

rotg: (Ag, Ay) — (0, 4y — 0yAz),
Ham: f — (=0, f, 0. f),

div: (Ag, Ay) — (0, A, + 0y A).

rots o grad = 0, divoHam = 0. (3.15

Naozaj,
rotgograd: f > rot3(0, f, 0y f) = (0,04 f — 0y0xf) =0, (3.16)
divoHam: f — div(=0,f, 0, f) = (=00, f + 0,0, f) = 0. (3.17)

Je to analdg (2.9). Vsimnime si, ze tu mame tiez dve identity, ale nie preto, ze
uplatnime dd = 0 na roéznych stupnoch v jednom diagrame, ale na rovnakych
stupiioch v dvoch roznych diagramoch.

Stoji tiez za povsimnutie, ze ked zlozime sipky z roznych diagramov, dostaneme

(v oboch pripadoch) dalsi zndmy operator, Laplaceov operédtor A,

divograd = A, rotg o Ham = A. (3.18)

Naozaj,
divograd: f — div(0.f,0,f) = (02 + 02)f = Af, (3.19)
rot o Ham: f + rots(—0, f,0.f) = (07 + 9;)f = Af. (3.20)

4. HAMILTONOVSKE POLIA

Oznacenie Ham f v (3.13) je skratka pre hamiltonovské pole generované funkciou f.
Je to klicovy objekt v tedrii hamiltonovskych sistav (detaily pozri napr. v 14.
kapitole v [6]). Ako sa to objavilo tu?

Ukazuje sa, ze naSa plosnd forma w = dS spominand v (3.3) je zdroven sym-
plektickd forma (vyhovuje jej definicii; vseobecne to je ,uzavretd a nedegenero-
vand 2-forma“). A vsade tam, kde mame symplektickd formu, méme aj predpis na
konstrukciu hamiltonovkych (vektorovych) poli:

f — Ham f IHam fw = —df (4.1)

Ak zrétame, ako funguje (4.1) tu, dostaneme presne (3.13).

To vrhé nové svetlo aj na druhy vysledok v (3.15). Fakt, Ze divergencia hamilto-
novského pola (generovaného hocijakou funkciou) je nulova je ekvivalentny dobre
znémej Liouvillovej vete z klasickej mechaniky (pozri 14.3.7 v [6]) . T4 hovori,
7e sa pri ¢asovom vyvoji zachovdva objem (tu plocha) vo fdzovom priestore (tu
nasom 2D priestore).
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5. POMOCNY TRET{ ROZMER

Citatel sa mébze Tahko presvedéit, ze:
1. Ak urobime z funkcie f(z,y) v 2D rovine pomocné vektorové pole v 3D
priestore

u=(0,0,—f(x,y)) (5.1)
(skuste opisat, ako vyzerd), tak jeho rotdcia dopadne takto:
rotu = (=0, f, 0, f,0) = (Ham f,0) (5.2)

2. Ak urobime z vektorového pola A v 2D rovine pomocné vektorové pole v 3D
priestore

A= (A,0) = (Au(z,y), Ay(2,9),0) (5.3)
(skuste opisat, ako vyzerd), tak jeho rotdcia dopadne takto:
rot A= (0,0,0, 4, —0yA;) = (0,0,r0t3 A) (5.4)

Co tieto dva jednoduché vypoéty odhaluji?

Po prvé to, ze nase dve ,nové“ operécie 2D vektorovej analyzy, a; = rots a by =
Ham, sa daji najst aj skryté na Specialnych miestach vystupov $pecialne zvolenych
vstupov 3D vektorovej analyzy. Pristup opisovany v tomto ¢lanku nachadza ich
tvar a vlastnosti ,,vnitorne“, bez odkazu na dodato¢né rozmery.

A po druhé vidime motivaciu pre oznacenie operécie rots. Teda hlavne na ten
index 3 (menovite zZe rotg A = (rot.A)3). Motivdcia na samotné oznacenie rot (¢o
by malo stivisiet s nejakym kritenim sa) sa riesi uz v 3D vektorovej analyze (sivisi
napriklad s virovgm tecenim kvapaliny; pozri par slov o tom v odseku 9.2).

6. INTEGRALNE IDENTITY A GREENOVA VETA

Integralne vety pre 2D-vektorovi analyzu ziskame opéf z univerzalnej Stokesovej
vety (2.11) pre formy. Technika je rovnakd, akd sa pouzila na konci paragrafu 2
pre 3D pripad.

Kedze v dvoch diagramoch v (3.9) mdme az Styri zdkladné stvorce (s hornou
sipkou d), ocakdvame Styri integralne vety.

Najprv si poskladdme prislusné styri diferencidlne identity (analégy vyrazov
(2.10)). Z jednotlivych stvorcov postupne dostdvame:

df =grad f -dr df = — (Ham f - dr) (6.1)
d(A - dr) = (rotz3 A)dS d* (A-dr) = (divA)dS (6.2)

Ich preintegrovanie a nasadenie Stokesovej vety (2.11) déva:
[madsde= @) - fa) [ @anfdn =) - fB) (63)
c c
/S(rotg A)dS = A - dr /S(div A)dS = %*(A -dr) (6.4)

oS
Ak si podintegralne vyrazy explicitne vyjadrime (pomocou (3.4) a (3.11)—(3.14)),
zistime, Ze obe identity v (6.3) hovoria to isté a podobne obe identity v (6.4)
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hovoria to isté. Dostali sme teda len dve navzdjom rozne integralne identity. Po
vhodnom premenovani premennych vyzeraja takto:

veta o gradiente /(azf)dx + (0, f)dy := f(B) — f(A) (6.5)

Greenova veta /(Bmg — 0y f)dady = 7{ fdx + gdy (6.6)
s a8

Prvou je 2D verzia vety o gradiente. T4 je dobre zndma a plati v kazdom rozmere.
Déava do stvisu integrél po krivke ¢ s ,jintegrdlom“ po jej hranici dc (¢o st dva
body, A, jej zaciatok a B, jej koniec).

Druhou je Greenova veta. T4 je tiez dobre znama a je Specifickd pre dvojroz-
merny priestor. Ddva do stuvisu integrdl po ploche S s integralom po jej hranici
(Co je uzavretd krivka 9.5). (Venuje sa jej aj pekny ¢lénok [7] publikovany v tomto
Casopise. )

7. KOLME VEKTOROVE POLE

Ako sme uz spominali v paragrafe 3, Specifikom dvoch rozmerov je fakt, ze Hodge-
ova hviezdicka zobrazuje 1-formy opéf na seba (pozri (3.2)). Tie si vSak v bijekcii
s vektorovymi polami (cez § a b), takze efektivne hviezdicka indukuje aj kanonicky
izomorfizmus vektorovych poli na seba

gxb: X — X. (7.1)
Vypocet déva
fxb: (A, Ay) — (A, As), tj. A A (7.2)

Vysledok oznacujeme A /9, lebo z komponent je zrejmé, ze v kazdom bode vznikd
vektor nového pola otoéenim vektora povodného pola o /2 v kladnom zmysle, t.j.
proti smeru hodinovych ruciciek. (Je to kompatibilné s faktom, ze na 1-forméch je
kvadrdt hviezditky minus identita, pozri (3.4)).

Zobrazenie (7.2) je ekvivalentné praktickému vzorceku:

*(A-dr) =1 Ay /)y -dr (7.3)

Potom kombindciou s (6.1) dostdvame pre vztah gradientu a hamiltonovského pola
toto

Ham f = (grad f)/2 (7.4)
¢o je zrejmé aj z vyjadreni (3.11) a (3.13). Ak f(z,y) opisuje vysku kopca niekde
v teréne, vieme, ze vektorové pole grad f ukazuje v kazdom bode smer najprudsieho
stupania (a —grad f smer najprudsieho klesania). Potom vektorové pole Ham f
ukazuje v kazdom bode smer nulového stiipania, ¢ize smer pozdl/zv vrstevnic.

8. POINCAREHO LEMA

Pripomenme na tivod, ¢o tato uzitocnda lema tvrdi.
Fakt dd = 0 hovori, ze ak je forma « exaktnd (t.j. a = dj), tak je aj uzavretd
(dae = 0). Opacné implikacia vSeobecne neplati, ale Poincarého lema zarucuje, ze
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v oblasti stiahnutelnej do bodu (napriklad v oblasti, kde funguji jedny stradnice)
predsa len plati.

V 3D vektorovej analyze to ddva ¢asto pouzivané a uzitocné tvrdenia (obritenia
implikécii v (2.9))

rota=0 = a=gradf, diva=0 = a=rotb. (8.1)

V jazyku diagramu (2.8) to hovori, ze ak nejakd sipka v dolnom riadku déva nulu,
vstup je vystupom predchadzajicej Sipky.
A ¢o dé této dedukcia v 2D vektorovej analyze, t.j. pre diagramy (3.9)? Toto:

rotza=0 = a=gradf, diva=0 = a=Hamf. (8.2)

S jednym pouzitim tychto faktov sa stretneme v paragrafe 9.

9. 2D VEKTOROVA ANALYZA V 2D HYDRODYNAMIKE

2D vektorova analyza moze byt uzitoéna napriklad pri opise 2D tecenia v hydro-
dynamike. Takéto tecenie sa opisuje rychlostngm polom v = (vs,vy). Z rovnice
kontinuity (ktord vyjadruje zachovanie hmotnosti pri tecenf) vyplyva, ze ak je
hustota hmotnosti p konstantnd, rychlostné pole méa nulovi divergenciu:

divv =20 nestlacitelnd kvapalina (9.1

9.1. NestlaéiteIna kvapalina a pridova funkcia

Porovnajme druhé implikdcie v (8.1) a (8.2). Vidime, ze ak m4d nejaké vektorové
pole v 2D nulovt divergenciu, nie je rotdciou iného (TubovoIného) vektorového
pola, ako to pozndme z 3D, ale je hamiltonovskyjm polom generovanym ITubovolnou
funkciou f(z,y):

divv=0 = v =Hamf, tj. (vg,vy) = (=0yf, 02 f). (9.2)

Da sa povedat, ze toto rychlostné pole je potencidlové v zmysle, ze komponenty
pola sa pocitaji ako derivicie akejsi veliciny, tu funkcie (potencidlu) f. Ale to pole
sa nepocita ako zvycajny gradient potencidlu (ako to je napriklad pre elektrické
pole v elektrostatike), ale inou kombindciou parcidlnych derivicii{. Konkrétne ndm
vyslo, ze z f treba urobit hamiltonovské pole.

Aky je fyzikalny vyznam funkcie f?

Po prvé, Tahko sa overi, ze derivdcia funkcie f v smere pridnic daného tecenia
je nulovéa:

f = SI0) = #0) + 5D, f) = v, — g =0 93)

lebo na prudnici r(t) = (z(t), y(t)) je v = (&, 7).
Funkcia f je teda konstantnd na pridniciach. Ak by sa ndm ju podarilo néjst,
z podmienky

f(z,y) = const. (9.4)
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ziskame tvar pridnic, ¢ize obrazok nasho 2D tecenia.’ Preto sa funkcia f vold
pridovd funkcia (stream function).

Po druhé, uvedomime si, ze samotnd hodnota funkcie f v bode A nemdze mat
priamy fyzikdlny vyznam, kedze je zrejmé, ze f mé volu v aditivnej konStante.
Vyznam ale méze mat rozdiel hodnét v dvoch bodoch A a B, t.j. f(B) — f(4). V
elektrostatike, kde je (elektrické) pole (minus) gradientom potencidlu, tak dosta-
neme napitie. Co dostaneme tu, kde je (rychlostné) pole hamiltonovskym polom
zodpovedajiucim tomuto ,potencialu“?

Ukazuje sa, Ze to ddva celkovy prietok tekutiny za jednotku ¢asu cez (fubovolInii)
krivku, ktord spdja tieto dva body. Ak teda nakreslime dve pridnice, ktoré pre-
chadzajui cez tieto dva body, ide o celkovy prietok popod (Tubovolny) most ponad
rieku, ktora tecie medzi tymito dvoma pridnicami.

D4 sa to nahliadnut aj na obrdzku (pozri obr. 1) a zrétat ,na prstoch®.

/ prudnica b \

prudnica a

A /

Obrézok 1. Cez bod A prechddza pridnica a, cez bod B pridnica b. Pridnice medzi nimi
tvoria ,rieku“. Z bodu A do bodu B ide ponad rieku most. Plocha kosodlznika je prietok rieky
(za jednotku ¢asu) popod maly kusok (dz,dy) mosta..

Druh4 identita v (6.1) ndm ddva
df = — % (v-dr) = — x (vdz + v,dy) = vy,dz — v.dy, (9.5)

kde sme pouzili (3.4). Ak teda pokro¢ime (po tej spojnici bodov A a B) o maly
vektor (dz,dy), funkéna hodnota funkcie f sa zmeni o df = v,dz — v,dy. To
vpravo je viak velkost plésky kosodlZnika s hranami (dz,dy) a (vg, vy). No a to je
presne prietok tekutiny s rychlostou (v,,v,) cez maly kisok (dz,dy) tej spojnice,
t.j. plocha, ktord tymto kiskom pretecie za jednotku ¢asu. (V 3D situdcii to bol
objem tekutiny, ktory pretecie cez plésku dS a vyraz pren bol v - dS.) Celkova
zmena f na trase medzi A a B je potom zodpovedajuci integrdl po tej ceste, ¢o
déva celkovy prietok cez celu spojnicu.

2Nevidno z neho smer tecenia ani velkost rychlosti toho tecenia. Tento obrazok by zaroven
ukazoval vrstevnice kopca s vyskou f(x,y), spominané na konci paragrafu 7. Ak by sme pridova
funkciu pouzili na opis vysky fiktivneho kopca, kvapalina by na prislusnej turistickej mape tiekla
pozdfi vrstevnic.
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9.2. Nevirové pridenie a jeho potencial

Teraz sa venujme prvej implikdcii v (8.2). Vidime, ze ak m& nejaké vektorové pole
v 2D nulovi hodnotu rots a, je gradientom nejakej funkcie g(x,y). Pre rychlostné
pole v tak

rotsv=0 = v =gradyg, tj. (va,vy) = (029, 0y9). (9.6)

Co ale fyzikdlne hovori fakt rots v = 07

V 3D pripade sa wvektorové pole rotv vold wvirovost (vorticity). Ukazuje sa,
ze v danom bode je to dvojndsobok (vektora) uhlovej rychlosti, ktorou sa tocf
Hkvapka“ so stredom v danom bode.

Skaldrna funkcia rotz v je 2D verzia virovosti tecenia. (Vold sa tiez virovost.)
Ak by sme polozili niekam na hladinu daného 2D tec¢enia malé teliesko z korku,
tocilo by sa uhlovou rychlostou 2rots v.

Podmienka rotz v = 0 teda opisuje nevirové pridenie. Ako vidime z (9.6), takéto
prudenie je tiez ,potencidlové”, tentokrat navyse v tom beznom zmysle (Ze vekto-
rové pole sa pocita ako gradient potencidlu).

9.3. Odkial sem pride komplexna analyza

Predstavme si, ze opisujeme 2D tecenie, ktoré je sticasne ,nestlacitelné“ a nevirové.
Potom podla (9.2) a (9.6) plati

V= Hamf = gra‘dgy t.] (vavy) = (_6yf7 azf) = (8£gyay ) (97)

Posledné znamienko rovnosti v (9.7) vsak vyjadruje presne Cauchyho-Riemannove
vztahy; hovoria, Ze funkcia komplexnej premenne;j

h(z), h = f+ig, z=x+1iy (9.8)
je analytickd. Tlahko sa zrata, ze rychlostné pole je ukryté v jej derivacii
B (z) = vy +iv, . (9.9)
Naozaj,
20:h(2) = (0x —10y)(f +1g) = 2(vy + ivy). (9.10)

Viac sa dd o tom docitat v knihdch o hydrodynamike, napr. [10].

10. ZAVER

V tomto ¢lanku sme sa pozreli na 2D analdg vektorovej analyzy. Pristup bol
zalozeny na vyuziti diferencidlnych foriem. Spoc¢ival v zopakovani logiky, ktora
vedie k lepsiemu pochopeniu standardnej 3D vektorovej analyzy. Tento postup
je ,vnutorny“, nevyuziva sa vnorenie 2D priestoru do pomocného 3D priestoru.
Ukazuje sa, aké diferencidlne operdtory tu figuruju (analégy grad, rot a div z 3D),
aké st medzi nimi vzfahy a do akych integralnych identit vstupuju. Vysledky st
prezentované aj v standardnom jazyku (t.j. bez foriem).
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