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VYBRANÉ ÚLOHY Z UČEBNICE R. H. WASSERMANA

TENSORS AND MANIFOLDS WITH APPLICATIONS TO

PHYSICS; I. LINEÁRNÍ ALGEBRA

DUŠAN NAVRÁTIL

Abstrakt. V tomto článku jsou vyřešeny vybrané úlohy z učebnice R. H. Wasser-

mana Tensors and Manifolds [1]. Prvńı část problémů se týká ekvivalentńıch definic
pojmů z lineárńı algebry, druhá část je zaměřena na d̊ukaz nespočetnosti báze pro-

storu lineárńıch forem a třet́ı část je věnována ekvivalenci reprezentaćı lineárńıch
zobrazeńı.

Úvod

V literatuře z lineárńı algebry se můžeme setkat s r̊uznými, ale ekvivalentńımi de-
finicemi některých pojmů. Pomoćı r̊uzných definic jsou např́ıklad nadefinovány
pojmy lineárńıho obalu, součtu vektorových podprostor̊u, lineárně nezávislých
množin a báźı. Účelem prvńı kapitoly bude ukázat ekvivalenci a souvislosti mezi
r̊uznými definicemi těchto pojmů.

Druhá kapitola je dále věnována prostoru lineárńıch zobrazeńı L(V,R) z vek-
torového prostoru V do tělesa reálných č́ısel R (neboli také prostoru lineárńıch
forem V ∗). V této kapitole bude ukázáno, že spočetnost báze prostoru V impli-
kuje nespočetnost báze prostoru L(V,R).

V závěrečné třet́ı kapitole bude rozebrán problém ekvivalence dvou lineárńıch
zobrazeńı φ, ψ ∈ L(V, V ∗) pomoćı maticových reprezentaćı (kongruentńı matice)
a matice přechodu.

Symbolem K bude v textu označena množina reálných nebo komplexńıch č́ısel
(K = R,C).

1. Ekvivalentńı definice pojmů z lineárńı algebry

Ke každému pojmu v prvńı kapitole budou uvedeny dvě ekvivalentńı definice spolu
s d̊ukazem této ekvivalence.

2010 MSC. Primárńı 15A03, 15A24.
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1.1. Lineárńı obal

Definice 1.1. Necht’ S je libovolná množina (ne nutně konečná) prvk̊u vek-
torového prostoru V . Lineárńı obal 〈S〉 je pr̊unik všech vektorových podprostor̊u
prostoru V , obsahuj́ıćıch množinu S.

Definice 1.2. Necht’ S je libovolná množina (ne nutně konečná) prvk̊u vekto-
rového prostoru V . Lineárńı obal 〈S〉 je množina všech lineárńıch kombinaćı prvk̊u
množiny S.

V d̊ukazu ekvivalence využijeme následuj́ıćı pomocné lemma.

Lemma 1.3. Necht’ A,B 6= ∅ jsou libovolné podmnožiny vektorového pro-
storu V . Pak

A ⊆ B ⇒ 〈A〉 ⊆ 〈B〉,
kde lineárńı obal 〈A〉 množiny A uvažujeme podle definice 1.1.

D̊ukaz. Pro př́ıpad A ⊃ B je tvrzeńı splněno triviálně. Necht’ A ⊆ B. Lineárńı
obal 〈A〉 je pr̊unik všech vektorových prostor̊u obsahuj́ıćıch množinu A. Označme
tyto prostory obsahuj́ıćı množinu A jako Ap, p ∈ I a obdobně pro lineárńı obal
〈B〉 označme prostory obsahuj́ıćı množinu B jako Br, r ∈ J . Plat́ı tedy

〈A〉 =
⋂
p∈I

Ap, 〈B〉 =
⋂
r∈J

Br.

Zřejmě plat́ı

x ∈ 〈A〉 =
⋂
p∈I

Ap ⇒ x ∈ Br ∀r ∈ J,

nebot’ pokud prvek x patř́ı do každého prostoru obsahuj́ıćı množinu A, pak muśı
patřit i do prostoru Br, nebot’ vektorový prostor Br množinu A také obsahuje.
Index r byl pro Br zvolen libovolně a implikace tak plat́ı ∀r ∈ J . Odtud źıskáme

x ∈ 〈A〉 =
⋂
p∈I

Ap ⇒ x ∈
⋂
r∈J

Br = 〈B〉,

odkud již nutně 〈A〉 ⊆ 〈B〉. �

Tvrzeńı 1.4. Definice 1.1 a 1.2 jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Označme nejdř́ıve pr̊unik všech podprostor̊u obsahuj́ıćı S, jako

W =
⋂
p∈I

Wp,

a množinu všech (konečných) lineárńıch kombinaćı jako

L = {α1x1 + · · ·+ αnxn; αi ∈ K, xi ∈ S, n ∈ N}.

V prvńı části dokážeme L ⊆W . Plat́ı

x ∈ L⇒ ∃αi ∈ K,∃xi ∈ S, ∃k ∈ N; x = α1x1 + . . .+ αkxk.
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Dále z x1, . . . , xk ∈ S plyne x1, . . . , xk ∈ Wp ∀p ∈ I a jelikož Wp je vektorový
prostor pro libovolné p ∈ I, pak α1x1 + · · · + αkxk ∈ Wp ∀p ∈ I a t́ım pádem
x ∈W .

V druhé části dokážeme W ⊆ L. Zřejmě plat́ı S ⊆ L, nebot’ každý prvek xi ∈ S
můžeme napsat ve tvaru xi = 1 · xi ∈ L. Dále L = 〈L〉, nebot’ množina všech
lineárńıch kombinaćı je sama o sobě vektorovým prostorem.

Z nerovnosti S ⊆ L tak pomoćı lemmatu 1.3 dostáváme W = 〈S〉 ⊆ 〈L〉 = L a
tvrzeńı je dokázané. �

1.2. Součet vektorových podprostor̊u

Definice 1.5. Necht’ {Wi} je libovolná množina (ne nutně konečná) vekto-
rových podprostor̊u prostoru V . Součet podprostor̊u

∑
iWi prostoru V je pr̊unik

všech podprostor̊u V obsahuj́ıćıch množinu
⋃
iWi.

Definice 1.6. Necht’ {Wi} je libovolná množina (ne nutně konečná) vekto-
rových podprostor̊u prostoru V . Součet podprostor̊u

∑
iWi prostoru V je množina

všech vektor̊u, které lze napsat ve tvaru konečných součt̊u wi1 + wi2 + · · · + win ,
kde

wi1 ∈Wi1 , wi2 ∈Wi2 , . . . , win ∈Win .

Tvrzeńı 1.7. Definice 1.5 a 1.6 jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Označme symbolem P pr̊unik všech podprostor̊u V obsahuj́ıćıch
⋃
iWi

a symbolem S množinu vektor̊u ve tvaru zmı́něných součt̊u.
Nejdř́ıve dokážeme P ⊆ S. Pokud x ∈ P , pak x patř́ı (podle definice) do

lineárńıho obalu množiny
⋃
iWi. Z předchoźıho tvrzeńı v́ıme, že lineárńı obal

⋃
iWi

je množina všech lineárńıch kombinaćı prvk̊u
⋃
iWi. T́ım pádem pro j = 1, . . . , n

∃αj ∈ K, wi1 ∈Wi1 , wi2 ∈Wi2 , . . . , win ∈Win ,

že plat́ı 〈⋃
i

Wi

〉
3 x = α1wi1 + α2wi2 + · · ·+ αnwin ∈ S,

nebot’ pro každý sč́ıtanec máme αjwij ∈Wij (plyne z vlastnosti, že Wij je vekto-
rový prostor).

Nyńı dokážeme S ⊆ P . Necht’ x ∈ S. Pak lze tento prvek zapsat pomoćı wi1 ∈
Wi1 , wi2 ∈Wi2 , . . . , win ∈Win , ve tvaru

S 3 wi1 + wi2 + · · ·+ win = 1 · wi1 + 1 · wi2 + · · ·+ 1 · win ∈
〈⋃
i

Wi

〉
= P.

�

1.3. Lineárně nezávislá množina

Definice 1.8. Množinu S vektor̊u nazveme lineárně nezávislou, pokud pro
všechny konečné součty

∑
i aivi, vi ∈ S plat́ı

∑
i aivi = o⇒ ai = 0 ∀i.
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Definice 1.9. Množinu S vektor̊u nazveme lineárně nezávislou, pokud o /∈ S
a zároveň každý konečný součet podprostor̊u tvaru lv = {av | a ∈ K, v ∈ S} je
př́ımý.

Tvrzeńı 1.10. Definice 1.8 a 1.9 jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Dokážeme ekvivalenci opačných tvrzeńı. Chceme tedy dokázat, že exis-
tuje konečný součet

∑
i aivi, vi ∈ S s vlastnost́ı

∑
i aivi = o (kde alespoň jeden

člen ai je nenulový) právě tehdy, když o ∈ S nebo existuje konečný součet podpro-
stor̊u lv, který neńı př́ımý. Předpokládejme nejdř́ıve, že existuje konečný součet n
vektor̊u množiny S, pro který plat́ı

a1v1 + · · ·+ anvn = o ∧ ∃i ai 6= 0.

Z tohoto tvrzeńı vyplývá, že člen s nenulovým koeficientem ai lze vyjádřit jako
součet ostatńıch člen̊u. Plat́ı tedy

−aivi = a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn

odtud dostáváme

lvi
⋂∑

j 6=i

lvj 6= o,

což plat́ı pouze tehdy, když vi 6= o a součet podprostor̊u tedy neńı př́ımý. Kdyby
vi = o, pak nenulové ai lze zvolit libovolně a vi = o ∈ S.

Předpokládejme nyńı, že o ∈ S nebo existuje konečný součet podprosto̊u lv,
který neńı př́ımý. Pokud o ∈ S, d̊ukaz je zřejmý (tento člen vynásob́ıme libovolným
koeficientem a a všechny ostatńı koeficienty polož́ıme rovny nule). Necht’ daný
konečný součet podprostor̊u lv neńı př́ımý. To znamená

lvi
⋂∑

j 6=i

lvj 6= o, ∀i.

Existuje tedy nenulový vektor, který se nacháźı v obou množinách. V množině lvi
nabývá tvaru aivi a v množině

∑
j 6=i lvj tvaru a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 + ai+1vi+1 +

· · ·+ anvn, odkud

aivi = a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn,

a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 − aivi + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn = o.

Jelikož je člen aivi nenulový, tvrzeńı plat́ı. Dı́ky libovolně zvolenému n ∈ N tvrzeńı
plat́ı pro libovolně velké součty. �

1.4. Báze vektorového prostoru

Definice 1.11. Množinu S vektor̊u vi ∈ S nazveme báźı podprostoru W pro-
storu V , pokud je lineárně nezávislá a generuje podprostor W .

Definice 1.12. Množinu S vektor̊u vi ∈ S nazveme báźı podprostoru W pro-
storu V , pokud pro každé vi ∈ S existuje právě jedno ai ∈ K tak, že každý vektor
w ∈W lze vyjádřit ve tvaru w =

∑
i aivi.

Tvrzeńı 1.13. Definice 1.11 a 1.12 jsou ekvivalentńı.
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D̊ukaz. Předpokládejme nejdř́ıve, že daný vektor w ∈ W lze vyjádřit dvěma
r̊uznými zp̊usoby pomoćı koeficient̊u ai, bi ∈ K jako

w =
∑
i

aivi =
∑
i

bivi,

dále od sebe odečteme odpov́ıdaj́ıćı si členy, odkud obdrž́ıme∑
i

aivi −
∑
i

bivi =
∑
i

(ai − bi)vi = o.

Jelikož je množina S lineárně nezávislá, pak z této rovnosti plyne

ai − bi = 0 ∀i =⇒ ai = bi ∀i,

a vektor w tak lze vyjádřit pouze jediným možným zp̊usobem, pomoćı koeficient̊u
ai ∈ K.

Nyńı naopak předpokládejme, že libovolný vektor w ∈ W lze vyjádřit pouze
pomoćı jediné n-tice koeficient̊u ai ∈ K a vektor̊u vi ∈ S, tedy

w =
∑
i

aivi.

Je zřejmé, že množina S generuje podprostor W , nebot’ každý vektor w ∈ W
lze vyjádřit pomoćı lineárńı kombinace vi ∈ S. Zbývá dokázat, že množina S je
lineárně nezávislá. Necht’

w =
∑
i

aivi = o.

Jelikož je vektor w nulový a pro každý vektor w ∈W existuje pouze jediná n-tice
koeficient̊u ai ∈ K, která tuto rovnost splňuje, touto n-tićı muśı být koeficienty
ai = 0 ∀i, což je definice lineárńı nezávislosti. �

2. Nespočetnost báze prostoru L(V,R)

Než se pust́ıme k samotnému d̊ukazu nespočetnosti báze L(V,R) za předpokladu
spočetnosti báze V , dokážeme tvrzeńı 2.1, které bude v d̊ukazu nápomocné. Pro
snadněǰśı čitelnost bude použita Einsteinova sumačńı konvence.

Tvrzeńı 2.1. Necht’ V a W jsou vektorové prostory a S je báze prostoru V .
Pak existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı φ : V →W takové, že φ(vi) = wi, kde
vi ∈ S a wi jsou libovolně zvolené prvky W .

D̊ukaz. Definujme φ jako zobrazeńı

φ(v) = aiwi pro v = aivi.

Takové zobrazeńı je lineárńı, nebot’

φ(u+v) = φ(bivi+aivi) = φ((bi+ai)vi) = (bi+ai)wi = biwi+aiwi = φ(u)+φ(v)

a

φ(αv) = φ(αaivi) = αaiwi = αφ(v).
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Předpokládejme dále, že existuje jiné lineárńı zobrazeńı ψ : V → W , pro které
plat́ı ψ(vi) = wi. Dı́ky linearitě ψ źıskáme

ψ(v) = ψ(aivi) = aiψ(vi) = aiwi

a tedy

φ(v) = ψ(v), ∀v ∈ V,
odkud plyne φ = ψ. �

Pro př́ıpad W = R (neboli φ ∈ L(V,R) = V ∗) toto tvrzeńı ř́ıká, že pro libovolně
zvolené reálné č́ıslo r ∈ R a přirozené č́ıslo k ∈ N, existuje pouze jedno lineárńı
zobrazeńı φ : V → R, pro které plat́ı (předpokládáme uspořádanou bázi prostoru
V )

φ(vk) = r, φ(vj) = 0, ∀j 6= k

a je tedy ve tvaru

φ(v) = φ(aivi) = aiφ(vi) = akr.

Nyńı mohou nastat dva r̊uzné př́ıpady pro V . Pokud je V konečněrozměrný
prostor (dimV = n < ℵ0), pak jsou prostory V a V ∗ izomorfńı a k ≤ n. Tento
izomorfismus je dán zobrazeńım

Φ : V → V ∗,

Φ(vk) = φk(v), k = 1, . . . , n

(φk(v) je zobrazeńı popsané výše) a odpov́ıdaj́ıćımi reálnými č́ısly rk.
Pokud je naopak V nekonečněrozměrný (dimV ≥ ℵ0), pak je obecně V ∗ větš́ı

než V (viz. následuj́ıćı tvrzeńı) a k ∈ N.

Tvrzeńı 2.2. Necht’ L(V,R) je vektorový prostor všech lineárńıch zobrazeńı
(lineárńıch forem) z vektorového prostoru V do R. Pokud má V spočetně ne-
konečnou bázi, pak je báze prostoru L(V,R) nespočetně nekonečná.

D̊ukaz. Necht’ S = {v1, v2, v3, . . .} je spočetná báze prostoru V . Uvažujme dále
množinu všech posloupnost́ı reálných č́ısel tvaru (1, r, r2, r3, . . .), kde r > 1 a
označme posloupnost pro dané r symbolem %r. Podle tvrzeńı 2.1 v́ıme, že exis-
tuje právě jedno lineárńı zobrazeńı fr, pro které plat́ı

fr(vi) = ri−1.

Odpov́ıdaj́ıćıch posloupnost́ı je zřejmě d́ıky r ∈ R, r > 1 nespočetně mnoho. Zbývá
tedy ukázat, že libovolná konečná podmnožina lineárńıch zobrazeńı {f1, . . . , fn}
je lineárně nezávislá.

Jako prvńı část d̊ukazu ověř́ıme, že množina posloupnost́ı

%r = {rk−1}∞k=1 = (1, r, r2, r3, . . .), r > 1,

je lineárně nezávislou podmnožinou vektorového prostoru všech posloupnost́ı.
Mějme tedy n posloupnost́ı, které odpov́ıdaj́ı n-prvkové množině {fr1 , . . . , frn},

a seřad’me je vzestupně podle velikosti ri, tedy %r1 , %r2 , . . . , %rn , kde ri > rj pro
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i > j. Dı́ky r > 1 plat́ı také (rki > rkj , i > j)∧(rik > rjk, i > j) pro k ∈ N. Vytvořme
nyńı libovolnou lineárńı kombinaci těchto posloupnost́ı

a1%r1 + a2%r2 + · · ·+ an%rn .

Pro dokázáńı lineárńı nezávislosti položme součet těchto posloupnosti roven nulové
posloupnosti (0, 0, 0, . . .). Obdrž́ıme tak systém spočetně mnoha rovnic

n∑
i=1

air
k
i = 0, k ∈ N0.

Chceme tedy dokázat

a1r
k
1 + a2r

k
2 + · · ·+ anr

k
n = 0, ∀k ∈ N0 ⇒ a1 = · · · = an = 0,

kde ri > 1. Celou rovnici vyděĺıme členem rkn, odkud obdrž́ıme

a1

(
r1
rn

)k
+ a2

(
r2
rn

)k
+ · · ·+ an−1

(
rn−1
rn

)k
+ an = 0.

Jelikož plat́ı ri > rj , ∀i > j, pak nutně

lim
k→∞

a1

(
r1
rn

)k
+ a2

(
r2
rn

)k
+ · · ·+ an−1

(
rn−1
rn

)k
+ an = an = 0.

Totéž opakujeme pro koeficienty an−1, an−2, . . . , a2, a1, odkud dostáváme a1 =
· · · = an = 0, a množina posloupnost́ı je tak nutně lineárně nezávislá.

V druhé části d̊ukazu je třeba ukázat, že se lineárńı nezávislost mezi vektorovými
prostory izomorfńım lineárńım zobrazeńım přenáš́ı. Mějmě izomorfńı lineárńı zob-
razeńı φ mezi prostory V a W , dále {v1, . . . , vn} lineárně nezávislou podmnožinu
V a {w1, . . . , wn} množinu odpov́ıdaj́ıćıch prvk̊u ve W . Pak máme

b1w1 + · · ·+ bnwn = b1φ(v1) + · · ·+ bnφ(vn)

= φ(b1v1) + · · ·+ φ(bnvn) = φ(b1v1 + · · ·+ bnvn) = 0,

kde za předpokladu, že zobrazeńı φ je izomorfńı, muśı platit

b1v1 + · · ·+ bnvn = 0.

Množina {v1, . . . , vn} je však lineárně nezávislá a proto b1 = · · · = bn = 0, odkud
plyne lineárńı nezávislost {w1, . . . , wn}.

Posledńı část d̊ukazu spoč́ıvá v nalezeńı izomorfńıho lineárńıho zobrazeńı, které
by d́ıky bijekci zachovávalo lineárńı nezávislost. Toto zobrazeńı zavedeme násle-
duj́ıćım zp̊usobem. Necht’ (a1, a2, a3, . . .) je libovolná posloupnost, které přǐrad́ıme
index α = a1a2a3 . . . Pak odpov́ıdaj́ıćı lineárńı zobrazeńı bude mı́t d́ıky tvrzeńı
2.1 tvar pro bázové vektory vi

fα(vi) = ai, i ∈ N,

a zároveň bude lineárńı. Je zřejmé, že takto zavedená lineárńı zobrazeńı (označme
např. F ) budou tvořit vektorový prostor, nebot’ tvoř́ı podmnožinu vektorového
prostoru všech lineárńıch zobrazeńı. Nulovým prvkem je zobrazeńı

f0(vi) = 0,
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které zobraźı libovolný vektor na nulu. Součet dvou zobrazeńı a skalárńı násobek
splňuj́ı

fα(vi) + fβ(vi) = ai + bi = fα+β(vi) ∈ F,
a · fα(vi) = a · ai = faα(vi) ∈ F.

Mezi vektorovým prostorem F ⊆ L(V,R) a posloupnostmi R∞ tak existuje bijekce
spolu s lineárńım zobrazeńım a jde tedy o izomorfismus. Z předchoźıho plyne,
že z lineárńı nezávislosti posloupnost́ı %r1 , %r2 , . . . , %rn , plyne lineárńı nezávislost
odpov́ıdaj́ıćı množiny {fr1 , . . . , frn}. Jelikož je takových množin v prostoru L(V,R)
d́ıky r ∈ R, r > 1 nespočetně mnoho, existuje nespočetně mnoho lineárně ne-
závislých podmnožin L(V,R), odkud plyne existence nespočetné báze prostoru
L(V,R). �

3. Ekvivalence lineárńıch zobrazeńı mezi V a V ∗

V posledńı kapitole se budeme zabývat lineárńımi zobrazeńımi mezi prostory V a
V ∗, pro př́ıpad dimV = dimV ∗ = n ∈ N. Z lineárńı algebry v́ıme, že množinu
všech lineárńıch zobrazeńı z vektorového prostoru V do sebe sama (endomorfismů),
můžeme ztotožnit s množinou matic Mn(K) nad K. Pokud nav́ıc předpokládáme
tato zobrazeńı bijektivńı (automorfismy φ : V → V ), můžeme je ztotožnit s
množinou regulárńıch matic GL(n,K). Nyńı si připomeneme, jakým zp̊usobem
se změńı složky vektor̊u při změně báze prostoru V a jak můžeme reprezentovat
lineárńı zobrazeńı pomoćı matic.

Uvažujme vektor v ∈ V v n-rozměrném prostoru V , s báźı {ei}. Z definice báze
v́ıme, že k vektoru v existuje jednoznačně určená n-tice reálných č́ısel taková, že
plat́ı v = xiei a tedy

x =

x
1

...
xn

 ∈ Kn

jednoznačně popisuje vektor v při stanovené bázi {ei}. Pokud dojde ke změně báze
na bázi {ēi}, popisujeme sice stejný vektor v, ale n-tice reálných č́ısel je tentokrát
odlǐsná, tedy

v = yiēi, y =

y
1

...
yn

 ∈ Kn.

Dı́ky lineárńı nezávislosti báźı {ei} a {ēi} existuje právě jedna matice aij ∈
GL(n,K), pro kterou plat́ı

ēj = aijei.

Dosazeńım této rovnosti do jednotlivých vyjádřeńı v źıskáme

v = xiei = yjaijei
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odkud x
1

...
xn

 =


a11 a21 . . . an1
a12 a22 . . . an2
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . ann


y

1

...
yn


a tedy y

1

...
yn

 =


a11 a21 . . . an1
a12 a22 . . . an2
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . ann


−1x

1

...
xn

 .

Matici aij ř́ıkáme matice přechodu. Vyjadřuje, jakým zp̊usobem se změńı složky
vektor̊u při změně báze. Dı́ky lineárńı nezávislosti prvk̊u báze je matice přechodu
nutně regulárńı a inverzńı matice vždy existuje.

Pro reprezentaci lineárńıho zobrazeńı pomoćı matic mějme vektorové prostory
V a W s bázemi {ei}, resp. {Ei} a dimenzemi dimV = n, resp. dimW = m. Pak
pro lineárńı zobrazeńı φ : V →W a i-tý prvek báze ei bude existovat podle tvrzeńı
2.1 jednoznačně určená m-tice č́ısel φji , j = 1, . . . ,m taková, že plat́ı

φ(ei) = φjiEj .

Pokud pak v ∈ V, w ∈W , źıskáme

yjEj = w = φ(v) = φ(xiei) = xiφ(ei) = xiφjiEj

Takové lineárńı zobrazeńı φ je pak vyjádřeno maticovým násobeńım
y1

y2

...
ym

 =


φ11 φ12 . . . φ1n
φ21 φ22 . . . φ2n
...

...
. . .

...
φm1 . . . . . . φmn



x1

x2

...
xn


a ř́ıkáme, že matice φji reprezentuje lineárńı zobrazeńı φ.

Dále dokážeme pomocné tvrzeńı, které ř́ıká, že matice přechodu bij mezi bázemi

V ∗ je inverzńı k matici přechodu aij mezi odpov́ıdaj́ıćımi bázemi V .

Tvrzeńı 3.1. Necht’ {ei} a {ēi} jsou báze V , i = 1, . . . , n, {εi} a {ε̄i} od-
pov́ıdaj́ıćı duálńı báze V ∗. Pokud

(ē1 . . . ēn) = (e1 . . . en)

a
1
1 . . . a

1
n

...
an1 . . . a

n
n

 ,

pak ε̄1...
ε̄n

 =

b
1
1 . . . b

1
n

...
bn1 . . . b

n
n


ε1...
εn

 ,
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kde aijb
j
k = δik (matice přechodu bij je inverzńı k matici přechodu aij).

D̊ukaz. Necht’ v je libovolný vektor prostoru V . Pak

v = x1e1 + . . .+ xnen = y1ē1 + . . .+ ynēn

a ε1...
εn

 (v) =

v
1

...
vn

 ,

ε̄1...
ε̄n

 (v) =

v̄
1

...
v̄n

 .

Jelikož

v = (e1 . . . en)

v
1

...
vn

 = (ē1 . . . ēn)

v̄
1

...
v̄n


pak

v = (e1 . . . en)

ε
1

...
εn

 (v) = (ē1 . . . ēn)

ε̄
1

...
ε̄n

 (v)

= (e1 . . . en)

a
1
1 . . . a

1
n

...
an1 . . . a

n
n


ε̄

1

...
ε̄n

 (v).

Protože pro danou bázi {ei} je lineárńı kombinace vektoru v dána jednoznačně,
muśı platit ε

1

...
εn

 =

a
1
1 . . . a

1
n

...
an1 . . . a

n
n


ε̄

1

...
ε̄n

 .

Matice aij je regulárńı a existuje k ńı tedy inverzńı matice bij . Vynásobeńım rovnice

zleva matićı bij dostáváme požadovanou rovnostε̄1...
ε̄n

 =

b
1
1 . . . b

1
n

...
bn1 . . . b

n
n


ε1...
εn

 .

�

Nyńı přejděme k samotnému tvrzeńı, které dává do souvislosti ekvivalentńı
lineárńı zobrazeńı při změne báze prostoru V .

Tvrzeńı 3.2. Necht’ V je n-rozměrný vektorový prostor. Pak dvě matice M =
φij a N = ψij reprezentuj́ı (vzhledem ke stanoveným báźım prostoru V a jejich
duálńım báźım ve V ∗) stejné lineárńı zobrazeńı z V do V ∗ právě tehdy, když plat́ı
N = ATMA, kde A je matice přechodu aij mezi bázemi V .
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D̊ukaz. Necht’ {ei}, {ēi} jsou dvě r̊uzné báze prostoru V s matićı přechodu
A = aij . Předpokládejme nejdř́ıve, že matice M = φij a N = ψij reprezentuj́ı stejné
lineárńı zobrazeńı z V do V ∗ a vektor v ∈ V se tak při aplikaci obou matic zobraźı
na stejný prvek f ∈ V ∗. Źıskáme dvě r̊uzné báze prostoru V ∗, {Ei}, resp. {Ēi} ,
duálńı k {ei}, resp. {ēi} pomoćı φij , resp. ψij . Necht’ dále

v = xiei = yiēi

je vektor v ∈ V vyjádřený v báźıch {ei}, {ēi} a

x =

x
1

...
xn

 , y =

y
1

...
yn


jeho složky v jednotlivých báźıch. Pokud je A matićı přechodu mezi {ei} a {ēi},
pak plat́ı

y = A−1x, ē = AT e,

kde e, resp. ē označuje vektor bázových vektor̊u ei, resp. ēi (viz. tvrzeńı 3.1). Dále

pi = xjφij a qi = yjψij

jsou obrazy vektor̊u x a y vzhledem k jednotlivým matićım M = φij , N = ψij a
báźım {ei}, {ēi}. Proto

f = piEi = qiĒi ∈ V ∗

je obrazem lineárńıho zobrazeńı vektoru v ∈ V se složkami

p =

p
1

...
pn

 , q =

q
1

...
qn

 .

v jednotlivých báźıch {Ei}, {Ēi}.
Pokud matice φij a ψij reprezentuj́ı stejné lineárńı zobrazeńı, vektor v se v

př́ıpadech obou báźı zobraźı na f a matice přechodu mezi {Ei} a {Ēi} bude matićı
inverzńı k A (d̊usledek tvrzeńı 3.1). Plat́ı tedy

Ē = A−1E,

odkud plyne (aplikace vztah̊u ē = AT e, y = A−1x na vektory E, Ē bázových
vektor̊u Ei, Ēi)

q = ((A−1)T )−1p = AT p.

Dále z rovnic
p = Mx, x = Ay,

źıskáme
p = M(Ay).

Vynásobeńım zleva AT dostaneme

AT p = AT (M(Ay)),

odkud ze vztah̊u
q = Ny, q = AT p,
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plyne
Ny = AT (M(Ay)) = (ATMA)y.

Jelikož tento vztah plat́ı pro libovolné y ∈ V , dostáváme rovnost

N = ATMA.

Prvńı část tvrzeńı je tedy dokázaná.
Necht’ obráceně plat́ı

N = ATMA

pro matici přechodu A mezi {ei} a {ēi} (dvě libovolně zvolené báze V ), a matice
φij , ψ

i
j reprezentuj́ı dvě r̊uzná lineárńı zobrazeńı φ, ψ (provedeme d̊ukaz sporem),

tzn.

φ(v) = f = piEi = pTE,

ψ(v) = f̃ = qiĒi = qT Ē,

kde f 6= f̃ . Muśı tak platit

pTE 6= qT Ē = qT (A−1E) = (qTA−1)E,

z čehož vyplývá

pT 6= qTA−1,

p 6= (AT )−1q,

Mx 6= (AT )−1(Ny),

M(Ay) 6= (AT )−1(Ny),

(ATMA)y 6= Ny,

odkud již źıskáváme hledaný spor, nebot’ N = ATMA a tvrzeńı je tak dokázané.
�
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