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VYBRANE ULOHY Z UCEBNICE R. H. WASSERMANA
TENSORS AND MANIFOLDS WITH APPLICATIONS TO
PHYSICS; I. LINEARNI ALGEBRA

DUSAN NAVRATIL

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku jsou vyfeSeny vybrané tlohy z ucebnice R. H. Wasser-
mana Tensors and Manifolds [1]. Prvn{ ¢dst problému se tyka ekvivalentnich definic
pojmu z linearni algebry, druhd ¢ast je zaméfena na dukaz nespocetnosti béaze pro-
storu linedrnich forem a tfet{ Cast je vénovana ekvivalenci reprezentaci linedrnich
zobrazeni.

UvoD

V literatufe z linedrni algebry se muzeme setkat s riznymi, ale ekvivalentnimi de-
finicemi nékterych pojmu. Pomoci raznych definic jsou naptiklad nadefinovény
pojmy linearniho obalu, sou¢tu vektorovych podprostoru, linearné nezavislych
mnozin a bazi. Ucelem prvni kapitoly bude ukézat ekvivalenci a souvislosti mezi
ruznymi definicemi téchto pojmu.

Druhd kapitola je ddle vénovéna prostoru linedrnich zobrazeni L(V,R) z vek-
torového prostoru V' do télesa redlnych ¢isel R (neboli také prostoru linedrnich
forem V*). V této kapitole bude ukdzdno, Ze spocetnost baze prostoru V impli-
kuje nespocetnost béze prostoru L(V,R).

V zavéretné tieti kapitole bude rozebrdan problém ekvivalence dvou linearnich
zobrazen{ ¢,1 € L(V,V*) pomoc{ maticovych reprezentaci (kongruentni matice)
a matice prechodu.

Symbolem K bude v textu oznacena mnozina realnych nebo komplexnich ¢isel
(K=R,C).

1. EXVIVALENTNI DEFINICE POJMU Z LINEARN[ ALGEBRY

Ke kazdému pojmu v prvni kapitole budou uvedeny dvé ekvivalentni definice spolu
s dikazem této ekvivalence.

2010 MSC. Primarni 15A03, 15A24.
Kli¢ovd slova. Vektorovy prostor, baze, linedrni zobrazeni, dudlni prostor.
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1.1. Linearni obal

Definice 1.1. Necht S je libovolnd mnoZina (ne nutné koneéna) prvki vek-
torového prostoru V. Linedrni obal (S) je prunik vSech vektorovych podprostori
prostoru V', obsahujicich mnozinu S.

Definice 1.2. Necht S je libovolnd mnozina (ne nutné koneéna) prvku vekto-
rového prostoru V. Linedrn{ obal (S) je mnozina vsech linedrnich kombinac{ prvkiu
mnoziny S.

V dukazu ekvivalence vyuzijeme nésledujici pomocné lemma.

Lemma 1.3. Necht A, B # ) jsou libovolné podmmnoziny vektorového pro-
storu V. Pak

ACB= (A) C(B),
kde linedrng obal (A) mnoZiny A wvaZujeme podle definice 1.1.
Diikaz. Pro piipad A D B je tvrzeni splnéno trividlné. Necht A C B. Linerni
obal (A) je prunik vsech vektorovych prostoru obsahujicich mnozinu A. Oznaéme

tyto prostory obsahujici mnozinu A jako A,, p € I a obdobné pro linedrni obal
(B) ozna¢me prostory obsahujici mnozinu B jako By, r € J. Plat{ tedy

(4) = ﬂ Ap, (B) = ﬂ B,..
pel reJ
Ziejmé plati
re(d)= (4 =>z€B, Vrel
pel

nebot pokud prvek x patii do kazdého prostoru obsahujici mnozinu A, pak musi
patfit i do prostoru B,, nebot vektorovy prostor B, mnozinu A také obsahuje.
Index r byl pro B, zvolen libovolné a implikace tak plati Vr € J. Odtud ziskame

re(A)=(A,=ze () B =(B),
pel reJ

odkud jiz nutné (A) C (B). O
Tvrzeni 1.4. Definice 1.1 a 1.2 jsou ekvivalentnd.

Dukaz. Oznatme nejdiive prunik vSech podprostoru obsahujici S, jako
W= W,
pel
a mnozinu vsech (koneénych) linedrnich kombinaci jako
L={ojz1 4+ +apz,; a; €K xz; € S,n e N}
V prvni ¢asti dokdazeme L C W. Plati

r€L=do; €K, dx; € S,k EN; z=a1x1 + ...+ aprk.
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Déale z x1,...,x; € S plyne z1,...,z; € W, Vp € I a jelikoz W), je vektorovy
prostor pro libovolné p € I, pak ayzy + -+ + oz, € W), Vp € I a tim padem
zeW.

V druhé é4sti dokdzeme W C L. Ziejmé plati S C L, nebot kazdy prvek z; € S
muzeme napsat ve tvaru z; = 1-2; € L. Ddle L = (L), nebot mnozina vsech
linearnich kombinaci je sama o sobé vektorovym prostorem.

Z nerovnosti S C L tak pomoci lemmatu 1.3 dostdvdme W = (S) C (L) =L a
tvrzeni je dokdzané. O

1.2. Soucet vektorovych podprostora

Definice 1.5. Necht {W;} je libovolnd mnozina (ne nutné konecnd) vekto-
rovych podprostoru prostoru V. Soucet podprostoru ), W; prostoru V' je prunik
vSech podprostort V' obsahujicich mnozinu |J, W;.

Definice 1.6. Necht {W;} je libovolnd mnozina (ne nutné konecnd) vekto-
rovych podprostoru prostoru V. Soucet podprostort ), W; prostoru V' je mnozina
vSech vektort, které lze napsat ve tvaru kone¢nych soucti w;, + w;, + - - + w;, ,
kde

w;, € Wil,wiQ S WiQ,...,win S sz
Tvrzeni 1.7. Definice 1.5 a 1.0 jsou ekvivalentni.

Diikaz. Oznacéme symbolem P prinik vsech podprostoru V' obsahujicich | J, W;
a symbolem S mnozinu vektoru ve tvaru zminénych souctu.

Nejdiive dokdzeme P C S. Pokud z € P, pak x patii (podle definice) do
linedrniho obalu mnoziny | J, W;. Z pfedchoziho tvrzen{ vime, ze linedrni obal | J, W;
je mnozina vSech linearnich kombinaci prvka (J; W;. Tim padem pro j =1,...,n

E|Oéj c K,wil c WiUU)iQ c Wig,. Wy, € Win,
ze plati
<UW’> > 2 =oaw;, +aw;, + -+ oagw;, €8,
i
nebot pro kazdy séitanec mame ajw;, € Wi, (plyne z vlastnosti, ze W;, je vekto-
rovy prostor).

Nyni dokdzeme S C P. Necht x € S. Pak lze tento prvek zapsat pomoci w;, €
Wi, wi, € Wiy, ... w;, € Wy, ve tvaru

n?

Sawi1+wiz+~-~+winzl-wi1+1-wi2+~--+1~win€<UWZ‘>:P.

O

1.3. Linearné nezavisla mnozina

Definice 1.8. Mnozinu S vektoru nazveme linearné nezavislou, pokud pro
vSechny kone¢né soucty >, a;v;, v; € S plati ), a;v; = 0= a; = 0 Vi.
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Definice 1.9. Mnozinu S vektoru nazveme linedrné nezdvislou, pokud o ¢ S
a zéroven kazdy kone¢ny soucet podprostoru tvaru I, = {av | a € K,v € S} je
primy.

Tvrzeni 1.10. Definice 1.8 a 1.9 jsou ekvivalentns.

Diikaz. Dokazeme ekvivalenci opaénych tvrzeni. Chceme tedy dokazat, ze exis-
tuje koneény soucet ZZ a;v;, v; € S s vlastnosti ZZ a;v; = o (kde alespon jeden
¢len a; je nenulovy) pravé tehdy, kdyz o € S nebo existuje koneény soucet podpro-
storu [,,, ktery neni piimy. Pfedpoklddejme nejdiive, ze existuje koneény soucet n
vektorti mnoziny S, pro ktery plati

a1v1 + -+ apvy, =0AJ a; #0.

7 tohoto tvrzeni vyplyva, ze Clen s nenulovym koeficientem a; lze vyjadiit jako
soucet ostatnich clent. Plati tedy

—QiV; = QU1 F -+ G—1Vi—1 + Qi1 Vi1 0 ApUn

Lo (1D, # 0,
J#i
coz plati pouze tehdy, kdyz v; # o a soucet podprostoru tedy neni piimy. Kdyby
v; = o, pak nenulové a; lze zvolit libovolné a v; =0 € S.

Predpoklddejme nyni, ze o € S nebo existuje koneény soucet podprostou [,
ktery neni piimy. Pokud o € S, diukaz je zfejmy (tento ¢len vyndsobime libovolnym
koeficientem @ a v3echny ostatni koeficienty polozime rovny nule). Necht dany
kone¢ny soucet podprostoru I, neni piimy. To znamena

Lo (DL, # 0, Vi.
J#i
Existuje tedy nenulovy vektor, ktery se nachézi v obou mnozinach. V mnoziné [,,
nabyva tvaru a;v; a v mnoziné Zj# ly; tvaru ajvy + -+ + ai—1v—1 + Gi11Vi41 +
-+ a,vy,, odkud

odtud dostavame

aiV; = Q11 + -0+ Qi—1Vi—1 F Qi 1Vip1 T o+ AnUn,
101 + -+ Ai—1Vi—1 — GV + Qi41Vi41 + -+ ApUp = 0.
Jelikoz je ¢len a;v; nenulovy, tvrzeni plati. Diky libovolné zvolenému n € N tvrzeni

plati pro libovolné velké soucty. O

1.4. Baze vektorového prostoru

Definice 1.11. Mnozinu S vektoru v; € S nazveme bazi podprostoru W pro-
storu V, pokud je linedrné nezavisld a generuje podprostor W.

Definice 1.12. Mnozinu S vektoru v; € S nazveme bazi podprostoru W pro-
storu V', pokud pro kazdé v; € S existuje praveé jedno a; € K tak, ze kazdy vektor
w € W lze vyjadiit ve tvaru w = ), a;v;.

Tvrzeni 1.13. Definice 1.11 a 1.12 jsou ekvivalentni.
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Dukaz. Predpokladejme nejdiive, ze dany vektor w € W lze vyjadiit dvéma
ruznymi zpusoby pomoci koeficientu a;,b; € K jako

w = Zaivi = Zbﬂ)m
i i
déle od sebe odec¢teme odpovidajici si ¢leny, odkud obdrzime
Zaivi - Zbivi = Z(ai — bl)’l}z = 0.
i i i
Jelikoz je mnozina S linedrné nezavisla, pak z této rovnosti plyne
ai—bi:OW — ai:biVi,

a vektor w tak lze vyjadfit pouze jedinym moznym zpusobem, pomoci koeficienti
a; € K.

Nyni naopak predpokladejme, ze libovolny vektor w € W lze vyjadiit pouze
pomoci jediné n-tice koeficientu a; € K a vektoru v; € S, tedy

w = E a;v;.
i

Je ziejmé, Ze mnozina S generuje podprostor W, nebot kazdy vektor w € W
lze vyjadrit pomoci linedrni kombinace v; € S. Zbyva dokazat, ze mnozina S je
linedrné nezévisld. Necht
w = Z a;v; = 0.
K3

Jelikoz je vektor w nulovy a pro kazdy vektor w € W existuje pouze jedind n-tice
koeficientu a; € K, kterd tuto rovnost spliiuje, touto n-tici musi byt koeficienty
a; = 0 Vi, coz je definice linearni nezavislosti. O

2. NESPOCETNOST BAZE PROSTORU L(V,R)

Nez se pustime k samotnému dukazu nespocetnosti baze L(V,R) za predpokladu
spocetnosti baze V', dokdzeme tvrzeni 2.1, které bude v dukazu napomocné. Pro

Tvrzeni 2.1. Necht V a W jsou vektorové prostory a S je bdze prostoru V.
Pak existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni ¢ : V. — W takové, Ze ¢(v;) = w;, kde
v; € S a w; jsou libovolné zvolené proky W.

Diikaz. Definujme ¢ jako zobrazeni
$(v) = a'w; pro v = a'v;.
Takové zobrazeni je linedrni, nebot
P(utv) = p(b'vi +a'v;) = (b +a")v;) = (' +a')w; = b'w; +a'w; = ¢(u) + $(v)
a

d(aw) = d(aa'v;) = aa'w; = ag(v).
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Predpoklddejme déle, Zze existuje jiné linedrni zobrazeni ¢ : V. — W, pro které
plat{ ¢ (v;) = w;. Diky linearité ¢ ziskdme

P(v) = P(a'v;) = a'(v;) = a’w;
a tedy

p(v) =¥(v), Vo eV,
odkud plyne ¢ = 1. O

Pro pifpad W = R (neboli ¢ € L(V,R) = V*) toto tvrzeni i{kd, ze pro libovolné
zvolené realné ¢islo r € R a pfirozené ¢islo k € N, existuje pouze jedno linearni
zobrazeni ¢ : V — R, pro které plati (predpokladdme uspofddanou bézi prostoru
V)

¢(Uk) =T, ¢(Uj) = 07 \V/j 7é k
a je tedy ve tvaru
6(v) = élaiv;) = a‘g(v;) = abr.
Nyni mohou nastat dva ruzné piipady pro V. Pokud je V koneénérozmérny

prostor (dimV = n < ¥g), pak jsou prostory V a V* izomorfni a k < n. Tento
izomorfismus je dan zobrazenim

D:V =V,
(I)(vk) :¢k(v)7 k= ]-a"'an

(¢ (v) je zobrazeni popsané vyse) a odpovidajicimi redlnymi ¢isly 7.
Pokud je naopak V nekoneénérozmérny (dimV > Ny), pak je obecné V* veétsi
nez V (viz. ndsledujici tvrzeni) a k € N.

Tvrzeni 2.2. Necht L(V,R) je vektorovy prostor viech linedrnich zobrazeni
(linedrnich forem) z vektorového prostoru V. do R. Pokud md V spocetné ne-
konecnou bdzi, pak je bdze prostoru L(V,R) nespocetné nekoneénd.

Diikaz. Necht S = {v1,vs,v3,...} je spocetnd baze prostoru V. Uvazujme dale
mnozinu viech posloupnost{ realnych é&fsel tvaru (1,7,72,73,...), kde r > 1 a
ozna¢me posloupnost pro dané r symbolem p,. Podle tvrzeni 2.1 vime, ze exis-
tuje praveé jedno linearni zobrazeni f,., pro které plati

fr(vg) =771,
Odpovidajicich posloupnosti je zfejmé diky r € R, r > 1 nespocetné mnoho. Zbyva
tedy ukdzat, ze libovolnd koneénd podmnozina linedrnich zobrazeni {fi,..., fn}

je linedrné nezavisla.
Jako prvni ¢ast dikazu ovéiime, Ze mnozina posloupnosti
_ fok—1yco  _ 2 3
or ={r" 12 = (L5, ), r > 1

je linearné nezavislou podmnozinou vektorového prostoru vsech posloupnosti.
Méjme tedy n posloupnosti, které odpovidaji n-prvkové mnoziné {f.,..., fr. },
a sefadme je vzestupné podle velikosti r;, tedy or,, 0rys-- -, 0r,, kde 7; > 7; pro
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i > j. Diky r > 1 plati také (rf > r¥,i > j)A(r], > r1,i > ) pro k € N. Vytvorme
nyni libovolnou linedrni kombinaci téchto posloupnosti
alQT1 + a2Qr2 + T + anan~

Pro dokazani linedrni nezavislosti polozme soucet téchto posloupnosti roven nulové
posloupnosti (0,0,0,...). Obdrzime tak systém spoc¢etné mnoha rovnic

Zairf =0, k€ Ng.
=1

Chceme tedy dokazat
arry 4 agrs + - +art =0, Vk €Ny = ay =--- = a, =0,

kde r; > 1. Celou rovnici vydélime ¢lenem 7%, odkud obdrzime

r k r k r k
() () b () s
Tn Tn Tn

Jelikoz plati r; > r;, Vi > j, pak nutné

k k k
lim aq (Tl) + as (Tz) + it ap_1 (Tn_l) +a, =a, =0.
k—o0 Tn Tn Tn

Totéz opakujeme pro koeficienty a,_1,an_2,...,a2,a1, odkud dostdvame a; =
.-+ = ay, = 0, a mnozina posloupnosti je tak nutné linearné nezavisla.

V druhé ¢ésti dukazu je tfeba ukazat, Ze se linearni nezavislost mezi vektorovymi
prostory izomorfnim linedrnim zobrazenim prendsi. Méjmé izomorfni linedrni zob-
razen{ ¢ mezi prostory V a W, déle {vy,...,v,} linedrné nezdvislou podmnozinu
V a {ws,...,w,} mnozinu odpovidajicich prvkia ve W. Pak mdme

brwy + -+ bpw, = b1¢(vl) + e+ bn¢(vn)
= qb(blvl) et d)(bnvn) = ¢(b17]1 +F bnvn) =0,
kde za predpokladu, ze zobrazeni ¢ je izomorfni, musi platit

bivy + -+ byv, =0.

Mnozina {v1,...,v,} je vSak linedrné nezdvisld a proto by = --- = b,, = 0, odkud
plyne linedrni nezavislost {ws, ..., wy,}.

Posledni ¢ast dukazu spociva v nalezeni izomorfniho linearniho zobrazeni, které
by diky bijekci zachovavalo linedrni nezavislost. Toto zobrazeni zavedeme nésle-
dujicim zptisobem. Necht (a1, as,as, . ..) je libovolnd posloupnost, které ptifadime
index o = ajasas... Pak odpovidajici linearni zobrazeni bude mit diky tvrzeni
2.1 tvar pro bazové vektory v;

fa(’l}i) =a;, 1 € N,

a zéroven bude linedrni. Je zfejmé, ze takto zavedend linedrni zobrazeni (ozna¢me
napf. F) budou tvofit vektorovy prostor, nebot tvofi podmnoZinu vektorového
prostoru vsech linearnich zobrazeni. Nulovym prvkem je zobrazeni

fo(vi) =0,
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které zobrazi libovolny vektor na nulu. Souc¢et dvou zobrazeni a skaldrni nasobek
splituji

fa(vi) + fa(vi) = a; + b; = fayp(vi) € F,
a- fo(v;)=a-a; = fea(v;) € F.

Mezi vektorovym prostorem F' C L(V,R) a posloupnostmi R* tak existuje bijekce
spolu s linearnim zobrazenim a jde tedy o izomorfismus. Z predchoziho plyne,
Ze 7z linearni nezavislosti posloupnosti ¢, , 0r,,- .., @r,, plyne linedrni nezavislost
odpovidajici mnoziny { f., ..., fr, }. Jelikoz je takovych mnozin v prostoru L(V, R)
diky 7 € R, > 1 nespocetné mnoho, existuje nespoc¢etné mnoho linedrné ne-
zdvislych podmnozin L(V,R), odkud plyne existence nespocetné béze prostoru
L(V,R). O

3. EKVIVALENCE LINEARNICH ZOBRAZENI MEZI V A V*

V posledni kapitole se budeme zabyvat linearnimi zobrazenimi mezi prostory V a
V*, pro piipad dimV = dim V* = n € N. Z linearni algebry vime, ze mnozinu
v8ech linedrnich zobrazeni z vektorového prostoru V' do sebe sama (endomorfismi),
muzeme ztotoznit s mnozinou matic M, (K) nad K. Pokud navic predpokladdme
tato zobrazeni bijektivni (automorfismy ¢ : V. — V), muzeme je ztotoznit s
mnozinou reguldrnich matic GL(n,K). Nyn{ si pfipomeneme, jakym zptsobem
se zmeéni slozky vektoru pii zméné béze prostoru V a jak muZzeme reprezentovat
linedrni zobrazeni pomoci matic.

Uvazujme vektor v € V' v n-rozmérném prostoru V', s bézi {e;}. Z definice béze
vime, ze k vektoru v existuje jednoznacné urcena n-tice redlnych ¢isel takova, ze
plati v = 2’e; a tedy

r=1|: | k"

.,L,TL

jednoznaéné popisuje vektor v pfi stanovené bazi {e;}. Pokud dojde ke zméné béze
na bazi {e;}, popisujeme sice stejny vektor v, ale n-tice redlnych ¢isel je tentokrat
odlisna, tedy

vzyiéi, Yy = c K".
Yy

n

Diky linedrni nezavislosti bézi {e;} a {&} existuje pravé jedna matice a €
GL(n,K), pro kterou plat{
i

€; = aJei.

Dosazenim této rovnosti do jednotlivych vyjadieni v ziskdme

v=ua'e; = y’aje;
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odkud
al  a? a
2! 1 1 1 1
1 2 n Yy
az a3 as
" 1 2 n y"
a, az a
a tedy
-1
al  a? a}
1 1 1 1 2L
Yy 1 2 n
ay Q3 as
n : : . n
T
Y al a2 ... a®

Matici a§» fikdme matice prechodu. Vyjadiuje, jakym zpusobem se zméni slozky
vektoru pfi zméné baze. Diky linearni nezavislosti prvku béaze je matice prechodu
nutné reguldrni a inverzni matice vzdy existuje.

Pro reprezentaci linearniho zobrazeni pomoci matic méjme vektorové prostory
V a W s bdzemi {e;}, resp. {E;} a dimenzemi dimV' = n, resp. dim W = m. Pak
pro linearni zobrazeni ¢ : V' — W a i-ty prvek baze e; bude existovat podle tvrzeni
2.1 jednoznacné urcend m-tice &isel ¢7, j = 1,...,m takovd, ze plati

$lei) = ¢l ;.
Pokud pak v € V, w € W, ziskdme
Y E; =w=¢(v) = ¢(a'e;) = a'd(e;) = '] E;

Takové linearni zobrazeni ¢ je pak vyjadfeno maticovym nésobenim

s of 6 ... oL\ (!
o B R R A N
y™m o N U x”

a fikdme, ze matice ¢] reprezentuje linedrni zobrazeni ¢.
Dale dokézeme pomocné tvrzeni, které iikd, ze matice pfechodu b} mezi bazemi
V* je inverzni k matici prechodu a} mezi odpovidajicimi bézemi V.

Tvrzeni 3.1. Necht {e;} a {&} jsou bdze V, i = 1,...,n, {¢'} a {&'} od-
povidajici dudlni bdze V*. Pokud

ai...al
(€1 en) = (e1 €n) )
al...ap
pak
€1 b% PN b111 €1
. = . . ’
En by ..o} En



110 D. NAVRATIL

kde a;bi = 51@ (matice prechodu b; je wnverzni k matici prechodu a;).
Diikaz. Necht v je libovolny vektor prostoru V. Pak

v:xlel+,,,+mnen:ylél+...+ynén

a
€1 vl €1 ot
(’U) = ; (’U) =
en o™ &n "
Jelikoz
vl ol
v=C(er...en) | T | =(Er...8n) | :
" "
pak
el gl
v=(e1...en) (v)=(e1...€n) | * | (v)
em gm
al...al gl
=(e1...en) D ().
al...ap g

Protoze pro danou bdzi {e;} je linedrni kombinace vektoru v ddna jednozna¢né,
musi platit

1 1 1 =1
€ ai...ap g
e at...ap gn

Matice aj je regularni a existuje k nf tedy inverzni matice b;. Vyndsobenim rovnice
zleva matict b’ dostavame pozadovanou rovnost

= 1 1
€1 b1 ...bn €1

En by ... by €n

O

Nyni pfejdéme k samotnému tvrzeni, které dédva do souvislosti ekvivalentni
linearni zobrazeni pii zméne baze prostoru V.

Tvrzeni 3.2. Necht V je n-rozmérny vektorovy prostor. Pak dvé matice M =
(j);. a N = 95 reprezentuji (vzhledem ke stanovengm bdzim prostoru V a jejich
dudlnim bdzim ve V*) stejné linedrni zobrazeni z V' do V* prdvé tehdy, kdyz plati

N = ATMA, kde A je matice prechodu a; mezi bazemi V.
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Diikaz. Necht {e;}, {€;} jsou dvé rtzné bdze prostoru V s matici pfechodu
A= a;-. Predpoklddejme nejdrive, ze matice M = gbj— aN= 1/); reprezentuji stejné
linedrni zobrazeni z V do V* a vektor v € V se tak pfi aplikaci obou matic zobrazi
na stejny prvek f € V*. Ziskdme dvé riizné baze prostoru V*, {E;}, resp. {E;} ,
duélni k {e;}, resp. {&;} pomoci d)j-, resp. w; Necht déle

v = $i61' = yiéi

je vektor v € V vyjadreny v bazich {e;},{e;} a

e=|: | y=
n

Y
jeho slozky v jednotlivych bézich. Pokud je A matici prechodu mezi {e;} a {&;},
pak plati

y=A"1z, e=ATe,
kde e, resp. € oznacuje vektor bdzovych vektoru e;, resp. €; (viz. tvrzeni 3.1). Déle

pr=a'¢; a ¢ =y
jsou obrazy vektori x a y vzhledem k jednotlivym maticim M = ¢%, N = ¢! a
bazim {e;}, {€;}. Proto

f=p'E =q¢E V"

je obrazem linearniho zobrazeni vektoru v € V se slozkami

p= . q=
p'ﬂ
v jednotlivych bazich {E;}, {E;}.
Pokud matice ¢} a 9 reprezentuji stejné linedrni zobrazeni, vektor v se v

q

pifpadech obou bazi zobrazi na f a matice prechodu mezi {E;} a {E;} bude matici
inverzni k A (dusledek tvrzeni 3.1). Plati tedy
E=A'E,
odkud plyne (aplikace vztahti € = ATe, y = A~ 'z na vektory E, E bézovych
vektora E;, E;)
g=((AH")p=ATp.
Déle z rovnic
p= Mz, x = Ay,
ziskame
p=M(Ay).
Vynésobenim zleva AT dostaneme
ATp = AT (M(Ay)),

odkud ze vztahu
g=Ny, q=Ap,
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plyne
Ny = AT(M(Ay)) = (AT M A)y.
Jelikoz tento vztah plati pro libovolné y € V', dostavame rovnost
N =ATMA.

Prvni ¢ast tvrzeni je tedy dokézana.
Necht obricené plati
N=ATMA
pro matici pfechodu A mezi {e;} a {&;} (dvé libovolné zvolené baze V), a matice
3-, 1/); reprezentuji dvé ruznd linedrn{ zobrazeni ¢, ¢ (provedeme dukaz sporem),
tzn.

p(v)=f=p'E;=p"E,
Y(v)=f=q¢E =q"E,
kde f # f. Musi tak platit
P'E#¢"E=q"(AT'E)=(¢"A™"E,
z ¢ehoz vyplyva
pl#q AT
p# (A" g,
Mz # (A7)~ (Ny),
M(Ay) # (A")"H(Ny),
(A"MA)y # Ny,

odkud jiz ziskdvdme hledany spor, nebot N = ATM A a tvrzeni je tak dokdzané.
O

=
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