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GRAFOVÁ ROZŠÍŘENÍ NĚKTERÝCH DYNAMICKÝCH

MODELŮ

RADKA SKÁCELOVÁ

Abstrakt. Tento článek se zabývá rozš́ı̌reńım dynamických model̊u o možnost ces-

továńı v prostoru pomoćı teorie graf̊u. Nejprve je uvedeno obecné rozš́ı̌reńı užit́ım

konečného souvislého grafu a jeho interpretace pomoćı Laplaceovy matice. Dále je
tento obecný př́ıstup aplikován na Lotkovy-Volterrovy modely dravec-kořist a kon-

kurence a na epidemiologický model SIR. Podrobněji jsou analyzována prostorová

homogenńı a heterogenńı stacionárńı řešeńı grafového modelu dravec-kořist z hle-
diska existence a stability. Stabilita homogenńıch stacionárńıch řešeńı je zkoumána

také z hlediska obecného planárńıho modelu.

1. Úvod

Když popisujeme reálné problémy pomoćı soustav diferenciálńıch rovnic, zpravi-
dla muśıme uvažovat jisté idealizace. V př́ıpadě popisu situace, kdy se zkoumané
subjekty, at’ už zv́ı̌rata či lidé, pohybuj́ı a interaguj́ı spolu, se předpokládá izolace
oblasti, na které se subjekty vyskytuj́ı. Toto je bohužel značné omezeńı. Abychom
se v́ıce přibĺıžili skutečnému chováńı, umožńıme proto zkoumaným subjekt̊um po-
hyb v prostoru, což znamená zavedeńı možnosti migrace/cestováńı mezi r̊uznými
oblastmi. Vhodným aparátem pro požadované zobecněńı je teorie graf̊u. V př́ıpadě
zv́ı̌rećıch populaćı si situaci můžeme představit tak, že existuje systém ostrov̊u,
které jsou navzájem pospojovány mosty, přičemž tyto mosty umožňuj́ı přesun po-
pulace z jednoho ostrova na druhý. Nebo systém les̊u, kdy mı́sto most̊u můžeme
uvažovat, že zv́ı̌re je, či neńı schopné dostat se do lesa sousedńıho. Analogicky
můžeme vźıt v úvahu cestováńı člověka např. mezi obcemi či státy. I když se muśı
i v takovém modelu uvažovat idealizace, toto rozš́ı̌reńı je velkým krokem kupředu.

2. Zavedeńı obecného grafového rozš́ıřeńı

Klasický př́ıstup analýzy modelu spoč́ıvá v tom, že máme autonomńı soustavu m
diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćı daný model, jež můžeme zapsat ve tvaru

y′ = f(y), (2.1)
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kde složky vektoru f jsou definovány v tzv. fázovém prostoru Ω ∈ Rm a y je
m-rozměrný vektor, jehož jednotlivé složky yk jsou proměnné představuj́ıćı r̊uzné
druhy zv́ı̌rećıch populaćı, popř́ıpadě r̊uzné skupiny osob.

Obecný model (2.1) se nyńı rozš́ı̌ŕı o možnost migrace všech jedinc̊u. Zavedeme
množinu V = {1, · · · , n}, která reprezentuje soubor oblast́ı v prostoru, ve kterých
pozorovańı jedinci žij́ı. Může se jednat např́ıklad o rybńıky, ostrovy, lesy, města či
státy, přičemž v každé oblasti spolu jednotlivé druhy interaguj́ı jako v klasickém
modelu. Dále je třeba, aby bylo možné mezi oblastmi cestovat. K tomu se zavád́ı
množina E tak, že existuje-li cesta mezi oblastmi i, j, pak {i, j} ∈ E. Dvojice právě
zavedených množin G = (V,E) pak reprezentuje konečný graf. Prvky z množiny
V proto nazýváme vrcholy grafu G a prvky množiny E představuj́ı jeho hrany.
Důležitým předpokladem je souvislost grafu G (mezi každými dvěma vrcholy exis-
tuje taková posloupnost vrchol̊u a hran, že se dostaneme z jednoho vrcholu do
druhého). Dále se zavád́ı difuzńı koeficienty dyk ≥ 0, které představuj́ı intenzitu
migrace konkrétńıho druhu / skupiny lid́ı yk, k ∈ {1, . . . ,m}.

Předpokládáme-li, že migrace jedinc̊u k-tého druhu z jednoho vrcholu do druhé-
ho je úměrná rozd́ılu jejich počt̊u v soused́ıćıch vrcholech, pak lze grafové rozš́ı̌reńı
zapsat ve tvaru

y′ki = dyk
∑

j∈N (i)

(ykj − yki) + fki(y11, . . . , y1n, . . . , ym1, . . . , ymn) (2.2)

pro k ∈ {1, . . . ,m} a i ∈ V , kde N (i) představuje množinu vrchol̊u soused́ıćıch
s vrcholem i, přičemž prvek yki představuje populaci k-tého druhu na i-tém vrcholu
a funkce fki ovlivňuje dynamiku toho prvku.

Systém (2.2) lze zapsat také jako soustavu rovnic v maticovém tvaru

y′1 = −dy1Ly1 + f1(y1, . . . ,ym),

...

y′m = −dymLym + fm(y1, . . . ,ym),

(2.3)

kde yk : R→ Rn a fk : Rmn → Rn jsou dány vztahy

yk =

yk1...
ykn

 , fk =

fk1...
fkn

 , k = 1, . . . ,m.

Matice L vystupuj́ıćı v (2.3) je Laplaceova matice. Tato matice nám umožňuje
graf jednoduše zaznamenat a je definována jako rozd́ıl dvou matic L = ∆ − S.
Tyto matice si nyńı poṕı̌seme.

Matice ∆ = (δij)
n
i,j=1 je diagonálńı matice popisuj́ıćı graf s množinou vrchol̊u

V = {1, · · · , n}, na jej́ıž pozici δii je stupeň vrcholu i, i ∈ V , přičemž stupněm
vrcholu i v grafu G rozumı́me počet hran vycházej́ıćıch z tohoto vrcholu.

Matici S = (sij)
n
i,j=1 nazýváme matice sousednosti grafu G. Tato matice má

na pozici sij č́ıslo 1, jestliže existuje hrana spojuj́ıćı vrcholy i a j grafu G, tj.
existuje-li {i, j} ∈ E. V opačném př́ıpadě má na dané pozici 0.



GRAFOVÉ MODELY 115

Pro lepš́ı porozuměńı pojmu Laplaceova matice je na obrázku 1 zobrazena La-
placeova matice pro konkrétńı graf s 6-ti vrcholy.

Obrázek 1. Vlevo reprezentace konečného souvislého grafu, vpravo jeho př́ıslušná Laplaceova
matice.

Pro Laplaceovy matice plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.1. Necht’ G = (V,E) je graf s n vrcholy a L jeho Laplaceova matice.
Potom pro tuto matici plat́ı následuj́ıćı:

1. L je symetrická a pozitivně semidefinitńı;
2. součet prvk̊u každého jej́ıho řádku a každého sloupce je roven nule;
3. algebraické doplňky každých dvou prvk̊u matice L se rovnaj́ı.

Z této věty vyplývaj́ı některé užitečné vlastnosti Laplaceovy matice. Dle vlast-
nosti 1 jsou všechna vlastńı č́ısla Laplaceovy matice reálná a nezáporná. Z vlast-
nosti 2 nav́ıc dostáváme, že tato matice má vždy nulové vlastńı č́ıslo, přičemž
př́ıslušný vlastńı vektor má všechny složky stejné.

Vı́ce informaćı o Laplaceových matićıch lze nalézt např. v [4, 5].

3. Vybrané grafové modely

V této kapitole bude ukázáno, jak aplikovat obecně odvozený model z předchoźı
kapitoly na tři konkrétńı modely, jejichž význam bude v každé sekci vysvětlen.
Podrobněǰśı informace o těchto modelech lze nalézt např́ıklad v [3].

3.1. Model dravec-kořist

Obecný př́ıstup nyńı aplikujeme na Lotk̊uv-Volterr̊uv model dravec-kořist s ome-
zenou kapacitou prostřed́ı. Tento model vyjadřuje situaci, kdy se dvě populace
vzájemně ovlivňuj́ı a to tak, že jeden druh je potravou pro druhý druh, jako
např́ıklad dvojice ryba-žralok či zaj́ıc-rys. V tomto modelu se předpokládá, že
se dravec živ́ı výhradně kořist́ı a tedy nemůže přež́ıt, jakmile je kořist zcela vy-
hubena. Kořist je naopak pozitivně ovlivněna nepř́ıtomnost́ı dravce, ale muśıme
zde předpokládat omezenou kapacitu prostřed́ı, aby počet jedinc̊u nerostl nade
všechny meze – tato myšlenka je vyjádřena pomoćı vnitrodruhové konkurence.
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V daľśım označ́ıme y1 = N jako velikost populace kořisti a y2 = P velikost
populace dravce.

Klasický model je tvaru

N ′(t) = (1−N(t)− aP (t))N(t),

P ′(t) = (−c+ bN(t)− P (t))P (t).
(3.1)

Konstanty, které se v něm vyskytuj́ı, jsou tvaru a =
γN
αP

, b =
γP
αN

, c =
εP
εN

,

přičemž α představuje mı́ru vnitrodruhové konkurence, ε specifickou mı́ru r̊ustu
daného druhu při jeho izolaci a naopak γ specifickou mı́ru r̊ustu za př́ıtomnosti
druhého druhu.

V tomto modelu se typicky předpokládá, že se oba druhy vyskytuj́ı na jedné
omezené oblasti. Toto omezeńı však neodpov́ıdá reálné situaci, a proto v následuj́ı-
ćım provedeme rozš́ı̌reńı pomoćı teorie graf̊u. V takovém př́ıpadě už budeme mı́t
v́ıcero uzavřených oblast́ı, mezi kterými budou moci oba druhy cestovat, přičemž
se předpokládá, že každou cestu mohou využ́ıt oba druhy. Nemůže se tedy stát
např́ıklad to, že bude existovat systém ostrov̊u (bez most̊u), kde dravec je su-
chozemský jedinec, který je neschopný mezi ostrovy přecházet, ale kořist́ı by byli
ptáci, již mohou mezi ostrovy přelétat (tj. stále pro ně jakési imaginárńı mosty
existuj́ı). Dále se předpokládá, že všechny trasy jsou stejně náročné. Nemůže tedy
nastat situace, kdy by některá cesta byla využ́ıvána častěji z d̊uvodu jej́ı menš́ı
náročnosti. Zavedeńı r̊uzné obt́ıžnosti tras by se dalo vyjádřit pomoćı váženého
grafu, avšak t́ım se nebudeme momentálně zabývat.

V daľśım budeme uvažovat difuzńı koeficienty dN , dP . Tyto koeficienty můžeme
chápat jako potřebu daného druhu migrovat. Č́ım větš́ı je tento koeficient, t́ım je
větš́ı šance, že jedinci daného druhu budou cestovat. Naopak, kdyby byl tento
koeficient roven nule, pak nedocháźı k žádné migraci a každý vrchol grafu se
může vyšetřovat separátně na základě klasického modelu dravec-kořist. Nav́ıc
předpokládáme, že migrace jedinc̊u z jednoho vrcholu do druhého je úměrná rozd́ılu
populaćı daného druhu v obou vrcholech.

Nyńı již naṕı̌seme konkrétńı tvar grafového rozš́ı̌reńı. Pomoćı sumačńıho zápisu
(2.2) se dá vyjádřit jako

N ′i(t) = dN
∑

j∈N (i)

(Nj(t)−Ni(t)) +Ni(t)(1−Ni(t)− aPi(t)),

P ′i (t) = dP
∑

j∈N (i)

(Pj(t)− Pi(t)) + Pi(t)(−c+ bNi(t)− Pi(t))
(3.2)

pro i ∈ V . V př́ıpadě využit́ı Laplaceovy matice, tj. vztahu (2.3), má pak grafový
model tvar

N′(t) = −dNLN(t) + fN (N(t),P(t)),

P′(t) = −dPLP(t) + fP (N(t),P(t)),
(3.3)
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kde N, P jsou nyńı n rozměrné sloupcové vektory o složkách Ni, Pi, i ∈ V a

fN (N,P) =

N1(1−N1 − aP1)
...

Nn(1−Nn − aPn)

 , fP (N,P) =

P1(−c+ bN1 − P1)
...

Pn(−c+ bNn − Pn)

 ,

přičemž fN , fP : R2n → Rn.

3.2. Model konkurence

Model konkurence popisuje soužit́ı dvou druh̊u, které se navzájem negativně ovliv-
ňuj́ı. Může se jednat např́ıklad o soupeřeńı o potravu či vytlačováńı jednoho druhu
v d̊usledku zab́ıráńı územı́ druhým druhem.

Stejně jako u předchoźıho modelu dravec-kořist, i zde se předpokládá omezená
kapacita prostřed́ı. Obzvláště proto, že u modelu konkurence se často stává, že
jeden druh vyhub́ı druhý druh. Pak by totiž populace druhu, který zv́ıtězil, mohla
neomezeně r̊ust, což ale neodpov́ıdá realitě.

Klasický model konkurence s omezenou kapacitou prostřed́ı je popsán soustavou
dvou diferenciálńıch rovnic tvaru

N ′(t) = ρ1N(t)(1−N(t)− αP (t)),

P ′(t) = ρ2P (t)(1− βN(t)− P (t)),

kde ρ1, ρ2, α, β > 0 jsou parametry a proměnnéN,P představuj́ı jednotlivé soutěž́ı-
ćı druhy.

Parametry ρ představuj́ı specifickou mı́ru porodnosti populace daného druhu.

Parametr α je vyjádřen jako α =
α∗K2

K1
, přičemž α∗ je specifická mı́ra úbytku

1. druhu vlivem soutěživosti 2. druhu, K1 je kapacita prostřed́ı pro 1. druh a K2

kapacita prostřed́ı pro 2. druh. Parametr β je analogicky β =
β∗K1

K2
, kde β∗ je

specifická mı́ra úbytku 2. druhu vlivem soutěživosti 1. druhu.
I u modelu konkurence chceme zajistit možnost pohybu v prostoru. Zde opět

muśıme brát v úvahu, že neńı možné povolit libovolný pohyb, nýbrž pohyb mezi
několika oblastmi, z nichž každou uvažujeme idealizovanou. Jako takové oblasti si
můžeme představit r̊uzné rybńıky, ostrovy v moři, ale např́ıklad i soused́ıćı lesy,
přičemž cesty mezi nimi muśıme předpokládat opět idealizované. Potom např́ıklad
nemůže doj́ıt ke sńıžeńı počtu populace v závislosti na náročné cestě. Nav́ıc se ani
nepředpokládá, že by přechod do soused́ıćı oblasti zab́ıral určitý časový úsek.

Při sestavováńı grafového rozš́ı̌reńı pak stejně jako u modelu dravec-kořist uva-
žujeme difuzńı koeficienty vyjadřuj́ıćı mı́ru migrace jednotlivých druh̊u, která je
nav́ıc úměrná rozd́ılu populaćı na soused́ıćıch vrcholech. Potom na základě (2.2)
máme grafový model tvaru

N ′i(t) = dN
∑

j∈N (i)

(Nj(t)−Ni(t)) + ρ1Ni(t)(1−Ni(t)− αPi(t)),

P ′i (t) = dP
∑

j∈N (i)

(Pj(t)− Pi(t)) + ρ2Pi(t)(1− Pi(t)− βNi(t))
(3.4)
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pro všechna i ∈ V , V = {1, . . . , n}. Dostáváme tak 2n rovnic popisuj́ıćıch dyna-
miku modelu při zavedeńı migrace.

Systém (3.4) lze opět přepsat do vektorového tvaru

N′(t) = −dNLN(t) + ρ1fN (N(t),P(t)),

P′(t) = −dPLP(t) + ρ2fP (N(t),P(t)),

kde N, P jsou n rozměrné sloupcové vektory o složkách Ni, Pi, i ∈ V , a

fN (N,P) =

N1(1−N1 − αP1)
...

Nn(1−Nn − αPn)

 , fP (N,P) =

P1(1− P1 − βN1)
...

Pn(1− Pn − βNn)

 ,

přičemž fN , fP : R2n → Rn a L je př́ıslušná Laplaceova matice popisuj́ıćı souvislý
graf.

Analýza klasického modelu konkurence i jeho grafového rozš́ı̌reńı je detailně
provedena v článku [2].

3.3. SIR model

V této sekci se pokuśıme aplikovat obecný př́ıstup ke grafovému rozš́ı̌reńı na známý
epidemiologický model SIR. V tomto modelu předpokládáme, že každý člen popu-
lace spadá do jedné z následuj́ıćıch tř́ı kategoríı:

• S . . . populace náchylná k infekci (netrṕı danou chorobu, ale jedinci jsou
schopni onemocnět),

• I . . . populace, která je infikovaná a schopná infekci přenášet dále,
• R . . . populace, která onemocněla, ale už neš́ı̌ŕı nákazu dále, at’ už z d̊uvodu

izolace, źıskáńı trvalé imunity, či smrti v d̊usledku proděláńı nemoci.

Velikosti těchto populaćı jsou závislé na čase t a v každém časovém okamžiku plat́ı,
že

S(t) + I(t) +R(t) = N, (3.5)

kde N > 0 je celkový konstantńı počet populace.
Dále předpokládáme, že je daná populace homogenńı. To znamená, že pravdě-

podobnost kontaktu libovolných dvou jedinc̊u je stejná, přičemž možnost nákazy
zdravého jedince od infikovaného je také totožná. Nebere se tedy v potaz věk,
předchoźı zdravotńı stav jedinc̊u ani např́ıklad délka setkáńı dvou lid́ı.

Označ́ı-li se dále β > 0 jako koeficient š́ı̌reńı choroby a ν > 0 koeficient znač́ıćı
rychlost, se kterou přecházej́ı jedinci ze skupiny I do R, pak klasický SIR model
můžeme popsat pomoćı tř́ı diferenciálńıch rovnic jako

S′(t) = −βS(t)I(t),

I ′(t) = βS(t)I(t)− νI(t),

R′(t) = νI(t),

přičemž se předpokládá, že S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0 a R(0) = 0.



GRAFOVÉ MODELY 119

Na základě vzorc̊u (2.2) a (2.3) provedeme stejně jako u model̊u dravec-kořist
a konkurence grafové rozš́ı̌reńı. To je v př́ıpadě sumačńıho zápisu tvaru

S′i(t) = dS
∑

j∈N (i)

(Sj(t)− Si(t))− βSi(t)Ii(t),

I ′i(t) = dI
∑

j∈N (i)

(Ij(t)− Ii(t)) + βSi(t)Ii(t)− νIi(t),

R′i(t) = dR
∑

j∈N (i)

(Rj(t)−Ri(t)) + νIi(t)

pro i ∈ V a a soustava maticových rovnic má tvar

S′(t) = −dSLS(t) + fS(S(t), I(t)),

I′(t) = −dILI(t) + fI(S(t), I(t)),

R′(t) = −dRLR(t) + fR(I(t)),

kde S, I a R jsou n rozměrné sloupcové vektory a

fS(S, I) = −β

S1I1
...

SnIn

 , fI(S, I) =

βS1I1 − νI1
...

βSnIn − νIn

 , fR(I) = ν

I1...
In

 .

Při takovém grafovém rozš́ı̌reńı tedy předpokládáme, že cestováńı prob́ıhá nezá-
visle na zdravotńım statusu jedince, to jest at’ už je člověk v jakékoli ze tř́ı skupin,
může se uskutečnit jeho pohyb v prostoru. Tento pohyb je stejně jako v předchoźıch
modelech úměrný rozd́ılu jedinc̊u v sousedńıch oblastech a difuzńım koeficient̊um.
Zde už tato podmı́nka nemuśı být tak př́ımočará jako u Lotkových-Volterrových
populačńıch model̊u dravec-kořist a konkurence. Můžeme si ji představit např́ıklad
tak, že v každé oblasti existuje jen omezený počet l̊užek a aby byla zajǐstěna
dostatečná lékařská péče, je snaha o to, aby byl v každé oblasti stejný počet
nakažených jedinc̊u. Tu samou myšlenku můžeme aplikovat i na skupinu R, kde
se mimo jiné nacházej́ı jedinci v izolaci, to jest jejich vyrovnaný počet umožńı
např́ıklad kvalitněǰśı lékařskou péči.

Celkově si toto vyrovnáváńı počt̊u můžeme představit tak, že v každé oblasti je
konstantńı počet obytných prostor (do toho můžeme započ́ıtat jak domy pro lidi
náchylné k nemoci, vyléčené, ale i nemocničńı l̊užka) a nepřipoušt́ıme situaci, kdy
by byly některé obytné prostory nevyužity, popř́ıpadě by naopak byly obydleny
nad limit.

K podmı́nce (3.5) by se mohlo přistupovat dvoj́ım zp̊usobem. Bud’to budeme
předpokládat, že na každém vrcholu je součet populaćı stejný, tj. Si(t) + Ii(t) +
Ri(t) = N pro všechna i ∈ V , anebo můžeme uvažovat počet sice stále konstantńı,
ale rozd́ılný na každém vrcholu. T́ım máme na mysli, že na vrcholu i bude na
počátku Ni jedinc̊u a tento počet z̊ustane zachován i v pr̊uběhu času.

Analýza grafového modelu SIR může být předmětem daľśıho zkoumáńı. V tomto
článku se zaměř́ıme převážně na model dravec-kořist a částečně i na model kon-
kurence.
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4. Analýza grafového modelu dravec - kořist

Pod analýzou modelu si můžeme představit hledáńı stacionárńıch řešeńı zkou-
maného modelu a jejich následné vyšetřeńı z hlediska stability. Na rozd́ıl od kla-
sického modelu, zde můžeme z kvalitativńıho hlediska posuzovat dva r̊uzné typy
řešeńı – prostorově homogenńı stacionárńı řešeńı a prostorově heterogenńı sta-
cionárńı řešeńı. Tato řešeńı budeme dále převážně nazývat pouze jako homogenńı,
či heterogenńı.

Homogenńı řešeńı [N1, P1, . . . , Nn, Pn] ∈ R2n systému (3.2) je tvaru Ni(t) =
N∗ ≥ 0, Pi(t) = P ∗ ≥ 0 pro všechna i ∈ V , t ≥ 0, kde N∗, P ∗ se od sebe mohou,
ale nemuśı lǐsit. Jinak řečeno, N1 = · · · = Nn a P1 = · · · = Pn. V opačném př́ıpadě,
tj. existuje-li alespoň jedna dvojice Ni, Nj taková, že Ni 6= Nj , popř́ıpadě dvojice
Pi, Pj taková, že Pi 6= Pj , nazveme toto stacionárńı řešeńı heterogenńı.

4.1. Homogenńı stacionárńı řešeńı

Při analýze grafového modelu dravec-kořist se nejprve zaměř́ıme na hledáńı pro-
storově homogenńıch stacionárńıch řešeńı.

Dosazeńım hledaného tvaru řešeńı do (3.2) a položeńım pravých stran rovnic
rovno 0 zjist́ıme, že 2n-tice [N∗, P ∗, . . . , N∗, P ∗] může být homogenńım řešeńım
systému (3.2) pouze tehdy, je-li zároveň dvojice [N∗, P ∗] stacionárńım bodem
Lotkova-Volterrova modelu s omezenou kapacitou prostřed́ı (3.1).

Řešeńı tedy mohou být generována body

E0 = [0,−c], E1 = [0, 0], E2 = [1, 0], E3 =

[
1 + ac

1 + ab
,
b− c

1 + ab

]
(4.1)

a pro označeńı řešeńı soustavy (3.2) generovaného bodem Ei budeme už́ıvat symbol
Ei. V daľśım již nebudeme brát v úvahu bod E0, jelikož při analýze grafového mo-
delu hledáme – stejně jako v př́ıpadě klasického modelu – pouze řešeńı nacházej́ıćı
se výhradně v prvńım ortantu (ten zachycuje tu část daného prostoru, jehož body
maj́ı všechny souřadnice nezáporné).

Nyńı se budeme zabývat otázkou stability těchto homogenńıch řešeńı. Předevš́ım
je snadné nahlédnout, že je-li Ei nestabilńı stacionárńı bod klasického Lotkova-
Volterrova modelu (3.1), potom Ei je nestabilńı homogenńı stacionárńı řešeńı
systému (3.2). Z toho d̊uvodu je bod E1 vždy nestabilńı.

Otázku stability či nestability E2,E3 řeš́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1. Necht’ E2,E3 jsou výše zavedená homogenńı řešeńı grafového
modelu (3.2). Pak

• E2 je nestabilńı pro b > c a asymptoticky stabilńı pro b < c,
• E3 nevyšetřujeme pro b < c, jelikož se řešeńı nenacháźı v prvńım ortantu.

Pro b > c je potom asymptoticky stabilńı, typ řešeńı je uzel, či ohnisko, a
to v závislosti na koeficientech a, b, c.
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Pro prokázáńı tohoto tvrzeńı vyjádř́ıme Jacobiho matici soustavy (3.2). Využi-
jeme-li jej́ıho tvaru (3.3), pak Jacobiho matici soustavy můžeme vyjádřit jako

(
−dNL 0

0 −dPL

)
+



∂fN,1
∂N1

∂fN,1
∂P1

. . .
. . .

∂fN,n
∂Nn

∂fN,n
∂Pn

∂fP,1
∂N1

∂fP,1
∂P1

. . .
. . .

∂fP,n
∂Nn

∂fP,n
∂Pn


,

kde fj,i reprezentuje i-tou složku vektoru fj , j ∈ {N,P}.
Po provedeńı několika úprav je možno dokázat, že vlastńı č́ısla této matice jsou

totožná s vlastńımi č́ısly matice, kterou lze vyjádřit jako

J(Ei) + λ

(
−dN 0

0 −dP

)
, (4.2)

kde J(Ei) představuje Jacobiho matici klasického Lotkova-Volterrova modelu a λ
je libovolné vlastńı č́ıslo Laplaceovy matice L.

Dosazeńım konkrétńıch předpis̊u J(Ei) pro i = 2, 3, vypočteńım a analyzováńım
źıskaných vlastńıch č́ısel se dá dané tvrzeńı dokázat.

Vid́ıme tedy, že stabilita homogenńıch stacionárńıch řešeńı je analogická ke sta-
bilitě stacionárńıch řešeńı klasického Lotkova-Volterrova modelu s omezenou ka-
pacitou prostřed́ı (3.1).

Ukázku chováńı pro konkrétńı hodnoty a konkrétńı graf na obrázku 2 můžeme
vidět na obrázćıch 3, 4.

Obrázek 2. Souvislý graf se čtyřmi vrcholy a pěti hranami .

4.2. Heterogenńı stacionárńı řešeńı

V této sekci se pokuśıme zjistit, zda mohou existovat stacionárńı heterogenńı řešeńı
s nezápornými složkami.
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Obrázek 3. Vlevo vývoj v čase populace kořisti a dravce pro graf zobrazený na obrázku 2.
Přerušovanými čarami vyznačen stacionárńı bod E2. Zvolené koeficienty: a = 0.5, b = 1, c =

2, dN = 0.8, dP = 0.1. Vpravo odpov́ıdaj́ıćı fázové trajektorie. Vykresleno v prostřed́ı MATLAB .

Obrázek 4. Vlevo vývoj v čase populace kořisti a dravce pro graf zobrazený na obrázku 2.

Přerušovanými čarami vyznačen stacionárńı bod E3. Zvolené koeficienty: a = 2, b = 3, c =

2, dN = 0.03, dP = 0.5. Vpravo odpov́ıdaj́ıćı fázové trajektorie. Vykresleno v prostřed́ı MATLAB .

Stacionárńı řešeńı modelu źıskáme řešeńım algebraické soustavy rovnic

0 = dN
∑

j∈N (i)

(Nj −Ni) +Ni(1−Ni − aPi), i ∈ V,

0 = dP
∑

j∈N (i)

(Pj − Pi) + Pi(−c+ bNi − Pi), i ∈ V.
(4.3)

Z jej́ıho tvaru plyne, že pro nulové hodnoty difuzńıch koeficient̊u dN , dP se model
rozpadne na n nezávislých klasických model̊u. Stacionárńı řešeńı jsou pak tvaru
[N1, P1, . . . , Nn, Pn], kde jednotlivé dvojice [Ni, Pi] představuj́ı stacionárńı body
klasického modelu dravec-kořist (3.1). Konkrétně se jedná o body E0, E1, E2, E3,
jejichž tvar nalezneme v (4.1). Počet všech řešeńı je 4n, z toho 4 jsou homogenńı
a 4n − 4 heterogenńıch.
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Nyńı předpokládejme kladné hodnoty difuzńıch koeficient̊u dN , dP . Pro tento
př́ıpad bylo provedeno několik numerických experiment̊u, a to pro n = 2, 3. Žádný
z nich existenci heterogenńıch rovnováh s nezápornými složkami neprokázal. Vše-
chny experimenty vykazovaly podobné závěry jako následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 4.2. Voĺıme a = 1, b = 1, c = 2 a dn = dP = 0.01. V obou př́ıpadech
n = 2, 3 (zde voĺıme úplný graf) jsou jediná nezáporná řešeńı soustavy (4.3) ho-
mogenńı rovnováhy, a to E1, E2. Pro volbu a = 1, b = 2, c = 1 nav́ıc přibývá
homogenńı rovnováha E3 jako daľśı řešeńı soustavy (4.3). V každém jiném řešeńı
se nacháźı alespoň jedna záporná složka.

Při volbě věťśıch difuzńıch koeficient̊u, konkrétně dN = dP ≥ 1, jsou závěry ob-
dobné jako pro př́ıpad malých difuzńıch koeficient̊u. Rozd́ıl je v tom, že odpov́ıdaj́ıćı
homogenńı rovnováhy představuj́ı jediná reálná řešeńı soustavy (4.3) (neexistuj́ı
tedy jǐz žádné heterogenńı rovnováhy, ani s některými zápornými složkami).

Celkově lze tedy formulovat hypotézu, že při problému existence heterogenńıch
rovnováh s nezápornými složkami pro grafový model dravec-kořist stač́ı rozlǐsovat,
zda jsou difuzńı koeficienty nulové, či nikoliv. Při jejich nulovosti pak dostáváme
xn nezáporných řešeńı, kde n představuje počet vrchol̊u grafu a x = 2 pro volbu
koeficient̊u takovou, že b < c, v opačném př́ıpadě x = 3. Při volbě nenulových di-
fuzńıch koeficient̊u jsou pak jediná nezáporná řešeńı homogenńı stacionárńı řešeńı
odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušným nezáporným stacionárńım bod̊um.

5. Rozšiřuj́ıćı úvahy

Źıskané výsledky nás mohou vést na dvě zaj́ımavé otázky. Za prvé, při analýze
homogenńıch řešeńı modelu dravec-kořist se zjistilo, že stabilita klasického sta-
cionárńıho řešeńı implikuje stabilitu homogenńıho řešeńı j́ım generovaného. Je
tomu tak vždy? A za druhé, když neexistuje heterogenńı rovnováha s kladnými
složkami v modelu dravec-kořist, znamená to, že neexistuje ani v jiných modelech,
nebo jsou tu modely takové, kde ji nalézt můžeme? V této kapitole se pokuśıme
přibĺıžit odpovědi na tyto otázky.

5.1. Porušeńı stability grafovým rozš́ı̌reńım

Odpověd’ na prvńı otázku je pro planárńı modely podrobněji vypracována v [1].
Zde se omeźıme převážně na výsledné vztahy.

Myšlenka spoč́ıvá v tom, že vezmeme obecný planárńı systém

N ′(t) = fN (N(t), P (t)),

P ′(t) = fP (N(t), P (t)),
(5.1)

kde fN , fP : R2 → R a analýzou Jacobiho matic klasického i př́ıslušného grafového
modelu źıskáme hledané vztahy.

Jacobiho matici J(E) planárńıho klasického modelu uvažujeme tvaru

J(E) =

(
p q
r s

)
,
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kde p, q, r, s ∈ R.
Pro grafový model lze Jacobiho matici přepsat opět na tvar (4.2). Spektrum

této matice (tj. množina všech jej́ıch vlastńıch č́ısel) je přitom rovna sjednoceńı
spekter matic tvaru

J̃(E)λ = J(E) + λ

(
−dN 0

0 −dP

)
,

kde za λ postupně dosazujme všechna vlastńı č́ısla Laplaceovy matice L.
Analýzou vlastńıch č́ısel źıskáme dvě tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1. Rovnováha E soustavy (5.1) bez grafového rozš́ıřeńı a homogenńı
rovnováha E př́ıslušné grafové soustavy jsou současně asymptoticky stabilńı právě
tehdy, když pro prvky Jacobiho matice J(E) plat́ı podmı́nky

p+ s < 0, ps− qr > 0

a
ps− qr + λ2dNdP − λ(pdP + sdN ) > 0,

kde λ je libovolné vlastńı č́ıslo Laplaceovy matice L př́ıslušné grafovému modelu.

Jak model dravec-kořist, tak model konkurence tyto podmı́nky splňuj́ı, a proto
nedošlo ke změně stability řešeńı při rozš́ı̌reńı na grafový model. Nyńı uvedeme
podmı́nky, které muśı být splněny, aby bylo homogenńı řešeńı grafové soustavy
nestabilńı, i když je stabilńı řešeńı př́ıslušné soustavy bez grafového rozš́ı̌reńı.

Tvrzeńı 5.2. Rovnováha E soustavy (5.1) je asymptoticky stabilńı a současně
homogenńı rovnováha E grafového modelu neńı asymptoticky stabilńı právě tehdy,
když pro prvky Jacobiho matice J(E) plat́ı podmı́nky

λdNdP < pdP + sdN , p+ s < 0 (5.2)

a
ps+ λ2dNdP − λ(pdP + sdN ) ≤ r < ps, (5.3)

kde λ je nějaké vlastńı č́ıslo Laplaceovy matice L př́ıslušné grafovému modelu.

Na základě zachováńı platnosti vztah̊u (5.2) a (5.3) můžeme určit hodnoty
parametr̊u p, q, r, s, dN , a dP , přičemž jedinou neurčitost zde představuje vlastńı
č́ıslo λ Laplaceovy matice L. Z (5.2) vyplývá, že se stač́ı omezit na nejmenš́ı
kladné z nich, jelikož pak tato podmı́nka představuje nejmenš́ı možné omezeńı.
Pro speciálńı typy graf̊u jsme dokonce schopni toto nejmenš́ı kladné č́ıslo určit.

Z toho plyne, že opravdu existuj́ı i soustavy diferenciálńıch rovnic, pro které je
stabilita řešeńı při grafovém rozš́ı̌reńı porušena.

5.2. Existence heterogenńıch řešeńı s nezápornými složkami

Při zodpovězeńı druhé otázky nám pomůže článek [2], který diskutuje grafové
rozš́ı̌reńı modelu konkurence, tj. modelu představeným v sekci 3.2. Tento článek
potvrzuje existenci heterogenńıch řešeńı s nezápornými složkami. To je zaj́ımavé
zejména z toho hlediska, že se modely dravec-kořist a konkurence lǐśı před dimen-
zionálńı analýzou pouze v jednom znaménku.
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Pro tvrzeńı, které bude následovat, je třeba nejprve uvést, že klasický model
konkurence má čtyři stacionárńı řešeńı, jejichž tvar je

E0 = [0, 0], E1 = [1, 0], E2 = [0, 1], E3 =

[
1− α

1− αβ
,

1− β
1− αβ

]
,

přičemž pro existenci bodu E3 je nutné, aby αβ 6= 1. Nav́ıc, aby tento bod ležel
v prvńım kvadrantu muśı platit α > 1 a β > 1 nebo α < 1 a β < 1.

Dále je třeba zavést označeńı řešeńı Eσ(i), kde σ(i) ∈ {0, 1, 2, 3}, i ∈ {1, . . . , n}.
To jsou taková řešeńı, kdy na každém z n vrchol̊u nastane jedna z rovnováh kla-
sického modelu E0, E1, E2, E3. Nyńı se již můžeme přesunout k samotnému tvr-
zeńı.

V článku [2] je ukázáno, že pro každou dvojici α, β > 1 existuje č́ıslo ε > 0
takové, že pro dN = dP ∈ [0, ε] a pro každou volbu bodu Eσ(i), kde σ(i) ∈ {1, 2, 3},
i ∈ {1, . . . , n}, existuje heterogenńı stacionárńı řešeńı s nezápornými složkami
[N1, P1, . . . , Nn, Pn], kde bod [Ni, Pi] je bĺızko bodu Eσ(i). Dané heterogenńı řešeńı
je pak lokálně stabilńı, právě když σ(i) ∈ {1, 2} pro všechna i ∈ {1, . . . , n}.

Z daného tvrzeńı pak vyplývá, že systém (3.4) má při slabé difuzi (tj. při hod-
notách dN , dP bĺızkých 0) 3n− 3 nezáporných heterogenńıch stacionárńıch řešeńı,
přičemž 2n − 2 z nich je lokálně stabilńıch.

Při zkoumáńı grafových rozš́ı̌reńı má proto smysl zkoumat také existenci a sta-
bilitu heterogenńıch řešeńı.
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