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GRAFOVA ROZSIRENI NEKTERYCH DYNAMICKYCH
MODELU

RADKA SKACELOVA

ABSTRAKT. Tento ¢lanek se zabyva rozsifenim dynamickych modeli o moznost ces-
tovani v prostoru pomoci teorie grafu. Nejprve je uvedeno obecné rozsiteni uzitim
konecéného souvislého grafu a jeho interpretace pomoci Laplaceovy matice. Déle je
tento obecny pristup aplikovdn na Lotkovy-Volterrovy modely dravec-kofist a kon-
kurence a na epidemiologicky model SIR. Podrobnéji jsou analyzovéna prostorova
homogenni a heterogenni staciondrni feSeni grafového modelu dravec-kotist z hle-
diska existence a stability. Stabilita homogennich staciondrnich feseni je zkouména
také z hlediska obecného plandrniho modelu.

1. Uvobp

Kdyz popisujeme redlné problémy pomoci soustav diferencidlnich rovnic, zpravi-
dla musime uvazovat jisté idealizace. V pfipadé popisu situace, kdy se zkoumané
subjekty, at uz zvitata ¢i lidé, pohybuji a interaguji spolu, se predpokladd izolace
oblasti, na které se subjekty vyskytuji. Toto je bohuzel znaéné omezeni. Abychom
se vice priblizili skuteénému chovéni, umoznime proto zkoumanym subjektum po-
hyb v prostoru, coz znamend zavedeni moznosti migrace/cestovani mezi raznymi
oblastmi. Vhodnym aparatem pro pozadované zobecnéni je teorie grafu. V piipadé
zvitecich populaci si situaci muzeme predstavit tak, ze existuje systém ostrovu,
které jsou navzajem pospojovany mosty, pricemz tyto mosty umoziuji presun po-
pulace z jednoho ostrova na druhy. Nebo systém lest, kdy misto mostu muzeme
uvazovat, ze zvite je, ¢i neni schopné dostat se do lesa sousedniho. Analogicky
muzeme vzit v ivahu cestovani ¢lovéka napf. mezi obcemi ¢i staty. I kdyz se musi
i v takovém modelu uvazovat idealizace, toto rozsifeni je velkym krokem kupfedu.

2. ZAVEDEN{ OBECNEHO GRAFOVEHO ROZSIREN{

Klasicky piistup analyzy modelu spo¢iva v tom, ze mame autonomni soustavu m
diferencidlnich rovnic popisujici dany model, jez muzeme zapsat ve tvaru

y' =£(y), (2.1)
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kde slozky vektoru f jsou definovany v tzv. fadzovém prostoru Q@ € R™ a y je
m-rozmérny vektor, jehoz jednotlivé slozky y; jsou proménné piedstavujici ruzné
druhy zvifecich populaci, popiipadé ruzné skupiny osob.

Obecny model (2.1) se nyni rozsifi o moznost migrace viech jedincu. Zavedeme
mnozinu V = {1, --- ,n}, kterd reprezentuje soubor oblast{ v prostoru, ve kterych
pozorovani jedinci ziji. Muze se jednat napiiklad o rybniky, ostrovy, lesy, mésta ¢i
staty, pficemz v kazdé oblasti spolu jednotlivé druhy interaguji jako v klasickém
modelu. Dale je tieba, aby bylo mozné mezi oblastmi cestovat. K tomu se zavadi
mnozina E tak, ze existuje-1i cesta mezi oblastmi ¢, j, pak {7, 7} € E. Dvojice pravé
zavedenych mnozin G = (V, E) pak reprezentuje koneény graf. Prvky z mnoziny
V' proto nazyvame vrcholy grafu G a prvky mnoziny E pfedstavuji jeho hrany.
Dulezitym predpokladem je souvislost grafu G' (mezi kazdymi dvéma vrcholy exis-
tuje takova posloupnost vrcholu a hran, ze se dostaneme z jednoho vrcholu do
druhého). Déle se zavadi difuzni koeficienty d,, > 0, které predstavuji intenzitu
migrace konkrétniho druhu /skupiny lidi yx, k € {1,...,m}.

Predpokladame-li, ze migrace jedincu k-tého druhu z jednoho vrcholu do druhé-
ho je umérna rozdilu jejich poc¢tu v sousedicich vrcholech, pak lze grafové rozsiteni
zapsat ve tvaru

Vi = dye Y Wy = Yki) F i@ Yins - Yo Ymn) (2:2)
JEN (i)
pro k € {1,...,m} ai € V, kde N (i) pfedstavuje mnoZinu vrcholii sousedicich

s vrcholem i, pficemz prvek y; predstavuje populaci k-tého druhu na i-tém vrcholu
a funkce fi; ovliviiuje dynamiku toho prvku.
Systém (2.2) lze zapsat také jako soustavu rovnic v maticovém tvaru
yll = _dy1Ly1 + fl(y17 e 7y77L)7
(2.3)

Y = —dy, Lym + En(y1, - Ym),
kde yx: R = R" a f,: R™" — R” jsou dany vztahy

Yk fr1
yve=1| |, fi=| :

: , k=1,...,m.
Ykn fkn

Matice L vystupujici v (2.3) je Laplaceova matice. Tato matice ndm umoziuje
graf jednoduse zaznamenat a je definovana jako rozdil dvou matic L = A — S.
Tyto matice si nyni popiSeme.

Matice A = (6ij){fj:1 je diagondlni matice popisujici graf s mnozinou vrcholu
V = {1,--- ,n}, na jejiz pozici d§;; je stupen vrcholu i, i € V, pfitemz stupném
vrcholu ¢ v grafu G rozumime pocet hran vychazejicich z tohoto vrcholu.

Matici S = (s;)f;—; nazyvdme matice sousednosti grafu G. Tato matice md
na pozici s;; ¢islo 1, jestlize existuje hrana spojujici vrcholy ¢ a j grafu G, tj.
existuje-li {4, } € E. V opa¢ném piipadé ma na dané pozici 0.
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Pro lepsi porozuméni pojmu Laplaceova matice je na obréazku 1 zobrazena La-
placeova matice pro konkrétni graf s 6-ti vrcholy.

1
3 -1 -1 -1 0 0
1 2 -1 3 -1 0 -1 0
Jom -1 -1 & =1 =1 —i
-1 0 -1 3 0 -1
0O -1 -1 0 3 -1
O 0 -1 -1 -1 3

Obréazek 1. Vievo reprezentace konecéného souvislého grafu, vpravo jeho prislusnd Laplaceova
matice.

Pro Laplaceovy matice plati nésledujici véta.

Véta 2.1. Necht G = (V, E) je graf s n vrcholy a L jeho Laplaceova matice.
Potom pro tuto matici plati ndsledugici:
1. L je symetrickd a pozitivné semidefinitni;
2. soucet prvku kazdého jejiho tadku a kaZdého sloupce je roven nule;
3. algebraické dopliky kazdych dvou prvku matice L se rovnaji.

Z této vety vyplyvaji nékteré uzitecné vlastnosti Laplaceovy matice. Dle vlast-
nosti 1 jsou v8echna vlastni ¢isla Laplaceovy matice redlnd a nezaporna. Z vlast-
nosti 2 navic dostdvame, ze tato matice méa vzdy nulové vlastni ¢islo, pricemz
prislusny vlastni vektor ma vsechny slozky stejné.

Vice informaci o Laplaceovych maticich 1ze nalézt napi. v [4, 5].

3. VYBRANE GRAFOVE MODELY

V této kapitole bude ukédzano, jak aplikovat obecné odvozeny model z predchozi
kapitoly na tfi konkrétni modely, jejichz vyznam bude v kazdé sekci vysvétlen.
Podrobnéjsi informace o téchto modelech 1ze nalézt napiiklad v [3].

3.1. Model dravec-korist

Obecny piistup nyni aplikujeme na Lotktuv-Volterruv model dravec-kofist s ome-
zenou kapacitou prostiedi. Tento model vyjadiuje situaci, kdy se dvé populace
vzajemné ovliviiuji a to tak, ze jeden druh je potravou pro druhy druh, jako
napiiklad dvojice ryba-zralok ¢i zajic-rys. V tomto modelu se predpokladd, ze
se dravec zivi vyhradné kofisti a tedy nemuze prezit, jakmile je kofist zcela vy-
hubena. Kofist je naopak pozitivné ovlivnéna nepiitomnosti dravce, ale musime
zde predpoklddat omezenou kapacitu prostiedi, aby pocet jedincu nerostl nade
vSechny meze — tato myslenka je vyjadfena pomoci vnitrodruhové konkurence.
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V dalsim ozna¢ime y; = N jako velikost populace kofisti a yo = P velikost

populace dravce.
Klasicky model je tvaru

N'(t) = (1= N(t) — aP(t))N(t),

3.1

P'(t) = (—c+ bN(t) — P(t))P(t). 3.1)

Konstanty, které se v ném vyskytuji, jsou tvaru a = 7—N7 b = 7—P, c = E—P,
a aN EN

pricemz « predstavuje miru vnitrodruhové konkurence, EF;peciﬁckou miru rustu
daného druhu pii jeho izolaci a naopak v specifickou miru rustu za piitomnosti
druhého druhu.

V tomto modelu se typicky pfedpokldda, ze se oba druhy vyskytuji na jedné
omezené oblasti. Toto omezeni vSak neodpovidé realné situaci, a proto v nasleduji-
cim provedeme rozsifen{ pomoci teorie grafii. V takovém piipadé uz budeme mit
vicero uzavienych oblasti, mezi kterymi budou moci oba druhy cestovat, pficemz
se predpokladéa, ze kazdou cestu mohou vyuzit oba druhy. Nemuze se tedy stat
napiiklad to, ze bude existovat systém ostrovi (bez mosti), kde dravec je su-
chozemsky jedinec, ktery je neschopny mezi ostrovy piechédzet, ale koristi by byli
ptdci, jiz mohou mezi ostrovy prelétat (tj. stdle pro né jakési imagindrn{ mosty
existuji). Déle se pfedpoklddd, Ze vSechny trasy jsou stejné niroéné. Nemuze tedy
nastat situace, kdy by nékterd cesta byla vyuzivana cCastéji z duvodu jeji mensi
nérocnosti. Zavedeni ruzné obtiznosti tras by se dalo vyjadfit pomoci vazeného
grafu, avSak tim se nebudeme momentalné zabyvat.

V dalsim budeme uvazovat difuzni koeficienty dy, dp. Tyto koeficienty muzeme
chépat jako potFebu daného druhu migrovat. Cim vétsi je tento koeficient, tim je
vétsi Sance, ze jedinci daného druhu budou cestovat. Naopak, kdyby byl tento
koeficient roven nule, pak nedochdzi k zadné migraci a kazdy vrchol grafu se
muze vySetfovat separdtné na zakladé klasického modelu dravec-korist. Navic
predpokladdame, ze migrace jedincii z jednoho vrcholu do druhého je imérna rozdilu
populaci daného druhu v obou vrcholech.

Nyni jiz napiSeme konkrétni tvar grafového rozsifeni. Pomoci sumac¢niho zépisu
(2.2) se d& vyjadrit jako

N/(t)=dn Y (Nj(t) = Ni(t) + Ni(£)(1 = Ni(t) — aP;(t)),
JEN(3)

P/(ty=dp Y (P;(t) = Pi(t)) + Pi(t)(—c+ bN;(t) — Pi(t))
JEN(3)

(3.2)

pro i € V. V piipadé vyuzit{ Laplaceovy matice, tj. vztahu (2.3), ma pak grafovy
model tvar
N'(t) = —dnLN(t) + f5 (N(8), P(t)),

P/(1) = ~dpLP(1) + Ep(N(1), P(1). (33)
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kde N, P jsou nyni n rozmérné sloupcové vektory o slozkach N;, P;, i € V a
Ni(1 =Ny —ahPy) Pi(—c+bN, — Py)

fy(N,P) = ; , fp(N,P) = :
N,(1 =N, —aP,) P,(—c+bN,, — P,)

pticemz fy,fp: R?® — R™.

b

3.2. Model konkurence

Model konkurence popisuje souziti dvou druhu, které se navzdjem negativné ovliv-
nuji. Muze se jednat napiiklad o soupefeni o potravu ¢i vytlacovani jednoho druhu
v dusledku zabirani izemi druhym druhem.

Stejné jako u predchoziho modelu dravec-kofist, i zde se predpokldadd omezena
kapacita prostiedi. Obzvlasté proto, ze u modelu konkurence se Casto stava, ze
jeden druh vyhubi druhy druh. Pak by totiz populace druhu, ktery zvitézil, mohla
neomezené rust, coz ale neodpovida realité.

Klasicky model konkurence s omezenou kapacitou prostiedi je popsén soustavou
dvou diferencidlnich rovnic tvaru

N'(t) = p1N(t)(1 = N(t) — aP(t)),
P'(t) = poP(t)(1 — BN(t) — P(1)),
kde p1, p2, a, B > 0 jsou parametry a proménné N, P predstavuji jednotlivé soutézi-

ci druhy.
Parametry p predstavuji specifickou miru porodnosti populace daného druhu.

Parametr « je vyjadfen jako o = 2, pricemz o je specifickd mira ibytku
1

1. druhu vlivem soutézivosti 2. druhu, K; je kapacita prostiedi pro 1. druh a Ky

K
K21, kde B* je

kapacita prostiedi pro 2. druh. Parametr S je analogicky 5 =

specifickd mira ubytku 2. druhu vlivem soutézivosti 1. druhu.

I u modelu konkurence chceme zajistit moznost pohybu v prostoru. Zde opét
musime brat v tvahu, ze neni mozné povolit libovolny pohyb, nybrz pohyb mezi
nékolika oblastmi, z nichz kazdou uvazujeme idealizovanou. Jako takové oblasti si
muzeme piedstavit ruzné rybniky, ostrovy v mofi, ale naptiklad i sousedici lesy,
pricemz cesty mezi nimi musime predpokladat opét idealizované. Potom napiiklad
nemuze dojit ke sniZzeni po¢tu populace v zavislosti na ndrocné cesté. Navic se ani
nepfedpoklada, ze by prechod do sousedici oblasti zabiral urcity ¢asovy usek.

Pii sestavovani grafového rozsiteni pak stejné jako u modelu dravec-kofist uva-
zujeme difuzni koeficienty vyjadiujici miru migrace jednotlivych druhu, kterd je
navic imeérnd rozdilu populaci na sousedicich vrcholech. Potom na zdkladé (2.2)
mame grafovy model tvaru

N/(t) =dn > (Nj(t) = Ni()) + p1Ni(£)(1 = Ni(t) — aPi(t)),
JEN(4)

Pl(t)=dp Y (P(t) = Pi(t)) + p2 Pi(t)(1 = Fi(t) — BN(1))
JEN (D)

(3.4)
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pro vsechna i € V, V = {1,...,n}. Dostdvdme tak 2n rovnic popisujicich dyna-
miku modelu pfi zavedeni migrace.
Systém (3.4) lze opét piepsat do vektorového tvaru
N'(t) = —dnvLN(t) + p1fn (N(2), P(1)),

P'(t) = —dpLP(t) + pofp(N(t), P(t)),
kde N, P jsou n rozmérné sloupcové vektory o slozkdch N;, P;, i € V| a
Nl(l—Nl—aPl) Pl(l_Pl_BNl)
fv(N,P) = : , Tp(N,P) = ;
No(1 =N, —aF,) P,(1—- P, —BN,)

pticemz fn,fp: R — R™ a L je piislusnd Laplaceova matice popisujici souvisly
graf.

Analyza klasického modelu konkurence i jeho grafového rozsiteni je detailné
provedena v ¢ldnku [2].

3.3. SIR model

V této sekci se pokusime aplikovat obecny piistup ke grafovému rozsiteni na zndmy
epidemiologicky model SIR. V tomto modelu pfedpoklddame, ze kazdy ¢len popu-
lace spada do jedné z nésledujicich tii kategorii:

e S ... populace néchylnd k infekci (netrpi danou chorobu, ale jedinci jsou
schopni onemocnét),
e [ ... populace, kterd je infikovand a schopné infekci prenaset déle,

e R ... populace, kterd onemocnéla, ale uz nesfif ndkazu dale, at uz z diivodu
izolace, ziskani trvalé imunity, ¢i smrti v dusledku prodélani nemoci.

Velikosti téchto populaci jsou zavislé na ¢ase t a v kazdém casovém okamziku plati,
ze
S(t)+I(t)+ R(t) = N, (3.5)

kde N > 0 je celkovy konstantni pocet populace.

Déle predpokladame, Ze je dand populace homogenni. To znamenad, ze pravdé-
podobnost kontaktu libovolnych dvou jedinct je stejnd, pFicemz moznost nékazy
zdravého jedince od infikovaného je také totozna. Nebere se tedy v potaz vék,
predchozi zdravotni stav jedinct ani napiiklad délka setkani dvou lidi.

Oznaci-li se dale 8 > 0 jako koeficient ifeni choroby a v > 0 koeficient znacici
rychlost, se kterou prechazeji jedinci ze skupiny I do R, pak klasicky SIR model
muzeme popsat pomoci t¥{ diferencidlnich rovnic jako

S'(t) = —=BS)I(1),
I'(t) = BS(HI(t) — vI(t),
R(t) = vI(t),
pricemz se predpokladd, ze S(0) = Sy > 0,1(0) =1y > 0 a R(0) = 0.
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Na zdkladé vzorcu (2.2) a (2.3) provedeme stejné jako u modelu dravec-kofist
a konkurence grafové rozsiteni. To je v pfipadé sumaé¢niho zapisu tvaru

Sit) =ds > (S;(t) = Si(t)) — BSi()Ti(1),

JEN ()

L)y =d; Y (I;(t) = Li(t) + BSi(t)[;(t) — vIi(t),
JEN (1)

Rty =dr Y (Rj(t) — Ri(t)) + vIi(t)
JEN ()

pro i € V a a soustava maticovych rovnic ma tvar
S'(t) = —dsLS(t) + fs(S(t),
I'(t) = —d;LI(t) + £1(S(t), I
R/(t) = —drLR(t) + fr(I(t)),

(),

I
®)),

kde S, I a R jsou n rozmérné sloupcové vektory a
S1h BS11 — vl L
fs(S,I)=-p : , (S, I) = : , fRM)=v | :
Snly BSnIln, —vi, I

Pii takovém grafovém rozsiteni tedy predpokladdame, Ze cestovani probihd nezé-
visle na zdravotnim statusu jedince, to jest at uz je ¢lovék v jakékoli ze t¥{ skupin,
muze se uskutecnit jeho pohyb v prostoru. Tento pohyb je stejné jako v predchozich
modelech imérny rozdilu jedincu v sousednich oblastech a difuznim koeficientum.
Zde uz tato podminka nemusi byt tak piimocard jako u Lotkovych-Volterrovych
popula¢nich modelu dravec-kofist a konkurence. Muzeme si ji predstavit napiiklad
tak, ze v kazdé oblasti existuje jen omezeny pocet luzek a aby byla zajisténa
dostatecnd lékaiska péce, je snaha o to, aby byl v kazdé oblasti stejny pocet
nakazenych jedincu. Tu samou myslenku muzeme aplikovat i na skupinu R, kde
se mimo jiné nachdazeji jedinci v izolaci, to jest jejich vyrovnany pocet umozni

Celkoveé si toto vyrovnavani po¢ti muzeme predstavit tak, ze v kazdé oblasti je
konstantn{ pocet obytnych prostor (do toho muzeme zapocitat jak domy pro lidi
ndchylné k nemoci, vylécené, ale i nemocniéni lizka) a nepfipoustime situaci, kdy
by byly nékteré obytné prostory nevyuzity, poptipadé by naopak byly obydleny
nad limit.

K podmince (3.5) by se mohlo pfistupovat dvojim zpusobem. Bud'to budeme
predpoklddat, ze na kazdém vrcholu je soucet populact stejny, tj. S;(t) + I;(t) +
R;(t) = N pro vSechna ¢ € V, anebo muzeme uvazovat pocet sice stdle konstantni,
ale rozdilny na kazdém vrcholu. Tim mame na mysli, Ze na vrcholu ¢ bude na
pocatku N; jedincu a tento pocet zustane zachovéan i v prubéhu ¢asu.

Analyza grafového modelu SIR miuze byt prfedmétem dalstho zkouméni. V tomto
clanku se zaméiime prevazné na model dravec-kofist a ¢dstecné i na model kon-
kurence.
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4. ANALYZA GRAFOVEHO MODELU DRAVEC - KORIST

Pod analyzou modelu si muzeme piedstavit hleddni staciondrnich feseni zkou-
maného modelu a jejich nasledné vysetieni z hlediska stability. Na rozdil od kla-
sického modelu, zde muzeme z kvalitativniho hlediska posuzovat dva ruzné typy
feSeni — prostorové homogenni staciondrni feSeni a prostorové heterogenni sta-
cionarni feseni. Tato feseni budeme ddale pfevazné nazyvat pouze jako homogenni,
¢i heterogenni.

Homogenn{ feseni [Ni, Py,..., Ny, P,] € R?*™ systému (3.2) je tvaru N;(t) =
N* >0, P,(t) = P* > 0 pro vSechna i € V, t > 0, kde N*, P* se od sebe mohou,
ale nemusi lisit. Jinak feceno, Ny = --- = N, a P, = --- = P,. V opacném piipadé,
tj. existuje-li alespon jedna dvojice N;, N; takovd, Zze N; # IN;, popiipadé dvojice
P;, P; takova, ze P; # P;, nazveme toto stacionarni feSeni heterogenni.

4.1. Homogenni stacionarni feSeni

Pii analyze grafového modelu dravec-korist se nejprve zaméiime na hledani pro-
storové homogennich stacionarnich feseni.

Dosazenim hledaného tvaru feseni do (3.2) a poloZenim pravych stran rovnic
rovno 0 zjistime, ze 2n-tice [N*, P*,..., N*, P*] muze byt homogennim fesenim
systému (3.2) pouze tehdy, je-li zdroven dvojice [N*, P*] staciondrnim bodem
Lotkova-Volterrova modelu s omezenou kapacitou prostiedi (3.1).

Resen{ tedy mohou byt generovana body

(4.1)

1 b—
Ey=[0,~c, By —[0,0, E»—I[L0], Eg{ +ac }

1+4+ab’ 1+ ab

a pro oznacen{ feseni soustavy (3.2) generovaného bodem F; budeme uzivat symbol
E;. V dalsim jiz nebudeme brat v ivahu bod Ey, jelikoz pii analyze grafového mo-
delu hleddme — stejné jako v pripadé klasického modelu — pouze feseni nachézejici
se vyhradné v prvnim ortantu (ten zachycuje tu ¢dst daného prostoru, jehoz body
maji vSechny soufadnice nezdporné).

Nyni se budeme zabyvat otdzkou stability téchto homogennich feseni. Predevsim
je snadné nahlédnout, ze je-li E; nestabilni stacionarni bod klasického Lotkova-
Volterrova modelu (3.1), potom E; je nestabiln{ homogenni staciondrni fesen{
systému (3.2). Z toho divodu je bod E; vzdy nestabilni.

Otédzku stability ¢i nestability Es, E3 fesi nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.1. Necht Eo, Es jsou vijie zavedend homogenni veseni grafového
modelu (3.2). Pak

o E, je nestabilni pro b > ¢ a asymptoticky stabilni pro b < c,

o E;3 nevysetiujeme pro b < c, jelikoZ se Teseni nenachdzi v prunim ortantu.
Pro b > c je potom asymptoticky stabilni, typ Tesent je uzel, ¢i ohnisko, a
to v zdvislosti na koeficientech a, b, c.
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Pro prokazani tohoto tvrzeni vyjadiime Jacobiho matici soustavy (3.2). Vyuzi-
jeme-li jejtho tvaru (3.3), pak Jacobiho matici soustavy muzeme vyjadrit jako

8fN,l afN,l
8N1 6P1
afN,n aan
—dyL 0 ), N, op,
0 —dpL 0fpa 0fpa '
8N1 aPl
a,fP,n afP,n
ON, op,

kde f;; reprezentuje i-tou slozku vektoru f;, j € {N, P}.
Po provedeni nékolika tprav je mozno dokdazat, ze vlastni ¢isla této matice jsou
totoznd s vlastnimi ¢isly matice, kterou lze vyjadrit jako

T(E:) + 2 (gN _2P> , (4.2)

kde J(E;) predstavuje Jacobiho matici klasického Lotkova-Volterrova modelu a A
je libovolné vlastni ¢islo Laplaceovy matice L.

Dosazenim konkrétnich predpisu J(F;) pro ¢ = 2, 3, vypoctenim a analyzovdnim
ziskanych vlastnich ¢isel se da dané tvrzeni dokéazat.

Vidime tedy, ze stabilita homogennich stacionarnich feSeni je analogicka ke sta-
bilité stacionarnich feseni klasického Lotkova-Volterrova modelu s omezenou ka-
pacitou prostfedi (3.1).

Ukéazku chovani pro konkrétni hodnoty a konkrétni graf na obrazku 2 muzeme
vidét na obréazcich 3, 4.

Obréazek 2. Sowvisly graf se ¢tyrmi vrcholy a péti hranams.

4.2. Heterogenni stacionarni feseni

V této sekci se pokusime zjistit, zda mohou existovat stacionarni heterogenni feseni
s nezapornymi slozkami.
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Obrazek 3. Vievo vjvoj v case populace kotisti a dravce pro graf zobrazeniy na obrdzku 2.
Prerusovanymi ¢arami vyznacen staciondrni bod Eg. Zvolené koeficienty: a = 0.5,b = 1,¢ =
2,dy = 0.8,dp = 0.1. Vpravo odpovidajici fazové trajektorie. Vykresleno v prostredi MATLAB.
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Obréazek 4. Vievo vjvoj v case populace kotisti a dravce pro graf zobrazeniy na obrdzku 2.
PreruSovanymi ¢arami vyznacen staciondrni bod Es3. Zvolené koeficienty: a = 2,b = 3,¢c =
2,dn = 0.03,dp = 0.5. Vpravo odpovidagici fazové trajektorie. Vykresleno v prostiedi MATLAB.

Stacionarni feseni modelu ziskame FeSenim algebraické soustavy rovnic
0=dy » (Nj—N;)+Ni(1-N;—aP), i€V,
JEN(3)

O=dp Y (Pj—P)+P(—c+bN;—P), icV.
JEN(4)

(4.3)

7 jejiho tvaru plyne, ze pro nulové hodnoty difuznich koeficientu dy,dp se model
rozpadne na n nezavislych klasickych modelu. Staciondrni feSeni jsou pak tvaru
[N1, P1,..., Ny, P,], kde jednotlivé dvojice [N;, P;] predstavuji staciondrni body
klasického modelu dravec-korist (3.1). Konkrétné se jednd o body Ey, F1, Es, Es,
jejichz tvar nalezneme v (4.1). Pocet vSech fesen{ je 4", z toho 4 jsou homogenni
a 4™ — 4 heterogennich.
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Nyni predpokladejme kladné hodnoty difuznich koeficienti dy,dp. Pro tento
pifpad bylo provedeno nékolik numerickych experimenti, a to pro n = 2,3. Zadny
z nich existenci heterogennich rovnovah s nezdpornymi slozkami neprokazal. Vse-
chny experimenty vykazovaly podobné zavéry jako néasledujici priklad.

Priklad 4.2. Volimea=1,b=1,c=2 a d, = dp = 0.01. V obou pripadech
n = 2,3 (zde volime uplny graf) jsou jedind nezdpornd reseni soustavy (4.3) ho-
mogenni rovnovihy, a to Ei, Eo. Pro volbu a = 1, b = 2, ¢ = 1 navic pribyvd
homogenni rovnoviha Es jako dalsi reseni soustavy (4.3). V kazdém jiném teseni
se nachdzi alespon jedna zdpornd slozka.

Pri volbé vétsich difuznich koeficientu, konkrétné dy = dp > 1, jsou zdvéry ob-
dobné jako pro pripad malych difuznich koeficienti. Rozdil je v tom, Ze odpovidagict
homogenni rovnovdhy predstavuji jedind redlnd Teseni soustavy (4.3) (neexistuji
tedy jiz Zddné heterogenni rovnovdhy, ani s nékterymi zdporngmi slozkamsi).

Celkoveé lze tedy formulovat hypotézu, ze pti problému existence heterogennich
rovnovah s nezapornymi slozkami pro grafovy model dravec-kofist staci rozlisovat,
zda jsou difuzni koeficienty nulové, ¢i nikoliv. P#i jejich nulovosti pak dostavame
" nezapornych feSeni, kde n predstavuje pocet vrcholu grafu a x = 2 pro volbu
koeficientu takovou, ze b < ¢, v opa¢ném piipadé z = 3. Pfi volbé nenulovych di-
fuznich koeficientu jsou pak jedind nezdpornd feSeni homogenni staciondrni reseni
odpovidajici pfislusnym nezdpornym stacionarnim bodum.

5. RozSmrusici UvaHY

Ziskané vysledky nds mohou vést na dvé zajimavé otazky. Za prvé, pii analyze
homogennich feseni modelu dravec-kotist se zjistilo, ze stabilita klasického sta-
cionarnitho feSeni implikuje stabilitu homogenniho feseni jim generovaného. Je
tomu tak vzdy? A za druhé, kdyZz neexistuje heterogenni rovnovaha s kladnymi
slozkami v modelu dravec-kofist, znamena to, Ze neexistuje ani v jinych modelech,
nebo jsou tu modely takové, kde ji nalézt muzeme? V této kapitole se pokusime
priblizit odpovédi na tyto otazky.

5.1. PorusSeni stability grafovym rozsifenim

Odpovéd na prvni otézku je pro plandrni modely podrobnéji vypracovéna v [1].
Zde se omezime prevazné na vysledné vztahy.
Myslenka spoc¢iva v tom, ze vezmeme obecny planarni systém

N'(t) = fn(N(1), P(t)),
P'(t) = fp(N(t), P(t)),

kde fn, fr: R? = R a analyzou Jacobiho matic klasického i pifslusného grafového
modelu ziskdme hledané vztahy.
Jacobiho matici J(E) plandrniho klasického modelu uvazujeme tvaru

s = (1),

(5.1)
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kde p,q,r, s € R.

Pro grafovy model lze Jacobiho matici pfepsat opét na tvar (4.2). Spektrum
této matice (tj. mnozina vSech jejich vlastnich ¢isel) je pfitom rovna sjednocent
spekter matic tvaru

0 —dp

kde za A\ postupné dosazujme vSechna vlastni ¢isla Laplaceovy matice L.
Analyzou vlastnich ¢isel ziskdme dvé tvrzeni.

ﬂf\f)/A:J(E)—&—)\(_dN 0 )

Tvrzeni 5.1. Rovnovdha E soustavy (5.1) bez grafového rozsireni a homogenni
rovnovdha E prislusné grafové soustavy jsou soucasné asymptoticky stabilni prdavé
tehdy, kdyz pro prvky Jacobiho matice J(E) plati podminky

p+s <0, ps—qr >0

ps — qr + ANdydp — Npdp + sdy) > 0,

kde X je libovolné vlastni ¢islo Laplaceovy matice L prislusné grafovému modelu.

Jak model dravec-kofist, tak model konkurence tyto podminky spliiuji, a proto
nedoslo ke zméné stability feSeni pii rozsifeni na grafovy model. Nyni uvedeme
podminky, které musi byt splnény, aby bylo homogenni feSeni grafové soustavy
nestabilni, i kdyz je stabilni feseni ptislusné soustavy bez grafového rozsiteni.

Tvrzeni 5.2. Rovnovdha E soustavy (5.1) je asymptoticky stabilni a soucasné
homogenni rovnovdha E grafového modelu neni asymptoticky stabilni prdvé tehdy,
kdyz pro pruky Jacobiho matice J(E) plati podminky

Adndp < pdp + sdy, p+s<0 (52)

ps + XN2dydp — Npdp + sdn) < r < ps, (5.3)

kde X je néjaké vlastni c¢islo Laplaceovy matice L prislusné grafovému modelu.

Na zakladé zachovani platnosti vztaht (5.2) a (5.3) muzeme ur¢it hodnoty
parametru p, q, 7, S, dy, a dp, pFitemz jedinou neurcitost zde predstavuje vlastni
¢islo A Laplaceovy matice L. Z (5.2) vyplyvd, Ze se sta¢{ omezit na nejmensi
kladné z nich, jelikoz pak tato podminka predstavuje nejmensi mozné omezeni.
Pro specidlni typy grafu jsme dokonce schopni toto nejmensi kladné ¢islo urcit.

7Z toho plyne, Ze opravdu existuji i soustavy diferencidlnich rovnic, pro které je
stabilita feSeni pii grafovém rozsiteni porusena.

5.2. Existence heterogennich feSeni s neziapornymi slozkami

Pii zodpovézeni druhé otdzky ndm pomuze ¢lanek [2], ktery diskutuje grafové
rozsifeni modelu konkurence, tj. modelu pfedstavenym v sekci 3.2. Tento ¢lanek
potvrzuje existenci heterogennich feseni s nezdpornymi slozkami. To je zajimavé
zejména z toho hlediska, Zze se modely dravec-kofist a konkurence 1isi pifed dimen-
zionalni analyzou pouze v jednom znaménku.
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Pro tvrzeni, které bude nésledovat, je treba nejprve uvést, ze klasicky model
konkurence méa ¢tyti stacionarni feseni, jejichz tvar je

l—-a 1-—

Eo=1[0,0], Ey=[1,0], E>=[0,1], E3= {1—(15’1—0@} )
pficemz pro existenci bodu Ej3 je nutné, aby af # 1. Navic, aby tento bod lezel
v prvnim kvadrantu musi platit « >1a > 1neboa<1lafg<1.

Dale je tfeba zavést oznaceni feseni E,(;), kde (i) € {0,1,2,3}, i € {1,...,n}.
To jsou takové feSeni, kdy na kazdém z n vrcholu nastane jedna z rovnovah kla-
sického modelu Fy, F1, Es, E3. Nyni se jiz muZzeme piesunout k samotnému tvr-
zeni.

V ¢ldnku [2] je ukdzdno, ze pro kazdou dvojici o, 8 > 1 existuje ¢islo € > 0
takové, ze pro dy = dp € [0,¢] a pro kazdou volbu bodu E,;y, kde o (i) € {1, 2,3},
i € {1,...,n}, existuje heterogenni staciondrn{ fesen{ s nezdpornymi slozkami
[N1, P1, ..., Ny, Py], kde bod [Ny, Pj] je blizko bodu E, ;). Dané heterogenni fesen{
je pak lokdlné stabilni, pravé kdyz o(i) € {1,2} pro vSechna i € {1,...,n}.

Z daného tvrzeni pak vyplyvd, ze systém (3.4) ma pii slabé difuzi (tj. pfi hod-
notdch dy, dp blizkych 0) 3™ — 3 nezdpornych heterogennich staciondrnich resent,
pricemz 2™ — 2 z nich je lokalné stabilnich.

Pii zkoumaéani grafovych rozsiteni mé proto smysl zkoumat také existenci a sta-
bilitu heterogennich feseni.
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