
Milé čtenářky, miĺı čtenáři,

právě jste otevřeli nejnověǰśı dvojč́ıslo časopisu Kvaternion. Dvojč́ıslo roku 2021,
roku, který snad ještě má smysl pro trochu nadsázky a tolerantně snese připo-
menut́ı slov filozofa Rudolfa Kaehra:

”
Z̊ustalo-li ve světě, v němž žijeme, něco

nedotčené a přirozené, pak to jsou přirozená č́ısla.“
Ano, třet́ı a čtvrtý článek letošńıho dvojč́ısla nás zavedou do klidného a ne-

dotčeného světa, v němž se lidský duch už odpradávna pokouš́ı odhalit zákonitosti
mezi č́ısly. Převážná část časopisu je ale v jiném duchu: nabitá dynamikou. Re-
dakce byla mile překvapena širokým spektrem témat, která autoři nab́ıdli.

Prvńım článkem dvojč́ısla je přehledná práce Lenky Přibylové nazvaná Apli-
kovaná nelinárńı dynamika, ve které autorka při výkladu o nelineárńıch a cha-
otických dynamických systémech prováźı čtenáře řadou zaj́ımavých aplikaćı od
kolapsu mostu Tacoma Narrows až po kapaj́ıćı vodovodńı kohoutek. Vektorovou
analýzu, d̊uvěrně známou ve třech rozměrech, pak vybuduje v následuj́ıćım článku
Marián Fecko elegantně i v dimenzi 2: jazyk diferenciálńıch forem se přitom ukáže
jako mimořádně užitečný a aplikovatelný např́ıklad v hydrodynamice. Po přepnut́ı
do teorie č́ısel se seznámı́me s novým d̊ukazem Velké Fermatovy věty pro expo-
nent 3 oṕıraj́ıćı se o Eisensteinova celá č́ısla, který nám představuje Petr Go-
lan. V daľśım článku nás Jǐŕı Klaška seznamuje s Jakóbczykovou domněnkou o
nedělitelnosti Mersennových č́ısel čtvercem prvoč́ısla a s jej́ımi zaj́ımavými souvis-
lostmi. Čtivým textem rozšǐruj́ıćı kurz diferenciálńıch rovnic je druhý d́ıl popisu
trajektoríı autonomńıch rovnic od Jana Franc̊u, tentokrát zaměřený na nelineárńı
rovnice a soustavy.

Metodami separace statické a dynamické složky videa se zabývá Karoĺına Ge-
brtová. Petr Kamarýt poté představuje modelováńı mechanických soustav a me-
todu linearizace. Zaj́ımavé vybrané úlohy z učebnice R. H. Wassermana připravil
Dušan Navrátil, který se zaměřuje ve svém článku na úlohy z lineárńı algebry,
jež mohou sehrát roli rozšǐruj́ıćıho studijńıho textu. Teorii graf̊u aplikuje v dyna-
mických systémech Radka Skácelová. V posledńım článku, jehož autorkou je Viera
Štoudková Růžičková, nás tradičně čekaj́ı zaj́ımavé úlohy, kterými jsou vybrané
př́ıklady z internetové matematické olympiády. Znovu si zde můžeme promyslet
známý Monty Hall̊uv problém tř́ı dveř́ı: psychologové ř́ıkaj́ı, že řešeńı nám připadá
divné, protože my lidé máme prý nebayesovské myšleńı.

Nev́ım, zda Vám mám, milé čtenářky a miĺı čtenáři, popřát zbayesštěńı Vašeho
myšleńı. Ale rozhodně Vám přeji jménem celého redakčńıho kolektivu hodně zá-
bavy a poučeńı s novým Kvaternionem.

Miroslav Kureš
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APLIKOVANÁ NELINEÁRNÍ DYNAMIKA

LENKA PŘIBYLOVÁ

Abstrakt. Článek se věnuje aplikaćım nelineárńı dynamiky a jev̊um, které se obje-
vuj́ı v r̊uzných oblastech a vědńıch oborech. Uvád́ı základńı typy bifurkaćı rovnováh

a cykl̊u, spolu s typickými jevy, které vznikaj́ı v systémech procházej́ıćıch těmito bi-

furkacemi. Zároveň ukazuje tyto jevy na jednoduchých modelech nebo odkazuje na
vybrané články.

1. Úvod

Dynamicky se měńıćı svět kolem nás lze v mnoha př́ıpadech docela dobře popi-
sovat pomoćı vzájemných vztah̊u mezi kvantifikovatelnými veličinami. Obecně lze
definovat dynamický systém pomoćı následuj́ıćı definice.

Definice 1.1. Dynamickým systémem rozumı́me trojici {T,X,ϕt}, kde T je
č́ıselná množina (čas), X je metrický prostor, který nazýváme fázovým nebo sta-
vovým prostorem, a ϕt je parametrický systém evolučńıch operátor̊u s parame-
trem t ∈ T definovaných jako zobrazeńı ϕt : X → X, které zobrazuje počátečńı
stav x0 ∈ X na nějaký stav xt = ϕtx0 ∈ X.

Pod takovou definici dynamického systému se schová téměř cokoli, co jsme
schopni kvantifikovat a popsat. Chladnoućı šálek kávy na stole popsaný dife-
renciálńı rovnićı Newtonova zákona ochlazováńı, pohyby vesmı́rných těles popsané
zákony gravitace, tvorba proteinu v buňce popsaná kinetickými chemickými rov-
nicemi, počet infikovaných osob v obdob́ı epidemie COVID-19 popsaný systémem
diferenčńıch rovnic nebo pohyby cen na burze popsané stochastickými diferenciál-
ńımi rovnicemi, to vše jsou př́ıklady takových dynamických systémů.

Často se pro jednoduchost modelu sledovaného dynamického procesu pracuje
s deterministickým systémem.

Definice 1.2. Deterministickým dynamickým systémem rozumı́me dynamický
systém {T,X,ϕt} splňuj́ıćı podmı́nku

ϕ0 = id,

kde id je identita na X, tj. ∀x ∈ X: id x = x.

2010 MSC. Primárńı 34C23, 34C15, 37G10, 37G15.
Kĺıčová slova. Nelineárńı dynamika, bifurkace, atraktor, bistabilita.
Práce byla podporována projektem Matematické a statistické modelováńı 5

(MUNI/A/1615/2020).



4 L. PŘIBYLOVÁ

Tato vlastnost ř́ıká, že systém spontánně neměńı sv̊uj stav. Ne vždy je ta-
kový model vhodný, ale v mnoha situaćıch ano. Pokud pracujeme s fyzikálńımi
veličinami jako je model chladnoućı kávy nebo pohybu kosmických těles, jsou fy-
zikálńı zákony neúprosně deterministické, dokud nenaraźıme např. na náhodně
let́ıćı kometu nebo pravděpodobnosti u kvantové mechaniky. Náhodu ale můžeme
často vynechat i u zcela náhodně se chovaj́ıćıch systémů. Pokud jde např. o systém
s mnoha částicemi jako jsou molekuly účastńıćı se chemické reakce nebo lidé
potkávaj́ıćı se v obdob́ı epidemie, pak lze systém modelovat deterministicky jako
celek, agregovaně.

V následuj́ıćım textu se ale chci věnovat ještě specifičtěǰśım deterministickým
dynamickým systémům, tzv. autonomńım systémům. Pro autonomńı systémy se

”
zákony evoluce“ neměńı během času. Zápis deterministického systému jako au-

tonomńıho je sṕı̌se technickou záležitost́ı, kdy můžeme transformovat čas, nebo
systém vnořit do vhodného nadprostoru.

Definice 1.3. Autonomńım dynamickým systémem rozumı́me deterministický
systém {T,X,ϕt} splňuj́ıćı podmı́nku

ϕt+s = ϕt ◦ϕs,

tj. ∀x ∈ X: ϕt+sx = ϕt(ϕsx), pokud jsou definovány obě strany rovnice.

Typickým př́ıkladem autonomńıho systému je v čase spojitě měńıćı se stav
x = x(t) ∈ Rm, pro t ∈ R podle systému obyčejných diferenciálńıch rovnic

ẋ = f(x, εεε) (1.1)

nebo v čase skokově měńıćı se stav (iteračńı proces, kde n ∈ N, př́ıp. n ∈ Z)

xn+1 = f(xn, εεε), (1.2)

kde f : Rm → Rm je dostatečně hladká funkce a εεε ∈ Rp jsou dané parametry. Jde
tedy o dynamické systémy, kde závislost na čase neńı explicitńı, pouze skrze měńıćı
se stavové proměnné.

Zdálo by se, že takové restrikce na dynamické systémy budou př́ılǐs velké, aby
mohly popisovat a vysvětlovat složitost světa kolem nás. Opak je ale pravdou.
Nejenže je velké množstv́ı dynamických systémů v r̊uzných oblastech právě takto
možné popsat, ale i samotná dynamika takových systémů je natolik rozmanitá, že
typické dynamické jevy umožňuje modelovat velice dobře. Dokonce lze takovými
systémy popisovat i jevy, kde je dynamika nepředv́ıdatelná, tj. chaotická.

2. Bifurkace rovnováh a s nimi souvisej́ıćı jevy

Nejjednodušš́ı dynamikou, kterou umožňuje rovnice (1.1) resp. (1.2), je rovnovážná
dynamika. Protože rovnováha splňuje

f(x, εεε) = 0, resp. f(x, εεε) = x,

je v prostoru Rm × Rp stavových proměnných a parametr̊u zadaná implicitně.
Obecně mluv́ıme o rovnovážné varietě. Na tomto mı́stě je vhodné upozornit na
rozd́ıl v definici variety (

”
manifold“) a algebraické variety (

”
variety“). V angličtině
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se v teorii dynamických systémů použ́ıvá pojmu
”
manifold“, přestože by lépe vy-

hovoval asi pojem
”
variety“. Čeština ovšem tyto názvy nerozlǐsuje. Např. afinńı

algebraická varieta je definována jako množina řešeńı systému polynomiálńıch rov-
nic nad komplexńımi č́ısly1. Varieta může obsahovat i singulárńı body, ve kterých
nelze definovat tečný prostor (naproti tomu

”
manifold“ je regulárńı). Rovnovážná

varieta systému (1.1) resp. (1.2) může také obsahovat singulárńı body. V takovém
př́ıpadě se ale nejčastěji mluv́ı o větv́ıch rovnováh ve stavově-parametrickém pro-
storu.

V tomto okamžiku se konečně dostáváme k pojmu bifurkace a postupně i
ke sĺıbeným aplikaćım.

Implicitně daná rovnováha totiž může být d́ıky větě o implicitńı funkci lokálně
definována v okoĺı pevně dané hodnoty parametru εεε0 jako funkce εεε 7→ βββ(εεε), která
splňuje βββ(εεε0) = x0 a f(βββ(εεε), εεε) ≡ 0, resp. f(βββ(εεε), εεε) ≡ βββ(εεε), tedy βββ(εεε) odpov́ıdá
rovnovážnému bodu pro parametr εεε.

Ovšem v př́ıpadě, že má Jacobiho matice Df(x0, εεε0) nějakou vlastńı hodnotu
nulovou ve spojitém př́ıpadě nebo rovnu 1 v diskrétńım př́ıpadě, neńı zaručena
existence ani jednoznačnost rovnováhy βββ(εεε), tj. při perturbaci může doj́ıt k zániku
rovnovážného bodu (v každém okoĺı εεε0), nebo k vzniku nové větve rovnovážných
řešeńı (odtud vznikl název, rozvětveńı = bifurkace) a samozřejmě při přechodu εεε0
může doj́ıt ke změně stability, tedy obecně k lokálńı kvalitativńı změně chováńı
systému.

Definice 2.1. Lokálńı bifurkaćı systému (1.1) resp. (1.2) v okoĺı rovnováhy
x0 = βββ(ε0ε0ε0) s kritickou hodnotou parametru εεε = εεε0 rozumı́me kvalitativńı změnu
dynamiky v okoĺı kritické hodnoty εεε0, kdy fázové portréty v okoĺı rovnováhy x0

při přechodu přes bifurkačńı parametr εεε0 nejsou lokálně topologicky ekvivalentńı,
tj. neexistuje homeomorfismus, který by zobrazoval trajektorie okoĺı rovnováhy na
sebe.

Obecněji je třeba poznamenat, že k lokálńı změně dynamiky (bifurkaci) může
doj́ıt v př́ıpadě, kdy vlastńı hodnota Jacobiho matice Df(x0, εεε0) má nulovou
reálnou část ve spojitém př́ıpadě nebo velikost rovnu 1 v diskrétńım př́ıpadě.

Je zřejmé, že právě lokálńı bifurkace budou mı́t významné postaveńı v apli-
kaćıch, protože přináš́ı změnu dynamiky při drobné změně hodnoty parametru.
Může j́ıt o změnu v rychlosti chemické reakce, která zp̊usob́ı, že buňka začne pro-
dukovat určitý protein, může j́ıt o sńıžeńı pr̊uměrného počtu kontakt̊u mezi lidmi,
která zp̊usob́ı zánik exploze epidemie, může j́ıt o drobné procentuálńı navýšeńı
výlovu populace ryb, která zp̊usob́ı jejich vyhynut́ı, nebo zvýšeńı pr̊uměrné tep-
loty oceánu, která zp̊usob́ı změnu v dynamice mořského prouděńı a v ekosystému
Země.

1V aplikaćıch nás samozřejmě zaj́ımá jej́ı reálná část, základńı dynamické jevy se popisuj́ı

právě pomoćı systémů polynomiálńıch rovnic.
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2.1. Ohyb variety rovnováh

Nejjednodušš́ı lokálńı bifurkaćı je ohyb variety rovnováh, neboli fold bifurkace
někdy nazývaná také bifurkace sedlo-uzel2. Jde o př́ıpad, kdy má Jacobiho ma-
tice Df(x0, εεε0) právě jednu vlastńı hodnotu λ s nulovou reálnou část́ı ve spojitém
př́ıpadě nebo s velikost́ı rovnou 1 v diskrétńım př́ıpadě. V aplikaćıch pak jsou ty-
picky ostatńı vlastńı hodnoty se zápornou reálnou část́ı ve spojitém př́ıpadě nebo
s velikost́ı menš́ı než 1 v diskrétńım př́ıpadě, jelikož v takovém př́ıpadě jde o změnu
stability – ze stabilńı rovnováhy do nestabilńı. Systém pak lze redukovat na tzv.
centrálńı varietu, která v okoĺı rovnováhy vždy lokálně existuje a je to invariantńı
množina, ke které jsou bĺızké trajektorie přitahovány. Vzhledem k jednomu para-
metru pak lze pro spojitý př́ıpad využ́ıt následuj́ıćı větu. Analogicky lze pracovat
i se systémem iteraćı (zobrazeńı) (1.2).

Věta 2.2. Předpokládejme, že jednodimenzionálńı jednoparametrická rovnice

ẋ = f(x, ε), x ∈ R, ε ∈ R, (2.1)

kde f je hladká funkce, má pro ε = ε0 rovnovážný bod x = x0 a λ = fx(x0, ε0) = 0.
Předpokládejme, že jsou splněny podmı́nky

fxx(x0, ε0) 6= 0 podmı́nka nedegenerovanosti,

fε(x0, ε0) 6= 0 podmı́nka transverzality.

Pak je (2.1) v okoĺı rovnováhy lokálně topologicky ekvivalentńı systému v normálńı
formě fold bifurkace

ẋ = ±ε± x2.
Uvád́ım pouze jeden př́ıklad bifurkačńıho diagramu bifurkace typu fold pro

př́ıpad (volba znamének) ẋ = ε − x2 na obr. 1. Kritický bod fold bifurkace se
v bifurkačńıch diagramech označuje nejčastěji LP (limit point) a pro tuto normálńı
formu jde o vrchol paraboly ε = x2, tj. počátek parametricko-stavového prostoru.

2.2. Přeṕınače a hysterese

Typickým př́ıkladem skokové změny zapř́ıčiněné fold bifurkaćı, tedy ohybem vari-
ety rovnováh, je biochemický přeṕınač. Modelová (tedy velmi zjednodušená) rov-
nice produkce genetického proteinu v buňce má tvar

ġ = k1
g2

1 + g2
− k2g,

kde g kvantifikuje množstv́ı proteinu a k1, k2 jsou kladné parametry souvisej́ıćı

s rychlostmi prob́ıhaj́ıćıch chemických reakćı. Prvńı člen k1
g2

1+g2 odpov́ıdá genové

expresi prob́ıhaj́ıćı skrze transkripci a translaci. Protein vzniká autokatalytickou
reakćı, která zde neńı uvedena a popisuje ji tzv. Hillova funkce. Druhý člen k2g
odpov́ıdá rozkladu proteinu.

2Toto pojmenováńı vycháźı z časté situace, kdy v ohybu docháźı ke splynut́ı sedla a uzlu, což

ale neńı vždy nutné. Název ohybová ani dotyková nebo tečná bifurkace se v české terminologii

nepouž́ıvá a sedlo-uzel zase neńı matematicky korektńı pojmenováńı.
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Obrázek 1. Bifurkačńı diagram pro normálńı formu fold bifurkace.

Zavedeńım nové proměnné x(t) = g( t
k1

) a označeńım a = k2

k1
dostáváme rovnici

v ještě jednodušš́ım tvaru

ẋ =
x2

1 + x2
− ax. (2.2)

Libovolná rovnováha proto splňuje

x
( x

1 + x2
− a

)
= 0.

Dostáváme tak dvě variety rovnováh (v závislosti na parametru a): triviálńı rov-
nováhu a netriviálńı varietu

a =
x

1 + x2
.

Protože nás zaj́ımaj́ı pouze kladné hodnoty koncentrace i parametru jako poměru
rychlost́ı reakćı, vid́ıme, že bod [0, 0] je pr̊useč́ıkem dvou větv́ı rovnováh (tzv.
transkritická bifurkace) a bod [a∗, x∗] = [ 12 , 1] je limitńım bodem, neboli ohybem
variety rovnováh (ukazuje obr. 2). V tomto bodě docháźı k fold bifurkaci, kdy
horńı část této větve rovnováh je stabilńı a dolńı nestabilńı.

Překroč́ı-li parametr a = k2

k1
kritickou hodnotu 1

2 , gen se přestane produkovat a
dojde k biochemickému přepnut́ı na nulovou větev rovnováhy.

Velice často se v dynamických systémech objevuj́ı dva takové přeṕınače. Vzniká
pak jev, kterému se ř́ıká hystereze. Systém s hystereźı vykazuje typicky jakési
zpožděńı či zabráněńı návratu do p̊uvodńıho stavu. Známá je hystereze u fero-
magnetických materiál̊u (náčrt na obr. 3), které po vystaveńı magnetickému poli
vykazuj́ı nějakou dobu magnetické vlastnosti, poté dojde k zániku vnitřńıho mag-
netického pole.

Tento jev se ale objevuje v aplikaćıch i v jiných oborech – biologii, medićıně,
ekonomii apod. Ve skutečnosti jde o ohyb variety rovnováh v závislosti na dvou
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Obrázek 2. Rovnovážné variety rovnice (2.2) v závislosti na parametru a.

parametrech. V teorii bifurkaćı se kritický bod této rovnovážné variety nazývá
dvouparametrickou lokálńı bifurkaćı rovnováhy typu cusp (hrot, bod vratu).

LP

LP

nezmagnetizovaný ferromagnet

zmagnetizovaný ferromagnet

parametr (síla vn jšího magn. pole)

Obrázek 3. Náčrt hysterese u ferromagnetického materiálu v závislosti na velikosti vněǰśıho

magnetického pole.

Systém lze v takovém př́ıpadě redukovat v okoĺı takového bodu na centrálńı
varietu a zapsat ve tvaru normálńı formy

ẏ = ε1 + ε2y ± y3. (2.3)

Rovnovážné body lež́ı na varietě M : ε1+ε2y±y3 = 0, která je zobrazena na obr. 4.
Nulová prvńı derivace podle y, tedy podmı́nka pro bifurkaci typu fold (ohyb), je
na křivce splňuj́ıćı nav́ıc ε2±3y2 = 0. Jednotlivé větve T1, T2 odpov́ıdaj́ı zánik̊um
dvojice rovnovážných bod̊u v ohybech variety M , tedy jsou to bifurkačńı hranice
bifurkace fold (LP). Pokud z těchto dvou rovnic vylouč́ıme y, dostaneme pr̊umět
ohyb̊u do roviny parametr̊u (ε1, ε2), kterým je křivka typického tvaru V s bodem
vratu v počátku. Pro znaménko mı́nus ji ukazuje obr. 5 a je tvaru

27ε21 − 4ε32 = 0.
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ε1

ε2

y

M

T1

T2

Obrázek 4. Rovnovážná varieta rovnice (2.3) závislá na dvou parametrech ε1 a ε2.

27ε21 = 4ε32

ε1

ε2

T1 T2

1

2
0

0

T2
2

T1 1

Obrázek 5. Bifurkačńı diagram normálńı formy cusp bifurkace ẏ = ε1 + ε2y − y3.

Oblasti označené 1 a 2 jsou strukturálně stabilńı oblasti3, ve kterých má systém
tři resp. jedinou stabilńı rovnováhu. Variety T1 a T2 odpov́ıdaj́ı jednoparamet-
rické bifurkaci typu fold, jsou to hranice kodimenze 1 ve 2-rozměrném prostoru

3Strukturálńı stabilitou se rozumı́ zachováńı existence tř́ı rovnováh resp. jediné stabilńı rov-

nováhy i při malé změně parametr̊u.
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parametr̊u. Jejich pr̊unikem je bod vratu, který má dimenzi 0, tedy kodimenzi 2
v 2-rozměrném prostoru parametr̊u. Cusp bifurkace v bodě vratu se proto nazývá
lokálńı dvouparametrickou bifurkaćı nebo bifurkaćı kodimenze 2. Tento typický
jev nezáviśı na tvaru rovnic a vzniká genericky v situaci, kdy dojde k dotyku dvou
větv́ı fold bifurkace. Existuj́ı samozřejmě exaktńı pomı́nky (tzv. podmı́nky nedege-
nerovanosti a transverzality podobné větě 2.2), za kterých obecný systém procháźı
cusp bifurkaćı, ale pro naše potřeby je daleko užitečněǰśı geometrická představa
pr̊uhybu variety rovnováh na obr. 4.

Hysterese se tak objevuje v situaci, kdy je př́ıtomna nelinearita typu sigmoidy.
Takové systémy jsou v př́ırodě velice časté. Př́ıkladem mohou být populačńı mo-
dely, kdy charakter sigmoidy určuj́ı např. predačńı funkce nebo jiné funkce závislé
na prostřed́ı. Apetit predátora je zastropován nějakou horńı hranićı, a i daľśı funkce
ovlivňuj́ıćı populaci kořisti maj́ı často esovitý charakter právě d́ıky dolńı a horńı
hranici, která je dána naplněńım kapacity prostřed́ı nebo velikost́ı jiné interaguj́ıćı
populace. V biochemii je to podobné. Právě u modelu biochemického přeṕınače
jsou uvedené Hillovy funkce, které jsou sigmoidńıho charakteru. Takové funkce po-
pisuj́ıćı kinetiku v chemických reakćıch vznikaj́ı typicky právě pro autokatalytické
reakce v živých buňkách, zat́ımco chemické reakce mimo živé organismy jsou nao-
pak typicky bez sigmoid, takže vedou na rovnovážné stavy bez vzniku složitěǰśıch
jev̊u.

Fold bifurkace a hysterese nejsou jedinými jevy, které souvisej́ı se singularitou
variety rovnováh. Daľśı generickou jednoparametrickou bifurkaćı je transkritická
bifurkace (generický pr̊useč́ık dvou větv́ı rovnovážných variet) a vidličková bifur-
kace, která vykazuje jistou symetrii a jej́ı aplikace se objevuj́ı např́ıklad v evolučńıch
modelech větveńı. U vidličkové bifurkace totiž docháźı k pr̊useč́ıku dvou větv́ı rov-
nováh právě v ohybu jedné z větv́ı. To v aplikaćıch umožňuje modelovat právě
jevy větveńı, kdy zaniká jedna stabilńı rovnováha (a stává se nestabilńı) a zároveň
vznikaj́ı dvě daľśı stabilńı větve v jej́ım okoĺı, viz obr. 6.

[0, 0]

x

ε

Obrázek 6. Bifurkačńı diagram normálńı formy vidličkové (pitchfork) bifurkace ẋ = εx− x3.
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3. Bifurkace cykl̊u a s nimi souvisej́ıćı jevy

Dá se jistě očekávat, že cykly, tedy oscilace, budou daľśı významnou dynamikou se
zaj́ımavými aplikacemi. Kyvadla, elektromagnetické vlny, stř́ıdavý proud, aktivita
srdečńıho svalu nebo pohyb planet, to všechno jsou př́ıklady cyklické dynamiky. Je
také velmi zaj́ımavé, že jeden ze základńıch nelineárńıch jev̊u, tedy vznik oscilaćı,
je spojen s lokálńı bifurkaćı uvedenou již v předchoźım textu.

3.1. Vznik oscilaćı Hopfovou bifurkaćı

Pro jednoduchost se budeme zabývat pouze spojitým systémem (1.1). Pokud se dvě
komplexně sdružená vlastńı č́ısla Jacobiho matice Df(x0, εεε0) pro danou rovnováhu
x0 změńı tak, že jejich reálné části při změně parametru přecházej́ı imaginárńı osu,
varieta rovnováh je sice vzhledem k parametru εεε dána jednoznačně, ale měńı sta-
bilitu. Genericky docháźı k tzv. Hopfově bifurkaci, kdy se stabilńı ohnisko měńı
v nestabilńı ohnisko. Trajektorie bĺızké rovnováze tak vykazuj́ı tlumené nebo gra-
duj́ıćı oscilace. Lze ukázat, že v generickém př́ıpadě (za splněńı jistých podmı́nek
nedegenerovanosti a transversality) je tato bifurkace nutně spojena se vznikem li-
mitńıho cyklu. Asi lze vytušit, že cyklus může vznikat bud’ v okoĺı nestabilńıho
ohniska (mluv́ıme o superkritické Hopfově bifurkaci), nebo v okoĺı stabilńıho oh-
niska (mluv́ıme o subkritické bifurkaci). Podobně jako v př́ıpadě fold bifurkace je
rozhodnut́ı o typu bifurkace dáno znaménkem jistého členu v normálńı formě. Ta
se typicky zapisuje i v komplexńım nebo v polárńım tvaru, kde je popis cyklu jed-
nodušš́ı. Zde uvád́ım komplexńı normálńı formu superkritické Hopfovy bifurkace

ż = (µ+ i)z − z|z|2,
kde Euler̊uv tvar komplexńıho č́ısla z = ρeiϕ pak dává polárńı tvar

ρ̇ = ρ(µ− ρ2), (3.1)

ϕ̇ = 1.

Rovnice (3.1) je normálńım tvarem vidličkové bifurkace. Pro µ ≤ 0 je tedy počátek
jedinou stabilńı rovnováhou. Pro µ > 0 vzniká daľśı rovnovážný bod ρ =

√
µ

(zápornou hodnotu můžeme vynechat, nemá v této reprezentaci smysl, jde o vzdá-
lenost). Počátek je v tomto př́ıpadě pro µ > 0 nestabilńı, rovnováha ρ =

√
µ

je stabilńı. Tento bod odpov́ıdá stabilńımu limitńımu cyklu v okoĺı počátku (viz
obr. 7). Z komplexńıho zápisu je vidět, že komplexně sdružená vlastńı č́ısla jsou
µ± i. Pro jednoduchost je zde parametr ε nahrazen př́ımo reálnou část́ı vlastńıho
č́ısla µ, která je p̊uvodcem kvalitativńı změny dynamiky.

Z hlediska aplikaćı jsou tyto dva typy Hopfovy bifurkace velice odlǐsné. Pokud si
představ́ıme superkritickou bifurkaci na nějakém reálném jevu, zjist́ıme, že nejde
o nijak významnou změnu. V malém okoĺı kritické hodnoty parametru sice rov-
nováha ztráćı stabilitu, ale je nahrazena drobnými oscilacemi (amplituda oscilaćı
roste s odmocninou parametru). Př́ıkladem může být třeba vznik tónu při hře na
flétnu nebo při ṕıskotu konvice na čaj. Při ńızké rychlosti vzduchu tón nevzniká,
překročeńım určitého prahu vznikne, ale je velmi tichý. Výrazný tón (velká am-
plituda stejné frekvence) vzniká silným výdechem do dechového nástroje. Ṕıskot
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ρ ρ ρ

x x x

y y y
µ < 0 µ = 0 µ > 0

0 0 0
√
µ

Obrázek 7. Superkritická Hopfova bifurkace.

konvice, ve které začne vř́ıt voda také zač́ıná jemně a nab́ırá postupně na śıle. Na-
opak subkritická bifurkace je spojena s často katastrofickými jevy jako je např. ae-
roelastický jev rozkmitáńı kř́ıdel letadla, která se mohou vlivem nárazového větru
určité prahové hodnoty zlomit [13]. Podobně jsou známy př́ıpady pádu most̊u [2]
(
”
nejslavněǰśı“ je pravděpodobně kolaps Tacomského mostu), vznik vibraćı mo-

toru při vyṕınáńı turb́ın nebo při přistáváńı letadel [1]. Jde totiž o zánik stabilńı
rovnováhy (obklopené nestabilńım cyklem) a rychlý vznik silných oscilaćı s velkou
amplitudou.

V reálných aplikaćıch je tento jev podobný hysterezi a souviśı podobně s dvou-
parametrickou bifurkaćı, kdy vně nestabilńıho cyklu vzniká daľśı stabilńı cyklus.
Jde také o bistabilitu, tedy současný vznik dvou stabilńıch atraktor̊u. Subkritická
Hopfova bifurkace tak může být i nekatastrofickou. U neuron̊u jde o nejtypičtěǰśı
zp̊usob vzniku oscilaćı. Při překročeńı prahové hodnoty totiž nevzniká cyklus s po-
stupně se zvětšuj́ıćı amplitudou jako u superkritické bifurkace, ale systém skoč́ı
rovnou na stabilńı větev vněǰśıho cyklu s velkou amplitudou. Jako př́ıklad si uve-
deme nejjednodušš́ı Fitz-Hugh̊uv-Nagumův model neuronu.

V̇ =V − 1

3
V 3 −W + i,

Ẇ =a (bV − cW + d) ,

kde V je membránový potenciál, W je proměnná souvisej́ıćı s návratem, i je
dodávaný proud a a, b, c, d jsou parametry. Všimněte si, že změna napět́ı V
na membráně axonu popsaná prvńı rovnićı má zase tvar esovité křivky. Ostatńı
parametry i stavová proměn-ná W vycházej́ı z popisu kinetiky chemických reakćı
na membráně axonu (přenos signálu je zprostředkován změnami koncetraćı iont̊u
K+, Na+, Cl− a anionty b́ılkovin), a, b, c > 0. Druhá rovnice je obnovovaćı, má
pomaleǰśı odezvu (proto je zde ponechán parametr a, který má malou hodnotu) a
umožňuje vznik impulzu, který následně ukonč́ı.

Obrázky 8 a 9 demonstruj́ı, proč neuron odpov́ıdá vyśıláńım osciluj́ıćıho signálu
jen pro určité hodnoty dodávaného proudu i. Rovnováha zakreslená vzhledem
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Obrázek 8. Fázové portréty pro a = 0.2, b = 1, c = 0.8, d = 0.7, z [5].

k parametru i jako červená křivka [V (i),W (i)] procháźı dvěma subkritickými Ho-
pfovými bifurkacemi. Růžové cykly jsou ale nestabilńı a systém se na nich neusta-
luje, nikdy je tedy nepozorujeme. Pozorujeme pouze výrazné oscilace odpov́ıdaj́ıćı
modrým cykl̊um, nebo rovnováhu. Dokud se nezvýš́ı proud do dostatečné hodnoty,
neuron nereaguje, pokud je proud př́ılǐs velký, také ne.

3.2. Zánik oscilaćı na sedle

Vznik limitńıch cykl̊u lze často pozorovat i v populačńıch modelech predátor-kořist.
Systémy tohoto typu maj́ı často v př́ıpustné nezáporné oblasti stavového prostoru
sedlový bod. Významné trajektorie, které se v bĺızkosti sedla rovnováze limitně
přibližuj́ı pro t → ±∞, maj́ı d̊uležité postaveńı i z hlediska aplikaćı, at’ už jde
o spojité nebo diskrétńı systémy. Mohou totiž oddělovat části stavového prostoru
a separovat tak oblasti, ve kterých maj́ı trajektorie naprosto odlǐsné dynamické
vlastnosti. Sedlová trajektorie také od toho źıskala jméno separatrix. Na separa-
trix sedla se tak může (a často muśı) rozpadnout i limitńı cyklus. Např́ıklad u
model̊u typu predátor-kořist tak může znenadáńı doj́ıt k zániku velkých oscilaćı
a k významné změně ve velikosti populaćı, dokonce i k vymřeńı některého druhu,
přičemž roli v takové změně dynamiky může hrát množstv́ı faktor̊u od zp̊usobu pre-
dace po evolučńı tlak, a teorie bifurkaćı je schopna některé tyto vazby rozkĺıčovat.



14 L. PŘIBYLOVÁ
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Obrázek 9. Cykly vznikaj́ıćı na varietě rovnováh pro a = 0.2, b = 1, c = 0.8, d = 0.7, z [5].

Z obrovského množstv́ı článk̊u v této oblasti si zde dovoluji vložit několik od-
kaz̊u na články, jejichž jsem autorkou nebo spoluautorkou [10, 11, 3, 9]. Studium
takových globálńıch bifurkaćı je obt́ıžněǰśı a využ́ıvá většinou kontinuačńıch nu-
merických metod. Vzhledem k jejich úzké souvislosti s lokálńımi bifurkacemi vyšš́ı
kodimenze ale existuj́ı i metody, které využ́ıvaj́ı analytický př́ıstup např. pomoćı
využit́ı Gröbnerových baźı [4]. Tento př́ıstup umožňuje částečně zautomatizovat
nalezeńı d̊uležitých bifurkačńıch variet u systémů (1.1) a (1.2) s funkćı f ve tvaru
polynomu nebo racionálńı lomené funkce a umožnit provádět alespoň částečnou
bifurkačńı analýzu dynamických systémů širš́ımu okruhu lid́ı, nikoliv pouze spe-
cializovaným matematik̊um. Ukazuje se totiž, že právě takové systémy vystupuj́ı
v popisech biochemických reakćı v buňkách nebo ve zmı́něných modelech populačńı
biologie či neurovědy a pochopeńı závislosti změn dynamiky na změnách para-
metr̊u dynamického systému je pro ně kĺıčové.

3.3. Ohyb variety cykl̊u

Pravděpodobně jste si všimli, že v př́ıkladu subkritické Hopfovy bifurkace u modelu
neuronu došlo k ohybu variety, která př́ıslušela limitńım cykl̊um. Fakticky lze přej́ıt
od studia cykl̊u chytrým zp̊usobem ke studiu rovnováh zobrazeńı. Pokud totiž
provedeme transverzálńı řez limitńım cyklem (v prostoru stavových proměnných),
můžeme se na trajektorie v jeho bĺızkosti d́ıvat jako na iterace zobrazeńı, které je
dáno pr̊useč́ıkem trajektorie s t́ımto řezem. Tato úvaha je geniálńı a stejně geniálńı
byl jej́ı autor Henri Poincaré. Ten ve studiu dynamických systémů předběhl dobu
o mnoho deśıtek let.

Fakticky tak můžeme aplikovat lokálńı teorii pro pevné body (rovnováhy) zob-
razeńı na cykly. Vznik nebo zánik dvojice stabilńıho a nestabilńıho pevného bodu
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Poincarého zobrazeńı4 generickou fold bifurkaćı (ohybem) tak dává vzniknout nebo
zaniknout př́ıslušnému stabilńımu a nestabilńımu cyklu přesně tak, jak to vid́ıme
na obr. 9.

4. Chaotická dynamika

Poincarého zobrazeńı cyklu může ale procházet i jinými typy diskrétńıch bifurkaćı.
Výše uvedený ohyb odpov́ıdá vlastńımu č́ıslu 1 Poincarého zobrazeńı (mluv́ıme
často o multiplikátoru cyklu), ale ke změnám dynamiky docháźı i v jiných př́ıpa-
dech přechodu hranice jednotkového kruhu. Pokud vlastńı č́ıslo přejde přes hod-
notu −1, vzniká tzv. flip bifurkace Poincarého zobrazeńı. Flip bifurkace zobrazeńı
je lokálńı bifurkaćı pevného bodu, kdy vlastńı č́ıslo zobrazeńı je rovno jedné až po
dvou iteraćıch. Vzniká proto cyklus zobrazeńı délky 2 z cyklu délky 1, jinak řečeno
pevný bod zobrazeńı se rozpadne do osciluj́ıćı dvojice bod̊u. Pokud studujeme
spojité oscilace pomoćı Poincarého zobrazeńı, pak tento vznik 2 cyklu Poincarého
zobrazeńı znamená, že i u limitńıho cyklu spojitého dynamického systému docháźı
ke zdvojeńı periody, přičemž z topologického pohledu je zdvojený cyklus hranićı
Möbiova proužku. Generická flip bifurkace ale nekonč́ı jedńım zdvojeńım. Pokud
při změně parametru docháźı k přechodu přes −1 zevnitř jednotkového kruhu ven,
pak multiplikátor zdvojeného cyklu bude také snižovat svou hodnotu z hodnoty
1 a může zase přej́ıt −1 a vznikne 4-cyklus, pak 8-cyklus, a t́ımto zp̊usobem po-
stupně dojde ke zdvojováńı periody – k tzv. Feigenbaumově kaskádě bifurkaćı,
která je velmi častou cestou ke vzniku chaotického nepředv́ıdatelného chováńı
u dynamických systémů závislých na parametrech. Chaotická dynamika je velice
citlivá na počátečńı podmı́nky. Malá změna v počátečńıch podmı́nkách totiž vede
k exponenciálně rostoućı změně vzdálenost́ı p̊uvodńı a perturbované trajektorie a
pro tento jev se vžilo označeńı

”
efekt motýlých kř́ıdel“. Tv̊urce slavného modelu

Edward Lorenz totiž na jedné své přednášce přibĺıžil tento jev v dynamice počaśı
přirovnáńım, že zamáváńı kř́ıdel motýla v Braźılii může zp̊usobit tornádo v Texasu.
Je nutno dodat, že právě tento jev znemožňuje jak dlouhodobé předpovědi počaśı,
tak mnohé daľśı predikce. Mı́ru divergence bĺızkých trajektoríı lze ovšem měřit
tzv. maximálńım Ljapunovovým exponentem a tak źıskat alespoň horizont pre-
diktability, tedy časový úsek, ve kterém jsme ochotni chybu predikce akceptovat.
Vznik deterministické chaotické dynamiky kaskádou zdvojováńı periody je typický
a nalezneme jej v mnoha aplikaćıch.

Slavným a historicky velmi d̊uležitým experimentem se stal pokus Alberta Lib-
chabera (obr. 10). V roce 1977 vytvořil nerezový válec, do kterého vložil kapalné
hélium a spodńı plochu válce zahř́ıval. Experimentálně pak ověřil, že turbulentńı
prouděńı, které vzniká v kapalném héliu poté, co se rozpadne základńı konvekčńı
oscilace, vytvář́ı právě onu kaskádu zdvojováńı periody. V roce 1982 pak pub-
likoval v [8] podobný pokus s rtut́ı, kde dokonce změřil odhad Feigenbaumem
teoreticky odvozené konstanty, která nezáviśı na tvaru systému a je pro všechny
kaskády zdvojováńı periody totožná. V rotuj́ıćıch konvektivńıch proudech rtuti se

4Poincarého zobrazeńı je to výše popsané geniálńı zobrazeńı prvńıho návratu definované na
transverzálńım řezu cyklem.
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totiž indukuje stejnosměrné magnetické pole, které bylo měřitelné pomoćı tlumeńı
elektrických oscilátor̊u principem frekvenčńı analýzy.

Obrázek 10. Zdvojováńı periody v experimentu z Libchaberova článku [8].

Za posledńıch pět dekád došlo d́ıky objevu všudypř́ıtomnosti chaosu k novému
pohledu na mnoho oblast́ı. Naleznete třeba články o chaotické dynamice v neu-
rovědě. Zdá se, že v mozku je chaos žádaný (!) a naopak stabilńı periodická dy-
namika je nežádaný stav – epileptický záchvat [12]. Excitabilńı buňky v srdečńım
svalu pracuj́ı synchronně periodicky a chaotická dynamika vede k fibrilaci srdce
[14]. Chaotické dynamiky ve Vesmı́ru a Slunečńı soustavě se s předstihem dotkl už
sám Poincaré, ač netušil a nemohl ještě tušit jej́ı š́ı̌ri. Dnes je popsána a vysvětlena
chaotická rotace Saturnova měśıce Hyperionu a osy rotace Marsu, NASA pomoćı
znalosti chaotické dynamiky poslala sondu ISEE-3/ICE již v roce 1985 téměř bez
paliva na cestu ke kometě, Saturnovy prstence se zkoumaj́ı pro jejich fraktálńı
strukturu chaotického atraktoru [7], dokonce je spočten maximálńı Ljapunov̊uv
exponent pro Slunečńı soustavu [6]. Na základě Ljapunovova exponentu pak lze
odhadovat prediktabilitu systému: rotaci Hyperionu na 36 dńı nebo vychýleńı osy
rotace Marsu a stabilitu Slunečńı soustavy na 5 milion̊u let.

Pokud si chcete doma pohrát, můžete si vyzkoušet pokus s vodovodńım kohout-
kem. Neńı to úplně jednoduché, nehod́ı se k tomu páková baterie, ale naopak starý
dobrý (ideálně dokonce i kapaj́ıćı) kohoutek je dostačuj́ıćım laboratorńım vyba-
veńım. Pokud je kohoutek zavřený, ale lehce nedov́ırá, voda kape. Kap, ticho, kap,
ticho, kap, ticho. Dokáže to být docela rušivý periodický zvuk. Stále stejné kap
a ticho. Kap a . . . to je cyklus (délky 1). Pokud budete dostatečně obratńı a ko-
houtek maličko povoĺıte, bude kapat jinak. Kap kap ticho kap kap ticho. Pak snad
dokážete nastavit i cyklus čtyř kapek . . . Rychle totiž začne kapat aperiodicky.
Právě vid́ıte a slyš́ıte chaotický atraktor, jestli nevěř́ıte, pod́ıvejte se do [15].
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5. Závěr

V článku bylo ilustrováno, jak lze vysvětlit r̊uzné dynamické nelineárńı jevy. Uve-
dené významné aplikace v r̊uzných oborech vědy snad dávaj́ı tušit, jak může
být teorie bifurkaćı a chaosu prakticky využita. Aby nebyl čtenář zdrcen š́ı̌ŕı
tématu, chyb́ı zde zcela vysvětleńı vzniku dynamiky na invariantńım toru Neimark-
Sackerovou bifurkaćı, která úzce souviśı se synchronizacemi oscilaćı, vázanou rotaćı
planet, cirkadiánńımi biorytmy, supravodivými Josephsonovými spoji nebo śıtěmi
spřažených neuron̊u. Tak třeba př́ı̌stě.
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VEKTOROVÁ ANALÝZA V DVOCH ROZMEROCH

MARIÁN FECKO

Abstrakt. Vektorová analýza v trojrozmernom priestore patŕı k základnej mate-
matickej výbave pri aplikáciách matematiky vo fyzike a v technike. Jej dvojrozmerná

verzia je ale známa málo. V tomto texte sa pozrieme práve na ňu. Necháme sa pritom

viest’ teóriou diferenciálnych foriem. Pre čitatel’a, ktorý prácu s formami neovláda,
budú śıce odvodenia asi nejasné, ale výsledky vyjadŕıme aj v elementárnom jazyku.

1. Úvod

Žijeme v trojrozmernom svete. Preto je aj matematika, ktorá súviśı s trojroz-
merným priestorom, obzvlášt’ dôležitá a prepracovaná.

Ukazuje sa, že vektorová analýza sa na stručné a jasné matematické uchopenie
spústy dôležitých javov okolo nás (difúzia, š́ırenie tepla, elektrina, magnetizmus,
gravitačné pole, . . . ) hod́ı priam ideálne (pozri napr. [1, 2, 3, 4, 5]). Sú v nej
definované užitočné pojmy (napŕıklad tok vektorového pol’a cez plochu) a pre tieto
pojmy sú odvodené užitočné a netriviálne výsledky (ako napŕıklad Gaussova veta).

Podstatne menej známa je dvojrozmerná verzia vektorovej analýzy. Mala by
hrat’ pre opis javov, na ktoré stač́ı rovina (alebo dvojrozmerná plocha) tú istú
úlohu, akú hrá jej štandardná verzia v 3D. Ako presne sa ale menia matematické
vzt’ahy pri prechode z 3D do 2D nemuśı byt’ vždy celkom očividné.

V tomto texte si preto posvietime práve na tento problém: Ako vlastne vyzerá
analógia trojrozmernej vektorovej analýzy, použitel’ná v dvoch rozmeroch?

Dá sa k tomu pristupovat’ rôzne, pozri napr. [8, 9]. My sa skúsime nechat’ viest’
logikou teórie diferenciálnych foriem. Pre čitatel’a, ktorý s formami nemá žiadnu
skúsenost’ a túto teóriu vńıma len ako

”
panské huncútsvo“, to možno vyzerá ako

ı́st’ kanónom na vrabce. Je ale známe (pozri napr. §8.5 v knihe [6]), že práve tento
pohl’ad je v troj rozmernom pŕıpade mimoriadne poučný a efekt́ıvny: Vyskočia
z neho napŕıklad automaticky všetky dôležité diferenciálne operátory aj vzt’ahy
medzi nimi (rot, grad aj div sú len zamaskované verzie vonkaǰsej derivácie foriem).
A takisto aj integrálne vety, v ktorých tieto operátory vystupujú (ako špeciálne
prejavy stále tej istej Stokesovej vety pre formy).

V tomto článku si ukážeme, že pŕıstup cez diferenciálne formy nesklame ani tu.
Ak formy (a teda ani vektorovú analýzu v jazyku foriem) nepoznáme, odvodenia

budú śıce asi technicky nejasné, ale:

2010 MSC. Primárńı 53A45, 58A10; Sekundárńı 76Mxx.

Kĺıčová slova. Vektorová analýza, rotácia, gradient, divergencia, diferenciálne formy.
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1. Výsledky jasné budú, lebo ich vyjadŕıme aj v elementárnom jazyku, takže na
pochopenie toho, ako to celé dopadlo, formy nepotrebujeme.

2. Navyše hrubá myšlienka sa hádam pochytit’ predsa len bude dat’, a tak nás
možno tie formy napokon predsa len očaria, čo spôsob́ı, že si o nich možno skúsime
niekedy v budúcnosti preč́ıtat’ viac.

2. Ako to funguje v troch rozmeroch

Vo vektorovej analýze často počut’ slovné spojenia typu
”
integrovat’ vektorové pole

po ploche“ (č́ım źıskame jeho tok (flux) cez tú plochu). Z teórie integrovania však
vyplýva (pozri napr. 7. kapitolu v [6]), že

- integrujú sa vždy len diferenciálne formy,
- po p-rozmernej oblasti sa integruje p-forma.

Takže ak niečo integrujeme
- po krivke, muśı to byt’ 1-forma,
- po ploche, muśı to byt’ 2-forma a
- po objeme, muśı to byt’ 3-forma.

Ako si potom ale máme vysvetlit’ fakt, že pod tým plošným integrálom, kde má
byt’ správne 2-forma, býva výraz štruktúry A · dS, t.j. nevidiet’ tam to vektorové
pole A je ako zapriet’ nos medzi očami? Odpoved’ je, že to, čo tam naozaj vid́ıme,
je celok A ·dS a ten je 2-forma. Je však jednoznačne parametrizovaná vektorovým
pol’om A.

Celkovo to s tými parametrizáciami foriem v E3 (trojrozmernom euklidovskom
priestore) vyzerá takto (pozri napr. ten spomı́naný paragraf 8.5 v [6]): Existujú tam
0-formy, 1-formy, 2-formy a 3-formy (to je za samotnú trojrozmernost’ priestoru)
a na každom tomto stupni máme operáciu vonkaǰsej derivácie d, ktorá zvyšuje
stupeň formy o 1 a v kvadráte dáva nulu (to existuje v l’ubovol’ne rozmernom
priestore). Zodpovedá tomu diagram

Ω0 d→ Ω1 d→ Ω2 d→ Ω3, dd = 0. (2.1)

(ide o de Rhamov komplex ; priestor p-foriem v E3 tu označujeme Ωp). Ked’̌ze na
E3 máme aj (bežný euklidovský) metrický tenzor, na p-formách pribúda Hodgeov
operátor. Je to všeobecne kanonický lineárny izomorfizmus (označuje sa hviez-
dičkou) lineárnych priestorov p-foriem a (n − p)-foriem, ktorý v kvadráte dáva
plus/mı́nus identitu. (V E3 na každom stupni plus. Pritom n je rozmer uvažova-
ného priestoru.)

V troj rozmernom priestore to teda dáva tieto dva kanonické izomorfizmy:

Ω0 ∗↔ Ω3 Ω1 ∗↔ Ω2 ∗−1 = ∗ (2.2)

Umožňujú nám
”
stotožnit’“ 2-formy s 1-formami a tiež 3-formy s 0-formami. (Ak

niekde potrebujeme 2-formu β, môžeme ju parametrizovat’ 1-formou α, t.j. zaṕısat’
v tvare ∗α, kde α je jednoznačná 1-forma: α = ∗β.)

”
Naozaj“ teda potrebujeme už

len 0-formy (čo sú funkcie; ich lineárny priestor označ́ıme F) a 1-formy (ostatné
si už parametrizujeme cez ne).
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Metrický tenzor ale dáva ešte d’aľsie dva dôležité kanonické izomorfizmy, a to
(navzájom inverzné) operácie dv́ıhania a spúšt’ania indexov (označujú sa ] a [, čo
je inšpirované zo zápisu nôt). Robia vektorové pole z 1-formy (]) a naopak ([). Ak
označ́ıme lineárny priestor vektorových poĺı v E3 ako X, máme

Ω1
]

�
[
X, ]−1 = [, [−1 = ] . (2.3)

Vd’aka tomu môžeme zabudnút’ aj na 1-formy a úplne si vystač́ıme1 len s funk-
ciami a vektorovými pol’ami ! Diferenciálne formy v priestore E3 teda akoby úplne
vypadli z hry! Vyjadŕıme to (komutat́ıvnym) diagramom:

Ω0 d−−−−→ Ω1 d−−−−→ Ω2 d−−−−→ Ω3

id

y y] y]∗ y∗
F −−−−→

a0
X −−−−→

a1
X −−−−→

a2
F

(2.4)

Zvislé š́ıpky označujú kanonické izomorfizmy jednotlivých stupňov foriem (horný
riadok) na skalárne polia F a vektorové polia X. Ak ich obrátime, dostaneme
ekvivalentný diagram:

Ω0 d−−−−→ Ω1 d−−−−→ Ω2 d−−−−→ Ω3

id

x x[ x∗[ x∗
F −−−−→

a0
X −−−−→

a1
X −−−−→

a2
F

(2.5)

Aplikáciou týchto š́ıpiek (smerom hore) na skalárne a vektorové polia (na f a A)
dostaneme práve štandardné objekty, ktoré v́ıdame pod integrálmi (pozri paragraf
8.5 v [6])

f ∈ Ω0, A · dr ∈ Ω1, A · dS ∈ Ω2, fdV ∈ Ω3. (2.6)

Š́ıpky a0, a1, a2 v spodnom riadku oboch diagramov sú efekt́ıvne operácie (zloženie
zodpovedajúcich troch š́ıpiek - hore, doprava a dolu) na objektoch v spodnom
riadku, ktoré

”
nahrádzajú“ operáciu vonkaǰsej derivácie (š́ıpiek d), ktorá sa tam

”
naozaj“ deje na formách v hornom riadku. Z diagramov vid́ıme, že

a0 = ]d, a1 = ] ∗ d[, a2 = ∗d ∗ [ . (2.7)

Ide zjavne o diferenciálne operátory prvého rádu, lebo obsahujú jedno d. Ak ich
zrátame v kartézskych súradniciach v E3, zist́ıme, že sú to akurát známe operátory

1Funkcie a vektorové polia tak pripomı́najú esenciálne aminokyseliny vo výžive: Všetkých
aminokyseĺın je śıce cca 20, ale stač́ı, ked’ máme v strave dost’ esenciálnych (tých je len zhruba
polovica), zvyšné si už dokáže telo vyrobit’ z nich. V trojrozmernom euklidovskom priestore si

dokážeme vyrobit’ akékol’vek formy z funkcíı alebo vektorových poĺı.
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grad, rot a div, takže diagram (2.4) v skutočnosti vyzerá:

Ω0 d−−−−→ Ω1 d−−−−→ Ω2 d−−−−→ Ω3

id

y y] y]∗ y∗
F −−−−→

grad
X −−−−→

rot
X −−−−→

div
F

(2.8)

Z faktu dd = 0 (pozri (2.1)) a komutativity diagramu okamžite dostávame známe
identity

rot grad = 0, div rot = 0. (2.9)

(zloženie susedných š́ıpiek hore dáva nulu, tak to muśı platit’ aj pre spodné).
Z troch susedných štvorcov diagramu (2.8) a parametrizácie (2.6) sa dajú po-

skladat’ aj tieto tri užitočné diferenciálne vzt’ahy

df = grad f · dr, d(A · dr) = (rot A) · dS, d(A · dS) = (div A)dV. (2.10)

Aby sme z nich dostali integrálne vety, odvoláme sa na všeobecnú Stokesovu vetu
(pozri paragraf 7.5 v [6]) z teórie diferenciálnych foriem: Ak α je p-forma, D je
(p+ 1)-rozmerná oblast’ a ∂D jej p-rozmerná hranica, tak plat́ı∫

D

dα =

∫
∂D

α. (2.11)

Pre tri výrazy dα z (2.10) dostaneme tri základné integrálne vety vektorovej
analýzy:

veta o gradiente

∫
c

grad f · dr := f(B)− f(A) (2.12)

Stokesova veta

∫
S

(rot A) · dS :=

∮
∂S

A · dr (2.13)

Gaussova veta

∫
V

(div A)dV :=

∮
∂V

A · dS (2.14)

3. Ako to funguje v 2D

De Rhamov komplex, teda analóg (2.1), sa v dvojrozmernom pŕıpade zjednodušuje
na

Ω0 d→ Ω1 d→ Ω2, dd = 0. (3.1)

Kl’účový rozdiel je v pôsobeńı Hodgeovej hviezdičky:

Ω0 ∗↔ Ω2 Ω1 ∗↔ Ω1 (3.2)

L’avý vzt’ah je prirodzeným analógom l’avého vzt’ahu v (2.2), stotožňuje okrajové
stupne foriem; explicitne:

∗ f = fdS ∗ (fdS) = f dS ≡ dx ∧ dy = 2-forma plochy (3.3)

To umožňuje zabudnút’ na 2-formy a vyjadrovat’ ich cez 0-formy, teda cez funkcie
(skalárne polia).
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Pravý vzt’ah je ale úplne iný: Zatial’ čo (2.2) je izomorfizmom dvoch rôznych
priestorov, v (3.2) je to izomorfizmus jedného priestoru (priestoru 1-foriem) na
seba (rôzny od identity). Explicitne, v bežných kartézskych súradniciach (x, y)
v rovine

∗ dx = dy, ∗dy = −dx. (3.4)

To neznamená, že nemôžeme zabudnút’ na 1-formy. Znamená to, že v 2D máme až
dva kanonické spôsoby, ako môžeme 1-formy nahradit’ vektorovými pol’ami! Jeden
je taký, ako sa to robilo v 3D, teda operácia ] (dvihnutie indexu). Vyzerá:

Ω0 d−−−−→ Ω1 d−−−−→ Ω2

id

y y] y∗
F −−−−→

a0
X −−−−→

a1
F

(3.5)

Aplikáciou týchto š́ıpiek (smerom hore) na skalárne a vektorové polia (na f a A)
dostaneme opät’ štandardné objekty, ktoré v́ıdame pod integrálmi:

f ∈ Ω0 A · dr ≡ Axdx+Aydy ∈ Ω1 fdS ∈ Ω2 (3.6)

Pribudol však druhý – najprv aplikujeme hviezdičku (po čom máme stále 1-formu)
a až potom dvihneme index. Máme teda dva rôzne analógy diagramu (2.4):

Ω0 d−−−−→ Ω1 d−−−−→ Ω2

id

y y] y∗
F −−−−→

a0
X −−−−→

a1
F

Ω0 d−−−−→ Ω1 d−−−−→ Ω2

id

y y]∗ y∗
F −−−−→

b0
X −−−−→

b1
F

(3.7)

Vid́ıme, že aj v 2D-vektorovej analýze vystač́ıme s vektorovými a skalárnymi
pol’ami (dolné riadky). Z diagramov poskladáme vyjadrenia spodných (efekt́ıv-
nych) š́ıpiek:

a0 = ]d, a1 = ∗d[, b0 = ] ∗ d, b1 = ∗d ∗−1 [ . (3.8)

Ak tieto (diferenciálne) operátory zrátame v (kartézskych) súradniciach (x, y),
zist́ıme, že dva z nich sú prirodzené analógy situácie v 3D (gradient a divergencia),
zvyšné dva sú

”
nové“, špecifické pre 2D:

Ω0 d−−−−→ Ω1 d−−−−→ Ω2

id

y y] y∗
F −−−−→

grad
X −−−−→

rot3
F

Ω0 d−−−−→ Ω1 d−−−−→ Ω2

id

y y]∗ y∗
F −−−−→

Ham
X −−−−→

− div
F

(3.9)

(Označenie b0 = Ham zdôvodńıme v paragrafe 4 a a1 = rot3 v paragrafe 5.)
Abstraktne teda máme

grad = ]d, rot3 = ∗d[, Ham = ] ∗ d, div = − ∗ d ∗−1 [ . (3.10)
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a ich pôsobenie vyzerá

grad: f 7→ (∂xf, ∂yf), (3.11)

rot3 : (Ax, Ay) 7→ (∂xAy − ∂yAx), (3.12)

Ham: f 7→ (−∂yf, ∂xf), (3.13)

div : (Ax, Ay) 7→ (∂xAx + ∂yAy). (3.14)

L’ahko oveŕıme aj nulový výsledok zloženia spodných š́ıpiek (v oboch diagramoch)

rot3 ◦ grad = 0, div ◦Ham = 0. (3.15)

Naozaj,

rot3 ◦ grad: f 7→ rot3(∂xf, ∂yf) = (∂x∂yf − ∂y∂xf) = 0, (3.16)

div ◦Ham: f 7→ div(−∂yf, ∂xf) = (−∂x∂yf + ∂y∂xf) = 0. (3.17)

Je to analóg (2.9). Všimnime si, že tu máme tiež dve identity, ale nie preto, že
uplatńıme dd = 0 na rôznych stupňoch v jednom diagrame, ale na rovnakých
stupňoch v dvoch rôznych diagramoch.

Stoj́ı tiež za povšimnutie, že ked’ zlož́ıme š́ıpky z rôznych diagramov, dostaneme
(v oboch pŕıpadoch) d’aľśı známy operátor, Laplaceov operátor ∆,

div ◦ grad = ∆, rot3 ◦Ham = ∆. (3.18)

Naozaj,

div ◦ grad: f 7→ div(∂xf, ∂yf) = (∂2x + ∂2y)f ≡ ∆f, (3.19)

rot3 ◦Ham: f 7→ rot3(−∂yf, ∂xf) = (∂2x + ∂2y)f ≡ ∆f. (3.20)

4. Hamiltonovské polia

Označenie Ham f v (3.13) je skratka pre hamiltonovské pole generované funkciou f .
Je to kl’účový objekt v teórii hamiltonovských sústav (detaily pozri napr. v 14.
kapitole v [6]). Ako sa to objavilo tu?

Ukazuje sa, že naša plošná forma ω ≡ dS spomı́naná v (3.3) je zároveň sym-
plektická forma (vyhovuje jej defińıcii; všeobecne to je

”
uzavretá a nedegenero-

vaná 2-forma“). A všade tam, kde máme symplektickú formu, máme aj predpis na
konštrukciu hamiltonovkých (vektorových) poĺı:

f 7→ Ham f iHam fω := −df (4.1)

Ak zrátame, ako funguje (4.1) tu, dostaneme presne (3.13).
To vrhá nové svetlo aj na druhý výsledok v (3.15). Fakt, že divergencia hamilto-

novského pol’a (generovaného hocijakou funkciou) je nulová je ekvivalentný dobre
známej Liouvillovej vete z klasickej mechaniky (pozri 14.3.7 v [6]) . Tá hovoŕı,
že sa pri časovom vývoji zachováva objem (tu plocha) vo fázovom priestore (tu
našom 2D priestore).
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5. Pomocný tret́ı rozmer

Čitatel’ sa môže l’ahko presvedčit’, že:
1. Ak urob́ıme z funkcie f(x, y) v 2D rovine pomocné vektorové pole v 3D

priestore

u = (0, 0,−f(x, y)) (5.1)

(skúste oṕısat’, ako vyzerá), tak jeho rotácia dopadne takto:

rot u = (−∂yf, ∂xf, 0) ≡ (Ham f, 0) (5.2)

2. Ak urob́ıme z vektorového pol’a A v 2D rovine pomocné vektorové pole v 3D
priestore

A = (A, 0) ≡ (Ax(x, y), Ay(x, y), 0) (5.3)

(skúste oṕısat’, ako vyzerá), tak jeho rotácia dopadne takto:

rotA = (0, 0, ∂xAy − ∂yAx) ≡ (0, 0, rot3 A) (5.4)

Čo tieto dva jednoduché výpočty odhal’ujú?
Po prvé to, že naše dve

”
nové“ operácie 2D vektorovej analýzy, a1 ≡ rot3 a b0 ≡

Ham, sa dajú nájst’ aj skryté na špeciálnych miestach výstupov špeciálne zvolených
vstupov 3D vektorovej analýzy. Pŕıstup opisovaný v tomto článku nachádza ich
tvar a vlastnosti

”
vnútorne“, bez odkazu na dodatočné rozmery.

A po druhé vid́ıme motiváciu pre označenie operácie rot3. Teda hlavne na ten
index 3 (menovite že rot3 A = (rotA)3). Motivácia na samotné označenie rot (čo
by malo súvisiet’ s nejakým krúteńım sa) sa rieši už v 3D vektorovej analýze (súviśı
napŕıklad s v́ırovým tečeńım kvapaliny; pozri pár slov o tom v odseku 9.2).

6. Integrálne identity a Greenova veta

Integrálne vety pre 2D-vektorovú analýzu źıskame opät’ z univerzálnej Stokesovej
vety (2.11) pre formy. Technika je rovnaká, aká sa použila na konci paragrafu 2
pre 3D pŕıpad.

Ked’̌ze v dvoch diagramoch v (3.9) máme až štyri základné štvorce (s hornou
š́ıpkou d), očakávame štyri integrálne vety.

Najprv si poskladáme pŕıslušné štyri diferenciálne identity (analógy výrazov
(2.10)). Z jednotlivých štvorcov postupne dostávame:

df = grad f · dr df = − ∗ (Ham f · dr) (6.1)

d(A · dr) = (rot3 A)dS d ∗ (A · dr) = (div A)dS (6.2)

Ich preintegrovanie a nasadenie Stokesovej vety (2.11) dáva:∫
C

grad f · dr = f(B)− f(A)

∫
C

∗(Ham f · dr) = f(A)− f(B) (6.3)∫
S

(rot3 A)dS =

∮
∂S

A · dr

∫
S

(div A)dS =

∮
∗(A · dr) (6.4)

Ak si podintegrálne výrazy explicitne vyjadŕıme (pomocou (3.4) a (3.11)–(3.14)),
zist́ıme, že obe identity v (6.3) hovoria to isté a podobne obe identity v (6.4)
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hovoria to isté. Dostali sme teda len dve navzájom rôzne integrálne identity. Po
vhodnom premenovańı premenných vyzerajú takto:

veta o gradiente

∫
c

(∂xf)dx+ (∂yf)dy := f(B)− f(A) (6.5)

Greenova veta

∫
S

(∂xg − ∂yf)dxdy :=

∮
∂S

fdx+ gdy (6.6)

Prvou je 2D verzia vety o gradiente. Tá je dobre známa a plat́ı v každom rozmere.
Dáva do súvisu integrál po krivke c s

”
integrálom“ po jej hranici ∂c (čo sú dva

body, A, jej začiatok a B, jej koniec).
Druhou je Greenova veta. Tá je tiež dobre známa a je špecifická pre dvojroz-

merný priestor. Dáva do súvisu integrál po ploche S s integrálom po jej hranici
(čo je uzavretá krivka ∂S). (Venuje sa jej aj pekný článok [7] publikovaný v tomto
časopise.)

7. Kolmé vektorové pole

Ako sme už spomı́nali v paragrafe 3, špecifikom dvoch rozmerov je fakt, že Hodge-
ova hviezdička zobrazuje 1-formy opät’ na seba (pozri (3.2)). Tie sú však v bijekcii
s vektorovými pol’ami (cez ] a [), takže efekt́ıvne hviezdička indukuje aj kanonický
izomorfizmus vektorových poĺı na seba

] ∗ [ : X→ X . (7.1)

Výpočet dáva

] ∗ [ : (Ax, Ay) 7→ (−Ay, Ax), t.j. A 7→ Aπ/2. (7.2)

Výsledok označujeme Aπ/2, lebo z komponent je zrejmé, že v každom bode vzniká
vektor nového pol’a otočeńım vektora pôvodného pol’a o π/2 v kladnom zmysle, t.j.
proti smeru hodinových ručičiek. (Je to kompatibilné s faktom, že na 1-formách je
kvadrát hviezdičky mı́nus identita, pozri (3.4)).

Zobrazenie (7.2) je ekvivalentné praktickému vzorčeku:

∗ (A · dr) =: Aπ/2 · dr (7.3)

Potom kombináciou s (6.1) dostávame pre vzt’ah gradientu a hamiltonovského pol’a
toto

Ham f = (grad f)π/2 (7.4)

čo je zrejmé aj z vyjadreńı (3.11) a (3.13). Ak f(x, y) opisuje výšku kopca niekde
v teréne, vieme, že vektorové pole grad f ukazuje v každom bode smer najprudšieho
stúpania (a − grad f smer najprudšieho klesania). Potom vektorové pole Ham f

ukazuje v každom bode smer nulového stúpania, čiže smer pozdĺ̌z vrstevńıc.

8. Poincarého lema

Pripomeňme na úvod, čo táto užitočná lema tvrd́ı.
Fakt dd = 0 hovoŕı, že ak je forma α exaktná (t.j. α = dβ), tak je aj uzavretá

(dα = 0). Opačná implikácia všeobecne neplat́ı, ale Poincarého lema zaručuje, že
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v oblasti stiahnutel’nej do bodu (napŕıklad v oblasti, kde fungujú jedny súradnice)
predsa len plat́ı.

V 3D vektorovej analýze to dáva často použ́ıvané a užitočné tvrdenia (obrátenia
implikácíı v (2.9))

rot a = 0 ⇒ a = grad f, div a = 0 ⇒ a = rot b . (8.1)

V jazyku diagramu (2.8) to hovoŕı, že ak nejaká š́ıpka v dolnom riadku dáva nulu,
vstup je výstupom predchádzajúcej š́ıpky.

A čo dá táto dedukcia v 2D vektorovej analýze, t.j. pre diagramy (3.9)? Toto:

rot3 a = 0 ⇒ a = grad f, div a = 0 ⇒ a = Ham f . (8.2)

S jedným použit́ım týchto faktov sa stretneme v paragrafe 9.

9. 2D vektorová analýza v 2D hydrodynamike

2D vektorová analýza môže byt’ užitočná napŕıklad pri opise 2D tečenia v hydro-
dynamike. Takéto tečenie sa opisuje rýchlostným pol’om v = (vx, vy). Z rovnice
kontinuity (ktorá vyjadruje zachovanie hmotnosti pri tečeńı) vyplýva, že ak je
hustota hmotnosti ρ konštantná, rýchlostné pole má nulovú divergenciu:

div v = 0 nestlačitel’ná kvapalina (9.1)

9.1. Nestlačitel’ná kvapalina a prúdová funkcia

Porovnajme druhé implikácie v (8.1) a (8.2). Vid́ıme, že ak má nejaké vektorové
pole v 2D nulovú divergenciu, nie je rotáciou iného (l’ubovol’ného) vektorového
pol’a, ako to poznáme z 3D, ale je hamiltonovským pol’om generovaným l’ubovol’nou
funkciou f(x, y):

div v = 0 ⇒ v = Ham f, t.j. (vx, vy) = (−∂yf, ∂xf). (9.2)

Dá sa povedat’, že toto rýchlostné pole je potenciálové v zmysle, že komponenty
pol’a sa poč́ıtajú ako derivácie akejsi veličiny, tu funkcie (potenciálu) f . Ale to pole
sa nepoč́ıta ako zvyčajný gradient potenciálu (ako to je napŕıklad pre elektrické
pole v elektrostatike), ale inou kombináciou parciálnych derivácíı. Konkrétne nám
vyšlo, že z f treba urobit’ hamiltonovské pole.

Aký je fyzikálny význam funkcie f?
Po prvé, l’ahko sa oveŕı, že derivácia funkcie f v smere prúdnic daného tečenia

je nulová:

ḟ ≡ d

dt
f(r(t)) = ẋ(∂xf) + ẏ(∂yf) = ẋvy − ẏvx = 0 (9.3)

lebo na prúdnici r(t) ≡ (x(t), y(t)) je v = (ẋ, ẏ).
Funkcia f je teda konštantná na prúdniciach. Ak by sa nám ju podarilo nájst’,

z podmienky

f(x, y) = const. (9.4)
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źıskame tvar prúdnic, čiže obrázok nášho 2D tečenia.2 Preto sa funkcia f volá
prúdová funkcia (stream function).

Po druhé, uvedomı́me si, že samotná hodnota funkcie f v bode A nemôže mat’
priamy fyzikálny význam, ked’̌ze je zrejmé, že f má vôl’u v adit́ıvnej konštante.
Význam ale môže mat’ rozdiel hodnôt v dvoch bodoch A a B, t.j. f(B)− f(A). V
elektrostatike, kde je (elektrické) pole (mı́nus) gradientom potenciálu, tak dosta-
neme napätie. Čo dostaneme tu, kde je (rýchlostné) pole hamiltonovským pol’om
zodpovedajúcim tomuto

”
potenciálu“?

Ukazuje sa, že to dáva celkový prietok tekutiny za jednotku času cez (l’ubovol’nú)
krivku, ktorá spája tieto dva body. Ak teda nakresĺıme dve prúdnice, ktoré pre-
chádzajú cez tieto dva body, ide o celkový prietok popod (l’ubovol’ný) most ponad
rieku, ktorá tečie medzi týmito dvoma prúdnicami.

Dá sa to nahliadnut’ aj na obrázku (pozri obr. 1) a zrátat’
”
na prstoch“.

v

(dx,dy)

prúdnica a

prúdnica b

A

B

most
rieka

Obrázok 1. Cez bod A prechádza prúdnica a, cez bod B prúdnica b. Prúdnice medzi nimi

tvoria
”
rieku“. Z bodu A do bodu B ide ponad rieku most. Plocha kosod́lžnika je prietok rieky

(za jednotku času) popod malý kúsok (dx,dy) mosta..

Druhá identita v (6.1) nám dáva

df = − ∗ (v · dr) = − ∗ (vxdx+ vydy) = vydx− vxdy, (9.5)

kde sme použili (3.4). Ak teda pokroč́ıme (po tej spojnici bodov A a B) o malý
vektor (dx, dy), funkčná hodnota funkcie f sa zmeńı o df = vydx − vxdy. To

vpravo je však vel’kost’ plôšky kosodĺ̌znika s hranami (dx, dy) a (vx, vy). No a to je
presne prietok tekutiny s rýchlost’ou (vx, vy) cez malý kúsok (dx, dy) tej spojnice,
t.j. plocha, ktorá týmto kúskom pretečie za jednotku času. (V 3D situácii to bol
objem tekutiny, ktorý pretečie cez plôšku dS a výraz preň bol v · dS.) Celková
zmena f na trase medzi A a B je potom zodpovedajúci integrál po tej ceste, čo
dáva celkový prietok cez celú spojnicu.

2Nevidno z neho smer tečenia ani vel’kost’ rýchlosti toho tečenia. Tento obrázok by zároveň
ukazoval vrstevnice kopca s výškou f(x, y), spomı́nané na konci paragrafu 7. Ak by sme prúdovú

funkciu použili na opis výšky fikt́ıvneho kopca, kvapalina by na pŕıslušnej turistickej mape tiekla

pozd́lž vrstevńıc.
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9.2. Nev́ırové prúdenie a jeho potenciál

Teraz sa venujme prvej implikácii v (8.2). Vid́ıme, že ak má nejaké vektorové pole
v 2D nulovú hodnotu rot3 a, je gradientom nejakej funkcie g(x, y). Pre rýchlostné
pole v tak

rot3 v = 0 ⇒ v = grad g, t.j. (vx, vy) = (∂xg, ∂yg). (9.6)

Čo ale fyzikálne hovoŕı fakt rot3 v = 0?
V 3D pŕıpade sa vektorové pole rot v volá v́ırovost’ (vorticity). Ukazuje sa,

že v danom bode je to dvojnásobok (vektora) uhlovej rýchlosti, ktorou sa toč́ı

”
kvapka“ so stredom v danom bode.

Skalárna funkcia rot3 v je 2D verzia v́ırovosti tečenia. (Volá sa tiež v́ırovost’.)
Ak by sme položili niekam na hladinu daného 2D tečenia malé teliesko z korku,
točilo by sa uhlovou rýchlost’ou 2 rot3 v.

Podmienka rot3 v = 0 teda opisuje nev́ırové prúdenie. Ako vid́ıme z (9.6), takéto
prúdenie je tiež

”
potenciálové“, tentokrát navyše v tom bežnom zmysle (že vekto-

rové pole sa poč́ıta ako gradient potenciálu).

9.3. Odkial’ sem pŕıde komplexná analýza

Predstavme si, že opisujeme 2D tečenie, ktoré je súčasne
”
nestlačitel’né“ a nev́ırové.

Potom podl’a (9.2) a (9.6) plat́ı

v = Ham f = grad g, t.j. (vx, vy) = (−∂yf, ∂xf) = (∂xg, ∂yg). (9.7)

Posledné znamienko rovnosti v (9.7) však vyjadruje presne Cauchyho-Riemannove
vzt’ahy ; hovoria, že funkcia komplexnej premennej

h(z), h = f + ig, z = x+ iy (9.8)

je analytická. L’ahko sa zráta, že rýchlostné pole je ukryté v jej derivácii

h′(z) = vy + ivx . (9.9)

Naozaj,

2∂zh(z) = (∂x − i∂y)(f + ig) = 2(vy + ivx). (9.10)

Viac sa dá o tom doč́ıtat’ v knihách o hydrodynamike, napr. [10].

10. Záver

V tomto článku sme sa pozreli na 2D analóg vektorovej analýzy. Pŕıstup bol
založený na využit́ı diferenciálnych foriem. Spoč́ıval v zopakovańı logiky, ktorá
vedie k lepšiemu pochopeniu štandardnej 3D vektorovej analýzy. Tento postup
je

”
vnútorný“, nevyuž́ıva sa vnorenie 2D priestoru do pomocného 3D priestoru.

Ukazuje sa, aké diferenciálne operátory tu figurujú (analógy grad, rot a div z 3D),
aké sú medzi nimi vzt’ahy a do akých integrálnych ident́ıt vstupujú. Výsledky sú
prezentované aj v štandardnom jazyku (t.j. bez foriem).
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DŮKAZ VELKÉ FERMATOVY VĚTY PRO EXPONENT 3

PETR GOLAN

Tuto práci bych rád věnoval památce bývalého děkana Elektrotechnické fakulty ČVUT

profesora Ing. Jana Hlavičky, DrSc., který byl mým školitelem a př́ıtelem v době našeho

společného p̊usobeńı ve Výzkumném ústavu matematických stroj̊u. Od jeho předčasné smrti
uplynulo letos v zář́ı 19 let.

Abstrakt. V článku je prezentován nový netradičńı d̊ukaz Fermatova tvrzeńı, že

neexistuj́ı přirozená č́ısla, jež by vyhovovala diofantické rovnici x3 +y3 = z3. Důkaz

je založen na tom, že tuto rovnici lze převést do ekvivalentńıho součinového tvaru
(3k)3 = (x + y − z)3 = 3(x + y)(z − x)(z − y), kde x + y, z − x, z − y jsou po dvou

nesoudělná č́ısla. Pokud 3 | z, tak z − y = x − 3k = X3, z − x = y − 3k = Y 3

a x + y = z + 3k = 9Z3. Odtud lze odvodit podmı́nku Y 3(Y 2 + 3ZX)3 = (z −
x)(z2 + zx + x2) a (Y 2 + 3ZX)3 = x2 + xz + z2. Použit́ım substituce Y 2 + 3ZX =

a2 + ab + b2 = (a− b)2 + 3ab, x = a3 + 3a2b− b3, z = b3 + 3ab− a3 pak obdrž́ıme

identitu. Porovnáńım podmı́nek pro x a z dostaneme X3 + 3XY Z = a3 + 3a2b− b3

a 3Z(3Z2 −XY ) = b3 + 3ab2 − a3, odkud plyne, že 3 | (b3 − a3) a 3 | X. To je ale

ve sporu s výchoźım předpokladem 3 | z a s nesoudělnost́ı č́ısel x a z. K obdobnému

sporu dojdeme i v př́ıpadě 3 | x nebo 3 | y. To, že ani daľśı možné substituce nevedou
k řešeńı, je dokázáno pomoćı rozkladu x2 + xz + z2 v oboru Eisensteinových č́ısel.

Článek je doplněn některými d̊usledky, jako jsou např. r̊uzné typy iracionálńıch
identit nebo řada neřešitelných diofantických rovnic, jejichž neřešitelnost plyne z

Velké Fermatovy věty pro p = 3.

1. Úvod

Velká Fermatova věta (Fermat’s Last Theorem, dále jen FLT) byla po v́ıce než
tři a p̊ul stolet́ı výzvou pro matematiky celého světa. Fermat sám dokázal svou
domněnku pro n = 4 v roce 1637 a, jak známo, v Diofantově knize Arithmetica za-
nechal na okraji jedné stránky ručně psanou poznámku, která naznačovala, že znal
i obecný d̊ukaz. Ten však nikdy nepublikoval, z̊ustává proto otevřenou otázkou,
zda takový d̊ukaz skutečně objevil nebo se mýlil. Kompletńı d̊ukaz se podařil te-
prve prof. A. Wilesovi, který jej publikoval v roce 1995 na v́ıce než 100 stránkách
[5, 4]. Před ńım byla publikována řada d́ılč́ıch d̊ukaz̊u pro r̊uzné hodnoty expo-
nent̊u n včetně exponentu 3. Jejich přehled je uveden např. v Ribenboimově knize
[3]. Pokusy o jednodušš́ı a elegantněǰśı d̊ukaz FLT pokračuj́ı i v dnešńı době – viz
např. [1].

2010 MSC. Primárńı 11D25; Sekundárńı 11D61, 11J72, 97F50.

Kĺıčová slova. Velká Fermatova věta, diofantická rovnice, Eisensteinova č́ısla, iracionálńı č́ısla.
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Shrňme nejprve několik známých základńıch fakt̊u. Velká Fermatova věta tvrd́ı,
že pro přirozený exponent n > 2 žádná trojice č́ısel x, y, z ∈ N, kde N znač́ı
množinu přirozených (kladných celých) č́ısel, nevyhovuje diofantické rovnici

xn + yn = zn. (1.1)

Lze ukázat, že stač́ı uvažovat vzájemně nesoudělná č́ısla x, y, z. Kdyby totiž
např. platilo, že gcd(A,B) = D, tj. D je největš́ı společný dělitel A a B, pak lze
Dn z č́ısla An +Bn = Cn vytknout a plat́ı

An +Bn = Dnxn +Dnyn = Dn(xn + yn) = Cn = Dnzn,

čili D by muselo být faktorem i C, takže mı́sto An + Bn = Cn stač́ı vyšetřovat
xn + yn = zn. FLT stač́ı dokazovat pro exponenty n = p, kde p je liché prvoč́ıslo,
a samostatně ještě pro prvńı složené sudé č́ıslo 4. Pro všechna ostatńı složená
č́ısla totiž plat́ı, že jsou bud’ násobkem nějakého lichého prvoč́ısla nebo mocninou
dvojky. A pokud neexistuje řešeńı xq + yq − zq = 0 pro q, které je rovno prvoč́ıslu
nebo č́ıslu 4, neexistuje řešeńı ani pro složené exponenty, nebot’ Atq +Btq −Ctq =
(At)q + (Bt)q − (Ct)q. Př́ıpad q = 2 nevede vždy k neexistenci řešeńı (1.1), jelikož
existuj́ı trojice celých č́ısel x, y, z (tzv. pythagorejské triplety), jež vyhovuj́ı rovnici
(1.1) s n = 2. Proto pro exponenty, jež jsou mocninami č́ısla 2, je potřeba vycházet
v d̊ukazu FLT z nejmenš́ı hodnoty exponentu q = 22 a nikoli q = 2.

Z Fermatovy rovnice (1.1) je zřejmé, že pro každé liché prvoč́ıslo p plat́ı nerov-
nosti xp < zp = xp + yp < (x + y)p a yp < zp = xp + yp < (x + y)p. Bez újmy
na obecnosti proto můžeme vzhledem k symetrii (1.1) v̊uči x a y předpokládat,
že pro č́ısla, jež maj́ı splňovat Fermatovu rovnici (1.1), plat́ı ostré nerovnosti
0 < y < x < z < x + y. Př́ıpad x = y nemůže být řešeńım (1.1), nebot’ 2xp = zp

nemá v oboru přirozených č́ısel řešeńı.

2. FERMATOVA VĚTA PRO EXPONENT 3

K d̊ukazu budeme potřebovat čtyři pomocná tvrzeńı. Nutno ještě poznamenat, že
symboly x, y, z znač́ıme pro jednoduchost jak č́ısla, tak neznámé v rovnićıch. Z
kontextu je zřejmé, jakou roli v daném př́ıpadě konkrétńı symbol zastává.

Lemma 2.1. Fermatova rovnice v součtovém tvaru x3+y3 = z3 je ekvivalentńı
rovnici v součinovém tvaru

(x+ y − z)3 = 3(x+ y)(z − x)(z − y). (2.1)

D̊ukaz. Př́ımým ověřeńım. �

Č́ıslo x+ y − z je tedy násobkem č́ısla 3, můžeme proto mı́sto (2.1) psát také

(3k)3 = 3(z + 3k)(y − 3k)(x− 3k), (2.2)

kde k je přirozené č́ıslo takové, že 3k = x+ y − z , a tedy

x+ y = z + 3k. (2.3)

Lemma 2.2. Jsou-li x, y, z přirozená č́ısla z Fermatovy rovnice x3 + y3 = z3,
pak č́ısla x+ y = z + 3k, z − x = y − 3k, z − y = x− 3k, kde 3k = x+ y − z jsou
po dvou nesoudělná.
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D̊ukaz. Předpokládejme naopak, že q | z + 3k i q | y − 3k pro nějaké prvoč́ıslo
q. Jelikož plat́ı (2.2), tak q | (3k)3 a q | 3k. Pak ale q | z a q | y, což je spor
s předpokladem nesoudělnosti z a y. Stejným z̊usobem dospějeme ke sporu pro
dvojici č́ısel z + 3k, x− 3k a dvojici č́ısel x− 3k, y − 3k. Č́ısla x+ y, z − x, z − y
tedy nemaj́ı žádného společného dělitele a jsou po dvou nesoudělná. �

Lemma 2.3. Pro všechna reálná č́ısla a, b plat́ı identita

(a−b)(2a+b)(a+2b)(a2+ab+b2)3 =
(
a3+3a2b−b3

)3−(−a3+3ab2+b3
)3
. (2.4)

D̊ukaz. Př́ımým ověřeńım. �

Pro b 6= a, b 6= −2a a a 6= −2b můžeme vydělit celou rovnici (2.4) č́ıslem
(a−b)(2a+b)(a+2b) = 2a3+3a2b−3ab2−2b3 = (a3+3a2b−b3)−(−a3+3ab2+b3),
a tak z (2.4) pomoćı vzorce pro rozd́ıl třet́ıch mocnin (R3 − S3)/(R − S) = R2 +
RS + S2, R 6= S, dostaneme(

a2 + ab+ b2
)3

=
(a3 + 3a2b− b3)3 − (−a3 + 3ab2 + b3)3

(a3 + 3a2b− b3)− (−a3 + 3ab2 + b3)

= (a3 + 3a2b− b3)2 + (a3 + 3a2b− b3)(−a3 + 3ab2 + b3)

+ (−a3 + 3ab2 + b3)2.

(2.5)

Lemma 2.4. Pro všechna reálná č́ısla a, b plat́ı identity

(3a2b+ 3ab2)2 + (3a2b+ 3ab2)(a3 − 3ab2 − b3)

= (a3 + 3a2b− b3)2 − (a3 + 3a2b− b3)(a3 − 3ab2 − b3),
(2.6)

a

(3a2b+ 3ab2)2 + (3a2b+ 3ab2)(a3 − 3ab2 − b3) + (a3 − 3ab2 − b3)2

= (a3 + 3a2b− b3)2 + (a3 + 3a2b− b3)(−a3 + 3ab2 + b3)

+ (−a3 + 3ab2 + b3)2.

(2.7)

D̊ukaz. Př́ımým ověřeńım. �

Věta 2.5 (Velká Fermatova věta pro p = 3). Diofantická rovnice

x3 + y3 = z3 (2.8)

nemá řešeńı v oboru přirozených č́ısel.

D̊ukaz. Jak bylo ukázáno v úvodu, stač́ı uvažovat jen vzájemně nesoudělná
přirozená č́ısla x, y, z. Z (2.2) plyne, že bud’ x nebo y nebo z muśı mı́t faktor 3,
takže 3 | xyz. Předpokládejme nejprve, že 3 | z, neboli z = 3z1. Č́ıslo x+ y, které
lze z x3 + y3 vytknout, muśı mı́t proto faktor 3. Zaṕı̌seme-li levou stranu (2.8) ve
formě součinu dvou nesoudělných č́ısel

3(x+ y)

[
(x+ y)

(x+ y)

3
− xy

]
= (3z1)3
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je ihned patrné, že x + y má faktor dokonce 32, nebot’ 3 - xy. Potom z rovnic
(2.1), (2.2) a Lemmatu 2.2 plyne, že č́ısla 3(z + 3k) = 3(x+ y), y − 3k = z − x a
x− 3k = z − y muśı být třet́ı mocniny, takže můžeme zavést takovéto značeńı:

x− 3k = z − y = X3, (2.9)

y − 3k = z − x = Y 3, (2.10)

z + 3k = x+ y = 9Z3 = X3 + Y 3 + 6k, (2.11)

3k = x+ y − z = 3XY Z. (2.12)

Z (2.9) až (2.12) můžeme vyjádřit x, y, z pomoćı č́ısel X, Y , Z:

x = X3 + 3XY Z = X(X2 + 3Y Z), (2.13)

y = Y 3 + 3XY Z = Y (Y 2 + 3XZ), (2.14)

z = 9Z3 − 3XY Z = 3Z(3Z2 −XY ) = X3 + Y 3 + 3XY Z. (2.15)

Z (2.13), (2.14) a (2.15) je patrné, že č́ısla X, Y , 3Z jsou po dvou nesoudělná,
nebot’ X | x, Y | y a 3Z | z a x, y, z jsou po dvou nesoudělná č́ısla. Ze součinu
těchto rovnic je také vidět, že 3k muśı dělit č́ıslo xyz. Dále je z (2.15) zřejmé, že
X3 +Y 3 muśı mı́t faktor 3. A protože plat́ı X3 +Y 3 = (X +Y )[(X +Y )2− 3XY ]
a 3 - XY , tak 3 | (X + Y ), 3 | [(X + Y )2 − 3XY ], 9 | (X3 + Y 3), 3 | Z a 9 | z.

Fermatovu rovnici (2.8) můžeme přepsat do tvaru

y3 = z3 − x3 = (z − x)(x2 + xz + z2). (2.16)

S využit́ım (2.14) dostaneme

y3 = Y 3(Y 2 + 3ZX)3 = Y 3(x2 + xz + z2), (2.17)

odkud pak plyne
(Y 2 + 3ZX)3 = x2 + xz + z2. (2.18)

Položme A = Y 2 + 3ZX. Ukážeme nejprve, že diofantická rovnice tvaru

A3 = x2 + xz + z2 (2.19)

má nekonečně mnoho řešeńı, jako např. (A, x, z) = (3, 3, 3), (12, 24, 24), (19, 17, 73)
atd. Jedna množina řešeńı se nab́ıźı hned, a to (A, aA, bA), jako např.(7, 7, 14),
(13, 13, 39), (19, 38, 57), . . . , nebot’ substituce

A = a2 + ab+ b2, a, b ∈ Z, (2.20)

x = aA = a3 + a2b+ ab2, (2.21)

z = bA = a2b+ ab2 + b3 (2.22)

měńı (2.19) na identitu A3 = (aA)2 + abA2 + (bA)2 = A2(a2 + ab + b2). Ta-
kováto řešeńı rovnice (2.19) však můžeme předem vyloučit, protože vyžadujeme
nesoudělnost x, z. Dı́ky Lemmatu 2.3 lze (2.19) parametrizovat pomoćı substitućı

A = a2 + ab+ b2,

x = −a3 + 3ab2 + b3, (2.23)

z = a3 + 3a2b− b3, (2.24)
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protože po dosazeńı do (2.19) dostaneme

(a2+ab+b2)3 = (a3+3a2b−b3)2+(a3+3a2b−b3)(−a3+3ab2+b3)+(−a3+3ab2+b3)2,

což je identita (2.5). Za povšimnut́ı stoj́ı, že parametrizaćı (2.23), (2.24) dostáváme
některá řešeńı, jako např. (3, 3, 3), (12, 24, 24), shodná s řešeńımi, jež lze źıskat
parametrizaćı (2.21), (2.22). To nastává v př́ıpadech, když x = z, a tedy a = b.

Libovolný výběr celých č́ısel a, b tedy vede k řešeńı rovnice (2.19), podobně jako
Euklidova parametrizace x = a2 − b2, y = 2ab, z = a2 + b2, (a2 − b2)2 + (2ab)2 =
(a2 + b2)2 řeš́ı problém pythagorejských triplet̊u, jež jsou celoč́ıselným řešeńım
Pythagorovy diofantické rovnice z2 = x2 + y2.

V př́ıpadě parametrizace vzorce (2.18) muśı být ovšem splněny ještě podmı́nky
(2.13) až (2.15), jež ukazuj́ı požadovanou vnitřńı strukturu hledaného řešeńı. Po-
rovnáńım (2.13) s (2.23) a (2.15) s (2.24) tak dostáváme

X3 + 3XY Z = −a3 + 3ab2 + b3, (2.25)

3Z(3Z2 −XY ) = a3 + 3a2b− b3. (2.26)

Z (2.26) je vidět, že 3 | (a3− b3). Z (2.25) pak plyne, že 3 muśı dělit X3, což je ale
ve sporu s nesoudělnost́ı X a Z, resp. x a z.

Dı́ky identitě (2.6) lze k řešeńı rovnice (2.18) použ́ıt také substituce

A = a2 + ab+ b2,

x = a3 − 3ab2 − b3, (2.27)

z = 3a2b+ 3ab2 = 3ab(a+ b), (2.28)

protože z (2.7) a (2.5) je vidět, že plat́ı také identita

(a2 + ab+ b2)3 = (a3 − 3ab2 − b3)2 + 3ab(a+ b)(a3 − 3ab2 − b3) + (3ab)2(a+ b)2,

jež je rovněž parametrizaćı rovnice (2.19). Takováto substituce též vyhovuje pod-
mı́nce 3 | z, 3 - x. Nav́ıc muśı č́ısla a, b v (2.28) splňovat podmı́nku 3 | ab(a + b),
nebot’ 9 | z. Tato substituce poskytuje řešeńı rovnice (2.19) např. (A, x, z) =
(7, 1, 18), (13, 17, 36), (21, 51, 60),. . . . Existence této daľśı parametrizace znamená,
že je potřeba rozš́ı̌rit d̊ukaz neřešitelnosti diofantické rovnice (2.18) i na substituce
(2.20), (2.27), (2.28), př́ıpadně i jiné substituce, pokud existuj́ı.

Substituci (2.20) můžeme zapsat ekvivalentńım zp̊usobem

A = a2 + ab+ b2 = (a− b)2 + 3ab,

takže pro všechny substituce, jež řeš́ı diofantickou rovnici (2.18), resp. (2.19), muśı
být č́ıslo (a− b)2 + 3ab vyjádřitelné ve tvaru

Y 2 + 3XZ = A = (a− b)2 + 3ab.

Ze všech dvojic a, b jsou proto v substitućıch (2.20), (2.27), (2.28) využitelné jen
takové, pro něž plat́ı

a− b = Y, ab = XZ, (2.29)

3ab(a− b) = 3XZY. (2.30)
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Sečteńım (2.28) a (2.30) dostaneme 6a2b = 6aXZ = z + 3XY Z, což je ale spor,
protože d́ıky nesoudělnosti x, z plat́ı, že X - z. Takže ani substituce (2.20), (2.27),
(2.28) neřeš́ı rovnici (2.18).

Aby byl d̊ukaz neřešitelnosti Fermatovy rovnice (2.8) úplný, je potřeba zjis-
tit, zda náhodou neexistuj́ı ještě jiné substituce pro řešeńı rovnice A3 = x2 +
xz + z2, a pokud ano, dokázat spor s podmı́nkami řešitelnosti Fermatovy rovnice
(2.15), (2.16), (2.17) pro každou z nich. K tomu již s elementárńı matematikou
nevystač́ıme.

K nalezeńı úplné množiny substitućı pro nesoudělná č́ısla x, z použijeme vlast-
nost́ı Eisensteinových č́ısel [3]. Profesionálńım matematik̊um jsou Eisensteinova
č́ısla a jejich vlastnosti dobře známy z teorie č́ısel. Pro čtenáře např. z řad stu-
dent̊u, kteř́ı se ještě s Eisensteinovými č́ısly nesetkali, uvedeme stručně přehled
základńıch vlastnost́ı těchto č́ısel.

Množina a+ bω, a, b ∈ Z, kde ω = − 1
2 +

√
3
2 i je komplexńı třet́ı odmocnina z

jedné, tvoř́ı podobor oboru komplexńıch č́ısel C. Tento obor se nazývá Eisenstei-
nova celá č́ısla.

Obor Eisensteinových č́ısel má šest jednotkových prvk̊u ±1, ±ω, ±ω2 a pro
ω plat́ı, že ω = e(2π/3)i. A d́ıky tomu také muśı platit ωω2 = ω3 = (e(2π/3)i)3 =
e2πi = 1 a ω+ω2 = e(2π/3)i+e(4π/3)i = e(2π/3)i+e−(2π/3)i = −1, čili ω2+ω+1 = 0.

Rozložeńı Eisensteinových č́ısel v komplexńı rovině ukazuje obrázek 1.

Obrázek 1. Eisensteinova č́ısla v komplexńı rovině.

Č́ısla ve vzorci (2.19) tvaru x2+xz+z2 jsou tzv. Löschova č́ısla [2], jež maj́ı řadu
praktických aplikaćı, včetně např. využit́ı při r̊uzných optimalizaćıch využ́ıvaj́ıćıch
hexagonálńıch śıt́ı.

Pokud na výraz x2 + xz + z2 budeme na chv́ıli pohĺıžet jako na trojčlen s
neurčitou x, jenž je sestrojen nad nějakým oborem integrity, pak jej pomoćı
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Viètových vzorc̊u můžeme rozložit na součin kořenových dvojčlen̊u

x2 + xz + z2 = (x− zω1)(x− zω2) = x2 + x(−zω1 − zω2) + z2ω1ω2,

kde zω1, zω2 jsou kořeny tohoto trojčlenu a muśı pro ně platit zω1 + zω2 = −z,
zω1zω2 = z2, čili (při z 6= 0) ω1+ω2 = −1 a ω1ω2 = 1. Když tedy polož́ıme ω1 = ω
a ω2 = ω2, kde ω je jednotkový prvek v oboru Eisensteinových č́ısel, je vidět, že v
tomto oboru plat́ı rozklad x2 + xz + z2 = (x− zω)(x− zω2).

Dı́ky tomu, že 1 + ω + ω2 = 0, můžeme při násobeńı nebo umocňováńı Eisen-
steinových č́ısel vyjádřit vyšš́ı mocniny ωj prostřednictv́ım nulté a prvńı mocniny
ω, protože pomoćı vzorce ω2 = −1−ω můžeme podle potřeby opakovaně snižovat
vyšš́ı hodnoty exponentu o jedničku.

V oboru Eisensteinových č́ısel je stejně jako v C definována norma vzorcem

N(α) = |α|2 = αα∗ = (a+ bω)(a+ bω2),

kde α∗ = (a+ bω2) je tzv. konjugované č́ıslo, což je obdoba komplexně sdruženého
č́ısla v C. Plat́ı N(α) = (a+ bω)[a− b(1 +ω)] = (a+ bω)(a− b− bω). Eisensteinovo
č́ıslo (x− zω) má tedy normu

N(x− zω) = (x− zω)(x− zω2) = x2 + xz + z2,

což je výše zmı́nené Löschovo č́ıslo, jež se vyskytuje ve zkoumané diofantické rov-
nici (2.19). Norma je také Eisensteinovo č́ıslo, nebot’ do oboru Eisensteinových
č́ısel patř́ı rovněž všechna celá č́ısla. Z definice normy je patrné, že Eisensteinova
č́ısla a č́ısla k nim konjugovaná maj́ı stejnou normu. Jelikož norma je vzhledem k
x, z symetrická, muśı také platit N(x−zω) = N(z−xω) = x2+xz+z2. Plat́ı také,
že norma součinu se rovná součinu norem. Norma všech šesti jednotkových prvk̊u
Eisensteinova oboru má hodnotu 1, tud́ıž také všech šest jednotkových násobk̊u
Eisensteinova č́ısla x − zω a šest k nim konjugovaných Eisensteinových č́ısel má
stejnou normu x2 +xz+ z2. A vzhledem k symetrii této normy v̊uči x, z bude mı́t
stejnou normu ještě daľśıch dvanáct Eisensteinových č́ısel s prohozenými č́ısly x, z
u souřadnic v komplexńı rovině a žádné jiné.

Eisensteinova č́ısla tvoř́ı dokonce Euklidovský obor (funguje tam Euklid̊uv al-
goritmus), takže rozklad každého Eisensteinova č́ısla na prvočinitele je až na volbu
jednotkového prvku jednoznačný. Tyto prvočinitele nazýváme Eisensteinova prvo-
č́ısla. Vyznačuj́ı se t́ım, že maj́ı prvoč́ıselnou normu. Plat́ı také, že když Eisenstei-
novo č́ıslo α děĺı Eisensteinovo č́ıslo β, tak N(α)|N(β). Lze ukázat, že (x− zω) a
(x − zω2) jsou nesoudělná Eisensteinova č́ısla. Označme největš́ı společný dělitel
č́ısel (x− zω) a (x− zω2) jako δ. Součet a rozd́ıl těchto dvou Eisensteinových č́ısel
muśı být dělitelný č́ıslem δ. Plat́ı (x−zω)+(x−zω2) = (x−zω)+x+z+zω = 2x+z
a (x−zω)−(x−zω2) = (x−zω)−(x+z+zω) = −z−2zω = −z(1+2ω). Č́ıslo 2x+z
lež́ı na reálné č́ıselné ose Re, č́ıslo −z(1+2ω) lež́ı na imaginárńı ose Im (viz obr. 1).
Č́ısla x, z jsou podle předpokladu nesoudělná, takže δ = gcd(1 + 2ω, 2x+ z). Č́ıslo
1 + 2ω má prvoč́ıselnou normu N(1 + 2ω) = 3, je to tedy Eisensteinovo prvoč́ıslo,
a má-li být soudělné s přirozeným č́ıslem 2x+ z, muśı platit (1 + 2ω) | (2x+ z) a
norma č́ısla 2x+ z muśı být násobkem č́ısla 3. Ale podle předpokladu plat́ı 3 - x,
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3 | z, takže 3 - (2x + z) a gcd(1 + 2ω, 2x + z) = 1. δ proto muśı být jednotkový
prvek Eisensteinova oboru. Č́ısla (x− zω) a (x− zω2) jsou tud́ıž nesoudělná.

Má-li platit (x − zω)(x − zω2) = A3, muśı existovat celá č́ısla a, b taková, že
činitelé (x−zω) a (x−zω2) jsou v oboru Eisensteinových č́ısel třet́ımi mocninami,
tj. A3 = (a − bω)3(a − bω2)3. Pro x − zω = (a − bω)3 obdrž́ıme po umocněńı
a3−3a2bω+3ab2ω2−b3 = (a3−3ab2−b3)−(3a2b+3ab2)ω, odkud x = a3−3ab2−b3
a z = 3a2b + 3ab2. To odpov́ıdá substitućım (2.27), (2.28). Dosazeńım r̊uzných
hodnot a, b se můžeme přesvědčit, že tyto substituce generuj́ı jiná řešeńı rovnice
(2.19) než substituce (2.23), (2.24). Ukážeme výčtem všech možnost́ı, že daľśı
substituce, vyplývaj́ıćı z rozkladu trojčlenu x2 + xz + z2 v oboru Eisensteinových
č́ısel, poskytuj́ı (až na př́ıpadná opačná znaménka) stejné hodnoty x a z jako vzorce
(2.23), (2.24) a (2.28).

Pokud vyṕı̌seme do tabulky 1 všech 24 možných tvar̊u Eisensteinových č́ısel

Parametrizovaná Eisensteinova č́ısla x− zω s normou x2 + xz + z2:

1 (a− bω)3 = (a3 − 3ab2 − b3) − (3a2b + 3ab2)ω = −(b− aω2)3 20

2 −(a− bω)3 = −(a3 − 3ab2 − b3) + (3a2b + 3ab2)ω = (b− aω2)3 19

3 ω(a− bω)3 = (3a2b + 3ab2) + (a3 + 3a2b− b3)ω = −ω(b− aω2)3 22

4 −ω(a− bω)3 = −(3a2b + 3ab2) − (a3 + 3a2b− b3)ω = ω(b− aω2)3 21

5 ω2(a− bω)3 = −(a3 + 3a2b− b3) − (a3 − 3ab2 − b3)ω = −ω2(b− aω2)3 24

6 −ω2(a− bω)3 = (a3 + 3a2b− b3) + (a3 − 3ab2 − b3)ω = ω2(b− aω2)3 23

7 (a− bω2)3 = (a3 + 3a2b− b3) + (3a2b + 3ab2)ω = −(b− aω)3 14

8 −(a− bω2)3 = −(a3 + 3a2b− b3) − (3a2b + 3ab2)ω = (b− aω)3 13

9 ω(a− bω2)3 = −(3a2b + 3ab2) + (a3 − 3ab2 − b3)ω = −ω(b− aω)3 16

10 −ω(a− bω2)3 = (3a2b + 3ab2) − (a3 − 3ab2 − b3)ω = ω(b− aω)3 15

11 ω2(a− bω2)3 = −(a3 − 3ab2 − b3) − (a3 + 3a2b− b3)ω = −ω2(b− aω)3 18

12 −ω2(a− bω2)3 = (a3 − 3ab2 − b3) + (a3 + 3a2b− b3)ω = ω2(b− aω)3 17

Parametrizovaná Eisensteinova č́ısla z − xω s normou x2 + xz + z2:

13 (b− aω)3 = (b3 − 3ba2 − a3) − (3b2a + 3ba2)ω = −(a− bω2)3 8

14 −(b− aω)3 = −(b3 − 3ba2 − a3) + (3b2a + 3ba2)ω = (a− bω2)3 7

15 ω(b− aω)3 = (3b2a + 3ba2) + (b3 + 3b2a− a3)ω = −ω(a− bω2)3 10

16 −ω(b− aω)3 = −(3b2a + 3ba2) − (b3 + 3b2a− a3)ω = ω(a− bω2)3 9

17 ω2(b− aω)3 = −(b3 + 3b2a− a3) − (b3 − 3ba2 − a3)ω = −ω2(a− bω2)3 12

18 −ω2(b− aω)3 = (b3 + 3b2a− a3) + (b3 − 3ba2 − a3)ω = ω2(a− bω2)3 11

19 (b− aω2)3 = (b3 + 3b2a− a3) + (3b2a + 3ba2)ω = −(a− bω)3 2

20 −(b− aω2)3 = −(b3 + 3b2a− a3) − (3b2a + 3ba2)ω = (a− bω)3 1

21 ω(b− aω2)3 = −(3b2a + 3ba2) + (b3 − 3ba2 − a3)ω = −ω(a− bω)3 4

22 −ω(b− aω2)3 = (3b2a + 3ba2) − (b3 − 3ba2 − a3)ω = ω(a− bω)3 3

23 ω2(b− aω2)3 = −(b3 − 3ba2 − a3) − (b3 + 3b2a− a3)ω = −ω2(a− bω)3 6

24 −ω2(b− aω2)3 = (b3 − 3ba2 − a3) + (b3 + 3b2a− a3)ω = ω2(a− bω)3 5

Tabulka 1. Seznam Eisensteinových č́ısel s normou x2 + xz + z2. Nejsou zahrnuta č́ısla (a3 +
a2b+ab2)−(a2b+ab2+b3)ω a jejich jednotkové násobky z vyloučených substitućı (2.21), ((2.22).

s normou x2 + xz + z2 s výjimkou takových, jež vzniknou pomoćı (2.21), (2.22),
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obdrž́ıme dvanáct r̊uzných substitućı (č́ısla řádk̊u 1 až 12), které v oboru Eisen-
steinových č́ısel řeš́ı rovnici A3 = x2 + xz + z2 (č́ısla v pravém krajńım sloupci
tabulky ukazuj́ı, s kterým jiným pořadovým č́ıslem řádku nastává shoda).

Jak je vidět z tabulky, čtyři substituce, konkrétně č. 3, 4, 9 a 10, kde x =
±(3b2a + 3ba2), jsou ve sporu s předpokladem 3 - x. Zbylých osm substitućı je
založeno (až na př́ıpadné znaménko) na vzorćıch (2.23), (2.24) a (2.28), u nichž
jsme došli ke sporu s podmı́nkami řešitelnosti Fermatovy rovnice (2.8). Rovnice
(2.18) je proto v oboru přirozených č́ısel při podmı́nkách (2.13), (2.14), (2.15)
neřešitelná, jelikož jiné parametrizace rovnice (2.18) neexistuj́ı. Z toho pak vyplývá
neřešitelnost rovnice (2.8).

Zbývá př́ıpad 3 | x a 3 | y. Vzhledem k symetrii (2.8) v̊uči x a y stač́ı uvažovat
např. jen př́ıpad 3 | y. Budou platit obdobné rovnice jako v př́ıpadě 3 | z, jen
faktor 3 bude nyńı obsažen v č́ısle y a faktor 9 bude svázán s Y 3. Rovnice (2.9) až
(2.15) se změńı na

x− 3k = z − y = X3,

y − 3k = z − x = 9Y 3,

z + 3k = x+ y = Z3 = X3 + 9Y 3 + 6k,

3k = x+ y − z = 3XY Z.

Odtud vyjádř́ıme x, y, z pomoćı X, Y , Z a z toho pak plyne obdoba rovnice (2.18),
tj.

(3Y 2 + ZX)3 = x2 + xz + z2. (2.31)

K řešeńı diofantické rovnice (2.31) použijeme zase substituce (2.23), (2.24) a z
jejich rozd́ılu obdrž́ıme

z − x = 2a3 + 3a2b− 3ab2 − 2b3,

9Y 3 = 2(a3 − b3) + 3ab(a− b). (2.32)

Ale ze substitućı (2.23), (2.24) a podmı́nek 3 - x, 3 - z plyne, že 3 - (a3 − b3),
takže levá strana (2.32) nemůže mı́t faktor 3. Dospěli jsme tedy opět ke sporu.
Jiné substituce k řešeńı (2.31) nelze použ́ıt, protože použit́ım substitučńı rovnice
(2.28) by č́ıslo x nebo z obsahovalo faktor 3, což se neslučuje s podmı́nkou 3 | y.
Diofantická rovnice (2.31) proto nemá řešeńı.

T́ım je Fermatova věta pro exponent p=3 dokázána. �

3. Několik dalš́ıch d̊usledk̊u fermatovy věty

Rovnici (2.3) lze pomoćı (2.1) a (2.2) přepsat také do tvaru identity

x+ y = 3
√
x3 + y3 +

3

√
3(x+ y)( 3

√
x3 + y3 − x)( 3

√
x3 + y3 − y). (3.1)

Z této identity je vidět, že každé přirozené č́ıslo větš́ı než 1 lze zapsat jako součet
odmocnin tvaru (3.1). A jelikož plat́ı Fermatova věta, tak d́ılč́ı odmocniny ve
vzorci (3.1) jsou vždy iracionálńımi č́ısly. Použijeme-li např. k vyjádřeńı č́ısla 9
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dvou r̊uzných součt̊u 5+4 a 8+1, pak při využit́ı (3.1) dostaneme

9 =
3
√

53 + 43 +
3

√
3(5 + 4)(

3
√

53 + 43 − 5)(
3
√

53 + 43 − 4),

9 =
3
√

83 + 13 +
3

√
3(8 + 1)(

3
√

83 + 13 − 8)(
3
√

83 + 13 − 1),

odkud porovnáńım a po daľśı úpravě obdrž́ıme rovnost

3
√

7 +
3

√
(

3
√

189− 5)(
3
√

189− 4) =
3
√

19 +
3

√
(

3
√

513− 8)(
3
√

513− 1).

To otv́ırá možnost generovat takovéto rovnosti třeba pro d̊ukazové úlohy matema-
tických olympiád. Zmiňme ještě, že d́ıky identitám (2.1) a (2.2) plat́ı

3(x+ y)(z − x)(z − y) = 3(x+ y)[xy + z2 − z(x+ y)] = 3(x+ y)(xy − 3kz),

odkud
xy = 3kz + (z − x)(z − y). (3.2)

Dı́ky tomu lze součin celých č́ısel xy, x 6= −y, vyjádřit pomoćı součtu součin̊u
iracionálńıch č́ısel zase takovouto identitou:

xy =
3

√
3(x+ y)

(
3
√
x3 + y3 − x

)(
3
√
x3 + y3 − y

)
· 3
√
x3 + y3

+
(

3
√
x3 + y3 − x

)(
3
√
x3 + y3 − y

)
.

Tak můžeme třeba pro č́ıslo −20 obdržet rovnosti

−1 · 20 =
3

√
57
(

3
√

7999− 20
)(

3
√

7999 + 1
)
· 3
√

7999 +
(

3
√

7999− 20
)(

3
√

7999 + 1
)

= 5 · (−4) =
3

√
3
(

3
√

61− 5
)(

3
√

61 + 4
)
· 3
√

61 +
(

3
√

61− 5
)(

3
√

61 + 4
)

= 4 · (−5) = 4 ·
[

3

√
−12

(
3
√
−124 + 5

)(
3
√
−124− 1

)
· 3
√
−124

+ ( 3
√
−124 + 5)( 3

√
−124− 1)

]
= −4 · 5 = −4 ·

[
3

√
18
(

3
√

126− 5
)(

3
√

126− 1
)
· 3
√

126

+
(

3
√

126− 5
)(

3
√

126− 1
)]
,

odkud vid́ıme, jak odlǐsné může být vyjádřeńı téhož celého č́ısla pomoćı ira-
cionálńıch č́ısel.

Rovnici (3.2) lze d́ıky (2.9) a (2.10) také zapsat ve tvaru xy − 3kz = X3Y 3.
Za povšimnut́ı rovněž stoj́ı, že součin xy muśı být vyjádřitelný ve formě rozd́ılu
třet́ıch mocnin

xy = (3Z2)3 − (3Z2 −XY )3, (3.3)

což lze odvodit např. z identity 3xy(x+ y) = (x+ y)3 − (x3 + y3) dosazeńım 9Z3

za x + y a z3 za x3 + y3. Proto x a y muśı být podle Viètových vzorc̊u kořeny
kvadratické rovnice

t2 − 9Z3t+ [(3Z2)3 − (3Z2 −XY )3] = 0, (3.4)
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nebot’ (t− x)(t− y) = t2 − (x+ y)t+ xy = 0.
Z (3.2) a (3.3) také plyne, že 3kz = (3Z2)3−(3Z2−XY )3−(XY )3, což odpov́ıdá

tomu, že 3(3Z2)(3Z2−XY )(XY ) = (3Z2)3− (3Z2−XY )3− (XY )3 je identita. A
protože má podle (2.11) platit 3k + z = 9Z3, muśı být 3k a z kořeny kvadratické
rovnice

t2 − 9Z3t+ [(3Z2)3 − (3Z2 −XY )3 − (XY )3] = 0, (3.5)

nebot’ (t− 3k)(t− z) = t2 − (3k + z)t+ 3kz = 0.
Paraboly (3.4) a (3.5) se tedy lǐśı jen vertikálńım posunem o (XY )3. Pokud

bychom znali správné hodnoty X a Y , mohli bychom d́ıky tomuto poznatku
určit správnou hodnotu Z graficky. Na vodorovné souřadnicové ose t vyneseme
úsečku délky X3 + Y 3, v koncových bodech vztyč́ıme kolmice délky X3Y 3 a se-
stroj́ıme obdélńık - v obrázku 2 naznačený čárkovaně. Vrcholem [3k,X3Y 3] a vr-
cholem [z,X3Y 3] tohoto obdélńıka vedeme př́ımky r a s osově souměrné podle
společné vertikálńı osy čárkovaného obdélńıka a paraboly (3.4). Otáčeńı př́ımek
r a s kolem vrchol̊u [3k,X3Y 3], [z,X3Y 3] umožňuje naj́ıt na vertikálńı ose bod
[(9Z3)/2, 3(XY Z)2/2] a na horizontálńı ose t body [0, 0] a [9Z3, 0] = [X3 + Y 3 +
6XY Z, 0]. Pro směrnici př́ımek pak bude platit tanα = ±(X3Y 3)/3XY Z =
±(3(XY Z)2)/(9Z3) = ±(X2Y 2)/(3Z). Existuje jen jedna poloha př́ımek r a s,
kde to plat́ı, protože při otáčeńı se zmenšováńım úhlu α úsek vyt’atý př́ımkami r
a s na vodorovné ose t prodlužuje, jinými slovy k hodnotě 3XY Z se při otáčeńı
př́ımky s bĺıž́ıme zdola, zat́ımco vertikálńı souřadnice pr̊useč́ıku s osou obdélńıka
se zmenšuje, čili k hodnotě 3(XY Z)2/2 se bĺıž́ıme shora. T́ım je možné graficky
určit hodnoty 3XY Z, 9Z3, a tud́ıž i Z. Bohužel t́ım, ale neńı nikterak garantováno,
že Z je celé č́ıslo. Obr. 2 nám ale může posloužit k lepš́ı představě o tom, s jak
velkými č́ısly máme při řešeńı FLT do činěńı.

Jak již bylo ukázáno, když 3 | z, tak z (2.15) plyne, že 3 | Z. Proto x + y =
3k + z = 9Z3 je násobkem č́ısla 35 = 243. Z tabulek goniometrických funkćı lze
zase vyč́ıst, že tan(89◦50′)

.
= 343,7731. Stač́ı tedy, aby poměr (X2Y 2)/3Z byl větš́ı

než tato hodnota a sklon př́ımek r a s se bude velmi bĺıžit k 90◦.
Daľśım d̊usledkem platnosti Fermatovy věty je např. to, že diofantické rovnice

(3XY Z +X3)3 + (3XY Z + Y 3)3 = (3XY Z +X3 + Y 3)3

= (9Z3 − 3XY Z)3,
(3.6)

(z −X3)3 + (z − Y 3)3 = z3 (3.7)

nemaj́ı v oboru přirozených č́ısel řešeńı. Rovnice (3.6) vyplývá z (2.13), (2.14) a
(2.15), rovnice (3.7) vznikne dosazeńım ze vztah̊u (2.9) a (2.10) do (2.8).

Důsledkem platnosti Fermatovy věty je také to, že k sečně s1 křivky f(t) = t3,
jež procháźı body s celoč́ıselnými souřadnicemi [z, z3], [x, x3], nemůže existovat
rovnoběžná sečna s2, procházej́ıćı body [y, y3], [3k, 0]. Plyne to z (2.10) a (2.14),
protože směrnice takové sečny je tanβ = (z3 − x3)/(z − x) = z2 + zx + x2 =
y3/(y − 3k) = y3/Y 3 = (Y 2 + 3XZ)3. A o rovnici (2.18) jsme dokázali, že v
oboru přirozených č́ısel nemá řešeńı. Rovnici (2.18) lze zapsat s využit́ım (2.10)
také ve tvaru 3xz = (Y 2 + 3XZ)3 − (Y 2)3 nebo po dosazeńı z (2.13) a (2.15) ve
tvaru 9XZ(X2 + 3Y Z)(3Z2 − XY ) = (Y 2 + 3XZ)3 − (Y 2)3. Součin xz lze též
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Obrázek 2. Grafické určeńı hodnoty Z.

nahradit výrazy xz = ((z+x)/2)2−((z−x)/2)2 = ((9Z3+X3)/2)2−(Y 3/2)2 nebo
xz = ((3XZ+(X2+3Y Z)(3Z2−XY ))/2)2−((3XZ−(X2+3Y Z)(3Z2−XY ))/2)2,
odkud bychom dostali daľśı neřešitelné diofantické rovnice.

Existuje celá řada jiných diofantických rovnic, jež jsou ekvivalentńı s Ferma-
tovou rovnićı (2.8), a nemaj́ı tud́ıž řešeńı. Např. rovnice (z3)3 − (x3)3 − (y3)3 =
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3(xyz)3, která by v př́ıpadě platnosti z3 = x3 + y3 byla identitou. S Fermatovou
rovnićı z3 = x3 + y3 jsou ekvivalentńı také např. rovnice

(x+ y)3 − (z − x)3 − (z − y)3 − (x+ y − z)3 = 6xyz,

(x+ y)3 − (z − x)3 − (z − y)3 = 6xyz + 3(x+ y)(z − x)(z − y),

(z − x)[(z − x)2 + 3(z + x)2] = 4y3,

jak lze ověřit výpočtem. Podobně neńı řešitelná žádná diofantická rovnice ekviva-
lentńı s rovnićı

9Z3 − 6XY Z = X3 + Y 3, (3.8)

kterou dostaneme z (2.15). Kdybychom pomoćı vzorce pro kubické rovnice sepa-
rovali v (3.8) např. proměnnou Z, obdrž́ıme

Z =
4 3
√

2XY + 3
√

4 3
√

((3X3 +
√

(9X6 − 14X3Y 3 + 9Y 6) + 3Y 3)2)

6 3
√

(3X3 +
√

(9X6 − 14X3Y 3 + 9Y 6) + 3Y 3)
, (3.9)

jak lze pohodlně ověřit pomoćı webu http://www.wolframalpha.com.
Substitućı Z = (X + Y )/r, r ∈ R+, lze rovnici (3.9) zapsat ve tvaru

9((X + Y )/r)3 − [(X + Y )3 − 3XY (X + Y )]− 6XY ((X + Y )/r) = 0,

9(X + Y )2(1/r)3 − [(X + Y )2 − 3XY ]− 6XY (1/r) = 0,

9(X + Y )2 − [(X + Y )2 − 3XY ]r3 − 6XY r2 = 0,

(r3 − 6r2 + 18)XY − (r3 − 9)(X2 + Y 2) = 0,

−(6r2 − 27)XY − (r3 − 9)(X2 + Y 2 −XY ) = 0,

(9− r3)/(6r2 − 27) = XY/(X2 + Y 2 −XY ). (3.10)

Dı́ky nerovnosti (X−Y )2 > 0 plat́ı vždy X2+Y 2−XY > XY . Zlomek XY/(X2+
Y 2−XY ) na pravé straně (3.10) bude proto vždy menš́ı než 1. Zaj́ımá nás, pro jaké
hodnoty r je zlomek (9 − r3)/(6r2 − 27) na levé straně (3.10) kladný, ale menš́ı
než 1, aby se obě strany (3.10) mohly rovnat. To snadno zjist́ıme vyšetřeńım
pr̊uběhu funkce f(r) = (9 − r3)/(6r2 − 27). Předně je vidět, že f(r) má dva
body nespojitosti, kde funkce neńı definována. Jsou to body odpov́ıdaj́ıćı kořen̊um
kvadratické rovnice 6r2 − 27 = 0, čili r = ±3/

√
2
.
= ±2,121320. Pro všechna

r > 3/
√

2 je jmenovatel zlomku (9 − r3)/(6r2 − 27) kladné č́ıslo, zat́ımco čitatel
je záporný. Funkce f(r) tud́ıž v této oblasti nesplňuje požadovanou podmı́nku

0 < f(r) < 1, protože je pro r > 3/
√

2 záporná. Funkce f(r) = (9− r3)/(6r2− 27)

je nulová, když 9 − r3 = 0, neboli pro r = 3
√

9
.
= 2,080083. Pro r ∈ (0, 3

√
9)

je jmenovatel zlomku (9 − r3)/(6r2 − 27) kladný a čitatel záporný, jak lze ověřit
dosazeńım. Funkce f(r) je tud́ıž na tomto intervalu záporná. Podmı́nce 0 < f(r) <

1 lze proto při r ∈ R+ vyhovět jen pro r z intervalu ( 3
√

9, 3/
√

2)
.
= (2,08, 2,12).

Dostáváme tak podmı́nku řešitelnosti rovnice (3.9) ve tvaru 3
√

9 < (X + Y )/Z <

3/
√

2. Graf pr̊uběhu funkce f(r) je pro ilustraci zachycen na obrázku 3, kde je
vyznačen také př́ıpustný interval funkčńıch hodnot mezi nulou a jedničkou.

http://www.wolframalpha.com


44 P. GOLAN

Obrázek 3. Graf funkce f(r) = (9− r3)/(6r2 − 27).

Uved’me na závěr bez odvozováńı řadu ekvivalentńıch diofantických rovnic, jež
na množině kladných č́ısel maj́ı stejné řešeńı (3.9):

3((3Z3)/2)2 + ((X3 − Y 3)/2)2 = (3Z2 −XY )3,

(9Z3)3 − (X3)3 − (Y 3)3 = 3XY Z
[
6(3Z2 −XY )(X2 + 3Y Z)(Y 2 + 3XZ)

+ (3XY Z)2
]
,

(9Z3)2 + (X3)2 + (Y 3)2 = 3(3Z2 −XY )(X2 + 3Y Z)(Y 2 + 3XZ)

+X3Y 3 − 9Z3(X3 + Y 3),

(9Z3)2 + (X3)2 + (Y 3)2 = 9XY Z(9Z3 −X3 − Y 3 − 2XY Z)

− 2X3Y 3 + 18Z3(X3 + Y 3),

(Y 2 + 3XZ)3 = (9Z3 − 3XY Z)2 + (9Z3 − 3XY Z)(X3 + 3XY Z)

+ (X3 + 3XY Z)2,

(3Z3)2 + 3Z3X
3 − Y 3 − 3Z3

2

+

(
X3 − Y 3 − 3Z3

2

)2

=
(X3 + 3XY Z)3 + (Y 3 + 3XY Z)3

(3Z)3
,

[(X + Y )3 − (2Z)3 − Z3][3Z(X + Y − Z)−XY ] = XY (3Z −X − Y )3,

(9Z3 −X3 + Y 3)(9Z3 +X3 − Y 3) = 4XY (X2 + 3Y Z)(Y 2 + 3XZ),

3XY (X + Y − 2Z) = (X + Y )3 − (2Z)3 − Z3,
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3(X + Y − 2Z)[3Z(X + Y − Z)−XY ] = (3Z −X − Y )3,

[X + Y − 2Z][(X + Y )2 + (X + Y )2Z + (2Z)2 − 3XY ] = Z3,

[X + Y − 2Z][(X − Y )2 − (X − Y )(2Z +X) + (2Z +X)2] = Z3,

[X + Y − 2Z][(X − Y )3 + (2Z +X)3] = (2X − Y + 2Z)Z3,

3(X + Y − 2Z)(X − Z)(Y − Z) = (X + Y − 2Z)3 + (X + Y )3

− (X + Y − Z)3 − (2Z)3,

(X + Y − Z)3 − 3(X + Y )(Z −X)(Z − Y ) = (2Z)3 − 6XY Z,

16Z3 − 6XY Z = (X + Y )3 − (Z −X)3

− (Z − Y )3 − 3(X + Y )(Z −X)(Z − Y ),

3(X + Y )(Z −X)(Z − Y ) = (X + Y )3 − (Z −X)3

− (Z − Y )3 − 7Z3 −X3 − Y 3,

[(Y 3)2 + 3(9Z3 +X3)2] = 4(Y 2 + 3XZ)3,

[X + Y − 2Z][(Y − 2Z − 2X)2 + 3(Y + 2Z)2] = 4Z3,

Z[3((2X + 2Y − Z)/2)2 + (Z/2)2] = (2Z)3 + (Z −X)3 + (Z − Y )3,

Z
[
(2X + 2Y − Z)2 − (2X + 2Y − Z)(X + Y − Z) + (X + Y − Z)2

]
= (2Z)3 + (Z −X)3 + (Z − Y )3,

(3Z2 −XY )(X2 + 3Y Z)− Y (Y 3 + 3XY Z) = 3X2Z2,

(X2 + 3Y Z)(Y 2 + 3XZ) = 3Z(9Z3 − 3XY Z) +X2Y 2,

XY (X2 + 3Y Z)(Y 2 + 3XZ) = (3Z2)3 − (3Z2 −XY )3,

9XZ(X2 + 3Y Z)(3Z2 −XY ) = (Y 2 + 3ZX)3 − (Y 2)3,

(9Z3 +X3 − Y 3)(9Z3 −X3 + Y 3) = 4[(3Z2)3 − (3Z2 −XY )3],

(9Z3 +X3 − Y 3)3 + (9Z3 −X3 + Y 3)3 = (9Z3 +X3 + Y 3)3,

(3Z)3[(3Z2 −XY )2]3 = X3[Y (Y 3 + 3XY Z) + 3Z2X2]3

+ Y 3[X(X3 + 3XY Z) + 3Z2Y 2]3,

(X + Y )3 − (2Z)3 = (X + Y − Z)3 + (Z −X)3 + (Z − Y )3,

(9Z3 +X3 + Y 3)3 + (6XY Z)3 = (9Z3 +X3 − Y 3)3

+ (9Z3 −X3 + Y 3)3 + (9Z3 −X3 − Y 3)3,

(9Z3 − 6XY Z)3 = (X3)3 + 3(X2Y )3 + 3(XY 2)3 + (Y 3)3,

3([(3Z2)3 − (3Z2 −XY )3])(X3 − Y 3) = (X3 + 3XY Z)3

− (Y 3 + 3XY Z)3 − (X3 − Y 3)3.

Př́ımý d̊ukaz neřešitelnosti kterékoli z těchto rovnic bude proto znamenat daľśı

nový d̊ukaz FLT pro p = 3. Speciálně prvńı rovnice 3( 3Z3

2 )2 + (X
3−Y 3

2 )2 =
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(3Z2 − XY )3, která se ve tvaru 3v2 + u2 = s3 vyskytuje v klasických d̊ukazech
neřešitelnosti Fermatovy rovnice (2.8), nab́ıźı d́ıky dodatečným podmı́nkám, jež
vyplývaj́ı ze znalosti potřebné vnitřńı struktury v, u, s, snazš́ı a kratš́ı d̊ukaz bez
nutnosti použit́ı d̊ukazové metody nekonečného sestupu.

4. Závěr

Fermatovu rovnici v součtovém tvaru (1.1) lze převést do součinového tvaru i pro
libovolný jiný prvoč́ıselný exponent p > 3. Na rozd́ıl od př́ıpadu p = 3 však bude
součinový tvar kromě p(x+ y)(z − x)(z − y) ještě obsahovat daľśıho činitele W =
(x+y−z)p/[p(x+y)(z−x)(z−y)], takže (pk)p = p(x+y)(z−x)(z−y)W , a rovnice
(3.8) změńı sv̊uj tvar na p(p−1)Zp − 2pXY ZW = Xp + Y p. Důkaz neřešitelnosti
této rovnice by znamenal nalezeńı d̊ukazu Fermatovy věty pro libovolný exponent.
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fyzikálńı fakulty Univerzity Karlovy za podnětné připomı́nky. Velký d́ık patř́ı také
profesoru Ing. Miroslavu Valachovi, CSc. ze San José State Univertity, Califor-
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Software, nyńı je v d̊uchodu,

e-mail : petrgolan@volny.cz



Kvaternion 1–2/2021, 47–57 47

HYPOTÉZA FRANCISZKA JAKÓBCZYKA O MERSENNOVÝCH

ČÍSLECH

JIŘÍ KLAŠKA

Abstrakt. Před 70-ti lety formuloval polský kněz a matematik Franciszek Jakób-

czyk zaj́ımavý a obt́ıžný problém týkaj́ıćı se Mersennových č́ısel. Do dnešńı doby
z̊ustává problém nevyřešen. Následuj́ıćı článek poskytne čtenáři základńı přehled o

problematice Mersennových č́ısel, Jakóbczykově hypotéze a jej́ı souvislosti s Wiefe-

richovými prvoč́ısly.

1. Marine Mersenne a jeho prvoč́ısla

Přirozené č́ıslo m nazýváme dokonalé, je-li rovno součtu všech svých dělitel̊u
menš́ıch než m. Např́ıklad č́ısla 6, 28, 496, 8128 jsou dokonalá, protože plat́ı:

6 = 1 + 2 + 3,

28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14,

496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248,

8128 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 32 + 64 + 127 + 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064.

Kolem roku 300 př. n. l. dokázal řecký matematik Euklides (Základy, Kniha IX,
Tvrzeńı 36) následuj́ıćı implikaci:

Je-li 2n − 1 prvoč́ıslo, pak č́ıslo 2n−1(2n − 1) je dokonalé. (1)

Původńı formulaci Euklidova tvrzeńı (1) a jeho d̊ukaz může čtenář nalézt v českém
překladu Základ̊u z roku 1907 od Frantǐska Serv́ıta (1848–1923). Viz [46, str. 154–
155]. Téměř o dva tiśıce let později, v roce 1640, dokázal francouzský matematik
Pierre de Fermat (1601–1665) následuj́ıćı tři tvrzeńı [10, str. 12], která považoval
za základńı objevy týkaj́ıćı se dokonalých č́ısel.

Věta 1.1 (Fermat, 1640). Plat́ı:

(i) Je-li n ∈ N složené č́ıslo, pak je složené také č́ıslo 2n − 1.
(ii) Je-li n ∈ N prvoč́ıslo, pak 2n děĺı 2n − 2.
(iii) Je-li n ∈ N prvoč́ıslo, pak 2n − 1 je dělitelné pouze prvoč́ısly tvaru 2kn+ 1,

k ∈ N.

Tvrzeńı (i) Věty 1.1 bývá častěji formulováno v ekvivalentńım tvaru (iv), který
je obměnou implikace (i):

2010 MSC. Primárńı 11A41, 11A07, 11-02.
Kĺıčová slova. Mersennova č́ısla, Franciszek Jakóbczyk, Wieferichova prvoč́ısla.
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(iv) Je-li č́ıslo 2n − 1 prvoč́ıslo, pak n je prvoč́ıslo.

Vı́ce informaćı o dokonalých č́ıslech a jejich historii je možno nalézt v prvńım
d́ılu knihy History of the Theory of Numbers [10] od Leonarda Eugena Dicksona
(1874–1954) a také v článćıch [41] a [51]. Přibližně v polovině roku 1640 zaslal
Fermat dopis Marinu Mersennovi (1588–1648), ve kterém ho seznámil se svými
výsledky uvedenými ve Větě 1.1. V roce 1644 pak Mersenne vyslovil v úvodu
knihy Cogitata Physica - Mathematica [37] tvrzeńı, že jedinými prvoč́ısly mezi
č́ısly 2n − 1, kde n ≤ 257, jsou č́ısla maj́ıćı exponenty

n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 67, 127, 257. (2)

Pro zaj́ımavost uved’me, že již v roce 1591 Petrus Bungus v knize Numerorum
Mysteria [7], sestavil seznam 28 č́ısel, která považoval za dokonalá. Mersenne však
prohlásil, že pouze 8 č́ısel z Bungusova seznamu je uvedeno správně a nav́ıc k těmto
osmi č́ısl̊um přidal daľśı tři hodnoty. Tak vznikl seznam (2), obsahuj́ıćı celkem je-
denáct č́ısel [10, str. 12–13]. Č́ısla Mn = 2n−1, kde n ∈ N, dnes nazýváme Mersen-
nova č́ısla. Mersennovým prvoč́ıslem pak rozumı́me č́ıslo Mn, které je prvoč́ıslo.
V pr̊uběhu let se začalo ukazovat, že také Mersenn̊uv seznam neńı správný. Ve
skutečnosti v (2) chyb́ı č́ısla n = 61, 89, 107, pro která je Mn prvoč́ıslo. Nao-
pak, č́ısla n = 67 a 257 do seznamu (2) nepatř́ı, protože jsou složená. Opravený
Mersenn̊uv seznam má tedy tvar

n = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127. (3)

Čtenáře možná překvaṕı, že vytvořit správný seznam (3), se všemi detaily, trvalo
daľśıch 303 let, tedy až do roku 1947. Důvod, proč ověřeńı správnosti trvalo tak
dlouhou dobu, souviśı s nesmı́rně obt́ıžným problémem faktorizace přirozených
č́ısel. Je vhodné zde připomenout, že problém zjistit zda dané přirozené č́ıslo je
prvoč́ıslo, je mnohem lehč́ı než nalézt jeho prvoč́ıselný rozklad.

Vlastnosti dělitel̊u Mersennových č́ısel byly zkoumány řadou autor̊u. Jedno
z d̊uležitých tvrzeńı o tvarech prvoč́ıselných dělitel̊u Mersennových č́ısel objevil
v roce 1750 Leonhard Euler (1707–1783) a v roce 1775 dokázal Joseph Louis
Lagrange (1736–1813).

Věta 1.2 (Euler, 1750). Je-li p prvoč́ıslo, p ≡ 3 (mod 4), pak 2p + 1 děĺı Mp

právě tehdy, když 2p + 1 je prvoč́ıslo. V d̊usledku, jsou-li p ≡ 3 (mod 4) a 2p + 1
prvoč́ısla, pak p = 3 nebo Mp je složené č́ıslo.

Euler rovněž dokázal opačnou implikaci k tvrzeńı (1). Jeho objev byl však pu-
blikován až v roce 1849, tedy 66 let po Eulerově smrti:

Každé sudé dokonalé č́ıslo má tvar 2n−1(2n − 1),

kde n > 1 a 2n − 1 je prvoč́ıslo.
(4)

Tvrzeńı (1) spolu s tvrzeńım (4) dokazuj́ı platnost Euklidovy–Eulerovy věty.

Věta 1.3 (Euklides, Euler). Sudé přirozené č́ıslo je dokonalé právě tehdy, když
je tvaru 2n−1(2n − 1), kde 2n − 1 je prvoč́ıslo.



HYPOTÉZA FRANCISZKA JAKÓBCZYKA 49

Z Euklidovy–Eulerovy věty plyne existence vzájemně jednoznačné korespon-
dence mezi sudými dokonalými č́ısly a Mersennovými prvoč́ısly. Existuje domněn-
ka, že existuje nekonečně mnoho Mersennových prvoč́ısel. Tato domněnka však
nebyla do dnešńı doby dokázána. Rovněž neńı známo, zda existuj́ı lichá dokonalá
č́ısla.

V roce 1876 objevil François Édouard Anatole Lucas (1842–1891) test prvoč́ısel-
nosti Mersennových č́ısel [35, str. 316], který později zjednodušil a dokázal Derric
Henry Lehmer (1905–1991). Lehmerovy výsledky byly publikovány v článćıch [28]
a [29]. Lucas̊uv–Lehmer̊uv test prvoč́ıselnosti Mesennových č́ısel lze formulovat
následovně.

Věta 1.4 (Lucas, Lehmer). Necht’ S1 = 4 a Sk+1 = S2
k − 2 pro k = 1, 2, 3, . . . .

Je-li p liché prvoč́ıslo, pak Mp je prvoč́ıslo právě tehdy, když Mp děĺı Sp−1.

Lucas̊uv-Lehmer̊uv výsledek je použ́ıván k testováńı prvoč́ıselnosti Mersen-
nových č́ısel i v současné době. Daľśı zaj́ımavá vlastnost č́ısel Mn byla dokázána
v [43, str. 91]:

Pokud n děĺı Mp, pak n ≡ ±1 (mod 8) a n ≡ 1 (mod p).

Náročnost problému rozložit Mersennova č́ısla na součin prvoč́ısel přibĺıž́ıme
čtenáři na př́ıkladech exponent̊u n = 67 a n = 257. V roce 1903 Frank Nelson
Cole (1861–1926) rozložil na zasedáńı Americké matematické společnosti v New
Yorku č́ıslo M67 na součin dvou prvoč́ısel [16, str. 17] a t́ım dokázal, že č́ıslo M67

je složené:

267 − 1 = 147573952589676412927 = 193707721× 761838257287.

Důkaz, že č́ıslo M257 je složené, objevil Lehmer v roce 1927. Kompletńı rozklad
č́ısla M257 na součin tř́ı prvoč́ısel byl nalezen teprve v roce 1980 [16, str. 27]. Č́ıslo
M257 tvoř́ı 78 cifer a jeho prvoč́ıselný rozklad má tvar:

M257 = 23158417847463239084714197001737581570653996933128112807891516

8015826259279871

= 535006138814359× 1155685395246619182673033×
× 374550598501810936581776630096313181393.

Podrobnosti o objevech týkaj́ıćıch se Mersennových č́ısel do roku 1935, včetně
kompletńı bibliografie, lze nalézt v článku [2], jehož autorem je Raymond Clare
Archibald (1875–1955). Čtenáři lze rovněž doporučit historické pojednáńı [52] z
roku 1952, které sepsal Horace Scudder Uhler (1872–1956). Chronologický vývoj
jednotlivých objev̊u týkaj́ıćıch se faktorizace Mersennových č́ısel až do roku 1990
lze nalézt ve velmi obsáhlé práci [16], jej́ımž autorem je Haworth Guy.

V roce 1996 založil George Woltman projekt GIMPS [15] (Great Internet Mer-
senne Prime Search), jehož ćılem je hledáńı daľśıch Mersennových prvoč́ısel. Do
dnešńı doby (zář́ı 2021), je známo 51 Mersennových prvoč́ısel. Seznam (3), který
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vznikal v obdob́ı let 1644–1947 má následuj́ıćı, aktuálńı pokračováńı:

521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701,

23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787,

1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917, 20996011, 24036583,

25964951, 30402457, 32582657, 37156667, 42643801, 43112609, 57885161,

74207281, 77232917, 82589933.

(5)

V letech 1948–2021 tedy bylo nalezeno daľśıch 39 Mersennových prvoč́ısel.
Největš́ı v současnosti známé Mersennovo prvoč́ıslo Mn bylo objeveno v roce
2018 a má exponent n = 82589933. Zda je však seznam (5) mezi hodnotami
n = 43112609 a n = 82589933 kompletńı, neńı prozat́ım ověřeno. Je tedy možné, že
mezi uvedenými hodnotami existuj́ı daľśı, prozat́ım neznámá, Mesennova prvoč́ısla.
Aktuálńı informace o vývoji problematiky lze sledovat na internetové stránce
GIMPS [15].

Mersennova č́ısla jsou v současnosti studována předevš́ım v souvislosti s aplika-
cemi velkých prvoč́ısel v teorii kódováńı. Strategický význam tohoto oboru mate-
matiky pro přenos utajovaných zpráv, bankovńıch transakćı a bezpečnost internetu
vyvolává intenzivńı snahu pochopit hlubš́ı zákonitosti světa prvoč́ısel.

2. Jakóbczykova hypotéza

V roce 1951 publikoval polský kněz a matematik Franciszek Jakóbczyk (1905–
1992) následuj́ıćı zaj́ımavou hypotézu [20, str. 127] týkaj́ıćı se dělitel̊u Mersen-
nových č́ısel s prvoč́ıselými exponenty.

Hypotéza 2.1. Bud’ p libovolné prvoč́ıslo. Pak Mersennovo č́ıslo Mp neńı
dělitelné čtvercem žádného prvoč́ısla.

Jinak formulováno, je-li p prvoč́ıslo, pak prvoč́ıselný rozklad Mersennova č́ısla
Mp má tvar Mp = p1×p2×· · ·×pk, kde k ∈ N a p1, p2, . . . , pk jsou navzájem r̊uzná
lichá prvoč́ısla. Na Jakóbczykovu hypotézu upozorňuje rovněž Wac law Sierpiński
(1882–1969) v knize Co wiemy a czego nie wiemy o liczbach pierwszych [47, str.
70], která vyšla ve Varšavě v roce 1961. Ruský překlad knihy [47] vyšel v Moskvě v
roce 1963. Jakóbczykovo jméno se v souvislosti s Hypotézou 2.1 vyskytuje rovněž
v Sierpińského knize A Selection of Problems in the Theory of Numbers [48, str.
92], která vyšla v New Yorku v roce 1964. Ve skutečnosti druhá část knihy [48,
str. 25–97] obsahuje anglický překlad polského vydáńı [47]. Český překlad knihy
[47] pak vyšel v roce 1966.

V kontextu uvedených informaćı je zarážej́ıćı, že v současné době Jakóbczykovo
jméno jako autora Hypotézy 2.1 neńı v̊ubec zmiňováno a je prakticky zapomenuto.
Podrobnosti o životě a d́ıle Franciszka Jakóbczyka může čtenář nalézt v článku [40].

Pro zaj́ımavost uved’me, že ani Richard Kenneth Guy (1916–2020), autor známé
knihy Unsolved Problems in Number Theory [17] se o Jakóbczykově práci ne-
zmiňuje. Stoj́ı ale za povšimnut́ı, že Guy zauj́ımá k Jakóbczykově hypotéze velmi
vyhraněný a odmı́tavý postoj. Ṕı̌se, cituji [17, str. 7]: If p is a prime, is 2p − 1
always squarefree? This seems to be another unanswerable question. It is safe to
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conjecture that the answer is ”No!”This could be settled by computer if you were
lucky.

V knize [48, str. 102], část One hundred elementary but difficult problems in
arithmetic, položil polský matematik Andrzej Schinzel následuj́ıćı otázku P 2

10.

Problém 2.2 (Schinzel, 1964). Existuje nekonečně mnoho Mesennových č́ısel
která nejsou dělitelná čtvercem žádného přirozeného č́ısla větš́ıho než 1?

Je zřejmé, že pravdivost Jakóbczykovy Hypotézy 2.1 implikuje kladnou od-
pověd’ na Schinzelovu otázku formulovanou v Problému 2.2. Zda je však odpověd’

na Schinzelovu otázku kladná nebo záporná neńı do dnešńı doby známo.

3. Euler̊uv a Fermat̊uv kvocient

V této kapitole připomeneme několik základńıch tvrzeńı a pojmů z teorie č́ısel,
které souviśı s naš́ı problematikou. Pro libovolné m ∈ N necht’ ϕ(m) označuje
počet všech k ∈ N, kde 1 ≤ k ≤ m, která jsou nesoudělná s m. Funkci ϕ(m) zavedl
již v roce 1763 švýcarský matematik Leonhard Euler (1707–1783), který rovněž
dokázal, že

ϕ(m) = m
∏
p|m

(
1− 1

p

)
, (6)

přičemž součin v (6) prob́ıhá přes všechna r̊uzná prvoč́ısla p, která děĺı m. Funkce
ϕ(m) se nazývá Eulerova funkce. Speciálně, pokud m = pn, kde p je prvoč́ıslo a n
je libovolné přirozené č́ıslo, pak ϕ(pn) = pn − pn−1. Euler rovněž dokázal, že pro
libovolná nesoudělná č́ısla a,m ∈ Z, m > 1 plat́ı

aϕ(m) ≡ 1 (mod m). (7)

Z (7) ihned plyne, že č́ıslo qm(a) definované vztahem

qm(a) =
aϕ(m) − 1

m
(8)

je vždy celé č́ıslo. V roce 1997 navrhla trojice autor̊u Takashi Agoh, Karl Dilcher
a Ladislav Skula [1, str. 31] použ́ıvat pro č́ıslo (8) název Euler̊uv kvocient č́ısla m
se základem a.

Speciálńım př́ıpadem Eulerova kvocientu, pro m = p, kde p je prvoč́ıslo, je
Fermat̊uv kvocient

qp(a) =
ap−1 − 1

p
. (9)

Název Fermat̊uv kvocient použil poprvé v roce 1861 James Joseph Sylvester (1814–
1897) v Comptes Rendus de l’Académie des Sciences [50, str. 161]. Pojmenováńı,
které Sylvester pro pod́ıl (9) použil, má připomı́nat skutečnost, že podle malé Fer-
matovy věty je qp(a) celé č́ıslo. Aritmetické vlastnosti č́ısel qp(a) byly od roku 1828
detailně studovány celou řadou autor̊u. Podrobnosti o dosažených výsledćıch může
čtenář nalézt v [10, str. 105–112] nebo též v publikaci Karla Lepky [31, str. 29–73].
Je vhodné zmı́nit, že některé d̊uležité vlastnosti Fermatova kvocientu objevil v le-
tech 1905–1906 český matematik Matyáš Lerch (1860–1922) v článćıch [32] a [33].
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Vlastnosti Eulerova kvocientu byly pak podrobně studovány v [1]. Eulerova funkce
ϕ(m) úzce souviśı s teoríı konečných cyklických grup. Pro potřeby tohoto článku
však bude stačit připomenout pouze několik základńıch skutečnost́ı. Pro libovolné
prvoč́ıslo p a pro libovolné n ∈ N necht’ (Z/pnZ)× označuje multiplikativńı grupu
jednotek okruhu Z/pnZ. Grupa (Z/pnZ)× je konečná a má ϕ(pn) prvk̊u. Je-li p
liché prvoč́ıslo, pak (Z/pnZ)× je cyklická. Je-li p = 2, pak (Z/2nZ)× je cyklická
právě tehdy, když n = 1 nebo n = 2. Dále, pro libovolné a ∈ (Z/pnZ)× označme
ordpn(a) řád prvku a v grupě (Z/pnZ)×, tj. nejmenš́ı přirozené č́ıslo k takové, že
ak ≡ 1 (mod pn). Uvedené pojmy budou užitečné již v následuj́ıćı kapitole.

4. Wieferichova prvoč́ısla

V roce 1909 dokázal německý matematik Arthur Wieferich (1884–1954) pozoru-
hodné tvrzeńı, týkaj́ıćı se prvńıho př́ıpadu velké Fermatovy věty [54].

Věta 4.1 (Wieferich, 1909). Necht’ p je liché prvoč́ıslo a necht’ x, y, z jsou celá
č́ısla nedělitelná p, vyhovuj́ıćı rovnici xp + yp = zp. Pak 2p−1 ≡ 1 (mod p2).

Na počest Wieferichova objevu jsou prvoč́ısla p splňuj́ıćı kongruenci 2p−1 ≡ 1
(mod p2) nazývána Wieferichova prvoč́ısla. Pomoćı pojmů zavedených v předchoźı
kapitole je snadné dokázat, že následuj́ıćı podmı́nky jsou ekvivalentńı:

(i) 2p−1 ≡ 1 (mod p2),

(ii) qp(2) ≡ 0 (mod p),

(iii) ordp2(2) = ordp(2).

(10)

Z historického hlediska je zaj́ımavé zmı́nit, že v době publikace Wieferichovy
věty nebylo známo žádné prvoč́ıslo splňuj́ıćı (10). Již v roce 1910 Waldemar
Meissner (1852–1928) prozkoumal všechna prvoč́ısla p ≤ 1000 ale žádné, které by
mělo vlastnost (10), nenalezl. Ke stejnému závěru dospěl také ukrajinský matema-
tik Dmitry Grawe (1863–1939). V roce 1913 došlo k prvńımu d̊uležitému objevu.
Meissner rozš́ı̌ril svoje předchoźı výpočty pro všechna prvoč́ısla p ≤ 2000 a na-
lezl prvńı Wieferichovo prvoč́ıslo w1 = 1093. Sv̊uj výsledek publikoval v článku
[36]. Ke druhému objevu došlo v roce 1922. Holandský matematik Nicolas Beeger
(1884–1965) prozkoumal všechna prvoč́ısla p ≤ 3700 a nalezl druhé Wieferichovo
prvoč́ıslo w2 = 3511. Objev publikoval v článku [3]. V roce 1927 Robert Hauß-
ner (1863–1948) provedl výpočty pro všechna prvoč́ısla p ≤ 10000, ale žádné daľśı
Wieferichovo prvoč́ıslo neobjevil [18]. Již o dva roky dř́ıve Nicolas Beeger [4] infor-
moval, že bez úspěchu prohledal všechna prvoč́ısla po hranici p ≤ 14000. Beeger
pokračoval v hledáńı třet́ıho Wieferichova prvoč́ısla až do začátku druhé světové
války. V roce 1939 publikoval závěr [5], že ani pro p ≤ 16000 neexistuje žádné daľśı
Wieferichovo prvoč́ıslo.

V [5, str. 52] vyslovuje Beeger zaj́ımavý názor, že kromě nalezených Wieferi-
chových prvoč́ısel 1093 a 3511 již žádné daľśı neexistuje. Dokázat tuto domněnku
by však v d̊usledku znamenalo nalézt d̊ukaz prvńıho př́ıpadu velké Fermatovy věty.
Možná bude zaj́ımavé uvést přesné zněńı Beegerova názoru z roku 1939: The fact
that there are only 2 primes < 16000 satisfying 2p−1 ≡ 1 (mod p2) and that there
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is no such prime between 3511 and 16000 may give rise to the conjecture that
others do not exist and that the first case of Fermat’s last theorem can be proved
in showing that (2p−1 − 1) : p2 is, for large values of p, not a whole number.

Výrazný pokrok v hledáńı Wieferichových prvoč́ısel nastal s př́ıchodem poč́ıtač̊u
po druhé světové válce. V roce 1958 Carl Erik Fröberg [13] rozš́ı̌ril hledáńı pro p ≤
50000, ale žádné nové Wieferichovo prvoč́ıslo neobjevil. Sidney Kravitz [25] v roce
1960 zjistil, že ani pro p ≤ 100000 žádné daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo neexistuje.
Neúspěšné byly rovněž výpočty, které v roce 1964 provedli Erna H. Pearson [39]
pro p ≤ 200183 a Hans Riesel [44] pro p ≤ 500000. V roce 1963 Melvin Hausner
a David Sachs [19] dospěli s využit́ım poč́ıtače IBM 7090 k výsledku, že jedinými
Wieferichovými prvoč́ısly p ≤ 106 jsou 1093 a 3511. Daľśı pokroky v pátráńı po
třet́ım Wieferichovu prvoč́ıslu souviśı zejména s technologickým rozvojem poč́ıtač̊u
a konstrukćı efektivněǰśıch algoritmů. Připomeňme alespoň některé.

Již v roce 1968 Fröberg [14, str. 84–88] podstatným zp̊usobem rozš́ı̌ril sv̊uj
výsledek z roku 1958. Avšak ani pro p ≤ 3× 107 daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo ne-
nalezl. V roce 1971 trojice autor̊u Brillhart, Tonascia a Weinberger [6, str. 213–222]
podala zprávu, že pro p ≤ 3×109 žádné daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo neexistuje. V
roce 1981 Lehmer [30] informoval, že ani pro p ≤ 6×109 nebylo daľśı Wieferichovo
prvoč́ıslo objeveno. O 17 let později, v roce 1997, Richard Crandall, Karl Dilcher a
Carl Pomerance publikovali závěr [9], že pro p ≤ 4×1012 žádné nové Wieferichovo
prvoč́ıslo neexistuje. V roce 2005 pokračovali v hledáńı Wieferichových prvoč́ısel
Joshua Knauer a Jörg Richstein. Podle jejich výsledku prezentovaného v článku
[24] neexistuje žádné daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo pro p ≤ 1,25× 1015.

Novou naděj́ı na nalezeńı třet́ıho Wieferichova prvoč́ısla se stala metoda založená
na nečekaném objevu Larryho Washingtona [21, str. 198]. Pokud obě známá Wie-
ferichova prvoč́ısla 1093 a 3511 zmenš́ıme o jedničku, pak binárńı rozvoj vzniklých
č́ısel je periodický:

1092 = 0100 0100 01002 = 44416 a 3510 = 110 110 110 110 1102 = 66668. (11)

Dolńı indexy 2, 8 a 16 ve vztahu (11) znamenaj́ı vyjádřeńı č́ısla ve dvojkové,
osmičkové a šestnáctkové č́ıselné soustavě. Tento objev se stal inspiraćı pro hledáńı
třet́ıho Wieferichova prvoč́ısla ve tvaru s periodickým binárńım rozvojem. Podrob-
nosti může čtenář nalézt v článku Miroslava Kureše a Jana Dobeše [11]. Projekt
Wieferich@Home založený na této myšlence prob́ıhal v letech 2007–2016. Objev
třet́ıho Wieferichova prvoč́ısla však nepřinesl.

V roce 2011 Francois G. Dorais a Dominic Klyve [12] publikovali výsledek, že
ani pro p ≤ 6× 1015 neexistuje žádné daľśı Wieferichovo prvoč́ıslo. Od roku 2011,
nezávisle na projektu Wieferich@Home, prob́ıhal také jiný projekt pro hledáńı
Wieferichových prvoč́ısel s názvem PrimeGrid. Tento projekt dosáhl v roce 2017
hranice p ≤ 1017 a byl ukončen aniž by nalezl třet́ı Wieferichovo prvoč́ıslo.

Konečně v roce 2020 byl zahájen nový projekt PrimeGrid [42], který spojil
hledáńı Wieferichových prvoč́ısel s hledáńım Fibonacci–Wieferichových prvoč́ısel
[23]. Současný stav (zář́ı 2021) dosažený v rámci tohoto projektu můžeme for-
mulovat jako tvrzeńı, které shrnuje 112 let výzkumu Wieferichových prvoč́ısel: V
intervalu [2, 3× 1018] existuj́ı pouze dvě Wieferichova prvoč́ısla: 1093 a 3511.
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Je vhodné poznamenat, že intenzivńı snaha nalézt třet́ı Wieferichovo prvoč́ıslo
byla od roku 1997 podporována domněnkou, že množina všech Wieferichových
prvoč́ısel je nekonečná a že počet Wieferichových prvoč́ısel lež́ıćıch v intervalu
[x, y] je přibližně roven č́ıslu ∑

p∈[x,y]

1

p
≈ ln

(
ln(y)

ln(x)

)
. (12)

Tato domněnka je založena na statistických argumentech prezentovaných v [9, str.
446]. Otázkou z̊ustává, zda vztah (12) opravdu plat́ı, protože podle (12) by se
měla v intervalu [2, 3× 1018] vyskytovat aspoň čtyři Wieferichova prvoč́ısla. Tato
předpověd’ se ale v obdob́ı následuj́ıćıch let 1997–2021 nepotvrdila. Do dnešńı
doby neńı známo, zda množina všech Wieferichových prvoč́ısel je konečná nebo
nekonečná množina.

Je naprosto fascinuj́ıćı si uvědomit, že za posledńıch 57 let (1964–2021) vzrostly
výpočetńı schopnosti poč́ıtač̊u o v́ıce než 12 řád̊u. Výrazného zrychleńı výpočt̊u
bylo po roce 1997 dosaženo také d́ıky využit́ı internetu a strategii distribuo-
vaných výpočt̊u. Základńı myšlenkou distribuovaných výpočt̊u je rozložit rozsáhlý
výpočetńı problém na mnoho r̊uzných část́ı. Jednotlivé části jsou pak prostřed-
nictv́ım internetu přiděleny r̊uzným poč́ıtač̊um po celém světě a ty d́ılč́ı úlohy
zpracuj́ı.

Na závěr kapitoly ještě poznamenejme, že hledáńı Wieferichových prvoč́ısel je
často spojováno s řešeńım obecněǰśıho problému, totiž určit prvoč́ısla p splňuj́ıćı
podmı́nku ap−1 ≡ 1 (mod p2), kde a ≥ 2 je dané přirozené č́ıslo. Tato problematika
je studována např́ıklad v článćıch [22, 34, 38, 44].

5. Souvislost Jakóbczykovy hypotézy s Wieferichovými prvoč́ısly

Prvńı souvislost mezi Wieferichovými prvoč́ısly a Mersennovými č́ısly objevil v roce
1965 polský matematik Andrzej Rotkiewicz (1931–2016). V článku [45] dokázal
Rotkiewicz následuj́ıćı čtyři tvrzeńı.

Věta 5.1 (Rotkiewicz, 1965). Plat́ı:

(i) Necht’ existuje nekonečně mnoho Mersennových č́ısel Mq, kde q je prvoč́ıslo,
které nemaj́ı čtvercové dělitele věťśı než 1. Pak existuje nekonečně mnoho
prvoč́ısel p s vlastnost́ı 2p−1 6≡ 1 (mod p2).

(ii) Necht’ existuje pouze konečně mnoho prvoč́ısel p s vlastnost́ı 2p−1 ≡ 1
(mod p2). Pak pro libovolné, dostatečně velké prvoč́ıslo q a libovolné při-
rozené č́ıslo n nemá Mersennovo č́ıslo Mqn čtvercové dělitele věťśı než 1.

(iii) Nekonečně mnoho přirozených č́ısel n s vlastnost́ı n2|2n − 2 existuje právě
tehdy, když existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel p s vlastnost́ı p2|2p−1 − 1.

(iv) Nekonečně mnoho přirozených č́ısel n2 > 1 s vlastnost́ı n2|2n2 − 2 exis-
tuje právě tehdy, když existuje nekonečně mnoho prvoč́ısel p s vlastnost́ı
p2|2p−1 − 1.

Je zřejmé, že tvrzeńı (i) Věty 5.1 dává částečnou odpověd’ na Schinzelovu otázku
P 2
10 uvedenou ve druhé kapitole. Tvrzeńı (iii) pak dává částečnou odpověd’ na
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otázku P 2
43 v [48, str. 109]:

Existuje nekonečně mnoho přirozených č́ısel n, pro která 2n − 2 je dělitelné n2?

V roce 1967 Le Roy J. Warren a Henry G. Bray [53] dokázali následuj́ıćı impli-
kaci.

Věta 5.2 (Warren, Bray, 1967). Bud’te p, q libovolná lichá prvoč́ısla.

Jestlǐze p děĺı Mq, pak 2
p−1
2 ≡ 1 (mod Mq).

Z Věty 5.2 bezprostředně plyne následuj́ıćı d̊usledek.

Důsledek 5.3. Bud’te p, q libovolná lichá prvoč́ısla.

Jestlǐze p2 děĺı Mq, pak 2p−1 ≡ 1 (mod p2).

Jinak formulováno, existuje-li Mersennovo č́ıslo s prvoč́ıselným exponentem,
které je dělitelné čtvercem prvoč́ısla p, pak p je Wieferichovo prvoč́ıslo. Alter-
nativńı d̊ukaz tvrzeńı Věty 5.2 předložil Chris K. Caldwell [8]. Existuj́ı-li pouze
dvě Wieferichova prvoč́ısla, 1093 a 3511, pak tato skutečnost spolu s Větou 5.2
implikuje správnost Jakóbczykovy hypotézy.

V roce 2019 publikoval Ladislav Skula článek [49], v němž studoval Wieferi-
chova prvoč́ısla vyšš́ıch řád̊u a jejich souvislost s Mersennovými č́ısly. Bude vhodné
připomenout definici [49, str. 2]: Řekneme, že Wieferichovo prvoč́ıslo p je řádu
n ∈ N, když

qpn(2) ≡ 0 (mod pn), nebo ekvivalentně, 2p
n−1(p−1) ≡ 1 (mod p2n).

Důkaz následuj́ıćı věty využ́ıvá některých výsledk̊u dosažených v [1, str. 44–47].

Věta 5.4 (Skula, 2019). Necht’ p a q jsou libovolná prvoč́ısla, n ∈ N a necht’

pn děĺı Mersennovo č́ıslo Mq. Pak následuj́ıćı jsou tvrzeńı ekvivalentńı:

(i) pn+1 děĺı Mq,
(ii) p je Wieferichovo prvoč́ıslo řádu n,
(iii) ordpn+1(2) = q,
(iv) 2p−1 ≡ 1 (mod pn+1),
(v) ordp(qp(2)) ≥ n.

Studii o Mersennových č́ıslech a Jakóbczykově hypotéze zakonč́ıme krátkou
poznámkou.

Poznámka 5.5. Franciszek Jakóbczyk [20, str. 127] vyslovil rovněž analogickou
hypotézu k Hypotéze 2.1, která se týká Frematových č́ısel. Základńı informace o
Fermatových č́ıslech může čtenář nalézt v [26] a [27]. Jakóbczykova hypotéza o Fer-
matových č́ıslech zasluhuje podobnou pozornost jako Hypotéza 2.1 a je vhodným
námětem pro volné pokračováńı tohoto článku. Konečně problémem podobného
typu jako Hypotéza 2.1 je také otázka existence Fibonacci–Wieferichových pr-
voč́ısel, kterou v roce 1960 formuloval americký matematik Donald Dines Wall
(1921–2000). Podrobnosti o tomto problému lze nalézt v autorově článku [23].
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[48] W. Sierpiński: A Selection of Problems in the Theory of Numbers, New York, 1964.

[49] L. Skula: Prime power divisors of Mersenne numbers and Wieferich primes of higher order,

Integers, Electronic Journal of Combinatorial Number Theory 19 (2019).
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TRAJEKTORIE AUTONOMNÍCH ROVNIC V ROVINĚ II.

NELINEÁRNÍ ROVNICE A SOUSTAVY

JAN FRANCŮ

Abstrakt. Př́ıspěvek navazuje na práci J. Franc̊u: Trajektorie autonomńıch rov-
nic v rovině I., která se zabývá trajektoriemi řešeńı lineárńıch autonomńıch sou-

stav dvou rovnic a rovnicemi druhého řádu. V této práci uvedeme několik př́ıklad̊u

konkrétńıch nelineárńıch rovnic a soustav, které maj́ı zaj́ımavé trajektorie.
V mechanice je to nelineárńı rovnice matematického kyvadla a popis trajektoríı

jeho netlumených i tlumených kmit̊u. V matematické biologii jsou to modely soužit́ı

dvou populaćı: symbióza, slabá a silná konkurence, dominance a vztah predátor-
kořist. Trajektorie konkrétńıch př́ıklad̊u jsou vykresleny.

Úvod

Obyčejné diferenciálńı rovnice se využ́ıvaj́ı při modelováńı řady jev̊u ve fyzice,
mechanice, biologíı, ekonomii i daľśıch oblastech. V př́ıpadě řešeńı autonomńı sou-
stavy dvou rovnic y′ = f(y) nebo jedné rovnice druhého řádu y′′ = f(y, y′) chováńı
řešeńı dobře znázorňuj́ı trajektorie.

Trajektorie je pr̊umět grafu řešeńı do prostoru hodnot řešeńı. V př́ıpadě auto-
nomńıch rovnic y′ = f(y), y′′ = f(y, y′) s lipchitzovskými funkcemi f(y), f(y, y′)
trajektorie řešeńı vytvář́ı systém disjunktńıch křivek nebo bod̊u v rovině. V okoĺı
trajektorie nekonstantńıho řešeńı jsou to

”
rovnoběžné“ a stejně orientované křivky.

V okoĺı singulárńıho bodu, tj. trajektorie konstantńıho řešeńı, je situace složitěj-
š́ı, trajektorie se mohou chovat r̊uzně. Možné situace jsou studovány v článku [3],
kde jsou podrobně studovány singulárńı body lineárńıch soustav i rovnic, včetně
konkrétńıch př́ıklad̊u s náčrty trajektoríı – tzv. fázových portrét̊u.

V tomto článku se budeme zabývat trajektoriemi vybraných nelineárńıch rovnic
a soustav modeluj́ıćıch reálné jevy ve dvou oblastech. Prvńı je mechanika, rovnice
druhého řádu popisuj́ıćı netlumené i tlumené kmity matematického kyvadla.

Druhou oblast́ı je matematická biologie. Soustava dvou rovnic prvńıho řádu po-
pisuje vývoj počtu dvou populaćı, které se navzájem ovlivňuj́ı. Rozebereme několik
typ̊u tohoto vztahu: symbióza, tři stupně konkurence a vztah predátor-kořist.

2010 MSC. Primárńı 34A34; Sekundárńı 70B05, 92D25.
Kĺıčová slova. Autonomńı diferenciálńı rovnice, autonomńı systém diferenciálńıch rovnic, tra-

jektorie, singulárńı body, matematické kyvadlo, modelováńı vývoje populaćı.
Práce byla podporována Vysokým učeńım technickým v Brně projektem Specifický výzkum

č. FSI-S-20-6187.
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1. Trajektorie řešeńı nelineárńıch systémů a rovnic

Připomeňme pojmy a výsledky z článku [3], ve kterém jsme studovali trajektorie
lineárńıch soustavy dvou rovnic a lineárńıch rovnic druhého řádu.

Autonomńı soustava dvou rovnic

Autonomńı soustavu dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro
neznámé funkce y(x) = (y1(x), y2(x) lze zapsat ve tvaru

y′1 = f1(y1, y2) ,

y′2 = f2(y1, y2) ,
vektorově y′(x) = f(y) . (1.1)

Budeme předpokládat, že funkce f(y) je lokálně lipschitzovská v oblasti G, tj.

|f(y)− f(y)| ≤ L |y − y| , ∀y,y ∈ K , (L = L(K) > 0)

pro každou kompaktńı podmnožinu K ⊆ G. Dı́ky Picardově větě řešeńı soustavy
(1.1) s počátečńı podmı́nkou y(x0) = γγ0 existuje a je jednoznačné.

Trajektorie 〈y〉 řešeńı y na intervalu I je pr̊umět grafu řešeńı v prostoru I×R2

do prostoru hodnot řešeńı, do tzv. fázového prostoru, kterým je rovina R2. Tedy

〈y〉 := {y(x) ∈ R2 |x ∈ I} ⊂ G .
Pokud trajektorie je křivka, orientujeme ji podle rostoućıho x. Trajektorie kon-
stantńıho řešeńı je bod, zvaný singulárńı bod. Budeme se zabývat jen trajektoriemi
úplných řešeńı, tj. řešeńı, které už nelze prodloužit na větš́ı interval. Připomeňme
vlastnosti trajektoríı, viz [3].

Věta 1.1. Trajektorie úplných řešeńı soustavy rovnic (1.1) splňuj́ı:

(a) Je-li y(x) řešeńı na intervalu (a, b), potom yc(x) = y(x− c) pro c ∈ R je
řešeńı na posunutém intervalu (a+ c, b+ c) a má stejnou trajektorii.

(b) Dvě řešeńı maj́ı disjunktńı nebo totožné trajektorie.
(c) Každým bodem fázového prostoru G procháźı právě jedna trajektorie.
(d) Existuj́ı tři druhy trajektoríı úplných řešeńı:

singulárńı bod: trajektorie konstantńıho řešeńı,
uzavřená neprot́ınaj́ıćı se křivka: trajektorie periodického řešeńı,
otevřená neprot́ınaj́ıćı se křivka: ostatńı trajektorie.

Autonomńı rovnice druhého řádu

Počátečńı úlohu pro autonomńı rovnici druhého řádu lze zapsat ve tvaru

y′′ = f(y, y′) , y(x0) = γ0 , y′(x0) = γ1. (1.2)

Jestliže funkce f(ξ, η) je lokálně lipschitzovská v oblasti G ⊆ R2, potom pro každé
γ1, γ2 ∈ R úloha (1.2) má právě jedno řešeńı. Každou rovnici druhého řádu lze
převést na soustavu dvou rovnic prvńıho řádu

y′1 = y2 , y′2 = f(y1, y2) , (1.3)

přičemž nové neznámé jsou y1 = y, y2 = y′ a počátečńı podmı́nky přejdou na
y1(x0) = γ0, y2(x0) = γ1. Trajektorie řešeńı rovnice (1.2) jsou trajektorie řešeńı
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odpov́ıdaj́ıćı soustavy rovnic (1.3). Jsou to křivky, př́ıpadně body v rovině, jejichž

”
vodorovnou“ souřadnićı je hodnota řešeńı y(x) a

”
svislou“ hodnoty derivace y′(x).

Tedy
〈y〉 := {(y(x), y′(x)) ∈ R2 |x ∈ I} ⊂ G .

Kromě uvedených vlastnost́ı trajektoríı soustavy rovnic, trajektorie řešeńı rovnice
splňuj́ı nav́ıc vlastnost, které nám usnadńı zjistit orientaci trajektoríı.

Věta 1.2. Trajektorie úplných řešeńı rovnice druhého řádu splňuj́ı:

(a) Všechny singulárńı body lež́ı na ose y, protože y′ = 0.
(b) Trajektorie nad osou y maj́ı kladnou souřadnici y′, a proto jsou orientovány

v kladném směru, tj. vpravo, zat́ımco trajektorie pod osou y maj́ı zápornou
souřadnićı y′ a jsou proto orientovány v záporném směru, tj. vlevo.

(c) Hladké trajektorie prot́ınaj́ı osu y s tečnou kolmou na osu y.

Klasifikace singulárńıch bod̊u

Bodem y∗, který neńı singulárńı, tj. f(y∗) 6= 0, procháźı křivka, která je trajektoríı
nekonstantńıho řešeńı. Okoĺı tohoto bodu je vyplněné

”
rovnoběžnými“ stejně ori-

entovanými trajektoriemi. V okoĺı singulárńıho bodu y∗ je situace odlǐsná. Podle
chováńı trajektoríı v ryźım okoĺı singulárńıho bodu (tj. okoĺım bodu bez tohoto
bodu) rozlǐsujeme následuj́ıćı typy singulárńıch bod̊u.

Definice 1.3. Necht’ y∗ je izolovaný singulárńı bod soustavy rovnic y′ = f(y)
nebo rovnice y′′ = f(y, y′), tj. izolované řešeńı soustavy rovnic f(y) = 0 nebo
rovnice druhého řádu f(y, 0) = 0. Bod y∗ nazveme:

(a) střed, pokud existuje ryźı okoĺı U bodu y∗, ve kterém každým bodem y ∈ U
procháźı uzavřená trajektorie obsahuj́ıćı ve svém vnitřku bod y∗.

(b) atraktivńı uzel, pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
směřuj́ıćı do tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má
limitu

lim
x→∞

y(x) = y∗ a existuje limita lim
x→∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

(c) neatraktivńı uzel, pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajektorie
vycházej́ıćı z tohoto bodu, přičemž směrový vektor tečny trajektorie má
limitu

lim
x→−∞

y(x) = y∗ a existuje limita lim
x→−∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

(d) atraktivńı ohnisko, pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajek-
torie bĺıž́ıćı se k tomuto bodu, ale směrový vektor tečny trajektorie nemá
limitu

lim
x→∞

y(x) = y∗ a neexistuje limita lim
x→∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .

(e) neatraktivńı ohnisko, pokud existuje ryźı okoĺı, ve kterém jsou jen trajek-
torie vycházej́ıćı z tohoto bodu a směrový vektor tečny trajektorie nemá
limitu

lim
x→−∞

y(x) = y∗ a neexistuje limita lim
x→−∞

y′(x)

‖y′(x)‖ .



62 J. FRANCŮ

(f) sedlo, pokud existuje jeho ryźı okoĺı, ve kterém existuj́ı jak trajektorie,
které se k němu bĺıž́ı, tak trajektorie, které se od něj vzdaluj́ı, tj. existuj́ı
řešeńı y1(x) a y2(x) takové, že

lim
x→∞

y1(x) = y∗ , lim
x→−∞

y2(x) = y∗ .

Poznámka 1.4.

(a) Izolované singulárńı body v rovině, tj. soustavy dvou rovnic nebo rovnice
druhého řádu, mohou být jen uvedených typ̊u: střed, uzel, ohnisko a sedlo.

(b) Zat́ım jsme se zabývali izolovanými singulárńımi body. V př́ıpadě, kdy
singulárńı body v rovině tvoř́ı křivku, mohou nastat tyto př́ıpady:
(α) Body křivky jsou atraktivńı uzly, tj. ke každému bodu se bĺıž́ı po jedné

trajektorii z obou stran.
(β) Body křivky jsou neatraktivńı uzly, tj. z každého bodu vycháźı po

jedné trajektorii na obě strany.
(γ) Trajektorie v okoĺı křivky singulárńıch bod̊u vedou

”
rovnoběžně“ po-

dél křivky.
(c) Singulárńı body mohou zaplnit plochu, např́ıklad soustava y′1 = 0, y′2 = 0

má jen konstantńı řešeńı, singulárńı body zaplňuj́ı celou rovinu.
(d) Existuj́ı autonomńı soustavy rovnic, které nemaj́ı žádný singulárńı bod,

např́ıklad y′1 = 1 , y′2 = 2.

Linearizace nelineárńı soustavy dvou rovnic

V předchoźım odstavci jsme klasifikovali singulárńı bod y∗ soustavy nelineárńıch
rovnic (1.1) podle chováńı trajektoríı v jeho okoĺı. Abychom zjistili typ singulárńıho
bodu, budeme nelineárńı funkce f1(y1, y2), f2(y1, y2) v okoĺı singulárńıho bodu
y∗ = (y∗1 , y

∗
2) linearizovat pomoćı Taylorova polynomu prvńıho řádu. Dı́ky rovnosti

f(y∗) = 0 funkce f(y) = (f1(y1, y2), f2(y1, y2)) aproximujeme

f1(y) ≈ A11(y1−y∗1)+A12(y2−y∗2) , f2(y) ≈ A21(y1−y∗1)+A22(y2−y∗2) , (1.4)

kde konstanty Aij jsou parciálńı derivace funkćı f1, f2 v singulárńım bodě:

A11 =
∂f1
∂y1

(y∗) , A12 =
∂f1
∂y2

(y∗) , A21 =
∂f2
∂y1

(y∗) , A22 =
∂f2
∂y2

(y∗) . (1.5)

T́ımto zp̊usobem můžeme posuzovat typ singulárńıho bodu y∗ nelineárńı soustavy
y′ = f(y) pomoćı přidružené homogenńı soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic
y′ = Ay s matićı koeficient̊u A = (Aij). Jej́ı charakteristický polynom je

P (λ) = λ2 − (A11 +A22)λ+ (A11A22 −A12A21) . (1.6)

Tento polynom umožňuje určit typ singulárńıho bodu pomoćı svých kořen̊u.

Linearizace nelineárńı rovnice druhého řádu

Odvod’me charakteristický polynom P (λ) nelineárńı rovnice y′′ = f(y, y′). Rovnici
převedeme na soustavu rovnic (1.3) s funkcemi f1(y1, y2) = y2 ≈ y′, f2(y1, y2) =
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f(y1, y2) ≈ f(y, y′). Souřadnice singulárńıho bodu y∗ jsou (y∗, 0), kde y∗ splňuje
rovnost f(y∗, 0) = 0. Př́ıslušné parciálńı derivace – koeficienty Aij jsou

A11 = 0, A12 = 1, A21 =
∂f

∂y
(y∗, 0), A22 =

∂f

∂y′
(y∗, 0)

a př́ıslušný charakteristický polynom je

P (λ) = λ2 − ∂f

∂y′
(y∗, 0) · λ− ∂f

∂y
(y∗, 0) . (1.7)

Určeńı typu singulárńıho bodu

Pomoćı kořen̊u charakteristického polynomu můžeme určit typ singulárńıho bodu
jako v lineárńım př́ıpadě. Využijeme přitom následuj́ıćı věty.

Věta 1.5. Necht’ y∗ = (y∗1 , y
∗
2) je izolovaný singulárńı bod soustavy rovnic

(1.1) s charakteristickým polynomem (1.6) nebo izolovaný singulárńı bod y∗ =
(y∗, 0) rovnice (1.2) s charakteristickým polynomem (1.7). Necht’ polynom P (λ)
má nenulové kořeny λ1, λ2. Potom izolovaný singulárńı bod y∗ je:

(a) neatraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a kladné, tj. 0 < λ1 ≤ λ2,
(b) atraktivńı uzel, pokud oba kořeny jsou reálné a záporné, tj. λ1 ≤ λ2 < 0,
(c) sedlo, pokud jeden kořen je kladný a druhý záporný, tj. λ1 < 0 < λ2,
(d) neatraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené s kladnou

reálnou část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ > 0, ν 6= 0),
(e) atraktivńı ohnisko, pokud kořeny jsou komplexně sdružené se zápornou

reálnou část́ı, tj. λ1,2 = µ± i ν, (µ < 0, ν 6= 0).

Poznámka 1.6. V př́ıpadě komplexně sdružených kořen̊u s nulovou reálnou část́ı,
tj. λ1,2 = ± i ν, (ν 6= 0), singulárńı bod nemuśı být střed jako v lineárńım př́ıpadě.
Body s kořeny λ = µ± i ν s µ 6= 0 se nazývaj́ı také hyperbolické.

2. Matematické kyvadlo

Nelineárńı rovnice druhého řádu, která modeluje jednoduchý mechanický jev kmi-
táńı matematického kyvadla, má zaj́ımavé trajektorie.

Fyzikálńı formulace úlohy

Ve svislé rovině uvažujme hmotný bod
o hmotnosti m upevněný na konci tuhé
nehmotné tyče délky `, jej́ıž druhý konec se
může volně otáčet okolo počátku (0, 0). Na
hmotný bod p̊usob́ı gravitačńı śıla G = mg
svisle dol̊u.

Označme y(x) orientovaný úhel
(v radiánech proti směru pohybu ho-
dinových ručiček), který v čase x sv́ırá
tyč s dolńı svislou poloosou, viz Obr. 1
Hledáme závislost úhlu y na čase x.
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f2(y1, y2) = f(y1, y2) ≈ f(y, y′). Souřadnice singulárńıho bodu y∗ jsou (y∗, 0), kde
y∗ splňuje rovnost f(y∗, 0) = 0. Př́ıslušné parciálńı derivace – koeficienty Aij jsou

A11 = 0, A12 = 1, A21 =
∂f

∂y
(y∗, 0), A22 =

∂f

∂y′ (y
∗, 0)

a př́ıslušný charakteristický polynom je

P (λ) = λ2 − ∂f

∂y′ (y
∗, 0) · λ − ∂f

∂y
(y∗, 0) . (1.10)

Určeńı typu singulárńıho bodu

Pomoćı kořen̊u charakteristického polynomu můžeme určit typ singulárńıho
bodu jako v lineárńım př́ıpadě. Využijeme přitom následuj́ıćı věty:

Věta 1.5. Necht’ y∗ = (y∗
1 , y∗

2) je izolovaný singulárńı bod soustavy rovnic
(1.1) s charakteristickým polynomem (1.9) nebo izolovaný singulárńı bod y∗ =
(y∗, 0) rovnice (1.4) s charakteristickým polynomem (1.10). Necht’ polynom P (λ)
má nenulové kořeny λ1, λ2. Potom izolovaný singulárńı bod y∗ je

neatraktivńı uzel: pokud oba kořeny jsou reálné a kladné, tj. 0 < λ1 ≤ λ2,
atraktivńı uzel: pokud oba kořeny jsou reálné a záporné, tj. λ1 ≤ λ2 < 0,
sedlo: pokud jeden kořen je kladný a druhý záporný, tj. λ1 < 0 < λ2,
neatraktivńı ohnisko: pokud kořeny jsou komplexně sdružené s kladnou

reálnou část́ı, tj. λ1,2 = µ ± i ν, (µ > 0, ν ̸= 0),
atraktivńı ohnisko: pokud kořeny jsou komplexně sdružené se zápornou

reálnou část́ı, tj. λ1,2 = µ ± i ν, (µ < 0, ν ̸= 0).

Poznámka 1.6. V př́ıpadě komplexně sdružených kořen̊u s nulovou reálnou
část́ı, tj. λ1,2 = ± i ν, (ν ̸= 0), singulárńı bod nemuśı být střed jako v lineárńım
př́ıpadě. Body s kořeny λ = µ ± i ν s ν ̸= 0 se nazývaj́ı také hyperbolické.

2. Matematické kyvadlo

Nelineárńı rovnice druhého řádu, která modeluje jednoduchý mechanický jev kmi-
táńı matematického kyvadla, má zaj́ımavé trajektorie.

Fyzikálńı formulace úlohy

Ve svislé rovině uvažujme hmotný bod
o hmotnosti m upevněný na konci tuhé ne-
hmotné tyče délky ℓ, jej́ıž druhý konec se
může volně otáčet okolo počátku (0, 0). Na
hmotný bod p̊usob́ı gravitačńı śıla G = mg
svisle dol̊u.

Označme y(x) orientovaný úhel
(v radiánech proti směru pohybu hodi-
nových ručiček), který v čase x sv́ırá
tyč s dolńı svislou poloosou, viz Obr. 1.
Hledáme závislost úhlu y na čase x.

y y

G
G

Obr. 1: Matematické a fyzické kyvadlo.Obrázek 1. Matematické a fyzické

kyvadlo.
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Poznámka 2.1. Tento jev se nazývá kmitáńı matematického kyvadla. Obecněǰśı
úlohou je kmitáńı fyzického kyvadla, kdy mı́sto hmotného bodu a nehmotné tyče
uvažujeme hmotné těleso v prostoru R3, které se může volně otáčet okolo vodo-
rovné osy, která neprocháźı těžǐstěm, viz Obr. 1. Dř́ıve už́ıvaný název fyzikálńı
kyvadlo neńı správný. Matematické kyvadlo je idealizace reálného objektu – fy-
zického tělesa, neńı na něm nic fyzikálńıho, [2].

Odvozeńı diferenciálńı rovnice

Hmotný bod se může pohybovat po kružnici se středem v počátku a poloměrem
`. Působ́ı na něj svisle dol̊u stálá gravitačńı śıla G = mg, která se rozkládá na
normálovou Fn a tečnou složku Ft. Normálová složka je v rovnováze se silou,
kterou p̊usob́ı tyč na hmotný bod, tečná složka Ft zp̊usob́ı zrychleńı kyvadla.

Pomoćı úhlu y(x) v čase x tečnou složku śıly G
vyjádř́ıme jako Ft = − sin(y)mg, viz Obr. 2.

Derivaćı funkce y(x) dostáváme úhlovou rychlost
ω(x) = y′(x) a úhlové zrychleńı α(x) = y′′(x). Při
pohybu po kružnici o poloměru ` dráhová rychlost je
v(x) = ` y(x) a dráhové zrychleńı a(x) = ` y′′(x).

Podle Newtonova zákona F = ma plat́ı rovnice
−mg sin(y) = m`y′′. Hmotnost́ı bodu m rovnici
vyděĺıme a po úpravě dostáváme

d2y

dx2
+
g

`
sin(y) = 0 . (2.1)

Označme a =
√
g/` (g, ` > 0). Dostáváme tak obyčej-

nou diferenciálńı rovnici druhého řádu pro neznámou
funkci y proměnné x:

y′′ + a2 sin(y) = 0 . (2.2)
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Poznámka 2.1.
Tento jev se nazývá kmitáńı matematického kyvadla. Obecněǰśı úlohou je kmitáńı
fyzického kyvadla, kdy mı́sto hmotného bodu a nehmotné tyče uvažujeme hmotné
těleso v prostoru R3, které se může volně otáčet okolo vodorovné osy, která ne-
procháźı těžǐstěm, viz Obr. 1. Dř́ıve už́ıvaný název fyzikálńı kyvadlo neńı správný.
Matematické kyvadlo je idealizace reálného objektu – fyzického tělesa, neńı na
něm nic fyzikálńıho, [2].

Odvozeńı diferenciálńı rovnice

Hmotný bod se může pohybovat po kružnici se středem v počátku a poloměrem
ℓ. Působ́ı na něj svisle dol̊u stálá gravitačńı śıla G = mg, která se rozkládá na
normálovou Fn a tečnou složku Ft. Normálová složka je v rovnováze se silou,
kterou p̊usob́ı tyč na hmotný bod, tečná složka Ft zp̊usob́ı zrychleńı kyvadla.

Pomoćı úhlu y(x) v čase x tečnou složku śıly G
vyjádř́ıme jako Ft = − sin(y) mg, viz Obr. 2.

Derivaćı funkce y(x) dostáváme úhlovou rychlost
ω(x) = y′(x) a úhlové zrychleńı α(x) = y′′(x). Při
pohybu po kružnici o poloměru ℓ dráhová rychlost je
v(x) = ℓ y(x) a dráhové zrychleńı a(x) = ℓ y′′(x).

Podle Newtonova zákona F = ma plat́ı rov-
nice −mg sin(y) = m ℓy′′. Hmotnost́ı bodu m rovnici
vyděĺıme a po úpravě dostáváme

d2y

dx2
+

g

ℓ
sin(y) = 0 . (2.1)

Označme a =
√

g/ℓ (g, ℓ > 0). Dostáváme tak
obyčejnou diferenciálńı rovnici druhého řádu pro
neznámou funkci y proměnné x:

y′′ + a2 sin(y) = 0 . (2.2)
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Obr. 2: Matematické kyvadlo.

Rovnici doplńıme počátečńımi podmı́nkami v čase x0: y(x0) = y0 , y′(x0) = y1,
kde y0 je počátečńı úhlová výchylka a y1 počátečńı úhlová rychlost kyvadla.

V okoĺı y = 0, tj. pro malé hodnoty y, plat́ı sin(y)
.
= y. Nahrad́ıme-li sin(y)

neznámou y dostáváme lineárńı aproximaci rovnice (2.2)

y′′ + a2 y = 0 . (2.3)

Řešeńı linearizované úlohy

Budeme studovat obě úlohy. Začneme jednodušš́ı linearizovanou rovnićı.

Př́ıklad 2.2. Určete trajektorie řešeńı rovnice y′′ + a2 y = 0.

Řešeńı: Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2 lineárńı rovnice (2.3) má
jediné řešeńı: dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = ± i a. Rovnice má proto
jediný singulárńı bod, který odpov́ıdá konstantńımu nulovému řešeńı y(x) = 0.
Protože rovnice je lineárńı, typ tohoto singulárńıho bodu je střed.

Obrázek 2. Matematické

kyvadlo.

Rovnici doplńıme počátečńımi podmı́nkami v čase x0: y(x0) = y0, y′(x0) = y1,
kde y0 je počátečńı úhlová výchylka a y1 počátečńı úhlová rychlost kyvadla.

V okoĺı y = 0, tj. pro malé hodnoty y, plat́ı sin(y) ≈ y. Nahrad́ıme-li sin(y)
neznámou y dostáváme lineárńı aproximaci rovnice (2.2) tvaru

y′′ + a2y = 0 . (2.3)

Řešeńı linearizované úlohy

Budeme studovat obě úlohy. Začneme jednodušš́ı linearizovanou rovnićı.

Př́ıklad 2.2. Určete trajektorie řešeńı rovnice y′′ + a2 y = 0.

Řešeńı: Charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2 lineárńı rovnice (2.3) má
jediné řešeńı: dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = ± i a. Rovnice má proto
jediný singulárńı bod, který odpov́ıdá konstantńımu nulovému řešeńı y(x) = 0.
Protože rovnice je lineárńı, typ tohoto singulárńıho bodu je střed.

Ověřme výsledek výpočtem. Obecné řešeńı je y(x) = c1 cos(ax)+c2 sin(ax), kde
konstanty c1, c2 jsou určeny hodnotami počátečńıch podmı́nek y0, y1. Dokažme, že



TRAJEKTORIE AUTONOMNÍCH SYSTÉMŮ A ROVNIC 65

trajektorie jsou elipsy. Derivace řešeńı je y′(x) = −c1 a sin(ax) + c2 a cos(ax).
Dosazeńım do výrazu elipsy a2 y2 + (y′)2 po úpravě dostáváme

y2

c21 + c22
+

(y′)2

a2(c21 + c22)
= 1 ,

což je rovnice elipsy s
”
vodorovnou“ poloosou

√
c21 + c22 a

”
svislou“ poloosou

a
√
c21 + c22. Trajektorie v souřadnicovém systému y, y′ jsou koncentrické elipsy se

středem v počátku, viz Obr. 3. Singulárńı bod (0, 0) je proto střed. �
Trajektorie řešeńı lze určit také př́ımo integraćı. Rovnici (2.3) vynásob́ıme y′.

Źıskanou rovnost y′ y′′ + a2y y′ = 0 integrujeme na 1
2 (y′)2 + 1

2a
2y2 = K.

Z počátečńıch podmı́nek y(0) = y0, y′(0) = 0
plyne K = 1

2 a
2y20 . Rovnice dává

y′ = ±a
√
y20 − y2 , y ∈ 〈−y0, y0〉 .

Jak zjistit orientaci trajektoríı? Podle Věty 1.2
trajektorie nad osou y jsou orientovány vpravo,
pod osou vlevo a osu y prot́ınaj́ı

”
kolmo“. Elipsy

jsou proto orientované ve směru pohybu hodinových
ručiček, tj. v záporném smyslu.

Všechna řešeńı jsou periodická. Jaká je perioda?
Funkce kosinus má periodu 2π, proto délka periody
T podle rovnice aT = 2π je

T = 2π/a = 2π
√
`/g . (2.4)
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Ověřme výsledek výpočtem. Obecné řešeńı je y(x) = c1 cos(ax)+c2 sin(ax), kde
konstanty c1, c2 jsou určeny hodnotami počátečńıch podmı́nek y0, y1. Dokažme, že
trajektorie jsou elipsy. Derivace řešeńı je y′(x) = −c1 a sin(ax) + c2 a cos(ax).
Dosazeńım do výrazu elipsy a2 y2 + (y′)2 po úpravě dostáváme

y2

c2
1 + c2

2

+
(y′)2

a2(c2
1 + c2

2)
= 1 ,

což je rovnice elipsy s
”
vodorovnou“ poloosou

√
c2
1 + c2

2 a
”
svislou“ poloosou

a
√

c2
1 + c2

2. Trajektorie v souřadnicovém systému y, y′ jsou koncentrické elipsy se
středem v počátku, viz Obr. 3. Singulárńı bod (0, 0) je proto střed. �

Trajektorie řešeńı lze určit také př́ımo integraćı. Rovnici (2.3) vynásob́ıme y′.
Źıskanou rovnost y′ y′′ + a2y y′ = 0 integrujeme na 1

2 (y′)2 + 1
2a2y2 = K.

Z počátečńıch podmı́nek y(0) = y0, y′(0) = 0 plyne
K = 1

2 a2y2
0 . Rovnice dává

y′ = ±a
√

y2
0 − y2 , y ∈ ⟨−y0, y0⟩ .

Jak zjistit orientaci trajektoríı? Podle Věty 1.2
trajektorie nad osou y jsou orientovány vpravo,
pod osou vlevo a osu y prot́ınaj́ı

”
kolmo“. Elipsy

jsou proto orientované ve směru pohybu hodinových
ručiček, tj. v záporném smyslu.

Všechna řešeńı jsou periodická. Jaká je perioda?
Funkce kosinus má periodu 2π, proto délka periody
T podle rovnice aT = 2π je

T = 2π/a = 2π
√

ℓ/g . (2.4)

y

y′

Obr. 3: Trajektorie linearizové

rovnice kyvadla pro a = 1.2.

Délka periody tedy nezáviśı na rozkmitu, roste s odmocninou délky kyvadla ℓ, tj.
č́ım deľśı je kyvadlo, t́ım kmitá pomaleji, a klesá s odmocninou gravitačńı konstanty
g, na Měśıci s menš́ı gravitačńı konstantou g stejné kyvadlo kmitá pomaleji než
na Zemi. Perioda T (kyv tam a zpět) kyvadla dlouhého ℓ = 1m na rovńıku Země,

kde g = 9.807m s−2, je T = 2π
√

1/9.807 = 2.006 sekundy, zat́ımco na Měśıci, kde
g = 1.62 m s−2, je perioda T = 4.94 sekundy.

Nelineárńı rovnice matematického kyvadla

Př́ıklad 2.3. Určete trajektorie řešeńı nelineárńı rovnice y′′ + a2 sin(y) = 0.

Řešeńı: Určeme singulárńı body. Jsou to řešeńı rovnice f(y, 0) ≡ a2 sin(y) = 0,
která má řešeńı y∗ = nπ, pro celá č́ısla n, singulárńı body jsou y∗ = (nπ, 0).
Př́ıslušný charakteristický polynom je P (λ) = λ2 + a2 cos(y∗).

Pro liché n = 2k + 1 polynom P (λ) = λ2 − a2 má dva reálné kořeny λ1,2 = ± a
s opačnými znaménky, singulárńı bod y∗ = (2kπ + π, 0) je podle Věty 1.5 sedlo.

Pro sudé n = 2k ∈ Z polynom P (λ) = λ2 + a2 má dva komplexně sdružené
kořeny λ1,2 = ± i a. Typ singulárńıho bodu y∗ = (2kπ, 0) urč́ıme výpočtem a cha-
rakterizaćı jednotlivých typ̊u trajektoríı, protože v nelineárńım př́ıpadě singulárńı

Obrázek 3. Trajektorie

linearizované rovnice kyvadla

pro a = 1,2.

Délka periody tedy nezáviśı na rozkmitu, roste s odmocninou délky kyvadla `, tj.
č́ım deľśı je kyvadlo, t́ım kmitá pomaleji, a klesá s odmocninou gravitačńı konstanty
g, na Měśıci s menš́ı gravitačńı konstantou g stejné kyvadlo kmitá pomaleji než
na Zemi. Perioda T (kyv tam a zpět) kyvadla dlouhého ` = 1m na rovńıku Země,

kde g = 9,807 m s−2, je T = 2π
√

1/9,807 = 2,006 sekundy, zat́ımco na Měśıci, kde
g = 1,62 m s−2, je perioda T = 4,94 sekundy.

Nelineárńı rovnice matematického kyvadla

Př́ıklad 2.3. Určete trajektorie řešeńı nelineárńı rovnice y′′ + a2 sin(y) = 0.

Řešeńı: Určeme singulárńı body. Jsou to řešeńı rovnice f(y, 0) ≡ a2 sin(y) = 0,
která má řešeńı y∗ = nπ, pro celá č́ısla n, singulárńı body jsou y∗ = (nπ, 0).
Př́ıslušný charakteristický polynom je P (λ) = λ2 + a2 cos(y∗).

Pro liché n = 2k+ 1 polynom P (λ) = λ2 − a2 má dva reálné kořeny λ1,2 = ± a
s opačnými znaménky, singulárńı bod y∗ = (2kπ + π, 0) je podle Věty 1.5 sedlo.

Pro sudé n = 2k ∈ Z polynom P (λ) = λ2 + a2 má dva komplexně sdružené
kořeny λ1,2 = ± i a. Typ singulárńıho bodu y∗ = (2kπ, 0) urč́ıme výpočtem a cha-
rakterizaćı jednotlivých typ̊u trajektoríı, protože v nelineárńım př́ıpadě singulárńı
bod nemuśı být střed. Rovnici y′′ + a2 sin(y) vynásob́ıme y′, č́ımž źıskáme rovnici
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y′y′′ + a2 sin(y)y′ = 0. Integrace dává rovnost

1

2
(y′)2 − a2 cos(y) = K . (2.5)

Určeme trajektorie řešeńı. Z rovnice (2.5) plyne |y′| =
√

2(K + a2 cos y). Odmoc-
nina na pravé straně je definována pro

K + a2 cos y ≥ 0 . (2.6)

Protože funkce kosinus nabývá hodnoty z intervalu 〈−1, 1〉, rozlǐśıme př́ıpady:

(a) Jestliže K = −a2, potom z (2.6) plyne cos(y) = 1, tedy y = 2kπ, k ∈ Z a
y′ = 0. Dostáváme tak spočetně mnoho singulárńıch bod̊u (y, y′) = (2kπ, 0)
pro k ∈ Z. Jsou to situace, kdy kyvadlo je v klidu ve stabilńı dolńı poloze.

(b) Jestliže K ∈ (−a2, a2), potom (2.6) plat́ı v základńı periodě (−π, π) pro
hodnoty y ∈ 〈−y0, y0〉, kde y0 = arccos(−K/a2) > 0. Jsou to př́ıpady, kdy
kyvadlo z krajńı polohy y = y0 (|y0| < π) přecháźı do opačné polohy
y = −y0 a pak obráceně. Analogická situace je v intervalech y ∈ (2kπ −
π, 2kπ + π).

(c) Jestliže K = a2 a přitom y′ = 0, potom pro y = (2k + 1)π dostaneme
singulárńı body, kdy kyvadlo je opět v klidu ale v horńı nestabilńı poloze.

(d) Jestliže K = a2 a y′ 6= 0, potom v základńı periodě y prob́ıhá interval
(−π, π). Je to situace, kdy kyvadlo se z limitńı polohy π v čase x→ −∞ po-
hybuje v záporném směru do polohy y → π v čase x→∞, nebo obráceně:
z polohy y → −π do polohy y = π v kladném směru. Analogická situace je
v intervalech y ∈ (2kπ − π, 2kπ + π).

(e) Jestliže K > a2, potom K+a2 cos y je kladné pro všechna y ∈ R a kyvadlo
se toč́ı stále v kladném směru nebo stále v záporném směru.

Jaká je klasifikace singulárńıch bod̊u? Podle fázového portrétu a definice, sin-
gulárńı body (2kπ, 0) – dolńı stabilńı polohy kyvadla – jsou body typu střed a
body (2kπ + π, 0) – horńı nestabilńı polohy – maj́ı typ sedlo, viz Obr.4, což je
v souladu s analýzou pomoćı charakteristického polynomu P (λ). �
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bod nemuśı být střed. Rovnici y′′ + a2 sin(y) vynásob́ıme y′, č́ımž źıskáme rovnici
y′ · y′′ + a2 sin(y) · y′ = 0. Integrace dává rovnost

1

2
(y′)2 − a2 cos(y) = K . (2.5)

Určeme trajektorie řešeńı. Z rovnice (2.5) plyne |y′| =
√

2(K + a2 cos y). Odmoc-
nina na pravé straně je definována pro

K + a2 cos y ≥ 0 . (2.6)
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a pak obráceně. Analogická situace je v intervalech y ∈ (2kπ − π, 2kπ + π).

(c) Jestliže K = a2 a přitom y′ = 0, potom pro y = (2k + 1)π dostaneme
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Je to situace, kdy kyvadlo se z limitńı polohy π v čase x → −∞ pohybuje
v záporném směru do polohy y → π v čase x → ∞, nebo obráceně: z polohy
y → −π do polohy y = π v kladném směru. Analogická situace je v intervalech
y ∈ (2kπ − π, 2kπ + π).

(e) Jestliže K > a2, potom K + a2 cos y je kladné pro všechna y ∈ R a kyvadlo
se toč́ı stále v kladném směru nebo stále v záporném směru.

Jaká je klasifikace singulárńıch bod̊u? Podle fázového portrétu a definice, sin-
gulárńı body (2kπ, 0) – dolńı stabilńı polohy kyvadla – jsou body typu střed a
body (2kπ + π, 0) – horńı nestabilńı polohy – maj́ı typ sedlo, viz Obr. 4., což je
v souladu s analýzou pomoćı charakteristického polynomu P (λ).

y

y′

Obr. 4: Trajektorie nelineárńı rovnice kyvadla, a = 1.2, singulárńı body jsou středy a sedla.Obrázek 4. Trajektorie nelineárńı rovnice kyvadla s a = 1,2, singulárńı body jsou středy a

sedla.
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Poznámka 2.4.

(a) Rovnice (2.5) je (až na násobek hmotnosti m) zákon zachováńı energie.
Kinetická energie bodu o hmotnosti m pohybuj́ıćı se rychlost́ı v = `y′ je
Ekin(x) = 1

2mv
2 = 1

2m(`y′)2. Potenciálńı energie bodu o hmotnosti m
v gravitačńım poli ve výšce h = −` cos(y) je Epot = mgh = −mg` cos(y).
Zákon zachováńı mechanické energie tak lze zapsat ve tvaru

E = Ekin + Epot =
1

2
m`2(y′)2 −mg` cos(y) = Km = konst.

(b) Linearizovaná rovnice (2.3) je aproximaćı nelineárńı rovnice (2.2) v okoĺı
bodu y = (0, 0). Při zvětšováńı rozkmitu y0 se chyba zvětšuje, situace
(c)–(e) už linearizovaná rovnice nedovede popsat.

(c) Fyzické kyvadlo vede na stejnou rovnici. Na těleso kyvadla o objemu V
v jeho těžǐsti T p̊usob́ı stejná gravitačńı śıla G = mg, kde m je hmotnost
celého kyvadla, jej́ı tečná složka je opět Ft = −mg sin(y). Protože body
kyvadla maj́ı r̊uznou vzdálenost od závěsu, Newton̊uv zákon F = ma pro
dráhové zrychleńı a nahrad́ıme vztahem M = Jα mezi momentem śıly
M = Ft`, kde ` je rameno śıly, tj. vzdálenost těžǐstě T od osy otáčeńı,
a úhlovým zrychleńım α = y′′, kde J je moment setrvačnosti kyvadla
vzhledem k ose otáčeńı. Moment setrvačnosti lze spoč́ıtat integraćı součinu
hustoty ρ(x) a čtverce vzdálenosti bodu kyvadla od osy otáčeńı. Při popisu
kyvadla o objemu V ⊂ R3 v kartézských souřadnićıch x = (x1, x2, x3)
otáčej́ıćı se okolo osy x1 lze moment setrvačnosti spoč́ıtat integrálem

J =

∫

V

(x22 + x23) ρ(x) dx.

Dostáváme rovnici Jy′′ + mg` sin(y) = 0. Označeńı a2 = mg`/J vede na
stejnou rovnici y′′ + a2 sin(y) = 0.

(d) Perioda kyv̊u (čas kyvu tam a zpět) v lineárńım modelu je T = 2π/a a
nezáviśı na rozkmitu y0. Protože pro malé kladné y je sin y < y, tj. śıla
zp̊usobuj́ıćı pohyb kyvadla je menš́ı než v linearizované rovnici, zrychleńı
kyvadla je (v absolutńı hodnotě) menš́ı. Kyvadlo se proto kýve pomaleji,
délka periody T kyvadla se s rozkmitem zvětšuje.

(e) Jaká je perioda kyvu T v nelineárńım př́ıpadě? Naznačme metodu výpočtu.
Při rozkmitu, tj. maximálńı výchylce y0, je rychlost y′ = 0. Z rovnice (2.5)
dostaneme K = −a2 cos(y0). Pro rostoućı část kyvu y′ ≥ 0 z rovnice (2.5)

po dosazeńı za K plyne y′ = a
√

2(cos(y)− cos(y0)).
Zaměňme roli závislé a nezávislé proměnné: mı́sto y(x) uvažujme ne-

známou x(y). Derivace vztahu y(x(y)) = y podle y dává y′(x(y))x′(y) = 1,
odkud dostáváme x′(y) = 1/y′(x(y)). Inverzńı neznámá x(y) proto splňuje

dx

dy
(y) =

1

a
√

2(cos(y)− cos(y0))
.
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Perioda kyvu kyvadla T je čtyřnásobek času mezi polohou y = 0 a rozkmi-
tem y0 ∈ 〈0, π). Źıskáme ji integraćı

T = 4
1

a
√

2

∫ y0

0

dy√
cos(y)− cos(y0)

= 4

(
`

2g

)1/2 ∫ y0

0

dy√
cos(y)− cos(y0)

.

Jde o tzv. eliptický integrál, primitivńı funkci nelze vyjádřit pomoćı ele-
mentárńıch funkćı. Pro zvětšuj́ıćı se počátečńı výchylku se perioda kyvu
prodlužuje, pro y0 → π− čas T roste do nekonečna.

Tlumené kmity kyvadla

Uvažujme kyvadlo pohybuj́ıćı se v prostřed́ı, které brzd́ı pohyb kyvadla, např.
kyvadlo ponořené v kapalině. Tlumeńı pohyb brzd́ı, tlumı́ćı śıla Tt je orientována
proti směru pohybu. Předpokládejme, že tlumı́ćı śıla je př́ımo úměrná rychlosti
y′(x) pohybu, tj. Tt(x) = −b y′(x), kde b je kladná konstanta. Dostáváme tak

y′′ = −a2 sin(y)− by′. (2.7)

Př́ıklad 2.5. Určete typ singulárńıch bod̊u rovnice (2.7) kyvadla s tlumeńım.

Řešeńı: Rovnice f(y, 0) = − sin(y) = 0 dává opět singulárńı body y∗n = (y∗n, 0),
kde y∗n = nπ pro celá n ∈ Z jako v př́ıpadě rovnice bez tlumeńı. Př́ıslušný charak-
teristický polynom podle (1.7) je

P (λ) = λ2 + bλ+ a2 cos(y∗).

Rozlǐśıme základńı dva př́ıpady: n sudé a n liché, které vedou na kvadratický
polynom se záporným a kladným diskriminantem D = b2 − 4 a2 cos(y∗).

Př́ıpad n = 2k + 1 liché. Singulárńı bod y∗ = (2kπ + π, 0) odpov́ıdá situaci,
kdy kyvadlo

”
stoj́ı“ v labilńı poloze nad osou otáčeńı. Protože cos(y∗) = −1,

charakteristický polynom P (λ) = λ2+bλ−a2 má kladný diskriminant D = b2+4 a2

a dva reálné kořeny λ1,2 = 1
2 (−b ±

√
D). Protože

√
D > b, kořeny maj́ı opačná

znaménka a singulárńı bod je opět sedlo jako v př́ıpadě kmit̊u bez tlumeńı.

Př́ıpad n = 2k sudé. Singulárńı bod y∗ = (2kπ, 0) odpov́ıdá situaci, kdy kyvadlo

”
viśı“ ve stabilńı poloze pod osou otáčeńı. Protože cos(y∗) = 1, charakteristický

polynom P (λ) = λ2 + bλ + a2 má diskriminant D = b2 − 4 a2. V závislosti na
velikosti tlumeńı určeném parametrem b rozlǐsujeme tři př́ıpady podle znaménka
diskriminantu D:

(a) D = b2 − 4a2 je záporný, tj. b < 2a. Potom charakteristický polynom má

dvojici komplexně sdružených kořen̊u λ1,2 = −b/2 ± i ν, kde ν =
√
a2 − b2/4, se

zápornou reálnou část́ı. Podle Věty 1.5 singulárńı bod je atraktivńı ohnisko. V okoĺı
singulárńıho bodu trajektorie obecného řešeńı linearizované rovnice

y(x) = 2kπ + [c1 cos(νx) + c2 sin(νx)] e−bx/2

maj́ı tvar spirál, které se bĺıž́ı k bodu y∗ = (nπ, 0), přičemž nekonečně mnohokrát
ob́ıhaj́ı bod y∗ ve směru pohybu hodinových ručiček, viz Obr.5.

Hodnota ν, která určuje dobu oscilaćı pomoćı (2.4), je menš́ı než a, a proto
perioda tlumeného kyvu Tb = 2π/ν je deľśı než v netlumeném př́ıpadě. Pro b→ 0+
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plat́ı ν → a a perioda Tb klesá k periodě T netlumeného kmitu. Tato situace se
nazývá podkritické tlumeńı, také podtlumené nebo kvaziperiodické kmitáńı.

(b) Diskriminant D = b2 − 4a2 je nulový, tj. b = 2a. Potom charakteristický
polynom má dvojnásobný záporný kořen λ1,2 = −a a podle Věty 1.5 singulárńı
bod je atraktivńı uzel. V okoĺı singulárńıho bodu y∗ = (2kπ, 0) je obecné řešeńı
linearizované rovnice

y(x) = 2kπ + (c1 + c2x) e−ax .

Trajektorie řešeńı y(x) s c2 = 0 jsou polopř́ımky y′ = 2kπ − ay orientované pro
x→∞ k singulárńımu bodu. Jak vypadaj́ı ostatńı trajektorie v okoĺı singulárńıho
bodu? Trajektorie nad př́ımkou y = 2kπ − ax nad osou y jdou JV směrem, osu
y prot́ınaj́ı J směrem a stáč́ı se doprava, k singulárńımu bodu se bĺıž́ı ve směru
(−1, a). Trajektorie pod př́ımkou y = 2kπ − ax pod osou y jdou SZ směrem, osu
y prot́ınaj́ı S směrem, stáč́ı se doprava s k singulárńımu bodu přicházej́ı ve směru
se směrnićı (1,−a), viz Obr. 6. Situace se nazývá kritické tlumeńı.

(c) D = b2−4a2 > 0, tj. b > 2a. Potom charakteristický polynom má dva r̊uzné

záporné kořeny λ1,2 = −b/2 ± ν, kde ν =
√
D/2 =

√
b2/4− a2. Podle Věty 1.5

singulárńı bod je opět atraktivńı uzel. V okoĺı bodu y∗ = (2kπ, 0) máme

y(x) = 2kπ + c1 e(−b/2+ν)x + c2 e(−b/2−ν)x ,

které dává dvě dvojice trajektoríı tvaru polopř́ımek se směrnicemi −b/2 ± ν.
Ostatńı trajektorie se bĺıž́ı k singulárńımu řešeńı s tečným vektorem ±(1,−b/2+ν).
Situace se nazývá nadkritické tlumeńı. �

Poznámka 2.6. Uvažujme nyńı pohyb kyvadla s počátečńımi podmı́nkami bĺız-
kými singularńım bod̊um (2kπ, 0). Co plyne z výše odvozených vzorc̊u?

(a) Ve všech př́ıpadech s časem x → ∞ výchylka kyvadla konverguje k 2kπ.
Ale tato limita bude dosažena až v

”
nekonečném čase“. Jaký je rozd́ıl mezi

jednotlivými př́ıpady? V podtlumeném př́ıpadě kyvadlo procháźı nulovou
polohou nekonečně mnohokrát s periodou trochu deľśı než v netlumeném
př́ıpadě. V př́ıpadě kritického i nadkritického tlumeńı kyvadlo už přejde
limitńı polohou 2kπ nejvýše jednou a potom už jen klesá k ńı.

(b) Ve kterém př́ıpadě tlumeńı klesá výchylka nejrychleji? Poznáme to podle
exponenciálńı části řešeńı, tj. podle exponentu µ exponenciálńıho členu
e−µx řešeńı. V podkritickém př́ıpadě je µ = b/2, přičemž µ < a. V kri-
tickém př́ıpadě je µ = b/2 = a. V nadkritickém př́ıpadě je řešeńı součtem
dvou exponenciálńıch funkćı kromě př́ıpadu ci = 0. Rychlost určuje k nule
pomaleji jdoućı exponenciála e−µx s µ = b/2−

√
b2/4− a2, což je pomaleǰśı

exponenciálńı funkce, než v př́ıpadě kritického tlumeńı. Je to překvapivý
fakt, že zvýšeńı tlumı́ćı śıly nad kritickou hodnotu tlumeńı kmit̊u zpomaĺı.

(c) Porovnejme konkrétńı př́ıklady s konstantou a = 1.2 (stejnou jako v ne-
tlumeném př́ıpadě, Př́ıklad 2.2) a r̊uzným stupněm tlumeńı α = b/a: s nu-
lovým α = 0, podkritickým α < 2, kritickým α = 2 a nadkritickým α > 2
stupněm tlumeńım α a sledujme rychlost kmitáńı a amplitudu kmit̊u.
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• Netlumené kmity: α = 0, b = 0. Diskriminant D = −4a2 = −2,42.
Perioda malých kmit̊u je T0 = 2π/a = 2π/1,2 = 5,236, amplituda
kmit̊u se neměńı.

• Podtlumené kmity: α = 0,56, b = αa = 0,672. Diskriminant má hod-
notu D = b2 − 4a2 = −2,3042, λ1,2 = −0,336 ± i 1,152. Perioda
malých kmit̊u je T = 2π/ν = 2π/1,152 = 5,454. Amplituda oscilaćı
řešeńı klesá jako e−0.336x, viz Obr. 5.
• Kritické tlumeńı: α = 2, b = αa = 2,4. Diskriminant je D = 0, kořeny
λ1,2 = −1,2. Výchylka klesá jako e−1,2x, viz Obr. 6.

• Nadkritické tlumeńı: α = 2,5, b = αa = 3. Diskriminant D = b2 −
4a2 = 1,82, λ1 = −0,6, λ2 = −2,4. Výchylka klesá jako e−0,6x, viz
Obr. 7. Všimněte si dva páry polopř́ımek: jedné strměǰśı – to je to
výjimečné

”
nejrychleǰśı“ tlumeńı, a druhé pozvolněǰśı, ke které se

všech ostatńı
”
zakřivené“ trajektorie bĺıž́ı – ty znázorňuj́ı to nadkri-

tické tlumeńı, které je
”
pomaleǰśı“ než menš́ı tlumeńı kritické.

(d) Obrázky 5–7 zobrazuj́ı trajektorie linearizované rovnice, která modeluje
přibližné trajektorie nelineárńı rovnice v okoĺı singulárńıho bodu. Všechny
trajektorie jsou orientovány do počátku, orientace však neńı vyznačena.

(e) V celém fázovém prostoru trajektorie úplných řešeńı nelineárńı rovnice
s tlumeńım zač́ınaj́ıćı vlevo nad osou y jdou doprava, maj́ı tvar

”
vln“

z Obr. 4, ale klesaj́ıćıch do okamžiku, kdy protnou osu y, a začnou se
bĺıžit k singulárńımu bodu jedńım ze zp̊usob̊u popsaným v Př́ıkladě 2.5
body (a)–(c).

Trajektorie zač́ınaj́ıćıch vpravo pod osou y jdou zprava doleva ve tvaru
rostoućıch

”
vln“ z Obr. 4 až do okamžiku, kdy protnou osu y. Tlumené

kyvadlo tedy rotuje v kladném nebo záporném směru až do okamžiku, kdy
už horńı polohu nepřekoná a začne se

”
kývat tam a zpět“ se zmenšuj́ıćım

se rozkmitem, jeho trajektorie ob́ıhá singulárńı bod. V př́ıpadě kritického
a nadkritického tlumeńı trajektorie singulárńı bod

”
neob́ıhá“.
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D = b2 −4a2 = −2.3042 , λ1,2 = −0.336± i 1.152. Perioda malých kmit̊u
je T = 2π/ν = 2π/1.152 = 5.454. Amplituda oscilaćı řešeńı klesá jako
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už horńı polohu nepřekoná a začne se

”
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• netlumené kmity α = 0, b = 0. Diskriminant D = −4a2 = −2.42.
Perioda malých kmit̊u je T0 = 2π/a = 2π/1.2 = 5.236, amplituda kmit̊u
se neměńı.

• podtlumené kmity α = 0.56, b = α a = 0.672. Diskriminant má hodnotu
D = b2 −4a2 = −2.3042 , λ1,2 = −0.336± i 1.152. Perioda malých kmit̊u
je T = 2π/ν = 2π/1.152 = 5.454. Amplituda oscilaćı řešeńı klesá jako
e−0.336x, viz Obr. 5.

• kritické tlumeńı α = 2, b = αa = 2.4. Diskriminant je D = 0, kořeny
λ1,2 = −1.2. Výchylka klesá jako e−1.2x, viz Obr. 6.

• nadkritické tlumeńı α = 2.5, b = 3. Diskriminant D = b2−4a2 = 1.82,
λ1 = −0.6, λ2 = −2.4. Výchylka klesá jako e−0.6x, viz Obr. 7. Všimněte
si dva páry polopř́ımek: jedné strměǰśı – to je to výjimečné

”
nejrychleǰśı“

tlumeńı, a druhé pozvolněǰśı, ke které se všech ostatńı
”
zakřivené“ tra-

jektorie bĺıž́ı – ty znázorňuj́ı to nadkritické tlumeńı, které je
”
pomaleǰśı“

než menš́ı tlumeńı kritické.

(d) Obr. 5–7 zobrazuj́ı trajektorie linearizované rovnice, která modeluje přibližné
trajektorie nelineárńı rovnice v okoĺı singulárńıho bodu. Všechny trajektorie
jsou orientovány do počátku, orientace však neńı vyznačena.

(e) V celém fázovém prostoru trajektorie úplných řešeńı nelineárńı rovnice s tlu-
meńım zač́ınaj́ıćı vlevo nad osou y jdou vpravo, maj́ı tvar

”
vln“ z Obr. 4 ale

klesaj́ıćıch do okamžiku, kdy protnou osu y, a začnou se bĺıžit k singulárńımu
bodu jedńım ze zp̊usob̊u popsaným v Př́ıkladě 2.5 body (a)–(c).

Trajektorie zač́ınaj́ıćıch vpravo pod osou y jdou zprava doleva ve tvaru
rostoućıch
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D = b2 −4a2 = −2.3042 , λ1,2 = −0.336± i 1.152. Perioda malých kmit̊u
je T = 2π/ν = 2π/1.152 = 5.454. Amplituda oscilaćı řešeńı klesá jako
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λ1,2 = −1.2. Výchylka klesá jako e−1.2x, viz Obr. 6.
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jsou orientovány do počátku, orientace však neńı vyznačena.
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3. Př́ıklady z populačńı biologie

Spojité matematické modely v biologii, popisuj́ıćı vývoj populaćı vedou, viz [4], na
rovnice a soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic. Pokud se vněǰśı podmı́nky
v čase neměńı, rovnice i soustavy jsou autonomńı. Uvedeme několik př́ıklad̊u.

Naproti předchoźımu fyzikálńımu jevu matematického a fyzického kyvadla, kte-
rý je ve své idealizované podobě zcela přesný, modely v biologii přinášej́ı řadu
aproximaćı: jedince tvoř́ıćı populaci považujeme za identické: nerozlǐsujeme jejich
věk, pohlav́ı, velikost ani jiné individuálńı charakteristiky. Jejich počet, což je ve
skutečnosti nezáporné celé č́ıslo, nahrazujeme nezáporným reálným č́ıslem, v reálné
populaci př́ır̊ustek nastává s jistým časovým zpožděńım, atd.

Přes tato a daľśı zjednodušeńı, modely dávaj́ı zaj́ımavé výsledky, které vysvětluj́ı
některé skutečnosti. Omeźıme se jen na deterministické modely.

Modely dynamiky jedné populace

Mı́sto označeńı už́ıvaného v matematické biologii zachováme naše označeńı z ODR
z předchoźıch část́ı s nezávislou proměnnou x, která hraje roli času, a závislou
proměnnou y, která popisuje počet jedinc̊u v čase x. Bude to nezáporná reálná
funkce y(x). Vývoj počtu populace bude záviset jen na velikosti populace a nebude
záviset př́ımo na času x. Obecný model tak vede na autonomńı diferenciálńı rovnici
prvńıho řádu

y′ = f(y) = µ(y)y , y(0) = y0 ≥ 0

s parametrem r̊ustu µ(y), který udává počet µ∆x nově vzniklých jedinc̊u na každé-
ho jedince za časový úsek ∆x. V nejstarš́ım Malthusově modelu y′ = ay je parametr
r̊ustu konstantńı µ(y) = a; parametr a je rozd́ıl porodnosti a úmrtnosti, tj. rozd́ıl

počtu narozených a zemřelých vztažený na jednoho jedince a jednotku času. Úloha
má jediné řešeńı y(x) = y0 eax. Podle tohoto modelu pro kladné a počet jedinc̊u
roste exponenciálně do nekonečna.

Model odpov́ıdá skutečnosti jen v situaci, kdy počet jedinc̊u je malý a zdroje
potravy jsou dostatečné. Kromě nulového řešeńı všechna řešeńı jsou rostoućı, nu-
lové řešeńı y(x) = 0 je tedy neatraktivńı uzel. Doplňme, že pro a = 0 je počet
jedinc̊u konstantńı a pro a < 0 populace vymı́rá, nulové řešeńı je atraktivńı uzel.

Protože v reálném světě zdroje potravy jsou omezené, při zvětšováńı množstv́ı
jedinc̊u y nastává snižováńı parametru r̊ustu. Lineárńı závislost dává µ(y) = a−b y.
K parametru r̊ustu a jsme přidali parametr b zvaný zpomaleńı r̊ustu. Rovnice

y′ = (a− by)y

s kladnými parametry a, b vedle řešeńı y(x) = 0, které dává neatraktivńı uzel, má
také konstantńı řešeńı y(x) = y∗ = a/b. Je to

”
rovnovážný“ počet jedinc̊u: pro

počátečńı podmı́nku y(0) < y∗ řešeńı y(x) stoupá k y∗ a pro y(0) > y∗ řešeńı y(x)
klesá k y∗. Trajektorie singulárńıho řešeńı y(x) = y∗ je atraktivńı uzel, protože
všechna nenulová řešeńı se bĺıž́ı k rovnovážnému a

”
udržitelnému“ řešeńı y∗.
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Modely dvou populaćı

Uvažujme dvě r̊uzné populace obývaj́ıćı stejný prostor. Počet jejich jedinc̊u v čase
x budou popisovat dvě nezáporné reálné funkce y1(x), y2(x), přičemž vývoj jejich
počtu bude záviset jen na okamžitém počtu jedinc̊u obou populaćı. Model vede na
autonomńı soustavu dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu

y′1 = f1(y1, y2) = µ1(y1, y2)y1 , y′2 = f2(y1, y2) = µ2(y1, y2)y2

se spojitými funkcemi µ1(y1, y2), µ2(y1, y2). Soustavu doplńıme počátečńımi pod-
mı́nkami y1(x0) = γ1, y2(x0) = γ2, kde γi ≥ 0, obvykle předpokládáme, že γi
jsou kladné. Pro jednoduchost mı́sto obecných spojitých funkćı µ1, µ2 se obvykle
uvažuj́ı jednoduché lineárńı závislosti s konstantńımi parametry, které popisuj́ı
jednotlivé vlivy. K rovnićım y′i = (ai − biyi)yi přidáme členy ciy1y2 popisuj́ıćı vliv
druhé populace:

y′1 = (a1 − b1y1 + c1y2)y1 , y′2 = (a2 − b2y2 + c2y1)y2 . (3.1)

Pro c1 > 0 populace y2 zvyšuje r̊ust populace y1, zat́ımco pro c1 < 0 populace y2
snižuje r̊ust populace y1. Význam parametru c2 je analogický.

Podle znamének parametr̊u c1, c2 rozlǐśıme tři základńı situace:

(A) oba parametry c1, c2 jsou kladné, jde o př́ıpad mutualismu, také symbiózy,
kdy se obě populace navzájem podporuj́ı,

(B) oba parametry c1, c2 jsou záporné, jde o konkurenci, kdy populace mezi
sebou o potravu soutěž́ı,

(C) parametry c1, c2 maj́ı opačná znaménka: c1 < 0, c2 > 0 jde o predaci, kdy
predátor y2 se živ́ı kořist́ı y1. V př́ıpadě c1 > 0, c2 < 0 jde jen o výměnu
roĺı.

Pomocné výsledky

Při zkoumáńı trajektoríı budeme využ́ıvat pojem nulkliny, viz [4]. V našem př́ıpadě
dvou proměnných prvńı nulklina je množina bod̊u ve fázovém prostoru, ve kterých
je prvńı složka tečného vektoru (y′1, y

′
2) řešeńı nulová, tj. y′1 = 0. Jsou to tedy

body fázového prostoru splňuj́ıćı f1(y1, y2) = 0. V těchto bodech je tečna řešeńı
rovnoběžná s osou y2. Analogicky druhou nulklinu tvoř́ı body fázového prostoru,
ve kterých je druhá složka tečného vektoru nulová, tj. y′2 = 0. Jsou to body, kde
f2(y1, y2) = 0, v těchto bodech má tečný vektor směr osy y1. Singulárńı body jsou
pr̊useč́ıky nulklin prvńıho a druhého druhu.

Typ singulárńıho bodu nelineárńı soustavy diferenciálńıch rovnic urč́ıme pomoćı
kořen̊u charakteristického polynomu př́ıslušné linearizované soustavy v tomto bodě
vztahy (1.4)–(1.5). Pokud tyto kořeny maj́ı nenulovou reálnou část, jsou nenulové
i v okoĺı a řešeńı nelineárńı a linearizované rovnice maj́ı stejný charakter.

Charakteristický polynom (1.6) má tvar

P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A) , (3.2)

kde Tr(A) = A11 + A22 je stopa matice A a det(A) = A11A22 − A12A21 je deter-
minant matice A = (Aij) parciálńıch derivaćı (∂fi/∂yj).
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Teorie kvadratických rovnic dává následuj́ıćı tvrzeńı, které nám umožńı určit
typ kořen̊u reálného polynomu (3.2) a pomoćı Věty 1.5 typ singulárńıho bodu.

Věta 3.1 (Kořeny kvadratického polynomu). Uvažujme kvadratický polynom
P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det(A) a jeho diskriminant

D = (Tr(A))2 − 4 det(A) = (A11 −A22)2 + 4A12A21 . (3.3)

Potom plat́ı:

(a) Kořeny λ1, λ2 splňuj́ı rovnosti Tr(A) = λ1 + λ2 a det(A) = λ1λ2.

(b) Pokud det(A) < 0, diskriminant D je kladný a polynom má dva reálné
nenulové kořeny λ1, λ2 s opačnými znaménky.

(c) Pokud det(A) ≥ 0 a diskriminant D ≥ 0, polynom má dva reálné kořeny
ne nutně r̊uzné. Jestlǐze Tr(A) > 0, kořeny jsou kladné. Jestlǐze Tr(A) < 0,
kořeny jsou záporné.

(d) Pokud det(A) ≥ 0 a D < 0, polynom má dva komplexně sdružené kořeny.

Zkoumejme soustavu rovnic (3.1). Předpokládejme, že parametry ai, bi, ci jsou
nenulové. Rovnice f1(y1, y2) ≡ y1(a1 − b1y1 + c1y2) = 0 dává dvě prvńı nulkliny

y1 = 0, a1 − b1y1 + c1y2 = 0.

Je to osa y2 a př́ımka p2 s ńı r̊uznoběžná.
Rovnice f2(y1, y2) ≡ y2(a2 − b2y2 + c2y1) = 0 dává dvě druhé nulkliny

y2 = 0, a2 − b2y2 + c2y1 = 0.

Je to osa y1 a př́ımka p1 s ńı r̊uznoběžná. Pr̊useč́ıky prvńıch nulklin s druhými jsou
singulárńı body. Jsou to vždy tři body S0 = (0, 0), S1 = (a1/b1, 0), S2 = (0, a2/b2).
Pokud

”
šikmé“ nulkliny nejsou rovnoběžné, tj. d = b1b2− c1c2 6= 0, jejich pr̊useč́ık

je čtvrtý singulárńı bod, který označ́ıme S12. Jednoduchý výpočet dává

S12 = (y∗1 , y
∗
2) =

(
a1b2 + a2c1
b1b2 − c1c2

,
a2b1 + a1c2
b1b2 − c1c2

)
≡
(
B1

d
,
B2

d

)
, (3.4)

kde
d = b1b2 − c1c2 , B1 = a1b2 + a2c1 , B2 = a2b1 + a1c2 .

Zálež́ı ještě na tom, zda pr̊useč́ık S12 lež́ı v prvńım kvadrantu.
Vyč́ısĺıme nyńı parametry linearizované soustavy v singulárńıch bodech. Matice

A koeficient̊u (1.5) linearizované soustavy v př́ıpadě (1.4) má složky

A11 = a1 − 2b1y
∗
1 + c1y

∗
2 , A12 = c1y

∗
1 , A21 = c2y

∗
2 , A22 = a2 + c2y

∗
1 − 2b2y

∗
2 .

V bodě S0 = (0, 0) plat́ı A11 = a1, A12 = A21 = 0, A22 = a2. Charakteristický
polynom

P (λ) = λ2 − (a1 + a2)λ+ a1a2 (3.5)

má dva ne nutně r̊uzné reálné kořeny a1, a2. Podle Věty 1.5 je S0 neatraktivńı uzel.
V bodě S1 = (a1/b1, 0) č́ısla Aij jsou A11 = −a1, A12 = a1c1/b1, A21 = 0,

A22 = a2 + a1c2/b1. Charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D je

P (λ) = λ2 −
(
B2

b1
− a1

)
λ− a1

B2

b1
, D =

(
B2

b1
+ a1

)2

. (3.6)
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Podobně v bodě S2 = (0, a2/b2) je A11 = a1 +a2c1/b2, A12 = 0, A21 = a2c2/b2,
A22 = −a2 a charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D vyjde

P (λ) = λ2 −
(
B1

b2
− a2

)
λ− a2

B1

b2
, D =

(
B1

b2
+ a2

)2

. (3.7)

Pokud d = b1b2−c1c2 6= 0, existuje i čtvrtý singulárńı bod S12 = (B1/d,B2/d) .
Spoč́ıtejme koeficienty matice A v tomto singulárńım bodu

A11 = −b1B1

d
, A12 =

c1B1

d
, A21 =

c2B2

d
, A22 = −b2B2

d
.

Koeficienty dávaj́ı charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D

P (λ)=λ2+
b1B1+b2B2

d
λ+

B1B2

d
, D=

(b1B1−b2B2)2

d2
+4

c1c2B1B2

d2
. (3.8)

Proberme jednotlivé př́ıpady podle znamének c1, c2, které určuj́ı situaci.

(A) Mutualismus, symbióza – kladné c1, c2

Necht’ všechny parametry a1, a2, b1, b2, c1, c2 jsou kladné. Potom B1, B2 jsou také
kladné. Nav́ıc předpokládejme, že d = b1b2−c1c2 je kladné. Kdyby d bylo záporné,

”
šikmé“ nulkliny by se neprot́ınaly v prvńım kvadrantu a obě populace by v limitě

rostly nade všechny meze, což by vedlo k destrukci prostřed́ı a následnému vyhy-
nut́ı obou populaćı. Z předchoźıho v́ıme, že prvńı nulkliny y′1 = 0 jsou dvě př́ımky:
y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka p2: a1− b1y1 + c1y2 = 0, která vycháźı ze singulárńıho
bodu S1 = (a1/b1, 0) s kladnou směrnićı b1/c1, viz Obr. 8.

V bodech prvńıho kvadrantu mezi polopř́ımkami y2 a p2 je hodnota funkce
y′1 = f1(y1, y2) kladná, proto prvńı složka y′1 tečného vektoru je kladná. V bodech
vpravo od pravé nulkliny p2 je prvńı složka tečného vektoru záporná.
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Podobně v bodě S2 = (0, a2/b2) je A11 = a1+a2c1/b2, A12 = 0, A21 = a2c2/b2,
A22 = −a2 a charakteristický polynom P (λ) a jeho diskriminant D vyjde
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Pokud d = b1b2 −c1c2 ̸= 0, existuje i čtvrtý singulárńı bod S12 = (B1/d,B2/d) .
Spoč́ıtejme koeficienty matice A v tomto singulárńım bodu
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Proberme jednotlivé př́ıpady podle znamének c1, c2, které určuj́ı situaci.

(A) Mutualismus, symbióza – kladné c1, c2

Necht’ všechny parametry a1, a2, b1, b2, c1, c2 jsou kladné. Potom B1, B2 jsou
také kladné. Nav́ıc předpokládejme, že d = b1b2 − c1c2 je kladné. Kdyby d bylo
záporné,

”
šikmé“ nulkliny by se neprot́ınaly v prvńım kvadrantu a obě populace by

v limitě rostly nade všechny meze, což by vedlo k destrukci prostřed́ı a následnému
vyhynut́ı obou populaćı. Z předchoźıho v́ıme, že prvńı nulkliny y′

1 = 0 jsou dvě
př́ımky: y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka p2: a1 − b1y1 + c1y2 = 0, která vycháźı ze
singulárńıho bodu S1 = (a1/b1, 0) s kladnou směrnićı b1/c1, viz Obr. 8.
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Obr. 9: Symbióza: tečné vektory trajektoríı
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Analogicky vyšetř́ıme druhé nulkliny y′2 = 0. Jsou to opět dvě př́ımky: y2 = 0,
tj. osa y1 a př́ımka p1: a2 − b2y2 + c2y1 = 0 vycházej́ıćı ze bodu S2 = (0, a2/b2)
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př́ımkami je hodnota y′2 = f2(y1, y2) kladná, proto druhá složka tečného vektoru
y′2 je kladná, a v bodech nad horńı nulklinou je složka tečného vektoru záporná.

Protože d > 0,
”
šikmé“ nulkliny, př́ımky p1, p2, se prot́ınaj́ı v prvńım kvadrantu

v bodě S12 a rozděluj́ı tak prvńı kvadrant na čtyři oblasti. Podle znamének složek
tečného vektoru v Obr. 8 je zakreslena

”
orientace“ tečných vektor̊u, tj. ve kterém

kvadrantu nebo na které poloose je tečný vektor, protože v jednotlivých oblastech
a na nulklinách je tato orientace konstantńı. V Obr. 9 jsou zakresleny skutečné
tečné vektory. Podle Věty 1.5 a podsekce Pomocné výsledky v souladu s Obr.8, 9
bod S0 je neatraktivńı uzel, body S1, S2 sedla a S12 atraktivńı uzel.

Všimněte si efektu symbiózy: singulárńı bod S12 přitahuje všechna řešeńı (kromě
poloos y1, y2) a dává vyšš́ı

”
rovnovážné hodnoty“ pro obě populace, než jsou

rovnovážné hodnoty ai/bi u obou populaćı bez vzájemného vlivu. Tento stav je
proto stabilńı a

”
udržitelný“. Je to atraktivńı uzel.

(B) Konkurence — záporné c1, c2

Necht’ všechny parametry a1, a2, b1, b2 jsou kladné a parametry c1, c2 záporné.
Stejně jako v př́ıpadě symbiózy prvńı nulkliny y′1 = 0 jsou dvě př́ımky: y1 = 0, tj.
osa y2, a

”
šikmá“ př́ımka p2: a1 − b1y1 + c1y2 = 0, která vycháźı ze singulárńıho

bodu S1 = (a1/b1, 0) se zápornou směrnićı b1/c1 < 0. Druhé nulkliny y′2 = 0 jsou
také dvě př́ımky: y2 = 0, tj. osa y1 a

”
šikmá“ př́ımka p1: a2−b2y2+c2y1 = 0, která

vycháźı ze singulárńıho bodu S2 = (0, a2/b2) se zápornou směrnićı c2/b2 < 0.
V př́ıpadě konkurence se prvńı nulkliny nav́ıc prot́ınaj́ı v prvńım kvadrantu na

kladné poloose y2 v pr̊useč́ıku P1 = (0,−a1/c1) a druhé nulkliny se prot́ınaj́ı na
kladné poloose y1 v bodě P2 = (−a2/c2, 0). Pozor, tyto pr̊useč́ıky ovšem nejsou
singulárńımi body, prot́ınaj́ı se zde dvě prvńı nebo dvě druhé nulkliny. Nav́ıc,
pokud koeficient d = b1b2 − c1c2 je nenulový, šikmé nulkliny se prot́ınaj́ı.

Jaké je pořad́ı bod̊u S1 a P2 na poloose y1? Jestliže B2 = a2b1+a1c2 > 0, potom
a2b1 > −a1c2 > 0, odkud plyne −a2/c2 > a1b1, tedy pr̊useč́ık P2 lež́ı vpravo za
singulárńım bodem S1. V opačném př́ıpadě B2 < 0 pr̊useč́ık P2 lež́ı vlevo před
S1. Podobně v př́ıpadě B1 = a1b2 + a2c1 > 0 na poloose y2 pr̊useč́ık P1 lež́ı nad
bodem S2, pro B1 < 0 bod P1 lež́ı pod bodem S2. V př́ıpadě B1 = 0 nebo B2 = 0
body P1, S2 nebo P2, S1 splývaj́ı.

Rozlǐśıme jednotlivé situace podle znamének parametr̊u B1, B2.

(Ba)
”
Slabá konkurence“ – kladné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı za bodem S1 a na poloose y2 bod P1

lež́ı nad bodem S2, viz Obr. 10.
Jaké je d? Z podmı́nky B1 > 0 plyne b2/a2 > −c1/a1 > 0, podmı́nka B2 > 0

dává b1/a1 > −c2/a2 > 0. Součin obou nerovnost́ı po vynásobeńı a1a2 > 0 dává
b1b2 > c1c2, proto d > 0. To potvrzuje skutečnost, že pr̊useč́ık S12, lež́ı v prvńım
kvadrantu, jeho souřadnice, viz (3.4), jsou kladné.

Nulkliny prot́ınaj́ıćı se v singulárńım bodě S12 rozděluj́ı prvńı kvadrant na
čtyři části. Podle znamének f1(y1, y2), f2(y1, y2) v nich vykresĺıme

”
orientaci“

př́ıslušných tečných vektor̊u (y′1, y
′
2), viz Obr. 10.
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Vyšetřeme singulárńı body. Podle Věty 1.5 a výsledk̊u podsekce Pomocné vý-
sledky v souladu s Obr.10, 11 bod S0 je neatraktivńı uzel. Podle (3.6) a (3.7)
charakteristické polynomy v bodech S1 a S2 maj́ı záporný absolutńı člen det(A),
maj́ı proto reálné kořeny s opačnými znaménky a body S1, S2 jsou tud́ıž sedla.
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Vyšetřeme singulárńı body. Podle Věty 1.5 a výsledk̊u podsekce Pomocné výsled-
ky v souladu s Obr. 10, 11 bod S0 je neatraktivńı uzel. Podle (3.11) a (3.12) cha-
rakteristické polynomy v bodech S1 a S2 maj́ı záporný absolutńı člen det(A), maj́ı
proto reálné kořeny s opačnými znaménky a body S1, S2 jsou tud́ıž sedla.
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Obr. 10: Slabá konkurence: nulkliny, sing. body

(a1 =4; b1 =2; c1 =−1; a2 =3; b2 =1; c2 =−0.6).
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Obr. 11: Slabá konkurence: tečné vektory

(a1 =4; b1 =2; c1 =−1; a2 =3; b2 =1; c2 =−0.6).

Ve čtvrtém singulárńım bodě S12 podle (3.13) je det(A) = B1B2/d kladný, dis-
kriminant D kladný a stopa Tr(A) je záporná. Podle Věty 3.1 kořeny jsou záporné.
Podle Věty 1.5 bod S12 je atraktivńı uzel. Pro kontrolu vykresleme směrové vektory
v Obr. 11, potvrzuj́ı typy singulárńıch bod̊u.

Jaké je hodnoceńı situace? Všechny trajektorie (kromě bod̊u na poloosách y1

a y2) směřuj́ı do atraktivńıho bodu S12, který dává obou druh̊um rovnovážný
stabilńı stav. Tento stav je sice menš́ı než v př́ıpadě samotné prvńı nebo druhé
populace, ale oba druhy přež́ıvaj́ı.

(Bb)
”
Silná konkurence“ – záporné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2

bod P1 před bodem S2, viz Obr. 12. Záporné B1, B2 dávaj́ı 0 < b2/a2 < −c1/a1,
0 < b1/a1 < −c2a2, součin nerovnost́ı pak b1b2 < c1c2. Proto d < 0 a v (3.7)
souřadnice bodu S12 jsou kladné. Nulkliny se prot́ınaj́ı v singulárńım bodě S12

a rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Podle znamének f1(y1, y2), f2(y1, y2) je
v Obr. 12 vykreslena orientace př́ıslušných tečných vektor̊u (y′

1, y
′
2).

Určeme typy singulárńıch bod̊u. Z Věty 1.5 s (3.10) plyne, že bod S0 je ne-
atraktivńı uzel. Podle (3.11) v bodě S1 charakteristický polynom (3.11) má d́ıky
B2 < 0 zápornou stopu Tr(A) a nezáporný diskriminant D. Kořeny λ1, λ2 jsou
proto záporné a podle Věty 1.5 singulárńı bod S1 je atraktivńı uzel. Analogickým
výpočtem lze zjistit, že singulárńı bod S2 je také atraktivńı uzel.

V singulárńım bodě S12 je det(A) = B1B2/d záporný, protože B1, B2, d jsou
záporné. Charakteristický polynom P (λ) má kladný diskriminant, viz (3.13). Podle
Věty 3.1 polynom P (λ) má proto reálné kořeny s opačnými znaménky a Věta 1.5
dává, že singulárńı bod S12 je sedlo. Směrové vektory v Obr. 12 to potvrzuj́ı.
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Ve čtvrtém singulárńım bodě S12 podle (3.13) je det(A) = B1B2/d kladný, dis-
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(Bb)
”
Silná konkurence“ – záporné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2
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v Obr. 12 vykreslena orientace př́ıslušných tečných vektor̊u (y′
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2).

Určeme typy singulárńıch bod̊u. Z Věty 1.5 s (3.10) plyne, že bod S0 je ne-
atraktivńı uzel. Podle (3.11) v bodě S1 charakteristický polynom (3.11) má d́ıky
B2 < 0 zápornou stopu Tr(A) a nezáporný diskriminant D. Kořeny λ1, λ2 jsou
proto záporné a podle Věty 1.5 singulárńı bod S1 je atraktivńı uzel. Analogickým
výpočtem lze zjistit, že singulárńı bod S2 je také atraktivńı uzel.

V singulárńım bodě S12 je det(A) = B1B2/d záporný, protože B1, B2, d jsou
záporné. Charakteristický polynom P (λ) má kladný diskriminant, viz (3.13). Podle
Věty 3.1 polynom P (λ) má proto reálné kořeny s opačnými znaménky a Věta 1.5
dává, že singulárńı bod S12 je sedlo. Směrové vektory v Obr. 12 to potvrzuj́ı.

Obrázek 11. Slabá konkurence: tečné

vektory (a1 = 4, b1 = 2, c1 = −1, a2 = 3,

b2 = 1, c2 = −0,6).

Ve čtvrtém singulárńım bodě S12 podle (3.8) je det(A) = B1B2/d kladný, dis-
kriminant D kladný a stopa Tr(A) je záporná. Podle Věty 3.1 kořeny jsou záporné.
Podle Věty 1.5 bod S12 je atraktivńı uzel. Pro kontrolu vykresleme směrové vektory
v Obr.11, potvrzuj́ı typy singulárńıch bod̊u.

Jaké je hodnoceńı situace? Všechny trajektorie (kromě bod̊u na poloosách y1
a y2) směřuj́ı do atraktivńıho bodu S12, který dává oběma druh̊um rovnovážný
stabilńı stav. Tento stav je sice menš́ı než v př́ıpadě samotné prvńı nebo druhé
populace, ale oba druhy přež́ıvaj́ı.

(Bb)
”
Silná konkurence“ – záporné B1, B2

V tomto př́ıpadě na poloose y1 bod P2 lež́ı před bodem S1 a na poloose y2 bod
P1 před bodem S2, viz Obr. 12. Záporné B1, B2 dávaj́ı 0 < b2/a2 < −c1/a1,
0 < b1/a1 < −c2a2, součin nerovnost́ı pak b1b2 < c1c2. Proto d < 0 a v (3.4)
souřadnice bodu S12 jsou kladné. Nulkliny se prot́ınaj́ı v singulárńım bodě S12

a rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Podle znamének f1(y1, y2), f2(y1, y2) je
v Obr.12 vykreslena orientace př́ıslušných tečných vektor̊u (y′1, y

′
2).
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(a1 =5; b1 =1; c1 =−3; a2 =4; b2 =1; c2 =−2).

Jaké je hodnoceńı situace? Narozd́ıl od slabé konkurence, kdy body S1 a S2
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(Bc)
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bod P1 nad bodem S2, viz Obr. 14. Nulkliny se v prvńım kvadrantu neprot́ınaj́ı,
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šikmých“ nulklin neńı v prvńım
kvadrantu nebo neexistuje. Podle znamének hodnot f1(y1, y2), f2(y1, y2) vykres-
leme v jednotlivých oblastech

”
orientaci“ tečných vektor̊u (y′
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′
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Jakého typu jsou singulárńı body? Opět (3.10) dává, že bod S0 je neatraktivńı
uzel. Charakteristický polynom (3.11) má v bodě S1 d́ıky (3.11) a B2 < 0 zápornou
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body (a1 =5; b1 =1; c1 =−1.25;

a2 =4; b2 =2; c2 =−2).

y1

y2

S0 P2 S1

P1

S2

Obr. 15: Dominance: tečné vektory trajektoríı
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atraktivńı uzly a S12 sedlo. Téměř všechny trajektorie proto jdou bud’ do bodu
S1 nebo S2, tedy bud’ jedna nebo druhá populace vyhyne, zálež́ı na počátečńıch
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(Bc)
”
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hodnotách populaćı.
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(a1 =5; b1 =1; c1 =−1.25;

a2 =4; b2 =2; c2 =−2).
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šikmých“ nulklin neńı v prvńım
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stopu Tr(A) a nezáporný diskriminant D. Kořeny λ1, λ2 jsou proto záporné a
z Věty 1.5 plyne, že singulárńı bod S1 je atraktivńı uzel.

V singulárńım bodě S2 = (0, a2/b2) je situace odlǐsná. Podle (3.7) determinant
det(A) je záporný, a z Věty 3.1 plyne, že polynom P (λ) má dva reálné kořeny
s opačnými znaménky. Věta 1.5 potom dává, že singulárńı bod S2 je sedlo.

Jaké je hodnoceńı situace? V tomto př́ıpadě je situace pro
”
slabš́ı“ druh ještě

horš́ı než v př́ıpadě silné konkurence. Kromě výjimečné situace y1 = 0, kdy prvńı
druh neexistuje, populace y2 vždy vyhyne. Prvńı druh se ustáĺı na stejné hodnotě,
jako v př́ıpadě, kdy druhý druh neexistuje.

(Bd)
”
Dominance“ druhé populace – B1 záporné a B2 kladné

V př́ıpadě B1 < 0 a B2 > 0 je situace opačná, S2 je atraktivńı uzel, S1 je sedlo,
prvńı druh vyhyne a druhý se ustáĺı na hodnotě, jako když prvńı druh neexistuje.

(Be) Mezńı situace: B1 nebo B2 nulové

V daľśım stručně analyzujeme
”
mezńı situace“, kdy B1 nebo B2 je nulové. Opět

parametry a1, a2, b1, b2 jsou kladné a c1, c2 záporné. Jestliže B1 = a1b2 +a2c1 = 0,
potom c1 = −a1b2/a2 body P1, S2 a S12 splynou. V daľśım rozlǐśıme znaménko
B2, které určuje, zda pr̊useč́ık P2 je před nebo za singulárńım bodem S1.
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mezńı situace“, kdy B1 nebo B2 je nulové. Opět
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Obr. 17: B1 = 0, B2 < 0.
(a1 = 3, b1 = 2, c1 = −1,
a2 = 3.6, b2 = 1.2, c2 = −1.2)
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Obr. 18: B1 = 0, B2 = 0.
(a1 = 3, b1 = 1, c1 = −1,
a2 = 3, b2 = 1, c2 = −1)

(i) B1 nulové, B2 kladné: Protože B2 ≡ a2b1 +a1c2 > 0, pr̊useč́ık P2 lež́ı na
ose y1 za singulárńım bodem S1 a soustava má tři singulárńı body, viz Obr.
16. Bod S0 je ve všech př́ıpadech neatraktivńı uzel, viz (3.10). Podle (3.11)
v bodě S1 charakteristický polynom má dva r̊uzné reálné kořeny s opačnými
znaménky, bod S1 je sedlo v souladu s Obr. 16.

V bodě S2 vztah (3.12) dává charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2λ,
který má nulový a záporný kořen, což v našem př́ıpadě nelineárńı soustavy

Obrázek 16. B1 = 0,

B2 > 0 (a1 = 3, b1 = 2,

c1 = −1, a2 = 3,6, b2 = 1,2,

c2 = −1,2).
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(i) B1 nulové, B2 kladné: Protože B2 ≡ a2b1 +a1c2 > 0, pr̊useč́ık P2 lež́ı na
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znaménky, bod S1 je sedlo v souladu s Obr. 16.
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jako v př́ıpadě, kdy druhý druh neexistuje.

(Bd)
”
Dominance“ druhé populace – B1 záporné a B2 kladné

V př́ıpadě B1 < 0 a B2 > 0 je situace opačná, S2 je atraktivńı uzel, S1 je sedlo,
prvńı druh vyhyne a druhý se ustáĺı na hodnotě, jako když prvńı druh neexistuje.

(Be) Mezńı situace: B1 nebo B2 nulové

V daľśım stručně analyzujeme
”
mezńı situace“, kdy B1 nebo B2 je nulové. Opět

parametry a1, a2, b1, b2 jsou kladné a c1, c2 záporné. Jestliže B1 = a1b2 +a2c1 = 0,
potom c1 = −a1b2/a2 body P1, S2 a S12 splynou. V daľśım rozlǐśıme znaménko
B2, které určuje, zda pr̊useč́ık P2 je před nebo za singulárńım bodem S1.
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Obr. 16: B1 = 0, B2 > 0
(a1 = 3, b1 = 2, c1 = −1,
a2 = 3.6, b2 = 1.2, c2 = −1.2)
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Obr. 17: B1 = 0, B2 < 0.
(a1 = 3, b1 = 2, c1 = −1,
a2 = 3.6, b2 = 1.2, c2 = −1.2)
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Obr. 18: B1 = 0, B2 = 0.
(a1 = 3, b1 = 1, c1 = −1,
a2 = 3, b2 = 1, c2 = −1)

(i) B1 nulové, B2 kladné: Protože B2 ≡ a2b1 +a1c2 > 0, pr̊useč́ık P2 lež́ı na
ose y1 za singulárńım bodem S1 a soustava má tři singulárńı body, viz Obr.
16. Bod S0 je ve všech př́ıpadech neatraktivńı uzel, viz (3.10). Podle (3.11)
v bodě S1 charakteristický polynom má dva r̊uzné reálné kořeny s opačnými
znaménky, bod S1 je sedlo v souladu s Obr. 16.

V bodě S2 vztah (3.12) dává charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2λ,
který má nulový a záporný kořen, což v našem př́ıpadě nelineárńı soustavy

Obrázek 18. B1 = 0, B2 = 0

(a1 = 3, b1 = 1, c1 = −1,

a2 = 3, b2 = 1, c2 = −1).

(i) B1 nulové, B2 kladné: Protože B2 ≡ a2b1 + a1c2 > 0, pr̊useč́ık P2 lež́ı
na ose y1 za singulárńım bodem S1 a soustava má tři singulárńı body,
viz Obr. 16. Bod S0 je ve všech př́ıpadech neatraktivńı uzel, viz (3.5).
Podle (3.6) v bodě S1 charakteristický polynom má dva r̊uzné reálné kořeny
s opačnými znaménky, bod S1 je sedlo v souladu s Obr. 16.

V bodě S2 vztah (3.7) dává charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2λ,
který má nulový a záporný kořen, což v našem př́ıpadě nelineárńı soustavy
typ bodu nedává. Podle orientace tečných vektor̊u v okoĺı izolovaného sin-
gulárńıho bodu S2, viz Obr. 16, všechny trajektorie do bodu S2 směřuj́ı,
proto bod S2 je atraktivńı uzel.
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Jaké je hodnoceńı situace? Narozd́ıl od př́ıpadu (Ba) slabé konkurence
populace y1 vyhyne, (kromě př́ıpadu y2 = 0) stejně jako v př́ıpadě (Bd)
dominance druhé populace.

(ii) B1 nulové, B2 záporné: Protože B2 je záporné, pr̊useč́ık P2 lež́ı před
singulárńım bodem S1, viz Obr. 17. Bod S0 je neatraktivńı uzel. V bodě
S1 charakteristický polynom (3.6) má kladný lineárńı i absolutńı člen, proto
má záporné kořeny a bod S1 je atraktivńı uzel.

V bodě S2 vztah (3.7) dává charakteristický polynom P (λ) = λ2 + a2λ,
který má nulový a záporný kořen, což typ bodu nedává. Podle orientace
tečných vektor̊u v jeho okoĺı, viz Obr. 17, existuj́ı trajektorie, které do
bodu směřuj́ı, i trajektorie, které se od něj vzdaluj́ı, bod S2 je proto sedlo.

Jaké je hodnoceńı situace? V tomto př́ıpadě populace y2 vyhyne (kromě
př́ıpadu y1 = 0) stejně jako v př́ıpadě (Bc) dominance prvńı populace.

(iii) B1 i B2 nulové: V tomto př́ıpadě také body P2 a S1 splynuly, viz Obr. 18.
Prvńı a druhá šikmá nulklina splynuly, singulárńı body proto tvoř́ı celou
úsečku S1S2. Bod S0 z̊ustává neatraktivńım uzlem. Podle Obr. 18. všechny
trajektorie v okoĺı všech bod̊u úsečky S1S2 k singulárńım bod̊um směřuj́ı.

Jaké je hodnoceńı situace? V tomto nestabilńım př́ıpadě se obě populace
ustáĺı v některém bodě úsečky S1S2 v závislosti na počátečńım stavu.

(iv) B2 nulové: Záměnou populaćı y1 a y2 pro B1 > 0, dostáváme př́ıpad (i)
a pro B1 < 0 př́ıpad (ii) s přehozenými rolemi populaćı.

(C) Modely predátor - kořist — záporné c1 a kladné c2

Tyto modely popisuj́ı situaci dvou populaćı: prvńı y1 se nazývá kořist, druhá y2
predátor nebo dravec, která se kořist́ı živ́ı. Např́ıklad kořist́ı je sněžný kráĺık a
predátorem rys. Daľśımi př́ıklady jsou kapři a štiky v rybńıku, losi a vlci.

Predátor se živ́ı kořist́ı, snižuje populaci kořisti, parametr c1 je proto záporný.
Množstv́ı kořisti umožňuje množeńı predátora, proto parametr c2 je kladný.

Uvedeme zjednodušený model, který nese jména dvou autor̊u. Model navrhl
Alfred J. Lotka v roce 1910 pro chemické reakce, v roce 1925 model aplikoval na
systém predátor-kořist ve své knize o biomatematice. Nezávisle stejné rovnice pu-
blikoval Vito Volterra 1926, aby vysvětlil periodické chováńı počtu vylovených ryb
v Jaderském moři. Model byl inspirován periodickým vývojem počtu vykoupených
kožek sněžných kráĺık̊u a rys̊u v severńı Kanadě v letech 1845–1935, viz např. [5].

Klasický Lotk̊uv-Volterr̊uv model

Model je popsán např. v [4]. Abychom mohli využ́ıt pro model výsledky ze subsekce
Pomocné výsledky, využijeme označeńı parametr̊u z předchoźıch část́ı. Pro kořist
y1 necháme parametr a1 kladný, omezeńı zdroji potravy zanedbáme, tj. polož́ıme
b1 = 0. Predátor se živ́ı kořisti, č́ımž snižuje populaci kořisti, tj. parametr c1 je
záporný. Predátor bez kořisti vymı́rá, proto parametr a2 je záporný. Omezeńı
prostřed́ım zanedbáme, tj. b2 = 0, množstv́ı potravy kořisti umožňuje př́ır̊ustek
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predátora, proto je c2 > 0. Soustava rovnic (3.1) se tedy redukuje na

y′1 = a1y1 + c1y1y2 = (a1 + c1y2)y1,

y′2 = a2y2 + c2y1y2 = (a2 + c2y1)y2,
(3.9)

přičemž parametry a1, c2 jsou kladné a a2, c1 záporné.
Prvńı nulkliny jsou dvě na sebe kolmé př́ımky: y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka

p2 : a1 + c1y2 = 0 vycházej́ıćı z bodu (−a1/c1, 0) kolmá na osu y1. Druhé nulkliny
jsou také dvě na sebe kolmé př́ımky: y2 = 0, tj. osa y1, a př́ımka p1 : a2 + c2y1 = 0
vycházej́ıćı z bodu (0,−a2/c2) kolmá na osu y2, viz Obr. 19.

Nulkliny se prot́ınaj́ı ve čtyřech bodech: singulárńı body jsou však pouze dva
S0 = (0, 0), S12 = (−a2/c2,−a1, c1), protože bod P1 = (0,−a1/c1) je pr̊useč́ık
prvńıch nulklin a bod P2 = (−a2/c2, 0) pr̊useč́ık druhých nulklin, ne dvou r̊uzných
nulklin. Nulkliny rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Vykresleme v Obr. 19
nulkliny a směr tečen trajektoríı v př́ıslušných oblastech.
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c1 je záporný. Predátor bez kořisti vymı́rá, proto parametr a2 je záporný. Omezeńı
prostřed́ım zanedbáme, tj. b2 = 0, množstv́ı potravy kořisti umožňuje př́ır̊ustek
predátora, proto je c2 > 0. Soustava rovnic (3.2) se tedy redukuje na

y′
1 = a1y1 + c1y1y2 = (a1 + c1y2)y1,

y′
2 = a2y2 + c2y1y2 = (a2 + c2y1)y2,

(3.14)

přičemž parametry a1, c2 jsou kladné a a2, c1 záporné.
Prvńı nulkliny jsou dvě na sebe kolmé př́ımky: y1 = 0, tj. osa y2, a př́ımka p2:

a1 + c1y2 = 0 vycházej́ıćı z bodu (−a1/c1, 0) kolmá na osu y1. Druhé nulkliny jsou
také dvě na sebe kolmé př́ımky: y2 = 0, tj. osa y1, a př́ımka p1: a2 + c2y1 = 0
vycházej́ıćı z bodu (0, −a2/c2) kolmá na osu y2, viz Obr. 19.

Nulkliny se prot́ınaj́ı ve čtyřech bodech: singulárńı body jsou však pouze dva
S0 = (0, 0), S12 = (−a2/c2, −a1, c1), protože bod P1 = (0, −a1/c1) je pr̊useč́ık
prvńıch nulklin a bod P2 = (−a2/c2, 0) pr̊useč́ık druhých nulklin, ne dvou r̊uzných
nulklin. Nulkliny rozděluj́ı prvńı kvadrant na čtyři části. Vykresleme v Obr. 19
nulkliny a směr tečen trajektoríı v př́ıslušných oblastech.

Pro určeńı typu singulárńıch bod̊u urč́ıme koeficienty Aij př́ıslušné linearizo-
vané rovnice: A11 = a1 + c1y

∗
2 , A12 = c1y

∗
1 , A21 = c2y

∗
2 , A22 = a2 + c2y

∗
1 a

charakteristický polynom nabude tvar

P (λ) = λ2 − (a1 + a2 + c1y
∗
2 + c2y

∗
1)λ + (a1 + c1y

∗
2)(a2 + c2y

∗
1). (3.15)

V bodě S0 = (0, 0) charakteristický polynom P (λ) = λ2 − (a1 +a2)λ+a1a2 má
kořeny λ1 = a1 > 0, λ2 = a2 < 0, tj. s opačnými znaménky. Podle Věty 1.5 bod
S0 je sedlo.

V bodě S12 = (−a2/c2, −a1/c1) je A11 = A22 = 0, což dává Tr(A) = 0. Dále
A12 = −c1a2/c2, A21 = −c2a1/c1 odkud det(A) = −A12A21 = −a1a2 > 0. V bodě
S12 tedy polynom P (λ) = λ2 − a1a2 má nulovou stopou a záporný diskriminant
D = 4a1a2 < 0, má tedy dvojici komplexně sdružených kořen̊u s nulovou reálnou
část́ı. Protože soustava rovnic je nelineárńı, z toho neplyne, že singulárńı bod S12

je střed. Mohlo by to být atraktivńı nebo neatraktivńı ohnisko.
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Obr. 19: Predátor-kořist: nulkliny a body

(a1 = 3; c1 = −1; a2 = −4; c2 = 1).
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Obr. 20: Predátor-kořist: tečné vektory

(a1 = 3; c1 = −1; a2 = −4; c2 = 1).

Obrázek 19. Predátor-kořist: nulkliny a

body (a1 = 3, c1 = −1, a2 = −4, c2 = 1).
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V bodě S0 = (0, 0) charakteristický polynom P (λ) = λ2 − (a1 +a2)λ+a1a2 má
kořeny λ1 = a1 > 0, λ2 = a2 < 0, tj. s opačnými znaménky. Podle Věty 1.5 bod
S0 je sedlo.

V bodě S12 = (−a2/c2, −a1/c1) je A11 = A22 = 0, což dává Tr(A) = 0. Dále
A12 = −c1a2/c2, A21 = −c2a1/c1 odkud det(A) = −A12A21 = −a1a2 > 0. V bodě
S12 tedy polynom P (λ) = λ2 − a1a2 má nulovou stopou a záporný diskriminant
D = 4a1a2 < 0, má tedy dvojici komplexně sdružených kořen̊u s nulovou reálnou
část́ı. Protože soustava rovnic je nelineárńı, z toho neplyne, že singulárńı bod S12

je střed. Mohlo by to být atraktivńı nebo neatraktivńı ohnisko.
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Obr. 20: Predátor-kořist: tečné vektory

(a1 = 3; c1 = −1; a2 = −4; c2 = 1).
Obrázek 20. Predátor-kořist: tečné vektory

(a1 = 3, c1 = −1, a2 = −4, c2 = 1).

Pro určeńı typu singulárńıch bod̊u urč́ıme koeficienty Aij př́ıslušné linearizo-
vané rovnice: A11 = a1 + c1y

∗
2 , A12 = c1y

∗
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charakteristický polynom nabude tvar

P (λ) = λ2 − (a1 + a2 + c1y
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1).

V bodě S0 = (0, 0) charakteristický polynom P (λ) = λ2− (a1 +a2)λ+a1a2 má
kořeny λ1 = a1 > 0, λ2 = a2 < 0, tj. s opačnými znaménky. Podle Věty 1.5 bod
S0 je sedlo.

V bodě S12 = (−a2/c2,−a1/c1) je A11 = A22 = 0, což dává Tr(A) = 0. Dále
A12 = −c1a2/c2, A21 = −c2a1/c1 odkud det(A) = −A12A21 = −a1a2 > 0.
V bodě S12 tedy polynom P (λ) = λ2 − a1a2 má nulovou stopou a záporný diskri-
minant D = 4a1a2 < 0, má tedy dvojici komplexně sdružených kořen̊u s nulovou
reálnou část́ı. Protože soustava rovnic je nelineárńı, z Věty 1.5 neplyne, že sin-
gulárńı bod S12 je střed. Obecně by se mohlo jednat o ohnisko nebo bod rotace.
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V našem př́ıpadě však lze spoč́ıtat trajektorie jako
”
vrstevnice“ funkce dané vzta-

hem F (y1, y2) = const, viz [4]. Z rovnic (3.9) plyne

dy1
dy2

=
(a1 + c1y2)y1
(a2 + c2y1)y2

.

V rovnosti proměnné y1, y2 lze separovat
(
a2
y1

+ c2

)
dy1 =

(
a1
y2

+ c1

)
dy2

a integraćı źıskáváme a2 ln(y1)+c2y1 = a1 ln(y2)+c1y2+const, což dává implicitńı
rovnice pro trajektorie

F (y1, y2) ≡ a2 ln(y1) + c2y1 − a1 ln(y2)− c1y2 = const.

Funkce F má v bodě S12 = (−a2/c2,−a1/c1) obě prvńı parciálńı derivace nulové.
Protože a1, c2 jsou kladné a a2, c1 záporné, druhé derivace v bodě S12 jsou

F ′′y1y1(S12) = −a2/y21 > 0, F ′′y1y2(S12) = 0, F ′′y2y2(S12) = a1/y
2
2 > 0.

Proto v bodě S12 funkce F (y1, y2) má ostré lokálńı minimum. Trajektorie v okoĺı
bodu S12 – vrstevnice funkce F (y1, y2) – jsou tud́ıž uzavřené křivky a singulárńı
bod S12 je střed.

Jaké je hodnoceńı situace? Pokud je kořist nulová y1 = 0, predátor vyhyne.
Pokud neexistuje predátor y2 = 0, kořist se množ́ı neomezeně. V singulárńım bodě
S12 je stav kořisti i predátor̊u neměnný. Mimo tyto př́ıpady jde o periodický jev,
vývoj prob́ıhá v cyklu, kdy se postupně periodicky opakuj́ı čtyři situace:

(a) predátor̊u je málo, kořist se množ́ı,
(b) kořisti je mnoho, roste počet predátor̊u,
(c) predátor̊u je mnoho, klesá počet kořisti,
(d) kořisti je málo, klesá počet predátor̊u.

Závěrečné poznámky

Prozkoumali jsme chováńı matematického kyvadla. Nelineárńı rovnice přinesla
daľśı druhy reálného chováńı, které linearizovaný model nedokázal popsat. Vy-
skytly se zde singulárńı body střed a sedlo. Přidáńım tlumeńı se singulárńı bod
střed změnil na atraktivńı ohnisko nebo atraktivńı uzel podle velikosti tlumeńı.
Zaj́ımavé je také studovat př́ıpady tlumeńı, které závisej́ı na rychlosti nelineárně,
a které mohou přinést utlumeńı pohybu v konečném čase.

Kyvadlo je jedńım z př́ıpad̊u periodických jev̊u v mechanice. Podobný jev je
periodický pohyb kuličky po dráze tvaru ṕısmene U, tj. rovinné křivky v R3 dané
vztahy x3 = ϕ(x2), x1 = 0. Perioda pohybu kuličky po dráze záviśı na tvaru
dráhy, tj. funkci ϕ. Obvykle perioda kmit̊u záviśı na velikosti

”
rozkmitu“, v př́ıpadě

dráhy tvaru cykloidy, tj. funkce hyperbolický kosinus, perioda kmitáńı na rozkmitu
nezáviśı, v́ıce např. [1].

Model̊um populačńı dynamiky je věnována např. monografie [4]. V př́ıpadě dvou
populaćı jsme rozlǐsili tři základńı vztahy: symbióza, konkurence a predace. Źıskali
jsme tak singulárńı body typu atraktivńıho i neatraktivńıho uzlu, sedla i středu.
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Zaj́ımavým výsledkem je rozlǐseńı tř́ı r̊uzných stupň̊u konkurence. Ve speciálńım
př́ıpadě konkurence vzniklo nekonečně mnoho rovnovážných stav̊u.

Vztah predace jsme uvedli jen v zjednodušeném tvaru. Složitěǰśı modely mohou
vést i k typu atraktivńıho ohniska, př́ıpadně k atraktivńımu cyklu.
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stavy,Kvaternion, 1–2/2020, 57–78.
[4] J. Kalas, Z. Posṕı̌sil: Spojité modely v biologii,Masarykova univerzita, Brno 2001.
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SEPARACE DYNAMICKÉ A STATICKÉ SLOŽKY V SÉRII

OBRAZŮ

KAROLÍNA GEBRTOVÁ

Abstrakt. Článek se zabývá metodami separace statické a dynamické složky videa,

respektive odděleńı pohybuj́ıćıch se objekt̊u od pozad́ı v sérii obraz̊u. Prvńı metoda
je založena na použit́ı mediánu, druhá metoda je formulována jako konvexńı mini-

malizačńı úloha. Součást́ı článku je i předzpracováńı videa a vykresleńı konečných

výsledk̊u, které může být problematické. Nakonec jsou metody porovnány dle je-
jich přesnosti separace a výpočetńı náročnosti a dané výsledky jsou ilustrovány na

reálných vidéıch.

1. Úvod

Separace statické a dynamické složky v sérii obraz̊u se v dnešńı době těš́ı velkému
množstv́ı užit́ı. Aplikace nalezneme předevš́ım v oblasti monitorovaćıch video-
systémů, protože použit́ım těchto metod jsme schopni ve videu i přes nepřehledné
pozad́ı detekovat jednotlivé objekty. Daľśı aplikace lež́ı v oblasti rozpoznáváńı
obličej̊u, kde jsme d́ıky separaci schopni odstranit st́ıny i jiná zkresleńı (dynamic-
kou složku) a źıskat tak čistý obraz obličeje [1].

Sérii obraz̊u můžeme reprezentovat jako video a problém separace ilustrovat na
př́ıkladu kamery sńımaj́ıćı dálnici. Vozovka, svodidla a dopravńı cedule z̊ustávaj́ı
v pr̊uběhu času na stejném mı́stě. Tvoř́ı tedy v př́ıpadě neměnných osvětlovaćıch
podmı́nek pozad́ı reprezentuj́ıćı statickou složku. Proj́ıžděj́ıćı auta nebo let́ıćı ptáci
svoji polohu s časem měńı, reprezentuj́ı tedy dynamickou složku.

Tento článek bude zaměřen na metodu mediánového filtru, která je význačná
svoji jednoduchost́ı implementace a rychlost́ı výpočtu, a metodu PCP (Principal
Component Pursuit). Jedná se o konvexńı úlohu založenou na minimalizaci vážené
kombinace nukleárńı normy a `1 normy.

2010 MSC. Primárńı 47Nxx.
Kĺıčová slova. Série obraz̊u, separace pozad́ı, statická a dynamická složka, ř́ıdké reprezentace,

ńızkohodnostńı struktura, singulárńı rozklad, mediánový filtr, principal component pursuit, ro-
bustńı analýza hlavńıch komponent.

Článek vznikl na základě bakalářské práce autorky v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućım práce byl Pavel Rajmic z Ústavu telekomunikaćı FEKT VUT v Brně.
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2. Základńı matematické pojmy

Jednotlivé sńımky videa se daj́ı reprezentovat jako matice, bude tedy potřeba
umět použ́ıvat známé normy pro vektory i na matice. Toho lze doćılit vektorizaćı
matice: Jednotlivé sloupce matice

”
poskládáme pod sebe“ a źıskáme jeden dlouhý

sloupcový vektor. Poté lze normu matice vypoč́ıtat jako ‖X‖ = ‖vec X‖.

2.1. Řı́dké reprezentace

Nejprve zadefinujeme tzv. l0 normu vektoru, i když se dle definice o normu nejedná.

Definice 2.1. l0 normou vektoru x ∈ Cn rozumı́me č́ıslo udávaj́ıćı počet ne-
nulových složek daného vektoru.

Vhodným uspořádáńım jednotlivých pixel̊u lze zjistit, že se pozad́ı chová jako
ńızkohodnostńı struktura, jej́ıž jedinou změnu p̊usob́ı dynamická složka. Pokud
jsou objekty dynamické složky malé a neńı jich př́ılǐs mnoho, je tato změna nav́ıc
ř́ıdká. Ř́ıdkost definujeme následovně.

Definice 2.2. Vektor x ∈ Cn pro k ∈ N nazveme k-̌ŕıdkým, plat́ı-li

‖x‖0 ≤ k.

Tedy k-̌ŕıdký vektor má maximálně k nenulových složek. Analogicky pomoćı
vektorizace definujeme k-̌ŕıdkou matici.

2.2. Singulárńı rozklad

Definice 2.3 ([6]). Necht’ A ∈ Cm×n je obecná matice. Singulárńım rozkladem
(SVD rozkladem) matice A rozumı́me rozklad

A = UΣV∗,

kde Σ ∈ Rm×n je diagonálńı matice, jej́ıž diagonálńı prvky jsou tzv. singulárńı
č́ısla σi. Tato č́ısla jsou nezáporná a seřazena podle velikosti od největš́ıho. Tedy
σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σk ≥ 0, kde k = min(m,n). A matice U ∈ Cm×m, V ∈ Cn×n
jsou unitárńı matice tzv. levých a pravých singulárńıch vektor̊u, V∗ je hermitovská
transpozice matice V.

Singulárńı rozklad je velmi užitečný pro práci s ńızkohodnostńımi struktu-
rami, protože existuj́ı tvrzeńı (viz [3]) zajǐstuj́ıćı, že singulárńı rozklad existuje
pro každou matici A ∈ Cm×n a zejména že počet nenulových singulárńıch č́ısel
odpov́ıdá hodnosti této matice.

3. Metody separace

Před uvedeńım použitých metod je nutné zmı́nit, v jaké formě jsou očekávána
vstupńı data.
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3.1. Předzpracováńı dat

Vstupńı data jsou očekávána ve formátu videa nebo jako série m ∈ N po sobě
jdoućıch obraz̊u. V tomto článku se omeźıme pouze na data ve stupńıch šedi.

Každý digitálńı obraz lze reprezentovat jako matici s rozměry odpov́ıdaj́ıćımi
jeho rozlǐseńı (počtu pixel̊u). Matici prvńıho sńımku označ́ıme M1 a provedeme
jej́ı vektorizaci. Výsledkem je jeden dlouhý sloupcový vektor reprezentuj́ıćı prvńı
sńımek. Vektorizujeme i ostatńı obrazy a źıskáme výslednou matici M, jej́ıž sloupce
tvoř́ı vektory jednotlivých obraz̊u M = [vec M1, vec M2, . . . , vec Mm].

Pro ilustraci úlohy separace si představme sérii obraz̊u se stále stejným pozad́ım
a pohybuj́ıćı se malou kuličkou, která jako jediná p̊usob́ı změnu. Vytvoř́ıme-li
z daných obraz̊u matici M, zjist́ıme, že jednotlivé sloupce M jsou skoro stejné
a lǐśı se pouze v několika málo mı́stech. Tento výsledek je očekávatelný, protože
jednotlivé obrazy jsou až na posouvaj́ıćı se kuličku identické. Konkrétńı polohu
kuličky zjist́ıme z mı́st, kde se hodnota na daném řádku lǐśı od většiny ostatńıch.
Z tohoto př́ıkladu můžeme rovnou odvodit formulaci úlohy separace.

Matici M chceme vyjádřit jako součet matice L s matićı S, přičemž L má
všechny sloupce identické, tzn. každý sloupec reprezentuje statické pozad́ı a S má
nenulové hodnoty pouze v mı́stech, kde se hodnota na daném řádku lǐśı od většiny
ostatńıch, tzn. v mı́stech, kde se pohybuje kulička (dynamická složka).

Následuj́ıćı metody představuj́ı návod, jak p̊uvodńı matici M vhodně rozdělit
na matice L a S.

3.2. Mediánový filtr

Mediánový filtr je jednou z nejstarš́ıch a nejjednodušš́ıch metod pro separaci pozad́ı
z videa [2]. Výhodou této metody je předevš́ım snadná implementace a ńızká
výpočetńı náročnost i pro videa s vysokým rozlǐseńım. Nevýhodou je, že metoda
může selhávat při větš́ım množstv́ı pohybuj́ıćıch se objekt̊u.

Medián je hodnota, která děĺı konečnou množinu reálných vzestupně seřazených
dat na dvě stejně početné poloviny a je předpokládáno, že sloupce matice M
jsou si podobné a lǐśı se pouze v několika mı́stech odpov́ıdaj́ıćıch složce S. Tedy
obsahuje-li nadpolovičńı počet sloupc̊u na př́ıslušném řádku hodnotu odpov́ıdaj́ıćı
hodnotě p̊uvodńıho pozad́ı, medián daného řádku bude odpov́ıdat právě této hod-
notě. Obraz, který źıskáme výpočtem mediánu hodnot všech obraz̊u, považujeme
za dostatečně dobrý model pozad́ı. Dynamickou složku spoč́ıtáme jako rozd́ıl jed-
notlivých obraz̊u a pozad́ı.

Tedy vezmeme matici vstupńıch dat M a spoč́ıtáme n medián̊u pro jednotlivé
řádky. Pokud se některá hodnota lǐśı od daného řádkového mediánu, tuto hodnotu
j́ım nahrad́ıme. Např. vypadá-li prvńı řádek M takto [5, 1, 5, 5, 5, 25, 103, 5, 5, 0, 5],
mediánem tohoto řádku je č́ıslo pět. Prvńı řádek matice L źıskaný pomoćı me-
diánového filtru bude stejné délky jako prvńı řádek matice M, ale bude obsahovat
pouze pětky.

Aplikujeme-li tento postup na všechny řádky, źıskáme matici pozad́ı L. Ma-
tici dynamické složky S dostaneme odečteńım pozad́ı od p̊uvodńıho obrázku, tj.
S = M− L.
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3.3. Principal component pursuit

Již nověǰśı metodou je Principal Component Pursuit (může být také označována
jako Robust Principal Component Analysis RPCA – robustńı analýza hlavńıch
komponent). Jak už název napov́ıdá, princip metody je založen na nalezeńı

”
hlav-

ńıch komponent“, které nejv́ıc ovlivňuj́ı daty popsaný jev. Nav́ıc RPCA na rozd́ıl
od klasického PCA dokáže dobře pracovat i s daty obsahuj́ıćımi chyby a daľśı
nepřesnosti zp̊usobené měřeńım [1].

Jak už bylo naznačeno v části předzpracováńı, matice S má nenulové hodnoty
pouze na několika málo mı́stech, je tedy ř́ıdká. Matice L má všechny sloupce
identické, v ideálńım př́ıpadě tedy plat́ı rank L = 1. V reálném př́ıpadě bude
hodnost sice vyšš́ı, ale stále bude poměrně malá. Z tohoto d̊uvodu budeme matici
L nazývat ńızkohodnostńı. Ćılem je tyto dvě složky odseparovat. Zaṕı̌seme-li daný
problém formálně, źıskáme optimalizačńı úlohu

min
L,S

rank(L) + ‖S‖0 za podmı́nky L + S = M. (3.1)

Hodnosti matice odpov́ıdá počet nenulových singulárńıch č́ısel. Tud́ıž chceme-li,
aby matice L měla co nejmenš́ı hodnost, muśıme minimalizovat počet nenulových
singulárńıch č́ısel dané matice. Toho lze ve většině př́ıpad̊u dosáhnout pomoćı
nukleárńı normy, protože nukleárńı norma určuje hodnotu součtu singulárńıch č́ısel
dané matice.

Pro źıskáńı ř́ıdké matice je vhodné minimalizovat jej́ı `0 normu, která odpov́ıdá
počtu nenulových prvk̊u dané matice. Bohužel minimalizace `0 normy je NP-těžký
problém. Za jistých podmı́nek je možné nahradit `0 normu konvexńı `1 normou,
která již neńı NP-těžká (viz [4]). Proto se pokuśıme úlohu (3.1) přeformulovat
pomoćı `1 normy a výše zmı́něné nukleárńı normy na již konvexńı problém (viz
[1])

min
L,S
‖L‖∗ + λ‖S‖1 za podmı́nky L + S = M. (3.2)

Dı́ky [1] zjǐst’ujeme, že pro zajǐstěńı přesné dekompozice stač́ı, aby M nebyla
ńızkohodnostńı a ř́ıdká zároveň. Tedy potřebujeme zajistit, aby ńızkohodnostńı
prvek L nebyl zároveň ř́ıdký, což se dá zaručit splněńım několika jednoduchých
podmı́nek s parametrem.

Daľśı problém může nastat, pokud ř́ıdká matice S bude ńızkohodnostńı. Proto
budeme po ř́ıdké matici požadovat, aby jej́ı nenulové prvky byly rozmı́stěné ná-
hodně.

Jsou-li výše zmı́něné podmı́nky splněny, tak existuje tvrzeńı (viz [1]) zaručuj́ıćı,
že je řešeńı úlohy PCP (3.2) s parametrem λ = 1/

√
n přesné s pravděpodobnost́ı

téměř jedna. Nejen, že již je zaručena přesnost dekompozice, ale také je z tohoto
tvrzeńı źıskán návod jak univerzálně volit parametr λ. Toto univerzálńı λ sice neńı
pro jednotlivé př́ıpady ideálńı, ale bude fungovat ve všech př́ıpustných př́ıpadech.

Nyńı už je potřeba pouze odvodit algoritmus metody PCP. Odvozeńı se provede
pomoćı metody ADMM (viz [3]) a tzv. rozš́ı̌reného Lagrangianu (viz [1]) pro náš
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daný problém (3.2) a jsou z něj źıskány následuj́ıćı iterativńı předpisy pro L a S:

L(i+1) = svt 1
µ

(
M− S(i) + Y(i)/µ

)
, (3.3)

S(i+1) = softλ
µ

(
M− L(i+1) + Y(i)/µ

)
, (3.4)

kde operátor

softλ(xi) =
xi
|xi|

max(|xi| − λ, 0)

je tzv. měkké prahováńı (viz [4]), které je aplikováno na matici po složkách a každou
hodnotu v absolutńı hodnotě menš́ı než parametr λ zobraźı na nulu. Tedy je to
výhodný operátor pro hledáńı ř́ıdké matice, protože všechny malé

”
chybové“ hod-

noty zruš́ı a ponechá pouze ty význačné.
Druhý použitý operátor je tzv. singular value thresholding odpov́ıdaj́ıćı měkké-

mu prahováńı singulárńıch č́ısel

svtλ(X) =

n∑
i=1

softλ(σi)uiv
∗
i .

Tento operátor je vhodný pro hledáńı ńızkohodnostńı matice, protože zmenšuje
počet nenulových singulárńıch č́ısel, tedy zmenšuje hodnost matice.

Spojeńım rovnic (3.3) a (3.4) s matićı Lagrangeových multiplikátor̊u Y źıská-
váme výsledný algoritmus pro PCP.

Algoritmus 1: Principal Component Pursuit (PCP)

inicializace: S0 = Y0, µ > 0;

while ‖M− Li+1 − Si+1‖F > δ‖M‖F do
Li+1 = svt 1

µ
(M− Si + Yi/µ);

Si+1 = softλ
µ

(M− Li+1 + Yi/µ);

Yi+1 = Yi + µ (M− Li+1 − Si+1);

end
Výsledek: L,S

4. Ukázky výsledk̊u

Než přejdeme k samotným ukázkám výsledk̊u, je třeba rozebrat problém vznikaj́ıćı
při vykreslováńı výsledk̊u.

4.1. Vykresleńı

Separaci provád́ıme na klasických 8-bitových obrazech, tedy jednotlivé pixely na-
bývaj́ı hodnot mezi nulou a č́ıslem 255, kde nula odpov́ıdá černé barvě a 255 od-
pov́ıdá b́ılé barvě. V d̊usledku separace bude dynamická složka ve většině př́ıpad̊u
vykreslena v tmavš́ıch odst́ınech, než byl originál. Dokonce se může stát, že výsled-
ná složka bude v záporných č́ıslech. Jelikož sńımky převád́ıme z formátu double
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na formát uint8, budou všechna záporná č́ısla zaokrouhlena na nulu. Tato situace
může zp̊usobit

”
zmizeńı“ celé složky, protože je zobrazována na černém pozad́ı,

tedy na pozad́ı s hodnotou nula.
Popsaný problém ilustruje obrázek 1. Na levém obrázku je našimi vstupńımi

daty b́ılá (255) kulička pohybuj́ıćı se po šedém (127) pozad́ı. Po provedeńı se-
parace bude barva pozad́ı zachována, ale barva kuličky ztmavne na šedou (128).
To neńı velký problém, protože kulička je pouze tmavš́ı, ale stále jasně viditelná.
Může ale také nastat situace ilustrovaná vpravo. Vstupem je černá (0) kulička na
šedém (127) pozad́ı. Výstupem ze separace je opět správné pozad́ı, ale kulička bude
mı́t barvu (−127). Pokud sńımek převedeme do formátu uint8, bude č́ıslo zao-
krouhleno na nulu, tedy kulička nebude při vykresleńı složky S viditelná. Abychom

Obrázek 1. Ilustrace ztmaveńı dynamické složky v d̊usledku separace.

takovému problému předešli, muśıme složku S před vykresleńım upravit.
Jednou z možnost́ı úpravy je přeškálováńı každého ze sńımk̊u zvlášt’ tak, aby

nejmenš́ı hodnota odpov́ıdala nule a největš́ı hodnota odpov́ıdala č́ıslu 255. Tato
úprava je vhodná pouze pro data bez barevně rozmanitého pozad́ı, jako je např.
video dálnice. Pro videa, kde se dynamická složka pohybuje přes barevně rozmanitá
pozad́ı, vzniká v d̊usledku r̊uzného ztmaveńı dynamické složky na jednotlivých
sńımćıch nepř́ıjemný jev

”
blikáńı“.

Daľśı možnost́ı je přičteńı pozad́ı k nenulovým hodnotám dynamické složky. T́ım
źıskáme přesné barvy, ale bohužel budou zvýrazněny i chyby, které vytvoř́ı šum
v okoĺı jednotlivých objekt̊u. Jako nejlepš́ı možnost vyhlazeńı tohoto šumu se jev́ı
použit́ı adaptivńıho lineárńıho filtru, jako je např. Wiener̊uv filtr [7] a následného
morfologického uzavřeńı, které vyhlad́ı v dynamické složce

”
d́ıry“ vzniklé filtraćı.

Tento zp̊usob se osvědčil i pro obrazy s r̊uznorodým pozad́ım a dynamickou složkou
nepravidelného tvaru.

4.2. Porovnáńı metod na simulovaných datech

Nejprve budou metody porovnány na simulovaných datech obsahuj́ıćıch 90 r̊uzných
sńımk̊u s rozlǐseńım 160 × 120 px. Výpočty prob́ıhaj́ı na notebooku s procesorem
Intel Core i7-8550U, 1,80 GHz a 8 GB RAM. Výsledky vid́ıme v tabulce 1, kde
max rozd́ıl znač́ı největš́ı rozd́ıl výsledného a originálńıho pozad́ı źıskaný pomoćı
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Frobeniovy normy, pr̊um. rozd́ıl znač́ı pr̊uměrný rozd́ıl źıskaný Frobeniovou nor-
mou, min SSIM označuje nejmenš́ı naměřený SSIM index1 a pr̊um. SSIM označuje
pr̊uměrný SSIM index mezi jednotlivými výsledky a originálńım pozad́ım.

Výsledky pro 90 r̊uzných sńımk̊u
čas [s] max rozd́ıl pr̊um. rozd́ıl min SSIM pr̊um. SSIM

Mediánový filtr 0,03 78,82 78, 82 0,9987 0,9987
PCP 2,76 78,82 78,82 0,9987 0,9987

Tabulka 1. Porovnáńı metod na simulovaných datech obsahuj́ıćıch 90 r̊uzných sńımk̊u. Výsledné

sńımky pozad́ı jsou porovnány s originálńım pozad́ım a podobnost je zhodnocena pomoćı Frobe-
niovy normy, SSIM indexu a časové náročnosti.

Z tabulky 1 je patrné, že obě metody pozad́ı oddělily téměř dokonale. Lze vidět
že PCP metoda je časově náročněǰśı než mediánový filtr, to je zp̊usobeno poč́ıtáńım
výpočetně náročného singulárńıho rozkladu v každé iteraci.

Obě metody si dokáž́ı dobře poradit i s objekty dynamické složky, které jsou
po část videa statické. To lze pozorovat v tabulce 2.

Výsledky pro 130 sńımk̊u se 40 stejnými
čas [s] max rozd́ıl pr̊um. rozd́ıl min SSIM pr̊um. SSIM

Mediánový filtr 0,04 78,82 78,82 0,9987 0,9987
PCP 10,21 134,48 98,33 0,9956 0,9976

Tabulka 2. Porovnáńı metod na simulovaných datech obsahuj́ıćıch 130 r̊uzných sńımk̊u, z nichž

40 je identických. Výsledné sńımky pozad́ı jsou porovnány s originálńım pozad́ım a podobnost

je zhodnocena pomoćı Frobeniovy normy, SSIM indexu a časové náročnosti.

4.3. Výsledky na reálných datech

Nyńı metody otestujeme na reálných datech. K tomu bude využito video2 dálnice,
protože obsahuje jak statickou složku (dálnice, tráva, světla), tak dynamickou
složku (vozidla na dálnici a vozidla proj́ıžděj́ıćı v pozad́ı). Video obsahuje 380
sńımk̊u a jeho rozlǐseńı je 256× 144 px.

Separace pomoćı mediánového filtru trvala pouze 0,27 s, zat́ımco separace po-
moćı PCP trvala 364,43 s, tedy je již velmi znatelný rozd́ıl v časové náročnosti
obou metod zp̊usobený náročnost́ı SVD rozkladu. Tento problém PCP metody je
ale vyvážen mnohem lepš́ı kvalitou dynamické složky, u mediánového filtru je tato
složka poměrně zašuměná.

Na obrázku 2 je sńımek z daného videa dálnice. V pravém horńım rohu je vyob-
razeno v dálce proj́ıžděj́ıćı vozidlo. Na tomto sńımku můžeme otestovat, zdali jsou

1Jedná se o index vyjadřuj́ıćı podobnost obraz̊u. Může nabývat hodnot z intervalu 〈−1, 1〉,
kde hodnota 1 znač́ı dva zcela identické obrazy a hodnota 0 znač́ı nulovou strukturálńı podobnost
[5].

2Dostupné z https://www.youtube.com/watch?v=PJ5xXXcfuTc.

https://www.youtube.com/watch?v=PJ5xXXcfuTc
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Obrázek 2. Sńımek z videa dálnice. V levém horńım rohu je zeleně vyznačeno proj́ıžděj́ıćı

vozidlo.

metody schopny rozpoznat i takto malý pohybuj́ıćı se objekt. Jelikož se vozidla po-
hybuj́ı po téměř stále stejném pozad́ı, voĺıme jako zp̊usob vykresleńı prvńı zp̊usob
škálováńı. Z obrázku 3 je patrné, že obě metody oddělily dynamickou složku skvěle

Obrázek 3. Porovnáńı škálovaně vykreslených výsledk̊u separace jednotlivých metod. Na

horńım sńımku je znázorněna statická složka a na spodńım sńımku vid́ıme dynamickou složku.

včetně v dálce proj́ıžděj́ıćıho vozidla.
Dále jsme otestovali obě metody na videu3. slunečńı koróny prof. Druckmüllera.

Video obsahuje 565 sńımk̊u o rozlǐseńı 2560 × 1440 px, jedná se tedy o obrovská
data. Z tohoto d̊uvodu výpočty prob́ıhaj́ı na poč́ıtači s procesorem Intel Xeon CPU
E7-4820, 2 GHz a 128 GB RAM.

Na takto velkých datech se ukazuje, že PCP metoda je opravdu časově př́ılǐs
náročná. Výpočet mediánového filtru trval necelou minutu, zat́ımco výpočet PCP
metody, při kterém proběhlo 2363 iteraćı, trval 6,5 dne.

3Dostupné z http://www.zam.fme.vutbr.cz/~druck/SDO/Pm-nafe/2012_08_31/0-info.htm.

http://www.zam.fme.vutbr.cz/~druck/SDO/Pm-nafe/2012_08_31/0-info.htm
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Poté výsledky vykresĺıme nejprve pomoćı škálováńı. Již ze škálovaného vykres-
leńı (obrázek 4) je patrné, že mediánový filtr do dynamické složky zařadil i značné

Obrázek 4. Porovnáńı výsledk̊u separace videa slunce źıskaných mediánovým filtrem a PCP

metodou. Jsou zde škálovaně vykresleny dva sńımky dynamické složky výsledku.

množstv́ı statické složky, zat́ımco PCP metoda zvládla pozad́ı velmi dobře oddělit.
Pod́ıváme-li se na vykresleńı s použit́ım filtru (obrázek 5), je tento výsledek ještě
zřetelněǰśı.

Obrázek 5. Porovnáńı výsledk̊u separace videa slunce źıskaných mediánovým filtrem a PCP
metodou. Jsou zde filtrovaně vykresleny dva sńımky dynamické složky výsledku. Jako filtr je

použit pouze Wiener̊uv filtr.
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5. Závěr

Představili jsme dvě metody pro separaci dynamické a statické složky ve videu.
Z výsledk̊u se ukazuje, že metoda mediánového filtru je velmi rychlá, ale neńı
vhodná pro videa s velkým množstv́ı šumu jako je slunečńı koróna. PCP metoda
má velmi přesné výsledky i pro videa tohoto typu, ale jej́ı výpočetńı náročnost je
natolik velká, že je vhodná pouze pro práci, při které požadujeme velmi vysokou
přesnost výsledk̊u.
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MATEMATICKÉ MODELOVÁNÍ MECHANICKÝCH SOUSTAV

PETR KAMARÝT

Abstrakt. Tento článek se zabývá matematickým modelováńım mechanických

soustav. Jsou odvozeny pohybové rovnice dvojitého kyvadla, dále je analyzován
aproximativńı systém a některé jeho speciálńı př́ıpady.

1. Lagrangeova formulace klasické mechaniky

Dř́ıve než odvod́ıme pohybové rovnice vybrané mechanické soustavy, stručně zmı́-
ńıme základy Lagrangeovy formulace mechaniky. Z Hamiltonova principu lze od-
vodit Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, které jsou v kartézských souřadnićıch ekvi-
valentńı rovnićım źıskáným z Newtonova druhého pohybového zákona, avšak na
rozd́ıl od nich plat́ı i pro jiné souřadnice. Nav́ıc mı́sto vektorové śıly se pra-
cuje se skalárńı energíı. Nejprve definujme některé fyzikálńı pojmy, které budeme
potřebovat; viz [3, 4] pro detaily.

Mechanickou soustavou rozumı́me jakoukoliv soustavu částic nebo těles, jej́ıž
pohyb chceme popisovat. V tomto článku se budeme zabývat pouze nedisipa-
tivńımi soustavami, tj. soustavami, ve kterých nedocháźı k tepelným ztrátám, např.
třeńım.

Zobecněnými souřadnicemi nazýváme jakékoliv parametry mechanické sousta-
vy, které popisuj́ı jej́ı pohyb. Mohou to být vzdálenosti, úhly, aj. Budeme je
označovat q1, q2, . . . . Zobecněné souřadnice jsou většinou funkcemi času, tj. q1 =
q1(t), q2 = q2(t), atd. Počet nezávislých zobecněných souřadnic, které zcela popi-
suj́ı pohyb mechanické soustavy označ́ıme f . Např́ıklad pro jednoduché kyvadlo je
f = 1, pro dvojité kyvadlo je f = 2, v př́ıpadě hmotného bodu v prostoru máme
f = 3.

Hamilton̊uv princip (princip nejmenš́ı akce). Trajektorie částice bude
taková, pro kterou má funkcionál

S(tA, tB) =

∫ tB

tA

L(t, q1(t), q2(t), . . . , qf (t), q̇1(t), q̇2(t), . . . , q̇f (t)) dt (1.1)

2010 MSC. Primárńı 34A05, 37N05.
Kĺıčová slova. matematické modelováńı, mechanické soustavy, dvojité kyvadlo, autonomńı

systémy ODR.

Článek vznikl na základě bakalářské práce autorky v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućım práce byl Jǐŕı Šremr z Ústavu matematiky FSI VUT v Brně.
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minimálńı (přesněji stacionárńı) hodnotu. Funkci L nazýváme Lagrangeovou funkćı
(nebo také lagrangián) a integrál S(tA, tB) akce. Hamilton̊uv princip tedy ř́ıká,
že ze všech možných trajektoríı částice bude realizována ta, pro kterou je akce
nejmenš́ı.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Z variačńıho počtu je známo následuj́ıćı
tvrzeńı. Necht’ funkcionál (1.1) nabývá stacionárńı hodnoty, pak plat́ı

d

dt

∂L

∂q̇k
=

∂L

∂qk
, k = 1, 2, . . . , f. (1.2)

Rovnice (1.2) se nazývaj́ı Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Jedná se o systém f di-
ferenciálńıch rovnic druhého řádu, k jejich vyřešeńı stač́ı zadat 2f počátečńıch
podmı́nek (např. počátečńıch poloh a rychlost́ı). Splněńı Eulerových–Lagrangeo-
vých rovnic je nutnou podmı́nkou pro stacionaritu funkcionálu (1.1). V mechanice
bereme lagrangián tvaru L = T − V , kde T je kinetická energie a V je potenciálńı
energie soustavy.

2. Pomocná tvrzeńı

V této části uvedeme některá pomocná matematická tvrzeńı, která budou využita
v daľśıch kapitolách. Jejich d̊ukazy lze nalézt v [2].

Tvrzeńı 2.1. Necht’ B =

(
b11 b12
b21 b22

)
je reálná matice a λ ∈ C. Pak λ je vlastńı

č́ıslo matice

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
b11 b12 0 0
b21 b22 0 0

 (2.1)

právě tehdy, když λ2 je vlastńı č́ıslo matice B.

Věta 2.2. Necht’ B =

(
b11 b12
b21 b22

)
je reálná matice a λ ∈ C je vlastńı č́ıslo

matice A dané vztahem (2.1). Potom plat́ı:

1. Je-li u = (u1, u2, u3, u4)T vlastńı vektor matice A př́ıslušný vlastńımu č́ıslu
λ, pak u3 = λu1, u4 = λu2 a v = (u1, u2)T je vlastńı vektor matice B
př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ2.

2. Je-li v = (v1, v2)T vlastńı vektor matice B př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ2,
pak u = (v1, v2, λv1, λv2)T je vlastńı vektor matice A př́ıslušný vlastńımu
č́ıslu λ.

Věta 2.3. Necht’ B =

(
b11 b12
b21 b22

)
je reálná matice a µ je jednonásobné vlastńı

č́ıslo matice B. Potom plat́ı:

1. Jestlǐze b11 − µ 6= 0, pak vlastńı vektor matice B je tvaru

v =

(
− b12
b11−µ
1

)
.
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2. Jestlǐze b22 − µ 6= 0, pak vlastńı vektor matice B je tvaru

v =

(
1

− b21
b22−µ

)
.

Poznámka 2.4. Všimněme si, že v předešlé větě jsou zahrnuty všechny př́ıpady,
které mohou pro jednonásobné vlastńı č́ıslo µ nastat. Vskutku, jestliže b11−µ = 0
a zároveň b22 − µ = 0, pak b12 = 0 nebo b21 = 0 a µ = b11 = b22, což znamená, že
µ nemůže být jednonásobné vlastńı č́ıslo.

3. Dvojité kyvadlo

Pro mechanickou soustavu na obrázku 1 lze pomoćı postupu uvedeného v prvńı
části vcelku snadno odvodit jej́ı pohybové rovnice. Uvažujme matematické kyva-
dlo s délkou závěsu l1 a hmotnost́ı m1, na jehož konci viśı druhé matematické
kyvadlo s délkou závěsu l2 o hmotnosti m2 (viz obrázek 1). Předpokládejme, že
pohyb prob́ıhá pouze v rovině obrázku a že gravitačńı śıla p̊usob́ı v opačném
směru než je orientována osa y. Výchylku prvńıho bodu, respektive druhého bodu
ze svislé polohy označ́ıme ϕ1, respektive ϕ2, přičemž výchylka proti směru hodi-
nových ručiček je kladná – źıskáme tak dvě zobecněné souřadnice. Najdeme vztahy
mezi zobecněnými souřadnicemi ϕ1, ϕ2 a kartézskými souřadnicemi x1, y1, x2, y2.
Dále urč́ıme kinetickou a potenciálńı energii soustavy; v kartézských souřadnićıch
jsou dány výrazy

T =
1

2
m1

(
ẋ21 + ẏ21

)
+

1

2
m1

(
ẋ22 + ẏ22

)
a

V = m1gy1 +m2gy2 .

Použijeme transformačńı vztahy mezi kartézskými a zobecněnými sopuřadnicemi,
a źıskáme tak lagrangián soustavy L = T − V . Dosazeńım do Eulerových-Lagran-
geových rovnic (1.2) dostaneme rovnice

ϕ̈1 +
m2l2

(m1 +m2)l1
ϕ̈2 cos (ϕ1 − ϕ2)

+
m2l2

(m1 +m2)l1
ϕ̇2
2 sin (ϕ1 − ϕ2) +

g

l1
sinϕ1 = 0,

l1ϕ̈1 cos (ϕ1 − ϕ2) + l2ϕ̈2 − l1ϕ̇2
1 sin (ϕ1 − ϕ2) + g sinϕ2 = 0.

(3.1)

Jedná se o autonomńı systém dvou nelineárńıch obyčejných diferenciálńıch rovnic
druhého řádu, který popisuje pohyb dvojitého matematického kyvadla.

Aproximaćı nelinearit1 systému (3.1) vznikne systém

(m1 +m2)l1ϕ̈1 +m2l2ϕ̈2 + (m1 +m2)gϕ1 = 0,

l1ϕ̈1 + l2ϕ̈2 + gϕ2 = 0.

1Předpokládáme-li malé hodnoty výchylek, pak lze sinus nahradit jeho argumentem, kosinus

jedničkou a druhé mocniny prvńıch derivaćı lze zanedbat.
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x

y

l1

m1

l2
m2

ϕ1

ϕ2

Obrázek 1. Dvojité kyvadlo.

Tento systém rovnic je lineárńı vzhledem k ϕ1, ϕ2, lze ho tedy zapsat v maticovém
tvaru (

ϕ̈1

ϕ̈2

)
=

(
− (m1+m2)g

m1l1

m2g
m1l1

(m1+m2)g
m1l2

− (m1+m2)g
m1l2

)(
ϕ1

ϕ2

)
.

Označ́ıme-li ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
, ϕ̈ =

(
ϕ̈1

ϕ̈2

)
a

B =

(
− (m1+m2)g

m1l1

m2g
m1l1

(m1+m2)g
m1l2

− (m1+m2)g
m1l2

)
, (3.2)

dostaneme

ϕ̈ = Bϕ. (3.3)

Př́ımým výpočtem zjist́ıme, že vlastńı č́ısla matice B dané vztahem (3.2) jsou
tvaru

µ1,2 = − g

2m1l1l2

(
(m1+m2)(l1+l2)±

√
(m1 +m2)

(
m1(l1 − l2)2 +m2(l1 + l2)2

))
.

(3.4)
Odtud je okamžitě vidět, že výraz pod odmocninou je kladný, dostaneme tedy µ1,
µ2 reálná r̊uzná. Dále lze dokázat, že plat́ı µ1,2 < 0 (pro d̊ukaz viz [2]) Nyńı již
můžeme přistoupit k d̊ukazu věty o tvaru obecného řešeńı systému (3.3).

Věta 3.1. Obecné řešeńı systému (3.3) lze psát ve tvaru

ϕ(t) = A1v1 sin
(√
|µ1| t+ α1

)
+A2v2 sin

(√
|µ2| t+ α2

)
, (3.5)

kde A1, A2 ∈ 〈0,∞), α1, α2 ∈ 〈0, 2π),

v1 =

( m2g
(m1+m2)g+µ1m1l1

1

)
, v2 =

( m2g
(m1+m2)g+µ2m1l1

1

)
. (3.6)

a µ1, µ2 jsou vlastńı č́ısla matice B daná vztahem (3.4).
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D̊ukaz. Z teorie obyčejných diferenciálńıch rovnic v́ıme, že systém (3.3) lze
převést2 na systém čtyř obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu tvaru

ẏ = Ay, (3.7)

kde

A =


0 0 1 0
0 0 0 1

− (m1+m2)g
m1l1

m2g
m1l1

0 0
(m1+m2)g
m1l2

− (m1+m2)g
m1l2

0 0

 . (3.8)

Obecné řešeńı tohoto systému je tvaru

y(t) = C1ψ1(t) + C2ψ2(t) + C3ψ3(t) + C4ψ4(t), (3.9)

kde funkce ψ1, ψ2, ψ3, ψ4 tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı soustavy (3.7) a
C1, C2, C3, C4 ∈ R. Z tvrzeńı 2.1 a faktu µ1,2 < 0 plyne, že matice A má dvě

dvojice komplexně sdružených vlastńıch č́ısel λ1,2 = ±i
√
|µ1|, λ3,4 = ±i

√
|µ2|.

Z věty 2.2 plyne, že vlastńı vektory př́ıslušné těmto vlastńım č́ısl̊um jsou také
komplexně sdružené u1,2 = a1 ± ib1, u3,4 = a2 ± ib2. Źıskáme tak fundamentálńı
systém řešeńı systému (3.7) ve tvaru

ψ∗1,2(t) = (a1 ± ib1)e±i
√
|µ1| t,

ψ∗3,4(t) = (a2 ± ib2)e±i
√
|µ2| t.

Tato řešeńı uprav́ıme pomoćı Eulerova vzorce a obdrž́ıme

ψ∗1,2(t) = (a1 cos
√
|µ1| t− b1 sin

√
|µ1| t)± i(a1 sin

√
|µ1| t+ b1 cos

√
|µ1| t),

ψ∗3,4(t) = (a2 cos
√
|µ2| t− b2 sin

√
|µ2| t)± i(a2 sin

√
|µ2| t+ b2 cos

√
|µ2| t).

Nyńı vezmeme následuj́ıćı lineárńı kombinace těchto řešeńı

ψ1(t) =
ψ∗1(t) +ψ∗2(t)

2
= a1 cos

√
|µ1| t− b1 sin

√
|µ1| t,

ψ2(t) =
ψ∗1(t)−ψ∗2(t)

2i
= a1 sin

√
|µ1| t+ b1 cos

√
|µ1| t,

ψ3(t) =
ψ∗3(t) +ψ∗4(t)

2
= a2 cos

√
|µ2| t− b2 sin

√
|µ2| t,

ψ4(t) =
ψ∗3(t)−ψ∗4(t)

2i
= a2 sin

√
|µ2| t+ b2 cos

√
|µ2| t

a dostaneme tak reálný fundamentálńı systém řešeńı systému (3.7). Po dosazeńı
do (3.9) źıskáme

y(t) = C1

(
a1 cos

√
|µ1| t− b1 sin

√
|µ1| t

)
+ C2

(
a1 sin

√
|µ1| t+ b1 cos

√
|µ1| t

)
+ C3

(
a2 cos

√
|µ2| t− b2 sin

√
|µ2| t

)
+ C4

(
a2 sin

√
|µ2| t+ b2 cos

√
|µ2| t

)
.

Protože ale hledáme řešeńı systému (3.3), zaj́ımaj́ı nás pouze prvńı dvě složky
vektorové funkce y. Jelikož jsou vlastńı vektory matice B reálné, podle věty 2.2

2Polož́ıme-li y = (ϕ, ϕ̇)T , pak ẏ = (ϕ̇, ϕ̈)T = (ϕ̇,Bϕ)T = Ay.
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jsou prvńı dvě složky vektor̊u b1, b2 nulové. Dále podle této věty prvńı a druhá
složka vektor̊u a1, a2 tvoř́ı vlastńı vektory matice B. Obecné řešeńı systému (3.3)
můžeme tedy napsat ve tvaru

ϕ(t) = C1v1 cos
√
|µ1| t+ C2v1 sin

√
|µ1| t+ C3v2 cos

√
|µ2| t+ C4v2 sin

√
|µ2| t,

kde v1, v2 jsou vlastńı vektory matice B př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um µ1, µ2. Nyńı
stač́ı položit C1 = A1 sinα1, C2 = A1 cosα1 a C3 = A2 sinα2, C4 = A2 cosα2,
upravit pomoćı goniometrického vzorce a dostaneme (3.5). Zbývá poznamenat, že
vzhledem k větě 2.3 jsou vlastńı vektory v1, v2 tvaru (3.6). �

Poznámka 3.2. Vektor ϕ tedy vznikne složeńım dvojice anizochronńıch kmit̊u3

s úhlovými frekvencemi
√
|µ1|,

√
|µ2| (tzv. oscilačńıch mód̊u). Obecně se tedy

bude jednat o velmi komplikovaný pohyb, který nemuśı být periodický. Budou-li
úhlové frekvence

√
|µ1|,

√
|µ2| soudělné, tj. bude-li platit√

|µ1|√
|µ2|

=
n1
n2
,

kde n1, n2 jsou nesoudělná přirozená č́ısla, pak výsledný pohyb bude periodický
s periodou rovnou nejmenš́ımu společnému násobku jednotlivých period. Výsledný
pohyb záviśı také na amplitudách a fáźıch jednotlivých kmit̊u (viz [1]).

4. Speciálńı př́ıpady

V této části se pod́ıváme na dva speciálńı př́ıpady soustavy, jej́ıž pohyb je popsaný
systémem rovnic (3.3). Nejprve předpokládejme, že l1 = l2 = l. Z (3.4) a (3.6)
plyne, že vlastńı č́ısla matice B soustavy (3.3) jsou ve tvaru

µ1,2 = − g

m1l

(
m1 +m2 ±

√
(m1 +m2)m2

)
a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou násobky vektor̊u

v1,2 =

(
∓√m2√
m1 +m2

)
.

Dále:

• Jestliže je nav́ıc hmotnost obou hmotných bod̊u stejná, tj. m1 = m2 = m,
pak vlastńı č́ısla matice B jsou ve tvaru

µ1,2 = −g
l

(
2±
√

2
)

a vlastńı vektory jsou násobky vektor̊u

v1,2 =

(
1

∓
√

2

)
.

Podle věty 3.1 je pohyb soustavy složeńım mód̊u

ϕ1(t) = A1

(
1

−
√

2

)
sin

(√
g

l
(2 +

√
2) t+ α1

)
3 tj. stejnosměrných kmit̊u r̊uzných frekvenćı
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a

ϕ2(t) = A2

(
1√
2

)
sin

(√
g

l
(2−

√
2) t+ α2

)
.

Tyto módy si můžeme představit jako periodické pohyby při nulových po-
čátečńıch rychlostech a počátečńıch podmı́nkách ukázaných na obrázku 2
(tj. A1 = A2 = 1, α1 = α2 = π

2 ).

x

y

1

−
√

2

x

y

1

√
2

Obrázek 2. Oscilačńı módy pro m1 = m2 a l1 = l2.

• Jestliže je hmotnost prvńıho hmotného bodu výrazně větš́ı než hmotnost
druhého hmotného bodu, tj. m1 � m2 a označ́ıme-li ε = m2

m1
, pak po úpra-

vách dostaneme vlastńı č́ısla matice B ve tvaru

µ1,2 = −g
l

(
1 + ε±

√
ε(1 + ε)

)
a vlastńı vektory jsou násobky vektor̊u

v1,2 =

(
∓
√
ε√

1 + ε

)
.

Podle věty 3.1 je pohyb soustavy složeńım mód̊u

ϕ1(t) = A1

(
−
√
ε√

1 + ε

)
sin

(√
g

l

(
1 + ε+

√
ε(1 + ε)

)
t+ α1

)
a

ϕ2(t) = A2

( √
ε√

1 + ε

)
sin

(√
g

l

(
1 + ε−

√
ε(1 + ε)

)
t+ α2

)
.

Tyto módy jsou znázorněny na obrázku 3.
Všimněme si, že

lim
ε→0+

√
|µ1,2| =

√
g

l
, lim

ε→0+
v1,2 =

(
0
1

)
.

V těchto oscilačńıch módech se prvńı hmotný bod v podstatě nebude hýbat
a druhý bude v podstatě kmitat jako jednoduché kyvadlo délky l. Vzhledem
k poznámce 3.2 bude pohyb soustavy periodický pouze v př́ıpadě, je-li A1 =
0 nebo A2 = 0.
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x

y

−
√
ε

√
1 + ε

x

y

√
ε

√
1 + ε

Obrázek 3. Oscilačńı módy pro m1 � m2 a l1 = l2.

5. Závěr

Při modelováńı mechanických soustav se vyskytuj́ı obyčejné diferenciálńı rovnice,
př́ıpadně jejich systémy. Nejčastěji se jedná o rovnice druhého řádu, které jsou
nelineárńı. Omeźıme-li se však na malé výchylky, lze tyto rovnice aproximovat
lineárńım systémem rovnic. V tomto článku jsme se zaměřili na dvojité kyva-
dlo. Nast́ınili jsme odvozeńı systému pohybových rovnic, dále byla dokázána věta
o tvaru obecného řešeńı linearizovaného systému a nakonec jsme diskutovali dva
speciálńı př́ıpady této mechanické soustavy.
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VYBRANÉ ÚLOHY Z UČEBNICE R. H. WASSERMANA

TENSORS AND MANIFOLDS WITH APPLICATIONS TO

PHYSICS; I. LINEÁRNÍ ALGEBRA

DUŠAN NAVRÁTIL

Abstrakt. V tomto článku jsou vyřešeny vybrané úlohy z učebnice R. H. Wasser-

mana Tensors and Manifolds [1]. Prvńı část problémů se týká ekvivalentńıch definic
pojmů z lineárńı algebry, druhá část je zaměřena na d̊ukaz nespočetnosti báze pro-

storu lineárńıch forem a třet́ı část je věnována ekvivalenci reprezentaćı lineárńıch
zobrazeńı.

Úvod

V literatuře z lineárńı algebry se můžeme setkat s r̊uznými, ale ekvivalentńımi de-
finicemi některých pojmů. Pomoćı r̊uzných definic jsou např́ıklad nadefinovány
pojmy lineárńıho obalu, součtu vektorových podprostor̊u, lineárně nezávislých
množin a báźı. Účelem prvńı kapitoly bude ukázat ekvivalenci a souvislosti mezi
r̊uznými definicemi těchto pojmů.

Druhá kapitola je dále věnována prostoru lineárńıch zobrazeńı L(V,R) z vek-
torového prostoru V do tělesa reálných č́ısel R (neboli také prostoru lineárńıch
forem V ∗). V této kapitole bude ukázáno, že spočetnost báze prostoru V impli-
kuje nespočetnost báze prostoru L(V,R).

V závěrečné třet́ı kapitole bude rozebrán problém ekvivalence dvou lineárńıch
zobrazeńı φ, ψ ∈ L(V, V ∗) pomoćı maticových reprezentaćı (kongruentńı matice)
a matice přechodu.

Symbolem K bude v textu označena množina reálných nebo komplexńıch č́ısel
(K = R,C).

1. Ekvivalentńı definice pojmů z lineárńı algebry

Ke každému pojmu v prvńı kapitole budou uvedeny dvě ekvivalentńı definice spolu
s d̊ukazem této ekvivalence.

2010 MSC. Primárńı 15A03, 15A24.

Kĺıčová slova. Vektorový prostor, báze, lineárńı zobrazeńı, duálńı prostor.
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1.1. Lineárńı obal

Definice 1.1. Necht’ S je libovolná množina (ne nutně konečná) prvk̊u vek-
torového prostoru V . Lineárńı obal 〈S〉 je pr̊unik všech vektorových podprostor̊u
prostoru V , obsahuj́ıćıch množinu S.

Definice 1.2. Necht’ S je libovolná množina (ne nutně konečná) prvk̊u vekto-
rového prostoru V . Lineárńı obal 〈S〉 je množina všech lineárńıch kombinaćı prvk̊u
množiny S.

V d̊ukazu ekvivalence využijeme následuj́ıćı pomocné lemma.

Lemma 1.3. Necht’ A,B 6= ∅ jsou libovolné podmnožiny vektorového pro-
storu V . Pak

A ⊆ B ⇒ 〈A〉 ⊆ 〈B〉,
kde lineárńı obal 〈A〉 množiny A uvažujeme podle definice 1.1.

D̊ukaz. Pro př́ıpad A ⊃ B je tvrzeńı splněno triviálně. Necht’ A ⊆ B. Lineárńı
obal 〈A〉 je pr̊unik všech vektorových prostor̊u obsahuj́ıćıch množinu A. Označme
tyto prostory obsahuj́ıćı množinu A jako Ap, p ∈ I a obdobně pro lineárńı obal
〈B〉 označme prostory obsahuj́ıćı množinu B jako Br, r ∈ J . Plat́ı tedy

〈A〉 =
⋂
p∈I

Ap, 〈B〉 =
⋂
r∈J

Br.

Zřejmě plat́ı

x ∈ 〈A〉 =
⋂
p∈I

Ap ⇒ x ∈ Br ∀r ∈ J,

nebot’ pokud prvek x patř́ı do každého prostoru obsahuj́ıćı množinu A, pak muśı
patřit i do prostoru Br, nebot’ vektorový prostor Br množinu A také obsahuje.
Index r byl pro Br zvolen libovolně a implikace tak plat́ı ∀r ∈ J . Odtud źıskáme

x ∈ 〈A〉 =
⋂
p∈I

Ap ⇒ x ∈
⋂
r∈J

Br = 〈B〉,

odkud již nutně 〈A〉 ⊆ 〈B〉. �

Tvrzeńı 1.4. Definice 1.1 a 1.2 jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Označme nejdř́ıve pr̊unik všech podprostor̊u obsahuj́ıćı S, jako

W =
⋂
p∈I

Wp,

a množinu všech (konečných) lineárńıch kombinaćı jako

L = {α1x1 + · · ·+ αnxn; αi ∈ K, xi ∈ S, n ∈ N}.

V prvńı části dokážeme L ⊆W . Plat́ı

x ∈ L⇒ ∃αi ∈ K,∃xi ∈ S, ∃k ∈ N; x = α1x1 + . . .+ αkxk.
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Dále z x1, . . . , xk ∈ S plyne x1, . . . , xk ∈ Wp ∀p ∈ I a jelikož Wp je vektorový
prostor pro libovolné p ∈ I, pak α1x1 + · · · + αkxk ∈ Wp ∀p ∈ I a t́ım pádem
x ∈W .

V druhé části dokážeme W ⊆ L. Zřejmě plat́ı S ⊆ L, nebot’ každý prvek xi ∈ S
můžeme napsat ve tvaru xi = 1 · xi ∈ L. Dále L = 〈L〉, nebot’ množina všech
lineárńıch kombinaćı je sama o sobě vektorovým prostorem.

Z nerovnosti S ⊆ L tak pomoćı lemmatu 1.3 dostáváme W = 〈S〉 ⊆ 〈L〉 = L a
tvrzeńı je dokázané. �

1.2. Součet vektorových podprostor̊u

Definice 1.5. Necht’ {Wi} je libovolná množina (ne nutně konečná) vekto-
rových podprostor̊u prostoru V . Součet podprostor̊u

∑
iWi prostoru V je pr̊unik

všech podprostor̊u V obsahuj́ıćıch množinu
⋃
iWi.

Definice 1.6. Necht’ {Wi} je libovolná množina (ne nutně konečná) vekto-
rových podprostor̊u prostoru V . Součet podprostor̊u

∑
iWi prostoru V je množina

všech vektor̊u, které lze napsat ve tvaru konečných součt̊u wi1 + wi2 + · · · + win ,
kde

wi1 ∈Wi1 , wi2 ∈Wi2 , . . . , win ∈Win .

Tvrzeńı 1.7. Definice 1.5 a 1.6 jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Označme symbolem P pr̊unik všech podprostor̊u V obsahuj́ıćıch
⋃
iWi

a symbolem S množinu vektor̊u ve tvaru zmı́něných součt̊u.
Nejdř́ıve dokážeme P ⊆ S. Pokud x ∈ P , pak x patř́ı (podle definice) do

lineárńıho obalu množiny
⋃
iWi. Z předchoźıho tvrzeńı v́ıme, že lineárńı obal

⋃
iWi

je množina všech lineárńıch kombinaćı prvk̊u
⋃
iWi. T́ım pádem pro j = 1, . . . , n

∃αj ∈ K, wi1 ∈Wi1 , wi2 ∈Wi2 , . . . , win ∈Win ,

že plat́ı 〈⋃
i

Wi

〉
3 x = α1wi1 + α2wi2 + · · ·+ αnwin ∈ S,

nebot’ pro každý sč́ıtanec máme αjwij ∈Wij (plyne z vlastnosti, že Wij je vekto-
rový prostor).

Nyńı dokážeme S ⊆ P . Necht’ x ∈ S. Pak lze tento prvek zapsat pomoćı wi1 ∈
Wi1 , wi2 ∈Wi2 , . . . , win ∈Win , ve tvaru

S 3 wi1 + wi2 + · · ·+ win = 1 · wi1 + 1 · wi2 + · · ·+ 1 · win ∈
〈⋃
i

Wi

〉
= P.

�

1.3. Lineárně nezávislá množina

Definice 1.8. Množinu S vektor̊u nazveme lineárně nezávislou, pokud pro
všechny konečné součty

∑
i aivi, vi ∈ S plat́ı

∑
i aivi = o⇒ ai = 0 ∀i.
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Definice 1.9. Množinu S vektor̊u nazveme lineárně nezávislou, pokud o /∈ S
a zároveň každý konečný součet podprostor̊u tvaru lv = {av | a ∈ K, v ∈ S} je
př́ımý.

Tvrzeńı 1.10. Definice 1.8 a 1.9 jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Dokážeme ekvivalenci opačných tvrzeńı. Chceme tedy dokázat, že exis-
tuje konečný součet

∑
i aivi, vi ∈ S s vlastnost́ı

∑
i aivi = o (kde alespoň jeden

člen ai je nenulový) právě tehdy, když o ∈ S nebo existuje konečný součet podpro-
stor̊u lv, který neńı př́ımý. Předpokládejme nejdř́ıve, že existuje konečný součet n
vektor̊u množiny S, pro který plat́ı

a1v1 + · · ·+ anvn = o ∧ ∃i ai 6= 0.

Z tohoto tvrzeńı vyplývá, že člen s nenulovým koeficientem ai lze vyjádřit jako
součet ostatńıch člen̊u. Plat́ı tedy

−aivi = a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn

odtud dostáváme

lvi
⋂∑

j 6=i

lvj 6= o,

což plat́ı pouze tehdy, když vi 6= o a součet podprostor̊u tedy neńı př́ımý. Kdyby
vi = o, pak nenulové ai lze zvolit libovolně a vi = o ∈ S.

Předpokládejme nyńı, že o ∈ S nebo existuje konečný součet podprosto̊u lv,
který neńı př́ımý. Pokud o ∈ S, d̊ukaz je zřejmý (tento člen vynásob́ıme libovolným
koeficientem a a všechny ostatńı koeficienty polož́ıme rovny nule). Necht’ daný
konečný součet podprostor̊u lv neńı př́ımý. To znamená

lvi
⋂∑

j 6=i

lvj 6= o, ∀i.

Existuje tedy nenulový vektor, který se nacháźı v obou množinách. V množině lvi
nabývá tvaru aivi a v množině

∑
j 6=i lvj tvaru a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 + ai+1vi+1 +

· · ·+ anvn, odkud

aivi = a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn,

a1v1 + · · ·+ ai−1vi−1 − aivi + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn = o.

Jelikož je člen aivi nenulový, tvrzeńı plat́ı. Dı́ky libovolně zvolenému n ∈ N tvrzeńı
plat́ı pro libovolně velké součty. �

1.4. Báze vektorového prostoru

Definice 1.11. Množinu S vektor̊u vi ∈ S nazveme báźı podprostoru W pro-
storu V , pokud je lineárně nezávislá a generuje podprostor W .

Definice 1.12. Množinu S vektor̊u vi ∈ S nazveme báźı podprostoru W pro-
storu V , pokud pro každé vi ∈ S existuje právě jedno ai ∈ K tak, že každý vektor
w ∈W lze vyjádřit ve tvaru w =

∑
i aivi.

Tvrzeńı 1.13. Definice 1.11 a 1.12 jsou ekvivalentńı.
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D̊ukaz. Předpokládejme nejdř́ıve, že daný vektor w ∈ W lze vyjádřit dvěma
r̊uznými zp̊usoby pomoćı koeficient̊u ai, bi ∈ K jako

w =
∑
i

aivi =
∑
i

bivi,

dále od sebe odečteme odpov́ıdaj́ıćı si členy, odkud obdrž́ıme∑
i

aivi −
∑
i

bivi =
∑
i

(ai − bi)vi = o.

Jelikož je množina S lineárně nezávislá, pak z této rovnosti plyne

ai − bi = 0 ∀i =⇒ ai = bi ∀i,

a vektor w tak lze vyjádřit pouze jediným možným zp̊usobem, pomoćı koeficient̊u
ai ∈ K.

Nyńı naopak předpokládejme, že libovolný vektor w ∈ W lze vyjádřit pouze
pomoćı jediné n-tice koeficient̊u ai ∈ K a vektor̊u vi ∈ S, tedy

w =
∑
i

aivi.

Je zřejmé, že množina S generuje podprostor W , nebot’ každý vektor w ∈ W
lze vyjádřit pomoćı lineárńı kombinace vi ∈ S. Zbývá dokázat, že množina S je
lineárně nezávislá. Necht’

w =
∑
i

aivi = o.

Jelikož je vektor w nulový a pro každý vektor w ∈W existuje pouze jediná n-tice
koeficient̊u ai ∈ K, která tuto rovnost splňuje, touto n-tićı muśı být koeficienty
ai = 0 ∀i, což je definice lineárńı nezávislosti. �

2. Nespočetnost báze prostoru L(V,R)

Než se pust́ıme k samotnému d̊ukazu nespočetnosti báze L(V,R) za předpokladu
spočetnosti báze V , dokážeme tvrzeńı 2.1, které bude v d̊ukazu nápomocné. Pro
snadněǰśı čitelnost bude použita Einsteinova sumačńı konvence.

Tvrzeńı 2.1. Necht’ V a W jsou vektorové prostory a S je báze prostoru V .
Pak existuje právě jedno lineárńı zobrazeńı φ : V →W takové, že φ(vi) = wi, kde
vi ∈ S a wi jsou libovolně zvolené prvky W .

D̊ukaz. Definujme φ jako zobrazeńı

φ(v) = aiwi pro v = aivi.

Takové zobrazeńı je lineárńı, nebot’

φ(u+v) = φ(bivi+aivi) = φ((bi+ai)vi) = (bi+ai)wi = biwi+aiwi = φ(u)+φ(v)

a

φ(αv) = φ(αaivi) = αaiwi = αφ(v).
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Předpokládejme dále, že existuje jiné lineárńı zobrazeńı ψ : V → W , pro které
plat́ı ψ(vi) = wi. Dı́ky linearitě ψ źıskáme

ψ(v) = ψ(aivi) = aiψ(vi) = aiwi

a tedy

φ(v) = ψ(v), ∀v ∈ V,
odkud plyne φ = ψ. �

Pro př́ıpad W = R (neboli φ ∈ L(V,R) = V ∗) toto tvrzeńı ř́ıká, že pro libovolně
zvolené reálné č́ıslo r ∈ R a přirozené č́ıslo k ∈ N, existuje pouze jedno lineárńı
zobrazeńı φ : V → R, pro které plat́ı (předpokládáme uspořádanou bázi prostoru
V )

φ(vk) = r, φ(vj) = 0, ∀j 6= k

a je tedy ve tvaru

φ(v) = φ(aivi) = aiφ(vi) = akr.

Nyńı mohou nastat dva r̊uzné př́ıpady pro V . Pokud je V konečněrozměrný
prostor (dimV = n < ℵ0), pak jsou prostory V a V ∗ izomorfńı a k ≤ n. Tento
izomorfismus je dán zobrazeńım

Φ : V → V ∗,

Φ(vk) = φk(v), k = 1, . . . , n

(φk(v) je zobrazeńı popsané výše) a odpov́ıdaj́ıćımi reálnými č́ısly rk.
Pokud je naopak V nekonečněrozměrný (dimV ≥ ℵ0), pak je obecně V ∗ větš́ı

než V (viz. následuj́ıćı tvrzeńı) a k ∈ N.

Tvrzeńı 2.2. Necht’ L(V,R) je vektorový prostor všech lineárńıch zobrazeńı
(lineárńıch forem) z vektorového prostoru V do R. Pokud má V spočetně ne-
konečnou bázi, pak je báze prostoru L(V,R) nespočetně nekonečná.

D̊ukaz. Necht’ S = {v1, v2, v3, . . .} je spočetná báze prostoru V . Uvažujme dále
množinu všech posloupnost́ı reálných č́ısel tvaru (1, r, r2, r3, . . .), kde r > 1 a
označme posloupnost pro dané r symbolem %r. Podle tvrzeńı 2.1 v́ıme, že exis-
tuje právě jedno lineárńı zobrazeńı fr, pro které plat́ı

fr(vi) = ri−1.

Odpov́ıdaj́ıćıch posloupnost́ı je zřejmě d́ıky r ∈ R, r > 1 nespočetně mnoho. Zbývá
tedy ukázat, že libovolná konečná podmnožina lineárńıch zobrazeńı {f1, . . . , fn}
je lineárně nezávislá.

Jako prvńı část d̊ukazu ověř́ıme, že množina posloupnost́ı

%r = {rk−1}∞k=1 = (1, r, r2, r3, . . .), r > 1,

je lineárně nezávislou podmnožinou vektorového prostoru všech posloupnost́ı.
Mějme tedy n posloupnost́ı, které odpov́ıdaj́ı n-prvkové množině {fr1 , . . . , frn},

a seřad’me je vzestupně podle velikosti ri, tedy %r1 , %r2 , . . . , %rn , kde ri > rj pro
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i > j. Dı́ky r > 1 plat́ı také (rki > rkj , i > j)∧(rik > rjk, i > j) pro k ∈ N. Vytvořme
nyńı libovolnou lineárńı kombinaci těchto posloupnost́ı

a1%r1 + a2%r2 + · · ·+ an%rn .

Pro dokázáńı lineárńı nezávislosti položme součet těchto posloupnosti roven nulové
posloupnosti (0, 0, 0, . . .). Obdrž́ıme tak systém spočetně mnoha rovnic

n∑
i=1

air
k
i = 0, k ∈ N0.

Chceme tedy dokázat

a1r
k
1 + a2r

k
2 + · · ·+ anr

k
n = 0, ∀k ∈ N0 ⇒ a1 = · · · = an = 0,

kde ri > 1. Celou rovnici vyděĺıme členem rkn, odkud obdrž́ıme

a1

(
r1
rn

)k
+ a2

(
r2
rn

)k
+ · · ·+ an−1

(
rn−1
rn

)k
+ an = 0.

Jelikož plat́ı ri > rj , ∀i > j, pak nutně

lim
k→∞

a1

(
r1
rn

)k
+ a2

(
r2
rn

)k
+ · · ·+ an−1

(
rn−1
rn

)k
+ an = an = 0.

Totéž opakujeme pro koeficienty an−1, an−2, . . . , a2, a1, odkud dostáváme a1 =
· · · = an = 0, a množina posloupnost́ı je tak nutně lineárně nezávislá.

V druhé části d̊ukazu je třeba ukázat, že se lineárńı nezávislost mezi vektorovými
prostory izomorfńım lineárńım zobrazeńım přenáš́ı. Mějmě izomorfńı lineárńı zob-
razeńı φ mezi prostory V a W , dále {v1, . . . , vn} lineárně nezávislou podmnožinu
V a {w1, . . . , wn} množinu odpov́ıdaj́ıćıch prvk̊u ve W . Pak máme

b1w1 + · · ·+ bnwn = b1φ(v1) + · · ·+ bnφ(vn)

= φ(b1v1) + · · ·+ φ(bnvn) = φ(b1v1 + · · ·+ bnvn) = 0,

kde za předpokladu, že zobrazeńı φ je izomorfńı, muśı platit

b1v1 + · · ·+ bnvn = 0.

Množina {v1, . . . , vn} je však lineárně nezávislá a proto b1 = · · · = bn = 0, odkud
plyne lineárńı nezávislost {w1, . . . , wn}.

Posledńı část d̊ukazu spoč́ıvá v nalezeńı izomorfńıho lineárńıho zobrazeńı, které
by d́ıky bijekci zachovávalo lineárńı nezávislost. Toto zobrazeńı zavedeme násle-
duj́ıćım zp̊usobem. Necht’ (a1, a2, a3, . . .) je libovolná posloupnost, které přǐrad́ıme
index α = a1a2a3 . . . Pak odpov́ıdaj́ıćı lineárńı zobrazeńı bude mı́t d́ıky tvrzeńı
2.1 tvar pro bázové vektory vi

fα(vi) = ai, i ∈ N,

a zároveň bude lineárńı. Je zřejmé, že takto zavedená lineárńı zobrazeńı (označme
např. F ) budou tvořit vektorový prostor, nebot’ tvoř́ı podmnožinu vektorového
prostoru všech lineárńıch zobrazeńı. Nulovým prvkem je zobrazeńı

f0(vi) = 0,
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které zobraźı libovolný vektor na nulu. Součet dvou zobrazeńı a skalárńı násobek
splňuj́ı

fα(vi) + fβ(vi) = ai + bi = fα+β(vi) ∈ F,
a · fα(vi) = a · ai = faα(vi) ∈ F.

Mezi vektorovým prostorem F ⊆ L(V,R) a posloupnostmi R∞ tak existuje bijekce
spolu s lineárńım zobrazeńım a jde tedy o izomorfismus. Z předchoźıho plyne,
že z lineárńı nezávislosti posloupnost́ı %r1 , %r2 , . . . , %rn , plyne lineárńı nezávislost
odpov́ıdaj́ıćı množiny {fr1 , . . . , frn}. Jelikož je takových množin v prostoru L(V,R)
d́ıky r ∈ R, r > 1 nespočetně mnoho, existuje nespočetně mnoho lineárně ne-
závislých podmnožin L(V,R), odkud plyne existence nespočetné báze prostoru
L(V,R). �

3. Ekvivalence lineárńıch zobrazeńı mezi V a V ∗

V posledńı kapitole se budeme zabývat lineárńımi zobrazeńımi mezi prostory V a
V ∗, pro př́ıpad dimV = dimV ∗ = n ∈ N. Z lineárńı algebry v́ıme, že množinu
všech lineárńıch zobrazeńı z vektorového prostoru V do sebe sama (endomorfismů),
můžeme ztotožnit s množinou matic Mn(K) nad K. Pokud nav́ıc předpokládáme
tato zobrazeńı bijektivńı (automorfismy φ : V → V ), můžeme je ztotožnit s
množinou regulárńıch matic GL(n,K). Nyńı si připomeneme, jakým zp̊usobem
se změńı složky vektor̊u při změně báze prostoru V a jak můžeme reprezentovat
lineárńı zobrazeńı pomoćı matic.

Uvažujme vektor v ∈ V v n-rozměrném prostoru V , s báźı {ei}. Z definice báze
v́ıme, že k vektoru v existuje jednoznačně určená n-tice reálných č́ısel taková, že
plat́ı v = xiei a tedy

x =

x
1

...
xn

 ∈ Kn

jednoznačně popisuje vektor v při stanovené bázi {ei}. Pokud dojde ke změně báze
na bázi {ēi}, popisujeme sice stejný vektor v, ale n-tice reálných č́ısel je tentokrát
odlǐsná, tedy

v = yiēi, y =

y
1

...
yn

 ∈ Kn.

Dı́ky lineárńı nezávislosti báźı {ei} a {ēi} existuje právě jedna matice aij ∈
GL(n,K), pro kterou plat́ı

ēj = aijei.

Dosazeńım této rovnosti do jednotlivých vyjádřeńı v źıskáme

v = xiei = yjaijei
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odkud x
1

...
xn

 =


a11 a21 . . . an1
a12 a22 . . . an2
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . ann


y

1

...
yn


a tedy y

1

...
yn

 =


a11 a21 . . . an1
a12 a22 . . . an2
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . ann


−1x

1

...
xn

 .

Matici aij ř́ıkáme matice přechodu. Vyjadřuje, jakým zp̊usobem se změńı složky
vektor̊u při změně báze. Dı́ky lineárńı nezávislosti prvk̊u báze je matice přechodu
nutně regulárńı a inverzńı matice vždy existuje.

Pro reprezentaci lineárńıho zobrazeńı pomoćı matic mějme vektorové prostory
V a W s bázemi {ei}, resp. {Ei} a dimenzemi dimV = n, resp. dimW = m. Pak
pro lineárńı zobrazeńı φ : V →W a i-tý prvek báze ei bude existovat podle tvrzeńı
2.1 jednoznačně určená m-tice č́ısel φji , j = 1, . . . ,m taková, že plat́ı

φ(ei) = φjiEj .

Pokud pak v ∈ V, w ∈W , źıskáme

yjEj = w = φ(v) = φ(xiei) = xiφ(ei) = xiφjiEj

Takové lineárńı zobrazeńı φ je pak vyjádřeno maticovým násobeńım
y1

y2

...
ym

 =


φ11 φ12 . . . φ1n
φ21 φ22 . . . φ2n
...

...
. . .

...
φm1 . . . . . . φmn



x1

x2

...
xn


a ř́ıkáme, že matice φji reprezentuje lineárńı zobrazeńı φ.

Dále dokážeme pomocné tvrzeńı, které ř́ıká, že matice přechodu bij mezi bázemi

V ∗ je inverzńı k matici přechodu aij mezi odpov́ıdaj́ıćımi bázemi V .

Tvrzeńı 3.1. Necht’ {ei} a {ēi} jsou báze V , i = 1, . . . , n, {εi} a {ε̄i} od-
pov́ıdaj́ıćı duálńı báze V ∗. Pokud

(ē1 . . . ēn) = (e1 . . . en)

a
1
1 . . . a

1
n

...
an1 . . . a

n
n

 ,

pak ε̄1...
ε̄n

 =

b
1
1 . . . b

1
n

...
bn1 . . . b

n
n


ε1...
εn

 ,
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kde aijb
j
k = δik (matice přechodu bij je inverzńı k matici přechodu aij).

D̊ukaz. Necht’ v je libovolný vektor prostoru V . Pak

v = x1e1 + . . .+ xnen = y1ē1 + . . .+ ynēn

a ε1...
εn

 (v) =

v
1

...
vn

 ,

ε̄1...
ε̄n

 (v) =

v̄
1

...
v̄n

 .

Jelikož

v = (e1 . . . en)

v
1

...
vn

 = (ē1 . . . ēn)

v̄
1

...
v̄n


pak

v = (e1 . . . en)

ε
1

...
εn

 (v) = (ē1 . . . ēn)

ε̄
1

...
ε̄n

 (v)

= (e1 . . . en)

a
1
1 . . . a

1
n

...
an1 . . . a

n
n


ε̄

1

...
ε̄n

 (v).

Protože pro danou bázi {ei} je lineárńı kombinace vektoru v dána jednoznačně,
muśı platit ε

1

...
εn

 =

a
1
1 . . . a

1
n

...
an1 . . . a

n
n


ε̄

1

...
ε̄n

 .

Matice aij je regulárńı a existuje k ńı tedy inverzńı matice bij . Vynásobeńım rovnice

zleva matićı bij dostáváme požadovanou rovnostε̄1...
ε̄n

 =

b
1
1 . . . b

1
n

...
bn1 . . . b

n
n


ε1...
εn

 .

�

Nyńı přejděme k samotnému tvrzeńı, které dává do souvislosti ekvivalentńı
lineárńı zobrazeńı při změne báze prostoru V .

Tvrzeńı 3.2. Necht’ V je n-rozměrný vektorový prostor. Pak dvě matice M =
φij a N = ψij reprezentuj́ı (vzhledem ke stanoveným báźım prostoru V a jejich
duálńım báźım ve V ∗) stejné lineárńı zobrazeńı z V do V ∗ právě tehdy, když plat́ı
N = ATMA, kde A je matice přechodu aij mezi bázemi V .
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D̊ukaz. Necht’ {ei}, {ēi} jsou dvě r̊uzné báze prostoru V s matićı přechodu
A = aij . Předpokládejme nejdř́ıve, že matice M = φij a N = ψij reprezentuj́ı stejné
lineárńı zobrazeńı z V do V ∗ a vektor v ∈ V se tak při aplikaci obou matic zobraźı
na stejný prvek f ∈ V ∗. Źıskáme dvě r̊uzné báze prostoru V ∗, {Ei}, resp. {Ēi} ,
duálńı k {ei}, resp. {ēi} pomoćı φij , resp. ψij . Necht’ dále

v = xiei = yiēi

je vektor v ∈ V vyjádřený v báźıch {ei}, {ēi} a

x =

x
1

...
xn

 , y =

y
1

...
yn


jeho složky v jednotlivých báźıch. Pokud je A matićı přechodu mezi {ei} a {ēi},
pak plat́ı

y = A−1x, ē = AT e,

kde e, resp. ē označuje vektor bázových vektor̊u ei, resp. ēi (viz. tvrzeńı 3.1). Dále

pi = xjφij a qi = yjψij

jsou obrazy vektor̊u x a y vzhledem k jednotlivým matićım M = φij , N = ψij a
báźım {ei}, {ēi}. Proto

f = piEi = qiĒi ∈ V ∗

je obrazem lineárńıho zobrazeńı vektoru v ∈ V se složkami

p =

p
1

...
pn

 , q =

q
1

...
qn

 .

v jednotlivých báźıch {Ei}, {Ēi}.
Pokud matice φij a ψij reprezentuj́ı stejné lineárńı zobrazeńı, vektor v se v

př́ıpadech obou báźı zobraźı na f a matice přechodu mezi {Ei} a {Ēi} bude matićı
inverzńı k A (d̊usledek tvrzeńı 3.1). Plat́ı tedy

Ē = A−1E,

odkud plyne (aplikace vztah̊u ē = AT e, y = A−1x na vektory E, Ē bázových
vektor̊u Ei, Ēi)

q = ((A−1)T )−1p = AT p.

Dále z rovnic
p = Mx, x = Ay,

źıskáme
p = M(Ay).

Vynásobeńım zleva AT dostaneme

AT p = AT (M(Ay)),

odkud ze vztah̊u
q = Ny, q = AT p,
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plyne
Ny = AT (M(Ay)) = (ATMA)y.

Jelikož tento vztah plat́ı pro libovolné y ∈ V , dostáváme rovnost

N = ATMA.

Prvńı část tvrzeńı je tedy dokázaná.
Necht’ obráceně plat́ı

N = ATMA

pro matici přechodu A mezi {ei} a {ēi} (dvě libovolně zvolené báze V ), a matice
φij , ψ

i
j reprezentuj́ı dvě r̊uzná lineárńı zobrazeńı φ, ψ (provedeme d̊ukaz sporem),

tzn.

φ(v) = f = piEi = pTE,

ψ(v) = f̃ = qiĒi = qT Ē,

kde f 6= f̃ . Muśı tak platit

pTE 6= qT Ē = qT (A−1E) = (qTA−1)E,

z čehož vyplývá

pT 6= qTA−1,

p 6= (AT )−1q,

Mx 6= (AT )−1(Ny),

M(Ay) 6= (AT )−1(Ny),

(ATMA)y 6= Ny,

odkud již źıskáváme hledaný spor, nebot’ N = ATMA a tvrzeńı je tak dokázané.
�
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GRAFOVÁ ROZŠÍŘENÍ NĚKTERÝCH DYNAMICKÝCH

MODELŮ

RADKA SKÁCELOVÁ

Abstrakt. Tento článek se zabývá rozš́ı̌reńım dynamických model̊u o možnost ces-

továńı v prostoru pomoćı teorie graf̊u. Nejprve je uvedeno obecné rozš́ı̌reńı užit́ım

konečného souvislého grafu a jeho interpretace pomoćı Laplaceovy matice. Dále je
tento obecný př́ıstup aplikován na Lotkovy-Volterrovy modely dravec-kořist a kon-

kurence a na epidemiologický model SIR. Podrobněji jsou analyzována prostorová

homogenńı a heterogenńı stacionárńı řešeńı grafového modelu dravec-kořist z hle-
diska existence a stability. Stabilita homogenńıch stacionárńıch řešeńı je zkoumána

také z hlediska obecného planárńıho modelu.

1. Úvod

Když popisujeme reálné problémy pomoćı soustav diferenciálńıch rovnic, zpravi-
dla muśıme uvažovat jisté idealizace. V př́ıpadě popisu situace, kdy se zkoumané
subjekty, at’ už zv́ı̌rata či lidé, pohybuj́ı a interaguj́ı spolu, se předpokládá izolace
oblasti, na které se subjekty vyskytuj́ı. Toto je bohužel značné omezeńı. Abychom
se v́ıce přibĺıžili skutečnému chováńı, umožńıme proto zkoumaným subjekt̊um po-
hyb v prostoru, což znamená zavedeńı možnosti migrace/cestováńı mezi r̊uznými
oblastmi. Vhodným aparátem pro požadované zobecněńı je teorie graf̊u. V př́ıpadě
zv́ı̌rećıch populaćı si situaci můžeme představit tak, že existuje systém ostrov̊u,
které jsou navzájem pospojovány mosty, přičemž tyto mosty umožňuj́ı přesun po-
pulace z jednoho ostrova na druhý. Nebo systém les̊u, kdy mı́sto most̊u můžeme
uvažovat, že zv́ı̌re je, či neńı schopné dostat se do lesa sousedńıho. Analogicky
můžeme vźıt v úvahu cestováńı člověka např. mezi obcemi či státy. I když se muśı
i v takovém modelu uvažovat idealizace, toto rozš́ı̌reńı je velkým krokem kupředu.

2. Zavedeńı obecného grafového rozš́ıřeńı

Klasický př́ıstup analýzy modelu spoč́ıvá v tom, že máme autonomńı soustavu m
diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćı daný model, jež můžeme zapsat ve tvaru

y′ = f(y), (2.1)

2010 MSC. Primárńı 92B25,34D20,37C25.
Kĺıčová slova. Lotk̊uv-Volterr̊uv model, autonomńı systém diferenciálńıch rovnic, stacionárńı

bod, stabilita, teorie graf̊u, Laplaceova matice, SIR model.

Článek vznikl na základě bakalářské práce autorky v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućım práce byl Jan Čermák z Ústavu matematiky FSI VUT v Brně.
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kde složky vektoru f jsou definovány v tzv. fázovém prostoru Ω ∈ Rm a y je
m-rozměrný vektor, jehož jednotlivé složky yk jsou proměnné představuj́ıćı r̊uzné
druhy zv́ı̌rećıch populaćı, popř́ıpadě r̊uzné skupiny osob.

Obecný model (2.1) se nyńı rozš́ı̌ŕı o možnost migrace všech jedinc̊u. Zavedeme
množinu V = {1, · · · , n}, která reprezentuje soubor oblast́ı v prostoru, ve kterých
pozorovańı jedinci žij́ı. Může se jednat např́ıklad o rybńıky, ostrovy, lesy, města či
státy, přičemž v každé oblasti spolu jednotlivé druhy interaguj́ı jako v klasickém
modelu. Dále je třeba, aby bylo možné mezi oblastmi cestovat. K tomu se zavád́ı
množina E tak, že existuje-li cesta mezi oblastmi i, j, pak {i, j} ∈ E. Dvojice právě
zavedených množin G = (V,E) pak reprezentuje konečný graf. Prvky z množiny
V proto nazýváme vrcholy grafu G a prvky množiny E představuj́ı jeho hrany.
Důležitým předpokladem je souvislost grafu G (mezi každými dvěma vrcholy exis-
tuje taková posloupnost vrchol̊u a hran, že se dostaneme z jednoho vrcholu do
druhého). Dále se zavád́ı difuzńı koeficienty dyk ≥ 0, které představuj́ı intenzitu
migrace konkrétńıho druhu / skupiny lid́ı yk, k ∈ {1, . . . ,m}.

Předpokládáme-li, že migrace jedinc̊u k-tého druhu z jednoho vrcholu do druhé-
ho je úměrná rozd́ılu jejich počt̊u v soused́ıćıch vrcholech, pak lze grafové rozš́ı̌reńı
zapsat ve tvaru

y′ki = dyk
∑

j∈N (i)

(ykj − yki) + fki(y11, . . . , y1n, . . . , ym1, . . . , ymn) (2.2)

pro k ∈ {1, . . . ,m} a i ∈ V , kde N (i) představuje množinu vrchol̊u soused́ıćıch
s vrcholem i, přičemž prvek yki představuje populaci k-tého druhu na i-tém vrcholu
a funkce fki ovlivňuje dynamiku toho prvku.

Systém (2.2) lze zapsat také jako soustavu rovnic v maticovém tvaru

y′1 = −dy1Ly1 + f1(y1, . . . ,ym),

...

y′m = −dymLym + fm(y1, . . . ,ym),

(2.3)

kde yk : R→ Rn a fk : Rmn → Rn jsou dány vztahy

yk =

yk1...
ykn

 , fk =

fk1...
fkn

 , k = 1, . . . ,m.

Matice L vystupuj́ıćı v (2.3) je Laplaceova matice. Tato matice nám umožňuje
graf jednoduše zaznamenat a je definována jako rozd́ıl dvou matic L = ∆ − S.
Tyto matice si nyńı poṕı̌seme.

Matice ∆ = (δij)
n
i,j=1 je diagonálńı matice popisuj́ıćı graf s množinou vrchol̊u

V = {1, · · · , n}, na jej́ıž pozici δii je stupeň vrcholu i, i ∈ V , přičemž stupněm
vrcholu i v grafu G rozumı́me počet hran vycházej́ıćıch z tohoto vrcholu.

Matici S = (sij)
n
i,j=1 nazýváme matice sousednosti grafu G. Tato matice má

na pozici sij č́ıslo 1, jestliže existuje hrana spojuj́ıćı vrcholy i a j grafu G, tj.
existuje-li {i, j} ∈ E. V opačném př́ıpadě má na dané pozici 0.
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Pro lepš́ı porozuměńı pojmu Laplaceova matice je na obrázku 1 zobrazena La-
placeova matice pro konkrétńı graf s 6-ti vrcholy.

Obrázek 1. Vlevo reprezentace konečného souvislého grafu, vpravo jeho př́ıslušná Laplaceova
matice.

Pro Laplaceovy matice plat́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.1. Necht’ G = (V,E) je graf s n vrcholy a L jeho Laplaceova matice.
Potom pro tuto matici plat́ı následuj́ıćı:

1. L je symetrická a pozitivně semidefinitńı;
2. součet prvk̊u každého jej́ıho řádku a každého sloupce je roven nule;
3. algebraické doplňky každých dvou prvk̊u matice L se rovnaj́ı.

Z této věty vyplývaj́ı některé užitečné vlastnosti Laplaceovy matice. Dle vlast-
nosti 1 jsou všechna vlastńı č́ısla Laplaceovy matice reálná a nezáporná. Z vlast-
nosti 2 nav́ıc dostáváme, že tato matice má vždy nulové vlastńı č́ıslo, přičemž
př́ıslušný vlastńı vektor má všechny složky stejné.

Vı́ce informaćı o Laplaceových matićıch lze nalézt např. v [4, 5].

3. Vybrané grafové modely

V této kapitole bude ukázáno, jak aplikovat obecně odvozený model z předchoźı
kapitoly na tři konkrétńı modely, jejichž význam bude v každé sekci vysvětlen.
Podrobněǰśı informace o těchto modelech lze nalézt např́ıklad v [3].

3.1. Model dravec-kořist

Obecný př́ıstup nyńı aplikujeme na Lotk̊uv-Volterr̊uv model dravec-kořist s ome-
zenou kapacitou prostřed́ı. Tento model vyjadřuje situaci, kdy se dvě populace
vzájemně ovlivňuj́ı a to tak, že jeden druh je potravou pro druhý druh, jako
např́ıklad dvojice ryba-žralok či zaj́ıc-rys. V tomto modelu se předpokládá, že
se dravec živ́ı výhradně kořist́ı a tedy nemůže přež́ıt, jakmile je kořist zcela vy-
hubena. Kořist je naopak pozitivně ovlivněna nepř́ıtomnost́ı dravce, ale muśıme
zde předpokládat omezenou kapacitu prostřed́ı, aby počet jedinc̊u nerostl nade
všechny meze – tato myšlenka je vyjádřena pomoćı vnitrodruhové konkurence.
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V daľśım označ́ıme y1 = N jako velikost populace kořisti a y2 = P velikost
populace dravce.

Klasický model je tvaru

N ′(t) = (1−N(t)− aP (t))N(t),

P ′(t) = (−c+ bN(t)− P (t))P (t).
(3.1)

Konstanty, které se v něm vyskytuj́ı, jsou tvaru a =
γN
αP

, b =
γP
αN

, c =
εP
εN

,

přičemž α představuje mı́ru vnitrodruhové konkurence, ε specifickou mı́ru r̊ustu
daného druhu při jeho izolaci a naopak γ specifickou mı́ru r̊ustu za př́ıtomnosti
druhého druhu.

V tomto modelu se typicky předpokládá, že se oba druhy vyskytuj́ı na jedné
omezené oblasti. Toto omezeńı však neodpov́ıdá reálné situaci, a proto v následuj́ı-
ćım provedeme rozš́ı̌reńı pomoćı teorie graf̊u. V takovém př́ıpadě už budeme mı́t
v́ıcero uzavřených oblast́ı, mezi kterými budou moci oba druhy cestovat, přičemž
se předpokládá, že každou cestu mohou využ́ıt oba druhy. Nemůže se tedy stát
např́ıklad to, že bude existovat systém ostrov̊u (bez most̊u), kde dravec je su-
chozemský jedinec, který je neschopný mezi ostrovy přecházet, ale kořist́ı by byli
ptáci, již mohou mezi ostrovy přelétat (tj. stále pro ně jakési imaginárńı mosty
existuj́ı). Dále se předpokládá, že všechny trasy jsou stejně náročné. Nemůže tedy
nastat situace, kdy by některá cesta byla využ́ıvána častěji z d̊uvodu jej́ı menš́ı
náročnosti. Zavedeńı r̊uzné obt́ıžnosti tras by se dalo vyjádřit pomoćı váženého
grafu, avšak t́ım se nebudeme momentálně zabývat.

V daľśım budeme uvažovat difuzńı koeficienty dN , dP . Tyto koeficienty můžeme
chápat jako potřebu daného druhu migrovat. Č́ım větš́ı je tento koeficient, t́ım je
větš́ı šance, že jedinci daného druhu budou cestovat. Naopak, kdyby byl tento
koeficient roven nule, pak nedocháźı k žádné migraci a každý vrchol grafu se
může vyšetřovat separátně na základě klasického modelu dravec-kořist. Nav́ıc
předpokládáme, že migrace jedinc̊u z jednoho vrcholu do druhého je úměrná rozd́ılu
populaćı daného druhu v obou vrcholech.

Nyńı již naṕı̌seme konkrétńı tvar grafového rozš́ı̌reńı. Pomoćı sumačńıho zápisu
(2.2) se dá vyjádřit jako

N ′i(t) = dN
∑

j∈N (i)

(Nj(t)−Ni(t)) +Ni(t)(1−Ni(t)− aPi(t)),

P ′i (t) = dP
∑

j∈N (i)

(Pj(t)− Pi(t)) + Pi(t)(−c+ bNi(t)− Pi(t))
(3.2)

pro i ∈ V . V př́ıpadě využit́ı Laplaceovy matice, tj. vztahu (2.3), má pak grafový
model tvar

N′(t) = −dNLN(t) + fN (N(t),P(t)),

P′(t) = −dPLP(t) + fP (N(t),P(t)),
(3.3)
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kde N, P jsou nyńı n rozměrné sloupcové vektory o složkách Ni, Pi, i ∈ V a

fN (N,P) =

N1(1−N1 − aP1)
...

Nn(1−Nn − aPn)

 , fP (N,P) =

P1(−c+ bN1 − P1)
...

Pn(−c+ bNn − Pn)

 ,

přičemž fN , fP : R2n → Rn.

3.2. Model konkurence

Model konkurence popisuje soužit́ı dvou druh̊u, které se navzájem negativně ovliv-
ňuj́ı. Může se jednat např́ıklad o soupeřeńı o potravu či vytlačováńı jednoho druhu
v d̊usledku zab́ıráńı územı́ druhým druhem.

Stejně jako u předchoźıho modelu dravec-kořist, i zde se předpokládá omezená
kapacita prostřed́ı. Obzvláště proto, že u modelu konkurence se často stává, že
jeden druh vyhub́ı druhý druh. Pak by totiž populace druhu, který zv́ıtězil, mohla
neomezeně r̊ust, což ale neodpov́ıdá realitě.

Klasický model konkurence s omezenou kapacitou prostřed́ı je popsán soustavou
dvou diferenciálńıch rovnic tvaru

N ′(t) = ρ1N(t)(1−N(t)− αP (t)),

P ′(t) = ρ2P (t)(1− βN(t)− P (t)),

kde ρ1, ρ2, α, β > 0 jsou parametry a proměnnéN,P představuj́ı jednotlivé soutěž́ı-
ćı druhy.

Parametry ρ představuj́ı specifickou mı́ru porodnosti populace daného druhu.

Parametr α je vyjádřen jako α =
α∗K2

K1
, přičemž α∗ je specifická mı́ra úbytku

1. druhu vlivem soutěživosti 2. druhu, K1 je kapacita prostřed́ı pro 1. druh a K2

kapacita prostřed́ı pro 2. druh. Parametr β je analogicky β =
β∗K1

K2
, kde β∗ je

specifická mı́ra úbytku 2. druhu vlivem soutěživosti 1. druhu.
I u modelu konkurence chceme zajistit možnost pohybu v prostoru. Zde opět

muśıme brát v úvahu, že neńı možné povolit libovolný pohyb, nýbrž pohyb mezi
několika oblastmi, z nichž každou uvažujeme idealizovanou. Jako takové oblasti si
můžeme představit r̊uzné rybńıky, ostrovy v moři, ale např́ıklad i soused́ıćı lesy,
přičemž cesty mezi nimi muśıme předpokládat opět idealizované. Potom např́ıklad
nemůže doj́ıt ke sńıžeńı počtu populace v závislosti na náročné cestě. Nav́ıc se ani
nepředpokládá, že by přechod do soused́ıćı oblasti zab́ıral určitý časový úsek.

Při sestavováńı grafového rozš́ı̌reńı pak stejně jako u modelu dravec-kořist uva-
žujeme difuzńı koeficienty vyjadřuj́ıćı mı́ru migrace jednotlivých druh̊u, která je
nav́ıc úměrná rozd́ılu populaćı na soused́ıćıch vrcholech. Potom na základě (2.2)
máme grafový model tvaru

N ′i(t) = dN
∑

j∈N (i)

(Nj(t)−Ni(t)) + ρ1Ni(t)(1−Ni(t)− αPi(t)),

P ′i (t) = dP
∑

j∈N (i)

(Pj(t)− Pi(t)) + ρ2Pi(t)(1− Pi(t)− βNi(t))
(3.4)
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pro všechna i ∈ V , V = {1, . . . , n}. Dostáváme tak 2n rovnic popisuj́ıćıch dyna-
miku modelu při zavedeńı migrace.

Systém (3.4) lze opět přepsat do vektorového tvaru

N′(t) = −dNLN(t) + ρ1fN (N(t),P(t)),

P′(t) = −dPLP(t) + ρ2fP (N(t),P(t)),

kde N, P jsou n rozměrné sloupcové vektory o složkách Ni, Pi, i ∈ V , a

fN (N,P) =

N1(1−N1 − αP1)
...

Nn(1−Nn − αPn)

 , fP (N,P) =

P1(1− P1 − βN1)
...

Pn(1− Pn − βNn)

 ,

přičemž fN , fP : R2n → Rn a L je př́ıslušná Laplaceova matice popisuj́ıćı souvislý
graf.

Analýza klasického modelu konkurence i jeho grafového rozš́ı̌reńı je detailně
provedena v článku [2].

3.3. SIR model

V této sekci se pokuśıme aplikovat obecný př́ıstup ke grafovému rozš́ı̌reńı na známý
epidemiologický model SIR. V tomto modelu předpokládáme, že každý člen popu-
lace spadá do jedné z následuj́ıćıch tř́ı kategoríı:

• S . . . populace náchylná k infekci (netrṕı danou chorobu, ale jedinci jsou
schopni onemocnět),

• I . . . populace, která je infikovaná a schopná infekci přenášet dále,
• R . . . populace, která onemocněla, ale už neš́ı̌ŕı nákazu dále, at’ už z d̊uvodu

izolace, źıskáńı trvalé imunity, či smrti v d̊usledku proděláńı nemoci.

Velikosti těchto populaćı jsou závislé na čase t a v každém časovém okamžiku plat́ı,
že

S(t) + I(t) +R(t) = N, (3.5)

kde N > 0 je celkový konstantńı počet populace.
Dále předpokládáme, že je daná populace homogenńı. To znamená, že pravdě-

podobnost kontaktu libovolných dvou jedinc̊u je stejná, přičemž možnost nákazy
zdravého jedince od infikovaného je také totožná. Nebere se tedy v potaz věk,
předchoźı zdravotńı stav jedinc̊u ani např́ıklad délka setkáńı dvou lid́ı.

Označ́ı-li se dále β > 0 jako koeficient š́ı̌reńı choroby a ν > 0 koeficient znač́ıćı
rychlost, se kterou přecházej́ı jedinci ze skupiny I do R, pak klasický SIR model
můžeme popsat pomoćı tř́ı diferenciálńıch rovnic jako

S′(t) = −βS(t)I(t),

I ′(t) = βS(t)I(t)− νI(t),

R′(t) = νI(t),

přičemž se předpokládá, že S(0) = S0 > 0, I(0) = I0 > 0 a R(0) = 0.



GRAFOVÉ MODELY 119

Na základě vzorc̊u (2.2) a (2.3) provedeme stejně jako u model̊u dravec-kořist
a konkurence grafové rozš́ı̌reńı. To je v př́ıpadě sumačńıho zápisu tvaru

S′i(t) = dS
∑

j∈N (i)

(Sj(t)− Si(t))− βSi(t)Ii(t),

I ′i(t) = dI
∑

j∈N (i)

(Ij(t)− Ii(t)) + βSi(t)Ii(t)− νIi(t),

R′i(t) = dR
∑

j∈N (i)

(Rj(t)−Ri(t)) + νIi(t)

pro i ∈ V a a soustava maticových rovnic má tvar

S′(t) = −dSLS(t) + fS(S(t), I(t)),

I′(t) = −dILI(t) + fI(S(t), I(t)),

R′(t) = −dRLR(t) + fR(I(t)),

kde S, I a R jsou n rozměrné sloupcové vektory a

fS(S, I) = −β

S1I1
...

SnIn

 , fI(S, I) =

βS1I1 − νI1
...

βSnIn − νIn

 , fR(I) = ν

I1...
In

 .

Při takovém grafovém rozš́ı̌reńı tedy předpokládáme, že cestováńı prob́ıhá nezá-
visle na zdravotńım statusu jedince, to jest at’ už je člověk v jakékoli ze tř́ı skupin,
může se uskutečnit jeho pohyb v prostoru. Tento pohyb je stejně jako v předchoźıch
modelech úměrný rozd́ılu jedinc̊u v sousedńıch oblastech a difuzńım koeficient̊um.
Zde už tato podmı́nka nemuśı být tak př́ımočará jako u Lotkových-Volterrových
populačńıch model̊u dravec-kořist a konkurence. Můžeme si ji představit např́ıklad
tak, že v každé oblasti existuje jen omezený počet l̊užek a aby byla zajǐstěna
dostatečná lékařská péče, je snaha o to, aby byl v každé oblasti stejný počet
nakažených jedinc̊u. Tu samou myšlenku můžeme aplikovat i na skupinu R, kde
se mimo jiné nacházej́ı jedinci v izolaci, to jest jejich vyrovnaný počet umožńı
např́ıklad kvalitněǰśı lékařskou péči.

Celkově si toto vyrovnáváńı počt̊u můžeme představit tak, že v každé oblasti je
konstantńı počet obytných prostor (do toho můžeme započ́ıtat jak domy pro lidi
náchylné k nemoci, vyléčené, ale i nemocničńı l̊užka) a nepřipoušt́ıme situaci, kdy
by byly některé obytné prostory nevyužity, popř́ıpadě by naopak byly obydleny
nad limit.

K podmı́nce (3.5) by se mohlo přistupovat dvoj́ım zp̊usobem. Bud’to budeme
předpokládat, že na každém vrcholu je součet populaćı stejný, tj. Si(t) + Ii(t) +
Ri(t) = N pro všechna i ∈ V , anebo můžeme uvažovat počet sice stále konstantńı,
ale rozd́ılný na každém vrcholu. T́ım máme na mysli, že na vrcholu i bude na
počátku Ni jedinc̊u a tento počet z̊ustane zachován i v pr̊uběhu času.

Analýza grafového modelu SIR může být předmětem daľśıho zkoumáńı. V tomto
článku se zaměř́ıme převážně na model dravec-kořist a částečně i na model kon-
kurence.
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4. Analýza grafového modelu dravec - kořist

Pod analýzou modelu si můžeme představit hledáńı stacionárńıch řešeńı zkou-
maného modelu a jejich následné vyšetřeńı z hlediska stability. Na rozd́ıl od kla-
sického modelu, zde můžeme z kvalitativńıho hlediska posuzovat dva r̊uzné typy
řešeńı – prostorově homogenńı stacionárńı řešeńı a prostorově heterogenńı sta-
cionárńı řešeńı. Tato řešeńı budeme dále převážně nazývat pouze jako homogenńı,
či heterogenńı.

Homogenńı řešeńı [N1, P1, . . . , Nn, Pn] ∈ R2n systému (3.2) je tvaru Ni(t) =
N∗ ≥ 0, Pi(t) = P ∗ ≥ 0 pro všechna i ∈ V , t ≥ 0, kde N∗, P ∗ se od sebe mohou,
ale nemuśı lǐsit. Jinak řečeno, N1 = · · · = Nn a P1 = · · · = Pn. V opačném př́ıpadě,
tj. existuje-li alespoň jedna dvojice Ni, Nj taková, že Ni 6= Nj , popř́ıpadě dvojice
Pi, Pj taková, že Pi 6= Pj , nazveme toto stacionárńı řešeńı heterogenńı.

4.1. Homogenńı stacionárńı řešeńı

Při analýze grafového modelu dravec-kořist se nejprve zaměř́ıme na hledáńı pro-
storově homogenńıch stacionárńıch řešeńı.

Dosazeńım hledaného tvaru řešeńı do (3.2) a položeńım pravých stran rovnic
rovno 0 zjist́ıme, že 2n-tice [N∗, P ∗, . . . , N∗, P ∗] může být homogenńım řešeńım
systému (3.2) pouze tehdy, je-li zároveň dvojice [N∗, P ∗] stacionárńım bodem
Lotkova-Volterrova modelu s omezenou kapacitou prostřed́ı (3.1).

Řešeńı tedy mohou být generována body

E0 = [0,−c], E1 = [0, 0], E2 = [1, 0], E3 =

[
1 + ac

1 + ab
,
b− c

1 + ab

]
(4.1)

a pro označeńı řešeńı soustavy (3.2) generovaného bodem Ei budeme už́ıvat symbol
Ei. V daľśım již nebudeme brát v úvahu bod E0, jelikož při analýze grafového mo-
delu hledáme – stejně jako v př́ıpadě klasického modelu – pouze řešeńı nacházej́ıćı
se výhradně v prvńım ortantu (ten zachycuje tu část daného prostoru, jehož body
maj́ı všechny souřadnice nezáporné).

Nyńı se budeme zabývat otázkou stability těchto homogenńıch řešeńı. Předevš́ım
je snadné nahlédnout, že je-li Ei nestabilńı stacionárńı bod klasického Lotkova-
Volterrova modelu (3.1), potom Ei je nestabilńı homogenńı stacionárńı řešeńı
systému (3.2). Z toho d̊uvodu je bod E1 vždy nestabilńı.

Otázku stability či nestability E2,E3 řeš́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.1. Necht’ E2,E3 jsou výše zavedená homogenńı řešeńı grafového
modelu (3.2). Pak

• E2 je nestabilńı pro b > c a asymptoticky stabilńı pro b < c,
• E3 nevyšetřujeme pro b < c, jelikož se řešeńı nenacháźı v prvńım ortantu.

Pro b > c je potom asymptoticky stabilńı, typ řešeńı je uzel, či ohnisko, a
to v závislosti na koeficientech a, b, c.
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Pro prokázáńı tohoto tvrzeńı vyjádř́ıme Jacobiho matici soustavy (3.2). Využi-
jeme-li jej́ıho tvaru (3.3), pak Jacobiho matici soustavy můžeme vyjádřit jako

(
−dNL 0

0 −dPL

)
+



∂fN,1
∂N1

∂fN,1
∂P1

. . .
. . .

∂fN,n
∂Nn

∂fN,n
∂Pn

∂fP,1
∂N1

∂fP,1
∂P1

. . .
. . .

∂fP,n
∂Nn

∂fP,n
∂Pn


,

kde fj,i reprezentuje i-tou složku vektoru fj , j ∈ {N,P}.
Po provedeńı několika úprav je možno dokázat, že vlastńı č́ısla této matice jsou

totožná s vlastńımi č́ısly matice, kterou lze vyjádřit jako

J(Ei) + λ

(
−dN 0

0 −dP

)
, (4.2)

kde J(Ei) představuje Jacobiho matici klasického Lotkova-Volterrova modelu a λ
je libovolné vlastńı č́ıslo Laplaceovy matice L.

Dosazeńım konkrétńıch předpis̊u J(Ei) pro i = 2, 3, vypočteńım a analyzováńım
źıskaných vlastńıch č́ısel se dá dané tvrzeńı dokázat.

Vid́ıme tedy, že stabilita homogenńıch stacionárńıch řešeńı je analogická ke sta-
bilitě stacionárńıch řešeńı klasického Lotkova-Volterrova modelu s omezenou ka-
pacitou prostřed́ı (3.1).

Ukázku chováńı pro konkrétńı hodnoty a konkrétńı graf na obrázku 2 můžeme
vidět na obrázćıch 3, 4.

Obrázek 2. Souvislý graf se čtyřmi vrcholy a pěti hranami .

4.2. Heterogenńı stacionárńı řešeńı

V této sekci se pokuśıme zjistit, zda mohou existovat stacionárńı heterogenńı řešeńı
s nezápornými složkami.
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Obrázek 3. Vlevo vývoj v čase populace kořisti a dravce pro graf zobrazený na obrázku 2.
Přerušovanými čarami vyznačen stacionárńı bod E2. Zvolené koeficienty: a = 0.5, b = 1, c =

2, dN = 0.8, dP = 0.1. Vpravo odpov́ıdaj́ıćı fázové trajektorie. Vykresleno v prostřed́ı MATLAB .

Obrázek 4. Vlevo vývoj v čase populace kořisti a dravce pro graf zobrazený na obrázku 2.

Přerušovanými čarami vyznačen stacionárńı bod E3. Zvolené koeficienty: a = 2, b = 3, c =

2, dN = 0.03, dP = 0.5. Vpravo odpov́ıdaj́ıćı fázové trajektorie. Vykresleno v prostřed́ı MATLAB .

Stacionárńı řešeńı modelu źıskáme řešeńım algebraické soustavy rovnic

0 = dN
∑

j∈N (i)

(Nj −Ni) +Ni(1−Ni − aPi), i ∈ V,

0 = dP
∑

j∈N (i)

(Pj − Pi) + Pi(−c+ bNi − Pi), i ∈ V.
(4.3)

Z jej́ıho tvaru plyne, že pro nulové hodnoty difuzńıch koeficient̊u dN , dP se model
rozpadne na n nezávislých klasických model̊u. Stacionárńı řešeńı jsou pak tvaru
[N1, P1, . . . , Nn, Pn], kde jednotlivé dvojice [Ni, Pi] představuj́ı stacionárńı body
klasického modelu dravec-kořist (3.1). Konkrétně se jedná o body E0, E1, E2, E3,
jejichž tvar nalezneme v (4.1). Počet všech řešeńı je 4n, z toho 4 jsou homogenńı
a 4n − 4 heterogenńıch.
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Nyńı předpokládejme kladné hodnoty difuzńıch koeficient̊u dN , dP . Pro tento
př́ıpad bylo provedeno několik numerických experiment̊u, a to pro n = 2, 3. Žádný
z nich existenci heterogenńıch rovnováh s nezápornými složkami neprokázal. Vše-
chny experimenty vykazovaly podobné závěry jako následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 4.2. Voĺıme a = 1, b = 1, c = 2 a dn = dP = 0.01. V obou př́ıpadech
n = 2, 3 (zde voĺıme úplný graf) jsou jediná nezáporná řešeńı soustavy (4.3) ho-
mogenńı rovnováhy, a to E1, E2. Pro volbu a = 1, b = 2, c = 1 nav́ıc přibývá
homogenńı rovnováha E3 jako daľśı řešeńı soustavy (4.3). V každém jiném řešeńı
se nacháźı alespoň jedna záporná složka.

Při volbě věťśıch difuzńıch koeficient̊u, konkrétně dN = dP ≥ 1, jsou závěry ob-
dobné jako pro př́ıpad malých difuzńıch koeficient̊u. Rozd́ıl je v tom, že odpov́ıdaj́ıćı
homogenńı rovnováhy představuj́ı jediná reálná řešeńı soustavy (4.3) (neexistuj́ı
tedy jǐz žádné heterogenńı rovnováhy, ani s některými zápornými složkami).

Celkově lze tedy formulovat hypotézu, že při problému existence heterogenńıch
rovnováh s nezápornými složkami pro grafový model dravec-kořist stač́ı rozlǐsovat,
zda jsou difuzńı koeficienty nulové, či nikoliv. Při jejich nulovosti pak dostáváme
xn nezáporných řešeńı, kde n představuje počet vrchol̊u grafu a x = 2 pro volbu
koeficient̊u takovou, že b < c, v opačném př́ıpadě x = 3. Při volbě nenulových di-
fuzńıch koeficient̊u jsou pak jediná nezáporná řešeńı homogenńı stacionárńı řešeńı
odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušným nezáporným stacionárńım bod̊um.

5. Rozšiřuj́ıćı úvahy

Źıskané výsledky nás mohou vést na dvě zaj́ımavé otázky. Za prvé, při analýze
homogenńıch řešeńı modelu dravec-kořist se zjistilo, že stabilita klasického sta-
cionárńıho řešeńı implikuje stabilitu homogenńıho řešeńı j́ım generovaného. Je
tomu tak vždy? A za druhé, když neexistuje heterogenńı rovnováha s kladnými
složkami v modelu dravec-kořist, znamená to, že neexistuje ani v jiných modelech,
nebo jsou tu modely takové, kde ji nalézt můžeme? V této kapitole se pokuśıme
přibĺıžit odpovědi na tyto otázky.

5.1. Porušeńı stability grafovým rozš́ı̌reńım

Odpověd’ na prvńı otázku je pro planárńı modely podrobněji vypracována v [1].
Zde se omeźıme převážně na výsledné vztahy.

Myšlenka spoč́ıvá v tom, že vezmeme obecný planárńı systém

N ′(t) = fN (N(t), P (t)),

P ′(t) = fP (N(t), P (t)),
(5.1)

kde fN , fP : R2 → R a analýzou Jacobiho matic klasického i př́ıslušného grafového
modelu źıskáme hledané vztahy.

Jacobiho matici J(E) planárńıho klasického modelu uvažujeme tvaru

J(E) =

(
p q
r s

)
,
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kde p, q, r, s ∈ R.
Pro grafový model lze Jacobiho matici přepsat opět na tvar (4.2). Spektrum

této matice (tj. množina všech jej́ıch vlastńıch č́ısel) je přitom rovna sjednoceńı
spekter matic tvaru

J̃(E)λ = J(E) + λ

(
−dN 0

0 −dP

)
,

kde za λ postupně dosazujme všechna vlastńı č́ısla Laplaceovy matice L.
Analýzou vlastńıch č́ısel źıskáme dvě tvrzeńı.

Tvrzeńı 5.1. Rovnováha E soustavy (5.1) bez grafového rozš́ıřeńı a homogenńı
rovnováha E př́ıslušné grafové soustavy jsou současně asymptoticky stabilńı právě
tehdy, když pro prvky Jacobiho matice J(E) plat́ı podmı́nky

p+ s < 0, ps− qr > 0

a
ps− qr + λ2dNdP − λ(pdP + sdN ) > 0,

kde λ je libovolné vlastńı č́ıslo Laplaceovy matice L př́ıslušné grafovému modelu.

Jak model dravec-kořist, tak model konkurence tyto podmı́nky splňuj́ı, a proto
nedošlo ke změně stability řešeńı při rozš́ı̌reńı na grafový model. Nyńı uvedeme
podmı́nky, které muśı být splněny, aby bylo homogenńı řešeńı grafové soustavy
nestabilńı, i když je stabilńı řešeńı př́ıslušné soustavy bez grafového rozš́ı̌reńı.

Tvrzeńı 5.2. Rovnováha E soustavy (5.1) je asymptoticky stabilńı a současně
homogenńı rovnováha E grafového modelu neńı asymptoticky stabilńı právě tehdy,
když pro prvky Jacobiho matice J(E) plat́ı podmı́nky

λdNdP < pdP + sdN , p+ s < 0 (5.2)

a
ps+ λ2dNdP − λ(pdP + sdN ) ≤ r < ps, (5.3)

kde λ je nějaké vlastńı č́ıslo Laplaceovy matice L př́ıslušné grafovému modelu.

Na základě zachováńı platnosti vztah̊u (5.2) a (5.3) můžeme určit hodnoty
parametr̊u p, q, r, s, dN , a dP , přičemž jedinou neurčitost zde představuje vlastńı
č́ıslo λ Laplaceovy matice L. Z (5.2) vyplývá, že se stač́ı omezit na nejmenš́ı
kladné z nich, jelikož pak tato podmı́nka představuje nejmenš́ı možné omezeńı.
Pro speciálńı typy graf̊u jsme dokonce schopni toto nejmenš́ı kladné č́ıslo určit.

Z toho plyne, že opravdu existuj́ı i soustavy diferenciálńıch rovnic, pro které je
stabilita řešeńı při grafovém rozš́ı̌reńı porušena.

5.2. Existence heterogenńıch řešeńı s nezápornými složkami

Při zodpovězeńı druhé otázky nám pomůže článek [2], který diskutuje grafové
rozš́ı̌reńı modelu konkurence, tj. modelu představeným v sekci 3.2. Tento článek
potvrzuje existenci heterogenńıch řešeńı s nezápornými složkami. To je zaj́ımavé
zejména z toho hlediska, že se modely dravec-kořist a konkurence lǐśı před dimen-
zionálńı analýzou pouze v jednom znaménku.
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Pro tvrzeńı, které bude následovat, je třeba nejprve uvést, že klasický model
konkurence má čtyři stacionárńı řešeńı, jejichž tvar je

E0 = [0, 0], E1 = [1, 0], E2 = [0, 1], E3 =

[
1− α

1− αβ
,

1− β
1− αβ

]
,

přičemž pro existenci bodu E3 je nutné, aby αβ 6= 1. Nav́ıc, aby tento bod ležel
v prvńım kvadrantu muśı platit α > 1 a β > 1 nebo α < 1 a β < 1.

Dále je třeba zavést označeńı řešeńı Eσ(i), kde σ(i) ∈ {0, 1, 2, 3}, i ∈ {1, . . . , n}.
To jsou taková řešeńı, kdy na každém z n vrchol̊u nastane jedna z rovnováh kla-
sického modelu E0, E1, E2, E3. Nyńı se již můžeme přesunout k samotnému tvr-
zeńı.

V článku [2] je ukázáno, že pro každou dvojici α, β > 1 existuje č́ıslo ε > 0
takové, že pro dN = dP ∈ [0, ε] a pro každou volbu bodu Eσ(i), kde σ(i) ∈ {1, 2, 3},
i ∈ {1, . . . , n}, existuje heterogenńı stacionárńı řešeńı s nezápornými složkami
[N1, P1, . . . , Nn, Pn], kde bod [Ni, Pi] je bĺızko bodu Eσ(i). Dané heterogenńı řešeńı
je pak lokálně stabilńı, právě když σ(i) ∈ {1, 2} pro všechna i ∈ {1, . . . , n}.

Z daného tvrzeńı pak vyplývá, že systém (3.4) má při slabé difuzi (tj. při hod-
notách dN , dP bĺızkých 0) 3n− 3 nezáporných heterogenńıch stacionárńıch řešeńı,
přičemž 2n − 2 z nich je lokálně stabilńıch.

Při zkoumáńı grafových rozš́ı̌reńı má proto smysl zkoumat také existenci a sta-
bilitu heterogenńıch řešeńı.
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[3] J. Kalas, Z. Posṕı̌sil: Spojité modely v biologii, Masarykova univerzita, Brno, 2001.
[4] R. Quinlan: Spectral Graph Theory MA500-1: Lecture Notes, School of Mathematics, Statis-

tics and Applied Mathematics, NUI Galway, 2017, on-line: http://www.maths.nuigalway.

ie/~rquinlan/teaching/spectralgraphtheory.pdf.
[5] R. B. Bapat: Graphs and matrices, New Delhi: Hindustan Book Agency, 2010, Universitext.
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VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ

MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY

VIERA ŠTOUDKOVÁ RŮŽIČKOVÁ

Abstrakt. V článku je rozobraný jeden pŕıklad z Internetovej matematickej olym-

piády pre študentov stredných škôl, ktorý sa týka poč́ıtania pravdepodobnosti a
d’aľsie, s ńım súvisiace pŕıklady. Tieto pŕıklady sú známe ako Monty Hall Problem

a Two Child Problem.

Ústav matematiky na FSI VUT v Brne každoročne organizuje Internetovú ma-
tematickú olympiádu pre študentov stredných škôl v Česku a na Slovensku. V no-
vembri v roku 2020 prebehol už jej trinásty ročńık. Na pŕıprave pŕıkladov a ich vy-
hodnoteńı sa nemalou mierou podiel’ajú študenti oboru Matematické inženýrstv́ı a
oboru Aplikovaná matematika. Na stránkach matholymp.fme.vutbr.cz je možné
nájst’ zadania aj riešenia pŕıkladov zo všetkých ročńıkov.

Tento pŕıspevok je štvrtý v porad́ı na túto tému a tentoraz je celý venovaný
jednému pŕıkladu na poč́ıtanie pravdepodobnosti a d’aľśım podobným pŕıkladom.

1. Monty Hall problem

Nasledovný pŕıklad sa na sút’aži sa objavil v roku 2009 a účastńıci si s ńım pomerne
dobre poradili. Pŕıklad je prevzatý, ide o známu úlohu.

Pŕıklad 1. Televizńı soutěž prob́ıhá následuj́ıćım zp̊usobem: Soutěž́ıćı má před
sebou troje zavřené dveře. Za jedněmi z nich je nové auto, za zbývaj́ıćımi je jen
koza. Soutěž́ıćı si zvoĺı jedny dveře a na závěr soutěže dostane to, co je za nimi.
Soutěž́ıćı samozřejmě nev́ı, co které dveře skrývaj́ı, a muśı tedy volit náhodně. Poté,
co si soutěž́ıćı vybere svoje dveře, moderátor pořadu otevře jedny ze zbývaj́ıćıch
dveř́ı. Vždy ty, za kterými je koza, protože moderátor v́ı, co které dveře skrývaj́ı.
Moderátor dá nyńı soutěž́ıćımu možnost změnit svoji p̊uvodńı volbu a vybrat si jiné
dveře.

Předpokládejme, že soutěž́ıćı chce auto. Je tedy pro něj z hlediska pravděpodob-
nosti výhodněǰśı ponechat si svoji prvńı volbu? Nebo je výhodněǰśı svoji p̊uvodńı
volbu po zásahu moderátora změnit? Nebo je pravděpodobnost, že źıská auto v obou
př́ıpadech stejná?

Autorské riešenie: Mohlo by se zdát, že v momentě, kdy jsou jedny dveře
s kozou otevřené, je to pro soutěž́ıćıho padesát na padesát a že je tedy jedno, co

2010 MSC. Primárńı 00A09; Sekundárńı 00A35.
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udělá. Ale neńı tomu tak. Z hlediska pravděpodobnosti je pro soutěž́ıćıho výhodné
svoji volbu vždy změnit.

Na začátku máme jedny dveře s autem a dvoje dveře s kozou. Tedy pravdě-
podobnost, že si soutěž́ıćı vybere dveře s autem, je 1/3. Pravděpodobnost, že je
auto za jedněmi ze zbývaj́ıćıch dveř́ı, je 2/3. Vzhledem k tomu, že poté moderátor
vždy, úmyslně a najisto otevře dveře s kozou, nedává soutěž́ıćımu žádnou novou
informaci o tom, co je za dveřmi, které si vybral. Tedy pravděpodobnost, že si
soutěž́ıćı vybral dveře s autem, je stále 1/3. Proto se tedy vyplat́ı svoji volbu
změnit - druhé dveře totiž skrývaj́ı auto s pravděpodobnost́ı 2/3.

Ide o známy tzv. The Monty Hall problem, pomenovaný podl’a moderátora,
ktorý vystupoval v americkej telev́ıznej sút’aži Let’s Make a Deal. Viac informácíı
k nemu sa dá nájst’ napŕıklad na Wikipedii v článku [1, 2], kde je úloha spracovaná
podrobne z rôznych pohl’adov. Ja tu spomeniem pár većı, ktoré ma na tom najviac
zaujali, a k tomu pridám nejaké vlastné úvahy o zlomysel’nosti moderátora.

Ako prvý publikoval stručné riešenie tohto problému profesor bioštatistiky Steve
Selvin v roku 1975 v článku [3], ale jeho riešenie bolo kritizované a spochybňované
tol’kými čitatel’mi, že potom dodatočne publikoval ešte d’aľśı postup riešenia založe-
ný na Bayesovej vete. Mnoho l’ud́ı však ani po preč́ıtańı všetkých možných dôkazov
a zhliadnut́ı simulácíı neveŕı, že zmena dveŕı je výhodneǰsia.

Jednou z možnost́ı, ako niekoho o správnosti úvah presvedčit’, je zvýšit’ počet
dveŕı v zadańı. Napŕıklad, majme 100 dveŕı a len za jednými je auto. Potom, čo
si sút’ažiaci jedny dvere vyberie, zo zvyšných 99 dveŕı otvoŕı moderátor 98 dveŕı
a nechá zatvorené len jedny. V takejto situácii sú l’udia viac ochotńı uverit’, že sa
vyplat́ı pôvodnú vol’bu zmenit’. Vtedy sa totiž pravdepodobnost’ výhry zväčš́ı ovel’a
výrazneǰsie, z 1/100 na 99/100, a tak to skôr správne odhadne aj človek, ktorý sa
riadi len akousi intúıciou.

L’udia, ktoŕı si nepozorne preč́ıtali zadanie, často predpokladajú, že moderátor
je zlomysel’ný a otvoŕı nejaké dvere a ponúkne sút’ažiacemu možnost’ zmeny len
v pŕıpade, ak sút’ažiaci pôvodne zvolil správne. Za tohto predpokladu samozrejme
dôjdu k záveru, že by po otvoreńı dveŕı sút’ažiaci nemal nikdy menit’ svoje rozhod-
nutie.

Moderátor Monty Hall v rozhovore povedal, že skutočné pravidlá sút’aže mu
takéto správanie umožňujú. Takže sa môže pred každým kolom sút’aže rozhodnút’

podl’a nálady, či bude zlomysel’ný a dá sút’ažiacemu možnost’ zmeny len vtedy, ked’

zvoĺı na začiatku správne, alebo vždy.
Potom sa pri riešeńı úlohy muśı brat’ do úvahy aj hodnota pravdepodobnosti, že

moderátor je zlomysel’ný. Ak je dostatočne vysoká, väčšia ako 1/2, je lepšie vol’bu
nemenit’.

Naopak, moderátor môže byt’ občas aj dobromysel’ný, a ked’ si sút’ažiaci na
začiatku vyberie dvere s autom, nedá mu už možnost’ zmeny. Ako často býva
moderátor zlomysel’ný, dobromysel’ný a neutrálny, je možné odhadnút’ častým sle-
dovańım sút’aže.

Označme p hodnotu pravdepodobnosti, že moderátor sa v danom kole sút’aže
rozhodol byt’ zlomysel’ný a dvere plánuje otvorit’ len v pŕıpade, ked’ by si sút’ažiaci



VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY 129

vybral na začiatku dvere s autom. Označme d’alej q hodnotu pravdepodobnosti,
že moderátor sa v danom kole sút’aže rozhodol byt’ dobromysel’ný a dvere plánuje
otvorit’ len v pŕıpade, ked’ by si sút’ažiaci vybral na začiatku dvere s kozou. Potom
pravdepodobnost’, že moderátor sa v danom kole sút’aže rozhodol byt’ neutrálny
a dvere plánuje otvorit’ v každom pŕıpade, je 1 − p − q. V priebehu daného kola
sút’aže tak mohla nastat’ práve jedna z možnost́ı:

1. Moderátor je zlomysel’ný a sút’ažiaci si vybral dvere s autom. Tento jav
nastane s pravdepodobnost’ou 1/3 · p.

2. Moderátor je dobromysel’ný a sút’ažiaci si vybral dvere s autom. Tento jav
nastane s pravdepodobnost’ou 1/3 · q.

3. Moderátor je neutrálny a sút’ažiaci si vybral dvere s autom. Tento jav na-
stane s pravdepodobnost’ou 1/3 · (1 − p− q).

4. Moderátor je zlomysel’ný a sút’ažiaci si vybral dvere s kozou. Tento jav
nastane s pravdepodobnost’ou 2/3 · p.

5. Moderátor je dobromysel’ný a sút’ažiaci si vybral dvere s kozou. Tento jav
nastane s pravdepodobnost’ou 2/3 · q.

6. Moderátor je neutrálny a sút’ažiaci si vybral dvere s kozou. Tento jav na-
stane s pravdepodobnost’ou 2/3 · (1 − p− q).

Ak nastala situácia, že sút’ažiaci nedostal možnost’ zmenit’ vybrané dvere, bud’ je
v tomto kole moderátor dobromysel’ný a za dverami je auto, alebo je zlomysel’ný
a za dverami je koza. Táto situácia nastáva s pravdepodobnost’ou rovnou súčtu
pravdepodobnost́ı 2. a 4. javu, to je 2/3 · p+ 1/3 · q. Stač́ı teda sledovat’, ako často
sa toto stane, a d’alej ako často v takejto situácii sút’ažiaci vyhrá auto. To je s

pravdepodobnost’ou 1/3·q
2/3·p+1/3·q . Z toho vieme odhadnút’ hodnoty p, q.

Teraz predpokladajme, že poznáme hodnoty p, q a vypoč́ıtajme, či sa sút’ažia-
cemu vyplat́ı zmenit’ vol’bu dveŕı. Pravdepodobnost’, že sút’ažiaci dostane možnost’

vol’by a na začiatku vybral dvere s autom je rovná súčtu pravdepodobnost́ı 1.
a 3. javu, teda 1/3 · p + 1/3 · (1 − p − q) = 1/3 · (1 − q). Pravdepodobnost’, že
sút’ažiaci dostane možnost’ vol’by a na začiatku vybral dvere s kozou, je rovná
súčtu pravdepodobnost́ı 5. a 6. javu, teda 2/3 · q + 2/3 · (1− p− q) = 2/3 · (1− p).
Zmenit’ vol’bu dveŕı sa vyplat́ı, ak je prvá pravdepodobnost’ menšia, teda

1/3 · (1 − q) < 2/3 · (1 − p),

2p− q < 1.

Najjednoduchšie je ale bez poč́ıtania pravdepodobnosti rovno odhadnút’, či sa
vyplat́ı menit’ vol’bu dveŕı tak, že si budeme robit’ štatistiky, ako často sa to vy-
platilo tým, ktoŕı vol’bu zmenili a ako často tým, ktoŕı vol’bu nezmenili.

Jedným z dôvodov, prečo tol’ko l’ud́ı sa touto úlohou nechá zmiast’, je to, že
hoci situácia je od začiatku v jednom z možných stavov (auto aj kozy už za
dverami sú umiestnené), aktivitou moderátora sa zmeńı pravdepodobnost’ jed-
notlivých možnost́ı bez toho, aby sa ten samotný stav zmenil.
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Jednoduchšie uchopitel’né sú pre nás úlohy, kde sa hádže kockou, mincou, alebo
inak losuje a na začiatku nie je situácia v žiadnom stave, len je nejaká pravde-
podobnost’ nastatia rôznych javov, a konkrétny jav nastane až po tej losovacej
aktivite.

2. Two Child Problem

Je známych viacero úloh podobného druhu, ked’ stav je dopredu daný ale źıskańım
informácie sa zmeńı pravdepodobnost’.

Z nich by som tu teraz spomenula ešte The Two Child Problem, ktorý je podl’a
mňa ešte zauj́ımaveǰśı. Je tiež podrobne spracovaný na Wikipédii, v článku [4]. Ja
tu uvediem vlastnú verziu zadania, riešenia a d’aľśıch úvah.

Poznámka: Vo všetkých úvahách budeme predpokladat’, že pravdepodobnost’

narodenia dievčat’a a chlapca je vždy rovnaká a rovná sa jednej polovici.

Pŕıklad 2. Stretlo sa niekol’ko známych – Dušan, Milan, Michal a Adam, ktoŕı
sa dlho nevideli a rozprávali sa o svojich rodinách.

Otázka 1: Dušan sa dozvedel, že Milan má dve deti. Na základe tejto jedinej
informácie, aká je pravdepodobnost’, že obe Milanove deti sú chlapci?

Odpoved’: Odpoved’ na túto otázku by ešte mala byt’ jasná. Každé z Mila-
nových det́ı je chlapec s pravdepodobnost’ou 1/2 a tieto javy sú na sebe nezávislé.
Pravdepodobnost’, že každé diet’a je chlapec, je teda súčinom týchto pravdepodob-
nost́ı, a to je 1/4.

Môžeme to spoč́ıtat’ aj tak, že si naṕı̌seme všetky možnosti:

1. staršie diet’a je dievča a mladšie diet’a je dievča,
2. staršie diet’a je dievča a mladšie diet’a je chlapec,
3. staršie diet’a je chlapec a mladšie diet’a je dievča,
4. staršie diet’a je chlapec a mladšie diet’a je chlapec.

Všetky štyri možnosti sú rovnako pravdepodobné, lebo to, akého pohlavia je ktoré
diet’a, nezáviśı od pohlavia druhého diet’at’a. Pravdepodobnost’ 4. možnosti je teda
1/4.

Otázka 2: Potom sa Dušan dozvedel, že aspoň jedno z dvoch Milanových det́ı
je chlapec. Aká je teraz pravdepodobnost’, že obe Milanove deti sú chlapci?

Odpoved’: Druhá odpoved’ je už trochu náročneǰsia, ale dá sa to spoč́ıtat’ po-
dobne. Ak vieme iba to, že Milan má dve deti, rovnako pravdepodobné sú všetky
štyri vyššie uvedené možnosti. Ak vieme aj to, že Milan určite nemá dve dievčatá,
máme len tri možnosti:

1. staršie diet’a je dievča a mladšie diet’a je chlapec,
2. staršie diet’a je chlapec a mladšie diet’a je dievča,
3. staršie diet’a je chlapec a mladšie diet’a je chlapec.

Všetky tri sú znovu rovnako pravdepodobné. Pravdepodobnost’, že má dvoch
chlapcov, je teda 1/3.
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Otázka 3: Dušan sa d’alej dozvedel, že aj Milan má jedného súrodenca. Aká je
pravdepodobnost’, že Milan má brata?

Odpoved’: Pozrime sa na to z pohl’adu Milana. Sú štyri možnosti, akého môže
mat’ Milan súrodenca: staršieho brata, mladšieho brata, staršiu sestru, mladšiu
sestru. Každá z týchto možnost́ı je rovnako pravdepodobná. Preto pravdepodob-
nost’ každej z nich je 1/4. Pravdepodobnost’, že Milan má brata, je súčtom prav-
depodobnost́ı prvej a druhej možnosti, a to je 1/2.

Z doteraǰśıch odpoved́ı vyplýva zauj́ımavý poznatok: ked’ vieme, že niekto má
dve deti, a pritom aspoň jedného syna, potom pravdepodobnost’, že obe deti sú
chlapci, je 1/3. A súčasne, ked’ vieme, že chlapec má práve jedného súrodenca,
potom pravdepodobnost’, že obe deti sú chlapci, je 1/2.

Dobre, povedzme, že je to zvláštne, ale tak nám to vyšlo. Teraz ale skúste
odpovedat’ na nasledujúcu, vel’mi záludnú otázku. Tak čo, bude to tentoraz 1/3
alebo 1/2?

Otázka 4: K Dušanovi a Milanovi prǐsiel chlapec a Dušan povedal:
”

Aj ja
mám spolu dve deti. Toto je môj syn Tomáš.“

”
Áno, ja mám jedného súrodenca,“

potvrdil Tomáš. Aká je pravdepodobnost’, že aj druhé Dušanovo diet’a je chlapec?

Odpoved’: Pod’me na to takouto úvahou. Ked’ stretneme otca s jedným die-
t’at’om, ktorý má spolu dve deti, je osem možnost́ı, aká to môže byt’ dvojica otec–
diet’a, a každá je rovnako pravdepodobná. Sú to štyri dvojice otec a dcéra a štyri
dvojice otec a syn:

1. otec a dcéra majúca staršiu sestru,
2. otec a dcéra majúca mladšiu sestru,
3. otec a dcéra majúca staršieho brata,
4. otec a dcéra majúca mladšieho brata,
5. otec a syn majúci mladšieho brata,
6. otec a syn majúci staršieho brata,
7. otec a syn majúci staršiu sestru,
8. otec a syn majúci mladšiu sestru.

V našom pŕıpade vieme, že ide o jednu z možnost́ı 5–8, lebo Tomáš je chlapec.
Prvé štyri možnosti teda vôbec neuvažujeme. Z uvažovaných štyroch možnost́ı je
d’alej v dvoch pŕıpadoch druhým súrodencom chlapec, a v dvoch pŕıpadoch je
druhým súrodencom dievča. Pravepodobnost’, že sú obaja súrodenci chlapci, je
teda 2/4 = 1/2.

Takže máme nový zauj́ımavý poznatok: ked’ vieme iba to, že niekto má dve deti
a z nich je aspoň jeden chlapec, pravdepodobnost’ toho, že má dvoch chlapcov, je
1/3. Ale ked’ má chlapca pri sebe, tak už je to 1/2. To už je vel’mi podozrivé, ale
všetky doteraǰsie úvahy predsa boli zrozumitel’né a správne, nie?

A čo ak nemá toho chlapca pri sebe, ale má povedzme iba jeho fotku? Aká bude
odpoved’ na nasledujúcu otázku?
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Otázka 5:
”

Ja mám tiež dve deti,“ ozval sa Michal.
”

Nie je tu so mnou ani
jedno z nich, ale mám tu fotku jedného z nich.“ Potom im ukázal fotku chlapca.
Aká je pravdepodobnost’, že aj druhé Michalovo diet’a je chlapec?

Odpoved’: Ide o tú istú situáciu ako v predchádzajúcej 4. otázke, pretože máme
znovu dvojicu otec–syn (syn na fotke). Postup úvah bude teda rovnaký ako pri 4.
otázke: Ked’ stretneme otca s fotkou jedného diet’at’a, ktorý má spolu dve deti, je
osem možnost́ı, aká to môže byt’ dvojica otec-diet’a na fotke, a každá je rovnako
pravdepodobná. Ked’ diet’a na fotke je chlapec, zostávajú štyri možnosti, z toho v
dvoch pŕıpadoch má chlapec brata. Odpoved’ je teda znovu 1/2.

Tak, ak ste to doteraz ešte nejak strávili, teraz sa dostávame k tomu najneuve-
ritel’neǰsiemu.

Zistili sme už, že stač́ı mat’ syna na fotke, a už sa zmeńı odpoved’ oproti tomu,
ked’ vieme iba to, že nejaký syn existuje. Je to tým, že už máme o ňom istú in-
formáciu, že vid́ıme jeho podobu? A čo ak tá informácia je menej určitá – napŕıklad
vieme iba to, v akom sa narodil znameńı? Presne toho sa týka posledná, 6. otázka.

Otázka 6: Potom sa do rozhovoru zapojil Adam. Dozvedeli sa, že má tiež dve
deti, a že aspoň jedno z det́ı je chlapec narodený v znameńı Býka. Aká je pravde-
podobnost’, že aj druhé Adamovo diet’a je chlapec?

Odpoved’: Pre jednoduchost’ predpokladajme, že narodenie sa v každom z
dvanástich znameńı je rovnako pravdepodobné u každého diet’at’a v rodine a táto
pravdepodobnost’ je preto 1/12.

Každé diet’a je bud’ dievča alebo chlapec a je narodené v jednom z dvanástich
znameńı, spolu je to teda 24 rôznych možnost́ı pre každé diet’a, všetky rovnako
pravdepodobné. Pre rodinu s dvomi det’mi je to potom 24 · 24 = 576 rovnako
pravdepodobných možnost́ı.

Nás ale zauj́ımajú iba tie možnosti, ked’ aspoň jedno z det́ı je chlapec narodený
v znameńı Býka. V pŕıpade, že to je prvé diet’a, druhé má 24 možnost́ı. V pŕıpade,
že ide o druhé diet’a, prvé má tiež 24 možnost́ı, ale možnost’, že sú to dvaja chlapci
Býci sme poč́ıtali dvakrát. Spolu je to teda 24 + 24− 1 = 47 možných variant, ako
môže vyzerat’ rodina s dvomi det’mi, z ktorých aspoň jedno je chlapec Býk.

Teraz spoč́ıtame, kol’ko z nich je takých, že aj druhé diet’a je chlapec. Pokial’

prvé diet’a je chlapec Býk, a druhé diet’a je tiež chlapec, existuje 12 možnost́ı,
aké môže mat’ znamenie. Pokial’ druhé diet’a je chlapec, zase je 12 možnost́ı, aké
môže mat’ znamenie prvé diet’a, s tým, že možnost’ dvaja Býci sme zase započ́ıtali
dvakrát. Spolu je to teda 12 + 12 − 1 = 23 možnost́ı.

Pravdepodobnost’, že v dvojdetnej rodine sú dvaja chlapci, za predpokladu, že
v tejto rodine je chlapec Býk, je teda rovná 23/47.

Zdá sa vám to tiež také neuveritel’né? Máte silný pocit alebo dokonca istotu, že
niekde v tých úvahách je chyba? Tak si to skúste overit’ experimentom. Nemuśıte
ho ani robit’, stač́ı si ho predstavit’. Predstavte si teda nasledovný experiment.
Vel’kej náhodnej vzorke rod́ın, ktoré majú práve dve deti, dáte vyplnit’ takýto
papierový dotazńık. (Kvôli názorneǰsej predstave ten dotazńık je papierový. Pokial’
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sa rozhodnete tento experiment aj reálne uskutočnit’, môžete zvolit’ praktickeǰsiu
elektronickú variantu.)

1. Vaše staršie diet’a je dievča alebo chlapec? (2 možnosti)
2. V akom znameńı sa narodilo vaše staršie diet’a? (12 možnost́ı)
3. Vaše mladšie diet’a je dievča alebo chlapec? (2 možnosti)
4. V akom znameńı sa narodilo vaše mladšie diet’a? (12 možnost́ı)

Ĺıstky s odpoved’ami potom vytriedite tak, že vždy tie, v ktorých sú rovnaké
odpovede na všetky štyri otázky, dáte na jednu kôpku. Ak vzorka l’ud́ı je dostatočne
vel’ká, všetci odpovedali pravdivo, deti sa rodia rovnako často v každom znameńı a
rod́ı sa rovnako vel’a chlapcov a dievčat, potom budete mat’ na stole 2·12·2·12 = 576
zhruba rovnako vel’kých kôpok.

Teraz dáte preč zo stola všetky kôpky, v ktorých l’udia vyplnili, že majú dve
dievčatá. Takých kôpok bude jedna štvrtina, to je 144. Zostane vám tak 576−144 =
432 kôpok.

To sú všetky, kde majú v rodine aspoň jedného chlapca. Z nich jedna tretina sú
kôpky, v ktorých l’udia vyplnili, že majú dvoch chlapcov. (Týmto sa experimentálne
potvrdila správnost’ odpovede na 2. otázku.)

Teraz vyberiete kôpky, v ktorých l’udia vyplnili, že staršie diet’a sa narodilo v
znameńı Býka a dáte si ich napravo. Takých bude 1/12 celkového počtu, to je
36. Zostane 432 − 36 = 396 kôpok. Z nich dáte napravo ešte tie, v ktorých l’udia
vyplnili, že mladšie diet’a sa narodilo v znameńı Býka. Aj tých bude 1/12 celkového
počtu, to je 33. V ostatných kôpkach už nie je ani jedno diet’a v znameńı Býka,
tak ich dáte zo stola preč.

Na stole máte teraz 36 + 33 = 69 kôpok. Z nich je jedna tretina taká, v ktorých
l’udia vyplnili, že majú dvoch chlapcov. Spolu teda 23. Tie dáte nal’avo. Napravo
zostalo 46 kôpok, ktoré rozdeĺıte na dve skupiny po 23. V prvej skupine budú tie,
v ktorých l’udia vyplnili, že majú staršie dievča a mladšieho chlapca a v druhej
tie, v ktorých vyplnili, že majú staršieho chlapca a mladšie dievča. Vo všetkých je
aspoň jedno z det́ı v znameńı Býka, ale nemuśı to byt’ chlapec. V každej z týchto
skuṕın je teda 23 kôpok. Z týchto 23 je vždy jedna taká, kde sú obe deti Býk, 11
je takých, kde mladšie diet’a nie je Býk (ale jedno zo zvyšných 11 znameńı) a 11
je takých, kde staršie diet’a nie je Býk. V prvej skupine dáte preč zo stola všetky
kôpky, kde mladšie diet’a nie je Býk. A v druhej skupine dáte preč zo stola všetky
kôpky, kde staršie diet’a nie je Býk.

Zostane vám teda na stole 23 + 46− 11− 11 = 47 kôpok, kde je už všade jedno
diet’a chlapec Býk. To sú rodiny, ktoré vás zauj́ımajú. Kol’ko z nich má dvoch
chlapcov? Nal’avo máte 23 kôpok, kde sú dvaja chlapci a aspoň jeden z nich Býk,
napravo máte 24 kôpok, kde je len jeden chlapec a tiež je Býk. Pretože kôpky
sú zhruba rovnako vel’ké, záver je jasný: zhruba 23/47 týchto rod́ın má dvoch
chlapcov.

Ak vás experiment už presvedčil, asi vám stále vŕta v hlave, ako je to teda
možné . . . Prečo to vychádza tak zvláštne?

Vtip je v tom, že v rôznych otázkach sa v skutočnosti zaoberáme stavom niečoho
iného. V otázkach 1 a 2 skúmame rodiny – v akom stave môže byt’ dvojdetná
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rodina. Zatial’̌co v otázkach 3,4 a 5 už máme dopredu vybrané jedno diet’a a už
len skúmame, v akom stave môže byt’ jeho súrodenec. A je jedno, či vybrané diet’a
je pŕıtomné, alebo len ukázané na fotke. Otázku 6 môžeme chápat’ tak, že máme

”
čiastočne vybrané“ diet’a – neoznačili sme ho konkrétne, ale uviedli nejakú jeho

vlastnost’, o ktorej je známe, s akou pravdepodobnost’ou sa u det́ı vyskytuje. Preto
výsledok vyjde niečo medzi 1/2 a 1/3. Č́ım vzácneǰsia vlastnost’ to je, tým sa
výsledok viac bĺıži k 1/2.

Ak vás to ešte stále nepresvedčilo, a máte pocit, že to je iba nejaká hra so
slovami, pre bežných l’ud́ı neužitočná teória, pozrite sa na túto ukážku využitia
nami vypoč́ıtaných hodnôt v praxi.

Predstavte si, že organizujete nejakú vel’kú hromadnú akciu pre dvojdetné ro-
diny.

Rodiny sa zhromaždia a vy potom zavoláte k sebe všetkých otcov, ktoŕı majú
aspoň jedného syna. Ked’ pŕıdu, tak sa spýtate, ktoŕı z nich majú dvoch synov.
Prihlási sa zhruba tretina.

V druhom pŕıpade zavoláte k sebe všetkých otcov a poviete im, aby náhodne
vybrali aj jedno zo svojich det́ı a priviedli ho so sebou. Tých, ktoŕı privedú chlapca,
sa spýtate, ktoŕı z nich majú dvoch synov. Prihlási sa zhruba polovica z nich.

V tret’om pŕıpade poviete, aby za vami prǐsli všetci otcovia, ktoŕı majú aspoň
jedného syna narodeného v znameńı Býka. Ked’ pŕıdu, tak sa spýtate, ktoŕı z nich
majú dvoch synov. Prihlási sa zhruba 23/47 z nich.

Ak po tom všetkom ešte zvažujete urobit’ si vlastný prieskum, tak napŕıklad ja
mám dve deti, sú to dvaja chlapci, a ani jeden z nich nie je narodený v znameńı
Býka.
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