Milé ¢tenarky, mili ¢tendii,

praveé jste otevieli nejnovéjsi dvojcislo casopisu Kvaternion. Dvojéislo roku 2021,
roku, ktery snad jesté ma smysl pro trochu nadsdzky a tolerantné snese piipo-
menuti slov filozofa Rudolfa Kaehra: ,Zustalo-li ve svété, v némz zijeme, néco
nedotcené a prirozené, pak to jsou prirozena ¢isla.

Ano, tieti a ¢tvrty ¢lanek letosniho dvojéisla nas zavedou do klidného a ne-
dotceného svéta, v némz se lidsky duch uz odpradavna pokousi odhalit zakonitosti
mezi ¢isly. Prevaznd ¢ast casopisu je ale v jiném duchu: nabitd dynamikou. Re-
dakce byla mile prekvapena sirokym spektrem témat, kterd autori nabidli.

Prvnim ¢éldnkem dvojéisla je pfehlednéd prace Lenky Ptibylové nazvand Apli-
kovana nelinarni dynamika, ve které autorka pti vykladu o nelinedrnich a cha-
otickych dynamickych systémech provazi ¢tenare fadou zajimavych aplikaci od
kolapsu mostu Tacoma Narrows az po kapajici vodovodni kohoutek. Vektorovou
analyzu, duvérné znamou ve tfech rozmérech, pak vybuduje v nasledujicim ¢lanku
Maridn Fecko elegantné i v dimenzi 2: jazyk diferencidlnich forem se ptitom ukaze
jako mimofadné uzitecny a aplikovatelny napiiklad v hydrodynamice. Po prepnuti
do teorie ¢isel se sezndmime s novym dikazem Velké Fermatovy véty pro expo-
nent 3 opirajici se o Eisensteinova celd ¢isla, ktery ndm predstavuje Petr Go-
lan. V dalsim ¢lanku nés Jifi Klaska seznamuje s Jakobczykovou domnénkou o
nedélitelnosti Mersennovych ¢isel ¢tvercem prvocisla a s jejimi zajimavymi souvis-
lostmi. Ctivym textem rozsifujici kurz diferencidlnich rovnic je druhy dil popisu
trajektorii autonomnich rovnic od Jana Franct, tentokrdt zaméfeny na nelinedrn{
rovnice a soustavy.

Metodami separace statické a dynamické slozky videa se zabyva Karolina Ge-
brtova. Petr Kamaryt poté predstavuje modelovani mechanickych soustav a me-
todu linearizace. Zajimavé vybrané tlohy z uc¢ebnice R. H. Wassermana pfipravil
Dusan Navrétil, ktery se zaméfuje ve svém ¢lanku na tlohy z linedrni algebry,
jez mohou sehrat roli rozsifujiciho studijniho textu. Teorii grafu aplikuje v dyna-
mickych systémech Radka Skécelovd. V poslednim ¢lanku, jehoz autorkou je Viera
Stoudkova Rizickova, nds tradicné ¢ekaji zajimavé tlohy, kterymi jsou vybrané
piiklady z internetové matematické olympiady. Znovu si zde muzeme promyslet
znamy Monty Halltv problém ti{ dvefi: psychologové fikaji, ze feSeni nam piipada
divné, protoze my lidé mame pry nebayesovské mysleni.

Nevim, zda VAm mam, milé ¢tendiky a mili ¢tendri, popiat zbayessténi Vaseho
mysleni. Ale rozhodné Vam pfeji jménem celého redakéniho kolektivu hodné z&-
bavy a pouceni s novym Kvaternionem.

Miroslav Kures
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APLIKOVANA NELINEARNI DYNAMIKA

LENKA PRIBYLOVA

ABSTRAKT. Clének se vénuje aplikacim nelinedrni dynamiky a jeviim, které se obje-
vuji v ruznych oblastech a védnich oborech. Uvadi zékladni typy bifurkaci rovnovah
a cyklu, spolu s typickymi jevy, které vznikaji v systémech prochdzejicich témito bi-
furkacemi. Zaroven ukazuje tyto jevy na jednoduchych modelech nebo odkazuje na
vybrané clanky.

1. Uvop

Dynamicky se ménici svét kolem néas lze v mnoha piipadech docela dobfe popi-
sovat pomoci vzajemnych vztahtu mezi kvantifikovatelnymi veli¢inami. Obecné lze
definovat dynamicky systém pomoci nésledujici definice.

Definice 1.1. Dynamickym systémem rozumime trojici {T,X, '}, kde T je
¢iselnd mnozina (Gas), X je metricky prostor, ktery nazyvédme fadzovym nebo sta-
vovym prostorem, a ' je parametricky systém evoluénich operdtori s parame-
trem t € T definovanych jako zobrazeni ¢f: X — X, které zobrazuje pocateéni
stav xo € X na né&jaky stav x; = ¢'xy € X.

Pod takovou definici dynamického systému se schova témér cokoli, co jsme
schopni kvantifikovat a popsat. Chladnouci Sdlek kavy na stole popsany dife-
rencialni rovnici Newtonova zakona ochlazovani, pohyby vesmirnych téles popsané
zédkony gravitace, tvorba proteinu v bunice popsand kinetickymi chemickymi rov-
nicemi, pocet infikovanych osob v obdobi epidemie COVID-19 popsany systémem
diferenc¢nich rovnic nebo pohyby cen na burze popsané stochastickymi diferencidl-
nimi rovnicemi, to v8e jsou piiklady takovych dynamickych systému.

Casto se pro jednoduchost modelu sledovaného dynamického procesu pracuje
s deterministickym systémem.

Definice 1.2. Deterministickym dynamickym systémem rozumime dynamicky
systém {T, X, o'} splitujici podminku

kde id je identita na X, tj. Vx € X: idx = x.

2010 MSC. Priméarni 34C23, 34C15, 37G10, 37G15.

Kli¢ovd slova. Nelinedrni dynamika, bifurkace, atraktor, bistabilita.

Prace byla podporovéna projektem Matematické a statistické modelovani 5
(MUNI/A/1615/2020).
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Tato vlastnost tikd, Ze systém spontdnné neméni svuj stav. Ne vzdy je ta-
kovy model vhodny, ale v mnoha situacich ano. Pokud pracujeme s fyzikalnimi
veli¢inami jako je model chladnouci kdvy nebo pohybu kosmickych téles, jsou fy-
zikdlni zédkony neuprosné deterministické, dokud nenarazime napi. na nahodné
letici kometu nebo pravdépodobnosti u kvantové mechaniky. Nahodu ale muzeme
casto vynechat i u zcela ndhodné se chovajicich systému. Pokud jde napft. o systém
s mnoha ¢éasticemi jako jsou molekuly ucastnici se chemické reakce nebo lidé
potkavajici se v obdobi epidemie, pak lze systém modelovat deterministicky jako
celek, agregované.

V nésledujicim textu se ale chei vénovat jesté specifictéjsim deterministickym
dynamickym systémum, tzv. autonomnim systémum. Pro autonomni systémy se
»zakony evoluce* neméni béhem casu. Zapis deterministického systému jako au-
tonomniho je spise technickou zédlezitosti, kdy muzeme transformovat cas, nebo
systém vnotit do vhodného nadprostoru.

Definice 1.3. Autonomnim dynamickym systémem rozumime deterministicky
systém {T, X, '} spliiujici podminku

@ =l ot
tj. Vx € X: p!Tox = !(¢°x), pokud jsou definovany obé strany rovnice.

Typickym piikladem autonomniho systému je v case spojité meénici se stav
x =x(t) € R™, pro t € R podle systému obycejnych diferencidlnich rovnic

x = f(x,€) (1.1)
nebo v case skokové ménici se stav (iteracni proces, kde n € N, piip. n € Z)
Xnt+1 = f(Xp, €), (1.2)

kde f: R™ — R™ je dostatecné hladka funkce a € € RP jsou dané parametry. Jde
tedy o dynamické systémy, kde zavislost na ¢ase neni explicitni, pouze skrze ménici
se stavové proménné.

Zdalo by se, ze takové restrikce na dynamické systémy budou p#ilis velké, aby
mohly popisovat a vysvétlovat slozitost svéta kolem néas. Opak je ale pravdou.
Nejenze je velké mnozstvi dynamickych systému v ruznych oblastech pravé takto
mozné popsat, ale i samotnd dynamika takovych systému je natolik rozmanité, ze
typické dynamické jevy umoznuje modelovat velice dobie. Dokonce 1ze takovymi
systémy popisovat i jevy, kde je dynamika nepiedvidatelnd, tj. chaoticka.

2. BIFURKACE ROVNOVAH A $ NIMI SOUVISEJICI JEVY
Nejjednodussi dynamikou, kterou umoziuje rovnice (1.1f) resp. (L.2)), je rovnovazna
dynamika. Protoze rovnovéha spliuje

f(x,e) = 0, resp. f(x,€) = x,

je v prostoru R™ x RP stavovych proménnych a parametri zadand implicitné.
Obecné mluvime o rovnovazné varieté. Na tomto misté je vhodné upozornit na
rozdil v definici variety (,manifold“) a algebraické variety (,,variety). V angli¢tiné
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se v teorii dynamickych systému pouziva pojmu ,,manifold“, pfestoze by lépe vy-
hovoval asi pojem ,variety“. Cestina oviem tyto nazvy nerozlisuje. Napf. afinni
algebraickd varieta je definovana jako mnozina feseni systému polynomialnich rov-
nic nad komplexnimi éfslyEl Varieta muze obsahovat i singularni body, ve kterych
nelze definovat teény prostor (naproti tomu ,manifold“ je regularn{). Rovnovazna
varieta systému resp. muze také obsahovat singularni body. V takovém
pripadé se ale nejcastéji mluvi o vétvich rovnovah ve stavové-parametrickém pro-
storu.

V tomto okamziku se kone¢né dostdvame k pojmu bifurkace a postupné i
ke slibenym aplikacim.

Implicitné dana rovnovaha totiz muze byt diky vété o implicitni funkci lokédlné
definovéna v okoli pevné dané hodnoty parametru gy jako funkce € — B(€), kterd
spliuje B(eo) = xo a £(B(e),e) = 0, resp. £(B(e),e) = B(e), tedy B(e) odpovidd
rovnovaznému bodu pro parametr €.

Ovsem v piipadé, ze mé Jacobiho matice Df(xg,€0) néjakou vlastni hodnotu
nulovou ve spojitém ptipadé nebo rovnu 1 v diskrétnim piipadé, neni zarucena
existence ani jednoznac¢nost rovnovéhy B(€), tj. pfi perturbaci muze dojit k zéniku
rovnovazného bodu (v kazdém okolf £y), nebo k vzniku nové vétve rovnovéznych
feseni (odtud vznikl ndzev, rozvétveni{ = bifurkace) a samoziejmé pii prechodu &g
muze dojit ke zméné stability, tedy obecné k lokalni kvalitativni zméné chovani
systému.

Definice 2.1. Lokélni bifurkaci systému resp. v okoli rovnovahy
xo = B(eo) s kritickou hodnotou parametru € = gy rozumime kvalitativn{ zménu
dynamiky v okoli kritické hodnoty &g, kdy fazové portréty v okoli rovnovahy xq
pii prechodu pres bifurkaéni parametr £y nejsou lokélné topologicky ekvivalentni,
tj. neexistuje homeomorfismus, ktery by zobrazoval trajektorie okoli rovnovahy na
sebe.

Obecnéji je tfeba poznamenat, ze k lokdlni zméné dynamiky (bifurkaci) muze
dojit v piipadé, kdy vlastni hodnota Jacobiho matice Df(xg,&0) ma nulovou
redlnou ¢ast ve spojitém ptipadé nebo velikost rovnu 1 v diskrétnim piipadé.

Je ziejmé, ze pravé lokdlni bifurkace budou mit vyznamné postaveni v apli-
kacich, protoze pfinasi zménu dynamiky pii drobné zméné hodnoty parametru.
Muze jit o zménu v rychlosti chemické reakce, kterd zpusobi, Ze burika zacne pro-
dukovat uréity protein, muze jit o snizeni{ prumérného poctu kontaktiu mezi lidmi,
kterd zpusobi zanik exploze epidemie, muze jit o drobné procentudlni navyseni
vylovu populace ryb, kterd zpusobi jejich vyhynuti, nebo zvyseni prumeérné tep-
loty ocednu, ktera zpusobi zménu v dynamice moiského proudéni a v ekosystému
Zemé.

Ly aplikacich nds samoziejmé zajima jeji redlna céast, zakladni dynamické jevy se popisuji
pravé pomoci systému polynomidlnich rovnic.
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2.1. Ohyb variety rovnovah

Nejjednodussi lokalni bifurkaci je ohyb variety rovnovah, neboli fold bifurkace
nékdy nazyvana také bifurkace sedlo—uzeﬂ Jde o pripad, kdy méa Jacobiho ma-
tice Df(x0,€0) praveé jednu vlastni hodnotu A s nulovou redlnou ¢ésti ve spojitém
ptipadé nebo s velikosti rovnou 1 v diskrétnim pripadé. V aplikacich pak jsou ty-
picky ostatni vlastni hodnoty se zdpornou realnou ¢ésti ve spojitém pripadé nebo
s velikosti mensi nez 1 v diskrétnim pripadé, jelikoz v takovém ptipadé jde o zménu
stability — ze stabilni rovnovahy do nestabilni. Systém pak lze redukovat na tzv.
centralni varietu, kterd v okoli rovnovahy vzdy lokdlné existuje a je to invariantni
mnozina, ke které jsou blizké trajektorie pfitahovany. Vzhledem k jednomu para-
metru pak 1ze pro spojity piipad vyuzit nasledujici vétu. Analogicky lze pracovat
i se systémem iteraci (zobrazeni) (1.2)).

Véta 2.2. Predpokladejme, Ze jednodimenziondlni jednoparametrickd rovnice
&= f(z,e), xz€R, eeR, (2.1)
kde f je hladkd funkce, md pro e = ¢ rovnovdznyg bod x = xg a A = f,(xg,c0) = 0.
Predpoklddejme, Ze jsou splnény podminky
fuz(zo,60) #0 podminka nedegenerovanosti,

fe(zo,e0) #0 podminka transverzality.

Pak je (2.1) v okoli rovnovdhy lokdlné topologicky ekvivalentni systému v normdlni
formé fold bifurkace
i = +te+a2?

Uvadim pouze jeden piiklad bifurkaéniho diagramu bifurkace typu fold pro
piipad (volba znamének) # = ¢ — x? na obr. [1| Kriticky bod fold bifurkace se
v bifurka¢nich diagramech oznacuje nejcastéji LP (limit point) a pro tuto norméln{
formu jde o vrchol paraboly € = 2, tj. po¢atek parametricko-stavového prostoru.

2.2. Prepinaée a hysterese

Typickym piikladem skokové zmény zapticinéné fold bifurkaci, tedy ohybem vari-
ety rovnovéah, je biochemicky prepinac. Modelova (tedy velmi zjednodusend) rov-
nice produkce genetického proteinu v bunice mé tvar

2

1+ g2
kde ¢ kvantifikuje mnozstvi proteinu a ki, ko jsou kladné parametry souvisejici

g= k1 - /<32g,

s rychlostmi probihajicich chemickych reakci. Prvni ¢len k1% odpovidéd genové
expresi probihajici skrze transkripci a translaci. Protein vznika autokatalytickou
reakci, kterd zde neni uvedena a popisuje ji tzv. Hillova funkce. Druhy clen kog
odpovidé rozkladu proteinu.

2Toto pojmenovéani vychézi z Casté situace, kdy v ohybu dochézi ke splynuti sedla a uzlu, coz
ale neni vzdy nutné. Nazev ohybova ani dotykovd nebo te¢nd bifurkace se v ¢eské terminologii
nepouziva a sedlo-uzel zase neni matematicky korektni pojmenovani.
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e<0 e=0 e>0

o 1]
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Obrazek 1. Bifurka¢ni diagram pro normaélni formu fold bifurkace.

ko

k1 dostavame rovnici

Zavedenim nové proménné x(t) = g(k%) a oznacenim a =
v jesté jednodussim tvaru
22

T=—-
1+ 22
Libovolné rovnovéha proto spliuje

x
N — -
1+z
Dostédvame tak dvé variety rovnovah (v zdvislosti na parametru a): trividln{ rov-
novahu a netrividln{ varietu

—azx. (2.2)

oz
1422

Protoze nas zajimaji pouze kladné hodnoty koncentrace i parametru jako poméru
rychlosti reakci, vidime, ze bod [0,0] je prusec¢ikem dvou vétvi rovnovah (tzv.
transkritickd bifurkace) a bod [a*,2*] = [$,1] je limitnim bodem, neboli ohybem
variety rovnovah (ukazuje obr. . V tomto bodé dochézi k fold bifurkaci, kdy
horni ¢ést této vétve rovnovah je stabilni a dolni nestabilni.

Prekroc¢i-li parametr a = Z—i kritickou hodnotu %, gen se prestane produkovat a
dojde k biochemickému pfepnuti na nulovou vétev rovnovahy.

Velice casto se v dynamickych systémech objevuji dva takové piepinace. Vznika
pak jev, kterému se tika hystereze. Systém s hysterezi vykazuje typicky jakési
zpozdéni ¢i zabrdnéni navratu do puvodniho stavu. Znama je hystereze u fero-
magnetickych materidlu (ndcrt na obr. , které po vystaveni magnetickému poli
vykazuji néjakou dobu magnetické vlastnosti, poté dojde k zaniku vnitiniho mag-
netického pole.

Tento jev se ale objevuje v aplikacich i v jinych oborech — biologii, mediciné,
ekonomii apod. Ve skutecnosti jde o ohyb variety rovnovah v zavislosti na dvou

a
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. —
—_——

0 ‘ 05 a 1

Obréazek 2. Rovnovazné variety rovnice (2.2)) v zdvislosti na parametru a.

parametrech. V teorii bifurkaci se kriticky bod této rovnovazné variety nazyva
dvouparametrickou lokdlni bifurkaci rovnovéhy typu cusp (hrot, bod vratu).

zmagnetizovany ferromagnet

%magnetizovany ferromagnet

parametr (sila vnéjSiho magn. pole)

Obrazek 3. N&acrt hysterese u ferromagnetického materidlu v zavislosti na velikosti vnéjsiho
magnetického pole.

Systém lze v takovém pripadé redukovat v okoli takového bodu na centralni
varietu a zapsat ve tvaru normalni formy

J=e1+ey 9’ (2.3)

Rovnovazné body lezf na varieté M : g1 +eoy=+y> = 0, kterd je zobrazena na obr.
Nulové prvni derivace podle gy, tedy podminka pro bifurkaci typu fold (ohyb), je
na kiivee spliiujici navic e5 +3y? = 0. Jednotlivé vétve Ty, Th odpovidaji zanikiim
dvojice rovnovaznych bodu v ohybech variety M, tedy jsou to bifurka¢ni hranice
bifurkace fold (LP). Pokud z téchto dvou rovnic vylou¢ime y, dostaneme prumét
ohybt do roviny parametru (1,e2), kterym je kiivka typického tvaru V s bodem
vratu v pocatku. Pro znaménko minus ji ukazuje obr. [5| a je tvaru

27e} — 4e5 = 0.
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Obrazek 4. Rovnovazna varieta rovnice (2.3 zdvisld na dvou parametrech €1 a 3.
T

@

€2

T1 TQ

27e? = 4e3

Obriazek 5. Bifurkacéni diagram normalni formy cusp bifurkace § = €1 + g2y — y°.

Oblasti oznacené 1 a 2 jsou strukturalné stabilni oblastﬂ ve kterych ma systém
tfi resp. jedinou stabilni rovnovéahu. Variety 77 a To odpovidaji jednoparamet-
rické bifurkaci typu fold, jsou to hranice kodimenze 1 ve 2-rozmérném prostoru

3Strukturalni stabilitou se rozumi zachovéni existence t¥ rovnovéh resp. jediné stabilni rov-
novahy i pfi malé zméné parametru.
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parametru. Jejich priunikem je bod vratu, ktery méa dimenzi 0, tedy kodimenzi 2
v 2-rozmérném prostoru parametru. Cusp bifurkace v bodé vratu se proto nazyva
lokalni dvouparametrickou bifurkaci nebo bifurkaci kodimenze 2. Tento typicky
jev nezavisi na tvaru rovnic a vznika genericky v situaci, kdy dojde k dotyku dvou
vétvi fold bifurkace. Existuji samoziejmé exaktni pominky (tzv. podminky nedege-
nerovanosti a transverzality podobné vété , za kterych obecny systém prochazi
cusp bifurkaci, ale pro nase potieby je daleko uzitetnéjsi geometrickd predstava
pruhybu variety rovnovéh na obr. [4

Hysterese se tak objevuje v situaci, kdy je pfitomna nelinearita typu sigmoidy.
Takové systémy jsou v piirodé velice casté. Prikladem mohou byt popula¢ni mo-
dely, kdy charakter sigmoidy urc¢uji napi. preda¢ni funkce nebo jiné funkce zdvislé
na prostiedi. Apetit preddtora je zastropovan néjakou horni hranici, a i dalsi funkce
ovliviujici populaci kotfisti maji ¢asto esovity charakter pravé diky dolni a horni
hranici, ktera je dana naplnénim kapacity prostiedi nebo velikosti jiné interagujici
populace. V biochemii je to podobné. Pravé u modelu biochemického prepinace
jsou uvedené Hillovy funkce, které jsou sigmoidniho charakteru. Takové funkce po-
pisujici kinetiku v chemickych reakcich vznikaji typicky pravé pro autokatalytické
reakce v zivych bunkach, zatimco chemické reakce mimo zivé organismy jsou nao-
jevu.

Fold bifurkace a hysterese nejsou jedinymi jevy, které souviseji se singularitou
variety rovnovah. Dalsi generickou jednoparametrickou bifurkaci je transkriticka
bifurkace (genericky prusecik dvou vétvi rovnovéznych variet) a vidlickovéa bifur-
kace, ktera vykazuje jistou symetrii a jeji aplikace se objevuji naptiklad v evolu¢nich
modelech vétveni. U vidlickové bifurkace totiz dochazi k pruseciku dvou vétvi rov-
novah pravé v ohybu jedné z vétvi. To v aplikacich umoznuje modelovat praveée
jevy vétveni, kdy zanikd jedna stabilni rovnovaha (a stdva se nestabilni) a zdroven
vznikaji dvé dalsi stabiln{ vétve v jejim okoli, viz obr. [6]

Obrézek 6. Bifurkaéni diagram normalni formy vidlickové (pitchfork) bifurkace & = ex — 3.
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3. BIFURKACE CYKLU A S NIMI SOUVISEJICI JEVY

D4 se jisté ocekavat, ze cykly, tedy oscilace, budou dalsi vyznamnou dynamikou se
zajimavymi aplikacemi. Kyvadla, elektromagnetické viny, stiidavy proud, aktivita
srde¢niho svalu nebo pohyb planet, to vSechno jsou piiklady cyklické dynamiky. Je
také velmi zajimavé, ze jeden ze zdkladnich nelinearnich jevi, tedy vznik oscilaci,
je spojen s lokalni bifurkaci uvedenou jiz v predchozim textu.

3.1. Vznik oscilaci Hopfovou bifurkaci

Pro jednoduchost se budeme zabyvat pouze spojitym systémem . Pokud se dvé
komplexné sdruzend vlastni ¢isla Jacobiho matice Df (x¢,&0) pro danou rovnovahu
Xo zméni tak, ze jejich redlné ¢asti pfi zméné parametru prechazeji imaginarni osu,
varieta rovnovah je sice vzhledem k parametru € ddna jednoznacné, ale méni sta-
bilitu. Genericky dochazi k tzv. Hopfové bifurkaci, kdy se stabilni ohnisko méni
v nestabilni ohnisko. Trajektorie blizké rovnovaze tak vykazuji tlumené nebo gra-
dujici oscilace. Lze ukdzat, ze v generickém piipadé (za splnéni jistych podminek
nedegenerovanosti a transversality) je tato bifurkace nutné spojena se vznikem li-
mitniho cyklu. Asi lze vytusit, Ze cyklus miiZze vznikat bud’ v okoli nestabilnfho
ohniska (mluvime o superkritické Hopfové bifurkaci), nebo v okol{ stabilnfho oh-
niska (mluvime o subkritické bifurkaci). Podobneé jako v piipadé fold bifurkace je
rozhodnuti o typu bifurkace déno znaménkem jistého ¢lenu v normaélni formeé. Ta
se typicky zapisuje i v komplexnim nebo v polarnim tvaru, kde je popis cyklu jed-
nodussi. Zde uvadim komplexni normalni formu superkritické Hopfovy bifurkace

3= (u+1i)z — 2|2)?,
kde Eulertiv tvar komplexniho &fsla z = pe'¥ pak dava polarni tvar

p=plp—p), (3.1)
p=1
Rovnice je normalnim tvarem vidlickové bifurkace. Pro 1 < 0 je tedy poéatek
jedinou stabilni rovnovédhou. Pro u > 0 vznikd dalsf rovnovdzny bod p = /1
(zdpornou hodnotu muzeme vynechat, nemé v této reprezentaci smysl, jde o vzda-
lenost). Pocatek je v tomto piipadé pro p > 0 nestabilni, rovnovédha p = /i
je stabilni. Tento bod odpovida stabilnimu limitnimu cyklu v okoli poc¢étku (viz
obr. . Z komplexniho zapisu je vidét, ze komplexné sdruzend vlastni ¢isla jsou
£ i. Pro jednoduchost je zde parametr € nahrazen piimo redlnou casti vlastniho
Cisla p, kterd je puvodcem kvalitativni zmény dynamiky.
7Z hlediska aplikaci jsou tyto dva typy Hopfovy bifurkace velice odlisné. Pokud si
predstavime superkritickou bifurkaci na néjakém redlném jevu, zjistime, ze nejde
o nijak vyznamnou zménu. V malém okoli kritické hodnoty parametru sice rov-
novaha ztrdci stabilitu, ale je nahrazena drobnymi oscilacemi (amplituda oscilact
roste s odmocninou parametru). Piikladem muze byt tfeba vznik ténu pfi hie na
flétnu nebo pii piskotu konvice na ¢aj. Pii nizké rychlosti vzduchu tén nevznika,
prekrocenim urcitého prahu vznikne, ale je velmi tichy. Vyrazny t6n (velkd am-
plituda stejné frekvence) vznikd silnym vydechem do dechového ndstroje. Piskot
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Obrazek 7. Superkritickd Hopfova bifurkace.

konvice, ve které zacne viit voda také zac¢ind jemné a nabira postupné na sile. Na-
opak subkriticka bifurkace je spojena s ¢asto katastrofickymi jevy jako je napf. ae-
roelasticky jev rozkmitani kiidel letadla, ktera se mohou vlivem narazového vétru
ur¢ité prahové hodnoty zlomit [I3]. Podobné jsou zndmy piipady pddu mostu [2]
(,nejslavngjsi“ je pravdépodobné kolaps Tacomského mostu), vznik vibraci mo-
toru pfi vypindn{ turbin nebo pii piistavani letadel [I]. Jde totiz o zénik stabilni
rovnovdhy (obklopené nestabilnim cyklem) a rychly vznik silnych oscilaci s velkou
amplitudou.

V redlnych aplikacich je tento jev podobny hysterezi a souvisi podobné s dvou-
parametrickou bifurkaci, kdy vné nestabilniho cyklu vznika dalsi stabilni cyklus.
Jde také o bistabilitu, tedy soucasny vznik dvou stabilnich atraktoru. Subkriticka
zpusob vzniku oscilaci. Pii prekroceni prahové hodnoty totiz nevznika cyklus s po-
stupné se zvétsujici amplitudou jako u superkritické bifurkace, ale systém skoc¢i
rovnou na stabilni vétev vnéjsiho cyklu s velkou amplitudou. Jako ptiklad si uve-
deme nejjednodussi Fitz-Hughuv-Nagumuv model neuronu.

: 1
V:V—§V3—W+i,
W =a(bV — W +d),

kde V' je membréanovy potencial, W je proménnd souvisejici s navratem, ¢ je
dodavany proud a a, b, ¢, d jsou parametry. VSimnéte si, ze zména napéti V
na membrané axonu popsand prvni rovnici mé zase tvar esovité kiivky. Ostatni
parametry i stavova promén-nd W vychézeji z popisu kinetiky chemickych reakci
na membréné axonu (pfenos signalu je zprostfedkovdn zménami koncetraci iontu
K™, Na™, Cl™ a anionty bilkovin), a,b,c¢ > 0. Druh4 rovnice je obnovovaci, m4
pomalejsi odezvu (proto je zde ponechdn parametr a, ktery ma malou hodnotu) a
umoznuje vznik impulzu, ktery nasledné ukongéi.

Obrazky [§] a[9] demonstruji, pro¢ neuron odpovida vysilanim oscilujiciho signalu
jen pro ur¢ité hodnoty dodévaného proudu i. Rovnovaha zakreslend vzhledem
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Obrazek 8. Fazové portréty proa=0.2,b=1,¢c=0.8,d = 0.7, z [5].

k parametru i jako ¢ervend kiivka [V (¢), W (4)] prochdzi dvéma subkritickymi Ho-
pfovymi bifurkacemi. Ruzové cykly jsou ale nestabilni a systém se na nich neusta-
luje, nikdy je tedy nepozorujeme. Pozorujeme pouze vyrazné oscilace odpovidajici
modrym cyklim, nebo rovnovdhu. Dokud se nezvysi proud do dostateéné hodnoty,
neuron nereaguje, pokud je proud piilis velky, také ne.

3.2. Zanik oscilaci na sedle

Vznik limitnich cyklu Ize ¢asto pozorovat i v popula¢nich modelech predator-koftist.
Systémy tohoto typu maji ¢asto v pripustné neziaporné oblasti stavového prostoru
sedlovy bod. Vyznamné trajektorie, které se v blizkosti sedla rovnovaze limitné
piiblizuji pro t — 400, maji dulezité postaveni i z hlediska aplikaci, af uz jde
o spojité nebo diskrétni systémy. Mohou totiz oddélovat ¢asti stavového prostoru
a separovat tak oblasti, ve kterych maji trajektorie naprosto odlisné dynamické
vlastnosti. Sedlova trajektorie také od toho ziskala jméno separatrix. Na separa-
trix sedla se tak muze (a ¢asto musi) rozpadnout i limitni cyklus. Napiiklad u
modelu typu predédtor-kofist tak muze znenadani dojit k zéniku velkych oscilaci
a k vyznamné zméné ve velikosti populaci, dokonce i k vymfeni nékterého druhu,
pricemz roli v takové zméné dynamiky muze hrat mnozstvi faktoru od zptsobu pre-
dace po evolucni tlak, a teorie bifurkaci je schopna nékteré tyto vazby rozklicovat.
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Obréazek 9. Cykly vznikajici na varieté rovnovéh proa =0.2,b=1, ¢c=0.8,d = 0.7, z [5].

7 obrovského mnozstvi ¢lanku v této oblasti si zde dovoluji vlozit nékolik od-
kazu na ¢ldnky, jejichz jsem autorkou nebo spoluautorkou [10] 111 [3, [9]. Studium
takovych globdalnich bifurkaci je obtiznéjsi a vyuziva vétsinou kontinuacnich nu-
merickych metod. Vzhledem k jejich tizké souvislosti s lokalnimi bifurkacemi vyssi
kodimenze ale existuji i metody, které vyuzivaji analyticky pfistup napf. pomoci
vyuzit{ Grébnerovych bazi [4]. Tento piistup umoznuje ¢dsteéné zautomatizovat
nalezeni dulezitych bifurka¢nich variet u systému a s funkci f ve tvaru
polynomu nebo racionédlni lomené funkce a umoznit provadét alespon ¢astecnou
bifurka¢ni analyzu dynamickych systému Sirsimu okruhu lidi, nikoliv pouze spe-
cializovanym matematikum. Ukazuje se totiz, ze pravé takové systémy vystupuji
v popisech biochemickych reakci v bunkach nebo ve zminénych modelech populaéni
biologie ¢i neurovédy a pochopeni zavislosti zmén dynamiky na zménach para-
metri dynamického systému je pro né klicové.

3.3. Ohyb variety cykla

Pravdépodobne jste si vsimli, ze v piikladu subkritické Hopfovy bifurkace u modelu
neuronu doslo k ohybu variety, ktera piislusela limitnim cyklum. Fakticky lze piejit
od studia cykla chytrym zpusobem ke studiu rovnovéh zobrazeni. Pokud totiz
provedeme transverzaln{ fez limitnim cyklem (v prostoru stavovych proménnych),
muZzeme se na trajektorie v jeho blizkosti divat jako na iterace zobrazeni, které je
déno prusecikem trajektorie s timto fezem. Tato tivaha je genidln{ a stejné genidlni
byl jeji autor Henri Poincaré. Ten ve studiu dynamickych systému predbéhl dobu
o mnoho desitek let.

Fakticky tak muzeme aplikovat lokdln{ teorii pro pevné body (rovnovdhy) zob-
razeni na cykly. Vznik nebo zanik dvojice stabilntho a nestabilntho pevného bodu
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Poincarého zobrazenﬂ generickou fold bifurkaci (ohybem) tak davé vzniknout nebo
zaniknout pfislusnému stabilnimu a nestabilnimu cyklu ptresné tak, jak to vidime
na obr. [0

4. CHAOTICKA DYNAMIKA

Poincarého zobrazeni cyklu miize ale prochézet i jinymi typy diskrétnich bifurkaci.
Vyse uvedeny ohyb odpovidd vlastnimu &fslu 1 Poincarého zobrazeni (mluvime
¢asto o multiplikatoru cyklu), ale ke zméndm dynamiky dochdzi i v jinych piipa-
dech ptfechodu hranice jednotkového kruhu. Pokud vlastni ¢islo pfejde pies hod-
notu —1, vznika tzv. flip bifurkace Poincarého zobrazeni. Flip bifurkace zobrazeni
je lokdlni bifurkaci pevného bodu, kdy vlastni ¢islo zobrazeni je rovno jedné az po
dvou iteracich. Vznika proto cyklus zobrazeni délky 2 z cyklu délky 1, jinak fec¢eno
pevny bod zobrazeni se rozpadne do oscilujici dvojice bodu. Pokud studujeme
spojité oscilace pomoci Poincarého zobrazeni, pak tento vznik 2 cyklu Poincarého
zobrazeni znamend, ze i u limitniho cyklu spojitého dynamického systému dochéazi
ke zdvojeni periody, pticemz z topologického pohledu je zdvojeny cyklus hranici
Mébiova prouzku. Generickd flip bifurkace ale nekonéi jednim zdvojenim. Pokud
pii zméné parametru dochazi k ptechodu pies —1 zevniti jednotkového kruhu ven,
pak multiplikator zdvojeného cyklu bude také snizovat svou hodnotu z hodnoty
1 a muze zase prejit —1 a vznikne 4-cyklus, pak 8-cyklus, a timto zpusobem po-
stupné dojde ke zdvojovani periody — k tzv. Feigenbaumové kaskddé bifurkaci,
kterd je velmi castou cestou ke vzniku chaotického nepredvidatelného chovani
u dynamickych systému zavislych na parametrech. Chaotickd dynamika je velice
citlivd na pocateéni podminky. Mald zména v pocatecnich podminkach totiz vede
k exponencidlné rostouci zméné vzdalenosti puvodni a perturbované trajektorie a
pro tento jev se vzilo oznaceni ,efekt motylych kiidel“. Tvurce slavného modelu
Edward Lorenz totiz na jedné své prednasce piiblizil tento jev v dynamice pocasi
prirovnanim, ze zamavani kiidel motyla v Brazilii muze zpusobit tornado v Texasu.
Je nutno dodat, ze pravé tento jev znemoznuje jak dlouhodobé predpovédi pocasi,
tak mnohé dalsi predikce. Miru divergence blizkych trajektorii lze ovSsem mérit
tzv. maximélnim Ljapunovovym exponentem a tak ziskat alespon horizont pre-
diktability, tedy ¢asovy tsek, ve kterém jsme ochotni chybu predikce akceptovat.
Vznik deterministické chaotické dynamiky kaskadou zdvojovani periody je typicky
a nalezneme jej v mnoha aplikacich.

Slavnym a historicky velmi dulezitym experimentem se stal pokus Alberta Lib-
chabera (obr. . V roce 1977 vytvofil nerezovy vélec, do kterého vlozil kapalné
hélium a spodni plochu valce zahtival. Experimentdlné pak ovéril, ze turbulentni
proudéni, které vznika v kapalném héliu poté, co se rozpadne zakladni konvekéni
oscilace, vytvari pravé onu kaskadu zdvojovani periody. V roce 1982 pak pub-
likoval v [§] podobny pokus s rtuti, kde dokonce zméfil odhad Feigenbaumem
teoreticky odvozené konstanty, kterd nezavisi na tvaru systému a je pro vSechny
kaskady zdvojovani periody totozna. V rotujicich konvektivnich proudech rtuti se

4Poincarého zobrazen{ je to vyse popsané genidlni zobrazeni prvniho ndvratu definované na
transverzalnim fezu cyklem.
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totiz indukuje stejnosmérné magnetické pole, které bylo métitelné pomoci tlumeni
elektrickych oscildtoru principem frekvenéni analyzy.

Q. @ @ ==
0 I Y T Y

Y

Obréazek 10. Zdvojovén{ periody v experimentu z Libchaberova ¢lanku [8].

Za poslednich pét dekad doslo diky objevu vSudypiitomnosti chaosu k novému
pohledu na mnoho oblasti. Naleznete tieba ¢lanky o chaotické dynamice v neu-
rovedé. Zd4 se, ze v mozku je chaos zddany (!) a naopak stabilni periodickd dy-
namika je nezddany stav — epilepticky zdchvat [12]. Excitabilni bunky v srde¢nim
svalu pracuji synchronné periodicky a chaotickd dynamika vede k fibrilaci srdce
[14]. Chaotické dynamiky ve Vesmiru a Sluneén{ soustavé se s predstihem dotkl uz
sam Poincaré, a¢ netusil a nemohl jesté tusit jeji $iti. Dnes je popsdna a vysvétlena
chaotickd rotace Saturnova mésice Hyperionu a osy rotace Marsu, NASA pomoci
znalosti chaotické dynamiky poslala sondu ISEE-3/ICE jiz v roce 1985 témér bez
paliva na cestu ke kometé, Saturnovy prstence se zkoumaji pro jejich fraktalni
strukturu chaotického atraktoru [7], dokonce je spo¢ten maximélni Ljapunovuv
exponent pro Sluneéni soustavu [6]. Na zdkladé Ljapunovova exponentu pak lze
odhadovat prediktabilitu systému: rotaci Hyperionu na 36 dni nebo vychyleni osy
rotace Marsu a stabilitu Slune¢ni soustavy na 5 milionu let.

Pokud si checete doma pohrat, muzete si vyzkouset pokus s vodovodnim kohout-
kem. Nenf to tplné jednoduché, nehodi se k tomu pakova baterie, ale naopak stary
dobry (idedlné dokonce i kapajici) kohoutek je dostacujicim laboratornim vyba-
venim. Pokud je kohoutek zavieny, ale lehce nedovira, voda kape. Kap, ticho, kap,
ticho, kap, ticho. Dokaze to byt docela rusivy periodicky zvuk. Stéle stejné kap
a ticho. Kap a ... to je cyklus (délky 1). Pokud budete dostateéné obratni a ko-
houtek malicko povolite, bude kapat jinak. Kap kap ticho kap kap ticho. Pak snad
dokazete nastavit i cyklus ¢tyf kapek ... Rychle totiz za¢ne kapat aperiodicky.
Pravé vidite a slysite chaoticky atraktor, jestli nevéfite, podivejte se do [15].
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5. ZAVER

V ¢lanku bylo ilustrovano, jak 1ze vysvétlit ruzné dynamické nelinedrni jevy. Uve-
dené vyznamné aplikace v ruznych oborech védy snad davaji tusit, jak muze
byt teorie bifurkaci a chaosu prakticky vyuzita. Aby nebyl ¢tendf zdrcen SiF{
tématu, chybi zde zcela vysvétleni vzniku dynamiky na invariantnim toru Neimark-
Sackerovou bifurkaci, ktera tizce souvisi se synchronizacemi oscilaci, vazanou rotaci
planet, cirkadidnnimi biorytmy, supravodivymi Josephsonovymi spoji nebo sitémi
sprazenych neuronu. Tak tieba piisté.
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VEKTOROVA ANALYZA V DVOCH ROZMEROCH

MARIAN FECKO

ABSTRAKT. Vektorové analyza v trojrozmernom priestore patri k zdkladnej mate-
matickej vybave pri aplikdcidch matematiky vo fyzike a v technike. Jej dvojrozmerna
verzia je ale zndma mélo. V tomto texte sa pozrieme prave na nu. Nechdme sa pritom
viest tedriou diferencidlnych foriem. Pre Citatela, ktory pracu s formami neovlada,
budu sice odvodenia asi nejasné, ale vysledky vyjadrime aj v elementdrnom jazyku.

1. Uvop

Zijeme v trojrozmernom svete. Preto je aj matematika, ktord sivisi s trojroz-
mernym priestorom, obzvlast dolezita a prepracovana.

Ukazuje sa, ze vektorovd analyza sa na stru¢né a jasné matematické uchopenie
spusty dolezitych javov okolo nds (diftizia, Sirenie tepla, elektrina, magnetizmus,
gravitacné pole, ...) hod{ priam idedlne (pozri napr. [1l 2, Bl 4 B]). St v nej
definované uzitotné pojmy (napriklad tok vektorového pola cez plochu) a pre tieto
pojmy si odvodené uzitocné a netrividlne vysledky (ako napriklad Gaussova veta).

Podstatne menej znama je dvojrozmernd verzia vektorovej analyzy. Mala by
hrat pre opis javov, na ktoré staci rovina (alebo dvojrozmernd plocha) tu istu
tlohu, akid hra jej standardné verzia v 3D. Ako presne sa ale menia matematické
vztahy pri prechode z 3D do 2D nemusi byt vzdy celkom ocividné.

V tomto texte si preto posvietime prave na tento problém: Ako vlastne vyzera
analdgia trojrozmernej vektorovej analyzy, pouzitelnd v dvoch rozmeroch?

D4 sa k tomu pristupovat rézne, pozri napr. [8,[9]. My sa skusime nechat viest
logikou tedrie diferencidlnych foriem. Pre Citatela, ktory s formami nemd ziadnu
sktisenost a tito tedriu vnima len ako ,panské huncttsvo“, to mozno vyzera ako
ist kanénom na vrabce. Je ale zndme (pozri napr. §8.5 v knihe [6]), Ze préve tento
pohlad je v trojrozmernom pripade mimoriadne pou¢ény a efektivny: Vyskocia
z neho napriklad automaticky vsetky dolezité diferencidlne operdtory aj vztahy
medzi nimi (rot, grad aj div sd len zamaskované verzie vonkajsej derivécie foriem).
A takisto aj integrdlne vety, v ktorych tieto operatory vystupuju (ako $pecidlne
prejavy stéle tej istej Stokesovej vety pre formy).

V tomto ¢lanku si ukdzeme, ze pristup cez diferencidlne formy nesklame ani tu.

Ak formy (a teda ani vektorovi analyzu v jazyku foriem) nepozndme, odvodenia
budi sice asi technicky nejasné, ale:

2010 MSC. Primarni 53A45, 58A10; Sekundarni 76Mxx.
Klicovd slova. Vektorova analyza, roticia, gradient, divergencia, diferencidlne formy.
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1. Vysledky jasné budu, lebo ich vyjadrime aj v elementdrnom jazyku, takze na
pochopenie toho, ako to celé dopadlo, formy nepotrebujeme.

2. NavySe hruba myslienka sa hadam pochytit predsa len bude dat, a tak nas
mozno tie formy napokon predsa len ocaria, ¢o sposobi, Ze si o nich mozno sktsime
niekedy v budiicnosti precitat viac.

2. AKO TO FUNGUJE V TROCH ROZMEROCH

Vo vektorovej analyze ¢asto pocut slovné spojenia typu ,integrovat vektorové pole
po ploche® (¢im ziskame jeho tok (flux) cez ti plochu). Z tedrie integrovania viak
vyplyva (pozri napr. 7. kapitolu v [6]), ze

- integruju sa vzdy len diferencidlne formy,

- po p-rozmernej oblasti sa integruje p-forma.

Takze ak nieco integrujeme

- po krivke, musi to byt 1-forma,

- po ploche, musi to byt 2-forma a

- po objeme, musi to byt 3-forma.

Ako si potom ale mame vysvetlit fakt, ze pod tym plosnym integrdlom, kde ma
byt spravne 2-forma, byva vyraz struktiry A -dS, t.j. nevidiet tam to wvektorové
pole A je ako zapriet nos medzi ocami? Odpoved je, Ze to, o tam naozaj vidime,
je celok A -dS a ten je 2-forma. Je vSak jednoznacne parametrizovand vektorovym
polom A.

Celkovo to s tymi parametrizdciami foriem v E® (trojrozmernom euklidovskom
priestore) vyzerda takto (pozri napr. ten spominany paragraf 8.5 v [6] ): Existujd tam
O-formy, 1-formy, 2-formy a 3-formy (to je za samotnu trojrozmernost priestoru)
a na kazdom tomto stupni mame operaciu vonkajsej derivdcie d, ktord zvysuje
stupen formy o 1 a v kvadrdte ddva nulu (to existuje v TubovoIne rozmernom
priestore). Zodpovedd tomu diagram

Q50402903 dd=o. (2.1)

(ide o de Rhamov komplex; priestor p-foriem v E® tu oznacujeme Q). Kedze na
E3 méme aj (bezny euklidovsky) metricky tenzor, na p-formach pribida Hodgeov
operdtor. Je to vSeobecne kanonicky linedrny izomorfizmus (oznacuje sa hviez-
dickou) linedrnych priestorov p-foriem a (n — p)-foriem, ktory v kvadrate dava
plus/minus identitu. (V E® na kazdom stupni plus. Pritom n je rozmer uvazova-
ného priestoru.)

V trojrozmernom priestore to teda dava tieto dva kanonické izomorfizmy:

Q&8 ol & 02 = x (2.2)

Umoziujd ndm ,stotoznit“ 2-formy s 1-formami a tiez 3-formy s O-formami. (Ak
niekde potrebujeme 2-formu £, mézeme ju parametrizovat 1-formou «, t.j. zapisat
v tvare xq, kde « je jednoznaénd 1-forma: o = %3.) ,Naozaj“ teda potrebujeme uz
len O-formy (¢o st funkcie; ich linedrny priestor oznac¢ime F) a 1-formy (ostatné
si uz parametrizujeme cez ne).
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Metricky tenzor ale dava este dalsie dva dolezité kanonické izomorfizmy, a to
(navzdjom inverzné) operdcie dvihania a spistania indexov (oznacujd sa f a b, ¢o
je indpirované zo zapisu nét). Robia vektorové pole z 1-formy (§) a naopak (b). Ak
oznaéime linedrny priestor vektorovych poli v E? ako X, mame

:
ol ? X, =1 =b, Tl =+t (2.3)

Vdaka tomu mozeme zabudnitf aj na 1-formy a tdplne si vystaél'meﬂ len s funk-

ciami a vektorovymi polams! Diferencidlne formy v priestore E? teda akoby tplne
vypadli z hry! Vyjadrime to (komutativnym) diagramom:

d d d

Qo ot 02 O3
idl lﬁ lﬂ* l* (2.4)
F - X - X - F

Zvislé sipky oznacujui kanonické izomorfizmy jednotlivych stupiiov foriem (horny
riadok) na skaldrne polia F a vektorové polia X. Ak ich obrétime, dostaneme
ekvivalentny diagram:

0O d 0Ol d 02 d 03
idT Tb T*b T* (2.5)
F X X F
ao ax az

Aplikéciou tychto sipiek (smerom hore) na skaldrne a vektorové polia (na f a A)
dostaneme prave Standardné objekty, ktoré vidame pod integralmi (pozri paragraf
8.5 v [6])

fen’, A - dr e O, A-dSeQ?, fav e Q3. (2.6)

Sipky ag, a1, as v spodnom riadku oboch diagramov st efektivne operacie (zlozenie
zodpovedajicich troch sipiek - hore, doprava a dolu) na objektoch v spodnom
riadku, ktoré ,nahrddzaji® operdciu vonkajsej derivécie (sipiek d), ktord sa tam
y,haozaj“ deje na formédch v hornom riadku. Z diagramov vidime, ze

ap = fd, a; = f*db, ag = *d xb. (2.7)

Ide zjavne o diferencidlne operatory prvého radu, lebo obsahuji jedno d. Ak ich
zratame v kartézskych siradniciach v E3, zistime, ze s to akurat zndme operatory

LFunkcie a vektorové polia tak pripominaji esencidlne aminokyseliny vo vyzive: Vsetkych
aminokyselin je sice cca 20, ale staci, ked mdme v strave dost esencidlnych (tych je len zhruba
polovica), zvysné si uz dokdze telo vyrobit z nich. V trojrozmernom euklidovskom priestore si
dokéazeme vyrobit akékolvek formy z funkcif alebo vektorovych poli.
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grad, rot a div, takze diagram (2.4)) v skuto¢nosti vyzera:

d d

Q0 —4 4 o 02 03
| E & | (2.8)
F X X —— F
grad rot div

7 faktu dd = 0 (pozri ) a komutativity diagramu okamzite dostdvame zname
identity
rot grad = 0, divrot = 0. (2.9)
(zlozenie susednych $ipiek hore ddva nulu, tak to musf platit aj pre spodné).
7 troch susednych $tvorcov diagramu a parametrizicie sa daju po-
skladat aj tieto tri uzito¢né diferencidlne vztahy

df =grad f -dr, d(A-dr) = (rotA)-dS, d(A-dS)= (divA)dV. (2.10)

Aby sme z nich dostali integrdlne vety, odvolame sa na vSeobecni Stokesovu vetu
(pozri paragraf 7.5 v [6]) z tedrie diferencidlnych foriem: Ak « je p-forma, D je
(p + 1)-rozmernd oblast a 0D jej p-rozmernd hranica, tak plati

/Dda:/wa. (2.11)

Pre tri vyrazy da z (2.10) dostaneme tri zdkladné integrilne vety vektorovej
analyzy:

veta o gradiente /gradf -dr:= f(B) — f(A) (2.12)

Stokesova veta /(rot A)-dS:= A .dr (2.13)
S oS

Gaussova veta / (divA)dV := A-dS (2.14)
v %

3. AKO TO FUNGUJE Vv 2D

De Rhamov komplex, teda analdg ([2.1)), sa v dvojrozmernom pripade zjednodusuje
na

Q4402 dd=o. (3.1)
Klicovy rozdiel je v posobeni Hodgeovej hviezdicky:
QY& 02 QtS ot (3.2)

Lavy vztah je prirodzenym analégom lavého vztahu v (2.2)), stotoziuje okrajové
stupne foriem; explicitne:

x f = fdS x(fdS)=f dS =dx Ady = 2-forma plochy  (3.3)

To umoznuje zabudnuf na 2-formy a vyjadrovat ich cez O-formy, teda cez funkcie
(skaldrne polia).
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Pravy vztah je ale tplne iny: Zatial ¢o (2.2) je izomorfizmom dvoch réznych
priestorov, v (3.2]) je to izomorfizmus jedného priestoru (priestoru 1-foriem) na
seba (rozny od identity). Explicitne, v beznych kartézskych stradniciach (z,y)
v rovine

*x dz = dy, *xdy = —dz. (3.4)
To neznamend, ze nemozeme zabudnit na 1-formy. Znamen4 to, ze v 2D mame az

dva kanonické sposoby, ako mdzeme 1-formy nahradif vektorovymi polami! Jeden
je taky, ako sa to robilo v 3D, teda operdcia f (dvihnutie indexu). Vyzera:

d d

o Ot 02
idi lﬁ l* (3.5)
F ” X - F

Aplikéciou tychto sipiek (smerom hore) na skaldrne a vektorové polia (na f a A)
dostaneme opét Standardné objekty, ktoré vidame pod integralmi:

feq A dr=A,dr + A,dy € Q fds € Q2 (3.6)

Pribudol vsak druhy — najprv aplikujeme hviezdicku (po com méme stéle 1-formu)
a aZ potom dvihneme index. Mdme teda dva rézne analégy diagramu (2.4):

Q0 4 ot 402 Q0 4 ot 4,02
idl lﬁ l* idl lﬁ* l* (3.7)
F—% —F F—— X —— F

Vidime, ze aj v 2D-vektorovej analyze vystacime s wvektorovymi a skaldrnymi
polami (dolné riadky). Z diagramov poskladdme vyjadrenia spodnych (efektiv-
nych) sipiek:

ap = fd, ay = *db, bo =t xd, by =sd*"1h. (3.8)
Ak tieto (diferencidlne) operdtory zréatame v (kartézskych) suradniciach (z,y),

zistime, Ze dva z nich sd prirodzené analégy situacie v 3D (gradient a divergencia),
zvy$né dva su ,nové“, specifické pre 2D:

d d

o Ol 02 Qo Ol 02
idl lﬁ l* idl lﬁ* l* (3.9
F F F X —— F
grad rots Ham —div

(Oznacenie by = Ham zddvodnime v paragrafe [4| a a; = rots v paragrafe )
Abstraktne teda mame

grad = fd, rotz = *db, Ham = § % d, div=—sdx1h. (3.10)
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a ich posobenie vyzera
grad: f — (0..f,0yf),
rots: (Az, Ay) = (0z Ay — 0yAz),
Ham: f — (=0, f,0:f),
div: (Az, Ay) — (0.4, + 0,A,).

rots o grad = 0, divoHam = 0. (3.15

Naozaj,
rotgograd: f > rot3(0, f, 0y f) = (0,04 f — 0y0xf) =0, (3.16)
divoHam: f — div(=0,f, 0, f) = (=00, f + 0,0, f) = 0. (3.17)

Je to analég . Vsimnime si, ze tu mame tiez dve identity, ale nie preto, ze
uplatnime dd = 0 na roéznych stupnoch v jednom diagrame, ale na rovnakych
stupiioch v dvoch roznych diagramoch.

Stoji tiez za povsimnutie, ze ked zlozime sipky z roznych diagramov, dostaneme

(v oboch pripadoch) dalsi zndmy operator, Laplaceov operédtor A,

divograd = A, rotg o Ham = A. (3.18)

Naozaj,
divograd: f — div(0.f,0,f) = (02 + 02)f = Af, (3.19)
rot o Ham: f + rots(—0, f,0.f) = (07 + 9;)f = Af. (3.20)

4. HAMILTONOVSKE POLIA

Oznacenie Ham f v je skratka pre hamiltonovské pole generované funkciou f.
Je to klicovy objekt v tedrii hamiltonovskych sistav (detaily pozri napr. v 14.
kapitole v [6]). Ako sa to objavilo tu?

Ukazuje sa, ze nada plosnd forma w = d.S spominand v je zaroveni sym-
plektickd forma (vyhovuje jej definicii; vseobecne to je ,uzavretd a nedegenero-
vand 2-forma“). A vsade tam, kde mame symplektickd formu, méme aj predpis na
konstrukciu hamiltonovkych (vektorovych) poli:

f — Ham f IHam fw = —df (4.1)

Ak zratame, ako funguje tu, dostaneme presne .

To vrha nové svetlo aj na druhy vysledok v . Fakt, ze divergencia hamilto-
novského pola (generovaného hocijakou funkciou) je nulova je ekvivalentny dobre
znémej Liouvillovej vete z klasickej mechaniky (pozri 14.3.7 v [6]) . T4 hovort,
7e sa pri ¢asovom vyvoji zachovdva objem (tu plocha) vo fdzovom priestore (tu
nasom 2D priestore).
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5. POMOCNY TRET{ ROZMER

Citatel sa mébze Tahko presvedéit, ze:
1. Ak urobime z funkcie f(z,y) v 2D rovine pomocné vektorové pole v 3D
priestore

u=(0,0,—f(x,y)) (5.1)
(skuste opisat, ako vyzerd), tak jeho rotdcia dopadne takto:
rotu = (=0, f, 0, f,0) = (Ham f,0) (5.2)

2. Ak urobime z vektorového pola A v 2D rovine pomocné vektorové pole v 3D
priestore

A= (A,0) = (Au(z,y), Ay(2,9),0) (5.3)
(skuste opisat, ako vyzerd), tak jeho rotdcia dopadne takto:
rot A= (0,0,0, 4, —0yA;) = (0,0,r0t3 A) (5.4)

Co tieto dva jednoduché vypoéty odhaluji?

Po prvé to, ze nase dve ,nové“ operécie 2D vektorovej analyzy, a; = rots a by =
Ham, sa daji najst aj skryté na Specialnych miestach vystupov $pecialne zvolenych
vstupov 3D vektorovej analyzy. Pristup opisovany v tomto ¢lanku nachadza ich
tvar a vlastnosti ,,vnitorne“, bez odkazu na dodato¢né rozmery.

A po druhé vidime motivaciu pre oznacenie operécie rots. Teda hlavne na ten
index 3 (menovite zZe rotg A = (rot.A)3). Motivdcia na samotné oznacenie rot (¢o
by malo stivisiet s nejakym kritenim sa) sa riesi uz v 3D vektorovej analyze (sivisi
napriklad s virovgm tecenim kvapaliny; pozri par slov o tom v odseku .

6. INTEGRALNE IDENTITY A GREENOVA VETA

Integralne vety pre 2D-vektorovi analyzu ziskame opéf z univerzalnej Stokesovej
vety pre formy. Technika je rovnaka, akd sa pouzila na konci paragrafu
pre 3D pripad.

Kedze v dvoch diagramoch v méame az Styri zakladné Stvorce (s hornou
sipkou d), ocakdvame Styri integralne vety.

Najprv si poskladdme prislusné styri diferencidlne identity (analégy vyrazov
(2.10))). Z jednotlivych Stvorcov postupne dostdvame:

df =grad f - dr df = — (Ham f - dr) (6.1)
d(A -dr) = (rot3 A)dS d* (A -dr) = (divA)dS (6.2)
Ich preintegrovanie a nasadenie Stokesovej vety (2.11) déva:

/ grad f - dr = f(B) — f(4) / «(Ham f-dr) = f(A) — f(B)  (63)
C C
/S(rotg A)dS = A - dr /S(div A)dS = %*(A -dr) (6.

4)
oS

Ak si podintegralne vyrazy explicitne vyjadrime (pomocou (3.4)) a (3.11))—(3.14)),

zistime, Ze obe identity v (6.3) hovoria to isté a podobne obe identity v (6.4))
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hovoria to isté. Dostali sme teda len dve navzdjom rozne integralne identity. Po
vhodnom premenovani premennych vyzeraja takto:

veta o gradiente /(azf)dx + (0, f)dy := f(B) — f(A) (6.5)

Greenova veta /(Bmg — 0y f)dady = 7{ fdx + gdy (6.6)
s a8

Prvou je 2D verzia vety o gradiente. T4 je dobre zndma a plati v kazdom rozmere.
Déava do stvisu integrél po krivke ¢ s ,jintegrdlom“ po jej hranici dc (¢o st dva
body, A, jej zaciatok a B, jej koniec).

Druhou je Greenova veta. T4 je tiez dobre znama a je Specifickd pre dvojroz-
merny priestor. Ddva do stuvisu integrdl po ploche S s integralom po jej hranici
(Co je uzavretd krivka 9.5). (Venuje sa jej aj pekny ¢lénok [7] publikovany v tomto
Casopise. )

7. KOLME VEKTOROVE POLE

Ako sme uz spominali v paragrafe [3] specifikom dvoch rozmerov je fakt, ze Hodge-
ova hviezdicka zobrazuje 1-formy opif na seba (pozri ) Tie su v8ak v bijekcii
s vektorovymi polami (cez § a b), takze efektivne hviezdicka indukuje aj kanonicky
izomorfizmus vektorovych poli na seba

gxb: X — X. (7.1)
Vypocet déva

fxb: (A, Ay) — (A, As), tj. A A (7.2)
Vysledok oznacujeme A /9, lebo z komponent je zrejmé, ze v kazdom bode vznikd
vektor nového pola otoéenim vektora povodného pola o /2 v kladnom zmysle, t.j.
proti smeru hodinovych ruciciek. (Je to kompatibilné s faktom, ze na 1-forméch je

kvadrdt hviezditky minus identita, pozri (3.4))).

Zobrazenie ([7.2)) je ekvivalentné praktickému vzorceku:

*(A-dr) =1 Ay /)y -dr (7.3)

Potom kombindciou s (6.1]) dostdvame pre vztah gradientu a hamiltonovského pola
toto

Ham f = (grad /) s (7.4)

¢o je zrejmé aj z vyjadreni (3.11)) a (3.13)). Ak f(z,y) opisuje vysku kopca niekde
v teréne, vieme, ze vektorové pole grad f ukazuje v kazdom bode smer najprudsieho
stupania (a —grad f smer najprudsieho klesania). Potom vektorové pole Ham f

ukazuje v kazdom bode smer nulového stiipania, ¢ize smer pozdlZ vrstevnic.
8. POINCAREHO LEMA

Pripomenme na tivod, ¢o tato uzitocnda lema tvrdi.
Fakt dd = 0 hovori, ze ak je forma « exaktnd (t.j. a = dj), tak je aj uzavretd
(dae = 0). Opacné implikacia vSeobecne neplati, ale Poincarého lema zarucuje, ze
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v oblasti stiahnutelnej do bodu (napriklad v oblasti, kde funguji jedny stradnice)
predsa len plati.

V 3D vektorovej analyze to ddva ¢asto pouzivané a uzitocné tvrdenia (obritenia
implikécii v (2.9))

rota=0 = a=gradf, diva=0 = a=rotb. (8.1)

V jazyku diagramu ({2.8]) to hovori, ze ak nejakd sipka v dolnom riadku déva nulu,
vstup je vystupom predchadzajicej Sipky.
A ¢o dé tato dedukcia v 2D vektorovej analyze, t.j. pre diagramy (3.9)? Toto:

rotza=0 = a=gradf, diva=0 = a=Hamf. (8.2)

S jednym pouzitim tychto faktov sa stretneme v paragrafe [0]

9. 2D VEKTOROVA ANALYZA V 2D HYDRODYNAMIKE

2D vektorova analyza moze byt uzitoéna napriklad pri opise 2D tecenia v hydro-
dynamike. Takéto tecenie sa opisuje rychlostngm polom v = (vs,vy). Z rovnice
kontinuity (ktord vyjadruje zachovanie hmotnosti pri tecenf) vyplyva, ze ak je
hustota hmotnosti p konstantnd, rychlostné pole méa nulovi divergenciu:

divv =20 nestlacitelnd kvapalina (9.1

9.1. NestlaéiteIna kvapalina a pridova funkcia

Porovnajme druhé implikacie v a . Vidime, ze ak ma nejaké vektorové
pole v 2D nulovt divergenciu, nie je rotdciou iného (TubovoIného) vektorového
pola, ako to pozndme z 3D, ale je hamiltonovskyjm polom generovanym ITubovolnou
funkciou f(z,y):

divv=0 = v =Hamf, tj. (vg,vy) = (=0yf, 02 f). (9.2)

Da sa povedat, ze toto rychlostné pole je potencidlové v zmysle, ze komponenty
pola sa pocitaji ako derivicie akejsi veliciny, tu funkcie (potencidlu) f. Ale to pole
sa nepocita ako zvycajny gradient potencidlu (ako to je napriklad pre elektrické
pole v elektrostatike), ale inou kombindciou parcidlnych derivicii{. Konkrétne ndm
vyslo, ze z f treba urobit hamiltonovské pole.

Aky je fyzikalny vyznam funkcie f?

Po prvé, Tahko sa overi, ze derivdcia funkcie f v smere pridnic daného tecenia
je nulovéa:

f = SI0) = #0) + 5D, f) = v, — g =0 93)

lebo na prudnici r(t) = (z(t), y(t)) je v = (&, 7).
Funkcia f je teda konstantnd na pridniciach. Ak by sa ndm ju podarilo néjst,
z podmienky

f(z,y) = const. (9.4)
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ziskame tvar prudnic, Cize obrazok nasho 2D teéeniaﬂ Preto sa funkcia f vola
pridovd funkcia (stream function).

Po druhé, uvedomime si, ze samotnd hodnota funkcie f v bode A nemdze mat
priamy fyzikdlny vyznam, kedze je zrejmé, ze f mé volu v aditivnej konStante.
Vyznam ale méze mat rozdiel hodnét v dvoch bodoch A a B, t.j. f(B) — f(4). V
elektrostatike, kde je (elektrické) pole (minus) gradientom potencidlu, tak dosta-
neme napitie. Co dostaneme tu, kde je (rychlostné) pole hamiltonovskym polom
zodpovedajiucim tomuto ,potencialu“?

Ukazuje sa, Ze to ddva celkovy prietok tekutiny za jednotku ¢asu cez (fubovolInii)
krivku, ktord spdja tieto dva body. Ak teda nakreslime dve pridnice, ktoré pre-
chadzajui cez tieto dva body, ide o celkovy prietok popod (Tubovolny) most ponad
rieku, ktora tecie medzi tymito dvoma pridnicami.

D4 sa to nahliadnut aj na obrdzku (pozri obr. [1)) a zrétat ,na prstoch®.

/ prudnica b\

prudnica a

A /

Obrézok 1. Cez bod A prechddza pridnica a, cez bod B pridnica b. Pridnice medzi nimi
tvoria ,rieku“. Z bodu A do bodu B ide ponad rieku most. Plocha kosodlznika je prietok rieky
(za jednotku ¢asu) popod maly kusok (dz,dy) mosta..

Druh4 identita v (6.1) ndm ddva
df = — % (v-dr) = — x (vdz + v,dy) = vy,dz — v.dy, (9.5)

kde sme pouzili . Ak teda pokro¢ime (po tej spojnici bodov A a B) o maly
vektor (dz,dy), funkéna hodnota funkcie f sa zmeni o df = v,dz — v,dy. To
vpravo je viak velkost plésky kosodlZnika s hranami (dz,dy) a (vg, vy). No a to je
presne prietok tekutiny s rychlostou (v,,v,) cez maly kisok (dz,dy) tej spojnice,
t.j. plocha, ktord tymto kiskom pretecie za jednotku ¢asu. (V 3D situdcii to bol
objem tekutiny, ktory pretecie cez plésku dS a vyraz pren bol v - dS.) Celkova
zmena f na trase medzi A a B je potom zodpovedajuci integrdl po tej ceste, ¢o
déva celkovy prietok cez celu spojnicu.

2Nevidno z neho smer tecenia ani velkost rychlosti toho tecenia. Tento obrazok by zaroven
ukazoval vrstevnice kopca s vyskou f(x,y), spominané na konci paragrafum Ak by sme priadovi
funkciu pouzili na opis vysky fiktivneho kopca, kvapalina by na prislusnej turistickej mape tiekla
pozdfi vrstevnic.
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9.2. Nevirové pridenie a jeho potencial

Teraz sa venujme prvej implikdcii v (8.2)). Vidime, ze ak m& nejaké vektorové pole
v 2D nulovi hodnotu rots a, je gradientom nejakej funkcie g(x,y). Pre rychlostné
pole v tak

rotsv=0 = v =gradyg, tj. (va,vy) = (029, 0y9). (9.6)

Co ale fyzikdlne hovori fakt rots v = 07

V 3D pripade sa wvektorové pole rotv vold wirovost (vorticity). Ukazuje sa,
ze v danom bode je to dvojndsobok (vektora) uhlovej rychlosti, ktorou sa tocf
Hkvapka“ so stredom v danom bode.

Skaldrna funkcia rotz v je 2D verzia virovosti tecenia. (Vold sa tiez virovost.)
Ak by sme polozili niekam na hladinu daného 2D tec¢enia malé teliesko z korku,
tocilo by sa uhlovou rychlostou 2rots v.

Podmienka rots v = 0 teda opisuje nevirové priudenie. Ako vidime z , takéto
prudenie je tiez ,potencidlové”, tentokrat navyse v tom beznom zmysle (Ze vekto-
rové pole sa pocita ako gradient potencidlu).

9.3. Odkial sem pride komplexna analyza

Predstavme si, ze opisujeme 2D tecenie, ktoré je sticasne ,nestlacitelné“ a nevirové.

Potom podla a plati
V= Hamf = gra‘dgy t.] (vavy) = (_6yf7 8$f) = (8179762; ) (97)

Posledné znamienko rovnosti v ([9.7) vsak vyjadruje presne Cauchyho-Riemannove
vztahy; hovoria, Ze funkcia komplexnej premenne;j

h(z), h = f+ig, z=x+1y (9.8)
je analytickd. Tlahko sa zrata, ze rychlostné pole je ukryté v jej derivacii
B (z) = vy +iv, . (9.9)
Naozaj,
20:h(2) = (0x —10y)(f +1g) = 2(vy + ivy). (9.10)
Viac sa dd o tom docitat v knihdch o hydrodynamike, napr. [10].

10. ZAVER

V tomto ¢lanku sme sa pozreli na 2D analdg vektorovej analyzy. Pristup bol
zalozeny na vyuziti diferencidlnych foriem. Spoc¢ival v zopakovani logiky, ktora
vedie k lepsiemu pochopeniu standardnej 3D vektorovej analyzy. Tento postup
je ,vnutorny“, nevyuziva sa vnorenie 2D priestoru do pomocného 3D priestoru.
Ukazuje sa, aké diferencidlne operdtory tu figuruju (analégy grad, rot a div z 3D),
aké st medzi nimi vzfahy a do akych integralnych identit vstupuju. Vysledky st
prezentované aj v standardnom jazyku (t.j. bez foriem).
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DUKAZ VELKE FERMATOVY VETY PRO EXPONENT 3

PETR GOLAN

Tuto prdci bych rdd vénoval pamdtce byjvalého dékana Elektrotechnické fakulty CVUT
profesora Ing. Jana Hlavicky, DrSc., ktery byl mym Skolitelem a pritelem v dobé naseho
spolecného pusobeni ve Viyzkumném dstavu matematickych stroju. Od jeho predcasné smrti

uplynulo letos v zdri 19 let.

ABSTRAKT. V ¢lanku je prezentovan novy netradi¢ni dikaz Fermatova tvrzeni, ze
neexistujf pfirozens &isla, jez by vyhovovala diofantické rovnici 23 +y3 = 23. Diikaz
je zalozen na tom, Ze tuto rovnici lze prevést do ekvivalentniho sou¢inového tvaru
Bk =(z+y—2)°2=3x+y)(z—x)(z—y), kde x +vy, z — x, z — y jsou po dvou
nesoudélng &isla. Pokud 3 | 2z, tak z —y =2 — 3k = X3, 2 —x =y — 3k = V3
az+y=z+3k =923 Odtud lze odvodit podminku Y3(Y? + 32X)% = (» —
x) (22 + 2z +22) a (Y2 +32X)3 = 22 + xz + 22. Pouzitim substituce Y2 + 32X =
a? +ab+b? = (a—b)? 4+ 3ab, x = a® 4 3a?b — b3, 2 = b3 + 3ab — a® pak obdrzime
identitu. Porovnanim podminek pro z a z dostaneme X3 4+3XY Z = a® + 3a%b — b
a3Z(3Z% — XY) = b® + 3ab? — a?, odkud plyne, ze 3 | (b3 — a?) a 3| X. To je ale
ve sporu s vychozim predpokladem 3 | z a s nesoudélnosti ¢isel z a z. K obdobnému
sporu dojdeme i v piipadé 3 |  nebo 3 | y. To, Ze ani dals{ mozné substituce nevedou
k fedeni, je dokdzéno pomoci rozkladu z2 4+ zz + 22 v oboru Eisensteinovych &isel.
Clanek je doplnén nékterymi dasledky, jako jsou napf. rtzné typy iraciondlnich
identit nebo fada nefesitelnych diofantickych rovnic, jejichZ nefeSitelnost plyne z
Velké Fermatovy véty pro p = 3.

1. Uvop

Velkd Fermatova véta (Fermat’s Last Theorem, ddle jen FLT) byla po vice nez
tfi a pul stoleti vyzvou pro matematiky celého svéta. Fermat sém dokédzal svou
domnénku pro n = 4 v roce 1637 a, jak zndmo, v Diofantové knize Arithmetica za-
nechal na okraji jedné stranky ru¢né psanou poznamku, kterd naznacovala, ze znal
i obecny dukaz. Ten vSak nikdy nepublikoval, zustava proto otevienou otézkou,
zda takovy dukaz skuteéné objevil nebo se mylil. Kompletni dikaz se podafil te-
prve prof. A. Wilesovi, ktery jej publikoval v roce 1995 na vice nez 100 strankach
[5L []. Pfed nim byla publikovéna fada dil¢ich dikazi pro ruzné hodnoty expo-
nentl n véetné exponentu 3. Jejich piehled je uveden napt. v Ribenboimové knize
[3]. Pokusy o jednodussi a elegantnéjsi dukaz FLT pokracuji i v dnesni dobé — viz
napf. [I].

2010 MSC. Primérni 11D25; Sekundarni 11D61, 11J72, 97F50.
Kli¢ovd slova. Velkd Fermatova véta, diofanticka rovnice, Eisensteinova ¢isla, iracionalni ¢isla.
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Shriime nejprve nékolik znamych zédkladnich fakti. Velka Fermatova véta tvrdi,
Ze pro prirozeny exponent n > 2 zadnd trojice ¢isel x,y,z € N, kde N znaéi
mnozinu piirozenych (kladnych celych) éisel, nevyhovuje diofantické rovnici

"+ oyt =" (1.1)

Lze ukézat, ze stac¢i uvazovat vzdajemné nesoudélnd ¢isla x,y, z. Kdyby totiz
napf. platilo, ze gcd(A, B) = D, tj. D je nejvétsi spolecny délitel A a B, pak lze
D™ z ¢isla A™ + B™ = C™ vytknout a plati
¢ili D by muselo byt faktorem i C, takze misto A™ + B™ = C"™ sta¢i vySetiovat
" + y™ = 2". FLT stac¢i dokazovat pro exponenty n = p, kde p je liché prvocislo,
a samostatné jesté pro prvni slozené sudé ¢islo 4. Pro vSechna ostatni slozend
&isla totiz plati, Ze jsou bud nasobkem né&jakého lichého prvoéisla nebo mocninou
dvojky. A pokud neexistuje feseni ¢ 4 y¢ — z¢ = 0 pro ¢, které je rovno prvocislu
nebo é&islu 4, neexistuje feSen{ ani pro slozené exponenty, nebot A% + B — C' =
(AH)4 4 (B")1 — (C")4. Pifpad ¢ = 2 nevede vzdy k neexistenci feseni (L.1]), jelikoz
existuji trojice celych ¢isel z,y, z (tzv. pythagorejské triplety), jez vyhovuji rovnici
s n = 2. Proto pro exponenty, jez jsou mocninami ¢isla 2, je potieba vychazet
v diitkazu FLT z nejmensi hodnoty exponentu ¢ = 22 a nikoli ¢ = 2.

Z Fermatovy rovnice (|1.1)) je zfejmé, ze pro kazdé liché prvocislo p plati nerov-
nosti o < 2P = 2P + y? < (x +y)P a yP < 2P = 2P + yP < (z + y)P. Bez Gjmy
na obecnosti proto muzeme vzhledem k symetrii (1.1)) vaéi = a y predpokladat,
ze pro ¢isla, jez maji splnovat Fermatovu 1r0vnic7 plati ostré nerovnosti
0<y<ax<z<x+y. Piipad x = y nemuze byt FeSenim , nebot 2P = 2P
nema v oboru prirozenych ¢isel feseni.

2. FERMATOVA VETA PRO EXPONENT 3

K diukazu budeme potiebovat ¢tyfi pomocna tvrzeni. Nutno jesté poznamenat, ze
symboly x, y, z zna¢ime pro jednoduchost jak ¢isla, tak neznamé v rovnicich. Z
kontextu je zifejmé, jakou roli v daném piipadé konkrétni symbol zastava.

Lemma 2.1. Fermatova rovnice v souctovém tvaru x> +y> = 23 je ekvivalentn{
rovnict v soucinovém tvary

(x+y—2)°=3@+y)(z—2)(z—y). (2.1)
Ditkaz. PHimym ovéfenim. O

Cislo z + y — z je tedy nasobkem ¢fsla 3, mizeme proto misto (2.1) psat také

(3k)* = 3(z + 3k)(y — 3k)(x — 3k), (2.2)
kde k je ptirozené ¢islo takové, ze 3k = x +y — 2z , a tedy
r+y==z+3k. (2.3)

Lemma 2.2. Jsou-li x,y,z prirozend ¢isla z Fermatovy rovnice x° + 3> = 23,

pak Gislax+y=2+3k, z—x=y—3k, z—y=x — 3k, kde 3k =x +y — 2 jsou
po dvou nesoudélnd.
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Diikaz. Predpokladejme naopak, ze ¢ | z + 3k i ¢ | y — 3k pro né&jaké prvocislo
q. Jelikoz plati , tak ¢ | (3k)® a q | 3k. Pak ale ¢ | z a q | y, coZ je spor
s predpokladem nesoudélnosti z a y. Stejnym ztsobem dospéjeme ke sporu pro
dvojici &fsel z 4 3k, x — 3k a dvojici ¢isel # — 3k, y —3k. Cislaz +y, z—x, 2 —y
tedy nemaji zadného spole¢ného délitele a jsou po dvou nesoudélné. O

Lemma 2.3. Pro vSechna redlnd éisla a,b plati identita
(a—b)(2a+Db)(a+2b)(a®+ab+1%)* = (a®+3a®b—b)" — (—a®+3ab> +1°)°. (2.4)
Diikaz. Piimym ovéfenim. O
Pro b # a, b # —2a a a # —2b muzeme vydélit celou rovnici ¢islem
(a—b)(2a+b)(a+2b) = 2a®+3a?b—3ab* —2b3 = (a*+3a*b—b3) — (—a>+3ab*+b3),

a tak z (2.4) pomoci vzorce pro rozdil tfetich mocnin (R* — S3)/(R — S) = R? +
RS + 52, R # S, dostaneme

3 (a®+3a?h —b%)?
(a3 + 3a2b — 3)

—a® + 3ab® + b*)3
—a? 4 3ab? + b3)

(a® + ab + b?) — E

— (a® +3a%b — b*)? + (a® + 3a2b — ¥)(—a® + 3ab? + %) (2D
+ (—a® + 3ab® + v*)%.
Lemma 2.4. Pro vSechna redlnd éisla a,b plati identity
(3a®b 4 3ab?®)? + (3ab + 3ab?)(a® — 3ab® — b?) (2:6)

= (a® +3a*b — b*)? — (a® + 3a®b — b*)(a® — 3ab® — b®),

(3a%b + 3ab?)? + (3ab + 3ab?)(a® — 3ab® — b3) + (a® — 3ab? — b3)?
= (a® 4+ 3a*b — b*)* + (a® + 3a®b — b*)(—a® + 3ab® +- b*)  (2.7)
+ (—a® + 3ab® + b3)?.
Dikaz. Piimym ovéfenim. O
Véta 2.5 (Velkd Fermatova véta pro p = 3). Diofantickd rovnice
4yt =23 (2.8)
nemd reseni v oboru prirozenych ¢isel.

Drikaz. Jak bylo ukdzdno v dvodu, stacéi uvazovat jen vzdjemné nesoudélnd
pfirozend &fsla x, y, z. Z (2.2) plyne, Ze bud z nebo y nebo z musi mit faktor 3,
takze 3 | xyz. Pfedpokladejme nejprve, ze 3 | z, neboli z = 3z;. Cislo  + y, které
lze z 23 + y3 vytknout, musi mit proto faktor 3. Zapiseme-li levou stranu ve
formé soucinu dvou nesoudélnych cisel

(z+y)

5 | = (321)3

3x+y) [(z+y)
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je ihned patrné, ze x + y mé faktor dokonce 3%, nebot 3 { zy. Potom z rovnic

1), :2) a Lemmatu [2.2] plyne, ze ¢isla 3(z + 3k) =3(z +y),y—3k=z—z a

x — 3k = z — y musi byt tfeti mocniny, takze muzeme zavést takovéto znaceni:

r—3k=2z—y=X> (2.9)
y—3k=z—x=Y3 (2.10)
24+3k=2+y=92%=X3+Y3 46k, (2.11)
3k=x+y—2=3XYZ (2.12)

Z az muzeme vyjadiit x, y, z pomoci ¢isel X, Y, Z:
r=X34+3XYZ=X(X*>+3Y2), (2.13)
y=Y*+3XYZ=Y(Y?+3XZ2), (2.14)
2=923-3XYZ=32Z(32> - XY)=X>4+Y? 4+ 3XYZ. (2.15)

Z (2.13), (2.14) a (2.15) je patrné, ze ¢isla X, Y, 3Z jsou po dvou nesoudélna,

nebot X |z, Y |ya3Z|zauz, y, z jsou po dvou nesoudélnd &isla. Ze souinu

téchto rovnic je také vidét, ze 3k musi délit ¢islo xyz. Dale je z (2.15)) zfejmé, ze

X3+ Y3 musi mit faktor 3. A protoze plati X? +Y3 = (X +Y)[(X +Y)? —3XY]

a3t XY, tak3| (X +Y), 3| [(X+Y)2—3XY],9](X3+Y?),3[Za9]z
Fermatovu rovnici muzeme piepsat do tvaru

v =2 -1t = (2 —2)(2® + 2z + 7). (2.16)
S vyuzitim dostaneme
V¥ =Y3(Y?+32X)® = Y3 + 2z + 27), (2.17)
odkud pak plyne
(Y2 432X)% =2 + 2z + 22 (2.18)
Polozme A = Y? + 3ZX. Ukézeme nejprve, ze diofantickd rovnice tvaru
A =a? f a4 22 (2.19)
ma nekoneéné mnoho feseni, jako napi. (4, z, 2) )

.3,3), (12,24, 24), (19,17,73
b

atd. Jedna mnozina feSeni se nabiz{ hned, a to (A, aA4,bA), jako napt.(7,7,14),

(13,13, 39), (19,38,57), ..., nebot substituce
A=d>+ab+ V%, abel, (2.20)
r = aA = da® + a®b+ ab?, (2.21)
2z =bA =a*b+ab® + b3 (2.22)

mén{ (2.19) na identitu A% = (aA)? 4+ abA? + (bA)? = A%*(a® + ab + b?). Ta-
kovéto feseni rovnice (2.19) vSak muZzeme piedem vyloucit, protoze vyzadujeme
nesoudélnost z, z. Diky Lemmatu lze (2.19) parametrizovat pomoci substituci

A =a?+ ab+ b2,
x = —a® + 3ab® + b°, (2.23)
z=a®+3a%h - b°, (2.24)
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protoZze po dosazeni do ([2.19)) dostaneme
(a®+ab+b*)3 = (a®>4+3a%0—b%)2+(a*4+3a%b—b%) (—a>+3ab> +b°) +(—a®+3ab* +b°)?,

coz je identita (2.5)). Za povSimnuti stoji, Zze parametrizaci (2.23)), (2.24]) dostdvame
nékterd feseni, jako napt. (3,3,3), (12,24,24), shodnd s FeSenimi, jez lze ziskat

parametrizaci , . To nastava v ptripadech, kdyz x = z, a tedy a = b.

Libovolny vybér celych ¢isel a, b tedy vede k feSeni rovnice , podobné jako
Euklidova parametrizace x = a® — b%, y = 2ab, z = a? + b, (a® — b?)? + (2ab)? =
(a® + b?)? fesi problém pythagorejskych tripleti, jez jsou celo¢iselnym Fesenfm
Pythagorovy diofantické rovnice 2% = 22 + y2.

V piipadé parametrizace vzorce musi byt ovSem splnény jesté podminky
(2.13) az (2.15)), jez ukazuji pozadovanou vnitin{ strukturu hledaného feseni. Po-
rovndnim (2.13) s (2.23) a (2.15) s (2.24) tak dostavdme

X3 4+3XYZ = —a® + 3ab® + b, (2.25)
32(32% — XY) = a® + 3a%b — b°. (2.26)
Z (2.26) je vidat, ze 3 | (a® —b3). Z (2.25)) pak plyne, ze 3 musi délit X3, coz je ale

ve sporu s nesoudélnosti X a Z, resp. x a z.
Diky identité (2.6]) 1ze k feSen{ rovnice (2.18)) pouzit také substituce

A=a®+ ab+ b2,
r=a®— 3ab® — b?, (2.27)
z = 3ab + 3ab® = 3ab(a + b), (2.28)

protoze z (2.7) a (2.5) je videét, ze plati také identita
(a® 4+ ab+b*)% = (a® — 3ab® — b*)? + 3ab(a + b)(a® — 3ab® — b*) + (3ab)?(a + b)?,
jez je rovnéz parametrizaci rovnice (2.19). Takovéto substituce téz vyhovuje pod-
mince 3 | z, 31 x. Navic musi &isla a, b v (2.28) spliiovat podminku 3 | ab(a + b),
nebof 9 | 2. Tato substituce poskytuje feSeni rovnice (2.19) napi. (4,z,z) =
(7,1,18),(13,17,36), (21,51,60),. . . . Existence této dalsi parametrizace znamena,
7e je potieba rozsifit dikaz nefesitelnosti diofantické rovnice ([2.18)) i na substituce
(2.20), (2.27)), (2.28]), ptipadné i jiné substituce, pokud existuji.
Substituci (2.20)) muzeme zapsat ekvivalentnim zpusobem

A=a*>+ab+b* = (a —b)? + 3ab,
takze pro vSechny substituce, jez fesi diofantickou rovnici (2.18]), resp. (2.19)), musi
byt ¢islo (a — b)? + 3ab vyjadiitelné ve tvaru

Y2 +3XZ=A=(a—0b)*+ 3ab.
Ze viech dvojic a,b jsou proto v substitucich (2.20)), [2.27), (2.28)) vyuzitelné jen
takové, pro néz plati

a—b=Y,ab=X2Z, (2.29)
3ab(a — b) = 3XZY. (2.30)
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Sec¢tenim a dostaneme 6a%b = 6aXZ = 2z + 3XY Z, coz je ale spor,
protoze diky nesoudélnosti z, z plati, ze X { z. Takze ani substituce , ,
(2-28) nefesf rovnici (2.18).

Aby byl dukaz nefesitelnosti Fermatovy rovnice uplny, je potieba zjis-
tit, zda nadhodou neexistuji jesté jiné substituce pro feseni rovnice A3 = z2 +
xz + 22, a pokud ano, dokazat spor s podminkami fesitelnosti Fermatovy rovnice
@.15), (2.16), (2.17) pro kazdou z nich. K tomu jiz s elementarni matematikou
nevystacime.

K nalezeni tiplné mnoziny substituci pro nesoudélné ¢isla x, z pouzijeme vlast-
nosti Eisensteinovych ¢isel [3]. Profesiondlnim matematikim jsou Eisensteinova
¢isla a jejich vlastnosti dobfe znamy z teorie ¢isel. Pro ¢tendre napt. z fad stu-
dentu, ktefi se jesté s Eisensteinovymi ¢isly nesetkali, uvedeme stru¢né piehled
zakladnich vlastnosti téchto cisel.

Mnozina a + bw, a,b € Z, kde w = f% + @z je komplexni tfet{ odmocnina z
jedné, tvoii podobor oboru komplexnich ¢isel C. Tento obor se nazyva Eisenstei-
nova celd cisla.

Obor Eisensteinovych ¢isel méa gest jednotkovych prvki +1, +w, +w? a pro
w plati, ze w = e7/3)" A diky tomu také musi platit ww? = w3 = (e(7/3)1)3 =
627Ti =1 aw+w2 _ e(?ﬂ/3)i+e(4ﬂ/3)i _ e(27r/3)i_’_e—(27r/3)i _ _17 ¢ili w2+w+1 =0.

Rozlozeni Eisensteinovych ¢isel v komplexni roviné ukazuje obrazek

Im

8 4 —— » o
2w 2w, HRw }4-2(.0 32w
\ ’ \

/

2+tw e W Hw  2+w 3w
- ¥ d \" —
A\ A\ 0 /1 2 pe
« Y % VARV »
2-w -1-d=w?| A 1-w 2-w
,'//b

AV, v \ v
22w -l12w Rw 12w

| o

Obrézek 1. Eisensteinova ¢isla v komplexni roviné.

Cisla ve vzorci tvaru 22422+ 22 jsou tzv. Loschova éisla [2], jez majf fadu
praktickych aplikaci, véetné napfr. vyuziti pii riznych optimalizacich vyuzivajicich
hexagonalnich siti.

Pokud na vyraz 22 4+ 2z + 22 budeme na chvili pohliZzet jako na trojélen s
neurCitou z, jenz je sestrojen nad néjakym oborem integrity, pak jej pomoci
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Vietovych vzorci muzeme rozlozit na soucin kofenovych dvojélent
2 2 _ _ .2 2
¥t rz+ 27 = (x — 2w) (T — 2we) = 2° + x(—2w1 — 2wa) + 2 wWiwa,

kde zwq, zws jsou koreny tohoto troj¢lenu a musi pro né platit zw; + 2wy = —2z,
7wy zwo = 22, Eili (pfi 2 # 0) w1 +we = —1 awjwy = 1. Kdyz tedy polozime w; = w
a wy = w?, kde w je jednotkovy prvek v oboru Eisensteinovych éisel, je vidét, ze v
tomto oboru platf rozklad 22 + z2 + 22 = (z — 2w)(z — 2w?).

Diky tomu, Ze 1 + w + w? = 0, mizeme pii ndsobeni nebo umociovani Eisen-
steinovych é&fsel vyjadiit vyssi mocniny w’ prostiednictvim nulté a prvni mocniny
w, protoze pomoci vzorce w? = —1 — w mizeme podle potieby opakované snizovat
vy$si hodnoty exponentu o jednicku.

V oboru Eisensteinovych ¢isel je stejné jako v C definovana norma vzorcem

N(a) = |af* = aa® = (a + bw)(a + bw?),

kde o* = (a+bw?) je tzv. konjugované é&islo, coz je obdoba komplexné sdruzeného
¢isla v C. Plati N(a) = (a+bw)[a—b(1+w)] = (a+bw)(a — b— bw). Eisensteinovo
¢islo (z — zw) mé tedy normu

N(z — 2w) = (z — 2w)(z — 2w?) = 22 + 22 + 22,

coz je vySe zminené Loschovo ¢islo, jez se vyskytuje ve zkoumané diofantické rov-
nici (2:19). Norma je také Eisensteinovo éislo, nebot do oboru Eisensteinovych
Cisel patfi rovnéz vSechna cela ¢isla. Z definice normy je patrné, ze Eisensteinova
¢isla a ¢isla k nim konjugovanad maji stejnou normu. Jelikoz norma je vzhledem k
x, z symetrickd, musf také platit N(z—2w) = N(z—aw) = 22+ 22+ 22. Plat{ také,
Ze norma souc¢inu se rovnd soucinu norem. Norma vsech Sesti jednotkovych prvka
Eisensteinova oboru méa hodnotu 1, tudiz také vsech Sest jednotkovych nasobku
Eisensteinova ¢isla £ — zw a Sest k nim konjugovanych Eisensteinovych ¢isel mé
stejnou normu 22 + 2z + 22. A vzhledem k symetrii této normy viéi z, z bude mit
stejnou normu jesté dalsich dvanact Eisensteinovych ¢isel s prohozenymi ¢éisly x, z
u soufadnic v komplexni roviné a zadné jiné.

Eisensteinova ¢isla tvor{ dokonce Euklidovsky obor (funguje tam Euklidav al-
goritmus), takze rozklad kazdého Eisensteinova ¢isla na prvocinitele je az na volbu
jednotkového prvku jednoznaény. Tyto prvocinitele nazyvame Eisensteinova prvo-
¢isla. Vyznacuji se tim, ze maji prvociselnou normu. Plati také, ze kdyz Eisenstei-
novo ¢islo o délf Eisensteinovo ¢islo 3, tak N(«)|N(8). Lze ukédzat, ze (z — zw) a
(x — 2w?) jsou nesoudélna Eisensteinova ¢fsla. Oznac¢me nejveétsi spoleény délitel
éisel (z — 2w) a (z — 2zw?) jako §. Soucet a rozdil téchto dvou Eisensteinovych éisel
musf byt délitelny éislem 6. Plati (z—2w)+(z—2w?) = (v—2w)+o+2+20 = 22+ 2
a(z—2w)—(2—2w?) = (r—2w)— (T+242w) = —2—22w = —2(1+2w). Cislo 2z+2
lezi na realné ¢iselné ose Re, ¢islo —z(142w) lezi na imaginarn{ ose Im (viz obr. 1).
Cisla z, z jsou podle predpokladu nesoudélnd, takze § = ged(1 + 2w, 2z + z). Cislo
1+ 2w ma prvociselnou normu N (1 4 2w) = 3, je to tedy Eisensteinovo prvocislo,
a mé-1i byt soudélné s prirozenym ¢islem 2z + z, musi platit (1 + 2w) | (22 + 2) a
norma ¢isla 22 + z mus{ byt ndsobkem ¢isla 3. Ale podle pfedpokladu plati 3 1 z,
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3| 2, takze 3 1 (22 + 2) a ged(1 + 2w, 22 + 2) = 1. 0 proto musi byt jednotkovy
prvek Eisensteinova oboru. Cisla (x — 2w) a (z — zw?) jsou tudiz nesoudéln.

M4-li platit (z — 2w)(z — 2w?) = A3, musf existovat celd &fsla a, b takovd, ze
¢initelé (z — zw) a (x — zw?) jsou v oboru Eisensteinovych &fsel tfetimi mocninami,
tj. A3 = (a — bw)3(a — bw?)3. Pro z — 2w = (a — bw)? obdrzime po umocnén{
a®—3a?bw+3ab?w? —b® = (a3 —3ab*—b3) — (3a%b+3ab?)w, odkud = = a®—3ab® —b?
a z = 3a?b + 3ab®. To odpovidé substitucim , . Dosazenim ruznych
hodnot a, b se muzeme presvédcit, ze tyto substituce generuji jind feSeni rovnice
nez substituce , . Ukazeme vyctem vSech moznosti, ze dalsi
substituce, vyplyvajici z rozkladu trojélenu 22 4+ xz + 22 v oboru Eisensteinovych
¢isel, poskytuji (az na piipadnd opa¢nd znaménka) stejné hodnoty x a z jako vzorce
(2.23)), (2.24) a (2.28]).

Pokud vypiseme do tabulky [I] vSech 24 moznych tvaru Eisensteinovych ¢isel

Parametrizovana Eisensteinova éisla « — zw s normou z° + xz + 2°:
1 (@ — bw)® = (a® — 3ab” — b%) — (3a°b + 3ab”)w = —(b — aw?)® 20
2 —(a — bw)® = —(a® — 3ab® — b%) + (3a®b + 3ab*)w = (b — aw?)? 19
3 w(a — bw)® = (3¢ + 3ab?) + (a® + 3670 — b¥)w = —w(b — aw?)® 22
4 —w(a — bw)® = —(3a%b + 3ab?) — (a® + 3a°b — b*)w = w(b — aw?)? 21
5 | wia—tw)® = —(a® + 3a%b — b°) — (a® — 3ab” — b°)w = —w?(b — aw?)® | 24
6 | —w?(a— bcu)3 (a® 4+ 3a%b — b°) + (a°® — 3ab® — b¥)w = w? (b — aw?)® |23
7 (@ — bw?)® = (a® + 3a%b — b%) + (3D + 3ab*)w = —(b — aw)® 14
8 —(a —bw?)® = —(a® + 3a®b — b°) — (3a®b + 3ab*)w = (b — aw)? 13
9 w(a — bw?)® = —(3a”b + 3ab?) + (a® — 3ab® — b%)w = —w(b — aw)® 16
10 —w(a — bw?)® = (3a%b + 3ab?) — (a° — 3ab” — b*)w = w(b — aw)® 15
11 | w?(a — bw?)® = —(a® — 3ab® — b°) — (a® + 3a*b — b°)w = —w?(b — aw)® | 18
12 —w?(a—bw?)® = (a® — 3ab® — b%) + (a® + 3a%b — b)w = W (b — aw)® | 17
Parametrizovana Eisensteinova ¢fsla z — zw s normou 2 + xz + 2°:
13 (b — aw)® = (b° — 3ba® — a®) — (3b%a + 3ba*)w = —(a — bw?)? 8
14 —(b— aw) —(® = 3ba” — a®) + (3b%a + 3ba”)w = (a — bw?)? 7
15 w(b — aw)® = (3b%a + 3ba?) + (b° + 3b%a — a3)w = —w(a — w?)? 10
16 —w(b — aw)® = —(3b%a + 3ba?) — (b3 +3b%a — a®)w = w(a — bw?)? 9
17 | W2 (b — aw)® = —(b® + 3b%a — a®) — (b° — 3ba” — a°)w = —w?(a — bw?)® | 12
18| —w?(b— aw)3 (b3 +3b%a — a®) + (0° — 3ba® — a¥)w = w?(a — bw?)® | 11
19 (b — aw®)¥ = (b° + 3b%a — a®) + (3b%a + 3ba”)w = (a — bw)? 2
20 (b—a %) = (b3—|—3b2a—a)—(3b2a+3b Nw = (a — bw)® 1
21 w(b — aw?)® = —(3b%a + 3ba® ) + (v = 3ba® — a®)w = —w(a — bw) 4
22 —w(b— aw?)® = (3b2a + 3ba’ ) (b° — 3ba® — a3) = w(a — bw)® 3
23 | w¥(b — aw?)® = —(b> — 3ba® — a ) (b +3b%a — a®)w = —w?(a—bw)* | 6
24 —w2(b —aw?)® = (b® — 3ba® — a®) + (b + 3b%a — a®)w w2(a —bw)® |5

Tabulka 1. Seznam Eisensteinovych é&isel s normou a2 + xz + 22. Nejsou zahrnuta &isla (a3 +
a?b+ab?) — (a?b+ab? +b3)w a jejich jednotkové nasobky z vylougenych substituci (2.21)), ((2-22).

s normou x? + xz + 22 s vyjimkou takovych, jez vzniknou pomoci (2.21)), (2.22),
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obdrzime dvandct rtznych substituci (¢isla rddku 1 az 12), které v oboru Eisen-
steinovych &isel fesi rovnici A3 = 22 + 2z + 22 (&fsla v pravém krajnim sloupci
tabulky ukazuji, s kterym jinym potradovym éislem fadku nastavé shoda).

Jak je vidét z tabulky, ¢tyfi substituce, konkrétné ¢. 3, 4, 9 a 10, kde z =
+(3b%a + 3ba?), jsou ve sporu s predpokladem 3 { z. Zbylych osm substituci je
zalozeno (az na pfipadné znaménko) na vzorcich (2.23)), (2.24) a (2.28), u nichz
jsme dosli ke sporu s podminkami Fesitelnosti Fermatovy rovnice (2.8). Rovnice
je proto v oboru piirozenych éisel pii podminkach (2.13)), (2.14), (2.15)
nefesitelnd, jelikoz jiné parametrizace rovnice neexistuji. Z toho pak vyplyva
nefesitelnost rovnice .

Zbyva pifpad 3 | x a 3 | y. Vzhledem k symetrii vuci z a y staci uvazovat
napf. jen piipad 3 | y. Budou platit obdobné rovnice jako v piipadé 3 | z, jen
faktor 3 bude nyni obsazen v &isle y a faktor 9 bude svazédn s Y3. Rovnice az
(2.15)) se zméni na

r—3k=z—y=X3,
y—3k=z—x=09Y3,
24+3k=x+y=2=X>4+9Y> + 6k,
k=x+y—2=3XYZ
Odtud vyjadiime z, y, z pomoci X, Y, Z a z toho pak plyne obdoba rovnice ,
t].
(BY? + ZX)3 = 2% + xz + 22 (2.31)

K feseni diofantické rovnice (2.31) pouzijeme zase substituce (2.23), (2.24) a z
jejich rozdilu obdrzime
2z —x = 2a® + 3a®b — 3ab® — 2b°,

9Y? = 2(a® — b*) + 3ab(a — b). (2.32)
Ale ze substituci (2.23)), (2.24) a podminek 3 { x, 3 t z plyne, ze 3 { (a® — b?),
takze levd strana (2.32) nemtuze mit faktor 3. Dospéli jsme tedy opét ke sporu.
Jiné substituce k Feseni (2.31]) nelze pouzit, protoze pouzitim substituén{ rovnice
(2.28) by ¢islo = nebo z obsahovalo faktor 3, coz se neslu¢uje s podminkou 3 | y.

Diofantickd rovnice (2.31)) proto nem4 feseni.
Tim je Fermatova véta pro exponent p=3 dokézana. (]

3. NEKOLIK DALSICH DUSLEDKU FERMATOVY VETY
Rovnici (2.3) 1ze pomoci (2.1)) a (2.2]) pFepsat také do tvaru identity
r+y=vad+yd+ </3(:1c +y)(vVx? +y? —x) (Vs + y® —y). (3.1)

7 této identity je vidét, ze kazdé prirozené ¢islo vétsi nez 1 lze zapsat jako soucet
odmocnin tvaru (3.1). A jelikoz plati Fermatova véta, tak diléi odmocniny ve
vzorci (3.1) jsou vzdy iraciondlnimi &isly. Pouzijeme-li napf. k vyjddieni &isla 9
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dvou riznych souctt 5+4 a 8+1, pak pii vyuziti (3.1) dostaneme

9= /5% +43 + {‘/3(5+4)(€/53 +43 — 5)(V/53 + 43 — 4),
9= /8 +13+ {”/3(8+1)(3 83 4+ 13 — 8)(v/83 + 13— 1),

odkud porovnanim a po dalsi ipravé obdrzime rovnost
VT+ {’/(\3/189 —5)(V/189 — 4) = V19 + i/(€/513 —8)(V/513 — 1).

To otvird moznost generovat takovéto rovnosti teba pro dukazové ilohy matema-
tickych olympidd. Zminme jesté, ze diky identitdm (2.1) a (2.2) plati

3a+y)(z—2)(z—y) =3 +y)lzy + 2° — 2(z + y)] = 3(z + y) (zy — 3k=2),
odkud

xy =3kz+ (z —x)(z — y). (3.2)
Diky tomu lze souéin celych &isel xy, © # —y, vyjadiit pomoci souétu soucinu
iraciondalnich ¢isel zase takovouto identitou:

ay =3+ ) (VB 4P —2) (TP —y) - VP AP
+ (Vb + 9 —a) (VP + 4 —y).

Tak mizeme tieba pro &slo —20 obdrzet rovnosti
~1-20= {5/57(6’/@—20)(?@“)~€/@+(€/@—20)(W+1)
— 5. (—4) = {/3(/61 - 5) (VBL +4) - V61 + (V61— 5) (V61 + 4)
4 (-5) =4 | C12(VTR £ ) (VTR - 1) - ST

+ (V=124 + 5)(V/—124 — 1)}

=—4-5=—4. —\3/18(3/%—5)(3/%—1)-\3/%
+<m_5)<m_1)}

odkud vidime, jak odlisné muze byt vyjadfeni téhoz celého ¢&isla pomoci ira-
ciondlnich ¢isel.

Rovnici lze diky a také zapsat ve tvaru zy — 3kz = X3Y3,
Za povsimnuti rovnéz stoji, ze soutin zy musi byt vyjadritelny ve formé rozdilu
tretich mocnin

zy = (32°)% — (32% — XY)?, (3.3)
coz lze odvodit napf. z identity 3zy(z +y) = (z + y)® — (2 + y*) dosazenim 973
za x4+ vy a 2> za 23 + y3. Proto z a y musi byt podle Vietovych vzorct koieny
kvadratické rovnice

t2 —9Z% +[(32%)° — (32% — XY)?| =0, (3.4)
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nebot (t —z)(t—y) =t — (x + y)t + 2y = 0.

y/ a také plyne, ze 3kz = (322)3—(322—-XY)?—(XY)3, coz odpovidd
tomu, ze 3(32%)(32% - XY )(XY) = (32%)3 - (322 - XY )3 — (XY)3 je identita. A
protoze méa podle platit 3k 4+ z = 973, musi byt 3k a z kofeny kvadratické
rovnice

t2 - 973t +[(32%)% — (322 - XY)? — (XY)?] =0, (3.5)
nebot (t — 3k)(t — 2) = t2 — (3k + 2)t + 3kz = 0.

Paraboly a se tedy lif jen vertikdlnfim posunem o (XY)3. Pokud
bychom znali spravné hodnoty X a Y, mohli bychom diky tomuto poznatku
uréit spravnou hodnotu Z graficky. Na vodorovné souradnicové ose t vyneseme
tsecku délky X3 + Y3, v koncovych bodech vztyéime kolmice délky X3Y3 a se-
strojime obdélnik - v obrdzku [2| naznaceny ¢arkované. Vrcholem [3k, X3Y?] a vr-
cholem [z, X?Y®] tohoto obdélnika vedeme pifmky r a s osové soumérné podle
spolecné vertikalni osy ¢arkovaného obdélnika a paraboly . Otéceni piimek
r a s kolem vrcholt [3k, X3Y?3], [z, X3Y 3] umoziiuje najit na vertikdlni ose bod
[(923)/2,3(XY Z)?/2] a na horizontaln{ ose ¢ body [0,0] a [923,0] = [X3 + Y3 +
6XY Z,0]. Pro smérnici pifmek pak bude platit tana = +(X3Y?3)/3XYZ =
+(3(XY 2)?)/(923) = £(X?Y?)/(3Z). Existuje jen jedna poloha pifmek r a s,
kde to plati, protoze pii otééeni se zmensovanim thlu o tsek vytaty pifmkami
a s na vodorovné ose t prodluzuje, jinymi slovy k hodnoté 3XY Z se pii otaceni
piimky s blizime zdola, zatimco vertikalni soutfadnice prisec¢iku s osou obdélnika
se zmensuje, ¢ili k hodnoté 3(XY Z)?/2 se blizime shora. Tim je mozné graficky
uréit hodnoty 3XY Z, 973, a tudiz i Z. Bohuzel tim, ale neni nikterak garantovano,
ze Z je celé ¢islo. Obr. 2 ndm ale muze poslouzit k lepsi predstavé o tom, s jak
velkymi ¢isly mame pii feSeni FLT do ¢inéni.

Jak jiz bylo ukdzano, kdyz 3 | z, tak z plyne, ze 3 | Z. Proto x +y =
3k + z = 973 je nasobkem ¢&isla 35 = 243. Z tabulek goniometrickych funkei lze
zase vy&ist, ze tan(89°50") = 343,7731. Staci tedy, aby pomér (X2Y2)/3Z byl vétsi
nez tato hodnota a sklon piimek r a s se bude velmi blizit k 90°.

Dalsim dusledkem platnosti Fermatovy véty je napf. to, ze diofantické rovnice

(BXYZ+ X3+ (3XYZ+Y3)? =(3BXYZ+ X3 4+Y3)3
=(923 -3XYZ)?,
(z—= X3P+ (2 -Y3)3 =23 (3.7)

nemaji v oboru prirozenych ¢isel feseni. Rovnice (3.6) vyplyva z (2.13), a
, rovnice vznikne dosazenim ze Vztahﬁ a do (2.8).
Diisledkem platnosti Fermatovy véty je také to, ze k secné sy kiivky f(t) = t3,
jez prochazi body s celoéiselnymi soufadnicemi [z, 23], [z, 23], nemlze existovat
rovnobéZnd secna s, prochazejici body [y,4?], [3k,0]. Plyne to z a ,
protoze smérnice takové seény je tan 3 = (23 — 23)/(z —x) = 2% + za + 2% =
v3/(y — 3k) = y3/Y3 = (Y2 4+ 3XZ)3. A o rovnici jsme dokdzali, ze v
oboru pfirozenych ¢isel nem4 feSeni. Rovnici lze zapsat s vyuzitim ([2.10)
také ve tvaru 3rz = (Y2 +3XZ)% — (Y2)3 nebo po dosazen{ z a (2.15) ve
tvaru 9XZ(X2 +3YZ)(322 — XY) = (Y2 +3XZ)3 — (Y?)3. Soucin zz lze té7

(3.6)
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Obrazek 2. Grafické urceni hodnoty Z.

nahradit vyrazy vz = ((z+1)/2)?—((z—2)/2)? = ((923+ X3)/2)2—(Y3/2)? nebo
vz = (BXZ+(X24+3Y Z)(32%2—-XY))/2)?—((3X Z—(X%+3Y Z)(32>-XY))/2)?,
odkud bychom dostali dalsi neteSitelné diofantické rovnice.

Existuje celd fada jinych diofantickych rovnic, jez jsou ekvivalentni s Ferma-
tovou rovnicf (2.8), a nemaji tudiz feseni. Napi. rovnice (2%)® — (23)® — (y°)® =
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3(xyz)3, kterd by v piipadé platnosti 2® = 23 + y3 byla identitou. S Fermatovou
rovnici 23 = 23 + y3 jsou ekvivalentni také napi. rovnice
(@+y)° = (-2 —(2=9)° = (x+y—2)° = 6ayz,
(@ +9)° = (2 = 2)° = (2 —y)* = 6ryz + 3(z + y)(z — ) (2 — y),
(z = 2)[(z — ) + 3(2 + 2)*] = 4y°,
jak lze ovérit vypoctem. Podobné neni fesSitelnd zadnd diofantickd rovnice ekviva-
lentni s rovnici
97% —6XYZ =X3+Y3 (3.8)

kterou dostaneme z (12.15)). Kdybychom pomoci vzorce pro kubické rovnice sepa-
rovali v (3.8) napf. proménnou Z, obdrzime

7 4Y2XY + Y4Y((3X3 + V(9X° — 14X3Y3 +9Y%) + 3Y3)?)

jak lze pohodlné ovérit pomoci webu http://www.wolframalpha. coml
Substituc{ Z = (X +Y)/r, r € RT, lze rovnici (3.9) zapsat ve tvaru

(X +Y)/r) —[(X+Y) -3XY(X +Y)] - 6XY(X+Y)/r) =0,
X +Y)2(1/r)® = [(X +Y)? = 3XY] - 6XY(1/r) =0,
X +Y)2—[(X +Y)? -3XY]r® —6XY7r? =0,
(r® —6r* +18) XY — (r* —9) (X2 +Y?) =0,
—(6r2 —27)XY — (13 —9) (X2 +Y? — XY) =0,
(9—7r3)/(6r* —27) = XY/(X?* +Y? - XY). (3.10)

Diky nerovnosti (X —Y)? > 0 plati vzdy X?+Y?—-XY > XY. Zlomek XY/(X?+
Y2 - XY) na pravé strané bude proto vzdy mensi nez 1. Zajima nas, pro jaké
hodnoty r je zlomek (9 — 73)/(6r? — 27) na levé strané kladny, ale mensi
nez 1, aby se obé strany mohly rovnat. To snadno zjistime vySetfenim
pribéhu funkce f(r) = (9 — r3)/(6r? — 27). Pfedné je vidét, ze f(r) mé dva
body nespojitosti, kde funkce neni definovéana. Jsou to body odpovidajici kofentim
kvadratické rovnice 6r2 — 27 = 0, ¢ili » = +£3/v/2 = £2,121320. Pro vsechna
r > 3/4/2 je jmenovatel zlomku (9 — 3)/(6r2 — 27) kladné &islo, zatimco éitatel
je zdporny. Funkce f(r) tudiz v této oblasti nespliuje pozadovanou podminku
0 < f(r) < 1, protoze je pro r > 3/v/2 zéporna. Funkce f(r) = (9 —r%)/(6r> —27)
je nulové, kdyz 9 — 73 = 0, neboli pro r = /9 = 2,080083. Pro r € (0, V/9)
je jmenovatel zlomku (9 — 73) /(672 — 27) kladny a ¢itatel zaporny, jak lze ovéfit
dosazenim. Funkce f(r) je tudiz na tomto intervalu zépornd. Podmince 0 < f(r) <
1 1ze proto pii r € RT vyhovét jen pro r z intervalu (v/9,3/v2) = (2,08,2,12).
Dostévame tak podminku feSitelnosti rovnice ve tvaru V9 < (X +Y)/Z <
3/v/2. Graf pribéhu funkce f(r) je pro ilustraci zachycen na obrazku [3| kde je
vyznacen také piipustny interval funkénich hodnot mezi nulou a jednickou.
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Obréazek 3. Graf funkce f(r) = (9 —r3)/(6r2 — 27).

Uved'me na zévér bez odvozovani fadu ekvivalentnich diofantickych rovnic, jez
na mnoziné kladnych ¢isel maji stejné feseni :
3((32°)/2)* + (X° = Y?)/2)* = (327 - XY)?,
(92%)% — (X3)® — (Y3)? = 3XY Z [6(322 ~XY)(X?+3YZ) (Y2 +3X2)
+ (3XYZ)2} :
(97%)% + (X3)2 + (Y3)? =3(32% - XY) (X2 +3YZ)(Y? +3XZ)
+ X373 —9Z23(X? 4+ Y,
(9Z3)* + (X3)2 + (Y32 =9XY Z(92° — X® - Y3 - 2XY Z)
—2X3Y3 + 1823 (X3 +Y?),
(Y2 +3X2)? =(92% -3XYZ)> +(92° - 3XY Z)(X? +3XY Z)
+ (X3 +3XY2Z)%
S X3 — Y3 373
2
N (X3 — Y3 - 323)2 _ (X3 4+3XY2)* + (V? + 3XY Z)°
2 (32)3 ’
(X +Y)? - (22 - Z3B3Z(X+Y - Z) - XY]=XY(3Z - X —Y)3,
(973 — X3+ V3)(923 + X3 —Y3) =4XY (X2 +3YZ)(Y? +3X 2),
3XY(X+Y —22)=(X+Y)3 - (22)% - 73,

(37%)* +3Z
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3(X+Y -22)3Z(X+Y - 2Z2)-XY]=(3Z-X -Y)?,
[X+Y -2Z|[(X +Y)?2 + (X +Y)2Z + (22)* - 3XY] = Z°,
X+Y -2Z][(X -Y)? = (X -Y)(2Z + X)+ (2Z + X)?] = 73,
[X+Y —2Z][(X - Y)* 4+ (2Z + X)3] = (2X - Y +22) 73,
3X+Y -22)(X-2)(Y -2)=(X+Y —22)* + (X +Y)3

—(X+Y - 2)}—(22)3,
(X+Y -2P -3(X+Y)(Z-X)(Z-Y)=(22)® -6XYZ,
162° —6XYZ=(X+Y)*—(Z - X)?
—(Z-Y)P-3X+Y)(Z-X)(Z-Y),
3 X4+ Z-X)(Z-Y)=(X+Y)} - (Z-X)?
—(Z-Y)P 122 - X®-Y?,
(Y32 +3(92° + X3)2] = 4(Y? +3X2)3,
(X +Y —2Z|[(Y —2Z — 2X)* +3(Y +22)?] = 423,
ZB3((2X +2Y - 2)/2)? +(Z/2)*| = 22+ (Z - X)* + (Z - Y)?,
Z[(2X—|—2Y—Z)2 - (2X+2Y—Z)(X+Y—Z)+(X+Y—Z)2}
=228+ (Z-X)P+(Z-Y)3,
(322 - XY) (X2 +3YZ)-Y(Y3+3XYZ)=3X27%
(X2+3Y2Z)(Y?+3XZ)=32(92° -3XYZ) + X?Y?,
XY (X2 +3Y2Z)(Y?+3XZ) = (32%)%— (372> - XY)3,
IXZ(X?2+3YZ)(32% - XY) = (Y2 +3ZX)> — (Y?)3,
(92° + X3 —Y*(92° — X? +Y?) =4[(32%)° — (327 — XY)),
(923 + X3 - Y32 4+ (92° - X3 +Y3)3 = (923 + X3 +Y3)3,
(32)°[(32° — XY)*P = X°[Y (Y® +3XY Z) + 32°X*]?
+ Y [X(X? +3XY Z) +32°Y?P?,
(X+Y)P-222=(X+Y -2+ (Z-X)}+(Z-Y)3,
(92 + X3+ Y33 + (6XY2Z)? = (92° + X3 —Y3)3
+(92% - X3+ Y33 + (923 - X3 - Y?)3,
(92% —6XY Z)? = (X3)® +3(X?Y)% + 3(XY?)? + (YV?)3,
3([(322)° — (322 — XY)’)(X® —Y3) = (X® +3XY Z)?
— (Y3 4+3XYZ)? — (X3 -V

Piimy dukaz nefeSitelnosti kterékoli z téchto rovnic bude proto znamenat dalsi

novy diukaz FLT pro p = 3. Specialné prvni rovnice 3(%)2 + (#)2 =
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(3Z% — XY)3, ktera se ve tvaru 3v? + u? = s3 vyskytuje v klasickych dikazech
netesitelnosti Fermatovy rovnice , nabizi diky dodate¢nym podminkam, jez
vyplyvaji ze znalosti potfebné vnitini struktury v, u, s, snazsi a kratsi dikaz bez
nutnosti pouziti dikazové metody nekonecného sestupu.

4. ZAVER

Fermatovu rovnici v sou¢tovém tvaru Ize prevést do soucinového tvaru i pro
libovolny jiny prvociselny exponent p > 3. Na rozdil od ptipadu p = 3 v8ak bude
soucinovy tvar kromé p(z + y)(z — x)(z — y) jeSté obsahovat dalsiho ¢initele W =
(@+y—2)P/[p(z+y)(z—2)(z—y)], takze (pk)? = p(z+y)(2—=z)(2—y)W, arovnice
(3.8) zmeéni svij tvar na pP~YZP — 2pXY ZW = XP + YP. Dikaz nefesitelnosti
této rovnice by znamenal nalezeni dikazu Fermatovy véty pro libovolny exponent.

PODEKOVAN{

Dékuji touto cestou profesoru RNDr. Michalu K#izkovi, DrSc. z Matematického
tstavu AV CR a profesoru RNDr. Alesi Drapalovi, CSc., DSc. z Matematicko-
fyzikdlni fakulty Univerzity Karlovy za podnétné pripominky. Velky dik patii také
profesoru Ing. Miroslavu Valachovi, CSc. ze San José State Univertity, Califor-
nia, diky némuz jsem se problematice dukazu Velké Fermatovy véty zacal pred
casem vénovat. Oba posledné jmenovani jsou stejné jako ja byvalymi pracovniky
jiz zaniklého Vyzkumného tstavu matematickych stroju (VUMS) zalozeného své-
tozndmym pocita¢ovym odbornikem profesorem Dr. Ing. Antoninem Svobodou.
Muj dik patii také mému synovi RNDr. Martinu Golanovi, Ph.D. za pomoc pfi
prevodu textu z formatu LyX do formatu LaTeX.

REFERENCE

[1] N.F. Benschop: Additive structure of the group of units mod pk with core and carry concepts
for extension to integers, Acta Math. Univ. Comenian. 74 (2005), No. 2, 169-184.

[2] A. Lésch: The Economics of Location, Yale University Press, 1954.

[3] P. Ribenboim: Fermat’s Last Theorem for Amateurs, Springer-Verlag, New York, 1999.

[4] R. Taylor, A. Wiles: Ring-theoretic properties of certain Hecke algebras, Ann. of Math. 141
(1995), 553-572

[5] A. Wiles: Modular elliptic curves and Fermat’s Last Theorem, Ann. of Math. 141 (1995),
443-551.

Petr Golan, Praha; autor je byvaly védecky pracovnik Vyzkumného tstavu matematickych
stroju v Praze, ndsledné byl jednatelem spole¢nosti VUMS Computers, APOGEE.CZ a Apogee
Software, nyni je v diachodu,

e-mail: petrgolan@volny.cz



KVATERNION 1-2/2021, 47-{57] 47

HYPOTEZA FRANCISZKA JAKOBCZYKA O MERSENNOVYCH
CISLECH

JIRI KLASKA

ABSTRAKT. Pfed 70-ti lety formuloval polsky knéz a matematik Franciszek Jakdéb-
czyk zajimavy a obtizny problém tykajici se Mersennovych ¢isel. Do dnesni doby
zustava problém nevyfeSen. Nésledujici ¢ldnek poskytne ¢tendii zdkladni prehled o
problematice Mersennovych ¢&isel, Jakébcezykové hypotéze a jeji souvislosti s Wiefe-
richovymi prvocisly.

1. MARINE MERSENNE A JEHO PRVOCISLA

Prirozené ¢islo m nazyvame dokonalé, je-li rovno souctu vSech svych délitelu
mensich nez m. Napiiklad ¢isla 6, 28,496, 8128 jsou dokonald, protoze plati:
6=1+2+3,
28=1+2+44+7+ 14,
496 =1+24+4+8+4+ 16+ 31 + 62 + 124 + 248,

8128 =1+4+2+4+8+ 16 + 32 + 64 + 127 4 254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064.
Kolem roku 300 pf. n. 1. dokézal fecky matematik Euklides (Zdaklady, Kniha IX,
Tvrzen{ 36) ndsledujici implikaci:

Je-li 2™ — 1 prvocislo, pak ¢islo 2"~1(2" — 1) je dokonalé. (1)
Puvodni formulaci Euklidova tvrzeni a jeho dukaz muze ¢tenar nalézt v ceském
prekladu Zdkladu z roku 1907 od Frantiska Servita (1848-1923). Viz [46), str. 154—
155]. Témér o dva tisice let pozdéji, v roce 1640, dokdzal francouzsky matematik
Pierre de Fermat (1601-1665) nésledujici tii tvrzeni [10] str. 12], kterd povazoval
za zakladni objevy tykajici se dokonalych ¢isel.

Véta 1.1 (Fermat, 1640). Plati:

(1) Je-li n € N slozené ¢islo, pak je slozené také éislo 2™ — 1.
(i1) Je-li n € N prvocislo, pak 2n déli 2™ — 2.
(iii) Je-li n € N prvodislo, pak 2™ — 1 je délitelné pouze prvocisly tvaru 2kn+ 1,
ke N.

Tvrzeni (i) Veéty [ byvé ¢astéji formulovéno v ekvivalentnim tvaru (iv), ktery
je obménou implikace (i):

2010 MSC. Primarni 11A41, 11A07, 11-02.
Kli¢ovd slova. Mersennova ¢isla, Franciszek Jakébezyk, Wieferichova prvocéisla.
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(iv) Je-li ¢islo 2™ — 1 prvocislo, pak n je prvoéislo.

Vice informaci o dokonalych ¢islech a jejich historii je mozno nalézt v prvnim
dilu knihy History of the Theory of Numbers [I0] od Leonarda Eugena Dicksona
(1874-1954) a také v clancich [41] a [51]. Pfiblizné v poloviné roku 1640 zaslal
Fermat dopis Marinu Mersennovi (1588-1648), ve kterém ho sezndmil se svymi
vysledky uvedenymi ve Vété V roce 1644 pak Mersenne vyslovil v uvodu
knihy Cogitata Physica - Mathematica [31] tvrzeni, ze jedinymi prvocisly mezi
¢isly 2™ — 1, kde n < 257, jsou ¢isla majici exponenty

n=23,5713,17,19,31,67,127, 257. (2)

Pro zajimavost uvedme, Ze jiz v roce 1591 Petrus Bungus v knize Numerorum
Mysteria [7], sestavil seznam 28 ¢isel, kterd povazoval za dokonald. Mersenne vsak
prohlasil, ze pouze 8 ¢isel z Bungusova seznamu je uvedeno spravné a navic k témto
osmi ¢islum piidal dalsi tfi hodnoty. Tak vznikl seznam , obsahujici celkem je-
dendct &fsel [I0, str. 12-13]. Cisla M,, = 2" —1, kde n € N, dnes nazjvame Mersen-
nova ¢isla. Mersennovym prvocislem pak rozumime ¢islo M,,, které je prvocislo.
V prubéhu let se zacalo ukazovat, ze také Mersennuv seznam neni spravny. Ve
skutecnosti v chybi ¢isla n = 61, 89, 107, pro ktera je M, prvocislo. Nao-
pak, ¢isla n = 67 a 257 do seznamu nepatii, protoze jsou slozena. Opraveny
Mersennuv seznam ma tedy tvar

n=2,3,5713,17,19,31,61,89, 107, 127. (3)

Ctendfe mozna prekvapi, ze vytvoFit spravny seznam , se vSemi detaily, trvalo
dalsich 303 let, tedy az do roku 1947. Duvod, pro¢ ovéfeni spravnosti trvalo tak
dlouhou dobu, souvisi s nesmirné obtiznym problémem faktorizace ptirozenych
¢isel. Je vhodné zde pfipomenout, ze problém zjistit zda dané pfirozené ¢islo je
prvocislo, je mnohem leh¢i nez nalézt jeho prvociselny rozklad.

Vlastnosti déliteli Mersennovych ¢isel byly zkoumény fadou autoru. Jedno
z dulezitych tvrzeni o tvarech prvociselnych déliteli Mersennovych ¢isel objevil
v roce 1750 Leonhard Euler (1707-1783) a v roce 1775 dokézal Joseph Louis
Lagrange (1736-1813).

Véta 1.2 (Euler, 1750). Je-li p prvocislo, p = 3 (mod 4), pak 2p + 1 déli M,
pravé tehdy, kdyz 2p + 1 je prvocislo. V disledku, jsou-li p =3 (mod 4) a 2p + 1
prvocisla, pak p = 3 nebo M, je sloZené cislo.

Euler rovnéz dokazal opac¢nou implikaci k tvrzeni . Jeho objev byl vsak pu-

blikovan az v roce 1849, tedy 66 let po Eulerové smrti:
Kazdé sudé dokonalé ¢islo md tvar 21 (2" — 1),
kden >1 a 2™ —1 je prvocislo.

(4)

Tvrzeni spolu s tvrzenim dokazuji platnost Euklidovy—Eulerovy véty.

Véta 1.3 (Euklides, Euler). Sudé prirozené ¢islo je dokonalé prdvé tehdy, kdyz
je tvaru 2"~1(2" — 1), kde 2" — 1 je prvoéislo.
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Z Euklidovy—Eulerovy véty plyne existence vzajemné jednozna¢né korespon-
dence mezi sudymi dokonalymi ¢isly a Mersennovymi prvocisly. Existuje domnén-
ka, ze existuje nekonetné mnoho Mersennovych prvocisel. Tato domnénka vsak
nebyla do dnesni doby dokézana. Rovnéz neni zndmo, zda existuji lichd dokonald
cisla.

V roce 1876 objevil Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) test prvocisel-
nosti Mersennovych ¢isel [35], str. 316], ktery pozdéji zjednodusil a dokdzal Derric
Henry Lehmer (1905-1991). Lehmerovy vysledky byly publikovény v ¢ldncich [28]
a [29]. Lucasuv-Lehmeruv test prvociselnosti Mesennovych ¢isel lze formulovat
nésledovné.

Véta 1.4 (Lucas, Lehmer). Necht S; =4 a Sp41=S; —2 prok=1,2,3,....
Je-li p liché prvocislo, pak M, je prvocislo prdvé tehdy, kdyz M, déli S,_;.

Lucasuv-Lehmeruv vysledek je pouzivdn k testovdni prvociselnosti Mersen-
novych ¢isel i v souc¢asné dobé. Dalsi zajimavé vlastnost ¢isel M, byla dokazana
v [43] str. 91]:

Pokud n déli My, pakn=+1 (mod8) an=1 (mod p).

Néro¢nost problému rozlozit Mersennova ¢isla na souéin prvocisel piiblizime
Ctenafi na prikladech exponentii n = 67 a n = 257. V roce 1903 Frank Nelson
Cole (1861-1926) rozlozil na zaseddni Americké matematické spolecnosti v New
Yorku éislo Mgy na soucin dvou prvocisel [I6] str. 17] a tim dokdzal, ze ¢islo Mgy
je slozené:

267 — 1 = 147573952589676412927 = 193707721 x 761838257287.

Dtikaz, ze ¢islo Mss7 je slozené, objevil Lehmer v roce 1927. Kompletni rozklad
¢isla Mys7 na soucin ti1 prvocisel byl nalezen teprve v roce 1980 [I6] str. 27]. Cislo
Mos7 tvori 78 cifer a jeho prvociselny rozklad ma tvar:

Mos7 = 23158417847463239084714197001737581570653996933128112807891516
8015826259279871
= 535006138814359 x 1155685395246619182673033 x
x 374550598501810936581776630096313181393.

Podrobnosti o objevech tykajicich se Mersennovych ¢isel do roku 1935, véetné
kompletni bibliografie, lze nalézt v ¢lanku [2], jehoz autorem je Raymond Clare
Archibald (1875-1955). Ctendii lze rovnéz doporuéit historické pojednani [52] z
roku 1952, které sepsal Horace Scudder Uhler (1872-1956). Chronologicky vyvoj
jednotlivych objevu tykajicich se faktorizace Mersennovych ¢isel az do roku 1990
lze nalézt ve velmi obsdhlé préci [16], jejimz autorem je Haworth Guy.

V roce 1996 zalozil George Woltman projekt GIMPS [I5] (Great Internet Mer-
senne Prime Search), jehoz cilem je hleddni dalsich Mersennovych prvocisel. Do
dnesn{ doby (z&f{ 2021), je zndmo 51 Mersennovych prvocisel. Seznam , ktery
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vznikal v obdobi let 1644-1947 ma nésledujici, aktualni pokracovani:
521,607,1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701,
23209, 44497, 86243, 110503, 132049, 216091, 756839, 859433, 1257787,
1398269, 2976221, 3021377, 6972593, 13466917, 20996011, 24036583, (5)
25964951, 30402457, 32582657, 37156667, 42643801, 43112609, 57885161,
74207281, 77232917, 82589933.

V letech 1948-2021 tedy bylo nalezeno dalsich 39 Mersennovych prvocisel.
Nejvétsi v soucasnosti znamé Mersennovo prvocislo M,, bylo objeveno v roce
2018 a ma exponent n = 82589933. Zda je vSak seznam mezi hodnotami
n = 43112609 a n = 82589933 kompletni, neni prozatim ovéfeno. Je tedy mozné, ze
mezi uvedenymi hodnotami existuji dalsi, prozatim neznama, Mesennova prvocisla.
Aktuélni informace o vyvoji problematiky lze sledovat na internetové strénce
GIMPS [15].

Mersennova ¢isla jsou v soucasnosti studovana predevsim v souvislosti s aplika-
cemi velkych prvocisel v teorii kédovani. Strategicky vyznam tohoto oboru mate-
matiky pro pfenos utajovanych zprav, bankovnich transakci a bezpecnost internetu
vyvolava intenzivni snahu pochopit hlubsi zdkonitosti svéta prvocisel.

2. JAKOBCZYKOVA HYPOTEZA

V roce 1951 publikoval polsky knéz a matematik Franciszek Jakébezyk (1905—
1992) nésledujici zajimavou hypotézu [20] str. 127] tykajici se déliteli Mersen-
novych ¢isel s prvociselymi exponenty.

Hypotéza 2.1. Bud p libovolné prvoéislo. Pak Mersennovo ¢islo M, mneni
délitelné ctvercem Zadného prvocisla.

Jinak formulovano, je-li p prvocislo, pak prvoéiselny rozklad Mersennova ¢isla
M, mé tvar My, = p1 Xpa X---xpg, kde k € Napy,pa,...,pg jsou navzdjem ruznd
liché prvocisla. Na Jakébezykovu hypotézu upozornuje rovnéz Wactaw Sierpinski
(1882-1969) v knize Co wiemy a czego nie wiemy o liczbach pierwszych [47), str.
70], kterd vysla ve Varsavé v roce 1961. Rusky preklad knihy [47] vysel v Moskve v
roce 1963. Jakdébcezykovo jméno se v souvislosti s Hypotézou [2.1] vyskytuje rovnéz
v Sierpiniského knize A Selection of Problems in the Theory of Numbers [48), str.
92], kterd vysla v New Yorku v roce 1964. Ve skutecnosti druhd ¢dst knihy [48],
str. 25-97] obsahuje anglicky pieklad polského vydéni [47]. Cesky pieklad knihy
[47) pak vysel v roce 1966.

V kontextu uvedenych informaci je zardzejici, ze v sou¢asné dobé Jakébezykovo
jméno jako autora Hypotézy 2.1 nen{ viibec zmiiiovano a je prakticky zapomenuto.
Podrobnosti o zivoté a dile Franciszka Jakdébczyka muze ¢tendf nalézt v clanku [40].

Pro zajimavost uved me, Ze ani Richard Kenneth Guy (1916-2020), autor zndmé
knihy Unsolved Problems in Number Theory [IT7] se o Jakdbczykové praci ne-
zminuje. Stoji ale za povS$imnuti, ze Guy zaujimé k Jakdébczykové hypotéze velmi
vyhranény a odmitavy postoj. PiSe, cituji [I7, str. 7]: If p is a prime, is 2P — 1
always squarefree? This seems to be another unanswerable question. It is safe to
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conjecture that the answer is "No!” This could be settled by computer if you were
lucky.

V knize [48, str. 102], ¢ast One hundred elementary but difficult problems in
arithmetic, polozil polsky matematik Andrzej Schinzel nésledujici otdzku PZ).

Problém 2.2 (Schinzel, 1964). Existuje nekoneéné mnoho Mesennovych ¢&isel
kterd nejsou délitelna ¢tvercem zadného prirozeného ¢&isla vétsiho nez 17

Je zfejmé, ze pravdivost Jakobczykovy Hypotézy implikuje kladnou od-
povéd na Schinzelovu otdzku formulovanou v Problému Zda je vsak odpoved
na Schinzelovu otdzku kladnd nebo zdporna neni do dnes$ni doby znamo.

3. EULERUV A FERMATUV KVOCIENT

V této kapitole pripomeneme nékolik zdkladnich tvrzeni a pojmu z teorie ¢isel,
které souvisi s nasi problematikou. Pro libovolné m € N nechf p(m) oznacuje
pocet viech k € N, kde 1 < k < m, kterd jsou nesoudélnd s m. Funkei ¢(m) zavedl
jiz. v roce 1763 svycarsky matematik Leonhard Euler (1707-1783), ktery rovnéz

dokézal, 7e
eom =m T (1-1). (6)

pri¢emz soucin v @ probiha pies vSechna ruznd prvocisla p, kterd déli m. Funkce
p(m) se nazyvéa Eulerova funkce. Specidlné, pokud m = p™, kde p je prvocislo a n
je libovolné piirozené éfslo, pak ¢(p™) = p™ — p"~L. Euler rovnéz dokézal, 7ze pro
libovolnda nesoudélnd ¢isla a,m € Z, m > 1 plati

a?™ =1 (mod m). (7)
Z (7)) ihned plyne, Ze ¢islo g, (a) definované vztahem
a®(m) _ 1
gmia) = 1 0

je vzdy celé ¢islo. V roce 1997 navrhla trojice autoru Takashi Agoh, Karl Dilcher
a Ladislav Skula [I} str. 31] pouzivat pro ¢&islo nazev Eulertv kvocient ¢isla m
se zakladem a.

Specidlnim piipadem Eulerova kvocientu, pro m = p, kde p je prvocislo, je
Fermatuv kvocient

gpla) = ——. (9)

Nézev Fermattuv kvocient pouzil poprvé v roce 1861 James Joseph Sylvester (1814—
1897) v Comptes Rendus de I’Académie des Sciences [B0, str. 161]. Pojmenovén,
které Sylvester pro podil @D pouzil, ma pfipominat skuteénost, ze podle malé Fer-
matovy véty je gp(a) celé ¢islo. Aritmetické vlastnosti ¢isel g,(a) byly od roku 1828
detailné studovany celou radou autoru. Podrobnosti o dosazenych vysledcich muze
Ctendr nalézt v [10] str. 105-112] nebo téz v publikaci Karla Lepky [31], str. 29-73].
Je vhodné zminit, ze nékteré dulezité vlastnosti Fermatova kvocientu objevil v le-
tech 1905-1906 ¢esky matematik Matyds Lerch (1860-1922) v ¢léncich [32] a [33].
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Vlastnosti Eulerova kvocientu byly pak podrobné studovény v [I]. Eulerova funkce
p(m) tzce souvisi s teorif koneénych cyklickych grup. Pro potieby tohoto ¢ldnku
v8ak bude stacit pfipomenout pouze nékolik zakladnich skuteénosti. Pro libovolné
prvoéislo p a pro libovolné n € N necht (Z/p"Z)* oznacuje multiplikativni grupu
jednotek okruhu Z/p"Z. Grupa (Z/p™Z)* je konetna a mé ¢(p™) prvkua. Je-li p
liché prvocislo, pak (Z/p"Z)* je cyklickd. Je-li p = 2, pak (Z/2"Z)* je cyklickd
pravé tehdy, kdyz n = 1 nebo n = 2. Déle, pro libovolné a € (Z/p"Z)* oznacme
ordyn (a) Tad prvku a v grupé (Z/p"Z)*, tj. nejmensi pfirozené ¢islo k takové, ze
a* =1 (mod p"). Uvedené pojmy budou uziteéné jiz v nasledujici kapitole.

4. WIEFERICHOVA PRVOCISLA

V roce 1909 dokazal némecky matematik Arthur Wieferich (1884-1954) pozoru-
hodné tvrzeni, tykajici se prvniho piipadu velké Fermatovy véty [54].

Véta 4.1 (Wieferich, 1909). Nechf p je liché prvoéislo a necht x, y, z jsou celd
éisla nedélitelnd p, vyhovugici rovnici P + yP = zP. Pak 2P~1 =1 (mod p?).

Na pocest Wieferichova objevu jsou prvoéisla p spliujici kongruenci 2P~1 =
(mod p?) nazyvana Wieferichova prvocisla. Pomoci pojmi zavedenych v predchozi
kapitole je snadné dokézat, ze néasledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) 2r"'=1 (mod p?),
(i) ¢(2)=0 (mod p), (10)
(ili) ordy2(2) = ord,(2).

Z historického hlediska je zajimavé zminit, ze v dobé publikace Wieferichovy
véty nebylo znamo zadné prvocislo spliujici . Jiz v roce 1910 Waldemar
Meissner (1852-1928) prozkoumal vSechna prvocisla p < 1000 ale zaddné, které by
meélo vlastnost , nenalezl. Ke stejnému zavéru dospél také ukrajinsky matema-
tik Dmitry Grawe (1863-1939). V roce 1913 doslo k prvnimu dulezitému objevu.
Meissner rozsitil svoje predchozi vypocty pro vsechna prvocisla p < 2000 a na-
lezl prvni Wieferichovo prvoéislo w; = 1093. Svuj vysledek publikoval v ¢lanku
[36]. Ke druhému objevu doslo v roce 1922. Holandsky matematik Nicolas Beeger
(1884-1965) prozkoumal vechna prvocisla p < 3700 a nalezl druhé Wieferichovo
prvocislo we = 3511. Objev publikoval v éldnku [3]. V roce 1927 Robert Hauf}-
ner (1863-1948) provedl vypocty pro vSechna prvocisla p < 10000, ale zddné dals{
Wieferichovo prvocislo neobjevil [18]. Jiz o dva roky diive Nicolas Beeger [4] infor-
moval, ze bez uspéchu prohledal vSechna prvoéisla po hranici p < 14000. Beeger
pokracoval v hledani tfetiho Wieferichova prvocisla az do za¢atku druhé svétové
vélky. V roce 1939 publikoval zéveér [5], ze ani pro p < 16000 neexistuje zddné dalsi
Wieferichovo prvocéislo.

V [B str. 52] vyslovuje Beeger zajimavy ndzor, ze kromé nalezenych Wieferi-
chovych prvocisel 1093 a 3511 jiz zddné dalsi neexistuje. Dokazat tuto domnénku
by vsak v dusledku znamenalo nalézt dukaz prvniho piipadu velké Fermatovy véty.
Moznd bude zajimavé uvést presné znéni Beegerova nazoru z roku 1939: The fact
that there are only 2 primes < 16000 satisfying 2°~* =1 (mod p?) and that there
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is no such prime between 3511 and 16000 may give rise to the conjecture that
others do not exist and that the first case of Fermat’s last theorem can be proved
in showing that (2P~ — 1) : p? is, for large values of p, not a whole number.

Vyrazny pokrok v hledani Wieferichovych prvoéisel nastal s piichodem pocitaci
po druhé svétové vélce. V roce 1958 Carl Erik Froberg [13] rozsiFil hleddn{ pro p <
50000, ale zddné nové Wieferichovo prvoéislo neobjevil. Sidney Kravitz [25] v roce
1960 zjistil, ze ani pro p < 100000 zadné dalsi Wieferichovo prvocislo neexistuje.
Netispésné byly rovnéz vypocty, které v roce 1964 provedli Erna H. Pearson [39]
pro p < 200183 a Hans Riesel [44] pro p < 500000. V roce 1963 Melvin Hausner
a David Sachs [19] dospéli s vyuzitim pocitace IBM 7090 k vysledku, ze jedinymi
Wieferichovymi prvoéisly p < 10° jsou 1093 a 3511. Dalsi pokroky v patrani po
tretim Wieferichovu prvocislu souvisi zejména s technologickym rozvojem pocitactu
a konstrukei efektivnéjsich algoritmu. PFipomenime alespon nékteré.

Jiz v roce 1968 Froberg [14), str. 84-88] podstatnym zpusobem rozsifil svuj
vysledek z roku 1958. Avsak ani pro p < 3 x 107 dalsi Wieferichovo prvocislo ne-
nalezl. V roce 1971 trojice autoru Brillhart, Tonascia a Weinberger [0}, str. 213—-222]
podala zpravu, ze pro p < 3 x 10° z4dné dalsi Wieferichovo prvoéislo neexistuje. V
roce 1981 Lehmer [30] informoval, Ze ani pro p < 6 x 10? nebylo dalsi Wieferichovo
prvocislo objeveno. O 17 let pozdéji, v roce 1997, Richard Crandall, Karl Dilcher a
Carl Pomerance publikovali zavér [9], ze pro p < 4 x 102 z4dné nové Wieferichovo
prvocislo neexistuje. V roce 2005 pokracovali v hleddni Wieferichovych prvocisel
Joshua Knauer a Jorg Richstein. Podle jejich vysledku prezentovaného v ¢lanku
[24] neexistuje zaddné dalsi Wieferichovo prvoéislo pro p < 1,25 x 1015,

Novou nadéji na nalezeni tfettho Wieferichova prvocisla se stala metoda zalozend
na necekaném objevu Larryho Washingtona [2], str. 198]. Pokud obé zndmé Wie-
ferichova prvocisla 1093 a 3511 zmensime o jednicku, pak binarni rozvoj vzniklych
¢isel je periodicky:

1092 = 0100 0100 01002 = 44446 a 3510 =110110110110 1102 = 66665. (11)

Dolni indexy 2, 8 a 16 ve vztahu znamenaji vyjadieni ¢isla ve dvojkové,
osmickové a Sestnactkové ciselné soustavé. Tento objev se stal inspiraci pro hledani
trettho Wieferichova prvocisla ve tvaru s periodickym binarnim rozvojem. Podrob-
nosti muze ¢tendi nalézt v ¢ldnku Miroslava Kurese a Jana Dobese [I1I]. Projekt
Wieferich@Home zalozeny na této myslence probihal v letech 2007-2016. Objev
tretiho Wieferichova prvocisla vsak neptinesl.

V roce 2011 Francois G. Dorais a Dominic Klyve [12] publikovali vysledek, ze
ani pro p < 6 x 10'® neexistuje zddné dalsi Wieferichovo prvoéislo. Od roku 2011,
nezavisle na projektu Wieferich@Home, probihal také jiny projekt pro hleddni
Wieferichovych prvocisel s ndzvem PrimeGrid. Tento projekt dosdhl v roce 2017
hranice p < 10'7 a byl ukonéen aniz by nalezl tfeti Wieferichovo prvoéislo.

Kone¢né v roce 2020 byl zahdjen novy projekt PrimeGrid [42], ktery spojil
hledani Wieferichovych prvocisel s hledanim Fibonacci-Wieferichovych prvocisel
[23]. Soucasny stav (zaif 2021) dosazeny v ramci tohoto projektu muzeme for-
mulovat jako tvrzeni, které shrnuje 112 let vyzkumu Wieferichovych prvocisel: V
intervalu [2,3 x 10'8] existuji pouze dvé Wieferichova prvocisla: 1093 a 3511.
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Je vhodné poznamenat, Ze intenzivni snaha nalézt tieti Wieferichovo prvoéislo

byla od roku 1997 podporovana domnénkou, ze mnozina vSech Wieferichovych
prvocisel je nekonetnd a ze pocet Wieferichovych prvocisel lezicich v intervalu

[x,y] je ptiblizné roven &islu
1 1
Z ~=~In n(y) . (12)
P In(z)

PE(z,y]

Tato domnénka je zalozena na statistickych argumentech prezentovanych v [9] str.
446]. Otdzkou zustavé, zda vztah opravdu plati, protoze podle by se
méla v intervalu [2,3 x 1018] vyskytovat aspoit ¢tyii Wieferichova prvoéisla. Tato
pfedpovéd se ale v obdobi nésledujicich let 1997-2021 nepotvrdila. Do dnesni
doby neni znamo, zda mnozina vSech Wieferichovych prvocisel je koneéna nebo
nekone¢na mnozina.

Je naprosto fascinujici si uvédomit, ze za poslednich 57 let (1964—2021) vzrostly
vypocetni schopnosti poc¢itacu o vice nez 12 fadu. Vyrazného zrychleni vypocti
bylo po roce 1997 dosazeno také diky vyuziti internetu a strategii distribuo-
vanych vypoétu. Zdkladni myslenkou distribuovanych vypoctu je rozlozit rozsahly
vypocetni problém na mnoho ruznych c¢asti. Jednotlivé ¢asti jsou pak prostied-
nictvim internetu pfidéleny ruznym pocitac¢im po celém svété a ty diléi ulohy
zpracuji.

Na zavér kapitoly jesté poznamenejme, ze hledani Wieferichovych prvocisel je
casto spojovano s feSenim obecnéjsiho problému, totiz uréit prvocisla p splaujici
podminku a?~! =1 (mod p?), kde a > 2 je dané ptirozené éislo. Tato problematika
je studovéna napiiklad v ¢ldncich [22] [34) [38] [44].

5. SOUVISLOST JAKOBCZYKOVY HYPOTEZY S WIEFERICHOVYMI PRVOCISLY

Prvni souvislost mezi Wieferichovymi prvocisly a Mersennovymi ¢isly objevil v roce
1965 polsky matematik Andrzej Rotkiewicz (1931-2016). V clanku [45] dokéazal
Rotkiewicz néasledujici ¢tyfi tvrzeni.

Véta 5.1 (Rotkiewicz, 1965). Plati:

(i) Necht existuje nekonecné mnoho Mersennovijch éisel M, kde q je prvocislo,
které memaji ctvercové délitele véetsi nez 1. Pak existuje nekonecné mnoho
prvocisel p s vlastnosti 2P~ # 1 (mod p?).

(ii) Necht existuje pouze koneéné mmoho prvocisel p s vlastnosti 2P~ = 1
(mod p?). Pak pro libovolné, dostateéné velké prvocislo q a libovolné pri-
rozené ¢islo n nemd Mersennovo ¢islo Myn ctvercové délitele vétsi nez 1.

(iii) Nekoneéné mmoho prirozenyjch cisel n s vlastnosti n?|2™ — 2 ezistuje prdve
tehdy, kdyz existuje nekonecné mnoho prvocisel p s vlastnosti p?|2P~1 — 1.

(iv) Nekonecéné mnoho prirozenijch éisel n® > 1 s vlastnosti nz|2"2 — 2 exis-
tuje pravé tehdy, kdyz existuje mekonecné mmnoho prvocisel p s vlastnosti
p?|2P~—t — 1.

Je ziejmé, ze tvrzeni (i) Vétydéwé ¢asteénou odpoved na Schinzelovu otézku
P72, uvedenou ve druhé kapitole. Tvrzeni (iii) pak davd ¢dstecnou odpovéd na
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otazku P v [48, str. 109)]:
Exzistuje nekonecné mnoho prirozengch ¢isel n, pro kterd 2" — 2 je délitelné n®?

V roce 1967 Le Roy J. Warren a Henry G. Bray [53] dokézali ndsledujic{ impli-
kaci.

Véta 5.2 (Warren, Bray, 1967). Bud'le p,q libovolnd lichd prvocisla.
Jestlize p deéli My, pak 2 =1 (mod M,).

7 Véty bezprostiedné plyne nasledujici disledek.

Disledek 5.3. Budte p,q libovolnd lichd prvocisla.
Jestlize p* déli M, pak 2P~ =1 (mod p?).

Jinak formulovéano, existuje-li Mersennovo ¢islo s prvociselnym exponentem,
které je délitelné ctvercem prvocisla p, pak p je Wieferichovo prvocislo. Alter-
nativni dukaz tvrzeni Véty predlozil Chris K. Caldwell [§]. Existuji-li pouze
dvé Wieferichova prvocisla, 1093 a 3511, pak tato skutecnost spolu s Vétou [5.2]
implikuje spravnost Jakébezykovy hypotézy.

V roce 2019 publikoval Ladislav Skula ¢lanek [49], v némz studoval Wieferi-
chova prvocisla vyssich fadu a jejich souvislost s Mersennovymi ¢isly. Bude vhodné
pripomenout definici [49] str. 2]: Rekneme, ze Wieferichovo prvoéislo p je fadu
n € N, kdyz

g (2) =0 (mod p"), nebo ekvivalentné, 20" -1 = (mod p*™).
Dukaz nésledujicf véty vyuzivd nékterych vysledku dosazenych v [I] str. 44-47].

Véta 5.4 (Skula, 2019). Nechf p a q jsou libovolnd prvocisla, n € N a necht
p" déli Mersennovo ¢islo My. Pak ndsledugici jsou tvrzeni ekvivalentni:

(i) nLdeli M,
]e erferzchovo prvocislo radu n,

()—q,

i) p
iii) ord
Vg S (mod p" ),

Studii o Mersennovych ¢cislech a Jakdébczykové hypotéze zakoncéime kratkou
poznamkou.

Pozndmka 5.5. Franciszek Jakdbezyk |20, str. 127] vyslovil rovnéz analogickou
hypotézu k Hypotéze ktera se tyka Frematovych ¢isel. Zakladni informace o
Fermatovych ¢islech muze ¢tendr nalézt v [26] a [27]. Jakébezykova hypotéza o Fer-
matovych éslech zasluhuje podobnou pozornost jako Hypotéza [2.1] a je vhodnym
namétem pro volné pokracovani tohoto clanku. Koneéné problémem podobného
typu jako Hypotéza je také otézka existence Fibonacci—-Wieferichovych pr-
vocisel, kterou v roce 1960 formuloval americky matematik Donald Dines Wall
(1921-2000). Podrobnosti o tomto problému lze nalézt v autorové ¢lanku [23].
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TRAJEKTORIE AUTONOMNICH ROVNIC V ROVINE II.
NELINEARNI ROVNICE A SOUSTAVY

JAN FRANCU

ABSTRAKT. Prfispévek navazuje na praci J. Francu: Trajektorie autonomnich rov-
nic v roviné I., kterd se zabyva trajektoriemi feseni linedrnich autonomnich sou-
stav dvou rovnic a rovnicemi druhého fadu. V této praci uvedeme nékolik priklada
konkrétnich nelinearnich rovnic a soustav, které maji zajimavé trajektorie.

V mechanice je to nelinedrni rovnice matematického kyvadla a popis trajektorii
jeho netlumenych i tlumenych kmita. V matematické biologii jsou to modely souziti
dvou populaci: symbidza, slabd a silnd konkurence, dominance a vztah predédtor-
kofist. Trajektorie konkrétnich pfikladu jsou vykresleny.

[,JVOD

Obycejné diferencidlni rovnice se vyuzivaji pii modelovani fady jeva ve fyzice,
mechanice, biologii, ekonomii i dalsich oblastech. V piipadé feSeni autonomni sou-
stavy dvou rovnic y’ = f(y) nebo jedné rovnice druhého fddu ¢y’ = f(y,y’) chovéni
feSeni dobfe znazornuji trajektorie.

Trajektorie je prumét grafu feSeni do prostoru hodnot feSeni. V piipadé auto-
nomnich rovnic y' = f(y), v’ = f(y,v’) s lipchitzovskymi funkcemi f(y), f(y,y’)
trajektorie feSeni vytvari systém disjunktnich kfivek nebo bodu v roviné. V okoli
trajektorie nekonstantniho feseni jsou to ,rovnobézné® a stejné orientované kiivky.

V okoli singularniho bodu, tj. trajektorie konstantniho feseni, je situace slozitéj-
§i, trajektorie se mohou chovat ruzné. Mozné situace jsou studovdny v élanku [3],
kde jsou podrobné studovany singularni body linedrnich soustav i rovnic, véetné
konkrétnich piikladu s néérty trajektorii — tzv. fazovych portrétu.

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat trajektoriemi vybranych nelinearnich rovnic
a soustav modelujicich redlné jevy ve dvou oblastech. Prvni je mechanika, rovnice
druhého fadu popisujici netlumené i tlumené kmity matematického kyvadla.

Druhou oblast{ je matematicka biologie. Soustava dvou rovnic prvniho fadu po-
pisuje vyvoj poc¢tu dvou populaci, které se navzdjem ovliviiuji. Rozebereme nékolik
typu tohoto vztahu: symbidza, tii stupné konkurence a vztah predator-kofist.

2010 MSC. Primarni 34A34; Sekundéarni 70B05, 92D25.

Kli¢ovd slova. Autonomni diferencidlni rovnice, autonomni systém diferencialnich rovnic, tra-
jektorie, singularni body, matematické kyvadlo, modelovani vyvoje populaci.

Prace byla podporovana Vysokym uenim technickym v Brné projektem Specificky vyzkum
¢. FSI-S5-20-6187.
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1. TRAJEKTORIE RESEN{ NELINEARNICH SYSTEMU A ROVNIC

Pfipomenime pojmy a vysledky z élanku [3], ve kterém jsme studovali trajektorie
linearnich soustavy dvou rovnic a linedrnich rovnic druhého fadu.

Autonomni soustava dvou rovnic

Autonomni soustavu dvou oby¢ejnych diferencidlnich rovnic prvniho #adu pro
nezndmé funkce y(x) = (y1(x), y2(z) lze zapsat ve tvaru

/
v1 =Ny, y2),
' onse)s L orovs v'(z) = £(y). (1.1)
Yo = f2(y17y2) 3
Budeme predpoklddat, ze funkece f(y) je lokélné lipschitzovskd v oblasti G, tj.
fy) -t <Lly-¥yl, Vy,yekK, (L=L(K)>0)

pro kazdou kompaktni podmnozinu K C G. Diky Picardové vété feSeni soustavy
(1.1) s pocatecni{ podminkou y(xg) = o existuje a je jednoznacné.

Trajektorie (y) feSeni y na intervalu I je prumét grafu feseni v prostoru I x R?
do prostoru hodnot Feeni, do tzv. fdzového prostoru, kterym je rovina R2. Tedy

(y) ={y(z) eR*|z €I} CG.

Pokud trajektorie je kiivka, orientujeme ji podle rostouciho z. Trajektorie kon-
stantniho feseni je bod, zvany singuldrni bod. Budeme se zabyvat jen trajektoriemi
uplnych feSeni, tj. feseni, které uz nelze prodlouzit na vétsi interval. P¥ipomernime
vlastnosti trajektorii, viz [3].

Veéta 1.1. Trajektorie uplnyjch tesent soustavy rovnic splriugi:
(a) Je-li y(x) Tesdeni na intervalu (a,b), potom y.(x) = y(x —¢) pro c € R je
fesent na posunutém intervalu (a + ¢,b+ ¢) a md stejnou trajektorii.
(b) Dvé Teseni maji disjunkini nebo totoiné trajektorie.
(¢) Kazdgm bodem fdzového prostoru G prochdzi prdvé jedna trajektorie.
(d) Existuji tri druhy trajektorii uplngch reSend:
singularni bod: trajektorie konstantniho TeSent,
uzaviena neprotinajici se kiivka: trajektorie periodického resent,
oteviend neprotinajici se kiivka: ostatni trajektorie.

Autonomni rovnice druhého fadu
Pocateéni tlohu pro autonomni rovnici druhého tadu lze zapsat ve tvaru

v'=fwy), y(@) =1, ¥(xe)=m- (1.2)

Jestlize funkce f(£,7) je lokalné lipschitzovské v oblasti G C R?, potom pro kazdé

Y1,72 € R tloha mé pravé jedno feSeni. Kazdou rovnici druhého fadu lze
pfevést na soustavu dvou rovnic prvniho fadu

=y, Y= [f(y1,92), (1.3)

pficemZz nové nezndmé jsou y; = y, y2 = ¥y a pocdtecni podminky piejdou na

y1(xo0) = Yo, y2(x0) = 1. Trajektorie feseni rovnice jsou trajektorie FeSenf
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odpovidajici soustavy rovnic . Jsou to kfivky, pfipadné body v roving, jejichz
svodorovnou* souradnici je hodnota feseni y(z) a ,svislou“ hodnoty derivace y'(x).
Tedy
(y) = {(y(2),y' () eR?* |z € [} CG.
Kromé uvedenych vlastnosti trajektorii soustavy rovnic, trajektorie feSeni rovnice
splitujf navic vlastnost, které ndm usnadni zjistit orientaci trajektorii.
Veéta 1.2. Trajektorie iuplnyjch reseni rovnice druhého tddu splriugi:
(a) Vsechny singuldrni body lezi na ose y, protoze y' = 0.
(b) Trajektorie nad osou y maji kladnou soutadniciy’, a proto jsou orientovdny
v kladném sméru, tj. vpravo, zatimco trajektorie pod osou y maji zdpornou
soutadnici y' a jsou proto orientovdny v zdporném sméru, tj. vlevo.
(¢) Hladké trajektorie protinaji osu y s teénou kolmou na osu y.

Klasifikace singularnich bodu

Bodem y*, ktery nenf singuldrni, tj. f(y*) # 0, prochdzi kiivka, kterd je trajektorif
nekonstantniho feseni. Okoli tohoto bodu je vyplnéné ,rovnobéznymi“ stejné ori-
entovanymi trajektoriemi. V okoli singuldrniho bodu y* je situace odlisna. Podle
chovéni trajektorii v ryzém okoli singuldrniho bodu (tj. okolim bodu bez tohoto
bodu) rozlisujeme nédsledujici typy singuldrnich bodu.

Definice 1.3. Nechtf y* je izolovany singuldrni bod soustavy rovnic y’ = f(y)
nebo rovnice y”’ = f(y,y’), tj. izolované feseni soustavy rovnic f(y) = 0 nebo
rovnice druhého faddu f(y,0) = 0. Bod y* nazveme:

(a) stred, pokud existuje ryzi okoli U bodu y*, ve kterém kazdym bodem y € U
prochazi uzaviend trajektorie obsahujici ve svém vnittku bod y*.

(b) atraktivnd uzel, pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
smétujici do tohoto bodu, pricemz smérovy vektor tecny trajektorie ma
limitu ,

. ., o Y'(x)
lim y(z) =y" a existuje limita  lim
200 =00 [y (z)]

(¢c) neatraktioni uzel, pokud existuje ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajektorie
vychézejici z tohoto bodu, pficemz smérovy vektor teény trajektorie ma
limitu ,

. . T Y'(x)
lim y(z)=y* a existuje limita lim
2= —o0 w=r=oo |ly’(z)]|

(d) atraktivnd ohnisko, pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém jsou jen trajek-
torie blizici se k tomuto bodu, ale smérovy vektor tecny trajektorie neméa
limitu ,

. . e Y(=)
lim y(z) =y" a neexistuje limita  lim
00 a=oe [y’ ()]

(e) neatraktivni ohnisko, pokud existuje ryzi okol{, ve kterém jsou jen trajek-
torie vychézejici z tohoto bodu a smérovy vektor tecny trajektorie nema
limitu

*

. o RACN
lim y(z) =y" a neexistuje limita lim
z——o0 w==o0 [l ()]
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(f) sedlo, pokud existuje jeho ryzi okoli, ve kterém existuji jak trajektorie,
které se k nému blizi, tak trajektorie, které se od néj vzdaluji, tj. existuji
feseni y (z) a yo(x) takové, ze

lim yi(z) =y", lim yy(z) =y".

r—00 T—r—00

Pozndamka 1.4.

(a) Izolované singuldrni body v roviné, tj. soustavy dvou rovnic nebo rovnice
druhého fadu, mohou byt jen uvedenych typu: stied, uzel, ohnisko a sedlo.
(b) Zatim jsme se zabyvali izolovanymi singuldrnimi body. V piipadé, kdy
singularni body v roviné tvoii kfivku, mohou nastat tyto pripady:
() Body kiivky jsou atraktivni uzly, tj. ke kazdému bodu se blizi po jedné
trajektorii z obou stran.
(8) Body kiivky jsou neatraktivni uzly, tj. z kazdého bodu vychdzi po
jedné trajektorii na obé strany.
(v) Trajektorie v okoli kiivky singuldrnich bodu vedou ,rovnobézné“ po-
dél kiivky.
(¢) Singularn{ body mohou zaplnit plochu, napiiklad soustava yj = 0, y4 =0
ma& jen konstantni feSeni, singuldrni body zaplnuji celou rovinu.
(d) Existuji autonomni soustavy rovnic, které nemaji zadny singuldrni bod,
napifklad y; =1, y5 = 2.

Linearizace nelinearni soustavy dvou rovnic

V predchozim odstavci jsme klasifikovali singuldrni bod y* soustavy nelinearnich
rovnic podle chovani trajektorii v jeho okoli. Abychom zjistili typ singularniho
bodu, budeme nelinedrni funkce fi(y1,y2), f2(y1,y2) v okoli singuldrniho bodu
v* = (y],y3) linearizovat pomoci Taylorova polynomu prvniho fddu. Diky rovnosti

f(y*) = 0 funkce f(y) = (f1(y1,y2), f2(y1, y2)) aproximujeme
fily) = Au(yr—yi) +A2(y2—vs),  fo(y) = A2i(yr —y1) +A2a(y2 —y5), (1.4)
kde konstanty A;; jsou parcidlni derivace funkei fi, f2 v singuldrnim bodé:

o _oh _oh

A = —(yv* Ajp = = =
H &7 2 dys oy1 0y

* A
A "), 21

("), A (y*). (1.5)

Timto zpusobem muzeme posuzovat typ singuldrniho bodu y* nelinearni soustavy
y’ = f(y) pomoci pfidruzené homogenni soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic
vy’ = Ay s matici koeficientt A = (4;;). Jeji charakteristicky polynom je

P()\) = )\2 — (All + AQQ))\ + (A11A22 — A12A21) . (16)
Tento polynom umoznuje ur¢it typ singuldrniho bodu pomoci svych korentu.

Linearizace nelinearni rovnice druhého radu

Odvod'me charakteristicky polynom P()) nelinearni rovnice y” = f(y,y’). Rovnici
prevedeme na soustavu rovnic (1.3) s funkcemi f1(y1,y2) = y2 = ¢/, fa(y1,y2) =
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f(y1,92) = f(y,y’). Souradnice singuldrniho bodu y* jsou (y*,0), kde y* spliuje
rovnost f(y*,0) = 0. Piislusné parcidlni derivace — koeficienty A;; jsou

of of
A1 =0, Ap=1, Ay =-_-—-",0 A = —(y*,0
11 3 12 5 21 ay (y ) )7 22 8y/( ) )
a prislusny charakteristicky polynom je
of of
P\ =\ — == (y*,0)- A — = (y*,0). 1.

Urceni typu singularniho bodu

Pomoci kofenu charakteristického polynomu muzeme uréit typ singuldrniho bodu
jako v linedrnim ptipadé. Vyuzijeme pfitom nésledujici véty.

Véta 1.5. Necht y* = (yi,y3) je izolovany singuldrni bod soustavy rovnic
s charakteristickym polynomem nebo izolovany singuldrni bod y* =
(y*,0) rovnice s charakteristickym polynomem . Necht polynom P(\)
md nenulové koteny A1, \a. Potom izolovany singuldrni bod y* je:

(a) neatraktivni uzel, pokud oba kofeny jsou rediné a kladné, tj. 0 < Ay < Ag,
) atraktivn{ uzel, pokud oba koteny jsou redlné a zdporné, tj. Ay < Ay <0,
(c) sedlo, pokud jeden koren je kladny a druhy zdporng, tj. A1 < 0 < Ag,
) neatraktivni ohnisko, pokud koteny jsou komplexné sdruzené s kladnou
redlnou édsti, tj. M2 =pxiv, (u>0,v#0),
(e) atraktivni ohnisko, pokud kofeny jsou komplexné sdruZené se zdpornou
redlnou édsti, tj. Mo =pxiv, (W<0,v#0).

Pozndmka 1.6. 'V piipadé komplexné sdruzenych kofent s nulovou redlnou ¢asti,
tj. A2 = £iv, (v # 0), singuldrni bod nemusi byt stfed jako v linedrnim piipadeé.
Body s koteny A = u+iv s u # 0 se nazyvaji také hyperbolické.

2. MATEMATICKE KYVADLO

Nelinearni rovnice druhého fadu, kterd modeluje jednoduchy mechanicky jev kmi-
tdni matematického kyvadla, ma zajimavé trajektorie.

Fyzikalni formulace tulohy

Ve svislé roviné uvazujme hmotny bod
o hmotnosti m upevnény na konci tuhé
nehmotné tyce délky /¢, jejiz druhy konec se T
muze volné otacet okolo pocdtku (0,0). Na

hmotny bod pusobi gravitaéni sila G = mg
svisle dolu.

Ozna¢me  y(x) orientovany  thel L v
(v radidnech proti sméru pohybu ho- G ‘.
dinovych rucicek), ktery v case x svird
ty¢ s dolni svislou poloosou, viz Obr. Obréazek 1. Matematické a fyzické

Hledédme zavislost hlu y na case x. kyvadlo.



64 J. FRANCU

Poznamka 2.1. Tento jev se nazyva kmitani matematického kyvadla. Obecnéjsi
tlohou je kmitani fyzického kyvadla, kdy misto hmotného bodu a nehmotné tyce
uvazujeme hmotné téleso v prostoru R3, které se miize volné otdcéet okolo vodo-
kyvadlo neni spravny. Matematické kyvadlo je idealizace redlného objektu — fy-
zického télesa, nenf na ném nic fyzikélniho, [2].

Odvozeni diferencialni rovnice

Hmotny bod se muze pohybovat po kruznici se stfedem v poc¢atku a polomérem
£. Pusobi na néj svisle dolu stald gravitacni sila G = mg, kterd se rozkladd na
normalovou F;, a te¢nou slozku F;. Normélova slozka je v rovnovéze se silou,
kterou pusobi ty¢ na hmotny bod, te¢nd slozka F; zpusobi zrychleni kyvadla.
Pomoc{ thlu y(x) v ¢ase z tecnou slozku sily G
vyjadifme jako F; = —sin(y) m g, viz Obr.
Derivaci funkce y(z) dostdvdme thlovou rychlost
w(xz) = y'(x) a thlové zrychleni a(z) = y”(z). P O
pohybu po kruznici o poloméru ¢ drahové rychlost je
v(z) = Ly(x) a drdhové zrychleni a(x) = £y"(x). YNy
Podle Newtonova zdkona F = ma plati rovnice
—mgsin(y) = mfy”. Hmotnost{ bodu m rovnici
vydélime a po tpravé dostdvame Fy
d2
5+ sin(y) = 0. (2.1) Fn
Oznacme a = /g/¢ (g,£ > 0). Dostavame tak obycej-
nou diferencialni rovnici druhého fadu pro neznamou
funkeci y proménné x:

Obrazek 2. Matematické
y" +a?sin(y) =0. (2.2) kyvadlo.
Rovnici doplnime poc¢atetnimi podminkami v case xo: y(xo) = yo, ¥’ (x0) = ¥1,
kde yo je pocatecni tthlova vychylka a y; pocateéni tithlova rychlost kyvadla.
V okoli y = 0, tj. pro malé hodnoty y, plati sin(y) =~ y. Nahradime-li sin(y)
neznédmou y dostdvame linedrni aproximaci rovnice (2.2)) tvaru

y' +a*y=0. (2.3)
Reseni linearizované tlohy
Budeme studovat obé tlohy. Za¢neme jednodussi linearizovanou rovnici.
Piiklad 2.2. Urcete trajektorie fesenf rovnice y” 4+ a?y = 0.

Resend: Charakteristicky polynom P(\) = A? + a? linedrni rovnice mé
jediné feseni: dvojici komplexné sdruzenych kofent A\; 2 = £ia. Rovnice mé proto
jediny singuldrni bod, ktery odpovidd konstantnimu nulovému feseni y(x) = 0.
Protoze rovnice je linedrni, typ tohoto singuldrniho bodu je stred.

Oveéime vysledek vypoctem. Obecné feseni je y(x) = ¢; cos(ax)+cy sin(ax), kde
konstanty ¢y, co jsou uréeny hodnotami poc¢atecnich podminek yq, y1. Dokazme, ze
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trajektorie jsou elipsy. Derivace feSeni je y'(z) = —cja sin(ax) + ¢z a cos(ax).
Dosazenim do vyrazu elipsy a? y? + (y')? po tpravé dostdvame
2 "2
y W

A+ a?(c?+c3)

coz je rovnice elipsy s ,vodorovnou“ poloosou y/cf +c3 a ,svislou* poloosou
ay/c? + c2. Trajektorie v souradnicovém systému y,y’ jsou koncentrické elipsy se
stfedem v pocatku, viz Obr. [3| Singuldrni bod (0,0) je proto stred. O
Trajektorie feseni lze urcit také piimo integraci. Rovnici (2.3) vyndsobime g’
Ziskanou rovnost y'y” + a*yy’ = 0 integrujeme na (y')* + 1ay® = K.
Z pocdtecnich podminek y(0) = yo, ¥’ (0) = 0 ,
plyne K = 1 a%y2. Rovnice dév4 Y

Y =%a\/yg — %, v € (—yo,v0)-

Jak zjistit orientaci trajektorii? Podle Véty
trajektorie nad osou y jsou orientovany vpravo,
pod osou vlevo a osu y protinaji ,kolmo“. Elipsy
jsou proto orientované ve sméru pohybu hodinovych
rucicek, tj. v zdporném smyslu.

Vsechna feseni jsou periodicka. Jakd je perioda?
Funkce kosinus ma periodu 27, proto délka periody

. X Obrazek 3. Trajektorie
T podle rovnice aT = 27 je

linearizované rovnice kyvadla
T:27r/a:27r\/€/g. (2.4) pro a =1,2.

Délka periody tedy nezdvisi na rozkmitu, roste s odmocninou délky kyvadla ¢, tj.
¢im delsi je kyvadlo, tim kmita pomaleji, a klesd s odmocninou gravitaéni konstanty
g, na Meésici s mensi gravitacni konstantou g stejné kyvadlo kmitd pomaleji nez
na Zemi. Perioda T' (kyv tam a zpét) kyvadla dlouhého ¢ = 1m na rovniku Zemé,
kde g = 9,807ms~2, je T = 2m/1/9,807 = 2,006 sekundy, zatimco na Mésici, kde
g =1,62ms~2, je perioda T = 4,94 sekundy.

Nelinearni rovnice matematického kyvadla
Piiklad 2.3. Urcete trajektorie feSeni nelinedrn{ rovnice y” + a?sin(y) = 0.

Resend: Uréeme singuldrni body. Jsou to fesenf rovnice f(y,0) = a®sin(y) = 0,

kterd mé feSen{ y* = nm, pro celd ¢éisla n, singuldrni body jsou y* = (nw,0).
Pifslusny charakteristicky polynom je P(\) = A% + a? cos(y*).

Pro liché n = 2k + 1 polynom P()\) = A2 — a? m4 dva redlné kofeny A\; 2 = +a
s opacnymi znaménky, singuldrn{ bod y* = (2kw + 7,0) je podle Véty sedlo.

Pro sudé n = 2k € Z polynom P()\) = A2 + a? m4 dva komplexné sdruzené
kofeny A; 2 = £1ia. Typ singuldrniho bodu y* = (2kn, 0) urcéime vypoctem a cha-
rakterizaci jednotlivych typu trajektorii, protoze v nelinedrnim piipadé singuldrni
bod nemusf byt stied. Rovnici y” 4 a? sin(y) vyndsobime ', ¢imz zfskdme rovnici
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y'y" + a®sin(y)y’ = 0. Integrace davé rovnost

(v')? —a*cos(y) = K . (2.5)

Urceme trajektorie feeni. Z rovnice (2.5)) plyne |y'| = /2(K + a? cosy). Odmoc-

nina na pravé strané je definovana pro
K +a*cosy > 0. (2.6)
Protoze funkce kosinus nabyva hodnoty z intervalu (—1, 1), rozlisime piipady:

(a) Jestlize K = —a?, potom z (2.6)) plyne cos(y) =1, tedy y = 2km, k € Z a
y' = 0. Dostdvame tak spocetné mnoho singuldrnich bodu (y, y’) = (2km, 0)
pro k € Z. Jsou to situace, kdy kyvadlo je v klidu ve stabilni dolni poloze.

(b) Jestlize K € (—a?,a?), potom plat{ v zdkladni periodé (—m, ) pro
hodnoty y € (—yo, yo), kde yo = arccos(—K/a?) > 0. Jsou to piipady, kdy
kyvadlo z krajni polohy y = yo (Jyo| < 7) pFechdzi do opaéné polohy
y = —yo a pak obrdcené. Analogickd situace je v intervalech y € (2kmw —
T, 2k 4+ ).

(c) Jestlize K = a* a piitom 3 = 0, potom pro y = (2k + 1)7 dostaneme
singuldrni body, kdy kyvadlo je opét v klidu ale v horni nestabilni poloze.

(d) Jestlize K = a? a y/ # 0, potom v zakladni periodé y probfhd interval
(=m, 7). Je to situace, kdy kyvadlo se z limitn{ polohy 7 v ¢ase x — —o0 po-
hybuje v zdporném sméru do polohy y — 7 v ¢ase x — 00, nebo obracené:
z polohy y — —m do polohy y = 7 v kladném sméru. Analogickd situace je
v intervalech y € (2km — , 2km + ).

(e) Jestlize K > a2, potom K +a? cos y je kladné pro viechna y € R a kyvadlo
se toci stale v kladném sméru nebo stale v zaporném sméru.

Jaka je klasifikace singuldrnich bodu? Podle fazového portrétu a definice, sin-
guldrni body (2km,0) — dolni stabilni polohy kyvadla — jsou body typu stied a
body (2km + m,0) — horni nestabilni{ polohy — maji typ sedlo, viz Obr coz je
v souladu s analyzou pomoci charakteristického polynomu P(\). g

!’

Y

WYX

Obrazek 4. Trajektorie nelinedrni rovnice kyvadla s a = 1,2, singuldrni body jsou stredy a

sedla.
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Poznamka 2.4.

(a)

Rovnice je (az na ndsobek hmotnosti m) zdkon zachovani energie.
Kinetické energie bodu o hmotnosti m pohybujici se rychlosti v = £/ je
Exin(z) = 3mv? = im(ly’)?. Potencidlni energie bodu o hmotnosti m
v gravitaénim poli ve vysce h = —Lcos(y) je Epor = mgh = —mglcos(y).
Zakon zachovani mechanické energie tak lze zapsat ve tvaru

1
E = Eyin + Epot = Emﬂz(y’)Q —mgl cos(y) = Km = konst.

Linearizovand rovnice je aproximaci nelinedrni rovnice v okoli
bodu y = (0,0). Pii zvétsovéni rozkmitu yo se chyba zvétsuje, situace
(c)—(e) uz linearizovana rovnice nedovede popsat.

Fyzické kyvadlo vede na stejnou rovnici. Na téleso kyvadla o objemu V'
celého kyvadla, jeji tecna slozka je opét Fy = —mgsin(y). Protoze body
kyvadla maji riznou vzdélenost od zavésu, Newtonuv zékon F = ma pro
drahové zrychleni a nahradime vztahem M = Ja mezi momentem sily
a thlovym zrychlenim o = y”, kde J je moment setrvacnosti kyvadla
vzhledem k ose otaceni. Moment setrvacnosti lze spoéitat integraci soucinu
hustoty p(x) a ¢tverce vzdélenosti bodu kyvadla od osy otaceni. Pti popisu
kyvadla o objemu V C R3 v kartézskych soufadnicich x = (z1, 9, 3)
otacejici se okolo osy x1 lze moment setrvacnosti spocitat integralem

J = /V(wngxg)p(x) dx.

Dostavame rovnici Jy” + mglsin(y) = 0. Oznagen{ a?

stejnou rovnici y” + a? sin(y) = 0.
Perioda kyvu (¢as kyvu tam a zpét) v linedrnim modelu je T = 27/a a
nezavisi na rozkmitu yg. Protoze pro malé kladné y je siny < y, tj. sila
zpusobujici pohyb kyvadla je mensi nez v linearizované rovnici, zrychleni
kyvadla je (v absolutni hodnoté) mensi. Kyvadlo se proto kyve pomaleji,
délka periody T kyvadla se s rozkmitem zvétsuje.
Jaka je perioda kyvu T v nelinedrnim ptripadé? Nazna¢me metodu vypoctu.
Pii rozkmitu, tj. maximdlni vychylce yo, je rychlost ¥’ = 0. Z rovnice (2.5))
dostaneme K = —a? cos(yp). Pro rostouci ¢ast kyvu y’ > 0 z rovnice ([2.5))
po dosazen{ za K plyne y' = a/2(cos(y) — cos(yo)).

Zameénme roli zavislé a nezdvislé proménné: misto y(z) uvazujme ne-
zndmou z(y). Derivace vztahu y(z(y)) = y podle y davd v/ (z(y))z'(y) = 1,
odkud dostédvdme 2'(y) = 1/y'(z(y)). Inverzni nezndm4 x(y) proto spliiuje

= mgl/J vede na

&) - 1
dy Y ay/2(cos(y) — cos(yo))
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Perioda kyvu kyvadla T je ¢tyindsobek ¢asu mezi polohou y = 0 a rozkmi-
tem yo € (0, 7). Ziskdme ji integraci

Yo 1/2 Yo
i et ()
av'2 Jo cos(y) — cos(yo) 29 0 cos(y) — cos(yo)

Jde o tzv. elipticky integral, primitivni funkci nelze vyjadfit pomoci ele-
mentarnich funkci. Pro zvétsujici se pocateéni vychylku se perioda kyvu
prodluzuje, pro yo — m— ¢as T roste do nekonecna.

Tlumené kmity kyvadla

Uvazujme kyvadlo pohybujici se v prostiedi, které brzdi pohyb kyvadla, napf.
kyvadlo ponoiené v kapaliné. Tlumeni pohyb brzdi, tlumici sila T} je orientovana
proti sméru pohybu. Predpokladejme, Ze tlumici sila je pfimo umeérna rychlosti
y'(x) pohybu, tj. Ty(z) = —by'(x), kde b je kladnd konstanta. Dostdvame tak

y' = —a?sin(y) — by’ (2.7)
Priklad 2.5. Urcete typ singuldrnich boda rovnice (2.7) kyvadla s tlumenim.

Reseni: Rovnice f(y,0) = —sin(y) = 0 ddva opét singuldrni body y* = (y%,0),
kde y} = nm pro celd n € Z jako v piipadé rovnice bez tlumeni. Pfislusny charak-
teristicky polynom podle ([1.7) je

P(\) = A% 4 bA + a? cos(y™).

Rozlisime zakladni dva piipady: n sudé a n liché, které vedou na kvadraticky
polynom se zadpornym a kladnym diskriminantem D = b? — 4 a2 cos(y*).

Piipad n = 2k 4+ 1 liché. Singuldrni bod y* = (2k7 + 7,0) odpovid4 situaci,
kdy kyvadlo ,stoji“ v labilni poloze nad osou otd¢eni. Protoze cos(y*) = —1,
charakteristicky polynom P()\) = A2+b\—a? m4 kladny diskriminant D = b%+4 a?
a dva redlné kofeny Aj o = %(—b + /D). Protoze v/D > b, kofeny maji opacna
znaménka a singularni bod je opét sedlo jako v piipadé kmiti bez tlumeni.
Piipad n = 2k sudé. Singuldrn{ bod y* = (2kw, 0) odpovid4 situaci, kdy kyvadlo
,visi“ ve stabilni poloze pod osou otdceni. Protoze cos(y*) = 1, charakteristicky
polynom P(A) = A2 + b\ + a? m4 diskriminant D = b* — 442 V zdvislosti na
velikosti tlumeni uréeném parametrem b rozliSujeme tii pripady podle znaménka
diskriminantu D:

(a) D = b — 4a? je zaporny, tj. b < 2a. Potom charakteristicky polynom m4
dvojici komplexné sdruzenych kofeni A1 2 = —b/2 £iv, kde v = /a? — b%/4, se
zépornou redlnou ¢dsti. Podle Veéty[I.5]singuldrni bod je atraktivni ohnisko. V okoli
singularniho bodu trajektorie obecného feseni linearizované rovnice

y(x) = 2km + [¢1 cos(v) + ¢y sin(va)] e 0%/2

maji tvar spirdl, které se bliz{ k bodu y* = (nr,0), pficemz nekoneéné mnohokrat
obfhaji bod y* ve sméru pohybu hodinovych ruéicek, viz Obr[5

Hodnota v, kterd urcuje dobu oscilaci pomoci , je mensi nez a, a proto
perioda tlumeného kyvu T, = 27 /v je delsf nez v netlumeném pifpadé. Pro b — 0+
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plati v — a a perioda Ty klesd k periodé T netlumeného kmitu. Tato situace se
nazyva podkritické tlumend, také podtlumené nebo kvaziperiodické kmitani.

(b) Diskriminant D = b? — 4a? je nulovy, tj. b = 2a. Potom charakteristicky
polynom mé dvojndsobny zdporny kofen A; o = —a a podle Véty singularni{
bod je atraktivni uzel. V okoli singuldrniho bodu y* = (2kw,0) je obecné resen{
linearizované rovnice

y(x) = 2km + (c1 + cox) ™47

Trajektorie fesen{ y(z) s ¢ = 0 jsou polopiimky 3’ = 2km — ay orientované pro
x — oo k singuldrnimu bodu. Jak vypadaji ostatni trajektorie v okoli singuldrniho
bodu? Trajektorie nad ptimkou y = 2km — ax nad osou y jdou JV smérem, osu
y protinaji J smérem a staci se doprava, k singularnimu bodu se blizi ve sméru
(=1,a). Trajektorie pod piimkou y = 2km — ax pod osou y jdou SZ smérem, osu
y protinaji S smérem, staci se doprava s k singularnimu bodu pfichézeji ve sméru
se smérnici (1, —a), viz Obr. @ Situace se nazyva kritické tlumend.

(c) D =b?>—4a® > 0, tj. b > 2a. Potom charakteristicky polynom m4 dva riizné
zdporné koteny \; o = —b/2 £ v, kde v = VD/2 = \/b2/4 — a2. Podle Véty

singuldrni bod je opét atraktioni uzel. V okoli bodu y* = (2k,0) méme
y(x) = 2k + ¢q e TV/2HVT o) o(Z0/2)

které ddva dvé dvojice trajektorii tvaru polopifmek se smérnicemi —b/2 + v.
Ostatni trajektorie se blizi k singuldrnimu feseni s te¢nym vektorem £(1, —b/2+4v).
Situace se nazyva nadkritické tlumend. O

Pozndmka 2.6. Uvazujme nyni pohyb kyvadla s pocatecnimi podminkami bliz-
kymi singularnim bodum (2km,0). Co plyne z vyse odvozenych vzorcu?

(a) Ve vsech pifpadech s ¢asem = — oo vychylka kyvadla konverguje k 2km.
Ale tato limita bude dosazena az v ,nekoneéném case“. Jaky je rozdil mezi
jednotlivymi piipady? V podtlumeném piipadé kyvadlo prochézi nulovou
polohou nekoneé¢né mnohokrat s periodou trochu delsi nez v netlumeném
ptipadé. V piipadé kritického i nadkritického tlumeni kyvadlo uz piejde
limitni polohou 2k7 nejvyse jednou a potom uz jen klesd k ni.

(b) Ve kterém piipadé tlumen{ klesd vychylka nejrychleji? Pozndme to podle
exponencidlni ¢asti feSeni, tj. podle exponentu p exponencidlniho ¢lenu
e ¥ fegeni. V podkritickém piipadé je p = b/2, pficemz p < a. V kri-
tickém piipadé je p = b/2 = a. V nadkritickém pifpadé je feseni souctem
dvou exponencidlnich funkci kromé pfipadu ¢; = 0. Rychlost urcuje k nule
pomaleji jdouci exponencidla e #* s u = b/2—/b?/4 — a?, coz je pomalejsi
exponencialni funkce, nez v pripadé kritického tlumeni. Je to prekvapivy
fakt, ze zvyseni tlumici sily nad kritickou hodnotu tlumeni kmitu zpomali.

(¢) Porovnejme konkrétni piiklady s konstantou a = 1.2 (stejnou jako v ne-
tlumeném piipadé, Piiklad a ruznym stupném tlumeni o = b/a: s nu-
lovym a = 0, podkritickym a < 2, kritickym o = 2 a nadkritickym o > 2
stupném tlumenim « a sledujme rychlost kmitani a amplitudu kmitu.
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o Netlumené kmity: o = 0, b = 0. Diskriminant D = —4a? = —2,42.
Perioda malych kmitu je Ty = 27/a = 27/1,2 = 5,236, amplituda
kmitu se neméni.

e Podtlumené kmity: o = 0,56, b = aa = 0,672. Diskriminant m4 hod-
notu D = b? — 4a®> = —2,304%, N\ 5 = —0,336 & i1,152. Perioda
malych kmita je T = 27 /v = 27/1,152 = 5,454. Amplituda oscilac{
feseni klesa jako e~ 03367 viz Obr.

o Kritické tlumeni: o = 2, b = aa = 2,4. Diskriminant je D = 0, kofeny
A12 = —1,2. Vychylka kless jako e =127, viz Obr. [6]

e Nadkritické tlumeni: a = 2,5, b = aa = 3. Diskriminant D = b? —
4a® = 1,82, \1 = —0,6, Ay = —2,4. Vychylka klesd jako e=%6%  viz
Obr. [7l Vsimnéte si dva pary polopfimek: jedné strméjsi — to je to
vyjimeéné ,nejrychlejsi“ tlumeni, a druhé pozvolnéjsi, ke které se
vSech ostatni ,zakiivené® trajektorie blizi — ty znazornuji to nadkri-
tické tlumeni, které je ,,pomalejsi“ nez mensi tlumeni kritické.

Obrazky zobrazuji trajektorie linearizované rovnice, ktera modeluje
priblizné trajektorie nelinedrni rovnice v okoli singularntho bodu. Vsechny
trajektorie jsou orientovany do poc¢atku, orientace vSak neni vyznacena.
V celém fazovém prostoru trajektorie uplnych feseni nelinedrni rovnice
s tlumenim zacinajici vlevo nad osou y jdou doprava, maji tvar ,vIn“
z Obr. ale klesajicich do okamziku, kdy protnou osu y, a zacnou se
blizit k singularnimu bodu jednim ze zpusobu popsanym v Piikladé
body (a)—(c).

Trajektorie zacinajicich vpravo pod osou y jdou zprava doleva ve tvaru
rostoucich ,,vIn“ z Obr. ] az do okamziku, kdy protnou osu y. Tlumené
kyvadlo tedy rotuje v kladném nebo zdporném sméru az do okamziku, kdy
uz horni polohu nepiekond a zacne se ,kyvat tam a zpét“ se zmensujicim
se rozkmitem, jeho trajektorie obiha singuldrni bod. V ptipadé kritického
a nadkritického tlumeni trajektorie singularni bod ,neobiha“.

Obrazek 5. Podkritické Obrazek 6. Kritické Obrazek 7. Nadkritické

tlumeni (a = 1,2, b = 0,672).. tlumeni (a = 1,2, b = 2,4). tlumeni (a = 1,2, b = 3).
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3. PRIKLADY Z POPULACNI BIOLOGIE

Spojité matematické modely v biologii, popisujici vyvo]j populaci vedou, viz [4], na
rovnice a soustavy obycejnych diferencialnich rovnic. Pokud se vnéjsi podminky
v Case neméni, rovnice i soustavy jsou autonomni. Uvedeme nékolik piikladi.

Naproti pfedchozimu fyzikalnimu jevu matematického a fyzického kyvadla, kte-
ry je ve své idealizované podobé zcela presny, modely v biologii pfindseji fadu
aproximaci: jedince tvorici populaci povazujeme za identické: nerozlisujeme jejich
vék, pohlavi, velikost ani jiné individualni charakteristiky. Jejich pocet, coz je ve
skutec¢nosti nezaporné celé ¢islo, nahrazujeme nezapornym realnym ¢islem, v redlné
populaci prirustek nastava s jistym casovym zpozdénim, atd.

Pres tato a dalsi zjednoduseni, modely davaji zajimavé vysledky, které vysvétluji
nékteré skutecnosti. Omezime se jen na deterministické modely.

Modely dynamiky jedné populace

Misto oznaceni uzivaného v matematické biologii zachovame nase oznaceni z ODR
z predchozich ¢asti s nezavislou proménnou z, kterd hraje roli ¢asu, a zavislou
proménnou y, kterd popisuje pocet jedincu v ¢ase x. Bude to nezdporna redlna
funkce y(z). Vyvoj poctu populace bude zaviset jen na velikosti populace a nebude
zaviset pfimo na ¢asu x. Obecny model tak vede na autonomni diferencialni rovnici
prvniho Fadu

v =fly)=n)y,  y0)=y >0

s parametrem rustu p(y), ktery uddva pocet pAx nové vzniklych jedinct na kazdé-
ho jedince za casovy tsek Az. V nejstarsim Malthusové modeluy’ = ay je parametr
rustu konstantni p(y) = a; parametr a je rozdil porodnosti a umrtnosti, tj. rozdil
poc¢tu narozenych a zemfelych vztazeny na jednoho jedince a jednotku ¢asu. Uloha,
mé jediné feseni y(z) = yoe®®. Podle tohoto modelu pro kladné a pocet jedincu
roste exponencialné do nekonecna.

Model odpovida skutecnosti jen v situaci, kdy pocet jedincu je maly a zdroje
potravy jsou dostateéné. Kromé nulového feSeni vSechna feSeni jsou rostouci, nu-
lové feseni y(x) = 0 je tedy neatraktivni uzel. Dopliime, Ze pro a = 0 je pocet
jedinctu konstantni a pro a < 0 populace vymira, nulové feseni je atraktivni uzel.

Protoze v redlném svété zdroje potravy jsou omezené, pii zvétSovani mnozstvi
jedinct y nastdva snizovani parametru rustu. Linedrni zdvislost dava u(y) = a—by.
K parametru rustu a jsme pfidali parametr b zvany zpomaleni rustu. Rovnice

Y = (a—byy

s kladnymi parametry a, b vedle feSeni y(x) = 0, které dava neatraktivni uzel, ma
také konstantni Feseni y(x) = y* = a/b. Je to ,rovnovazny“ pocet jedincu: pro
pocateéni podminku y(0) < y* feseni y(x) stoupd k y* a pro y(0) > y* Feseni y(x)
klesd k y*. Trajektorie singuldrniho feseni y(z) = y* je atraktivnd uzel, protoze
vSechna nenulova feSeni se blizi k rovnovaznému a ,udrzitelnému* feseni y*.
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Modely dvou populaci

Uvazujme dvé ruzné populace obyvajici stejny prostor. Pocet jejich jedincu v case
2 budou popisovat dvé nezdporné reilné funkce y; (), y2(x), pticemz vyvoj jejich
poctu bude zaviset jen na okamzitém poctu jedinct obou populaci. Model vede na
autonomni soustavu dvou obycejnych diferencialnich rovnic prvniho fadu

v = f1(y1,92) = pa(y1, y2)v1 vy = fo(y1,92) = pa(y1, y2)y2

se spojitymi funkcemi p1(y1,y2), p2(y1, y2). Soustavu doplnime poédteénimi pod-
minkami y1(x9) = 71, y2(x0) = 72, kde 7; > 0, obvykle predpoklddame, ze ~;
jsou kladné. Pro jednoduchost misto obecnych spojitych funkei py, po se obvykle
uvazuji jednoduché linearni zavislosti s konstantnimi parametry, které popisuji
jednotlivé vlivy. K rovnicim y; = (a; — b;y;)y; priddme ¢leny ¢;y1y2 popisujici vliv
druhé populace:

v = (a1 — biy1 + c1y2)y1 Yo = (a2 — baya + c2y1)y2 . (3.1)

Pro ¢; > 0 populace ys zvySuje rust populace y1, zatimco pro ¢; < 0 populace ¥y
snizuje rust populace y;. Vyznam parametru cs je analogicky.
Podle znamének parametru ci, co rozlisime tii zédkladni situace:

(A) oba parametry ¢y, ¢o jsou kladné, jde o pripad mutualismu, také symbidzy,
kdy se obé populace navzajem podporuji,

(B) oba parametry ¢1, c2 jsou zdporné, jde o konkurenci, kdy populace mezi
sebou o potravu soutézi,

(C) parametry c1, co maji opaénd znaménka: ¢; < 0, ca > 0 jde o predaci, kdy
preddtor ys se zivi koristi y1. V piipadé ¢; > 0, co < 0 jde jen o vyménu
roli.

Pomocné vysledky

Pii zkoumén{ trajektori{ budeme vyuzivat pojem nulkliny, viz [4]. V nasem piipadé
dvou proménnych proni nulklina je mnozina bodu ve fazovém prostoru, ve kterych
je prvni slozka tetného vektoru (yi,y4) TeSeni nulovd, tj. y; = 0. Jsou to tedy
body fédzového prostoru spliaujici fi(y1,y2) = 0. V téchto bodech je teéna fesent
rovnobéznd s osou yo. Analogicky druhou nulklinu tvoii body fazového prostoru,
ve kterych je druhd slozka teéného vektoru nulové, tj. y5 = 0. Jsou to body, kde
f2(y1,y2) = 0, v téchto bodech m4 teény vektor smér osy y;. Singuldrn{ body jsou
pruseciky nulklin prvniho a druhého druhu.

Typ singularniho bodu nelinearni soustavy diferencidlnich rovnic uréime pomoci
korenti charakteristického polynomu piislusné linearizované soustavy v tomto bodé
vztahy f. Pokud tyto kofeny maji nenulovou realnou ¢ast, jsou nenulové
i v okoli a FeSeni nelinearni a linearizované rovnice maji stejny charakter.

Charakteristicky polynom ma tvar

P(\) = A% — Tr(A)\ + det(A), (3.2)

kde Tr(A) = Ay; + Ags je stopa matice A a det(A) = A1 A2 — A12A2 je deter-
manant matice A = (A;;) parcidlnich derivaci (0f;/0y;).
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Teorie kvadratickych rovnic davé nasledujici tvrzeni, které ndm umozni urcit
typ kofent redlného polynomu (3.2)) a pomoci Véty typ singuldrniho bodu.
Véta 3.1 (Kofeny kvadratického polynomu). UvaZujme kvadraticky polynom
P(A\) = A2 — Tr(A)X\ + det(A) a jeho diskriminant
D = (TI‘(A))2 — 4det(A) = (A11 — A22)2 + 4A12A21 . (33)
Potom plati:
(a) Koreny A1, Ay spliiugi rovnosti Tr(A) = A\ + A2 a det(A) = A Aq.
(b) Pokud det(A) < 0, diskriminant D je kladng a polynom md dva rediné
nenulové koteny A1, Ao s opacnymi znaménky.
(¢) Pokud det(A) > 0 a diskriminant D > 0, polynom md dva redlné koteny
ne nutné ruzné. Jestlize Tr(A) > 0, koreny jsou kladné. Jestlize Tr(A) < 0,
koteny jsou zdporné.
(d) Pokud det(A) >0 a D < 0, polynom ma dva komplexné sdruZené koreny.
Zkoumejme soustavu rovnic (3.1). Predpoklddejme, ze parametry a;, b;, ¢; jsou
nenulové. Rovnice f1(y1,y2) = y1(a1 — b1y + c1y2) = 0 déavé dvé prvni nulkliny
y1 =0, ar —biyr +c1y2 = 0.
Je to osa yo a piimka po s ni ruznobézna.
Rovnice fo(y1,y2) = ya(az — bays + coy1) = 0 dédva dvé druhé nulkliny
Y2 =0, az — baya + coy1 = 0.
Je to osa y; a piimka p; s ni ruznobézné. Pruseciky prvnich nulklin s druhymi jsou
singuldrni body. Jsou to vzdy tii body Sy = (0,0), S1 = (a1/b1,0), Sa = (0,a2/b2).
Pokud ,,8ikmé* nulkliny nejsou rovnobézné, tj. d = bibs — c1co # 0, jejich prusecik
je ¢tvrty singularni bod, ktery oznac¢ime S13. Jednoduchy vypocet déava

Sio = (v, 03) = a1by +aser  asbr +aico _ & @
1ro2 b1b2 — C1C2 ’ blbg — C1C2 o d ’ d ’

(3.4)

kde
d=0biby —cica, Bi=aibs + ascy, By = asby + aqco .
Z&alezi jesté na tom, zda prusecik Sio lezi v prvnim kvadrantu.
Vyéislime nyni parametry linearizované soustavy v singularnich bodech. Matice
A koeficientu (1.5]) linearizované soustavy v ptipadé (1.4) m& slozky
An = a1 = 2biyy +a1ys, A1z = ayy, Ao = cays, Asa = az + coyy — 2bays.

V bodeé S() = (0,0) platl’ A11 = az, A12 = A21 = 07 A22 = as. Charakteristick)’/
polynom
P(\) =\ — (a1 + a2)\ + ajas (3.5)
ma dva ne nutné ruzné reilné koteny aq, as. Podle Véty je Sy neatraktivni uzel.
V bodé Sl = (al/bl,O) Cisla Aij jSOU A11 = —ag, A12 = alcl/bl, A21 = 0,
Asg = ag + ajca/by. Charakteristicky polynom P()) a jeho diskriminant D je

B B B 2
P(A):)\Q—(bf—al))\—albf, D:(b12+a1> . (3.6)
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Podobné v bodé SQ = (0, ag/bg) je Au = aj +a201/b2, A12 = 0, A21 = GQCQ/bQ,
Ass = —agy a charakteristicky polynom P()) a jeho diskriminant D vyjde

B B B 2
P(A):)\Q—(b;—ag))\—@b;, D:(b;—l—a2> . (3.7)

Pokud d = b1be — c1co # 0, existuje i ¢tvrty singuldrni bod S12 = (B1/d, B2/d) .
Spocitejme koeficienty matice A v tomto singuldrnim bodu

blBl ClBl CQBQ bgBQ
A = - A = —_— A — A — .
11 d ) 12 d ) 21 d 9 22 d
Koeficienty ddvaji charakteristicky polynom P()) a jeho diskriminant D
b1B1+bsB BB b1 B1—byB5)? BB
P(A) =22+ 1 1:1- 2Bz | 1d27 D:( 1 1d22 2) +40102d21 2 (3.8)

Proberme jednotlivé ptipady podle znamének cy, co, které urcuji situaci.

(A) Mutualismus, symbiéza — kladné ¢, co

Necht vsechny parametry ai,as, b1, ba, c1, ¢y jsou kladné. Potom B, Bo jsou také
kladné. Navic predpokladejme, ze d = b1by — c1 ¢ je kladné. Kdyby d bylo zaporné,
,Sikmé“ nulkliny by se neprotinaly v prvnim kvadrantu a obé populace by v limité
rostly nade v8echny meze, coz by vedlo k destrukci prostiedi a naslednému vyhy-
nut{ obou populaci. Z predchoziho vime, ze prvni nulkliny ¢} = 0 jsou dvé pifmky:
y1 = 0, tj. osa yo, a ptimka ps: a1 — b1y + c1y2 = 0, kterd vychazi ze singularniho
bodu S1 = (a1/b1,0) s kladnou smérnici by /¢1, viz Obr.

V bodech prvniho kvadrantu mezi polopfimkami ys a ps je hodnota funkce
vy = f1(y1,y2) kladné, proto prvni slozka g} tetného vektoru je kladné. V bodech
vpravo od pravé nulkliny ps je prvni slozka te¢ného vektoru zaporna.

\
\
)

AN VN AL
LI IR T N | N A P g
A T N N A R

So S h Sol S1 Y1
Obrazek 8. Symbidza: nulkliny a singularni Obrazek 9. Symbidza: tecné vektory
body (a1 =4, b1 =1, ¢1 = 0,25, a2 = 2, trajektorii (a1 =4, b1 =1, ¢1 = 0,25,
ba =1, c2 =0,2). az =2,ba =1, ca =0,2).

Analogicky vySetiime druhé nulkliny y5 = 0. Jsou to opét dvé pifmky: yo = 0,
tj. osa y; a pifmka py: as — bays + coy1 = 0 vychdzejici ze bodu Sy = (0, as/bs)
s kladnou smérnici ¢ /b, viz Obr. [8l V bodech prvniho kvadrantu mezi obéma
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piimkami je hodnota y4 = f2(y1,y2) kladnd, proto druhd slozka tecného vektoru
y5 je kladnd, a v bodech nad horni nulklinou je slozka te¢ného vektoru zaporn4.

Protoze d > 0, ,8ikmé“ nulkliny, piimky p1, p2, se protinaji v prvnim kvadrantu
v bodé Sy2 a rozdéluji tak prvni kvadrant na ¢tyfi oblasti. Podle znamének slozek
tetného vektoru v Obr. [§]je zakreslena ,orientace“ teénych vektort, tj. ve kterém
kvadrantu nebo na které poloose je teény vektor, protoze v jednotlivych oblastech
a na nulklindch je tato orientace konstantni. V Obr. [] jsou zakresleny skute¢né
teéné vektory. Podle Véty a podsekce Pomocné vysledky v souladu s Obr[8] 9]
bod Sy je neatraktivni uzel, body S1,S2 sedla a Sy2 atraktivni uzel.

Vsimnéte si efektu symbidzy: singuldrni bod S5 pritahuje vechna feseni (kromé
poloos y1, y2) a davd vyssi ,rovnovazné hodnoty“ pro obé populace, nez jsou
rovnovézné hodnoty a;/b; u obou populaci bez vzdjemného vlivu. Tento stav je
proto stabilni a ,udrzitelny“. Je to atraktivni uzel.

(B) Konkurence — zaporné cy, ¢y

Necht vSechny parametry aq,as,by,bs jsou kladné a parametry ci,co zdporné.
Stejné jako v piipadé symbidzy prvni nulkliny y; = 0 jsou dvé piimky: y; = 0, tj.
osa Yo, a ,,8kma“ primka ps: a1 — b1y + c1y2 = 0, kterd vychazi ze singuldrniho
bodu S; = (a1/b1,0) se zdpornou smérnici by /¢; < 0. Druhé nulkliny 35 = 0 jsou
také dve primky: yo = 0, tj. osa y; a ,Sikma“ pfimka p;1: ags —boys +coy1 = 0, kterd
vychdzi ze singuldrniho bodu Sy = (0, as/bs) se zdpornou smérnici co/bs < 0.

V piipadé konkurence se prvni nulkliny navic protinaji v prvnim kvadrantu na
kladné poloose ys v pruseciku Py = (0, —ai/c1) a druhé nulkliny se protinaj{ na
kladné poloose y; v bodé Py = (—ag/ca,0). Pozor, tyto pruseciky ovsem nejsou
singularnimi body, protinaji se zde dvé prvni nebo dvé druhé nulkliny. Navic,
pokud koeficient d = b1bs — ¢1¢o je nenulovy, Sikmé nulkliny se protinaji.

Jaké je poradi bodu S7 a P, na poloose y;? Jestlize By = asb; +ajce > 0, potom
asby > —ajcq > 0, odkud plyne —as/ca > ayby, tedy prusecik P, lezi vpravo za
singuldrnim bodem S;. V opaéném piipadé By < 0 prusecik P, lezi vlevo pred
S1. Podobné v ptipadé By = a1bs + azc; > 0 na poloose yo prusecik Py lezi nad
bodem S5, pro By < 0 bod P; lezi pod bodem S,. V piipadé B; = 0 nebo By =0
body P, S3 nebo Ps, Sy splyvaji.

Rozlisime jednotlivé situace podle znamének parametra By, Bs.

(Ba) ,,Slaba konkurence“ — kladné B;, By

V tomto piipadé na poloose y; bod P» lezi za bodem S; a na poloose ys bod P;
lezi nad bodem S3, viz Obr. 10.

Jaké je d? Z podminky By > 0 plyne bs/as > —ci/a; > 0, podminka By > 0
dava by /a; > —ca/as > 0. Souéin obou nerovnosti po vyndsobeni ajas > 0 dévéd
bibs > cico, proto d > 0. To potvrzuje skutecnost, ze pruseéik Sis, lezi v prvnim
kvadrantu, jeho souradnice, viz , jsou kladné.

Nulkliny protinajici se v singularnim bodé Sis rozdéluji prvni kvadrant na
Ctyfi ¢asti. Podle znamének f1(y1,y2), fo(y1,y2) v nich vykreslime ,orientaci“
piislusnych teénych vektoru (yi,y4), viz Obr.
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Vysetreme singularni body. Podle Véty a vysledku podsekce Pomocné vy-

sledky v souladu s Obr[10] bod Sy je neatraktioni uzel. Podle (3.6) a (3.7)
charakteristické polynomy v bodech S; a Sy maji zdporny absolutni ¢len det(A),

maji proto redlné kofeny s opa¢nymi znaménky a body Sy, Sz jsou tudiz sedla.

142

Pz ‘ Y

Y1
Obrazek 10. Slabd konkurence: nulkliny, Obrazek 11. Slabd konkurence: tecné
singuldrn{ body (a1 =4, b1 =2, ¢c; = —1, vektory (a1 =4, b1 =2,¢1 =—1, a2 =3,
az =3,b2 =1, cg =—0,6). b2 =1, c2 = —0,6).

Ve étvrtém singuldrnim bodé S1o podle je det(A) = By By /d kladny, dis-
kriminant D kladny a stopa Tr(A) je zdporna. Podle Véty kofeny jsou zaporné.
Podle Véty[L.5]bod Si2 je atraktivni uzel. Pro kontrolu vykresleme smérové vektory
v Obr[T1] potvrzuji typy singuldrnich bodu.

Jaké je hodnocen{ situace? Viechny trajektorie (kromé bodu na poloosich y;
a yo) smeiuji do atraktivnitho bodu Sia, ktery dévd obéma druhtm rovnovazny
stabilni stav. Tento stav je sice mensi nez v piipadé samotné prvni nebo druhé
populace, ale oba druhy piezivaji.

(Bb) ,,Silnd konkurence“ — zdporné Bi, By

V tomto ptipadé na poloose y; bod Ps lezi pfed bodem S; a na poloose y2 bod
Py pred bodem Sy, viz Obr. 12. Ziporné B;, B dévaji 0 < ba/as < —c1/aq,
0 < b1/a1 < —caag, souéin nerovnosti pak biby < cica. Proto d < 0 a v
soufadnice bodu Sio jsou kladné. Nulkliny se protinaji v singularnim bodé Sy
a rozdéluji prvnf kvadrant na ¢tyfi ¢dsti. Podle znamének f1(y1,y2), f2(y1,y2) je
v Obr[12] vykreslena orientace prislusnych tecnych vektora (v, y5).

Urceme typy singularnich bodu. Z Véty S plyne, ze bod Sy je ne-
atraktiont uzel. Podle v bodé S; charakteristicky polynom mé diky
By < 0 zapornou stopu Tr(A) a nezdporny diskriminant D. Kofeny A1, Ay jsou
proto zaporné a podle Véty singularni bod S7 je atraktivni uzel. Analogickym
vypocCtem lze zjistit, ze singularni bod Sy je také atraktivni uzel.

V singuldrnim bodé Sio je det(A) = B;Bsy/d zaporny, protoze By, Ba,d jsou
zaporné. Charakteristicky polynom P(\) m4 kladny diskriminant, viz . Podle
Veéty polynom P(A) mé proto redlné kofeny s opaénymi znaménky a Véta
dava, ze singularni bod Si2 je sedlo. Smérové vektory v Obr. [12] to potvrzuji.
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So Py S1 hn

Obrazek 12. Silna konkurence: nulkliny, Obrazek 13. Silna konkurence: te¢né

singuldrn{ body (a1 =5, b1 =1, ¢c1 = -3, vektory (a1 =5,b1 =1, ¢c1 = -3, a2 =4,
az=4,b2 =1, co = —2). b =1, co =—2).

Jaké je hodnoceni situace? Narozdil od slabé konkurence, kdy body S; a S
byla sedla a Sio atraktivni uzel, v piipadé silné konkurence stavy S; a Ss jsou
atraktivni uzly a Sio sedlo. Téméf viechny trajektorie proto jdou bud do bodu
S1 nebo Sy, tedy bud’ jedna nebo druhd populace vyhyne, zalezi na pocateénich
hodnotach populaci.

(Bc) ,Dominance® prvni populace — B; kladné a By zdporné

V tomto piipadé na poloose y; bod Py lezi pted bodem S; a na poloose ys bod Py
nad bodem Ss, viz Obr. Nulkliny se v prvnim kvadrantu neprotinaji, rozdéluji
ho proto jen na tii ¢asti, pruse¢ik Sio ,Sikmych“ nulklin neni v prvnim kvad-
rantu nebo neexistuje. Podle znamének hodnot fi(y1,y2), f2(y1,y2) vykresleme
v jednotlivych oblastech ,orientaci“ tecnych vektoru (yi,v5), viz Obr.

P

So4

g

—q

So P S Y So

Obrazek 14. Dominance: nulkliny a Obréazek 15. Dominance: tec¢né vektory
singuldrni body (a1 =5, b1 =1, ¢1 = —1,25, trajektorii (a1 =5, b1 =1, c1 = —1,25,
ag =4, ba =2, cog = —-2). az =4, ba =2, co = —2).

Jakého typu jsou singuldrni body? Opét (3.5) dava, ze bod Sy je neatraktivni
uzel. Charakteristicky polynom (3.6) méd v bodé S; diky (3.6) a B < 0 zdpornou
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stopu Tr(A) a nezéporny diskriminant D. Kofeny A1, Ay jsou proto zdporné a
z Véty plyne, ze singuldrni bod S, je atraktivni uzel.

V singuldrnim bodé Ss = (0, az/bs) je situace odlisnd. Podle determinant
det(A) je zaporny, a z Véty plyne, Ze polynom P(\) mé dva reilné kofeny
s opacnymi znaménky. Véta potom dévi, ze singuldarni bod Ss je sedlo.

Jaké je hodnoceni situace? V tomto pripadé je situace pro ,slabsi“ druh jesté
horsi nez v piipadé silné konkurence. Kromé vyjimecné situace y; = 0, kdy prvni
druh neexistuje, populace yo vzdy vyhyne. Prvni druh se ustéli na stejné hodnoté,
jako v ptipadé, kdy druhy druh neexistuje.

(Bd) ,,Dominance* druhé populace — B; zdporné a B, kladné

V pripadé B; < 0 a By > 0 je situace opacnd, Ss je atraktivni uzel, S1 je sedlo,
prvni druh vyhyne a druhy se ustali na hodnoté, jako kdyz prvni druh neexistuje.

(Be) Mezni situace: B; nebo By nulové

V dalsim stru¢né analyzujeme ,mezni situace®, kdy B; nebo By je nulové. Opét
parametry aq, as, b1, bo jsou kladné a ¢y, co zdporné. Jestlize By = a1by +asc; =0,
potom ¢; = —ayby/as body Py, Sy a Sis splynou. V dalsim rozlisime znaménko
Bs, které urcuje, zda prusecik P, je pfed nebo za singuldrnim bodem S .

S1 P P, S1

0 P2:Sl

0 (0]

Obrazek 16. B; =0, Obrézek 17. B; =0, Obrazek 18. B; =0,B2 =0
By >0 (a1 =3,b1 =2, By <0 (a1 =3, b1 =2, (a1 =3,b1 =1,¢c1 = -1,
c1 =-—1,a3 =3,6, b = 1,2, c1 =—1,a3 =3,6, b3 =1,2, ag =3,ba=1,co=-1).
co = —1,2). co = —1,2).

(i) By nulové, Bs kladné: Protoze By = agby 4+ ajca > 0, prusecik Py lezi
na ose y; za singuldrnim bodem S; a soustava méa tfi singularni body,
viz Obr. Bod Sy je ve vsech pripadech neatraktivni uzel, viz (3.5)).
Podle v bodé S7 charakteristicky polynom ma dva ruzné realné koreny
s opa¢nymi znaménky, bod S7 je sedlo v souladu s Obr.

V bodé S vztah dava charakteristicky polynom P(A) = A% + ap),
ktery ma nulovy a zdporny kofen, coz v naSem ptipadé nelinearni soustavy
typ bodu nedava. Podle orientace te¢nych vektoru v okoli izolovaného sin-
guldrniho bodu Sy, viz Obr. v8echny trajektorie do bodu Sy sméfuji,
proto bod Sy je atraktioni uzel.
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Jaké je hodnocenf situace? Narozdil od piipadu (Ba) slabé konkurence
populace y; vyhyne, (kromé piipadu y» = 0) stejné jako v piipadé (Bd)
dominance druhé populace.

(ii) B; nulové, B, zaporné: Protoze By je zdporné, prusecik P, lezi pied
singuldrnim bodem Sy, viz Obr. Bod Sp je neatraktivni uzel. V bodé
S1 charakteristicky polynom mé kladny linedrni i absolutni ¢len, proto
ma zaporné koteny a bod S je atraktivni uzel.

V bodé S, vztah déva charakteristicky polynom P()\) = A2 + ag ),
ktery ma nulovy a zaporny kofen, coz typ bodu nedava. Podle orientace
te¢nych vektoru v jeho okoli, viz Obr. existuji trajektorie, které do
bodu sméfuji, i trajektorie, které se od néj vzdaluji, bod S5 je proto sedlo.

Jaké je hodnoceni situace? V tomto piipadé populace y, vyhyne (kromé
pifpadu y; = 0) stejné jako v pifpadé (Bc) dominance prvni populace.

(iii) B; i By nulové: V tomto piipadé také body P, a Sy splynuly, viz Obr.
Prvni a druha sikméa nulklina splynuly, singularni body proto tvoii celou
tsecku S155. Bod Sy ziistavéa neatraktivnim uzlem. Podle Obr. 18. viechny
trajektorie v okoli vsech bodu tsecky S1.59 k singularnim bodim sméfuji.

Jaké je hodnoceni situace? V tomto nestabilnim piipadé se obé populace
ustali v nékterém bodé usecky SS9 v zavislosti na poc¢atetnim stavu.

(iv) Bs nulové: Zéménou populaci y; a yo pro By > 0, dostdvdme piipad (i)
a pro By < 0 piipad (ii) s pfehozenymi rolemi populaci.

(C) Modely predator - kofist — zaporné ¢; a kladné ¢,

Tyto modely popisuji situaci dvou populaci: prvni y; se nazyva kotist, druha ys
predator nebo dravec, kterda se kotisti zivi. Naptiklad kofisti je snézny kralik a
predatorem rys. Dalsimi piiklady jsou kapii a Stiky v rybniku, losi a vlci.
Predator se zivi koristi, snizuje populaci kofisti, parametr ¢; je proto zdporny.
Mnozstvi kofisti umoziiuje mnozeni preddtora, proto parametr ¢y je kladny.
Uvedeme zjednoduseny model, ktery nese jména dvou autoru. Model navrhl
Alfred J. Lotka v roce 1910 pro chemické reakce, v roce 1925 model aplikoval na
systém predator-kotist ve své knize o biomatematice. Nezéavisle stejné rovnice pu-
blikoval Vito Volterra 1926, aby vysvétlil periodické chovani poctu vylovenych ryb
v Jaderském moti. Model byl inspirovan periodickym vyvojem poc¢tu vykoupenych
kozek snéznych kréliku a rysu v severn{ Kanadé v letech 1845-1935, viz napfi. [5].

Klasicky Lotkuv-Volterrav model

Model je popsan napf. v [4]. Abychom mohli vyuzit pro model vysledky ze subsekce
Pomocné vysledky, vyuzijeme oznateni parametru z predchozich ¢asti. Pro kofist
y1 nechdme parametr a; kladny, omezeni zdroji potravy zanedbame, tj. polozime
b1 = 0. Predator se zivi kofisti, ¢imz snizuje populaci kofisti, tj. parametr c; je
zaporny. Predator bez kofisti vymird, proto parametr as je zdporny. Omezeni
prostifedim zanedbame, tj. bo = 0, mnozstvi potravy kofisti umoznuje prirustek
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predétora, proto je ¢y > 0. Soustava rovnic (3.1)) se tedy redukuje na

Y1 = a1y + iy = (a1 + ay2)v, (3.9)
Yh = asya + cot1y2 = (a2 + cay1)ya, .

pricemz parametry ap, co jsou kladné a as, ¢ zdporné.

Prvni nulkliny jsou dvé na sebe kolmé primky: y; = 0, tj. osa yo, a piimka
p2 : a1 + c1y2 = 0 vychédzejici z bodu (—aq/c1,0) kolmd na osu y;. Druhé nulkliny
jsou také dvé na sebe kolmé piimky: yo = 0, tj. osa y1, a piimka p; : ag +coy; =0
vychdzejici z bodu (0, —as/cz) kolmd na osu yq, viz Obr. 19.

Nulkliny se protinaji ve ¢tyfech bodech: singularni body jsou vsSak pouze dva
So = (0,0), S12 = (—az/ca,—ay,c1), protoze bod P = (0,—ay/c1) je prusecik
prvnich nulklin a bod Py = (—as/co, 0) prusecik druhych nulklin, ne dvou ruznych

nulklin. Nulkliny rozdéluji prvni kvadrant na ¢tyfi casti. Vykresleme v Obr.
nulkliny a smér tec¢en trajektorii v pfislusnych oblastech.
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Obrazek 20. Predator-kotist: te¢né vektory

(a1 =3,c1=-1,a2 =—4,c2a=1).

Pro ureni typu singuldrnich bodu ur¢ime koeficienty A;; piislusné linearizo-

vané rovnice: Aj; = a1 + 143, A2 = a1y}, Ao = coys, Aza = ag + coyf a
charakteristicky polynom nabude tvar

P(\) =A% — (a1 + ag + 1y + coyP) A + (a1 + 1) (az + cayl).

V bodé Sy = (0, 0) charakteristicky polynom P(\) = A2 — (a; +a2)\ +ajas mé
kofeny A\; = a1 > 0, A2 = as < 0, tj. s opacnymi znaménky. Podle Véty bod

So je sedlo.

V bodé 512 = (—a2/02,—a1/cl) je All = A22 = O, coz dava TI‘(A) = 0. Dale
Ajp = —cras/ca, Az = —coaq/c; odkud det(A) = —Aj2A4s1 = —ajas > 0.

V bodé Si5 tedy polynom P()\) = A% — ayas méa nulovou stopou a zdporny diskri-
minant D = 4ajay < 0, mé tedy dvojici komplexné sdruzenych kofent s nulovou

redlnou casti. Protoze soustava rovnic je nelinedrni, z Véty neplyne, Ze sin-
guldrni bod Sis je stfed. Obecné by se mohlo jednat o ohnisko nebo bod rotace.
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V naSem piipadé vSak lze spocitat trajektorie jako ,vrstevnice* funkce dané vzta-
hem F(y1,y2) = const, viz []. Z rovnic (3.9) plyne

dyi (a1 4+ c1y2)yn

dys  (ag +coyr)y2
V rovnosti proménné y;, yo lze separovat

a a
<2 + 02> dy; = (1 + 01> dyo
U1 Y2

a integraci ziskdvame aqs In(y;)+cayr = a1 In(yz)+c1y2 +const, coz davd implicitni
rovnice pro trajektorie

F(y1,y2) = a2 In(y1) + cay1 — a1 In(y2) — c1y2 = const.

Funkce F' m& v bodé S12 = (—aa/ca, —ay /c1) obé prvni parcidlni derivace nulové.
Protoze a1, ¢ jsou kladné a as, ¢; zaporné, druhé derivace v bodé Si5 jsou

F:;I1y1(512) =—a/y; >0, nglyg(slz) =0, F;Qy2(512) =ay/y; > 0.

Proto v bodé S15 funkce F(y1,y2) méa ostré lokdlni minimum. Trajektorie v okol
bodu Sy2 — vrstevnice funkce F(y1,y2) — jsou tudiz uzaviené kiivky a singuldrni
bod 512 je stred.

Jaké je hodnoceni situace? Pokud je kofist nulova y; = 0, predator vyhyne.
Pokud neexistuje predator y, = 0, kofist se mnozi neomezené. V singularnim bodé
S12 je stav kotisti i predatoru neménny. Mimo tyto piipady jde o periodicky jev,
vyvoj probihd v cyklu, kdy se postupné periodicky opakuji ¢tyfi situace:

(a) preddtoru je mélo, kofist se mnozi,

(b) kofisti je mnoho, roste pocet preddtort,
(¢) preddtoru je mnoho, klesd pocet kofisti,
(d) kofisti je mdlo, klesd pocet preddtor.

ZAVERECNE POZNAMKY

Prozkoumali jsme chovani matematického kyvadla. Nelinearni rovnice pfinesla
dalsi druhy redlného chovani, které linearizovany model nedokazal popsat. Vy-
skytly se zde singuldrni body stred a sedlo. Pfidanim tlumeni se singuldrni bod
stfed zménil na atraktivni ohnisko nebo atraktivni uzel podle velikosti tlumeni.
Zajimavé je také studovat pripady tlumeni, které zaviseji na rychlosti nelinearné,
a které mohou pfinést utlumeni pohybu v kone¢ném case.

Kyvadlo je jednim z piipadu periodickych jevi v mechanice. Podobny jev je
periodicky pohyb kulicky po dréze tvaru pismene U, tj. rovinné kiivky v R? dané
vztahy 3 = ¢(x2), ©1 = 0. Perioda pohybu kulicky po dréze zavisi na tvaru
drahy, tj. funkci p. Obvykle perioda kmitt zavisi na velikosti ,,rozkmitu®, v pripadé
dréhy tvaru cykloidy, tj. funkce hyperbolicky kosinus, perioda kmitani na rozkmitu
nezdvisi, vice napf. [IJ.

Modelum popula¢ni dynamiky je vénovana napf. monografie [4]. V piipadé dvou
populaci jsme rozlisili tii zakladni vztahy: symbiéza, konkurence a predace. Ziskali
jsme tak singularni body typu atraktivniho i neatraktivniho uzlu, sedla i stfedu.
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Zajimavym vysledkem je rozliSeni tii ruznych stupinu konkurence. Ve specidlnim
piipadé konkurence vzniklo nekoneéné mnoho rovnovéznych stavu.

vést i k typu atraktivniho ohniska, pripadné k atraktivnimu cyklu.
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SEPARACE DYNAMICKE A STATICKE SLOZKY V SERII
OBRAZU

KAROLINA GEBRTOVA

ABSTRAKT. Cldnek se zabyvé metodami separace statické a dynamické slozky videa,
respektive oddéleni pohybujicich se objektu od pozadi v sérii obrazu. Prvni metoda
je zalozena na pouziti medidnu, druhd metoda je formulovdna jako konvexni mini-
malizacni tloha. Soucasti ¢lanku je i predzpracovani videa a vykresleni konec¢nych
vysledku, které muze byt problematické. Nakonec jsou metody porovnany dle je-
jich pfesnosti separace a vypocetni naroc¢nosti a dané vysledky jsou ilustrovany na
realnych videich.

1. Uvob

Separace statické a dynamické slozky v sérii obrazu se v dnesni dobé tési velkému
mnozstvi uziti. Aplikace nalezneme predevsim v oblasti monitorovacich video-
systému, protoze pouzitim téchto metod jsme schopni ve videu i pfes nepiehledné
pozadi detekovat jednotlivé objekty. Dalsi aplikace lezi v oblasti rozpoznavani
obliceju, kde jsme diky separaci schopni odstranit stiny i jind zkreslen{ (dynamic-
kou slozku) a ziskat tak ¢isty obraz obliceje [1].

Sérii obraziit muzeme reprezentovat jako video a problém separace ilustrovat na
piikladu kamery snimajici dédlnici. Vozovka, svodidla a dopravni cedule zustavaji
v prubéhu ¢asu na stejném misté. Tvoii tedy v pfipadé neménnych osvétlovacich
podminek pozadi reprezentujici statickou slozku. Projizdéjici auta nebo letici ptéci
svoji polohu s casem méni, reprezentuji tedy dynamickou slozku.

Tento c¢ldnek bude zameéfen na metodu medidnového filtru, kterd je vyznacéna
svoji jednoduchosti implementace a rychlosti vypoctu, a metodu PCP (Principal
Component Pursuit). Jedna se o konvexni tlohu zalozenou na minimalizaci vdzené
kombinace nuklearni normy a ¢; normy.

2010 MSC. Primérni 47Nxx.

Kli¢ovd slova. Série obrazu, separace pozadi, statickd a dynamickd slozka, ridké reprezentace,
nizkohodnostni struktura, singuldrni rozklad, medidnovy filtr, principal component pursuit, ro-
bustni analyza hlavnich komponent.

Clanek vznikl na zékladé bakaldfské prace autorky v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Pavel Rajmic z Ustavu telekomunikaci FEKT VUT v Brné.
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2. ZAKLADNI MATEMATICKE POJMY

Jednotlivé snimky videa se daji reprezentovat jako matice, bude tedy potieba
umét pouzivat znamé normy pro vektory i na matice. Toho lze docilit vektorizaci
matice: Jednotlivé sloupce matice ,posklddame pod sebe“ a ziskame jeden dlouhy
sloupcovy vektor. Poté lze normu matice vypocitat jako ||X]|| = ||vec X]|.

2.1. Ridké reprezentace
Nejprve zadefinujeme tzv. [y normu vektoru, i kdyz se dle definice o normu nejedna.

Definice 2.1. [y normou vektoru x € C" rozumime ¢islo udavajici pocet ne-
nulovych slozek daného vektoru.

Vhodnym usporadanim jednotlivych pixelu lze zjistit, ze se pozadi chova jako
nizkohodnostni struktura, jejiz jedinou zménu plsobi dynamické slozka. Pokud
jsou objekty dynamické slozky malé a neni jich ptilis§ mnoho, je tato zména navic
iidk4. Ridkost definujeme nésledovné.

Definice 2.2. Vektor x € C™ pro k € N nazveme k-fidkym, plati-li
[x[lo < k.

Tedy k-fidky vektor ma maximélné k nenulovych slozek. Analogicky pomoci
vektorizace definujeme k-fidkou matici.

2.2. Singularni rozklad

Definice 2.3 ([6]). Necht A € C™*" je obecna matice. Singuldrnim rozkladem
(SVD rozkladem) matice A rozumime rozklad

A = UXV*,

kde ¥ € R™*" je diagonalni matice, jejiz diagonalni prvky jsou tzv. singuldrni
¢isla ;. Tato ¢isla jsou nezdpornd a sefazena podle velikosti od nejvétsiho. Tedy
o1 > 09 > -+ > 0p > 0, kde kK = min(m,n). A matice U € C™*™ 'V ¢ C"*"
jsou unitarni matice tzv. levych a pravych singularnich vektort, V* je hermitovska
transpozice matice V.

Singularni rozklad je velmi uzite¢ny pro praci s nizkohodnostnimi struktu-
rami, protoze existuji tvrzeni (viz [3]) zajiStujici, Ze singuldrni rozklad existuje
pro kazdou matici A € C™*" a zejména Ze pocet nenulovych singuldrnich ¢isel
odpovidéd hodnosti této matice.

3. METODY SEPARACE

Pred uvedenim pouzitych metod je nutné zminit, v jaké formé jsou ocekavana
vstupni data.
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3.1. Predzpracovani dat

Vstupni data jsou ocekdvana ve forméatu videa nebo jako série m € N po sobé
jdoucich obrazi. V tomto ¢lanku se omezime pouze na data ve stupnich Sedi.

Kazdy digitalni obraz lze reprezentovat jako matici s rozméry odpovidajicimi
jeho rozliseni (poctu pixel). Matici prvnfho snimku ozna¢ime M; a provedeme
jeji vektorizaci. Vysledkem je jeden dlouhy sloupcovy vektor reprezentujici prvni
snimek. Vektorizujeme i ostatni obrazy a ziskame vyslednou matici M, jejiz sloupce
tvor{ vektory jednotlivych obrazu M = [vec My, vec My, ..., vec M,,].

Pro ilustraci ulohy separace si predstavme sérii obrazu se stéle stejnym pozadim
a pohybujici se malou kulickou, kterd jako jedind pusobi zménu. Vytvorime-li
z danych obrazi matici M, zjistime, Ze jednotlivé sloupce M jsou skoro stejné
a lisi se pouze v nékolika malo mistech. Tento vysledek je o¢ekavatelny, protoze
jednotlivé obrazy jsou az na posouvajici se kulicku identické. Konkrétni polohu
kulicky zjistime z mist, kde se hodnota na daném fadku 1is{ od vétsiny ostatnich.
7 tohoto piikladu muzeme rovnou odvodit formulaci 1ilohy separace.

Matici M chceme vyjadrit jako soucet matice L s matici S, pficemz L ma
vSechny sloupce identické, tzn. kazdy sloupec reprezentuje statické pozadi a S ma
nenulové hodnoty pouze v mistech, kde se hodnota na daném radku lisi od vétsiny
ostatnich, tzn. v mistech, kde se pohybuje kulicka (dynamickd slozka).

Nésledujici metody piedstavuji ndvod, jak puvodni matici M vhodné rozdélit
na matice L a S.

3.2. Medianovy filtr

Medianovy filtr je jednou z nejstarsich a nejjednodussich metod pro separaci pozadi
z videa [2]. Vyhodou této metody je predevsim snadnd implementace a nizkd
vypocetni naroc¢nost i pro videa s vysokym rozliSenim. Nevyhodou je, ze metoda
muze selhdvat pii vétsim mnozstvi pohybujicich se objekti.

Medidn je hodnota, kterd déli koneénou mnozinu realnych vzestupné sefazenych
dat na dvé stejné pocCetné poloviny a je predpokladano, ze sloupce matice M
jsou si podobné a lisi se pouze v nékolika mistech odpovidajicich slozce S. Tedy
obsahuje-li nadpolovi¢ni pocet sloupcu na piislusném fddku hodnotu odpovidajici
hodnoté puvodniho pozadi, medidn daného fadku bude odpovidat praveé této hod-
noté. Obraz, ktery ziskdme vypoctem medianu hodnot vsech obrazu, povazujeme
za dostatecné dobry model pozadi. Dynamickou slozku spoc¢itame jako rozdil jed-
notlivych obrazu a pozadi.

Tedy vezmeme matici vstupnich dat M a spoc¢itame n medidnu pro jednotlivé
tadky. Pokud se nékterd hodnota lisi od daného fadkového medianu, tuto hodnotu
jim nahradime. Napt. vypada-li prvni fadek M takto [5,1, 5,5, 5,25,103,5, 5,0, 5],
medidnem tohoto Fadku je ¢islo pét. Prvni fddek matice L ziskany pomoci me-
didnového filtru bude stejné délky jako prvni fddek matice M, ale bude obsahovat
pouze pétky.

Aplikujeme-li tento postup na vSechny radky, ziskdme matici pozadi L. Ma-
tici dynamické slozky S dostaneme odec¢tenim pozadi od puvodniho obrazku, tj.
S=M-L.
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3.3. Principal component pursuit

Jiz novéjsi metodou je Principal Component Pursuit (muze byt také oznacovdna
jako Robust Principal Component Analysis RPCA — robustni analyza hlavnich
komponent). Jak uz ndzev napovidd, princip metody je zaloZen na nalezeni ,hlav-
nich komponent*, které nejvic ovliviiuji daty popsany jev. Navic RPCA na rozdil
od klasického PCA dokéze dobfe pracovat i s daty obsahujicimi chyby a dalsi
nepfesnosti zpusobené méfenim [IJ.

Jak uz bylo naznaceno v ¢asti predzpracovani, matice S mé nenulové hodnoty
pouze na nékolika malo mistech, je tedy fidka. Matice L ma vSechny sloupce
identické, v idedlnim piipadé tedy plati rank L = 1. V redlném piipadé bude
hodnost sice vyssi, ale stdle bude pomérné mala. Z tohoto divodu budeme matici
L nazyvat nizkohodnostni. Cilem je tyto dvé slozky odseparovat. Zapiseme-li dany
problém formélné, ziskdme optimaliza¢ni tlohu

r{lisI’l rank(L) + ||S|lo za podminky L+ S =M. (3.1)

Hodnosti matice odpovida pocet nenulovych singularnich ¢isel. Tudiz chceme-li,
aby matice L méla co nejmensi hodnost, musime minimalizovat pocet nenulovych
singularnich ¢isel dané matice. Toho lze ve vétsiné piipadu dosdhnout pomoci
nukledrni normy, protoze nuklearni norma urc¢uje hodnotu souctu singularnich ¢isel
dané matice.

Pro ziskani fidké matice je vhodné minimalizovat jeji £y normu, ktera odpovida
poctu nenulovych prvku dané matice. Bohuzel minimalizace {5 normy je NP-tézky
problém. Za jistych podminek je mozné nahradit £; normu konvexni ¢; normou,
kterd jiz neni NP-tézkd (viz [4]). Proto se pokusime tlohu preformulovat
pomoci ¢; normy a vyse zminéné nukledrni normy na jiz konvexni problém (viz

1)
IIrJliél IIL]|« + AlIS|l1  za podminky L +S =M. (3.2)

Diky [1] zjistujeme, Ze pro zajisténi pfesné dekompozice staci, aby M nebyla
nizkohodnostni a fidka zaroven. Tedy potfebujeme zajistit, aby nizkohodnostni
prvek L nebyl zaroven fidky, coz se da zarucit splnénim nékolika jednoduchych
podminek s parametrem.

Dalsi problém muze nastat, pokud fidkd matice S bude nizkohodnostni. Proto
budeme po tidké matici pozadovat, aby jeji nenulové prvky byly rozmisténé na-
hodne.

Jsou-li vyse zminéné podminky splnény, tak existuje tvrzeni (viz [I]) zarucujict,
7e je tesen{ tlohy PCP (3.2) s parametrem A = 1/y/n piesné s pravdépodobnosti
téméf jedna. Nejen, ze jiz je zaruCena presnost dekompozice, ale také je z tohoto
tvrzeni ziskdn navod jak univerzalné volit parametr A. Toto univerzalni A sice neni
pro jednotlivé piipady idealni, ale bude fungovat ve vSech pifipustnych piipadech.

Nyni uz je potieba pouze odvodit algoritmus metody PCP. Odvozen{ se provede
pomoci metody ADMM (viz [3]) a tzv. rozsifeného Lagrangianu (viz [I]) pro nés
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dany problém (3.2]) a jsou z néj ziskdny néasledujici iterativni predpisy pro L a S:
LD = syt (M — 80 4 Y(i)/u) : (3.3)
S+ — soft (M — L) 4y ® /u) , (3.4)

W

kde operétor

softy (1) = —- max(|a;| — A, 0)
X

|z

je tzv. mekké prahovdni (viz [4]), které je aplikovdno na matici po slozkdch a kazdou
hodnotu v absolutni hodnoté mensi nez parametr \ zobrazi na nulu. Tedy je to
vyhodny operator pro hledani fidké matice, protoze vsechny malé ,,chybové“ hod-
noty zrusi a ponechd pouze ty vyznacné.

Druhy pouzity operator je tzv. singular value thresholding odpovidajici mékké-
mu prahovani singulérnich ¢isel

svta(X) = Zsoftx(ai)uivi*.
i=1

Tento operator je vhodny pro hledani nizkohodnostni matice, protoze zmensuje
pocet nenulovych singuldrnich ¢isel, tedy zmensuje hodnost matice.

Spojenim rovnic a s matici Lagrangeovych multiplikator Y ziska-
vame vysledny algoritmus pro PCP.

Algoritmus 1: Principal Component Pursuit (PCP)

inicializace: Sg = Yo, p > 0;
while HM — Li+1 — Si+1||F > 5HMHF do
Li+1 =svti (M — Sz + YZ//J,),
Si+1 = SOftA (M — Li+1 + Yl/,u),
m
Yii1=Yi+uM—-Lj11 —Sit1);
end
Vysledek: L, S

4. UKAZKY VYSLEDKU

Nez piejdeme k samotnym ukdzkam vysledku, je tfeba rozebrat problém vznikajici
pii vykreslovani vysledku.

4.1. Vykresleni

Separaci provadime na klasickych 8-bitovych obrazech, tedy jednotlivé pixely na-
byvaji hodnot mezi nulou a ¢islem 255, kde nula odpovida ¢erné barvé a 255 od-
povida bilé barvé. V dusledku separace bude dynamickd slozka ve vétsiné piipadiu
vykreslena v tmavsich odstinech, nez byl origindl. Dokonce se muze stét, ze vysled-
né slozka bude v zapornych ¢islech. Jelikoz snimky prevadime z formatu double
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na format uint8, budou vSechna zaporna ¢isla zaokrouhlena na nulu. Tato situace
muZze zpusobit ,zmizeni“ celé slozky, protoze je zobrazovéna na ¢erném pozadi,
tedy na pozadi s hodnotou nula.

Popsany problém ilustruje obréazek |1} Na levém obrazku je na§imi vstupnimi
daty bild (255) kulicka pohybujici se po Sedém (127) pozadi. Po provedeni se-
parace bude barva pozadi zachovdna, ale barva kulicky ztmavne na Sedou (128).
To neni velky problém, protoze kulicka je pouze tmavsi, ale stdle jasné viditelna.
Muze ale také nastat situace ilustrovand vpravo. Vstupem je ¢ernd (0) kulicka na
Sedém (127) pozadi. Vystupem ze separace je opét spravné pozadi, ale kulicka bude
mit barvu (—127). Pokud snimek pfevedeme do formatu uint8, bude ¢islo zao-
krouhleno na nulu, tedy kulicka nebude pii vykresleni slozky S viditelna. Abychom

127 127

O
L lZ \l S L l/ \N S
127 127

Obréazek 1. Ilustrace ztmaveni dynamické slozky v dusledku separace.

takovému problému predesli, musime slozku S pred vykreslenim upravit.

Jednou z moznosti dpravy je preskalovani kazdého ze snimkt zvlast tak, aby
nejmensi hodnota odpovidala nule a nejvétsi hodnota odpovidala ¢islu 255. Tato
uprava je vhodna pouze pro data bez barevné rozmanitého pozadi, jako je napf.
video dédlnice. Pro videa, kde se dynamicka slozka pohybuje pfes barevné rozmanita
pozadi, vznikd v dusledku ruzného ztmaveni dynamické slozky na jednotlivych
snimcich nepifjemny jev ,blikani“.

Dalsi moznosti je pfi¢teni pozadi k nenulovym hodnotam dynamické slozky. Tim
ziskdame ptresné barvy, ale bohuzel budou zvyraznény i chyby, které vytvofi Sum
v okoli jednotlivych objektu. Jako nejlepsi moznost vyhlazeni tohoto sumu se jevi
pouziti{ adaptivniho linedrniho filtru, jako je napt. Wienertuv filtr [7] a nésledného
morfologického uzavieni, které vyhladi v dynamické slozce ,diry* vzniklé filtraci.
Tento zpusob se osvédéil i pro obrazy s ruznorodym pozadim a dynamickou slozkou
nepravidelného tvaru.

4.2. Porovnani metod na simulovanych datech

Nejprve budou metody porovndny na simulovanych datech obsahujicich 90 ruznych
snimku s rozlisenim 160 x 120 px. Vypocty probihaji na notebooku s procesorem
Intel Core i7-8550U, 1,80 GHz a 8 GB RAM. Vysledky vidime v tabulce [1| kde
max rozdil znaci nejvétsi rozdil vysledného a origindlniho pozadi ziskany pomoci
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Frobeniovy normy, prim. rozdil zna¢i prumérny rozdil ziskany Frobeniovou nor-
mou, min SSIM oznacuje nejmensi naméreny SSIM indexﬂa prum. SSIM oznacuje
prumérny SSIM index mezi jednotlivymi vysledky a origindlnim pozadim.

Vysledky pro 90 ruznych snimku
¢as [s] | max rozdil | prum. rozdil | min SSIM | prum. SSIM
Medidnovy filtr || 0,03 78,82 78,82 0,9987 0,9987
PCP 2,76 78,82 78,82 0,9987 0,9987

Tabulka 1. Porovnéni metod na simulovanych datech obsahujicich 90 raznych snimku. Vysledné
snimky pozadi jsou porovnéany s origindlnim pozadim a podobnost je zhodnocena pomoci Frobe-
niovy normy, SSIM indexu a ¢asové narocnosti.

Z tabulky [I] je patrné, ze obé metody pozadi oddélily témér dokonale. Lze vidét
ze PCP metoda je casové naroénéjsi nez medidnovy filtr, to je zptusobeno pocitanim
vypocetné narocného singuldrniho rozkladu v kazdé iteraci.

Obé metody si dokazi dobie poradit i s objekty dynamické slozky, které jsou
po ¢ast videa statické. To lze pozorovat v tabulce

Vysledky pro 130 snimki se 40 stejnymi

¢as [s] | max rozdil | prum. rozdil | min SSIM | pram. SSIM

Medignovy filtr || 0,04 78,82 78,82 0,9987 0,9987
PCP 10,21 134,48 98,33 0,9956 0,9976

Tabulka 2. Porovnani metod na simulovanych datech obsahujicich 130 ruznych snimku, z nichz
40 je identickych. Vysledné snimky pozadi jsou porovndny s origindlnim pozadim a podobnost
je zhodnocena pomoci Frobeniovy normy, SSIM indexu a ¢asové naro¢nosti.

4.3. Vysledky na realnych datech

Nyni metody otestujeme na redlnych datech. K tomu bude vyuzito vided? délnice,
protoze obsahuje jak statickou slozku (délnice, trava, svétla), tak dynamickou
slozku (vozidla na délnici a vozidla projizdéjici v pozadi). Video obsahuje 380
snimku a jeho rozliseni je 256 x 144 px.

Separace pomoci medidnového filtru trvala pouze 0,27 s, zatimco separace po-
moci PCP trvala 364,43 s, tedy je jiz velmi znatelny rozdil v ¢asové naroc¢nosti
obou metod zpusobeny naroc¢nosti SVD rozkladu. Tento problém PCP metody je
ale vyvazen mnohem lepsi kvalitou dynamické slozky, u medidnového filtru je tato
slozka pomérné zasumeéna.

Na obréazku [2] je snimek z daného videa dalnice. V pravém hornim rohu je vyob-
razeno v délce projizdéjici vozidlo. Na tomto snimku muzeme otestovat, zdali jsou

1Jedn4 se o index vyjadfujici podobnost obrazu. Muze nabyvat hodnot z intervalu (—1,1),
kde hodnota 1 znaci dva zcela identické obrazy a hodnota 0 znac¢i nulovou strukturdlni podobnost
Bl

2Dostupné z https://www.youtube . com/watch?v=PJ5xXXcfuTc.


https://www.youtube.com/watch?v=PJ5xXXcfuTc

90 K. GEBRTOVA

Obrazek 2. Snimek z videa délnice. V levém hornim rohu je zelené vyznaleno projizdéjici
vozidlo.

metody schopny rozpoznat i takto maly pohybujici se objekt. Jelikoz se vozidla po-
hybuji po témér stéle stejném pozadi, volime jako zpusob vykresleni prvni zpusob
skdlovéani. Z obrazku[3]je patrné, ze obé metody oddélily dynamickou slozku skvéle

Medianovy [iltr PCP

Obrazek 3. Porovniani §kédlované vykreslenych vysledkt separace jednotlivych metod. Na
hornim snimku je znazornéna staticka slozka a na spodnim snimku vidime dynamickou slozku.

vcetné v dalce projizdéjictho vozidla.

Dale jsme otestovali obé metody na VideLﬁ. slunec¢ni korény prof. Druckmiillera.
Video obsahuje 565 snimku o rozlieni 2560 x 1440 px, jedna se tedy o obrovska
data. Z tohoto duvodu vypocty probihaji na pocitaci s procesorem Intel Xeon CPU
E7-4820, 2 GHz a 128 GB RAM.

Na takto velkych datech se ukazuje, ze PCP metoda je opravdu ¢asové prilis
naro¢nd. Vypocet medidnového filtru trval necelou minutu, zatimco vypocéet PCP
metody, pii kterém probéhlo 2363 iteraci, trval 6,5 dne.

3Dostupné z http://www.zam. fme.vutbr . cz/~druck/SD0/Pm-nafe/2012_08_31/0-1info.htm,
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Poté vysledky vykreslime nejprve pomoci skalovani. Jiz ze skdlovaného vykres-
len{ (obrdzek [4)) je patrné, ze medidnovy filtr do dynamické slozky zafadil i znacné

Medianovy filtr PCP

Obréazek 4. Porovnédni vysledku separace videa slunce ziskanych medidnovym filtrem a PCP
metodou. Jsou zde skalované vykresleny dva snimky dynamické slozky vysledku.

mnozstvi statické slozky, zatimco PCP metoda zvladla pozadi velmi dobfe oddélit.
Podivame-li se na vykresleni s pouzitim filtru (obrazek , je tento vysledek jesté
zretelng;jsi.

Medianovy filtr PCP

Obréazek 5. Porovnédni vysledku separace videa slunce ziskanych medidnovym filtrem a PCP
metodou. Jsou zde filtrované vykresleny dva snimky dynamické slozky vysledku. Jako filtr je
pouzit pouze Wieneruv filtr.
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5. ZAVER

edstavili jsme dvé metody pro separaci dynamické a statické slozky ve videu.
vysledku se ukazuje, Zze metoda medidnového filtru je velmi rychld, ale neni
odnd pro videa s velkym mnozstvi Sumu jako je sluneéni koréna. PCP metoda

ma velmi pfesné vysledky i pro videa tohoto typu, ale jeji vypocetni naro¢nost je

na

tolik velkd, ze je vhodna pouze pro praci, pii které pozadujeme velmi vysokou

presnost vysledku.

1

2

B]
[4

[5

[6
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MATEMATICKE MODELOVANI MECHANICKYCH SOUSTAV

PETR KAMARYT

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek se zabyvd matematickym modelovdnim mechanickych
soustav. Jsou odvozeny pohybové rovnice dvojitého kyvadla, dale je analyzovan
aproximativni systém a nékteré jeho specidlni pripady.

1. LAGRANGEOVA FORMULACE KLASICKE MECHANIKY

Diive nez odvodime pohybové rovnice vybrané mechanické soustavy, strué¢né zmi-
nime zaklady Lagrangeovy formulace mechaniky. Z Hamiltonova principu lze od-
vodit Eulerovy-Lagrangeovy rovnice, které jsou v kartézskych soutradnicich ekvi-
valentni rovnicim ziskdnym z Newtonova druhého pohybového zdkona, avsak na
rozdil od nich plati i pro jiné souradnice. Navic misto vektorové sily se pra-
cuje se skalarni energii. Nejprve definujme nékteré fyzikalni pojmy, které budeme
potiebovat; viz [3, 4] pro detaily.

Mechanickou soustavou rozumime jakoukoliv soustavu ¢astic nebo téles, jejiz
pohyb chceme popisovat. V tomto ¢lanku se budeme zabyvat pouze nedisipa-
tivnimi soustavami, tj. soustavami, ve kterych nedochazi k tepelnym ztratam, napt.
trenim.

Zobecnénymi soutadnicemi nazyvame jakékoliv parametry mechanické sousta-
vy, které popisuji jeji pohyb. Mohou to byt vzdélenosti, thly, aj. Budeme je
oznacovat qi,qs,.... Zobecnéné souradnice jsou vétsinou funkcemi ¢asu, tj. g1 =
q1(t), @2 = q2(t), atd. Pocet nezévislych zobecnénych soufadnic, které zcela popi-
suji pohyb mechanické soustavy oznac¢ime f. Napiiklad pro jednoduché kyvadlo je
f =1, pro dvojité kyvadlo je f = 2, v pfipadé hmotného bodu v prostoru mame
f=3.

Hamiltonav princip (princip nejmensi akce). Trajektorie ¢dstice bude
takovéd, pro kterou mé funkciondl

S(tAvtB):/BL(taql(t)7q2(t)7'~'7Qf(t)vql(t)7(j2(t)ﬂ"'7Qf(t))dt (11)

ta

2010 MSC. Priméarni 34A05, 37NO05.

Klicovd slova. matematické modelovani, mechanické soustavy, dvojité kyvadlo, autonomni
systémy ODR.

Clanek vznikl na zékladé bakalafské prace autorky v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préce byl Jiff Sremr z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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minimdln{ (pfesnéji staciondrni) hodnotu. Funkci L nazyvame Lagrangeovou funkci
(nebo také lagrangidn) a integral S(ta,tp) akce. Hamiltonuv princip tedy k4,
ze ze vsech moznych trajektorii ¢astice bude realizovana ta, pro kterou je akce
nejmenst.

Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Z varia¢ntho poctu je zndmo nasledujici
tvrzeni. Necht funkcional nabyva stacionarni hodnoty, pak plati

ia—,L:a—L, k=1,2,...,f. (1.2)

dt 9qr  Oqx
Rovnice se nazyvaji Eulerovy-Lagrangeovy rovnice. Jedné se o systém f di-
ferencidlnich rovnic druhého fadu, k jejich vyfeSeni staci zadat 2f pocateénich
podminek (napf. pocateénich poloh a rychlosti). Splnéni Eulerovych-Lagrangeo-
vych rovnic je nutnou podminkou pro stacionaritu funkcionalu . V mechanice
bereme lagrangian tvaru L =T —V, kde T je kineticka energie a V' je potencidlni
energie soustavy.

2. POMOCNA TVRZEN{

V této ¢asti uvedeme nékterd pomocna matematickd tvrzeni, kterd budou vyuzita
v dalsich kapitoldch. Jejich dukazy lze nalézt v [2].

bll

Tvrzeni 2.1. Nechf B = (
ba1

212) je redlnd matice a A € C. Pak X je vlastni
22

¢islo matice

0 0 1 0
0 0O 0 1

A= bir b2 0 O (2.1)
ba1 by 0 O

prdvé tehdy, kdyz A2 je vlastni ¢islo matice B.

Véta 2.2. Necht B =
bar b2
matice A dané vztahem (2.1). Potom plati:

1. Je-liu = (u1,uz,uz,us)’ vlastni vektor matice A prislusny viastnimu ¢islu
A, pak uz = Muy, ug = Mg a v = (ug,us)? je vlastni vektor matice B
prislusny viastnimu céislu \2.

2. Je-li v = (vi,v2)T wlastni vektor matice B prislusng vlastnimu éislu N2,
pak u = (v1,v2, Aoy, Ave)T je viastni vektor matice A prislusny vlastnimu
cislu .

) je redlnd matice a A € C je vlastni ¢islo

bi1 b2
ba1 b2
c¢islo matice B. Potom plati:

Véta 2.3. Necht B = (

) je redlnd matice a p je jednondsobné vlastni

1. Jestlize b1y — p # 0, pak vlastni vektor matice B je tvaru

_bb12
= 1=K )
= (%)
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2. Jestlize bos — pu # 0, pak vlastni vektor matice B je tvaru

1
vV = __boy .
bao—p

Poznamka 2.4. Vsimnéme si, ze v predeslé vété jsou zahrnuty vSechny piipady,
které mohou pro jednondsobné vlastni ¢islo u nastat. Vskutku, jestlize by —pu =0
a zaroven by — pu = 0, pak b12 = 0 nebo b1 = 0 a p = by; = byg, coz znamena, ze
1 nemuze byt jednondsobné vlastni ¢islo.

3. DVOJITE KYVADLO

Pro mechanickou soustavu na obrazku [I] lze pomoci postupu uvedeného v prvni
casti veelku snadno odvodit jeji pohybové rovnice. Uvazujme matematické kyva-
dlo s délkou zavésu Iy a hmotnosti mq, na jehoz konci visi druhé matematické
kyvadlo s délkou zdvésu lo o hmotnosti ms (viz obrizek . Ptredpokladejme, ze
pohyb probihd pouze v roviné obrazku a ze gravitacni sila pusobi v opac¢ném
smeéru nez je orientovana osa y. Vychylku prvniho bodu, respektive druhého bodu
ze svislé polohy oznacime ¢, respektive ys, pricemz vychylka proti sméru hodi-
novych rucicek je kladna — ziskdme tak dvé zobecnéné souradnice. Najdeme vztahy
mezi zobecnénymi soufadnicemi 1, @9 a kartézskymi soutadnicemi x1, y1, 2, yo.
Déle urc¢ime kinetickou a potencidlni energii soustavy; v kartézskych souradnicich
jsou dany vyrazy

1 1
T = §m1(93:f+yf) +§m1(:'c§+y§)

V =migy: + magys .

Pouzijeme transformaéni vztahy mezi kartézskymi a zobecnénymi sopuiadnicemi,
a ziskdame tak lagrangian soustavy L =T — V. Dosazenim do Eulerovych-Lagran-
geovych rovnic (|1.2)) dostaneme rovnice

54 maly 55 08 (91 — 2)
1 (mq 4+ mo)ly 2 Y12
mala 9 . g . (3.1)
- —_ —_— = O
(m1 + mg)h P28 (901 @2) + l1 St ’

L1 cos (91 — @2) + laa — 1125 sin (@1 — pa) + gsin gy = 0.
Jedna se o autonomni systém dvou nelinedrnich obyc¢ejnych diferencialnich rovnic
druhého tadu, ktery popisuje pohyb dvojitého matematického kyvadla.
Aproximaci nelinearitE| systému (3.1)) vznikne systém
(m1 +ma)lip1 +mala@a + (M1 +ma)gpr =0,
L1+ laga + gp2 = 0.

1Pfedp0klédéme—1i malé hodnoty vychylek, pak lze sinus nahradit jeho argumentem, kosinus
jednickou a druhé mocniny prvnich derivaci lze zanedbat.
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Obrazek 1. Dvojité kyvadlo.

Tento systém rovnic je linedrni vzhledem k ¢4, @2, 1ze ho tedy zapsat v maticovém

tvaru
” (mit+ma)g [
(s@) = <_(m ;Cvlrfljg (m@;n )g) (%) :
1 2 1 2
P2 s il ®2

» . w1\ . o1
0 dig= (%), o= (%
znacime-li (¢2> p (@2) a

_ (mi+ma)g mag
B= Ml maly ; (3.2)

(mi1+ma)g (mi1+ma)g

mllz mll‘z
dostaneme
@ = Bep. (3.3)

Piimym vypoctem zjistime, ze vlastni ¢isla matice B dané vztahem (3.2)) jsou
tvaru

Hi2 = —ﬁ ((m1+m2)(l1—|—lg):|:\/(m1 + mg)(ml(ll — 12)2 + mg(ll + 12)2)>
(3.)

Odtud je okamzité vidét, ze vyraz pod odmocninou je kladny, dostaneme tedy 1,
w2 redlnd ruznd. Dale 1ze dokdzat, ze plati p1 2 < 0 (pro dikaz viz [2]) Nyni jiz
muzeme pristoupit k dukazu véty o tvaru obecného feseni systému (3.3)).

Véta 3.1. Obecné redent systému (3.3)) lze psdt ve tvaru

(p(t) = A1V1 sin (\/ |,UJ1| t+ 011) + A2V2 sin (\/ |/L2‘ t+ Otg), (35)
kde A1, Ay € (0,00), a1, € (0,27),

__ m2g __m2g9
V1 = ((m1+m2)i(]+ll1m1l1) , Vo = ((m1+m2)1g+/t2m1l1) . (36)

a p1, po jsou vlastni ¢isla matice B dand vztahem (3.4)).
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Ditkaz. 7 teorie obyéejnych diferencidlnich rovnic vime, ze systém (3.3) lze
pfevésﬂ na systém Ctyt obycejnych diferencidlnich rovnic prvniho fadu tvaru

y = Ay, (3.7)
kde
0 0 10
0 0 0 1
A= _w mag 0 0 (3.8)
(mitma)g _(mitmaa o
mala mila
Obecné feseni tohoto systému je tvaru
y(t) = C1py (1) + Carhy(t) + Catpa(t) + Catpy (1), (3.9)

kde funkce v, ¥,, 95, ¥, tvoil fundamentdlni systém feSeni soustavy a
C1,05,C3,C4 € R. Z tvrzeni a faktu pg2 < 0 plyne, ze matice A mé dvé
dvojice komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel A1 o = £iv/|u1], Asa = £iv/|pel
7 véty plyne, ze vlastni vektory pfislusné témto vlastnim ¢éislum jsou také
komplexné sdruzené u; 2 = a; +iby, uz 4 = ay + iby. Ziskdme tak fundamentdln{
systém feseni systému ve tvaru

Wia(t) = (ay £ iby etV I,
P35 4(t) = (az £ iby)etiVIrel?,
Tato feseni upravime pomoci Eulerova vzorce a obdrzime
Y7 5(t) = (a1 cos \/[pa|t — bysin /[ |t) £i(arsiny/[u1|t + by cos /|u1]t),
3 4(t) = (ag cos \/|pa|t — by sin\/|uz|t) £ i(az sin V2|t + by cos /| szl t).

Nyni vezmeme nésledujici linedrni kombinace téchto feseni

) = LIV o cos Tt~ bysin i,
Py(t) = W = ay sin/|p1|t + by cos /|| t,
wslt) = OFTAO o cos il t — bosin ] .
(1) = d)z(t)%ﬂm = aysin /|2t + by cos \/|ual t

a dostaneme tak redlny fundamentdlni systém feSeni systému (3.7). Po dosazeni

do (3.9) ziskdme

y(t) = Ci (a1 cos /||t — bysiny/|p1[t) + Ca(ay siny/|p1|t + by cos v/|u1 | t)
+03(3.2COS |M2|t—b2Sin |u2|t)—|—C'4(agsin\/|u2|t—|—b2cos |,u2| )

Protoze ale hleddme Feseni systému (3.3]), zajimaji nds pouze prvni dvé slozky

vektorové funkce y. Jelikoz jsou vlastni vektory matice B redlné, podle véty

ZPolozime-li y = (¢, )7, pak y = (¢, )T = (»,Bp)T = Ay.
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jsou prvni dveé slozky vektoru by, by nulové. Déle podle této véty prvni a druha
slozka vektoru aj, as tvoii vlastni vektory matice B. Obecné feseni systému ((3.3))
muzeme tedy napsat ve tvaru

p(t) = Cyvycos /||t + Covysiny/|u| t + Csvacos /||t + Cyva sin /| pz| t,

kde vi, va jsou vlastni vektory matice B piislugné vlastnim éislum pq, po. Nyni
stac¢i polozit Cp = Aisinay, Co = Ajcosag a C3 = Assinag, Oy = Ascosas,
upravit pomoci goniometrického vzorce a dostaneme (|3.5). Zbyva poznamenat, ze
vzhledem k vété jsou vlastni vektory vy, vo tvaru U

Pozndmka 3.2. Vektor ¢ tedy vznikne slozenim dvojice anizochronnich kmitﬁﬂ
s uhlovymi frekvencemi +/|u1], \/|p2| (tzv. oscilaénich médi). Obecné se tedy
bude jednat o velmi komplikovany pohyb, ktery nemusi byt periodicky. Budou-li
uhlové frekvence \/|p1], v/|p2| soudélné, tj. bude-li platit

Vm _m

Vipa] o’
kde n1, ns jsou nesoudélnd prirozend cisla, pak vysledny pohyb bude periodicky
s periodou rovnou nejmensimu spoletnému nasobku jednotlivych period. Vysledny
pohyb zavis{ také na amplitudach a fazich jednotlivych kmitu (viz [1]).

4. SPECIALN{ PRIPADY

V této ¢asti se podivame na dva specidlni ptipady soustavy, jejiz pohyb je popsany
systémem rovnic (3.3)). Nejprve predpokladejme, ze [; = lo = 1. Z (3.4) a (3.6
plyne, ze vlastn{ ¢isla matice B soustavy (3.3)) jsou ve tvaru

H12 = -2 (m1 +ma = v/(m1 + maz)my)
mll

a odpovidajici vlastni vektory jsou nasobky vektoru

wam (2,

Déle:
e Jestlize je navic hmotnost obou hmotnych bodu stejnd, tj. m; = mgo = m,
pak vlastni ¢isla matice B jsou ve tvaru

12 = —% (2+ \@)

a vlastni vektory jsou nasobky vektoru

V2= (3;/5) '

Podle véty [3.1] je pohyb soustavy slozenim médii

o, (t) = 4 (_%) sin < % (24+V2)t+ al)

3+tj. stejnosmérnych kmit# rdznych frekvenci
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0y (t) = Ay (\%) sin( %(2— \/i)t+a2).

Tyto médy si muzeme predstavit jako periodické pohyby pfi nulovych po-
¢atecnich rychlostech a po¢dteénich podminkdch ukdzanych na obrazku [2]
(tJ Al = A2 = 1, Q] = Qg = g)

Y Y,

Obrézek 2. Oscila¢ni médy pro m1 =mg aly = la.

Jestlize je hmotnost prvniho hmotného bodu vyrazné vétsi nez hmotnost

druhého hmotného bodu, tj. m; > my a oznacéime-li ¢ = 22 pak po tpra-

véach dostaneme vlastni ¢isla matice B ve tvaru ™
pi2 = —% (1+e+/e(l+9)
a vlastni vektory jsou nasobky vektoru
via = < TVE ) .
’ Vite
Podle vety je pohyb soustavy slozenim médu

o (t) = A (\/_%) sin <\/‘l7 (1+¢+ \/W)Hal)

0o (t) = Ay (%) sin <\/§ (1+e— 6(1+€))t+ag>.

Tyto médy jsou zndzornény na obrazku
Vsimnéme si, ze

lim \/|,u12|: g lim Vio = 0 .
e—0+ ’ 1’ e—0+ 1

V téchto oscilacnich médech se prvni hmotny bod v podstaté nebude hybat
a druhy bude v podstaté kmitat jako jednoduché kyvadlo délky [. Vzhledem
k pozndmece [3.2]bude pohyb soustavy periodicky pouze v pripadé, je-li A} =
0 nebo A5 = 0.
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1+¢ 1+4+¢

Obrazek 3. Oscilacni médy pro mi > mo a ly = la.

5. ZAVER

Pii modelovani mechanickych soustav se vyskytuji obycejné diferencialni rovnice,
pripadné jejich systémy. Nejcastéji se jedna o rovnice druhého radu, které jsou
nelinedarni. Omezime-li se v8ak na malé vychylky, lze tyto rovnice aproximovat
linedarnim systémem rovnic. V tomto clanku jsme se zamérili na dvojité kyva-
dlo. Nastinili jsme odvozeni systému pohybovych rovnic, dale byla dokazana véta
o tvaru obecného feSeni linearizovaného systému a nakonec jsme diskutovali dva
specialni pripady této mechanické soustavy.
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VYBRANE ULOHY Z UCEBNICE R. H. WASSERMANA
TENSORS AND MANIFOLDS WITH APPLICATIONS TO
PHYSICS; I. LINEARNI ALGEBRA

DUSAN NAVRATIL

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku jsou vyfeSeny vybrané tlohy z ucebnice R. H. Wasser-
mana Tensors and Manifolds [I]. Prvn{ ¢dst problému se tyka ekvivalentnich definic
pojmu z linearni algebry, druhd ¢ast je zaméfena na dukaz nespocetnosti béaze pro-
storu linedrnich forem a tfet{ Cast je vénovana ekvivalenci reprezentaci linedrnich
zobrazeni.

UvoD

V literatufe z linedrni algebry se muzeme setkat s riznymi, ale ekvivalentnimi de-
finicemi nékterych pojmu. Pomoci raznych definic jsou naptiklad nadefinovény
pojmy linearniho obalu, sou¢tu vektorovych podprostoru, linearné nezavislych
mnozin a bazi. Ucelem prvni kapitoly bude ukézat ekvivalenci a souvislosti mezi
ruznymi definicemi téchto pojmu.

Druhd kapitola je ddle vénovéna prostoru linedrnich zobrazeni L(V,R) z vek-
torového prostoru V' do télesa redlnych ¢isel R (neboli také prostoru linedrnich
forem V*). V této kapitole bude ukdzdno, Ze spocetnost baze prostoru V impli-
kuje nespocetnost béze prostoru L(V,R).

V zavéretné tieti kapitole bude rozebrdan problém ekvivalence dvou linearnich
zobrazen{ ¢,1 € L(V,V*) pomoc{ maticovych reprezentaci (kongruentni matice)
a matice prechodu.

Symbolem K bude v textu oznacena mnozina realnych nebo komplexnich ¢isel
(K=R,C).

1. EXVIVALENTNI DEFINICE POJMU Z LINEARN[ ALGEBRY

Ke kazdému pojmu v prvni kapitole budou uvedeny dvé ekvivalentni definice spolu
s dikazem této ekvivalence.

2010 MSC. Primarni 15A03, 15A24.
Kli¢ovd slova. Vektorovy prostor, baze, linedrni zobrazeni, dudlni prostor.
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1.1. Linearni obal

Definice 1.1. Necht S je libovolnd mnoZina (ne nutné koneéna) prvki vek-
torového prostoru V. Linedrni obal (S) je prunik vSech vektorovych podprostori
prostoru V', obsahujicich mnozinu S.

Definice 1.2. Necht S je libovolnd mnozina (ne nutné koneéna) prvku vekto-
rového prostoru V. Linedrn{ obal (S) je mnozina vsech linedrnich kombinac{ prvkiu
mnoziny S.

V dukazu ekvivalence vyuzijeme nésledujici pomocné lemma.

Lemma 1.3. Necht A, B # ) jsou libovolné podmmnoziny vektorového pro-
storu V. Pak

ACB= (A) C(B),
kde linedrnd obal (A) mnoZiny A wvaZujeme podle definice .
Diikaz. Pro piipad A D B je tvrzeni splnéno trividlné. Necht A C B. Linerni
obal (A) je prunik vsech vektorovych prostoru obsahujicich mnozinu A. Oznaéme

tyto prostory obsahujici mnozinu A jako A,, p € I a obdobné pro linedrni obal
(B) ozna¢me prostory obsahujici mnozinu B jako By, r € J. Plat{ tedy

(4) = ﬂ Ap, (B) = ﬂ B,..
pel reJ
Ziejmé plati
re(d)= (4 =>z€B, Vrel
pel

nebot pokud prvek x patii do kazdého prostoru obsahujici mnozinu A, pak musi
patfit i do prostoru B,, nebot vektorovy prostor B, mnozinu A také obsahuje.
Index r byl pro B, zvolen libovolné a implikace tak plati Vr € J. Odtud ziskame

re(A)=(A,=ze () B =(B),
pel reJ

odkud jiz nutné (A) C (B). O
Tvrzeni 1.4. Definice a[1:3 jsou ekvivalentni.

Dukaz. Oznatme nejdiive prunik vSech podprostoru obsahujici S, jako
W= W,
pel
a mnozinu vsech (koneénych) linedrnich kombinaci jako
L={ojz1 4+ +apz,; a; €K xz; € S,n e N}
V prvni ¢asti dokdazeme L C W. Plati

r€L=do; €K, dx; € S,k EN; z=a1x1 + ...+ aprk.
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Déale z x1,...,x; € S plyne z1,...,z; € W, Vp € I a jelikoz W), je vektorovy
prostor pro libovolné p € I, pak ayzy + -+ + oz, € W), Vp € I a tim padem
zeW.

V druhé é4sti dokdzeme W C L. Ziejmé plati S C L, nebot kazdy prvek z; € S
muzeme napsat ve tvaru z; = 1-2; € L. Ddle L = (L), nebot mnozina vsech
linearnich kombinaci je sama o sobé vektorovym prostorem.

Z nerovnosti S C L tak pomoci lemmatu [1.3| dostdvdme W = (S) C (L) = L a
tvrzeni je dokdzané. O

1.2. Soucet vektorovych podprostora

Definice 1.5. Necht {W;} je libovolnd mnozina (ne nutné konecnd) vekto-
rovych podprostoru prostoru V. Soucet podprostoru ), W; prostoru V' je prunik
vSech podprostort V' obsahujicich mnozinu |J, W;.

Definice 1.6. Necht {W;} je libovolnd mnozina (ne nutné konecnd) vekto-
rovych podprostoru prostoru V. Soucet podprostort ), W; prostoru V' je mnozina
vSech vektort, které lze napsat ve tvaru kone¢nych soucti w;, + w;, + - - + w;, ,
kde

w;, € Wil,wiQ S WiQ,. S, Wwy, € sz
Tvrzeni 1.7. Definice a[I:q jsou ekvivalentni.

Diikaz. Oznacéme symbolem P prinik vsech podprostoru V' obsahujicich | J, W;
a symbolem S mnozinu vektoru ve tvaru zminénych souctu.

Nejdiive dokdzeme P C S. Pokud z € P, pak x patii (podle definice) do
linedrniho obalu mnoziny | J, W;. Z pfedchoziho tvrzen{ vime, ze linedrni obal | J, W;
je mnozina vSech linearnich kombinaci prvka (J; W;. Tim padem pro j =1,...,n

E|Oéj c K,wil c WiUU)iQ c Wig,. Wy, € Win,
ze plati
<UW’> > 2 =oaw;, +aw;, + -+ oagw;, €8,
i
nebot pro kazdy séitanec mame ajw;, € Wi, (plyne z vlastnosti, ze W;, je vekto-
rovy prostor).

Nyni dokdzeme S C P. Necht x € S. Pak lze tento prvek zapsat pomoci w;, €
Wi, wi, € Wiy, ... w;, € Wy, ve tvaru

n?

Sawi1+wiz+~-~+winzl-wi1+1-wi2+~--+1~win€<UWZ‘>:P.

O

1.3. Linearné nezavisla mnozina

Definice 1.8. Mnozinu S vektoru nazveme linearné nezavislou, pokud pro
vSechny kone¢né soucty >, a;v;, v; € S plati ), a;v; = 0= a; = 0 Vi.
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Definice 1.9. Mnozinu S vektoru nazveme linedrné nezdvislou, pokud o ¢ S
a zéroven kazdy kone¢ny soucet podprostoru tvaru I, = {av | a € K,v € S} je
primy.

Tvrzeni 1.10. Definice a[1.9 jsou ekvivalentni.

Diikaz. Dokazeme ekvivalenci opaénych tvrzeni. Chceme tedy dokazat, ze exis-
tuje koneény soucet ZZ a;v;, v; € S s vlastnosti ZZ a;v; = o (kde alespon jeden
¢len a; je nenulovy) pravé tehdy, kdyz o € S nebo existuje koneény soucet podpro-
storu [,,, ktery neni piimy. Pfedpoklddejme nejdiive, ze existuje koneény soucet n
vektorti mnoziny S, pro ktery plati

a1v1 + -+ apvy, =0AJ a; #0.

7 tohoto tvrzeni vyplyva, ze Clen s nenulovym koeficientem a; lze vyjadiit jako
soucet ostatnich clent. Plati tedy

—QiV; = QU1 F -+ G—1Vi—1 + Qi1 Vi1 0 ApUn

Lo (1D, # 0,
J#i
coz plati pouze tehdy, kdyz v; # o a soucet podprostoru tedy neni piimy. Kdyby
v; = o, pak nenulové a; lze zvolit libovolné a v; =0 € S.

Predpoklddejme nyni, ze o € S nebo existuje koneény soucet podprostou [,
ktery neni piimy. Pokud o € S, diukaz je zfejmy (tento ¢len vyndsobime libovolnym
koeficientem @ a v3echny ostatni koeficienty polozime rovny nule). Necht dany
kone¢ny soucet podprostoru I, neni piimy. To znamena

Lo (DL, # 0, Vi.
J#i
Existuje tedy nenulovy vektor, ktery se nachézi v obou mnozinach. V mnoziné [,,
nabyva tvaru a;v; a v mnoziné Zj# ly; tvaru ajvy + -+ + ai—1v—1 + Gi11Vi41 +
-+ a,vy,, odkud

odtud dostavame

aiV; = Q11 + -0+ Qi—1Vi—1 F Qi 1Vip1 T o+ AnUn,
101 + -+ Ai—1Vi—1 — GV + Qi41Vi41 + -+ ApUp = 0.
Jelikoz je ¢len a;v; nenulovy, tvrzeni plati. Diky libovolné zvolenému n € N tvrzeni

plati pro libovolné velké soucty. O

1.4. Baze vektorového prostoru

Definice 1.11. Mnozinu S vektoru v; € S nazveme bazi podprostoru W pro-
storu V, pokud je linedrné nezavisld a generuje podprostor W.

Definice 1.12. Mnozinu S vektoru v; € S nazveme bazi podprostoru W pro-
storu V', pokud pro kazdé v; € S existuje praveé jedno a; € K tak, ze kazdy vektor
w € W lze vyjadiit ve tvaru w = ), a;v;.

Tvrzeni 1.13. Definice a[I13 jsou ekvivalentni.
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Dukaz. Predpokladejme nejdiive, ze dany vektor w € W lze vyjadiit dvéma
ruznymi zpusoby pomoci koeficientu a;,b; € K jako

w = Zaivi = Zbﬂ)m
i i
déle od sebe odec¢teme odpovidajici si ¢leny, odkud obdrzime
Zaivi - Zbivi = Z(ai — bl)’l}z = 0.
i i i
Jelikoz je mnozina S linedrné nezavisla, pak z této rovnosti plyne
ai—bi:OW — ai:biVi,

a vektor w tak lze vyjadfit pouze jedinym moznym zpusobem, pomoci koeficienti
a; € K.

Nyni naopak predpokladejme, ze libovolny vektor w € W lze vyjadiit pouze
pomoci jediné n-tice koeficientu a; € K a vektoru v; € S, tedy

w = E a;v;.
i

Je ziejmé, Ze mnozina S generuje podprostor W, nebot kazdy vektor w € W
lze vyjadrit pomoci linedrni kombinace v; € S. Zbyva dokazat, ze mnozina S je
linedrné nezévisld. Necht
w = Z a;v; = 0.
K3

Jelikoz je vektor w nulovy a pro kazdy vektor w € W existuje pouze jedind n-tice
koeficientu a; € K, kterd tuto rovnost spliiuje, touto n-tici musi byt koeficienty
a; = 0 Vi, coz je definice linearni nezavislosti. O

2. NESPOCETNOST BAZE PROSTORU L(V,R)

Nez se pustime k samotnému dukazu nespocetnosti baze L(V,R) za predpokladu
spocetnosti baze V, dokdzeme tvrzeni 2.1} které bude v dikazu ndpomocné. Pro

Tvrzeni 2.1. Necht V a W jsou vektorové prostory a S je bdze prostoru V.
Pak existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni ¢ : V. — W takové, Ze ¢(v;) = w;, kde
v; € S a w; jsou libovolné zvolené proky W.

Diikaz. Definujme ¢ jako zobrazeni
$(v) = a'w; pro v = a'v;.
Takové zobrazeni je linedrni, nebot
P(utv) = p(b'vi +a'v;) = (b +a")v;) = (' +a')w; = b'w; +a'w; = ¢(u) + $(v)
a

d(aw) = d(aa'v;) = aa'w; = ag(v).
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Predpoklddejme déle, Zze existuje jiné linedrni zobrazeni ¢ : V. — W, pro které
plat{ ¢ (v;) = w;. Diky linearité ¢ ziskdme

P(v) = P(a'v;) = a'(v;) = a’w;
a tedy

p(v) =¥(v), Vo eV,
odkud plyne ¢ = 1. O

Pro pifpad W = R (neboli ¢ € L(V,R) = V*) toto tvrzeni i{kd, ze pro libovolné
zvolené realné ¢islo r € R a pfirozené ¢islo k € N, existuje pouze jedno linearni
zobrazeni ¢ : V — R, pro které plati (predpokladdme uspofddanou bézi prostoru
V)

¢(Uk) =T, ¢(Uj) = 07 \V/j 7é k
a je tedy ve tvaru
6(v) = élaiv;) = a‘g(v;) = abr.
Nyni mohou nastat dva ruzné piipady pro V. Pokud je V koneénérozmérny

prostor (dimV = n < ¥g), pak jsou prostory V a V* izomorfni a k < n. Tento
izomorfismus je dan zobrazenim

D:V =V,
(I)(vk) :¢k(v)7 k= ]-a"'an

(¢ (v) je zobrazeni popsané vyse) a odpovidajicimi redlnymi ¢isly 7.
Pokud je naopak V nekoneénérozmérny (dimV > Ny), pak je obecné V* veétsi
nez V (viz. ndsledujici tvrzeni) a k € N.

Tvrzeni 2.2. Necht L(V,R) je vektorovy prostor viech linedrnich zobrazeni
(linedrnich forem) z vektorového prostoru V. do R. Pokud md V spocetné ne-
konecnou bdzi, pak je bdze prostoru L(V,R) nespocetné nekoneénd.

Diikaz. Necht S = {v1,vs,v3,...} je spocetnd baze prostoru V. Uvazujme dale
mnozinu viech posloupnost{ realnych é&fsel tvaru (1,7,72,73,...), kde r > 1 a
ozna¢me posloupnost pro dané r symbolem p,. Podle tvrzeni [2.1] vime, Ze exis-
tuje praveé jedno linearni zobrazeni f,., pro které plati

fr(vg) =771,
Odpovidajicich posloupnosti je zfejmé diky r € R, r > 1 nespocetné mnoho. Zbyva
tedy ukdzat, ze libovolnd koneénd podmnozina linedrnich zobrazeni {fi,..., fn}

je linedrné nezavisla.
Jako prvni ¢ast dikazu ovéiime, Ze mnozina posloupnosti
_ fok—1yco  _ 2 3
or ={r" 12 = (L5, ), r > 1

je linearné nezavislou podmnozinou vektorového prostoru vsech posloupnosti.
Méjme tedy n posloupnosti, které odpovidaji n-prvkové mnoziné {f.,..., fr. },
a sefadme je vzestupné podle velikosti r;, tedy or,, 0rys-- -, 0r,, kde 7; > 7; pro
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i > j. Diky r > 1 plati také (rf > r¥,i > j)A(r], > r1,i > ) pro k € N. Vytvorme
nyni libovolnou linedrni kombinaci téchto posloupnosti
alQT1 + a2Qr2 + T + anan~

Pro dokazani linedrni nezavislosti polozme soucet téchto posloupnosti roven nulové
posloupnosti (0,0,0,...). Obdrzime tak systém spoc¢etné mnoha rovnic

Zairf =0, k€ Ng.
=1

Chceme tedy dokazat
arry 4 agrs + - +art =0, Vk €Ny = ay =--- = a, =0,

kde r; > 1. Celou rovnici vydélime ¢lenem 7%, odkud obdrzime

r k r k r k
() () b () s
Tn Tn Tn

Jelikoz plati r; > r;, Vi > j, pak nutné

k k k
lim aq (Tl) + as (Tz) + it ap_1 (Tn_l) +a, =a, =0.
k—o0 Tn Tn Tn

Totéz opakujeme pro koeficienty a,_1,an_2,...,a2,a1, odkud dostdvame a; =
.-+ = ay, = 0, a mnozina posloupnosti je tak nutné linearné nezavisla.

V druhé ¢ésti dukazu je tfeba ukazat, Ze se linearni nezavislost mezi vektorovymi
prostory izomorfnim linedrnim zobrazenim prendsi. Méjmé izomorfni linedrni zob-
razen{ ¢ mezi prostory V a W, déle {vy,...,v,} linedrné nezdvislou podmnozinu
V a {ws,...,w,} mnozinu odpovidajicich prvkia ve W. Pak mdme

brwy + -+ bpw, = b1¢(vl) + e+ bn¢(vn)
= qb(blvl) et d)(bnvn) = ¢(b17]1 +F bnvn) =0,
kde za predpokladu, ze zobrazeni ¢ je izomorfni, musi platit

bivy + -+ byv, =0.

Mnozina {v1,...,v,} je vSak linedrné nezdvisld a proto by = --- = b,, = 0, odkud
plyne linedrni nezavislost {ws, ..., wy,}.

Posledni ¢ast dukazu spociva v nalezeni izomorfniho linearniho zobrazeni, které
by diky bijekci zachovavalo linedrni nezavislost. Toto zobrazeni zavedeme nésle-
dujicim zptisobem. Necht (a1, as,as, . ..) je libovolnd posloupnost, které ptifadime
index o = ajasas... Pak odpovidajici linearni zobrazeni bude mit diky tvrzeni
tvar pro bazové vektory v;

fa(’l}i) =a;, 1 € N,

a zéroven bude linedrni. Je zfejmé, ze takto zavedend linedrni zobrazeni (ozna¢me
napf. F) budou tvofit vektorovy prostor, nebot tvofi podmnoZinu vektorového
prostoru vsech linearnich zobrazeni. Nulovym prvkem je zobrazeni

fo(vi) =0,
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které zobrazi libovolny vektor na nulu. Souc¢et dvou zobrazeni a skaldrni nasobek
splituji

fa(vi) + fa(vi) = a; + b; = fayp(vi) € F,
a- fo(v;)=a-a; = fea(v;) € F.

Mezi vektorovym prostorem F' C L(V,R) a posloupnostmi R* tak existuje bijekce
spolu s linearnim zobrazenim a jde tedy o izomorfismus. Z predchoziho plyne,
Ze 7z linearni nezavislosti posloupnosti ¢, , 0r,,- .., @r,, plyne linedrni nezavislost
odpovidajici mnoziny { f., ..., fr, }. Jelikoz je takovych mnozin v prostoru L(V, R)
diky 7 € R, > 1 nespocetné mnoho, existuje nespoc¢etné mnoho linedrné ne-
zdvislych podmnozin L(V,R), odkud plyne existence nespocetné béze prostoru
L(V,R). O

3. EKVIVALENCE LINEARNICH ZOBRAZENI MEZI V A V*

V posledni kapitole se budeme zabyvat linearnimi zobrazenimi mezi prostory V a
V*, pro piipad dimV = dim V* = n € N. Z linearni algebry vime, ze mnozinu
v8ech linedrnich zobrazeni z vektorového prostoru V' do sebe sama (endomorfismi),
muzeme ztotoznit s mnozinou matic M, (K) nad K. Pokud navic predpokladdme
tato zobrazeni bijektivni (automorfismy ¢ : V. — V), muzeme je ztotoznit s
mnozinou reguldrnich matic GL(n,K). Nyn{ si pfipomeneme, jakym zptsobem
se zmeéni slozky vektoru pii zméné béze prostoru V a jak muZzeme reprezentovat
linedrni zobrazeni pomoci matic.

Uvazujme vektor v € V' v n-rozmérném prostoru V', s bézi {e;}. Z definice béze
vime, ze k vektoru v existuje jednoznacné urcena n-tice redlnych ¢isel takova, ze
plati v = 2’e; a tedy

r=1|: | k"

.,L,TL

jednoznaéné popisuje vektor v pfi stanovené bazi {e;}. Pokud dojde ke zméné béze
na bazi {e;}, popisujeme sice stejny vektor v, ale n-tice redlnych ¢isel je tentokrat
odlisna, tedy

vzyiéi, Yy = c K".
Yy

n

Diky linedrni nezavislosti bézi {e;} a {&} existuje pravé jedna matice a €
GL(n,K), pro kterou plat{
i

€; = aJei.

Dosazenim této rovnosti do jednotlivych vyjadieni v ziskdme

v=ua'e; = y’aje;
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odkud
2
1 ay ay ax 1
T 1 2 n Y
az a3 as
" 1 2 n y"
a tedy
-1
at a? ... a?
1 1 1 1 2L
Yy al a2 a?
. 2 2 2
n : : . n
Y 1 2 n Z

Matici a§» fikdme matice prechodu. Vyjadiuje, jakym zpusobem se zméni slozky
vektoru pfi zméné baze. Diky linearni nezavislosti prvku béaze je matice prechodu
nutné reguldrni a inverzni matice vzdy existuje.

Pro reprezentaci linearniho zobrazeni pomoci matic méjme vektorové prostory
V a W s bdzemi {e;}, resp. {E;} a dimenzemi dimV' = n, resp. dim W = m. Pak
pro linedrni zobrazen{ ¢ : V' — W a i-ty prvek béze e; bude existovat podle tvrzeni
jednoznaéné urcend m-tice &isel ¢7, j = 1,...,m takovd, ze plati

$lei) = ¢l ;.
Pokud pak v € V, w € W, ziskdme
Y E; =w=¢(v) = ¢(a'e;) = a'd(e;) = '] E;

Takové linearni zobrazeni ¢ je pak vyjadfeno maticovym nésobenim

s of 6 ... oL\ (!
o B R R A N
y™m o N U x”

a fikdme, ze matice ¢] reprezentuje linedrni zobrazeni ¢.
Dale dokézeme pomocné tvrzeni, které iikd, ze matice pfechodu b} mezi bazemi
V* je inverzni k matici prechodu a} mezi odpovidajicimi bézemi V.

Tvrzeni 3.1. Necht {e;} a {&} jsou bdze V, i = 1,...,n, {¢'} a {&'} od-
povidajici dudlni bdze V*. Pokud

ai...al
(€1 en) = (e1 €n) )
al...ap
pak
€1 b% PN b111 €1
. = . . ’
En by ..o} En
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kde a;bi = 51@ (matice prechodu b; je wnverzni k matici prechodu a;).
Diikaz. Necht v je libovolny vektor prostoru V. Pak

v:xlel+,,,+mnen:ylél+...+ynén

a
€1 vl €1 ot
(’U) = ; (’U) =
en o™ &n "
Jelikoz
vl ol
v=C(er...en) | T | =(Er...8n) | :
" "
pak
el gl
v=(e1...en) (v)=(e1...€n) | * | (v)
em gm
al...al gl
=(e1...en) D ().
al...ap g

Protoze pro danou bdzi {e;} je linedrni kombinace vektoru v ddna jednozna¢né,
musi platit

1 1 1 =1
€ ai...ap g
e at...ap gn

Matice aj je regularni a existuje k nf tedy inverzni matice b;. Vyndsobenim rovnice
zleva matict b’ dostavame pozadovanou rovnost

= 1 1
€1 b1 ...bn €1

En by ... by €n

O

Nyni pfejdéme k samotnému tvrzeni, které dédva do souvislosti ekvivalentni
linearni zobrazeni pii zméne baze prostoru V.

Tvrzeni 3.2. Necht V je n-rozmérny vektorovy prostor. Pak dvé matice M =
(j);. a N = 95 reprezentuji (vzhledem ke stanovengm bdzim prostoru V a jejich
dudlnim bdzim ve V*) stejné linedrni zobrazeni z V' do V* prdvé tehdy, kdyz plati

N = ATMA, kde A je matice prechodu a; mezi bazemi V.



WASSERMAN R.H. - TENSORS AND MANIFOLDS 111

Diikaz. Necht {e;}, {€;} jsou dvé rtzné bdze prostoru V s matici pfechodu
A= a;-. Predpoklddejme nejdrive, ze matice M = gbj— aN= 1/); reprezentuji stejné
linedrni zobrazeni z V do V* a vektor v € V se tak pfi aplikaci obou matic zobrazi
na stejny prvek f € V*. Ziskdme dvé riizné baze prostoru V*, {E;}, resp. {E;} ,
duélni k {e;}, resp. {&;} pomoci d)j-, resp. w; Necht déle

v = $i61' = yiéi

je vektor v € V vyjadreny v bazich {e;},{e;} a

e=|: | y=
n

Y
jeho slozky v jednotlivych bézich. Pokud je A matici prechodu mezi {e;} a {&;},
pak plati

y=A"1z, e=ATe,
kde e, resp. € oznacuje vektor bdzovych vektoru e;, resp. €; (viz. tvrzeni. Déle

pr=a'¢; a ¢ =y
jsou obrazy vektori x a y vzhledem k jednotlivym maticim M = ¢%, N = ¢! a
bazim {e;}, {€;}. Proto

f=p'E =q¢E V"

je obrazem linearniho zobrazeni vektoru v € V se slozkami

p= . q=
p'ﬂ
v jednotlivych bazich {E;}, {E;}.
Pokud matice ¢} a 9 reprezentuji stejné linedrni zobrazeni, vektor v se v

q

pifpadech obou bazi zobrazi na f a matice prechodu mezi {E;} a {E;} bude matici
inverzni k A (disledek tvrzeni [3.1)). Plati tedy
E=A'E,
odkud plyne (aplikace vztahti € = ATe, y = A~ 'z na vektory E, E bézovych
vektora E;, E;)
g=((AH")p=ATp.
Déle z rovnic
p= Mz, x = Ay,
ziskame
p=M(Ay).
Vynésobenim zleva AT dostaneme
ATp = AT (M(Ay)),

odkud ze vztahu
g=Ny, q=Ap,
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plyne
Ny = AT(M(Ay)) = (AT M A)y.
Jelikoz tento vztah plati pro libovolné y € V', dostavame rovnost
N =ATMA.

Prvni ¢ast tvrzeni je tedy dokézana.
Necht obricené plati
N=ATMA
pro matici pfechodu A mezi {e;} a {&;} (dvé libovolné zvolené baze V), a matice
3-, 1/); reprezentuji dvé ruznd linedrn{ zobrazeni ¢, ¢ (provedeme dukaz sporem),
tzn.

p(v)=f=p'E;=p"E,
Y(v)=f=q¢E =q"E,
kde f # f. Musi tak platit
P'E#¢"E=q"(AT'E)=(¢"A™"E,
z ¢ehoz vyplyva
pl#q AT
p# (A" g,
Mz # (A7)~ (Ny),
M(Ay) # (A")"H(Ny),
(A"MA)y # Ny,

odkud jiz ziskdvdme hledany spor, nebot N = ATM A a tvrzeni je tak dokdzané.
O

=
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GRAFOVA ROZSIRENI NEKTERYCH DYNAMICKYCH
MODELU

RADKA SKACELOVA

ABSTRAKT. Tento ¢lanek se zabyva rozsifenim dynamickych modeli o moznost ces-
tovani v prostoru pomoci teorie grafu. Nejprve je uvedeno obecné rozsiteni uzitim
konecéného souvislého grafu a jeho interpretace pomoci Laplaceovy matice. Déle je
tento obecny pristup aplikovdn na Lotkovy-Volterrovy modely dravec-kofist a kon-
kurence a na epidemiologicky model SIR. Podrobnéji jsou analyzovéna prostorova
homogenni a heterogenni staciondrni feSeni grafového modelu dravec-kotist z hle-
diska existence a stability. Stabilita homogennich staciondrnich feseni je zkouména
také z hlediska obecného plandrniho modelu.

1. Uvobp

Kdyz popisujeme redlné problémy pomoci soustav diferencidlnich rovnic, zpravi-
dla musime uvazovat jisté idealizace. V pfipadé popisu situace, kdy se zkoumané
subjekty, at uz zvitata ¢i lidé, pohybuji a interaguji spolu, se predpokladd izolace
oblasti, na které se subjekty vyskytuji. Toto je bohuzel znaéné omezeni. Abychom
se vice priblizili skuteénému chovéni, umoznime proto zkoumanym subjektum po-
hyb v prostoru, coz znamend zavedeni moznosti migrace/cestovani mezi raznymi
oblastmi. Vhodnym aparatem pro pozadované zobecnéni je teorie grafu. V piipadé
zvitecich populaci si situaci muzeme predstavit tak, ze existuje systém ostrovu,
které jsou navzajem pospojovany mosty, pricemz tyto mosty umoziuji presun po-
pulace z jednoho ostrova na druhy. Nebo systém lest, kdy misto mostu muzeme
uvazovat, ze zvite je, ¢i neni schopné dostat se do lesa sousedniho. Analogicky
muzeme vzit v ivahu cestovani ¢lovéka napf. mezi obcemi ¢i staty. I kdyz se musi
i v takovém modelu uvazovat idealizace, toto rozsifeni je velkym krokem kupfedu.

2. ZAVEDEN{ OBECNEHO GRAFOVEHO ROZSIREN{

Klasicky piistup analyzy modelu spo¢iva v tom, ze mame autonomni soustavu m
diferencidlnich rovnic popisujici dany model, jez muzeme zapsat ve tvaru

y' =£(y), (2.1)

2010 MSC. Primarni 92B25,34D20,37C25.

Kli¢ovd slova. Lotkuv-Volterruv model, autonomni systém diferencidlnich rovnic, staciondrni
bod, stabilita, teorie grafi, Laplaceova matice, SIR model.

Clanek vznikl na zékladé bakaldfské prace autorky v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Jan Cermék z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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kde slozky vektoru f jsou definovany v tzv. fadzovém prostoru Q@ € R™ a y je
m-rozmérny vektor, jehoz jednotlivé slozky y; jsou proménné piedstavujici ruzné
druhy zvifecich populaci, popiipadé ruzné skupiny osob.

Obecny model se nyni rozsifi o moznost migrace vSech jedincu. Zavedeme
mnozinu V = {1, --- ,n}, kterd reprezentuje soubor oblast{ v prostoru, ve kterych
pozorovani jedinci ziji. Muze se jednat napiiklad o rybniky, ostrovy, lesy, mésta ¢i
staty, pficemz v kazdé oblasti spolu jednotlivé druhy interaguji jako v klasickém
modelu. Dale je tieba, aby bylo mozné mezi oblastmi cestovat. K tomu se zavadi
mnozina E tak, ze existuje-1i cesta mezi oblastmi ¢, j, pak {7, 7} € E. Dvojice pravé
zavedenych mnozin G = (V, E) pak reprezentuje koneény graf. Prvky z mnoziny
V' proto nazyvame vrcholy grafu G a prvky mnoziny E pfedstavuji jeho hrany.
Dulezitym predpokladem je souvislost grafu G' (mezi kazdymi dvéma vrcholy exis-
tuje takova posloupnost vrcholu a hran, ze se dostaneme z jednoho vrcholu do
druhého). Déle se zavadi difuzni koeficienty d,, > 0, které predstavuji intenzitu
migrace konkrétniho druhu /skupiny lidi yx, k € {1,...,m}.

Predpokladame-li, ze migrace jedincu k-tého druhu z jednoho vrcholu do druhé-
ho je umérna rozdilu jejich poc¢tu v sousedicich vrcholech, pak lze grafové rozsiteni
zapsat ve tvaru

Vi = dye Y Wy = Yki) F i@ Yins - Yo Ymn) (2:2)
JEN (i)
pro k € {1,...,m} ai € V, kde N (i) pfedstavuje mnoZinu vrcholii sousedicich

s vrcholem i, pficemz prvek y; predstavuje populaci k-tého druhu na i-tém vrcholu
a funkce fi; ovliviiuje dynamiku toho prvku.
Systém (12.2)) 1ze zapsat také jako soustavu rovnic v maticovém tvaru
yll = _dy1Ly1 + fl(y17 e 7y77L)7
(2.3)

Y = —dy, Lym + En(y1, - Ym),
kde yx: R = R" a f,: R™" — R” jsou dany vztahy

Yk fr1
yve=1| |, fi=| :

: , k=1,...,m.
Ykn fkn

Matice L vystupujici v je Laplaceova matice. Tato matice ndm umozinuje
graf jednoduse zaznamenat a je definovana jako rozdil dvou matic L = A — S.
Tyto matice si nyni popiSeme.

Matice A = (6ij){fj:1 je diagondlni matice popisujici graf s mnozinou vrcholu
V = {1,--- ,n}, na jejiz pozici d§;; je stupen vrcholu i, i € V, pfitemz stupném
vrcholu ¢ v grafu G rozumime pocet hran vychazejicich z tohoto vrcholu.

Matici S = (s;)f;—; nazyvdme matice sousednosti grafu G. Tato matice md
na pozici s;; ¢islo 1, jestlize existuje hrana spojujici vrcholy ¢ a j grafu G, tj.
existuje-li {4, } € E. V opa¢ném piipadé ma na dané pozici 0.
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Pro lepsi porozumeéni pojmu Laplaceova matice je na obrézku [I| zobrazena La-
placeova matice pro konkrétni graf s 6-ti vrcholy.

1
3 -1 -1 -1 0 0
1 2 -1 3 -1 0 -1 0
Jom -1 -1 & =1 =1 —i
-1 0 -1 3 0 -1
0O -1 -1 0 3 -1
O 0 -1 -1 -1 3

Obréazek 1. Vievo reprezentace konecéného souvislého grafu, vpravo jeho prislusnd Laplaceova
matice.

Pro Laplaceovy matice plati nésledujici véta.

Véta 2.1. Necht G = (V, E) je graf s n vrcholy a L jeho Laplaceova matice.
Potom pro tuto matici plati ndsledugici:
1. L je symetrickd a pozitivné semidefinitni;
2. soucet prvku kazdého jejiho tadku a kaZdého sloupce je roven nule;
3. algebraické dopliky kazdych dvou prvku matice L se rovnaji.

Z této vety vyplyvaji nékteré uzitecné vlastnosti Laplaceovy matice. Dle vlast-
nosti 1 jsou v8echna vlastni ¢isla Laplaceovy matice redlnd a nezaporna. Z vlast-
nosti 2 navic dostdvame, ze tato matice méa vzdy nulové vlastni ¢islo, pricemz
prislusny vlastni vektor ma vsechny slozky stejné.

Vice informaci o Laplaceovych maticich 1ze nalézt napi. v [4l [5].

3. VYBRANE GRAFOVE MODELY

V této kapitole bude ukédzano, jak aplikovat obecné odvozeny model z predchozi
kapitoly na tfi konkrétni modely, jejichz vyznam bude v kazdé sekci vysvétlen.
Podrobnéjsi informace o téchto modelech 1ze nalézt napiiklad v [3].

3.1. Model dravec-korist

Obecny piistup nyni aplikujeme na Lotktuv-Volterruv model dravec-kofist s ome-
zenou kapacitou prostiedi. Tento model vyjadiuje situaci, kdy se dvé populace
vzajemné ovliviiuji a to tak, ze jeden druh je potravou pro druhy druh, jako
napiiklad dvojice ryba-zralok ¢i zajic-rys. V tomto modelu se predpokladd, ze
se dravec zivi vyhradné kofisti a tedy nemuze prezit, jakmile je kofist zcela vy-
hubena. Kofist je naopak pozitivné ovlivnéna nepiitomnosti dravce, ale musime
zde predpoklddat omezenou kapacitu prostiedi, aby pocet jedincu nerostl nade
vSechny meze — tato myslenka je vyjadfena pomoci vnitrodruhové konkurence.
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V dalsim ozna¢ime y; = N jako velikost populace kofisti a yo = P velikost
populace dravce.

Klasicky model je tvaru

N'(t) = (1= N(t) — aP(t))N(t),

3.1

P'(t) = (—c+ bN(t) — P(t))P(t). 3.1)

Konstanty, které se v ném vyskytuji, jsou tvaru a = 7—N7 b = 7—P, c = E—P,
a aN EN

pricemz « predstavuje miru vnitrodruhové konkurence, EF;peciﬁckou miru rustu
daného druhu pii jeho izolaci a naopak v specifickou miru rustu za piitomnosti
druhého druhu.

V tomto modelu se typicky pfedpokldda, ze se oba druhy vyskytuji na jedné
omezené oblasti. Toto omezeni vSak neodpovidé realné situaci, a proto v nasleduji-
cim provedeme rozsifen{ pomoci teorie grafii. V takovém piipadé uz budeme mit
vicero uzavienych oblasti, mezi kterymi budou moci oba druhy cestovat, pficemz
se predpokladéa, ze kazdou cestu mohou vyuzit oba druhy. Nemuze se tedy stat
napiiklad to, ze bude existovat systém ostrovi (bez mosti), kde dravec je su-
chozemsky jedinec, ktery je neschopny mezi ostrovy piechédzet, ale koristi by byli
ptdci, jiz mohou mezi ostrovy prelétat (tj. stdle pro né jakési imagindrn{ mosty
existuji). Déle se pfedpoklddd, Ze vSechny trasy jsou stejné niroéné. Nemuze tedy
nastat situace, kdy by nékterd cesta byla vyuzivana cCastéji z duvodu jeji mensi
nérocnosti. Zavedeni ruzné obtiznosti tras by se dalo vyjadfit pomoci vazeného
grafu, avSak tim se nebudeme momentalné zabyvat.

V dalsim budeme uvazovat difuzni koeficienty dy, dp. Tyto koeficienty muzeme
chépat jako potFebu daného druhu migrovat. Cim vétsi je tento koeficient, tim je
vétsi Sance, ze jedinci daného druhu budou cestovat. Naopak, kdyby byl tento
koeficient roven nule, pak nedochdzi k zadné migraci a kazdy vrchol grafu se
muze vySetfovat separdtné na zakladé klasického modelu dravec-korist. Navic
predpokladdame, ze migrace jedincii z jednoho vrcholu do druhého je imérna rozdilu
populaci daného druhu v obou vrcholech.

Nyni jiz napiSeme konkrétni tvar grafového rozsifeni. Pomoci sumac¢niho zépisu
se da vyjadrit jako

N/(t)=dn Y (Nj(t) = Ni(t) + Ni(£)(1 = Ni(t) — aP;(t)),
JEN(3)

P/(ty=dp Y (P;(t) = Pi(t)) + Pi(t)(—c+ bN;(t) — Pi(t))
JEN(3)

(3.2)

pro i € V. V piipadé vyuziti Laplaceovy matice, tj. vztahu (2.3)), méd pak grafovy
model tvar
N'(t) = —dnLN(t) + f5 (N(t), P(1)),

P/(1) = ~dpLP(1) + Ep(N(1), P(1). (33)
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kde N, P jsou nyni n rozmérné sloupcové vektory o slozkach N;, P;, i € V a
Ni(1 =Ny —ahPy) Pi(—c+bN, — Py)

fy(N,P) = ; , fp(N,P) = :
N,(1 =N, —aP,) P,(—c+bN,, — P,)

pticemz fy,fp: R?® — R™.

b

3.2. Model konkurence

Model konkurence popisuje souziti dvou druhu, které se navzdjem negativné ovliv-
nuji. Muze se jednat napiiklad o soupefeni o potravu ¢i vytlacovani jednoho druhu
v dusledku zabirani izemi druhym druhem.

Stejné jako u predchoziho modelu dravec-kofist, i zde se predpokldadd omezena
kapacita prostiedi. Obzvlasté proto, ze u modelu konkurence se Casto stava, ze
jeden druh vyhubi druhy druh. Pak by totiz populace druhu, ktery zvitézil, mohla
neomezené rust, coz ale neodpovida realité.

Klasicky model konkurence s omezenou kapacitou prostiedi je popsén soustavou
dvou diferencidlnich rovnic tvaru

N'(t) = p1N(t)(1 = N(t) — aP(t)),
P'(t) = poP(t)(1 — BN(t) — P(1)),
kde p1, p2, a, B > 0 jsou parametry a proménné N, P predstavuji jednotlivé soutézi-

ci druhy.
Parametry p predstavuji specifickou miru porodnosti populace daného druhu.

Parametr « je vyjadfen jako o = 2, pricemz o je specifickd mira ibytku
1

1. druhu vlivem soutézivosti 2. druhu, K; je kapacita prostiedi pro 1. druh a Ky

K
K21, kde B* je

kapacita prostiedi pro 2. druh. Parametr S je analogicky 5 =

specifickd mira ubytku 2. druhu vlivem soutézivosti 1. druhu.

I u modelu konkurence chceme zajistit moznost pohybu v prostoru. Zde opét
musime brat v tvahu, ze neni mozné povolit libovolny pohyb, nybrz pohyb mezi
nékolika oblastmi, z nichz kazdou uvazujeme idealizovanou. Jako takové oblasti si
muzeme piedstavit ruzné rybniky, ostrovy v mofi, ale naptiklad i sousedici lesy,
pricemz cesty mezi nimi musime predpokladat opét idealizované. Potom napiiklad
nemuze dojit ke sniZzeni po¢tu populace v zavislosti na ndrocné cesté. Navic se ani
nepfedpoklada, ze by prechod do sousedici oblasti zabiral urcity ¢asovy usek.

Pii sestavovani grafového rozsiteni pak stejné jako u modelu dravec-kofist uva-
zujeme difuzni koeficienty vyjadiujici miru migrace jednotlivych druhu, kterd je
navic umeérnd rozdilu populaci na sousedicich vrcholech. Potom na zakladé
mame grafovy model tvaru

N/(t) =dn > (Nj(t) = Ni()) + p1Ni(£)(1 = Ni(t) — aPi(t)),
JEN(4)

Pl(t)=dp Y (P(t) = Pi(t)) + p2 Pi(t)(1 = Fi(t) — BN(1))
JEN (D)

(3.4)
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pro vsechna i € V, V = {1,...,n}. Dostdvdme tak 2n rovnic popisujicich dyna-
miku modelu pfi zavedeni migrace.
Systém (3.4) 1ze opét piepsat do vektorového tvaru
N'(t) = —dnvLN(t) + p1fn (N(2), P(1)),

P'(t) = —dpLP(t) + pofp(N(t), P(t)),
kde N, P jsou n rozmérné sloupcové vektory o slozkdch N;, P;, i € V| a
Nl(l—Nl—aPl) Pl(l_Pl_BNl)
fv(N,P) = : , Tp(N,P) = ;
No(1 =N, —aF,) P,(1—- P, —BN,)

pticemz fn,fp: R — R™ a L je piislusnd Laplaceova matice popisujici souvisly
graf.

Analyza klasického modelu konkurence i jeho grafového rozsiteni je detailné
provedena v ¢ldnku [2].

3.3. SIR model

V této sekci se pokusime aplikovat obecny piistup ke grafovému rozsiteni na zndmy
epidemiologicky model SIR. V tomto modelu pfedpoklddame, ze kazdy ¢len popu-
lace spada do jedné z nésledujicich tii kategorii:

e S ... populace néchylnd k infekci (netrpi danou chorobu, ale jedinci jsou
schopni onemocnét),
e [ ... populace, kterd je infikovand a schopné infekci prenaset déle,

e R ... populace, kterd onemocnéla, ale uz nesfif ndkazu dale, at uz z diivodu
izolace, ziskani trvalé imunity, ¢i smrti v dusledku prodélani nemoci.

Velikosti téchto populaci jsou zavislé na ¢ase t a v kazdém casovém okamziku plati,
ze
S(t)+I(t)+ R(t) = N, (3.5)

kde N > 0 je celkovy konstantni pocet populace.

Déle predpokladame, Ze je dand populace homogenni. To znamenad, ze pravdé-
podobnost kontaktu libovolnych dvou jedinct je stejnd, pFicemz moznost nékazy
zdravého jedince od infikovaného je také totozna. Nebere se tedy v potaz vék,
predchozi zdravotni stav jedinct ani napiiklad délka setkani dvou lidi.

Oznaci-li se dale 8 > 0 jako koeficient ifeni choroby a v > 0 koeficient znacici
rychlost, se kterou prechazeji jedinci ze skupiny I do R, pak klasicky SIR model
muzeme popsat pomoci t¥{ diferencidlnich rovnic jako

S'(t) = —=BS)I(1),
I'(t) = BS(HI(t) — vI(t),
R(t) = vI(t),
pricemz se predpokladd, ze S(0) = Sy > 0,1(0) =1y > 0 a R(0) = 0.
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Na zdkladé vzorcu (2.2) a (2.3) provedeme stejné jako u modelu dravec-kofist
a konkurence grafové rozsiteni. To je v pfipadé sumaé¢niho zapisu tvaru

Sit) =ds > (S;(t) = Si(t)) — BSi()Ti(1),

JEN ()

L)y =d; Y (I;(t) = Li(t) + BSi(t)[;(t) — vIi(t),
JEN (1)

Rty =dr Y (Rj(t) — Ri(t)) + vIi(t)
JEN ()

pro i € V a a soustava maticovych rovnic ma tvar
S'(t) = —dsLS(t) + fs(S(t),
I'(t) = —d;LI(t) + £1(S(t), I
R/(t) = —drLR(t) + fr(I(t)),

(),

I
®)),

kde S, I a R jsou n rozmérné sloupcové vektory a
S1h BS11 — vl L
fs(S,I)=-p : , (S, I) = : , fRM)=v | :
Snly BSnIln, —vi, I

Pii takovém grafovém rozsiteni tedy predpokladdame, Ze cestovani probihd nezé-
visle na zdravotnim statusu jedince, to jest at uz je ¢lovék v jakékoli ze t¥{ skupin,
muze se uskutecnit jeho pohyb v prostoru. Tento pohyb je stejné jako v predchozich
modelech imérny rozdilu jedincu v sousednich oblastech a difuznim koeficientum.
Zde uz tato podminka nemusi byt tak piimocard jako u Lotkovych-Volterrovych
popula¢nich modelu dravec-kofist a konkurence. Muzeme si ji predstavit napiiklad
tak, ze v kazdé oblasti existuje jen omezeny pocet luzek a aby byla zajisténa
dostatecnd lékaiska péce, je snaha o to, aby byl v kazdé oblasti stejny pocet
nakazenych jedincu. Tu samou myslenku muzeme aplikovat i na skupinu R, kde
se mimo jiné nachdazeji jedinci v izolaci, to jest jejich vyrovnany pocet umozni

Celkoveé si toto vyrovnavani po¢ti muzeme predstavit tak, ze v kazdé oblasti je
konstantn{ pocet obytnych prostor (do toho muzeme zapocitat jak domy pro lidi
ndchylné k nemoci, vylécené, ale i nemocniéni lizka) a nepfipoustime situaci, kdy
by byly nékteré obytné prostory nevyuzity, poptipadé by naopak byly obydleny
nad limit.

K podmince by se mohlo piistupovat dvojim zptisobem. Bud'to budeme
predpoklddat, ze na kazdém vrcholu je soucet populact stejny, tj. S;(t) + I;(t) +
R;(t) = N pro vSechna ¢ € V, anebo muzeme uvazovat pocet sice stdle konstantni,
ale rozdilny na kazdém vrcholu. Tim mame na mysli, Ze na vrcholu ¢ bude na
pocatku N; jedincu a tento pocet zustane zachovéan i v prubéhu ¢asu.

Analyza grafového modelu SIR miuze byt prfedmétem dalstho zkouméni. V tomto
clanku se zaméiime prevazné na model dravec-kofist a ¢dstecné i na model kon-
kurence.
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4. ANALYZA GRAFOVEHO MODELU DRAVEC - KORIST

Pod analyzou modelu si muzeme piedstavit hleddni staciondrnich feseni zkou-
maného modelu a jejich nasledné vysetieni z hlediska stability. Na rozdil od kla-
sického modelu, zde muzeme z kvalitativniho hlediska posuzovat dva ruzné typy
feSeni — prostorové homogenni staciondrni feSeni a prostorové heterogenni sta-
cionarni feseni. Tato feseni budeme ddale pfevazné nazyvat pouze jako homogenni,
¢i heterogenni.

Homogenn{ feseni [Ny, Py,..., Ny, P,] € R?" systému je tvaru N;(t) =
N* >0, P,(t) = P* > 0 pro vSechna i € V, t > 0, kde N*, P* se od sebe mohou,
ale nemusi lisit. Jinak feceno, Ny = --- = N, a P, = --- = P,. V opacném piipadé,
tj. existuje-li alespon jedna dvojice N;, N; takovd, Zze N; # IN;, popiipadé dvojice
P;, P; takova, ze P; # P;, nazveme toto stacionarni feSeni heterogenni.

4.1. Homogenni stacionarni feSeni

Pii analyze grafového modelu dravec-korist se nejprve zaméiime na hledani pro-
storové homogennich stacionarnich feseni.

Dosazenim hledaného tvaru feseni do a polozenfm pravych stran rovnic
rovno 0 zjistime, ze 2n-tice [N*, P*,..., N*, P*] muze byt homogennim fesenim
systému pouze tehdy, je-li zdroven dvojice [N*, P*] staciondrnim bodem
Lotkova-Volterrova modelu s omezenou kapacitou prostiedi .

Resen{ tedy mohou byt generovana body

(4.1)

l+ac b—c
Ey=1[0,—c, E= Ey=[1 By= |—— ——
0 [07 C]a 1 [070}7 2 [70]3 3 |:1—‘rab’1+ab:|

a pro oznaceni FeSeni soustavy generovaného bodem F; budeme uzivat symbol
E;. V dalsim jiz nebudeme brat v ivahu bod Ey, jelikoz pii analyze grafového mo-
delu hleddme — stejné jako v pripadé klasického modelu — pouze feseni nachézejici
se vyhradné v prvnim ortantu (ten zachycuje tu ¢dst daného prostoru, jehoz body
maji vSechny soufadnice nezdporné).

Nyni se budeme zabyvat otdzkou stability téchto homogennich feseni. Predevsim
je snadné nahlédnout, ze je-li E; nestabilni stacionarni bod klasického Lotkova-
Volterrova modelu , potom E; je nestabilni homogenni stacionarni teseni
systému . Z toho duvodu je bod E; vzdy nestabilni.

Otédzku stability ¢i nestability Es, E3 fesi nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.1. Necht Eo, Es jsou vijie zavedend homogenni veseni grafového

modelu (3.2). Pak

o E, je nestabilni pro b > ¢ a asymptoticky stabilni pro b < c,

o E;3 nevysetiujeme pro b < c, jelikoZ se Teseni nenachdzi v prunim ortantu.
Pro b > c je potom asymptoticky stabilni, typ Tesent je uzel, ¢i ohnisko, a
to v zdvislosti na koeficientech a, b, c.
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Pro prokézani tohoto tvrzeni vyjadiime Jacobiho matici soustavy (3.2)). Vyuzi-
jeme-li jejtho tvaru (3.3]), pak Jacobiho matici soustavy muzeme vyjadfit jako

8fN,l afN,l
6N1 6P1
afN,n aan
—dyL 0 ), N, op,
0 —dpL 0fpa 0fpa '
8N1 aPl
a,fP,n afP,n
ON, op,

kde f;; reprezentuje i-tou slozku vektoru f;, j € {N, P}.
Po provedeni nékolika tprav je mozno dokdazat, ze vlastni ¢isla této matice jsou
totoznd s vlastnimi ¢isly matice, kterou lze vyjadrit jako

T(E:) + 2 (gN _3}3) , (4.2)

kde J(E;) predstavuje Jacobiho matici klasického Lotkova-Volterrova modelu a A
je libovolné vlastni ¢islo Laplaceovy matice L.

Dosazenim konkrétnich predpisu J(F;) pro ¢ = 2, 3, vypoctenim a analyzovdnim
ziskanych vlastnich ¢isel se da dané tvrzeni dokéazat.

Vidime tedy, ze stabilita homogennich stacionarnich feSeni je analogicka ke sta-
bilité stacionarnich feseni klasického Lotkova-Volterrova modelu s omezenou ka-
pacitou prostiedi .

Ukéazku chovani pro konkrétni hodnoty a konkrétni graf na obrazku 2| mtizeme
vidét na obrézcich [3] [

Obréazek 2. Sowvisly graf se ¢tyrmi vrcholy a péti hranams.

4.2. Heterogenni stacionarni feseni

V této sekci se pokusime zjistit, zda mohou existovat stacionarni heterogenni feseni
s nezapornymi slozkami.
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Obrazek 3. Vievo vjvoj v case populace kotisti a dravce pro graf zobrazeniy na obrdzku E
Prerusovanymi ¢arami vyznacen staciondrni bod Eg. Zvolené koeficienty: a = 0.5,b = 1,¢ =
2,dy = 0.8,dp = 0.1. Vpravo odpovidajici fazové trajektorie. Vykresleno v prostredi MATLAB.
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Obréazek 4. Vievo vyvoj v case populace kotisti a dravce pro graf zobrazeniy na obrdzku @
PreruSovanymi ¢arami vyznacen staciondrni bod Es3. Zvolené koeficienty: a = 2,b = 3,¢c =
2,dn = 0.03,dp = 0.5. Vpravo odpovidagici fazové trajektorie. Vykresleno v prostiedi MATLAB.

Stacionarni feseni modelu ziskame FeSenim algebraické soustavy rovnic

0=dy » (Nj—N;)+Ni(1-N;—aP), i€V,

JEN (i)
O=dp Y (Pj—P)+P(—c+bN;—P), icV.

JEN(9)
7 jejiho tvaru plyne, ze pro nulové hodnoty difuznich koeficientu dy,dp se model
rozpadne na n nezavislych klasickych modelu. Staciondrni feSeni jsou pak tvaru
[N1, P1,..., Ny, P,], kde jednotlivé dvojice [N;, P;] predstavuji staciondrni body
klasického modelu dravec-korist (3.1)). Konkrétné se jednd o body Ey, F1, Es, Es,

jejichz tvar nalezneme v (4.1)). Pocet vSech feeni je 4™, z toho 4 jsou homogenn{
a 4™ — 4 heterogennich.

(4.3)
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Nyni predpokladejme kladné hodnoty difuznich koeficienti dy,dp. Pro tento
pifpad bylo provedeno nékolik numerickych experimenti, a to pro n = 2,3. Zadny
z nich existenci heterogennich rovnovah s nezdpornymi slozkami neprokazal. Vse-
chny experimenty vykazovaly podobné zavéry jako néasledujici priklad.

Priklad 4.2. Volimea=1,b=1,c=2 a d, = dp = 0.01. V obou pripadech
n = 2,3 (zde volime uplny graf) jsou jedind nezdpornd teseni soustavy ho-
mogenni rovnovihy, a to Ei, Eo. Pro volbu a = 1, b = 2, ¢ = 1 navic pribyvd
homogenni rovnovdha Es jako dalsi reseni soustavy . V kazdém jiném tesent
se nachdzi alespon jedna zdpornd slozka.

Pri volbé vétsich difuznich koeficientu, konkrétné dy = dp > 1, jsou zdvéry ob-
dobné jako pro pripad malych difuznich koeficienti. Rozdil je v tom, Ze odpovidagict
homogenni rovnovdhy predstavuji jedind redlnd Teseni soustavy (neexistuji
tedy jiz Zddné heterogenni rovnovdhy, ani s nékterymi zdporngmi slozkamsi).

Celkoveé lze tedy formulovat hypotézu, ze pti problému existence heterogennich
rovnovah s nezapornymi slozkami pro grafovy model dravec-kofist staci rozlisovat,
zda jsou difuzni koeficienty nulové, ¢i nikoliv. P#i jejich nulovosti pak dostavame
" nezapornych feSeni, kde n predstavuje pocet vrcholu grafu a x = 2 pro volbu
koeficientu takovou, ze b < ¢, v opa¢ném piipadé z = 3. Pfi volbé nenulovych di-
fuznich koeficientu jsou pak jedind nezdpornd feSeni homogenni staciondrni reseni
odpovidajici pfislusnym nezdpornym stacionarnim bodum.

5. RozSmrusici UvaHY

Ziskané vysledky nds mohou vést na dvé zajimavé otazky. Za prvé, pii analyze
homogennich feseni modelu dravec-kotist se zjistilo, ze stabilita klasického sta-
cionarnitho feSeni implikuje stabilitu homogenniho feseni jim generovaného. Je
tomu tak vzdy? A za druhé, kdyZz neexistuje heterogenni rovnovaha s kladnymi
slozkami v modelu dravec-kofist, znamena to, Ze neexistuje ani v jinych modelech,
nebo jsou tu modely takové, kde ji nalézt muzeme? V této kapitole se pokusime
priblizit odpovédi na tyto otazky.

5.1. PorusSeni stability grafovym rozsifenim

Odpovéd na prvni otézku je pro plandrni modely podrobnéji vypracovéna v [IJ.
Zde se omezime prevazné na vysledné vztahy.
Myslenka spoc¢iva v tom, ze vezmeme obecny planarni systém

N'(t) = fn(N(1), P(t)),
P'(t) = fp(N(t), P(t)),

kde fn, fr: R? = R a analyzou Jacobiho matic klasického i pifslusného grafového
modelu ziskdme hledané vztahy.
Jacobiho matici J(E) plandrniho klasického modelu uvazujeme tvaru

s = (1),

(5.1)
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kde p,q,r, s € R.

Pro grafovy model lze Jacobiho matici prepsat opét na tvar . Spektrum
této matice (tj. mnozina vSech jejich vlastnich ¢isel) je pfitom rovna sjednocent
spekter matic tvaru

0 —dp

kde za A\ postupné dosazujme vSechna vlastni ¢isla Laplaceovy matice L.
Analyzou vlastnich ¢isel ziskdme dvé tvrzeni.

ﬂf\f)/A:J(E)—&—)\(_dN 0 )

Tvrzeni 5.1. Rovnovdha E soustavy (5.1) bez grafového rozsireni a homogenni
rovnovdha E prislusné grafové soustavy jsou soucasné asymptoticky stabilni prdavé
tehdy, kdyz pro prvky Jacobiho matice J(E) plati podminky

p+s <0, ps—qr >0

ps — qr + ANdydp — Npdp + sdy) > 0,

kde X je libovolné vlastni ¢islo Laplaceovy matice L prislusné grafovému modelu.

Jak model dravec-kofist, tak model konkurence tyto podminky spliiuji, a proto
nedoslo ke zméné stability feSeni pii rozsifeni na grafovy model. Nyni uvedeme
podminky, které musi byt splnény, aby bylo homogenni feSeni grafové soustavy
nestabilni, i kdyz je stabilni feseni ptislusné soustavy bez grafového rozsiteni.

Tvrzeni 5.2. Rovnovdha E soustavy (5.1)) je asymptoticky stabilni a soucasné
homogenni rovnovdha E grafového modelu neni asymptoticky stabilni prdvé tehdy,
kdyz pro pruky Jacobiho matice J(E) plati podminky

Adndp < pdp + sdy, p+s<0 (52)

ps + XN2dydp — Npdp + sdn) < r < ps, (5.3)

kde X je néjaké vlastni c¢islo Laplaceovy matice L prislusné grafovému modelu.

Na zakladé zachovéni platnosti vztahu a muzeme ur¢it hodnoty
parametru p, q, 7, S, dy, a dp, pFitemz jedinou neurcitost zde predstavuje vlastni
¢islo A Laplaceovy matice L. Z (5.2) vyplyva, Ze se sta¢{ omezit na nejmensi
kladné z nich, jelikoz pak tato podminka predstavuje nejmensi mozné omezeni.
Pro specidlni typy grafu jsme dokonce schopni toto nejmensi kladné ¢islo urcit.

7Z toho plyne, Ze opravdu existuji i soustavy diferencidlnich rovnic, pro které je
stabilita feSeni pii grafovém rozsiteni porusena.

5.2. Existence heterogennich feSeni s neziapornymi slozkami

Pii zodpovézeni druhé otdzky ndm pomuze ¢lanek [2], ktery diskutuje grafové
roz§iteni modelu konkurence, tj. modelu predstavenym v sekci Tento ¢lanek
potvrzuje existenci heterogennich feseni s nezdpornymi slozkami. To je zajimavé
zejména z toho hlediska, Zze se modely dravec-kofist a konkurence 1isi pifed dimen-
zionalni analyzou pouze v jednom znaménku.



GRAFOVE MODELY 125

Pro tvrzeni, které bude nésledovat, je treba nejprve uvést, ze klasicky model
konkurence méa ¢tyti stacionarni feseni, jejichz tvar je

l—-a 1-—

Eo=1[0,0], Ey=[1,0], E>=[0,1], E3= {1—(15’1—0@} )
pficemz pro existenci bodu Ej3 je nutné, aby af # 1. Navic, aby tento bod lezel
v prvnim kvadrantu musi platit « >1a > 1neboa<1lafg<1.

Dale je tfeba zavést oznaceni feseni E,(;), kde (i) € {0,1,2,3}, i € {1,...,n}.
To jsou takové feSeni, kdy na kazdém z n vrcholu nastane jedna z rovnovah kla-
sického modelu Fy, F1, Es, E3. Nyni se jiz muZzeme piesunout k samotnému tvr-
zeni.

V ¢ldnku 2] je ukdzédno, ze pro kazdou dvojici o, 8 > 1 existuje ¢islo € > 0
takové, ze pro dy = dp € [0,¢] a pro kazdou volbu bodu E,;y, kde o (i) € {1, 2,3},
i € {1,...,n}, existuje heterogenni staciondrn{ fesen{ s nezdpornymi slozkami
[N1, P1, ..., Ny, Py], kde bod [Ny, Pj] je blizko bodu E, ;). Dané heterogenni fesen{
je pak lokdlné stabilni, pravé kdyz o(i) € {1,2} pro vSechna i € {1,...,n}.

7 daného tvrzeni pak vyplyva, ze systém mé pii slabé difuzi (tj. pfi hod-
notdch dy, dp blizkych 0) 3™ — 3 nezdpornych heterogennich staciondrnich resent,
pricemz 2™ — 2 z nich je lokalné stabilnich.

Pii zkoumaéani grafovych rozsiteni mé proto smysl zkoumat také existenci a sta-
bilitu heterogennich feseni.
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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ OLYMPIADY

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

ABSTRAKT. V ¢lanku je rozobrany jeden priklad z Internetovej matematickej olym-
piddy pre studentov strednych §kol, ktory sa tyka pocitania pravdepodobnosti a
dalsie, s nim stvisiace priklady. Tieto priklady st zndme ako Monty Hall Problem
a Two Child Problem.

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kazdoroéne organizuje Internetovii ma-
tematicki olympiddu pre studentov strednych §kél v Cesku a na Slovensku. V no-
vembri v roku 2020 prebehol uz jej trinasty ro¢nik. Na priprave prikladov a ich vy-
hodnoteni sa nemalou mierou podielaji §tudenti oboru Matematické inzenyrstvi a
oboru Aplikovand matematika. Na strdnkach matholymp.fme.vutbr.cz je mozné
najst zadania aj rieenia prikladov zo vietkych rocnikov.

Tento prispevok je §tvrty v poradi na tito tému a tentoraz je cely venovany
jednému prikladu na poéitanie pravdepodobnosti a d'alsim podobnym prikladom.

1. MoNTY HALL PROBLEM

Nasledovny priklad sa na stifazi sa objavil v roku 2009 a ti¢astnici si s nim pomerne
dobre poradili. Priklad je prevzaty, ide o znamu tlohu.

Priklad 1. Televizni soutéz probihd ndsledujicim zpusobem: SoutéZici md pred
sebou troje zavrené dvere. Za jednémi z nich je nové auto, za zbyvajicimi je jen
koza. SoutézZici si zvoli jedny dvere a na zdvér soutéZe dostane to, co je za nimi.
Soutézici samoziejmé nevi, co které dvere skrijvaji, a must tedy volit ndhodné. Poté,
co si soutézict vybere svoje dvere, moderdtor potadu otevie jedny ze zbyvajicich
dveri. Vidy ty, za kterymi je koza, protoZe moderdtor vi, co které dvere skryvaji.
Moderdator da nyni soutéZicimu mozZnost zménit svoji puvodnd volbu a vybrat si jiné
dvere.

Predpokladejme, Ze soutézici chce auto. Je tedy pro néj z hlediska pravdépodob-
nosti vijhodnéjsi ponechat si svoji proni volbu? Nebo je vyhodnéjsi svoji puvodni
volbu po zdsahu moderdtora zménit? Nebo je pravdépodobnost, Ze ziskd auto v obou
pripadech stejnd?

Autorské riesenie: Mohlo by se zdét, ze v . momenté, kdy jsou jedny dvete

v~z

s kozou oteviené, je to pro soutéziciho padesat na padesat a ze je tedy jedno, co

2010 MSC. Primérni 00A09; Sekundérni 00A35.
Klicovd slova. Matematickd olympiada.
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udéléd. Ale neni tomu tak. Z hlediska pravdépodobnosti je pro soutéziciho vyhodné
svoji volbu vzdy zménit.

Na zacatku mame jedny dvefe s autem a dvoje dvefe s kozou. Tedy pravdeé-
podobnost, zZe si soutézici vybere dvefe s autem, je 1/3. Pravdépodobnost, Ze je
auto za jednémi ze zbyvajicich dveti, je 2/3. Vzhledem k tomu, Zze poté moderétor
vzdy, umyslné a najisto otevie dvefe s kozou, neddva soutézicimu zadnou novou
informaci o tom, co je za dvefmi, které si vybral. Tedy pravdépodobnost, ze si
soutézici vybral dvefe s autem, je stdle 1/3. Proto se tedy vyplat{ svoji volbu
zménit - druhé dvefe totiz skryvaji auto s pravdépodobnosti 2/3.

Ide o zndmy tzv. The Monty Hall problem, pomenovany podla moderitora,
ktory vystupoval v americkej televiznej stfazi Let’s Make a Deal. Viac informacii
k nemu sa dé najst napriklad na Wikipedii v ¢ldnku [1} 2], kde je tiloha spracovana
podrobne z roznych pohladov. Ja tu spomeniem par veci, ktoré ma na tom najviac
zaujali, a k tomu priddm nejaké vlastné tvahy o zlomyselnosti moderétora.

Ako prvy publikoval struéné rieenie tohto problému profesor biostatistiky Steve
Selvin v roku 1975 v ¢lanku [3], ale jeho riesenie bolo kritizované a spochybiované
tolkymi ¢itatelmi, Ze potom dodatocne publikoval este d'alsi postup riesenia zaloze-
ny na Bayesovej vete. Mnoho Iudf vSak ani po pre¢itan{ vietkych moznych ddkazov
a zhliadnuti simulécii neveri, Zze zmena dver{ je vyhodnejsia.

Jednou z moznosti, ako niekoho o spravnosti ivah presvedéit, je zvysif pocet
dveri v zadani. Napriklad, majme 100 dveri a len za jednymi je auto. Potom, ¢o
si stitaziaci jedny dvere vyberie, zo zvysnych 99 dveri otvori moderator 98 dveri
a nechd zatvorené len jedny. V takejto situdcii st udia viac ochotni uverit, ze sa
vyplati povodni volbu zmenit. Vtedy sa totiz pravdepodobnost vyhry zvaési ovela
vyraznejsie, z 1/100 na 99/100, a tak to skor spravne odhadne aj ¢lovek, ktory sa
riadi len akousi intuiciou.

Ludia, ktorf si nepozorne preéitali zadanie, ¢asto predpokladaji, Ze moderator
je zlomyselny a otvori nejaké dvere a pontikne sttaziacemu moznost zmeny len
v pripade, ak sitaZiaci povodne zvolil spravne. Za tohto predpokladu samozrejme
dojdu k zéveru, Ze by po otvoreni dveri sifaziaci nemal nikdy menit svoje rozhod-
nutie.

Moderator Monty Hall v rozhovore povedal, Ze skutotné pravidld sifaze mu
takéto spravanie umoziuji. TakZe sa moze pred kazdym kolom sttaze rozhodnut
podla nalady, & bude zlomyselny a d4 sitaZziacemu moznost zmeny len vtedy, ked
zvoli na zaciatku spravne, alebo vzdy.

Potom sa pri riesen{ ilohy musf brat do ivahy aj hodnota pravdepodobnosti, Ze
moderator je zlomyselny. Ak je dostatoéne vysokd, vacsia ako 1/2, je lepSie volbu
nemenit.

Naopak, moderator moze byt obéas aj dobromyselny, a ked si sufaziaci na
zaciatku vyberie dvere s autom, nedd mu uz moZnost zmeny. Ako ¢asto byva
moderator zlomyselny, dobromyselny a neutralny, je mozné odhadnit éastym sle-
dovanim stitfaze.

Oznaéme p hodnotu pravdepodobnosti, Ze moderator sa v danom kole sitaze
rozhodol byt zlomyselny a dvere planuje otvorit len v pripade, ked’ by si stutaziaci
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vybral na zaéiatku dvere s autom. Oznaé¢me d'alej ¢ hodnotu pravdepodobnosti,
Ze moderator sa v danom kole stitaze rozhodol byt dobromyselny a dvere planuje
otvorit len v pripade, ked’ by si stifaziaci vybral na zaciatku dvere s kozou. Potom
pravdepodobnost, Ze moderdtor sa v danom kole stifaze rozhodol byt neutrilny
a dvere planuje otvorit v kazdom pripade, je 1 — p — ¢. V priebehu daného kola
sutaze tak mohla nastat prave jedna z moznosti:

1. Moderdtor je zlomyselny a stfaziaci si vybral dvere s autom. Tento jav
nastane s pravdepodobnostou 1/3 - p.

2. Moderétor je dobromyselny a sifaziaci si vybral dvere s autom. Tento jav
nastane s pravdepodobnostou 1/3 - q.

3. Moderator je neutrdlny a stfaziaci si vybral dvere s autom. Tento jav na-
stane s pravdepodobnostou 1/3 - (1 —p — q).

4. Moderator je zlomyselny a sitfaZiaci si vybral dvere s kozou. Tento jav
nastane s pravdepodobnostou 2/3 - p.

5. Moderator je dobromyselny a sufaziaci si vybral dvere s kozou. Tento jav
nastane s pravdepodobnostou 2/3 - q.

6. Moderator je neutralny a stfaziaci si vybral dvere s kozou. Tento jav na-
stane s pravdepodobnostou 2/3 - (1 — p — q).

Ak nastala situdcia, Ze sifaZiaci nedostal moznost zmenit vybrané dvere, bud je
v tomto kole moderator dobromyselny a za dverami je auto, alebo je zlomyselny
a za dverami je koza. T4to situicia nastdva s pravdepodobnostou rovnou suétu
pravdepodobnost{ 2. a 4. javu, to je 2/3-p+1/3 - q. Staéf teda sledovat, ako ¢asto
sa toto stane, a dalej ako ¢asto v takejto situdcii sifaziaci vyhrd auto. To je s
pravdepodobnostou 2/3;/%. Z toho vieme odhadnit hodnoty p, g.

Teraz predpokladajme, Ze pozndme hodnoty p, g a vypoéitajme, & sa stitazia-
cemu vyplati zmenit volbu dveri. Pravdepodobnost, Ze stifaziaci dostane moznost
volby a na zaéiatku vybral dvere s autom je rovni stétu pravdepodobnosti 1.
a 3. javy, teda 1/3-p+1/3-(1 —p—q) = 1/3 - (1 — q). Pravdepodobnost, ze
sufaziaci dostane moznost volby a na zaciatku vybral dvere s kozou, je rovnd
suctu pravdepodobnosti 5. a 6. javu, teda 2/3-q+2/3-(1—p—¢q) =2/3- (1 —p).
Zmenit volbu dverf sa vyplati, ak je prva pravdepodobnost mensia, teda

1/3-(1-q) <2/3-(1-p),
2p—qg < 1.

Najjednoduchsie je ale bez poéitania pravdepodobnosti rovno odhadnit, &i sa
vyplati menif volbu dveri tak, Ze si budeme robit Statistiky, ako ¢asto sa to vy-
platilo tym, ktori volbu zmenili a ako ¢asto tym, ktori volbu nezmenili.

Jednym z doévodov, preéo tolko Iudi sa touto tlohou nechd zmiast, je to, ze
hoci situdcia je od zaciatku v jednom z moznych stavov (auto aj kozy uz za
dverami si umiestnené), aktivitou moderdtora sa zmeni pravdepodobnost jed-
notlivych moznosti bez toho, aby sa ten samotny stav zmenil.
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Jednoduchsie uchopitelné st pre nés ulohy, kde sa hddze kockou, mincou, alebo
inak losuje a na zaciatku nie je situdcia v ziadnom stave, len je nejaka pravde-
podobnost nastatia roznych javov, a konkrétny jav nastane aZ po tej losovacej
aktivite.

2. Two CHILD PROBLEM

Je znamych viacero tloh podobného druhu, ked stav je dopredu dany ale ziskanim
informé&cie sa zmen{ pravdepodobnost.

Z nich by som tu teraz spomenula este The Two Child Problem, ktory je podla
mna eSte zaujimavejsi. Je tiez podrobne spracovany na Wikipédii, v ¢élanku [4]. Ja
tu uvediem vlastni verziu zadania, rieSenia a d’alsich dvah.

Pozndmka: Vo vsetkych tvahich budeme predpokladat, ze pravdepodobnost
narodenia dievéata a chlapca je vidy rovnaka a rovnd sa jednej polovici.

Priklad 2. Stretlo sa nickolko zndmych — Dusan, Milan, Michal a Adam, ktori
sa dlho nevideli a rozprdvali sa o svojich rodindch.

Otdzka 1: Dusan sa dozvedel, Ze Milan md dve deti. Na zdklade tejto jedinej
informdcie, akd je pravdepodobnost, Ze obe Milanove deti si chlapci?

Odpoved’: Odpoved na tito otdzku by este mala byt jasni. Kazdé z Mila-
novych det{ je chlapec s pravdepodobnostou 1/2 a tieto javy sii na sebe nezavislé.
Pravdepodobnost, Ze kazdé dieta je chlapec, je teda stéinom tychto pravdepodob-
nosti, a to je 1/4.

Mozeme to spoéitat aj tak, Ze si napiseme vSetky moznosti:

1. starsie dieta je dievéa a mladsie dieta je dievéa,
2. starsie dieta je dievéa a mladsie diefa je chlapec,
3. starSie diefa je chlapec a mladsie diefa je dievéa,
4. starsie diefa je chlapec a mladsie dieta je chlapec.

Vsetky Styri moznosti st rovnako pravdepodobné, lebo to, akého pohlavia je ktoré
dieta, nezavisi od pohlavia druhého diefata. Pravdepodobnost 4. moznosti je teda
1/4.

Otdzka 2: Potom sa DuSan dozvedel, Ze aspori jedno z dvoch Milanovijch det{
je chlapec. Akd je teraz pravdepodobnost, Ze obe Milanove deti si chlapci?

Odpoved’: Druh4 odpoved je uz trochu naroénejsia, ale dé sa to spoéitat po-
dobne. Ak vieme iba to, ze Milan méa dve deti, rovnako pravdepodobné su vsetky
Styri vyssie uvedené moznosti. Ak vieme aj to, ze Milan urcite nema dve dievcata,
mame len tri moznosti:

1. starsie dietfa je dievéa a mladsie diefa je chlapec,
2. starsie diefa je chlapec a mladsie dieta je dievéa,
3. starSie diefa je chlapec a mladsie diefa je chlapec.

Vsetky tri st znovu rovnako pravdepodobné. Pravdepodobnost, Ze ma dvoch
chlapcov, je teda 1/3.
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Otdzka 3: Dusan sa dalej dozvedel, Ze aj Milan md jedného surodenca. Akd je
pravdepodobnost, ze Milan md brata?

Odpoved’: Pozrime sa na to z pohladu Milana. St §tyri moznosti, akého moze
mat Milan sirodenca: starsieho brata, mladsieho brata, starsiu sestru, mladsiu
sestru. Kazda z tychto moznosti je rovnako pravdepodobna. Preto pravdepodob-
nost kazdej z nich je 1/4. Pravdepodobnost, Ze Milan m4 brata, je stiétom prav-
depodobnosti prvej a druhej moznosti, a to je 1/2.

Z doterajsich odpovedi vyplyva zaujimavy poznatok: ked vieme, Ze niekto ma
dve deti, a pritom aspoii jedného syna, potom pravdepodobnost, Ze obe deti st
chlapci, je 1/3. A sucasne, ked vieme, 7Ze chlapec m4 prave jedného sirodenca,
potom pravdepodobnost, Ze obe deti su chlapci, je 1/2.

Dobre, povedzme, Ze je to zvlastne, ale tak ndm to vyslo. Teraz ale skiste
odpovedaf na nasledujicu, velmi zdludni otdzku. Tak &o, bude to tentoraz 1/3
alebo 1/27?

Otdzka 4: K DuSanovi a Milanovi prisiel chlapec a DuSan povedal: ,Aj ja
mdm spolu dve deti. Toto je madj syn Tomds.“ ,Ano, ja mdam jedného siurodenca,“
potvrdil Tomds. Akd je pravdepodobnost, Ze aj druhé Dusanovo diefa je chlapec?

Odpoved’: Podme na to takouto tivahou. Ked stretneme otca s jednym die-
tafom, ktory mé spolu dve deti, je osem moznosti, akd to moze byt dvojica otec—
dieta, a kazd4 je rovnako pravdepodobnd. Si to tyri dvojice otec a dcéra a Styri
dvojice otec a syn:

1. otec a dcéra majuca starsiu sestru,

2. otec a dcéra majica mladsiu sestru,
otec a dcéra majica starSieho brata,
otec a dcéra majica mladsieho brata,
otec a syn majuci mladsieho brata,
otec a syn majuci starsieho brata,
otec a syn majuci starsiu sestru,

8. otec a syn majuici mladsiu sestru.

N Ot W

V nasSom pripade vieme, ze ide o jednu z moznosti 5-8, lebo Tomas je chlapec.
Prvé styri moznosti teda vobec neuvazujeme. Z uvazovanych Styroch moznosti je
dalej v dvoch pripadoch druhym strodencom chlapec, a v dvoch pripadoch je
drubhym strodencom dievéa. Pravepodobnost, Ze st obaja strodenci chlapci, je
teda 2/4 =1/2.

TakZe mame novy zaujimavy poznatok: ked vieme iba to, Ze niekto m4 dve deti
a z nich je aspoii jeden chlapec, pravdepodobnost toho, Ze ma dvoch chlapcov, je
1/3. Ale ked m4 chlapca pri sebe, tak uz je to 1/2. To uz je velmi podozrivé, ale
vietky doterajsie ivahy predsa boli zrozumitelné a spravne, nie?

A o ak nem4d toho chlapca pri sebe, ale ma povedzme iba jeho fotku? Ak& bude
odpoved na nasledujiicu otdzku?
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Otdzka 5: ,Ja madm tiez dve deti,“ ozval sa Michal. ,Nie je tu so mnou ani
jedno z nich, ale mdam tu fotku jedného z nich.“ Potom im ukdzal fotku chlapca.
Akd je pravdepodobnost, Ze aj druhé Michalovo dieta je chlapec?

Odpoved’: Ide o ti istu situdciu ako v predchadzajicej 4. otdzke, pretoze méame
znovu dvojicu otec—syn (syn na fotke). Postup tivah bude teda rovnaky ako pri 4.
otazke: Ked stretneme otca s fotkou jedného diefafa, ktory ma spolu dve deti, je
osem moznosti, akd to méze byt dvojica otec-dieta na fotke, a kazdi je rovnako
pravdepodobné. Ked dieta na fotke je chlapec, zostavaji Styri moznosti, z toho v
dvoch pripadoch mé chlapec brata. Odpoved je teda znovu 1/2.

Tak, ak ste to doteraz eSte nejak stravili, teraz sa dostdvame k tomu najneuve-
ritelnejsiemu.

Zistili sme uz, ze sta¢i mat syna na fotke, a uz sa zmeni odpoved oproti tomu,
ked’ vieme iba to, Ze nejaky syn existuje. Je to tym, Ze uZ mame o fom istd in-
forméciu, ze vidime jeho podobu? A ¢o ak td informadcia je menej urc¢itd — napriklad
vieme iba to, v akom sa narodil znameni? Presne toho sa tyka poslednd, 6. otazka.

Otdzka 6: Potom sa do rozhovoru zapojil Adam. Dozvedeli sa, Ze md tieZ dve
deti, a Ze aspon jedno z deti je chlapec narodeny v znameni Byka. Akd je pravde-
podobnost, ze aj druhé Adamovo dieta je chlapec?

Odpoved’: Pre jednoduchost predpokladajme, Ze narodenie sa v kazdom z
dvandstich znameni je rovnako pravdepodobné u kazdého dietata v rodine a tato
pravdepodobnost je preto 1/12.

Kazdé diefa je bud dievéa alebo chlapec a je narodené v jednom z dvandstich
znameni, spolu je to teda 24 réznych moznosti pre kazdé dieta, vsetky rovnako
pravdepodobné. Pre rodinu s dvomi detmi je to potom 24 - 24 = 576 rovnako
pravdepodobnych moznosti.

Nés ale zaujimaji iba tie moznosti, ked’ aspoii jedno z det{ je chlapec narodeny
v znamen{ Byka. V pripade, Ze to je prvé diefa, druhé m4 24 moznosti. V pripade,
7e ide o druhé diefa, prvé m4 tiez 24 moznosti, ale moznost, Ze st to dvaja chlapci
Byci sme pocitali dvakrat. Spolu je to teda 24 4+ 24 — 1 = 47 moznych variant, ako
moze vyzerat rodina s dvomi detfmi, z ktorych aspoii jedno je chlapec Byk.

Teraz spocitame, kolko z nich je takych, Ze aj druhé diefa je chlapec. Pokial
prvé diefa je chlapec Byk, a druhé dieta je tiez chlapec, existuje 12 moznosti,
aké moze maf znamenie. Pokial druhé dieta je chlapec, zase je 12 moznosti, aké
moze mat znamenie prvé dieta, s tym, Ze moznost dvaja Byci sme zase zapocitali
dvakrat. Spolu je to teda 12 + 12 — 1 = 23 moznosti.

Pravdepodobnost, ze v dvojdetnej rodine st dvaja chlapci, za predpokladu, ze
v tejto rodine je chlapec Byk, je teda rovna 23/47.

Zd4 sa vam to tiez také neuveritelné? Mate silny pocit alebo dokonca istotu, Ze
niekde v tych tivahach je chyba? Tak si to sktiste overif experimentom. Nemusite
ho ani robit, sta&f si ho predstavit. Predstavte si teda nasledovny experiment.
Velkej ndhodnej vzorke rodin, ktoré majui prave dve deti, date vyplnit takyto
papierovy dotaznik. (Kvoli ndzornejsej predstave ten dotaznik je papierovy. Pokial
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sa rozhodnete tento experiment aj realne uskutoénit, mozete zvolit praktickejsiu
elektronickd variantu.)

1. Vage starsie dieta je dievéa alebo chlapec? (2 moznosti)

2. V akom znameni sa narodilo vase starsie dieta? (12 moznosti)
3. Vase mladsie dieta je dievéa alebo chlapec? (2 moznosti)

4. V akom znamen{ sa narodilo vase mladsie diefa? (12 moznost{)

Listky s odpovedami potom vytriedite tak, Ze vidy tie, v ktorych si rovnaké
odpovede na vietky styri otdzky, ddte na jednu kopku. Ak vzorka I'udi je dostatoéne
velk4, vietci odpovedali pravdivo, deti sa rodia rovnako ¢asto v kazdom znameni a,
rodi sa rovnako vela chlapcov a dievéat, potom budete mat na stole 2:12-2-12 = 576
zhruba rovnako velkych kopok.

Teraz date pre¢ zo stola vsetky kopky, v ktorych Tudia vyplnili, Ze maji dve
dievcatd. Takych kopok bude jedna $tvrtina, to je 144. Zostane vam tak 576—144 =
432 kopok.

To st vsetky, kde maja v rodine aspon jedného chlapca. Z nich jedna tretina su
kopky, v ktorych Tudia vyplnili, Ze maji dvoch chlapcov. (T¥mto sa experimentdlne
potvrdila spravnost odpovede na 2. otazku.)

Teraz vyberiete kopky, v ktorych Tudia vyplnili, Ze stargie diefa sa narodilo v
znameni Byka a ddte si ich napravo. Takych bude 1/12 celkového poctu, to je
36. Zostane 432 — 36 = 396 kopok. Z nich ddte napravo este tie, v ktorych ludia
vyplnili, Ze mladsie diefa sa narodilo v znamen{ Byka. Aj tych bude 1/12 celkového
poétu, to je 33. V ostatnych kopkach uz nie je ani jedno dieta v znameni Byka,
tak ich déate zo stola prec.

Na stole mate teraz 36 4+ 33 = 69 kopok. Z nich je jedna tretina taka, v ktorych
ludia vyplnili, Ze maji dvoch chlapcov. Spolu teda 23. Tie déte nalavo. Napravo
zostalo 46 kopok, ktoré rozdelite na dve skupiny po 23. V prvej skupine budu tie,
v ktorych Tudia vyplnili, Ze majui starsic dievéa a mladsieho chlapca a v druhej
tie, v ktorych vyplnili, Ze maju starSieho chlapca a mladsie dievéa. Vo vsetkych je
aspoii jedno z deti v znameni Byka, ale nemusi to byt chlapec. V kazdej z tychto
skupin je teda 23 kopok. Z tychto 23 je vzdy jedna taka, kde st obe deti Byk, 11
je takych, kde mladsie diefa nie je Byk (ale jedno zo zvysnych 11 znameni) a 11
je takych, kde starsie diefa nie je Byk. V prvej skupine déte preé¢ zo stola vietky
kopky, kde mladsie diefa nie je Byk. A v druhej skupine dédte preé¢ zo stola vietky
kopky, kde starsie diefa nie je Byk.

Zostane vam teda na stole 23 446 — 11 — 11 = 47 kopok, kde je uz vsade jedno
diefa chlapec Byk. To st rodiny, ktoré vés zaujimaji. Kolko z nich mé dvoch
chlapcov? Nalavo méte 23 kopok, kde st dvaja chlapci a aspoii jeden z nich Byk,
napravo mate 24 kopok, kde je len jeden chlapec a tiez je Byk. Pretoze kopky
st zhruba rovnako velké, zaver je jasny: zhruba 23/47 tychto rodin ma dvoch
chlapcov.

Ak vés experiment uz presvedcil, asi vam stale vita v hlave, ako je to teda
mozné ... Preco to vychddza tak zvlastne?

Vtip je v tom, ze v réznych otazkach sa v skutocnosti zaoberdme stavom niecoho
iného. V otdzkach 1 a 2 skiimame rodiny — v akom stave moze byt dvojdetnd
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rodina. Zatialéo v otdzkach 3,4 a 5 uz mame dopredu vybrané jedno diefa a uz
len skiimame, v akom stave moze byt jeho strodenec. A je jedno, & vybrané diefa
je pritomné, alebo len ukdzané na fotke. Otdzku 6 moézeme chiapaf tak, Ze mame
,Clastoéne vybrané® diefa — neoznaéili sme ho konkrétne, ale uviedli nejaki jeho
vlastnost, o ktorej je zndme, s akou pravdepodobnostou sa u deti vyskytuje. Preto
vysledok vyjde nieco medzi 1/2 a 1/3. Cim vzédcnejsia vlastnost to je, tym sa
vysledok viac blizi k 1/2.

Ak véas to este stdle nepresvedcilo, a mate pocit, ze to je iba nejakd hra so
slovami, pre beznych Iudi neuZitoéna tedria, pozrite sa na tuto ukazku vyuzitia
nami vypocitanych hodnot v praxi.

Predstavte si, Ze organizujete nejakt velkd hromadnt akciu pre dvojdetné ro-
diny.

Rodiny sa zhromazdia a vy potom zavolate k sebe vSetkych otcov, ktor{ maju
aspoii jedného syna. Ked pridu, tak sa spytate, ktori z nich maji dvoch synov.
Prihlasi sa zhruba tretina.

V druhom pripade zavolate k sebe vsetkych otcov a poviete im, aby nahodne
vybrali aj jedno zo svojich deti a priviedli ho so sebou. Tych, ktori privedi chlapca,
sa spytate, ktori z nich maji dvoch synov. Prihlasi sa zhruba polovica z nich.

V trefom pripade poviete, aby za vami prili vietci otcovia, ktorf maji aspoii
jedného syna narodeného v znameni Byka. Ked pridu, tak sa spytate, ktori z nich
maji dvoch synov. Prihldsi sa zhruba 23/47 z nich.

Ak po tom vSetkom eSte zvazujete urobit si vlastny prieskum, tak napriklad ja
mam dve deti, si to dvaja chlapci, a ani jeden z nich nie je narodeny v znameni
Byka.
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