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ULOHA O DAME V JAZERE

EMA BARUSOVA

ABSTRAKT. V tlohach o uniku a prenasledovani uvazujeme dva objekty, kde sa je-
den z nich (prenasledujtci objekt) snaz{ dobehntt druhy (unikajici) objekt, pricom
ten sa snazi dobehnutiu naopak zabranit. V tomto éldnku sa zaoberdme analyzou
problému, ktory je modelovany na priklade ddmy unikajicej svojmu napadnikovi zo
stredu kruhového jazera. Diskutujeme pritom klasické rieSenie problému v silade
s [1], kde je nagfm cielom n&jst optimalnu tinikovi stratégiu zaistujticu tspech ddmy.
V pdvodnom zadani je pomer rychlosti prenasledovatela a unikajiceho je zadany
Ciselne a v texte okrem odvodenia optimélnej stratégie pre zadany pomer rychlosti
uvadzame, pre aké pomery rychlosti je takato stratégia stale postacujica. Tam, kde
povodnd stratégia uz postacujica nie je, ukdzeme jej ¢iastoénid modifikdciu spolu
s uréenim dolnej hranice pomeru rychlosti, pre ktory je dama eSte stdle schopna
svojmu ndpadnikovi uniknit. V poslednej ¢asti uvddzame ¢iastoéné riesenie modi-
fikovaného zadania, ktoré vzniklo na podnet pana profesora Cerméka v ¢ase pisania
bakaldrskej prace, ktorej je tento problém sucastou.

1. UVvOD DO PROBLEMATIKY

Ulohy z oblasti tniku a prenasledovania reprezentuji zaujimavy matematicky
koncept so znaénym aplika¢nym potencidlom v robotike, navigacii, analyze bi-
ologickych procesov ¢i dokonca planovani vojenskych operacii.

V zadani tlohy zvycajne uvazujeme dva objekty, kde o jednom hovorime ako
o prenasledovatelovi (angl. pursuer) a o druhom ako o prenasledovanom, & uni-
kajiicom (angl. evader); vo vieobecnom ponimani mozeme uvazovat o skupine ob-
jektov rozdelenej do dvoch ,timov* (napriklad dve ndmorné ¢i letecké posdadky),
kde jeden tim analogicky reprezentuje prenasledovatela a druhy tim unikajiiceho.
Zadanie spravidla zahftia niekol’ko predpokladov o smere a rychlosti pohybu oboch
objektov spolu s vymedzenim oblasti, na ktorej sa toto prenasledovanie odohrava.
Pri rieseni takto zadanej tlohy je nasim cielom definovat stratégiu, ktora umozni
prenasledovatelovi uskutoénit sériu akcii (krokov), ktoré budd eventudlne viest
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k jeho tspechu; napriklad definovat stratégiu, ktord eventudlne vedie k zdsahu ¢i
dobehnutiu unikajiceho objektu. Alternativne moézeme taktiez hladaf stratégiu
unikajiceho objektu, ktord naopak zabrani ispechu prenasledovatela.

Spravidla mame k dispozicii niekolko predpokladov o spravani sa unikajiceho
objektu, no v niektorych pripadoch ho povazujeme za ,inteligentného“ protivnika,
ktory sa neriadi len obmedzenou sériou predpokladov. V takom pripade je cielom
najst stratégiu, ktord berie do tvahy vsetky mozné rozhodnutia protivnika a je
tak optimalnym riesenim zadaného problému.

Nasledujici tnikovy problém sa prvykrat objavil v ¢lanku Martina Gardnera
» Mathematical Games® v Casopise Scientific American. Autor v tomto ¢lanku
zadal pomer rychlosti prenasledovatela a prenasledovaného objektu éiselne; v texte
preto najprv rozoberieme rieSenie ilohy pre dany pomer a neskor sa zameriame na
isté modifikdcie povodného zadania. Zadanie spolu s rieSenim sformulujeme podla
[1] s podporou publikdcie [2].

2. ZADANIE

Pocéas dovolenky sa ddma snazila utiect svojmu népadnikovi. Rozhodla sa tak
vyplévat élnom presne do stredu kruhového jazera, popri ktorom dovolenkovala.
Jej ndpadnik sa rozhodol pockat si na fiu na brehu jazera. Bolo mu jasné, Ze
dédma sa nakoniec na breh bude musiet vratit a zdroveil sa domnieval, Ze sa do
lubovolného bodu na brehu jazera dostane skor ako déma; disponoval totiz in-
forméciou, Ze dokdze bezaf 4-krat rychlejsie ako ddma veslovat. Nevedel viak, Ze
dédma — skisend profesorka matematiky — si svoj pldn iniku dobre premyslela. Akd
stratégiu profesorka zvolila?

3. MATEMATICKY MODEL A JEHO RIESENIE

V nasledujicom texte opiSeme tnikovu stratégiu damy, pricom ukazeme, Ze pre
dany pomer rychlosti je stratégia otdzkou pomerne elementarnej geometrie. Tato
stratégia sa pritom skladd z dvoch faz, ktorych zmysluplnost sa pokusime ob-
jasnit. Skor, nez zacneme s analyzou problému, dodajme do zadania eSte jednu
informéciu, ktord mala profesorka k dispozicii. Vedela s istotou povedat, Ze na
brehu je rychlejsia ako muz, ¢o nas logicky vedie k myslienke, ¢o ju motivovalo ves-
lovat najprv do stredu jazera a nésledne rozmyslat nad svojou tinikovou stratégiou
zaéinajiic svoj unik prave v tomto bode. Odpovedou na ttito otdzku by mohla byt
jej tizba dokdzaf muZovi, Ze aj za nepriaznivych poéiatoénych podmienok mu je
stale schopnd ujst. V d'alsom texte postupne objasnime stratégiu, ktord profesorka
zvolila.

V prvom kroku sa dédma pokisi o najdlhsie zachovat maximélnu vzdiale-
nost medzi okamzitou polohou jej ndpadnika a bodom na brehu, ku ktorému
chce dopléavat. Z tohto dovodu sa snazi vzdalovat od stredu jazera O tak, Ze
jej ¢ln, stred jazera a muz si v kazdom momente sledovania na jednej priamke.
Vzdialenost ddmy od bodu O sa bude pritom stale zvicsovat za predpokladu, ze
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muz zaéne bezat okolo jazera konstantnou rychlostou v snaziac sa ju chytit. Po-
kial rozlozime okamzitti rychlost ddmy na uhlovd a radidlnu zlozku, tak uhlova
rychlost ddmy bude v tomto §tddiu z dévodu zachovania kolinearity kontinuslne
narastat a radidlna zlozka sa bude zmengovat, az kym nedosiahne nulovi hodnotu.
Této stratégia je podporend ilustraciou na obr. 1, kde bez ujmy na vSeobecnosti
uvazujeme, ze muz bezi proti smeru hodinovych ruciciek.

Obrazek 1. Poloha damy a nédpadnika v ¢ase ¢ > 0.

Ako dalej ukdzeme, ddma je naozaj schopnd zachovat spominani kolinearitu
— teda aspon na nejakd dobu. Vysvetlime, preco je tato doba zhora obmedzend,
a teda preco nie je mozné dostat sa na breh len s vyuZitim tejto taktiky.

Predpokladajme, Ze muz bezi rychlostou s velkostou v a ddma vesluje rychlostou
s velkostou 0,25v. Pripomefime, ze myslienka zachovania kolinearity ndm okrem
iného hovori, 7e ddma a jej ndpadnik sa musia pohybovat rovnakou uhlovou
rychlostou poc¢as celej prvej fazy stratégie. Na obr. 1 je ilustrovans okamzita po-
loha muza (bod N) a ddmy (bod D) po tom, ¢o muz opiSe kruznicovy oblik dany
stredovym uhlom . Pre jeho uhlovii rychlost zrejme moZzeme pisaf

d6/dt = v/R,

kde R oznatuje polomer jazera. Bez ujmy na vieobecnosti moézeme predpokladat,
ze priamka, na ktorej sa nachadza muz a dama na zacCiatku prenasledovania, je
osou y pravouhlej suradnicovej sustavy s pociatkom v bode O.

KedZe dotyénicova zlozka rychlosti damy je zavisld na vzdialenosti od jazera
a plati pre nu

do
Vg = T’a 3

kde r oznacuje okamziti vzdialenost ddmy od O, za predpokladu zachovania ko-

linearity moézeme dosadit
r
Vg = UV—.
R
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Je pritom zrejmé, Ze é¢im d'alej sa ddma dostane od stredu jazera, tym bude jej
uhlové rychlost vyssia. Ked'ze velkost celkovej rychlosti ddmy je 0,25v, radidlna
zlozka v, jej rychlosti musf byt takd, Ze plati

v2 4+ vj = (0,250)2.

Tento vzfah vyplyva z rozkladu vektoru celkovej rychlosti na vektor uhlovej a
radialnej rychlosti, ktoré z geometrickej interpretécie zvieraju v kazdom bode po-
hybu dédmy pravy uhol.

Pre v, teda dostaneme

v =1/0,25%20% — vZ =1/0,25%0% — v2—

a teda odtial

Z posledného vyjadrenia je zrejmé, ze hodnota v, je pritom vécsia ako nula (ddma
sa vzdaluje od O, zatial ¢o zachovdva kolinearitu) za podmienky, Ze 0,252 —
r2/R? > 0, teda ak r < 0,25R. Akonahle nastane rovnost r = 0,25R, dama
prejde do druhej fazy svojej inikovej stratégie. V opa¢nom pripade by nasledoval
periodicky pohyb po kruznici so stredom O a polomerom 0,25R.

Este predtym, nez objasnime druhu fazu unikovej stratégie, vypocitajme pre
zaujimavost, ako dlho bude ddma veslovat, kym dosiahne v, = 0. Zo vzfahu v, =
dr/ddt vyjadrime dt, pricom ¢t = T bude ¢as, ked v, = 0, potom plati

T 0,25R 0,25R
T — / dt — / dr _ dr —
0 0 Up 0 U\/0,252 —’I“Z/R2

R [0:25R dr R r 025R R
- 7/ - — “arcsin ( )‘ = — arcsin(1),
v /o 0,252 — 2/ R? v 0,25R/ 1o v
teda
o T
2v

V éase t = T, ked sa ddma dostane do vzdialenosti 0,25R od O, teda zmenf{
svoju taktiku a prejde do druhej fazy svojho tniku. Zdoraznime, ze v tomto case
sa dostala do bodu na kruznici, po ktorej by sa pri udrziavani jej predoslej taktiky
zacala pohybovat rovnomernym pohybom a ku brehu by sa d’alej nepriblizovala.
Nazvime tato kruznicu pracovne hrani¢nd kruznica. V tomto c¢ase zabudne na
doposial udrziavant kolinearitu a za¢éne smerovat po normale na pevninu, pricom
vzdialenost, ktord musi z tohto bodu k pevnine doveslovat, je 0,75R. Aby sa muz
dostal do rovnakého bodu, musi prejst vzdialenost 7R (aZ do tohto momentu totiz
dama udrzala spominani kolinearitu a teda muz sa nachdadzal od bodu, do ktorého
ddma smeruje, prave polkruznicu d’aleko). Ddma ujde svojmu népadnikovi, ak sa
do tohto bodu dostane skor ako on, teda ak plati nerovnost asov

R—-025R 7R

— 1
0,25v <% (3.1)
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resp.
R(1-10,25) < 0,257R.

T4to nerovnost plati, z ¢oho mézeme usiditf, Ze pre zadany pomer rychlosti je
dama schopné napadnikovi ujst, ak sa bude riadif prave opisanou stratégiou.

4. ROZSIRENIE

Doteraz sme sa zaoberali tlohou s ¢iselne zadanym pomerom rychlosti damy
a nipadnika; v dalsom texte odvodime, pre aké hodnoty tohto pomeru je stratégia
vysvetlend vysSie stale postacujica, teda zaisti ddme tnik pred jej nédpadnikom.
Zaroven uvedieme modifikaciu stratégie pre mensie hodnoty tohto pomeru, teda
tam, kde uz spominana povodnd stratégia postacujica nie je.

Oznaéme « pomer rychlosti ddmy a muza. Pre dostatoéne velkd hodnotu «
nie je tato dvojfazova unikovd stratégia potrebnd, postaci, ak sa ddma vyberie
po normadle priamo na breh. Najprv uré¢ime minimélnu hodnotu «, ktora este
tito stratégiu umoziuje. V uvazovanom pripade musi platit, Ze ddma prevesluje
vzdialenost R za kratsi ¢as, nez muz prebehne polovicu kruznice, teda 7R. Ddma
pritom vesluje rychlostou awv, kde v je rychlost muZa. Pre parameter « teda ziskame
dolny odhad zo vztahu
R 1R

av v

teda )
a>—~0,3183
T

Pokial je teda o > 1/m, ddma nepotrebuje vyuzit povodnud stratégiu, no stéle
je pre nu vyhodné podla nej postupovat — za kazdych okolnosti totiz ziska vacsi
naskok pred jej napadnikom. Pre ndzornost odvodime, ako velky naskok ziska
ddma pre hranié¢ni hodnotu o = 7~ 1. Ako platilo doteraz, okamzit4 poloha damy,
muza a stred jazera budi na jednej priamke, az kym riadialna zlozka rychlosti damy
nebude nulova. Podla predchddzajicich tivah sa ddma pocas prvej fazy unikovej
stratégie dostane do vzdialenosti 7' R od stredu jazera a nasledne bude smerovat
po norméle k brehu jazera, pricom bude musiet este preveslovat vzdialenost

R(m—1)

™

R-7'R=

Na pevninu sa teda dostane za cas

R(r—1)/r R
tg=—-—"—=—(m—1). 4.1
i= T = D) (41)
Na to, aby sa muz dostal do bodu na brehu, na ktory ddma dovesluje, bude musiet
prebehnit presne polkruznicu okolo jazera. Tito vzdialenost prejde za éas

R
t, = —m. 4.2
= 42)
Odéitanim (4.1) od (4.2) zistujeme, Ze muz by potreboval o R/v viac €asu na to,

aby sa dostal do bodu na pevnine, na ktory dama dovesluje. Pre lepsie predstavu
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ide o ¢as, za ktory muZz prebehne vzdialenost R, teda polomer kruZnice, éo uréite
nie je nepodstatny tsek vzhladom k polkruznici, ktord musi prebehnit celkovo.
Uvazujme teraz, 7ze ddma sa nepohybuje dostatoéne velkou rychlosfou (teda
a > 1/7), a teda potrebuje postupovat dvojfiazovou stratégiou odvodenou v pred-
chédzajicej casti. Najprv vypocitajme, pre akii minimalnu hodnotu o, je tato
stratégia pre damu este postacujica. Tuto minimalnu hodnotu parametru dosta-
neme z vyrazu (3.1), priCom za ¢iselnd hodnotu 0,25 dosadime parameter « a
méme
R—aR 7R
[ < —_—
v v

b
resp.

1<a(l+m).
Pre a teda mozeme pisat

1
a>—— =~ 0,2415, ateda ampiy, =~ 0,2415.
1+7

V tejto sérii tivah si mézeme polozit este poslednti otdzku: Je mozné tito stratégiu
modifikovat tak, aby ddma usla muzovi aj pre hodnoty o mensie ako (1 + 7)~1?

Ukazuje sa, ze to mozné je, pokial predpokladdme, e muZ sa sprava ,ra-
ciondlne“. Thito charakterovi értu v kratkosti okomentujeme. Ked'ze je nasa ddma
profesorkou matematiky, je pravdepodobné, ze svojho napadnika stretla na niek-
torom z mnohych matematickych seminarov, ktoré navstevuje, a teda napadnik
sam disponuje aspon zdkladnymi vedomostami z oblasti matematiky. Muz si teda
uvedomuje, aku taktiku ddma zvoli a tento predpoklad zahrnie do svojej vlastnej
taktiky. Specidlne predpoklad4, ze akondhle sa ddma prestane vzd'alovat od stredu
jazera (dostane sa na hrani¢nd kruznicu), vydé sa priamo po normdle k brehu ja-
zera. N&s predpoklad muzovej racionality teda znie nasledovne: akondhla dama
prejde do druhej fazy stratégie, muz ju prestane pozorne sledovat a jednoducho sa
rozbehne po brehu do bodu, do ktorého podla jeho racionalnej ivahy dama sme-
ruje. Prehodnotif svoju taktiku ho pritom dontiti iba jedna okolnost — ak sa ddma
zatne z nejakého dovodu naspit priblizovat k stredu jazera (tento predpoklad este
pripomenieme neskor).

Déma disponuje informéciou, ze velkost jej rychlosti je mensia ako (m — 1)~ v
a dobre si uvedomuje, ze by muzovi neusla, pokial by postupovala podla povodne;
stratégie. Vytiahne tak z rukavu posledny trik — v druhej faze svojho tiniku bude
smerovat na breh po priamke, nie viak po normale do najblizgieho bodu (ako tomu
bolo doposial). MuZ pritom stéle predpokladd, Zze bude smerovat prave do tohto
bodu a rozbehne sa k nemu, zatial éo ddma bude smerovat niekam inam. On ju
ale uz nad’alej nesleduje a svojej chyby si nevsimne.

Pre lepsie predstavu toho, ¢o mé ddma v umysle, uvazujme situiciu ako na
obr. 2, ktory ilustruje prdve moment, ked m4 déama prejst do druhej fazy. Bez
ujmy na vSeobecnosti sa v tomto ¢ase ddma nachddza v bode [aR,0] na osi z, a
teda muz v bode [—R, 0]. Poc¢iatok suradnicovej sistavy sa tak nachddza v strede
jazera. Uhol ¢ potom vyjadruje odklon priamky, po ktorej sa ddma planuje vybrat
od osi z, resp. od normély, po ktorej by za inych okolnosti smerovala na breh. Muz
predpokladd, ze ¢ = 0, no ako si d'alej ukdzeme, myli sa.
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Obréazek 2. Modifikdcia stratégie ddmy v druhej faze tniku.

V prvom kroku vyrazne zjednodusime nase vypocty tym, ze budeme kruznicu,
na ktorej ma dédma nulovi radidlnu zlozku rychlosti, povazovat za jednotkovi. Z
predchadzajiiceho textu vieme, ze polomer tejto kruznice je aR, z ¢oho dostavame

o= (4.3)

Zaroven si uvedomime, ze pomer polomerov tejto kruznice a kruznice okolo jazera
je aR/R, teda a. Ulohu hladania minimalnej hodnoty a mézeme tak preformulo-
vat na tlohu hladania maximalnej hodnoty R, pre ktoré dokaze ddma stale ujst.
Zéroveii z predchiadzajiceho zjednoduSenia mozeme odvodit, Ze ddma sa pohybuje
rychlostou v/R. Teraz uz mozeme tilohu formulovat matematicky.

Ked' sa ddma dostane na tinikovd kruznicu, jej vzdialenost od stredu jazera je
jednotkové a pomocou kosinovej vety mézeme vyjadrit vzdialenost, ktord musi
preveslovat z tejto kruznice do bodu E na brehu ako

|IDE| = \/1+ R2 —2Rcos ¢,

pricom pre ¢as, za ktory sa jej to podari, plati
IDE| R
v/R v

V1+ R2 —2Rcosp. (4.4)

Co teda spravi muz? Ako mézeme vidiet na obr. 2, muz bezi po brehu v smere
hodinovych ruéiciek, no mohli by sme namietat. Nebolo by preitho vyhodnejsie
rozbehntt sa proti smeru hodinovych ruci¢iek? Presiel by tak kratsiu vzdialenost
a do bodu S by sa dostal zrejme skor, ako dama. V tomto momente musime este
raz pripomenit predpoklad muzovej racionality, ktory bol objasneny vyssie. Ako
je uvedené v [2], taktika ddmy a reakcia muza bude nasledovnd: Déma prejde
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infinitezimalnu vzdialenost tak, aby sa muz za¢al pohybovat v smere hodinovych
ruciéiek. Od toho momentu je pre muza najvyhodnejsie zachovat smer pohybu
a bezat v smere hodinovych ruéiciek, ak sa ddma vyberie po priamke k brehu,
no zaroven nepretne hraniént kruznicu. Pokial by sa muz neéakane otocil, ddma,
by mohla zmenit stratégiu a zaéat veslovat k brehu po norméle. Alternativne by
mobhla iba ,otoéit znamienko“ uhlu ¢, a tak by bola situdcia podobn4, ako predtym
(len symetricky otocend).

Akondhle sa muz odovzdd myslienke racionality a rozbehne sa v smere hodi-
novych ruciciek, bude musief prebehnit vzdialenost (7 + )R, aby sa dostal do
bodu S. Zaberie mu to pritom cas

%(w +¢). (4.5)

Déma teda tesne unikne muzovi, ak nastane rovnost vyrazov (4.4) a (4.5), teda
plati

T+ =1/1+R2—-2Rcosp.

Rovnicu rieSime pre R a dostavame

R:cosgoj:\/cos2g0+(7r+g0)2—1.

KedZe polomer jazera R musi byt kladny, do iivahy berieme len plusové znamienko
a pre R teda plati

R:COSQO+\/COS2Q0+(7T+QD)271. (4.6)

Na Obr. 3 moézZeme sledovat priebeh funkcie R(p). Pre ndjdenie minimélnej

-

Obrazek 3. Zavislost velkosti polomeru jazera R na uhle .

hodnoty a teda musime najst maximalnu hodnotu R (pripomefime, 7e tiito tivahu
mdme z rovnice (4.3)). Chceme teda néjst hodnotu ¢, ktord maximalizuje hodnotu
R(y). Najprv uskutoénime jej vypocet na zaklade goniometrickej analyzy. Ak ¢
prekroé¢i hodnotu, pre ktor je priamka DE dotyénicou k hrani¢nej kruznici (teda
spétne pretne tito kruznicu), zaéne sa priblizovat k stredu jazera a tdto situdcia je
pre nés nepripustna. Z tohto dovodu je maximélna hodnota ¢ zhora ohranicené.
Déma by teda mala zvolit taky uhol ¢, aby priamka DE bola kolm4 k osi x.
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Pre lepsiu predstavu je tdto situdcia zndzornend na obr. 4(b) spolu s ilustrdciou
povodnej stratégie (a), kde pre uhol ¢ z elementdrnej geometrie plati
aR 1
CosSp = — = —, 4.7
v=F =3 (4.7)

pretoze vzdialenost R povazujeme za jednotkovi.

(a) Poévodnd unikova stratégia ddmy (b) Modifikacia druhej fdzy
Obrazek 4. Porovnanie dvoch scendrov druhej fazy tinikovej stratégie.

V rovnici (4.6) potom moZeme substituovat za R z vyrazu vyssie a dostdvame
rovnicu pre neznamu ¢

= cos cos? 2 1.
o5 7 w+\/ o+ (m+p)

Thto rovnicu teraz upravime. Najprv vynasobime ¢lenom cos ¢, nésledne od¢itame
z oboch stran élen cos? ¢ a mame

1 —cos?p =sin? ¢ = COS@\/COS2§0+ (m+¢)?—1.
Umocnime a dalej upravujeme:
sin ¢ = cos? p + (7 + )% cos® ¢ — cos? @,
(sin? ¢ — cos? ) (sin? ¢ + cos? @) = (7 + )% cos? ¢ — cos? @,
sin? ¢ — cos® p = (1 + )% cos® ¢ — cos® @,
tanp = 7+ @.

Alternativou k vyssie uvedenému postupu je stanovenie hodnoty ¢ pomocou pro-
striedkov diferencidlneho poc¢tu (hladdme extrém funkcie R(p)). Rovnicu (4.6)



42 E. BARUSOVA

zderivujeme podla ¢ a polozime rovni nule, teda

dR . —2cospsinp + 2(m + @)

b =0.
dp = T et o+ (@) — )12

Po prevode na spoloéného menovatela dostdvame v éitateli vyraz

silmp\/(:os2 e+ (T+¢)2—1—2cospsing + 2(m + ¢) = 0,
ktory d'alej upravime na tvar
2(m + ) sinp cos @ = (7 + )2 cos? ¢ + sin? .
Tento vyraz nasledne vyndsobime ¢lenom 1/ cos? ¢ a dostdvame rovnicu
2(m + @) tanp = tan®  + (7 + )?,
ktorej rieSsenim je prave vyraz
tanp = 7+ .

Oboma sposobmi sme sa dostali k transcendentalnej rovnici, ktort analyticky
nemozno vyriesit. PouZitim vhodnej numerickej metédy sa mozno dostat k pri-
bliznému riegeniu a my sa uZ len odkéZeme na rieSenie podla [1], kde pre ¢ zhora
ohrani¢ené 7/2 dostaneme riesenie ¢ ~ 1,352rad. KedZe maximalna hodnota R
je zo vzfahu (4.7) rovnd

1
~ cosp’

pre minimélnu hodnotu o dostavame

1
=== ~ 0,217.
Q=5 =cosyp ,

Alternativne ddma dokaze uniknit, ak muz bezi najviac 1/amin =~ 4,603-krat
rychlejsie ako ddma vesluje, ¢o je nezanedbatelne vyssia hodnota nez faktor uve-
deny v Gardnerovom zadani v ¢asopise Scientific American.

5. ULOHA SO ”ZAKAZANOU” OBLASTOU

V poslednej ¢asti este modifikujeme zadanie tak, ze profesorke postavime do cesty
prekazku a pritom budeme pozadovat, aby sa z bodu D na hraniénej kruznici
chcela dostat priamo do bodu E, do ktorého by smerovala po normaéle z bodu D,
keby jej v ceste prekdzka nestdla. Vyznam tejto ilohy moze byt napriklad taky, 7e
v bode E na brehu je odstaveny dopravny prostriedok, ku ktorému chce doveslovat
skor, nez tam dobehne jej ndpadnik, a tak mu definitivne uniknit (v zadan{ sme
sice predpokladali, Zze ddma je na pevnine rychlejsia ako muz, nebrali sme vSak do
uvahy, ze veslovanie je bezpochybne vycerpavajuca aktivita a dame by uz nemu-
sel zostat dostatok sil na ttek po pevnine). Pre jednoduchost umiestnime nasej
profesorke do cesty kruhovi oblast (d'alej ostrov) so stredom v bode S vo vzdiale-
nosti 5/8 od stredu jazera O a polomerom 1/4 (¢iselné hodnoty sme pritom zadali
tak, aby bol ostrov dostatocne d’aleko od hrani¢nej kruznice, vnutri ktorej ddma
zachovdva kolinearitu s polohou ndpadnika a stredom jazera). Stred ostrova bude
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pritom lezat na spojnici bodu D, kde ddma v pdvodnom rieseni meni svoju tak-
tiku a bodu E na pevnine, do ktorého sa chce ddma dostat. Zo symetrie zadania
tak nebude zdlezat na tom, z ktorej strany sa ddma rozhodne tento ostrov obist.
Zsroven taktiez nezélezi na volbe smeru pohybu népadnika, ked'ze do bodu E musi
prebehnit z kazdej strany prave vzdialenost rovni polkruZnici okolo jazera.

Zadanie sformulujeme nasledovne: Pre aky pomer rychlosti a je ddma schopna
dostat sa do bodu E skér ako jej ndpadnik, pokial jej v ceste stoji prekazka v tvare
kruhového ostrova, ktord musi nutne oboplavat?

V dalsom texte pre jednoduchost polozime R = 1, teda budeme uvazovat ja-
zero s jednotkovym polomerom. Ako uz bolo uvedené, unikova stratégia damy
sa skladd z dvoch §tadii. V prvom sa pohybuje smerom od stredu jazera tak, ze
body oznacujuce aktudlnu polohu ddmy, napadnika a stred jazera lezia na jednej
priamke, az kym sa ddma nedostane na tzv. hrani¢nu kruznicu, za ktorej hrani-
cou by uz nebola schopnd zachovat tito kolinearitu. V tomto momente tak zmeni
stratégiu a vyda sa po normadle k brehu jazera. Pre pomer rychlosti o > 1/(1 + 7)
sa nasledovanim tejto stratégie ozaj dostane na breh skor ako jej ndpadnik. V tejto
¢asti vSak bude maf prave v druhej fize tnikovej stratégie pred sebou prekazku
v tvare kruhového ostrova, ktory bude musiet obopldvat a zarovei sa stale dostat
do zadaného bodu na brehu skor ako muz. V d'alsom texte sa tak budeme zaobe-
rat len druhou fdzou tnikovej stratégie, pricom za zaciatok pozorovania budeme
povazovat moment, ked’ sa ddma ocitne v bode D na hrani¢nej kruznici.

Situdcia je ilustrovand na obr. 5, kde sa v Case ty ddma nachddza na hrani¢nej

Obrazek 5. Ilustracia druhej fazy tunikovej stratégie za pritomnosti prekdzky.

kruznici v bode D a népadnik v bode N na brehu. Pripomeinme, ze body N, O
a D lezia na jednej priamke. Ddma sa chce dostat do bodu E na pevnine skor
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ako muz; ten bude pritom musiet prebehnit polkruznicu okolo jazera a zo vztahu
(4.2) mozeme pre celkovy ¢as pisat

ty ==, (5.1)

kde v ozna¢uje jeho rychlost. Ddma sa potrebuje dostat do bodu F za ¢o najkratsi
¢as, hladand krivka spajajica body D, E a zarovei nepretinajica ostrov mé byt
teda najkratSia mozna.

Je mozné dokazat (vid napr [1]), ze najkratsiu krivku spinajicu podmienky
v zadan{ mozeme skonstruovat nasledovne: Na hranici kruznice (ostrova) najdeme
bod Dy, resp. F; taky, ze dotyc¢nica k tejto kruznici prechadzajica tymto bodom
prechadza sucasne aj bodom D, resp. E. Najkratsia spojnica bodov D a E bude
potom tvorena tseckou DD;, kruznicovym oblikom D;FE; so stredom v bode
S a useckou F1FE. Pre lepSiu predstavu situdcie sluzi obr. 6. Toto tvrdenie je

Obrézek 6. Detail najkratsej krivky pri potrebe obopldvania zakizanej oblasti.

uz z ilustricie zjavné, no dokaz pomerne obsirny a my sa tak v dalSom texte
obmedzime len na odvodenie miniméalnej hodnoty parametru «, pre ktoré sa dama
dostane na breh skor, ako napadnik.

Pripomenme, Ze ak jazero ma polomer jednotkovej diiky, tak polomer hranicnej
kruznice musi potom byt rovny parametru o. V ase to sa tak ddma nachadza
vo vzdialenosti o od stredu jazera. Odvodme teraz postupne vztahy pre dfiky
usekov, z ktorych sa skladd najkratsia inikova krivka damy. Podporou pri tychto
odvodeniach ndm bude prave obr. 6. Ozna¢me ¢ a ¢ postupne uhly £ZSDD; a
Z/SEE;, pre ich velkost plati

0 = arcsin (5/;/:10) , o = arcsin (;;:) = arcsin (;) . (5.2)
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Stred kruhového ostrova sa zo zadania nachddza vo vzdialenosti (5/8 — «) od
hraniénej kruznice, a tak pre dlzku tsecky DD; mozeme pisat

5 5 5 ?
\DDl\:(g—a)coséz(g—a> V1 —sin?6 = <§—a> - —
Dizka kruznicového obliku D E; je zrejme

— 1
|D1E1| = 1(5 + O’),

ked'ze velkost stredového uhlu ZD;SE; prislichajicemu tomuto obliku je
ADlSEl = (W—lDSDl —AESEl) =T — (77/2—6) — (7'('/2—0') = 5+O’

Vynésobenim velkosti stredového uhlu hodnotou polomeru kruznice dostaneme
dlzku kruznicového obliku prislichajiceho tomuto uhlu. Napokon dlzka tsecky

E\E je
3 3 3\ 1 5
|E1E|:§cos<p:§\/1—sin2<p: (§> —1—6:%.

Podarilo sa ndm odvodif dizku krivky DDy F4 E v zavislosti na jedinom neznamom
parametri . Oznac¢me celkovu dlzku tejto krivky d, plati tak
— 5 1 1 NG
d=|DD DFE E\E| = (f—)—— =(6 — 5.3
|DD1| + |D1Er| + | ELE| 3 ¢ 16+4( +U)+8’ (5.3)
kde parametre § a o dosadime z (5.2). Cas, za ktory sa ddma dostane na breh, je
potom

d

tg = o (5.4)
Déma ujde népadnikovi, ak t, > tg4, a tak zo vztahov (5.1) a (5.4) dostdvame
nerovnost v tvare

T d

- > —.

v oav
Dosadenim za d z (5.3) dostdvame vyraz zdvisly iba na parametri «, a tak sme
schopni uré¢it minimalnu hodnotu parametru cyi,, pre ktory sa ddme podarf ujst
svojmu napadnikovi. Vysledok moZeme interpretovat nasledovne: Pokial sa chce
ddma dostaf z bodu D na breh do bodu E, pri¢om spojnica DE je najkratsia
mozna a bod E tak lezi na normale z bodu D, no v priamociarej ceste jej stoji
ostrov v tvare kruznice so stredom leziacim na spojnici DFE, pre pomer rychlosti
Vicsi ako amin sa jej podari dostat na breh do bodu E skér ako jej napadnikovi.
V opaénom pripade viak nemusi nutne stracat nadej, moze este po nejaki dobu
zotrvat v pohybe po hraniénej kruznici (zachovévajic kolinearitu) a ziska tak ¢as
na domyslenie svojej tinikovej stratégie. Ulohu by sme mohli modelovaf pre rozne
tvary a umiestnenia zakézanej oblasti, toto rozsirenie je vsak zédkladom pre d'alsie
modifikicie, ked Ze myslienka tinikovej krivky zaloZenej na spojeni kriviek pohybu
po dotyéniciach k zadanej kruznici a hranici tejto kruznice je aplikovatelna aj na
iné, zlozitejsie oblasti.
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6. ZAVER

V tomto ¢lanku sme sa zaoberali inikovym problémom, ktory bol ilustrovany
na priklade ddmy unikajicej svojmu nédpadnikovi zo stredu kruhového jazera. Od-
vodili sme optimélnu stratégiu zaistujicu ispech ddmy pre zadani pomer rychlosti
a nasledne sme sa zaoberali modifikdciou druhej fazy jej stratégie pre mensie po-
mery rychlosti, kde uz pévodnd stratégia nie je postacujica. V poslednej casti
sme uviedli modifikované zadanie a nacrtli optiméalne rieSenie pre ¢iselne zvo-
lené parametre zadania. Napriek tomu, Ze ttito tilohu mézeme zaradif do tedrie
diferencidlnych hier, pri rieSeni sme vyuzili prostriedky elementarnej geometrie
a vyuzitie diferencidlneho poctu tak nebolo esencidlne.
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