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ODKUD SE BEROU APLIKACE ZLOMKOVEHO KALKULU

TOMAS KISELA

ABSTRAKT. Tento ¢lanek ma za cil ukdzat Ctenafum, jak je zlomkovy kalkulus
provéazan s fadou modernich, nejen matematickych disciplin. Ptiblizuje odpovédi
na otéazku, co stoji za obrovskym rozsifenim zlomkového kalkulu do aplikaci v
ruznych oborech. Nejprve shrnuje zdklad teorie necelociselnych derivaci a hlavni
rozdily vuéi klasickému kalkulu. Nésledné charakterizuje nékteré mechanismy, které
mohou vysvétlovat podstatu jevi modelovanych pomoci zlomkovych diferencidlnich
rovnic. Na zavér ve vétsim detailu pomoci modelt ndhodnych prochézek rozebird
rozdily v predpokladech pro klasickou difuzi a nékteré anomélni difuzni jevy.

1. UVOD

Zlomkovy kalkulus je teorie vystavéna kolem na prvni pohled zvlastni otézky.
Co kdybychom nepracovali jen s derivacemi celociselnych tadu, tj. tfeba prvnimi
Ci patymi, nybrz ptipustili i derivace fadu jedna polovina ¢i ¢tyfi pétiny? Tato
myslenka se objevila prakticky hned pifi vzniku klasického kalkulu a jeji puvod
Ize dopatrat doslova az k G. W. Leibnizovi, jednomu z autori pojmu derivace.
Zpocatku slo spise o matematickou hiicku, jak zformulovat definici necelociselné
derivace, aby vSe zapadalo do klasické teorie diferencidlniho a integralntho poctu.
Kdyz po vice nez 200 letech a piispévcich nejvétsich matematiku historie bylo
nékolik takovych definic zavedeno, nestalo se nic prevratného. Vytesenim hddanka
ztratila sviij puvab a vysledek nemél praktického vyuziti. Oficidlniho oziveni se toto
téma dockalo az po desitkach let v roce 1974, kdy se v americkém New Havenu
konala prvni konference vénovand specidlné zlomkovému kalkulu (pro vice detailit
k historii viz napf. [5, 7]).

Dnes zlomkovy kalkulus patii mezi nejvlivnéjsi oblasti matematického mode-
lovani. Co se zménilo? Klasické modely kvuli lokalni povaze derivaci velmi dobie
popisuji situace, kdy se, zhruba feceno, vlastnosti objektu daji povazovat za neza-
vislé na velikosti zohlednéné oblasti, napt. ve smyslu ¢asu ¢ prostoru. MuZzeme
tedy tuto oblast libovolné zmensovat a v limitnim smyslu dojit az ke znamym kla-
sickym diferencialnim rovnicim. Tento ptistup velmi dobfe funguje u zdkladnich
zjednodusenych modeli. Nicméné s rozvojem védy a techniky a se vzrustajicimi
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naroky na presnost bylo pro modelovani komplexnéjsich, ¢asto nelokdlnich vlast-
nosti tfeba ¢im dal slozitéjsich modelu zahrnujicich nekonstantni parametry ¢
nelinedrni ¢leny. Modely zahrnujici zlomkové derivace poskytuji pro tyto situace
zajimavé moznosti. Zlomkova derivace si totiz zachovava linearitu, a soucasné se z
podstaty neomezuje na lokalni chovani funkce. Umoznuje tak pfirozené popisovat
jevy, pro které je typické zohlednéni delsi historie nebo vlastnosti v sir§im okoli
zkoumaného bodu.

Tato vlastnost stoji za rozsitenim zlomkového kalkulu do mnoha oblasti lidského
poznéani, protoze umozinuje modelovani jevu, které byly diive chdpany jako anomé-
lie. Pravé tyto atypické fenomény vSak ¢asto s rozvojem védy a techniky ziskavaji
na vyznamu, nebot jejich zvlastni projevy nachdzi fadu vyuziti v praxi. Mezi ty-
pické oblasti patii tieba viskoelastické vlastnosti polymertu (dlouhé fetézce makro-
molekul), difuze v biologickych tkénich (nezanedbatelnd doba trvan{ prekondvan{
bunéénych stén), difuze v silné heterogennich ¢i fraktdlnich strukturdch (neoce-
kévané rychly transfer v nékterych smérech), pohyb ve viskéznich materidlech, ¢i
elektrické vlastnosti organickych materialu (vice viz [2, 3, 4, 7]).

Tento ¢lanek si klade za cil pfiblizit ¢tendium fascinujici svét zlomkového kal-
kulu a jeho propojeni se svétem kolem nés. V nésledujici sekci uvedeme zakladni
definice derivace zlomkovych derivaci a shrneme vlastnosti s durazem na srovnéni
s jejich vSeobecné zndmymi ,celo¢iselnymi“ analogiemi. V sekci 3 poskytneme
struény ptehled jevi, u nichz je pozorovdano anomélni chovéni, které mé projevy
charakteristické pro zlomkové modely. V sekci 4 se blize podivame na puvod zlom-
kové difuzni rovnice a vymezime rozdil od predpokladu klasického modelu difuze
zalozeného na modelu nahodné prochazky. V zavérectné sekci pak pfipojime par
shrnujicich komentéiu.

2. HLAVNI VZTAHY ZLOMKOVEHO KALKULU

Teorie zlomkového kalkulu je vystavéna kolem pojmu zlomkovy integral. Ackoliv
existuje vice alternativnich definic, bezkonkurenéné nejrozsitenéjsi je verze vyché-
zejici ze zobecnéni Cauchyho vzorce pro vypoéet m-tého integralu (m € Z1) funkce
f s dolni mezi a € R, tj.
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Rozsifeni pro necelo¢iselnd m je dosazeno nahrazenim faktoridlu (m—1)! Eulerovou
Gamma funkef T" a nahrazenim polynomu obecnou mocninnou funkef (viz [7]).
Pro zlomkovy integrdl ¥ddu v > 0 funkce f na intervalu [a,b) tak dostdvame

vztah . »
D () = | “}{%ﬂ@d&

pricemz pro v = 0 klademe ,D? f(x) = f(z) pro z € [a, b).
Vidime tedy, ze zavedeni zlomkového integralu je pfimym zobecnénim znamych
vztahii. V piipadé zlomkové derivace je situace mnohem méné piehlednd, nebot
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podobné pfirozeny univerzalni vztah pro m-tou derivaci nemame. To je duvodem,
proc¢ v pripadé derivaci neni pritomna tak silnd shoda na zvoleném piistupu. Pozna-
menejme, ze zajimavym piistupem vyuzivanym zejména v numerické matematice
je definice Griinwaldova-Letnikova, ktera vychéz{ ze zobecnéni vztahu pro m-tou
diferenci (viz [7]). Zde v8ak uvedeme dvé nejcastéji pouzivané definice, které bu-
deme v nésledujicim textu vyuzivat: Riemannovu-Liouvilleovu a novéjsi Caputovu.
Riemannova-Liouvilleova derivace fadu a > 0 funkce f je dana vztahem

N dfel
(IDII: f(:r) = dxl'a‘l a

kde [a] je horni celd ¢ést ¢isla «, tj. nejmensi pfirozené ¢islo vétsi nebo rovno a.
Caputova derivace se lisi pouze zdménou potadi operaci derivace a zlomkové
integrace, tedy

D, (179 f(a),

dlel f(a
°Dg (a) = o0 (o1 LT

Vsimnéme si, ze obé zlomkové derivace pfedstavuji kompozici klasické derivace
a zlomkového integralu. Kromé fadu « tak maji jesté parametr a, coz je pocatecni
bod intervalu, na kterém funkci uvazujeme. Ziejmé tedy pro pevné danou funkci
muzeme dostévat jiné vysledky zlomkové derivace pro ruzné hodnoty a.

Praveé role pocdteéni meze a byla jednou z pfi¢in mnoha problému pii dlouhém
hledani vhodné definice zlomkové derivace. Jeji ptitomnost totiz z vlastnosti celo¢i-
selnych derivaci vlivem jejich lokalni povahy nijak nevyplyva a soucasné bez jejitho
vyuziti nenf mozné dosdhnout souladu s klasickou teorif(napf. pro a = 0 dostaneme
sice ocekavané vysledky pro polynomy, ale ne pro exponencidln{ funkce).

Priklad 2.1. Uvazujme Riemannovu-Liouvilleovu derivaci nésledujici mocnin-

né funkce pro a = 0:
B B—a
x x
D¢ = , >—-1,a>0.
e F D) " Th—ax)’

Dostéavame pfirozené ocekavané zobecnéni klasickych vztahu. Pro jiné hodnoty a
se vsak situace méni a ve vysledku se za¢ne objevovat nekompletni Beta funkce.

Piiklad 2.2. Nyni uvazujme exponencidlni funkci a proved me zlomkovou de-
rivaci proa =0 a a = —o0:
oDY exp(Az) = 27 “E1 1o (A7),
—_ooDj exp(Ax) = A exp(Az), A>0.
Doplime, zZe jsme zde vyuzili zapisu pomoci tzv. dvouparametrické Mittag-Leffle-
rovy funkce definované vztahem

k

> X
Eup(z) =) ==, HER, BeR"
= T(uk + B)

redukujici se pro volbu u = 8 = 1 na exponencialni funkci. Klasicky vysledek pro
exponencialni funkci tedy dostavame pro a = —oo.
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Pro lepsi predstavu fungovani zlomkovych derivaci a integrald uvedme nésle-
dujici priklad s nespojitou funkeci.
Piiklad 2.3. Uvazujme po ¢astech definovanou funkci
T z € (0,1),
f(l') — I ( ) )
11—z, x€]l,00).

Je mozné ukéazat, ze Riemannova-Liouvilleova derivace pro > 0 s dolni mezi
a = 0 je rovna

l1—a
173 T e 0,1 s
oD f(z) = {Fﬁ—;ﬂ R (2.1)
r2—a) T(-a) 2 Te-a) * < € [1,00).

Obrézek 1 zobrazuje derivace pro vybrané « z intervalu [0, 1]. Vidime, Ze pro nizké
rady je prubéh vysledné derivace ,blizky“ puvodni funkci, pro fady blizsi hodnoté
jedna se prubéh derivaci ,,bliz{* hodnotdm prvni derivace (tj. 1 pro « € [0,1), nebo
—1 pro = € (1,00)). V pravém okoli bodu z = 1 vidime pamétovy efekt: viechny
derivace neceloéiselnych fadit jsou neohrani¢ené, nebot ptivodni funkce zde md
nespojitost. V1iv této nespojitosti pak s rostoucim x klesd, ale zustava piitomny.
V levém okoli bodu x = 1 neohranic¢enost nepozorujeme, protoze nase zlomkova
derivace bere v ivahu jen funkéni hodnoty smérem vlevo od daného bodu.

1.57 y
H == Z2
] - Ve
- 7
1 7
17 P
J P 7
0.5 Ve
1 e
| e
] 7/
1 Z
0 T
1 0.5
_0'5 -
_ 1 -
—_ 1'5 -
| puvodni funkce — — 0,2-derivace — - — 0,8-derivace |

Obréazek 1. Riemannova-Liouvilleova derivace (2.1) pro « € {0;0,2;0,8}.
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Dodejme, ze pfi dosazeni a < 0 do (2.1) ziskdme vztahy pro zlomkové integraly.
Neni obtizné dovodit, ze pro vSechna « < 0 jsou odpovidajici integraly spojité
funkce. Déle pro a € [0, 1] je vysledek platny i pro Caputovu derivaci. Pro a > 1
pak vsechny Caputovy derivace vyjdou nulové.

Zduraznéme, ze vSechny tyto operatory jsou linedrni a Ze obecné nekomutuji.
Konkrétné pro Riemannovy-Liouvilleovy derivace dostavame

D7 (D7 f(@)) = D f(x).
(8]
D (DI f(@)) = D5 f2) =Y DI ()]
k=1

(x —a)—Fk

w=a(l—a—k)’

kde o € R a 3 € RT. Tyto vztahy zahrnuji i pravidla pro sklddani Caputovy deri-
vace, nebot se na ni mizeme divat jako na specifické slozen{ derivace a zlomkového
integralu.

§irsim intervalu s sebou vSak pfinasi i vyrazné zkomplikovdani mnoha vztahu,
které jsme zvykli automaticky vyuzivat v mnoha metodach a postupech. To brani
pfimocarému zobecnéni zndmych vysledku klasického kalkulu pro necelo¢iselné
tady. Pro ilustraci uvadime vztah pro Riemannovu-Liouvilleovu derivaci sou¢inu
funkci f a g

oo
D2 (f@)g@) = > (Z)f(’“) (2) D2 g(a). (2.2)
k=0
Vidime, ze pro jakykoliv necelociselny 7ad dostavame ve vysledku nekonecnou
sumu, pro jejiz vycisleni bychom potiebovali znat nekoneéné mnozstvi zlomkovych
derivaci a integralu jedné z funkei f ¢ g. Je ziejmé, Ze pro specifické funkce f a g,
u kterych se derivace od ur¢itého indexu vynuluji, je vzorec pouzitelny, ale celkové
vzato je jeho vyuziti v praxi sporadické. Pfipomenme, ze v pifipadé celociselnych
hodnot « vztah pfeddzi do znamého tvaru, nebot binomické koeficienty pro k > «
jsou nulové.

Pro dalsf zobecniujici vztahy odkazujeme ¢tenare na [7]. Dopliime, Ze napt. zlom-
kova derivace slozené funkce vede na nekonecnou sumu vyrazné vyssi komplexity
nez tomu bylo u (2.2). Dusledkem je, ze v rdmci zlomkového kalkulu se musime
témér vzdy obejit bez substituce pii integraci, a tak i pfi feSeni diferencialnich
rovnic.

3. KOUZLO ALGEBRAICKEHO POKLESU

Jednim z nejvyraznéjsich rysu zlomkového kalkulu je asymptotické chovani feseni
diferencidlnich rovnic, kterd konverguji k nule. Roli, kterou v téchto ptripadech u
klasickych obycejnych diferencidlnich rovnic hraji exponencidlni funkece (se zépor-
nym argumentem), plni u zlomkovych rovnic funkce mocninné (se zépornou moc-
ninou). Konkrétné u linedrnich zlomkovych diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty je feseni y takzvané asymptoticky ekvivalentni{ mocninné funkci =7
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(v > 0). Matematickym zdpisem vyjédieno:

y(x) ~x~7 pro x dostateéné velké, tj. lim ly(@)| =C < 0.

rz—o0o0 =
Dopliime, Ze parametr v byva zavisly na fddu zlomkové derivace a a nejcastéji
nabyva hodnot «, a + 1 ¢ a — 1. Toto chovani se vztahuje na linearni zlomkové
diferencidlni rovnice skalarni, vektorové, rovnice se zpozdénim i rovnice s parcialni
zlomkovou derivaci.

Experimentalni data s ocekdvanym exponencidlnim poklesem v praxi vyhod-
nocujeme diky pfevodu osy y do logaritmické skaly, ¢imz je exponencidla zobra-
zena jako piimka. V piipadé algebraického poklesu je stejné silnym a praktickym
nastrojem prace v log-log skdle (viz [1]). Piitomnost poklesu =7 se totiz pak
projevi jako pifmka se smérnic{ —vy (viz Obrézek 2).

sty oy wh Y zlog(y) |
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Obrazek 2. Srovnani exponencidlnich a mocninnych funkei v klasické, semilogaritmické a loga-
ritmické skale.

exp(-x) === exp(-0,1x) — — x"(-0,9) == = xA(-O,S)I

Je to praveé mocninny pokles, co kvalitativné odlisuje zlomkové modely od jejich
klasickych verzi a umoznuje jejich aplikaci v situacich dfive pro linedarni rovnice
nedostupnych. Mocninné zavislosti jsou empiricky (na log-log skalach) potvrzované
v mnoha oborech a zlomkovy kalkulus predstavuje jednu z moznosti, jak tyto
fenomény modelovat a prispét k jejich vysvétleni. Pro predstavu pestrosti oboru
a jevu, u kterych bylo toto chovani pozorovano uvadime vycéet nékolika piikladu
(pro vice detailt i vetsi mnozstvi piikladu odkazujeme na knihu [8]):
Psychologie: Reakéni éas pii N-té iteraci pifstupu pokus-omyl ~ N 091
Psychologie: Procento spravné zapamatovanych informaci za cas t je ~ t=¢
Fyziologie: Pravdépodobnost doby ¢ mezi udélostmi na EEG ~ ¢~1:61
Fyzika: Pravdépodobnost doby ¢ mezi teplotnimi anomaliemi ~ t~2:14
Fyzika: Pokles amplitudy kmiti télesa ve viskézni kapaliné v case ¢ je ~ t7¢
Fyzika: Pokles napéti ve polymerickém materidlu v ¢ase t je ~ t=¢
Geofyzika: Pravdépodobnost plochy ostrova vétsi nez a je ~ a™¢
Geofyzika: Pravdépodobnost zemétieseni sily mensi nez x je ~ x~
Geofyzika: Frekvence vyskytu lesnich pozarii na rozloze A je ~ A~138
Informatika: Pravdépodobnost k spojeni se serverem ~ k—19%4

[0
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o Ekonomika: Pravdépodobnost volatility « na komoditnich trzich ~ z=3
e Biologie: Pravdépodobnost k sexudlnich vztahu ~ k=%
e Antropologie: Pravdépodnost intenzity valky vétsf nez I je ~ 1180

7 pohledu teorie pravdépodobnosti vyse zminéné vztahy reprezentuji rozdéleni
znamé pod terminy rozdéleni s tézkymi konci, rozdéleni Paretova typu ¢i bez-
rozmérnd rozdéleni, kterd v sobé v néjaké formé obsahuji zminované mocninné
zéavislosti. Puvod téchto mocninnych zavislosti ve vétsiné pripadu neni zcela jasny,
existuje vSak nékolik mechanismu, které jsou k jeho vysvétleni pouzivany. Ty
nejcastéjsi zde pro predstavu ¢tendiu s kratkym komentdiem uvadime a pro vice
detailt odkazuje na ¢lanek [0]:

Kombinace exponencidlnich rozdéleni predstavuje myslenku, kterd byla po-
uzita k vysvétleni mocninného rozdéleni frekvence délky slov. Pro ilustraci ma-
tematické stranky pristupu nyni nebudeme odvozovat puvod samotnych expo-
nencidlnich vztahu. Predpoklddejme, ze frekvence z vyskytu slova délky y od-
povidd asymptoticky exponencidlnimu vztahu x ~ exp{by}, kde b je parametr.
Pocet moznych slov s délkou y roste, takze pro pravdépodobnost, Ze slovo je délky
y, plati p(y) ~ exp{ay}, kde a je parametr (tedy v asymptotickém smyslu jde o
exponencidln{ rozdélen{). Pro hustotu pravdépodobnosti veli¢iny x pak plati moc-
ninny zakon

—14+a/b
exp{ay T
(x) ~ lay) _

bexp{by} b

Yuletiv proces modeluje mechanismus, jakym velkd mésta pritahuji relativné vice
obyvatel, populdrni filmy relativné jesté vice navstévniku, ¢i bohaté spole¢nosti
jesté vice bohatstvi. Vysledkem je tzv. Yuleovo rozdéleni, které ma tézké konce.

Samoorganizovand kritiénost (self-organized criticality) vychéz{ z predpokla-
du, ze se systém sam automaticky udrzuje v kritickém stavu. Kritickym stavem
je myslena kombinace systémovych parametru, kdy tzv. skédlovaci faktor systému
(napf. prumérnd velikost shlukt) diverguje, ¢imz v systému zanikd moznost Ské-
lovan{ a objevuje se bezrozmérné rozdéleni (viz [1]).

Tento mechanismus byl uplatnén v modelu lesnich pozéru zalozeném na pied-
pokladu, ze S§ifeni pozaru souvisi s hustotou porostu. Je-li hustota prili§ mala,
ohen se hufe $ifi a zmensSuje se i oblast zasazend pozarem, je-hustota prilis velka,
ohen se rozsiti na cely les. Model ukazuje, ze pii dosazeni ur¢ité hustoty porostu
zacnou byt pozary praveé tak rozsahlé, ze je jejich efekt v rovnovaze s obnovou lesa.
Hustota porostu tedy stale kolisa kolem této kritické hodnoty. Podobné ivahy byly
aplikovany na fenomény jako zemétieseni, laviny ¢i sluneéni erupce.

Néhodna prochézka byva sice ¢asto pouzivéna pro ilustraci puvodu normalniho
rozdéleni, nicméné mnoho jejich vlastnosti ma rozdéleni s tézkymi konci. Pro
ilustraci: Méjme jednorozmérnou symetrickou nahodnou prochézku se startem v
bodé nula a sledujme pocet kroku, za ktery se do bodu nula vratime zpét (tzv.
¢as prvnfho ndvratu). Netrividlnim rozborem se dé ukdzat, ze pravdépodobnost
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prvniho ndvratu po N krocich se chovd jako ~ N~15, coz je hledané rozdéleni s
tézkymi konci.

V nasledujici sekci uvidime moznosti zobecnéni modelu ndhodné prochazky ve-
douci k ruznym zlomkovym modelum difuze.

4. ANOMALNI DIFUZE

Difuze patii mezi zdkladni trasportni procesy a soucasné mezi oblasti s nejsirs$im
vyuzitim zlomkového kalkulu. Difuze je samovolné rozptylovani ¢astic v prostoru
na zakladé rozdilu v koncentraci latky. Je-li hybnou silou gradient koncentrace
(mluvime o Fickovu zdkonu), je difuze v jednom rozméru dobie popsédna klasickou

rovnici X
dc(z,t) _a 9%c(x,t) ’ (4.1)
ot ox?
kde c(x,t) je koncentrace latky v bodé z a ¢ase t, A > 0 je difuzni koeficient. V
situacich, kdy Fickuv zdkon nevystihuje realitu, hovoiime o tzv. anoméln{ (¢i ne-
fickovské) difuzi, jejichz dva piiklady si popiSeme nize (pro vice detaila k odvozen{
i zpusoby feseni odkazujeme na [1]).

Klasicky difuzni model vychazi z rozboru pohybu ¢astic pomoci modelu nédhodné
prochazky. Pro jednoduchost se omezme na jednorozmérny piipad. Uvazujme
nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny Yy (k pfirozené ¢islo) predstavujici
délky skoku ndhodné zvolené ¢astice. Potom nahodné prochézka

Spn=Y1+-+Y,

vystihuje pozici této ¢astice po n skocich. Na Obrézku 3 vidime tii realizace
ndhodné prochdzky S, (s ¢asovym krokem At, = 0,25) pro t¥i ndhodné gene-
rované ¢dstice (pro At, — 0 pak takovd ndhodnd prochdzka prechdzi ve zndmy
Brownuv pohyb).
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Obrazek 3. Trajektorie pohybu tii ¢astic, Y ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou nula
a rozpylem jedna.

Diky platnosti centralni limitni véty pak rozdéleni pravdépodobnosti S, kon-
verguje k normalnimu rozdéleni, které se objevuje v feseni klasické difuzni rovnice.
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S vyuzitim poznatku Fourierovy transformace, charakteristickych funkei rozdéleni
pravdépodobnosti a teorie nekoneénych fad pak je mozné odvodit (4.1).

Superdifuze
Kde je v piistupu ndhodné prochazky prostor pro zlomkovou derivaci ¢i pro roz-
déleni s tézkymi konci? Centralni limitni véta plati za predpokladu, ze ndhodné
veli¢iny Yy maji koneény rozptyl. V redlnych aplikacich se ale stava, ze délka skoku
Y, ma rozdéleni s tézkymi konci. Jednim z piikladi muze byt napt. symetrické
Paretovo rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

%aCax_O‘_l, x> C,

1aCz|7o7, < —C,

kde C' > 0 a1l < a < 2 jsou parametry rozdéleni, viz Obrazek 4.

wn
|

- — - o —om — —o—
w IS
: .

Obrazek 4. Srovnani pribéhu norméalniho a Paretova rozdéleni.

Priklad takto konstruované ndhodné prochazky S,, pro tii ndhodné generované
castice ukazuje Obrazek 5. Na rozdil od klasického ptipadu nehovoiime v limitnim
ptipadé o Brownové pohybu, nybrz o tzv. Lévyho pohybu ¢i Lévyho letu. Ten je
charakterisky ,castymi“ dlouhymi skoky, které muzeme pozorovat na Obrazku 5
a které jsou zodpovédné za rychlé §iteni latky.

Pro hodnoty parametru a € (1,2) nemé symetrické Paretovo rozdélen{ konecéné
velky rozptyl, a tedy centrdlni limitni véta neni aplikovatelnd. Za pouziti tzv.
rozsitené centrdlni limitni véty muzeme odvodit, Ze rozdéleni pravdépodobnosti
Sp (s délkou skoku nésledujicimi jakékoliv rozdéleni s tézkymi konci) konverguje
k tzv. a-stabilnimu rozdéleni (také nazyvanému Lévyho rozdélen).
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Obrazek 5. Lévyho pohyb ti{ ¢astic, Y méa Paretovo rozdéleni s parametry C = 0,5 a o = 1,6.

Zobecnénim operaci vyuzitych v klasickém piipadé nasledné muzeme odvodit
zlomkovou parcialni diferencidlni rovnici superdifuze

Oc(z,t)
ot

kde « je parametr Paretova rozdéleni vyse (a odpovidd tak fadu mocninného
poklesu) a D¢ oznacuje specidlni typ Riemannovy-Liouvilleovy derivace vuéi pro-
storové proménné pracujici s obéma sméry pohybu, kterou zde blize z duvodu
srozumitelnosti textu nebudeme komentovat.

Tento model superdifuze (nebo také rychlé difuze) se uplatiuje napf. v hydrolo-
gii pfi sifeni latky v poréznim prostiedi. Objevuje se tieba pii studiu podzemnich
vod, kdy se pozorované ¢astice sit{ skrz porézni médium slozené z pisku, stérku ¢i
jilu. Neékteré castice maji cestu prakticky pfimou, jiné po cesté nardzi na vyrazné
vyssi odpor, ¢imz vznikd vyrazné vétsi variabilita, nez by odpovidalo klasickému
difuznimu modelu. Réd derivace a byva v praxi vysledkem fitovani dat na lo-
garitmické skale, nicméné objevuji se i prace propojujici jej s fraktalni dimenzi
porézniho média.

= AD} ¢(x,t),

Subdifuze

V pripadé superdifuze se rozdéleni s tézkymi konci promitlo do délky skoku, ktery
castice v daném case u¢ini. Pomald difuze je model stojici na predpokladu, ze délka
skokl odpovida klasickému modelu, ale mezi jednotlivymi skoky muze dochézet k
¢asovym prodlevam (waiting times), jejichz délka sleduje rozdéleni s tézkymi konci.
Presnéji predpokladame, ze n-ty skok se uskuteéni po uplynuti doby t,, delsi nez ¢
s pravdépodobnosti ~ Bt=? kde 0 < < 1. Pifklad hustoty takového rozdélent,
konkrétné jednostranné Paretovo rozdéleni, zobrazuje Obrazek 7.

Pavodné diskrétni model ndhodné prochézky, kdy se skoky uskutecnovaly v
predepsany okamzik, tak zobeciiujeme na tzv. ndhodnou prochézku se spojitym
casem, neboli CTRW (continuous time random walk). Pifklad takové ndhodné
prochazky S, pro 3 ndhodné generované ¢éstice ukazuje Obrazek 7, kde vidime
dlouhé prodlevy mezi jednotlivymi skoky.
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Obrazek 7. CTRW s prodlevami mezi skoky dle rozdéleni z Obrézku 6.

Takto upraveny model generuje mnohem pomalejsi sifeni ¢astic. Srovnejme
CTRW s klasickou ndhodnou prochazkou. Uvazujme dvé ¢éstice s identickou po-
sloupnosti délek skoku Y. Jedna ¢éstice vykond skok vzdy po uplynuti ¢asového
intervalu délky 0,25, zatimco druhd castice bude ¢ekat proménnou délku intervalu
dle rozdéleni na Obrézku 6. I kdyz vypocet ukazuje, ze druha ¢astice ma ve vice nez
56 % pripadu mensi prodlevy, tézké konce rozdéleni zpusobi, Ze se v pruméru bude
§ifit do prostoru mnohem pomaleji nez prvni ¢astice. Tato situace je ilustrovana
na Obréazku 8, kde vidime, ze ¢astice s proménnymi prodlevami vykona za cas
t, = 1000 zhruba jen ¢tvrtinu skoku ve srovnéni s Brownovym pohybem (prvn{
maximum S,, nastdvd u Brownova pohybu kolem c¢asu 200, zatimco u CTRW az
kolem 740).
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Obrézek 8. Srovndni Brownova pohybu a CTRW; 2 castice s identickymi posloupnosti délky
skokt a rozdilnymi rozdélenimi ¢asovych prodlev.

Za pomoci podobnych technik jako v piipadech vyse pak muzeme dojit k for-
mulaci zlomkové parcidlni diferencialni rovnice obsahujici Caputovu zlomkovou
derivaci v ¢asové proménné

Oc(x,t)

ox '’
kde parametr 5 odpovida parametru rozdéleni casovych prodlev.

Subdifuze je ¢asto pouzivana napt. v biologickych aplikacich, kde pfitomnost
casovych prodlev odpovidd pfekondvani bariér tvofenych bunéénymi sténami.

SD? e(x,t) = A

Model nahodné prochézky se spojitym ¢asem predstavuje fyzikalni vysvétleni
toho, odkud se berou zlomkové modely difuze. Mé-li délka skoku rozdéleni s
tézkymi konci, dostaneme zlomkovou derivaci v prostorové proménné. Ma-li trvani
prodlevy mezi skoky rozdéleni s tézkymi konci, objevi se zlomkova derivace vuci
casové proménné. Oba jevy je mozné kombinovat a pracovat tak se zlomkovymi
derivacemi v obou proménnych.

Pro vicerozmérné piipady je zavedeni prostorovych zlomkovych operatoru slo-

5. ZAVER

Zlomkovy kalkulus rychle nabyva na vyznamu. V oblasti teorie muzeme pozorovat
silné vazby na teorie pravdépodobnosti, stochastickych procest, reguldrni variace
¢i chaosu. V oblasti fyzikdlnich a technickych aplikaci vidime uplatnéni schopnosti
prirozené pracovat s historii procesu a modelovat algebraicky pokles veli¢in.

Predlozili jsme piehled nékterych jevu, které vykazuji algebraicky pokles ve
svych veli¢inach. Vzhledem k jejich ruznorodosti se zda, ze algebraicky pokles
neni uméle vytvoreny koncept pro néjakou konkrétni aplikaci, ale projev redlné
existujicich obecnéjsich mechanismu. Na piikladu anomadlni difuze jsme ukdzali,
jakym zpusobem se dé vystavét pokrocily model obsahujici zlomkovou derivaci, a
to nikoliv formalnim nahrazenim klasické derivace za zlomkovou, nybrz korektnim
postupem vyuzivajicim statistickych vlastnosti redlnych jevu.
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Podobné by bylo mozné rozebrat aplikace v dynamice polymeru, teorii fizeni ¢i
modelovani oscilatoru ve viskéznich podminkéch. Véfime, ze predlozené myslenky
a reference poskytnou ¢tendium inspiraci a pomohou rozsitit obecné povédomi o
zlomkovém kalkulu.
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