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ODKUD SE BEROU APLIKACE ZLOMKOVÉHO KALKULU

TOMÁŠ KISELA

Abstrakt. Tento článek má za ćıl ukázat čtenář̊um, jak je zlomkový kalkulus
provázán s řadou moderńıch, nejen matematických discipĺın. Přibližuje odpovědi

na otázku, co stoj́ı za obrovským rozš́ı̌reńım zlomkového kalkulu do aplikaćı v

r̊uzných oborech. Nejprve shrnuje základ teorie neceloč́ıselných derivaćı a hlavńı
rozd́ıly v̊uči klasickému kalkulu. Následně charakterizuje některé mechanismy, které

mohou vysvětlovat podstatu jev̊u modelovaných pomoćı zlomkových diferenciálńıch
rovnic. Na závěr ve větš́ım detailu pomoćı model̊u náhodných procházek rozeb́ırá

rozd́ıly v předpokladech pro klasickou difuzi a některé anomálńı difuzńı jevy.

1. Úvod

Zlomkový kalkulus je teorie vystavěná kolem na prvńı pohled zvláštńı otázky.
Co kdybychom nepracovali jen s derivacemi celoč́ıselných řád̊u, tj. třeba prvńımi
či pátými, nýbrž připustili i derivace řádu jedna polovina či čtyři pětiny? Tato
myšlenka se objevila prakticky hned při vzniku klasického kalkulu a jej́ı p̊uvod
lze dopátrat doslova až k G. W. Leibnizovi, jednomu z autor̊u pojmu derivace.
Zpočátku šlo sṕı̌se o matematickou hř́ıčku, jak zformulovat definici neceloč́ıselné
derivace, aby vše zapadalo do klasické teorie diferenciálńıho a integrálńıho počtu.
Když po v́ıce než 200 letech a př́ıspěvćıch největš́ıch matematik̊u historie bylo
několik takových definic zavedeno, nestalo se nic převratného. Vyřešeńım hádanka
ztratila sv̊uj p̊uvab a výsledek neměl praktického využit́ı. Oficiálńıho oživeńı se toto
téma dočkalo až po deśıtkách let v roce 1974, kdy se v americkém New Havenu
konala prvńı konference věnovaná speciálně zlomkovému kalkulu (pro v́ıce detail̊u
k historii viz např. [5, 7]).

Dnes zlomkový kalkulus patř́ı mezi nejvlivněǰśı oblasti matematického mode-
lováńı. Co se změnilo? Klasické modely kv̊uli lokálńı povaze derivaćı velmi dobře
popisuj́ı situace, kdy se, zhruba řečeno, vlastnosti objekt̊u daj́ı považovat za nezá-
vislé na velikosti zohledněné oblasti, např. ve smyslu času či prostoru. Můžeme
tedy tuto oblast libovolně zmenšovat a v limitńım smyslu doj́ıt až ke známým kla-
sickým diferenciálńım rovnićım. Tento př́ıstup velmi dobře funguje u základńıch
zjednodušených model̊u. Nicméně s rozvojem vědy a techniky a se vzr̊ustaj́ıćımi
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nároky na přesnost bylo pro modelováńı komplexněǰśıch, často nelokálńıch vlast-
nost́ı třeba č́ım dál složitěǰśıch model̊u zahrnuj́ıćıch nekonstantńı parametry či
nelineárńı členy. Modely zahrnuj́ıćı zlomkové derivace poskytuj́ı pro tyto situace
zaj́ımavé možnosti. Zlomková derivace si totiž zachovává linearitu, a současně se z
podstaty neomezuje na lokálńı chováńı funkce. Umožňuje tak přirozeně popisovat
jevy, pro které je typické zohledněńı deľśı historie nebo vlastnost́ı v širš́ım okoĺı
zkoumaného bodu.

Tato vlastnost stoj́ı za rozš́ı̌reńım zlomkového kalkulu do mnoha oblast́ı lidského
poznáńı, protože umožňuje modelováńı jev̊u, které byly dř́ıve chápány jako anomá-
lie. Právě tyto atypické fenomény však často s rozvojem vědy a techniky źıskávaj́ı
na významu, nebot’ jejich zvláštńı projevy nacháźı řadu využit́ı v praxi. Mezi ty-
pické oblasti patř́ı třeba viskoelastické vlastnosti polymer̊u (dlouhé řetězce makro-
molekul), difuze v biologických tkáńıch (nezanedbatelná doba trváńı překonáváńı
buněčných stěn), difuze v silně heterogenńıch či fraktálńıch strukturách (neoče-
kávaně rychlý transfer v některých směrech), pohyb ve viskózńıch materiálech, či
elektrické vlastnosti organických materiál̊u (v́ıce viz [2, 3, 4, 7]).

Tento článek si klade za ćıl přibĺıžit čtenář̊um fascinuj́ıćı svět zlomkového kal-
kulu a jeho propojeńı se světem kolem nás. V následuj́ıćı sekci uvedeme základńı
definice derivace zlomkových derivaćı a shrneme vlastnosti s d̊urazem na srovnáńı
s jejich všeobecně známými

”
celoč́ıselnými“ analogiemi. V sekci 3 poskytneme

stručný přehled jev̊u, u nichž je pozorováno anomálńı chováńı, které má projevy
charakteristické pro zlomkové modely. V sekci 4 se bĺıže pod́ıváme na p̊uvod zlom-
kové difuzńı rovnice a vymeźıme rozd́ıl od předpoklad̊u klasického modelu difuze
založeného na modelu náhodné procházky. V závěrečné sekci pak připoj́ıme pár
shrnuj́ıćıch komentář̊u.

2. Hlavńı vztahy zlomkového kalkulu

Teorie zlomkového kalkulu je vystavěna kolem pojmu zlomkový integrál. Ačkoliv
existuje v́ıce alternativńıch definic, bezkonkurenčně nejrozš́ı̌reněǰśı je verze vychá-
zej́ıćı ze zobecněńı Cauchyho vzorce pro výpočet m-tého integrálu (m ∈ Z+) funkce
f s dolńı meźı a ∈ R, tj.

Ima f(x) =

∫ x

a

∫ ξm−1

a

· · ·
∫ ξ1

a︸ ︷︷ ︸
m

f(ξ0) dξ0 . . . dξm−2 dξm−1 =

∫ x

a

(x− ξ)m−1

(m− 1)!
f(ξ) dξ .

Rozš́ı̌reńı pro neceloč́ıselná m je dosaženo nahrazeńım faktoriálu (m−1)! Eulerovou
Gamma funkćı Γ a nahrazeńım polynomu obecnou mocninnou funkćı (viz [7]).

Pro zlomkový integrál řádu ν > 0 funkce f na intervalu [a, b) tak dostáváme
vztah

aD
−ν
x f(x) =

∫ x

a

(x− ξ)ν−1

Γ(ν)
f(ξ) dξ ,

přičemž pro ν = 0 klademe aD
0
x f(x) = f(x) pro x ∈ [a, b).

Vid́ıme tedy, že zavedeńı zlomkového integrálu je př́ımým zobecněńım známých
vztah̊u. V př́ıpadě zlomkové derivace je situace mnohem méně přehledná, nebot’
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podobně přirozený univerzálńı vztah pro m-tou derivaci nemáme. To je d̊uvodem,
proč v př́ıpadě derivaćı neńı př́ıtomna tak silná shoda na zvoleném př́ıstupu. Pozna-
menejme, že zaj́ımavým př́ıstupem využ́ıvaným zejména v numerické matematice
je definice Grünwaldova-Letnikova, která vycháźı ze zobecněńı vztahu pro m-tou
diferenci (viz [7]). Zde však uvedeme dvě nejčastěji použ́ıvané definice, které bu-
deme v následuj́ıćım textu využ́ıvat: Riemannovu-Liouvilleovu a nověǰśı Caputovu.

Riemannova-Liouvilleova derivace řádu α > 0 funkce f je dána vztahem

aD
α
x f(x) =

ddαe

dxdαe
aD
−(dαe−α)
x f(x) ,

kde dαe je horńı celá část č́ısla α, tj. nejmenš́ı přirozené č́ıslo větš́ı nebo rovno α.
Caputova derivace se lǐśı pouze záměnou pořad́ı operaćı derivace a zlomkové

integrace, tedy

C
aDα

x f(x) = aD
−(dαe−α)
x

ddαef(x)

dxdαe
.

Všimněme si, že obě zlomkové derivace představuj́ı kompozici klasické derivace
a zlomkového integrálu. Kromě řádu α tak maj́ı ještě parametr a, což je počátečńı
bod intervalu, na kterém funkci uvažujeme. Zřejmě tedy pro pevně danou funkci
můžeme dostávat jiné výsledky zlomkové derivace pro r̊uzné hodnoty a.

Právě role počátečńı meze a byla jednou z př́ıčin mnoha problémů při dlouhém
hledáńı vhodné definice zlomkové derivace. Jej́ı př́ıtomnost totiž z vlastnost́ı celoč́ı-
selných derivaćı vlivem jejich lokálńı povahy nijak nevyplývá a současně bez jej́ıho
využit́ı neńı možné dosáhnout souladu s klasickou teoríı(např. pro a = 0 dostaneme
sice očekávané výsledky pro polynomy, ale ne pro exponenciálńı funkce).

Př́ıklad 2.1. Uvažujme Riemannovu-Liouvilleovu derivaci následuj́ıćı mocnin-
né funkce pro a = 0:

0D
α
x

xβ

Γ(β + 1)
=

xβ−α

Γ(β − α+ 1)
, β > −1 , α > 0 .

Dostáváme přirozeně očekávané zobecněńı klasických vztah̊u. Pro jiné hodnoty a
se však situace měńı a ve výsledku se začne objevovat nekompletńı Beta funkce.

Př́ıklad 2.2. Nyńı uvažujme exponenciálńı funkci a proved’me zlomkovou de-
rivaci pro a = 0 a a→ −∞:

0D
α
x exp(λx) = x−αE1,1−α(λx) ,

−∞Dα
x exp(λx) = λα exp(λx) , λ > 0 .

Doplňme, že jsme zde využili zápisu pomoćı tzv. dvouparametrické Mittag-Leffle-
rovy funkce definované vztahem

Eµ,β(x) =

∞∑
k=0

xk

Γ(µk + β)
, µ ∈ R , β ∈ R+

redukuj́ıćı se pro volbu µ = β = 1 na exponenciálńı funkci. Klasický výsledek pro
exponenciálńı funkci tedy dostáváme pro a = −∞.
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Pro lepš́ı představu fungováńı zlomkových derivaćı a integrál̊u uved’me násle-
duj́ıćı př́ıklad s nespojitou funkćı.

Př́ıklad 2.3. Uvažujme po částech definovanou funkci

f(x) =

{
x, x ∈ (0, 1),

1− x, x ∈ [1,∞).

Je možné ukázat, že Riemannova-Liouvilleova derivace pro α > 0 s dolńı meźı
a = 0 je rovna

0D
α
x f(x) =

{
x1−α

Γ(2−α) , x ∈ (0, 1),
x1−α

Γ(2−α) −
(x−1)−α

Γ(1−α) − 2 (x−1)1−α

Γ(2−α) , x ∈ [1,∞).
(2.1)

Obrázek 1 zobrazuje derivace pro vybrané α z intervalu [0, 1]. Vid́ıme, že pro ńızké
řády je pr̊uběh výsledné derivace

”
bĺızký“ p̊uvodńı funkci, pro řády bližš́ı hodnotě

jedna se pr̊uběh derivaćı
”
bĺıž́ı“ hodnotám prvńı derivace (tj. 1 pro x ∈ [0, 1), nebo

−1 pro x ∈ (1,∞)). V pravém okoĺı bodu x = 1 vid́ıme pamět’ový efekt: všechny
derivace neceloč́ıselných řád̊u jsou neohraničené, nebot’ p̊uvodńı funkce zde má
nespojitost. Vliv této nespojitosti pak s rostoućım x klesá, ale z̊ustává př́ıtomný.
V levém okoĺı bodu x = 1 neohraničenost nepozorujeme, protože naše zlomková
derivace bere v úvahu jen funkčńı hodnoty směrem vlevo od daného bodu.

x

y

Obrázek 1. Riemannova-Liouvilleova derivace (2.1) pro α ∈ {0; 0,2; 0,8}.
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Dodejme, že při dosazeńı α < 0 do (2.1) źıskáme vztahy pro zlomkové integrály.
Neńı obt́ıžné dovodit, že pro všechna α < 0 jsou odpov́ıdaj́ıćı integrály spojité
funkce. Dále pro α ∈ [0, 1] je výsledek platný i pro Caputovu derivaci. Pro α > 1
pak všechny Caputovy derivace vyjdou nulové.

Zd̊urazněme, že všechny tyto operátory jsou lineárńı a že obecně nekomutuj́ı.
Konkrétně pro Riemannovy-Liouvilleovy derivace dostáváme

aD
α
x

(
aD
−β
x f(x)

)
= aD

α−β
x f(x) ,

aD
α
x

(
aD

β
x f(x)

)
= aD

α+β
x f(x)−

dβe∑
k=1

aD
β−k
x f(x)

∣∣
x=a

(x− a)−α−k

Γ(1− α− k)
,

kde α ∈ R a β ∈ R+. Tyto vztahy zahrnuj́ı i pravidla pro skládáńı Caputovy deri-
vace, nebot’ se na ni můžeme d́ıvat jako na specifické složeńı derivace a zlomkového
integrálu.

Složitěǰśı definičńı tvar zlomkových derivaćı a zohledněńı funkčńıch hodnot na
širš́ım intervalu s sebou však přináš́ı i výrazné zkomplikováńı mnoha vztah̊u,
které jsme zvykĺı automaticky využ́ıvat v mnoha metodách a postupech. To bráńı
př́ımočarému zobecněńı známých výsledk̊u klasického kalkulu pro neceloč́ıselné
řády. Pro ilustraci uvád́ıme vztah pro Riemannovu-Liouvilleovu derivaci součinu
funkćı f a g

aD
α
x (f(x)g(x)) =

∞∑
k=0

(
α

k

)
f (k)(x) aD

α−k
x g(x) . (2.2)

Vid́ıme, že pro jakýkoliv neceloč́ıselný řád dostáváme ve výsledku nekonečnou
sumu, pro jej́ıž vyč́ısleńı bychom potřebovali znát nekonečné množstv́ı zlomkových
derivaćı a integrál̊u jedné z funkćı f či g. Je zřejmé, že pro specifické funkce f a g,
u kterých se derivace od určitého indexu vynuluj́ı, je vzorec použitelný, ale celkově
vzato je jeho využit́ı v praxi sporadické. Připomeňme, že v př́ıpadě celoč́ıselných
hodnot α vztah předáźı do známého tvaru, nebot’ binomické koeficienty pro k > α
jsou nulové.

Pro daľśı zobecňuj́ıćı vztahy odkazujeme čtenáře na [7]. Doplňme, že např. zlom-
ková derivace složené funkce vede na nekonečnou sumu výrazně vyšš́ı komplexity
než tomu bylo u (2.2). Důsledkem je, že v rámci zlomkového kalkulu se muśıme
téměř vždy obej́ıt bez substituce při integraci, a tak i při řešeńı diferenciálńıch
rovnic.

3. Kouzlo algebraického poklesu

Jedńım z nejvýrazněǰśıch rys̊u zlomkového kalkulu je asymptotické chováńı řešeńı
diferenciálńıch rovnic, která konverguj́ı k nule. Roli, kterou v těchto př́ıpadech u
klasických obyčejných diferenciálńıch rovnic hraj́ı exponenciálńı funkce (se zápor-
ným argumentem), plńı u zlomkových rovnic funkce mocninné (se zápornou moc-
ninou). Konkrétně u lineárńıch zlomkových diferenciálńıch rovnic s konstantńımi
koeficienty je řešeńı y takzvaně asymptoticky ekvivalentńı mocninné funkci x−γ
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(γ > 0). Matematickým zápisem vyjádřeno:

y(x) ∼ x−γ pro x dostatečně velké, tj. lim
x→∞

|y(x)|
x−γ

= C <∞.

Doplňme, že parametr γ bývá závislý na řádu zlomkové derivace α a nejčastěji
nabývá hodnot α, α + 1 či α − 1. Toto chováńı se vztahuje na lineárńı zlomkové
diferenciálńı rovnice skalárńı, vektorové, rovnice se zpožděńım i rovnice s parciálńı
zlomkovou derivaćı.

Experimentálńı data s očekávaným exponenciálńım poklesem v praxi vyhod-
nocujeme d́ıky převodu osy y do logaritmické škály, č́ımž je exponenciála zobra-
zena jako př́ımka. V př́ıpadě algebraického poklesu je stejně silným a praktickým
nástrojem práce v log-log škále (viz [4]). Př́ıtomnost poklesu x−γ se totiž pak
projev́ı jako př́ımka se směrnićı −γ (viz Obrázek 2).

x

x-y log(x)-log(y)x-log(y)

xx

y y y

Obrázek 2. Srovnáńı exponenciálńıch a mocninných funkćı v klasické, semilogaritmické a loga-

ritmické škále.

Je to právě mocninný pokles, co kvalitativně odlǐsuje zlomkové modely od jejich
klasických verźı a umožňuje jejich aplikaci v situaćıch dř́ıve pro lineárńı rovnice
nedostupných. Mocninné závislosti jsou empiricky (na log-log škálách) potvrzované
v mnoha oborech a zlomkový kalkulus představuje jednu z možnost́ı, jak tyto
fenomény modelovat a přispět k jejich vysvětleńı. Pro představu pestrosti obor̊u
a jev̊u, u kterých bylo toto chováńı pozorováno uvád́ıme výčet několika př́ıklad̊u
(pro v́ıce detail̊u i větš́ı množstv́ı př́ıklad̊u odkazujeme na knihu [8]):

• Psychologie: Reakčńı čas při N -té iteraci př́ıstupu pokus-omyl ∼ N−0,91

• Psychologie: Procento správně zapamatovaných informaćı za čas t je ∼ t−α
• Fyziologie: Pravděpodobnost doby t mezi událostmi na EEG ∼ t−1,61

• Fyzika: Pravděpodobnost doby t mezi teplotńımi anomáliemi ∼ t−2,14

• Fyzika: Pokles amplitudy kmit̊u tělesa ve viskózńı kapalině v čase t je ∼ t−α
• Fyzika: Pokles napět́ı ve polymerickém materiálu v čase t je ∼ t−α
• Geofyzika: Pravděpodobnost plochy ostrova větš́ı než a je ∼ a−α
• Geofyzika: Pravděpodobnost zemětřeseńı śıly menš́ı než x je ∼ x−α
• Geofyzika: Frekvence výskytu lesńıch požár̊u na rozloze A je ∼ A−1,38

• Informatika: Pravděpodobnost k spojeńı se serverem ∼ k−1,94
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• Ekonomika: Pravděpodobnost volatility x na komoditńıch trźıch ∼ x−3

• Biologie: Pravděpodobnost k sexuálńıch vztah̊u ∼ k−α
• Antropologie: Pravděpodnost intenzity války větš́ı než I je ∼ I−1,80

Z pohledu teorie pravděpodobnosti výše zmı́něné vztahy reprezentuj́ı rozděleńı
známé pod termı́ny rozděleńı s těžkými konci, rozděleńı Paretova typu či bez-
rozměrná rozděleńı, která v sobě v nějaké formě obsahuj́ı zmiňované mocninné
závislosti. Původ těchto mocninných závislost́ı ve většině př́ıpad̊u neńı zcela jasný,
existuje však několik mechanismů, které jsou k jeho vysvětleńı použ́ıvány. Ty
nejčastěǰśı zde pro představu čtenář̊u s krátkým komentářem uvád́ıme a pro v́ıce
detail̊u odkazuje na článek [6]:

Kombinace exponenciálńıch rozděleńı představuje myšlenku, která byla po-
užita k vysvětleńı mocninného rozděleńı frekvence délky slov. Pro ilustraci ma-
tematické stránky př́ıstupu nyńı nebudeme odvozovat p̊uvod samotných expo-
nenciálńıch vztah̊u. Předpokládejme, že frekvence x výskytu slova délky y od-
pov́ıdá asymptoticky exponenciálńımu vztahu x ∼ exp{by}, kde b je parametr.
Počet možných slov s délkou y roste, takže pro pravděpodobnost, že slovo je délky
y, plat́ı p(y) ∼ exp{ay}, kde a je parametr (tedy v asymptotickém smyslu jde o
exponenciálńı rozděleńı). Pro hustotu pravděpodobnosti veličiny x pak plat́ı moc-
ninný zákon

p(x) ∼ exp{ay}
b exp{by}

=
x−1+a/b

b
.

Yule̊uv proces modeluje mechanismus, jakým velká města přitahuj́ı relativně v́ıce
obyvatel, populárńı filmy relativně ještě v́ıce návštěvńık̊u, či bohaté společnosti
ještě v́ıce bohatstv́ı. Výsledkem je tzv. Yuleovo rozděleńı, které má těžké konce.

Samoorganizovaná kritičnost (self-organized criticality) vycháźı z předpokla-
du, že se systém sám automaticky udržuje v kritickém stavu. Kritickým stavem
je myšlena kombinace systémových parametr̊u, kdy tzv. škálovaćı faktor systému
(např. pr̊uměrná velikost shluk̊u) diverguje, č́ımž v systému zaniká možnost šká-
lováńı a objevuje se bezrozměrné rozděleńı (viz [1]).

Tento mechanismus byl uplatněn v modelu lesńıch požár̊u založeném na před-
pokladu, že š́ı̌reńı požáru souviśı s hustotou porostu. Je-li hustota př́ılǐs malá,
oheň se h̊uře š́ı̌ŕı a zmenšuje se i oblast zasažená požárem, je-hustota př́ılǐs velká,
oheň se rozš́ı̌ŕı na celý les. Model ukazuje, že při dosažeńı určité hustoty porostu
začnou být požáry právě tak rozsáhlé, že je jejich efekt v rovnováze s obnovou lesa.
Hustota porostu tedy stále koĺısá kolem této kritické hodnoty. Podobné úvahy byly
aplikovány na fenomény jako zemětřeseńı, laviny či slunečńı erupce.

Náhodná procházka bývá sice často použ́ıvána pro ilustraci p̊uvodu normálńıho
rozděleńı, nicméně mnoho jej́ıch vlastnost́ı má rozděleńı s těžkými konci. Pro
ilustraci: Mějme jednorozměrnou symetrickou náhodnou procházku se startem v
bodě nula a sledujme počet krok̊u, za který se do bodu nula vrát́ıme zpět (tzv.
čas prvńıho návratu). Netriviálńım rozborem se dá ukázat, že pravděpodobnost
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prvńıho návratu po N kroćıch se chová jako ∼ N−1,5, což je hledané rozděleńı s
těžkými konci.

V následuj́ıćı sekci uvid́ıme možnosti zobecněńı modelu náhodné procházky ve-
doućı k r̊uzným zlomkovým model̊um difuze.

4. Anomálńı difuze

Difuze patř́ı mezi základńı trasportńı procesy a současně mezi oblasti s neǰsirš́ım
využit́ım zlomkového kalkulu. Difuze je samovolné rozptylováńı částic v prostoru
na základě rozd́ıl̊u v koncentraci látky. Je-li hybnou silou gradient koncentrace
(mluv́ıme o Fickovu zákonu), je difuze v jednom rozměru dobře popsána klasickou
rovnićı

∂c(x, t)

∂t
= A

∂2c(x, t)

∂x2
, (4.1)

kde c(x, t) je koncentrace látky v bodě x a čase t, A > 0 je difuzńı koeficient. V
situaćıch, kdy Fick̊uv zákon nevystihuje realitu, hovoř́ıme o tzv. anomálńı (či ne-
fickovské) difuzi, jej́ıchž dva př́ıklady si poṕı̌seme ńıže (pro v́ıce detail̊u k odvozeńı
i zp̊usoby řešeńı odkazujeme na [4]).

Klasický difuzńı model vycháźı z rozboru pohybu částic pomoćı modelu náhodné
procházky. Pro jednoduchost se omezme na jednorozměrný př́ıpad. Uvažujme
nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny Yk (k přirozené č́ıslo) představuj́ıćı
délky skok̊u náhodně zvolené částice. Potom náhodná procházka

Sn = Y1 + · · ·+ Yn

vystihuje pozici této částice po n skoćıch. Na Obrázku 3 vid́ıme tři realizace
náhodné procházky Sn (s časovým krokem ∆tn = 0,25) pro tři náhodně gene-
rované částice (pro ∆tn → 0 pak taková náhodná procházka přecháźı ve známý
Brown̊uv pohyb).
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Obrázek 3. Trajektorie pohybu tř́ı částic, Yk má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou nula
a rozpylem jedna.

Dı́ky platnosti centrálńı limitńı věty pak rozděleńı pravděpodobnosti Sn kon-
verguje k normálńımu rozděleńı, které se objevuje v řešeńı klasické difuzńı rovnice.
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S využit́ım poznatk̊u Fourierovy transformace, charakteristických funkćı rozděleńı
pravděpodobnosti a teorie nekonečných řad pak je možné odvodit (4.1).

Superdifuze

Kde je v př́ıstupu náhodné procházky prostor pro zlomkovou derivaci či pro roz-
děleńı s těžkými konci? Centrálńı limitńı věta plat́ı za předpokladu, že náhodné
veličiny Yk maj́ı konečný rozptyl. V reálných aplikaćıch se ale stává, že délka skok̊u
Yk má rozděleńı s těžkými konci. Jedńım z př́ıklad̊u může být např. symetrické
Paretovo rozděleńı s hustotou pravděpodobnosti

f(x) =


1
2αC

αx−α−1, x > C,

0, −C ≤ x ≤ C,
1
2 αC

α|x|−α−1, x < −C,
kde C > 0 a 1 < α < 2 jsou parametry rozděleńı, viz Obrázek 4.

x

f(x)

Obrázek 4. Srovnáńı pr̊uběhu normálńıho a Paretova rozděleńı.

Př́ıklad takto konstruované náhodné procházky Sn pro tři náhodně generované
částice ukazuje Obrázek 5. Na rozd́ıl od klasického př́ıpadu nehovoř́ıme v limitńım
př́ıpadě o Brownově pohybu, nýbrž o tzv. Lévyho pohybu či Lévyho letu. Ten je
charakteriský

”
častými“ dlouhými skoky, které můžeme pozorovat na Obrázku 5

a které jsou zodpovědné za rychlé š́ı̌reńı látky.
Pro hodnoty parametru α ∈ (1, 2) nemá symetrické Paretovo rozděleńı konečně

velký rozptyl, a tedy centrálńı limitńı věta neńı aplikovatelná. Za použit́ı tzv.
rozš́ı̌rené centrálńı limitńı věty můžeme odvodit, že rozděleńı pravděpodobnosti
Sn (s délkou skok̊u následuj́ıćımi jakékoliv rozděleńı s těžkými konci) konverguje
k tzv. α-stabilńımu rozděleńı (také nazývanému Lévyho rozděleńı).
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Obrázek 5. Lévyho pohyb tř́ı částic, Yk má Paretovo rozděleńı s parametry C = 0,5 a α = 1,6.

Zobecněńım operaćı využitých v klasickém př́ıpadě následně můžeme odvodit
zlomkovou parciálńı diferenciálńı rovnici superdifuze

∂c(x, t)

∂t
= ADα

x c(x, t),

kde α je parametr Paretova rozděleńı výše (a odpov́ıdá tak řádu mocninného
poklesu) a Dα

x označuje speciálńı typ Riemannovy-Liouvilleovy derivace v̊uči pro-
storové proměnné pracuj́ıćı s oběma směry pohybu, kterou zde bĺıže z d̊uvodu
srozumitelnosti textu nebudeme komentovat.

Tento model superdifuze (nebo také rychlé difuze) se uplatňuje např. v hydrolo-
gii při š́ı̌reńı látky v porézńım prostřed́ı. Objevuje se třeba při studiu podzemńıch
vod, kdy se pozorované částice š́ı̌ŕı skrz porézńı médium složené z ṕısku, štěrku či
j́ılu. Některé částice maj́ı cestu prakticky př́ımou, jiné po cestě naráž́ı na výrazně
vyšš́ı odpor, č́ımž vzniká výrazně větš́ı variabilita, než by odpov́ıdalo klasickému
difuzńımu modelu. Řád derivace α bývá v praxi výsledkem fitováńı dat na lo-
garitmické škále, nicméně objevuj́ı se i práce propojuj́ıćı jej s fraktálńı dimenźı
porézńıho média.

Subdifuze

V př́ıpadě superdifuze se rozděleńı s těžkými konci promı́tlo do délky skoku, který
částice v daném čase učińı. Pomalá difuze je model stoj́ıćı na předpokladu, že délka
skok̊u odpov́ıdá klasickému modelu, ale mezi jednotlivými skoky může docházet k
časovým prodlevám (waiting times), jejichž délka sleduje rozděleńı s těžkými konci.
Přesněji předpokládáme, že n-tý skok se uskutečńı po uplynut́ı doby tn deľśı než t
s pravděpodobnost́ı ∼ Bt−β , kde 0 < β < 1. Př́ıklad hustoty takového rozděleńı,
konkrétně jednostranné Paretovo rozděleńı, zobrazuje Obrázek 7.

Původně diskrétńı model náhodné procházky, kdy se skoky uskutečňovaly v
předepsaný okamžik, tak zobecňujeme na tzv. náhodnou procházku se spojitým
časem, neboli CTRW (continuous time random walk). Př́ıklad takové náhodné
procházky Sn pro 3 náhodně generované částice ukazuje Obrázek 7, kde vid́ıme
dlouhé prodlevy mezi jednotlivými skoky.
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Obrázek 6. Jednostranné Paretovo rozděleńı s prahem C = 0,1 a β = 0,9.
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Obrázek 7. CTRW s prodlevami mezi skoky dle rozděleńı z Obrázku 6.

Takto upravený model generuje mnohem pomaleǰśı š́ı̌reńı částic. Srovnejme
CTRW s klasickou náhodnou procházkou. Uvažujme dvě částice s identickou po-
sloupnost́ı délek skok̊u Yk. Jedna částice vykoná skok vždy po uplynut́ı časového
intervalu délky 0,25, zat́ımco druhá částice bude čekat proměnnou délku intervalu
dle rozděleńı na Obrázku 6. I když výpočet ukazuje, že druhá částice má ve v́ıce než
56 % př́ıpad̊u menš́ı prodlevy, těžké konce rozděleńı zp̊usob́ı, že se v pr̊uměru bude
š́ı̌rit do prostoru mnohem pomaleji než prvńı částice. Tato situace je ilustrována
na Obrázku 8, kde vid́ıme, že částice s proměnnými prodlevami vykoná za čas
tn = 1000 zhruba jen čtvrtinu skok̊u ve srovnáńı s Brownovým pohybem (prvńı
maximum Sn nastává u Brownova pohybu kolem času 200, zat́ımco u CTRW až
kolem 740).
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Obrázek 8. Srovnáńı Brownova pohybu a CTRW; 2 částice s identickými posloupnosti délky

skok̊u a rozd́ılnými rozděleńımi časových prodlev.

Za pomoci podobných technik jako v př́ıpadech výše pak můžeme doj́ıt k for-
mulaci zlomkové parciálńı diferenciálńı rovnice obsahuj́ıćı Caputovu zlomkovou
derivaci v časové proměnné

C
0 Dβ

t c(x, t) = A
∂c(x, t)

∂x
,

kde parametr β odpov́ıdá parametru rozděleńı časových prodlev.
Subdifuze je často použ́ıvána např. v biologických aplikaćıch, kde př́ıtomnost

časových prodlev odpov́ıdá překonáváńı bariér tvořených buněčnými stěnami.

Model náhodné procházky se spojitým časem představuje fyzikálńı vysvětleńı
toho, odkud se berou zlomkové modely difuze. Má-li délka skoku rozděleńı s
těžkými konci, dostaneme zlomkovou derivaci v prostorové proměnné. Má-li trváńı
prodlevy mezi skoky rozděleńı s těžkými konci, objev́ı se zlomková derivace v̊uči
časové proměnné. Oba jevy je možné kombinovat a pracovat tak se zlomkovými
derivacemi v obou proměnných.

Pro v́ıcerozměrné př́ıpady je zavedeńı prostorových zlomkových operátor̊u slo-
žitěǰśı, ale základńı myšlenka z̊ustává nezměněna.

5. Závěr

Zlomkový kalkulus rychle nabývá na významu. V oblasti teorie můžeme pozorovat
silné vazby na teorie pravděpodobnosti, stochastických proces̊u, regulárńı variace
či chaosu. V oblasti fyzikálńıch a technických aplikaćı vid́ıme uplatněńı schopnosti
přirozeně pracovat s historíı proces̊u a modelovat algebraický pokles veličin.

Předložili jsme přehled některých jev̊u, které vykazuj́ı algebraický pokles ve
svých veličinách. Vzhledem k jejich r̊uznorodosti se zdá, že algebraický pokles
neńı uměle vytvořený koncept pro nějakou konkrétńı aplikaci, ale projev reálně
existuj́ıćıch obecněǰśıch mechanismů. Na př́ıkladu anomálńı difuze jsme ukázali,
jakým zp̊usobem se dá vystavět pokročilý model obsahuj́ıćı zlomkovou derivaci, a
to nikoliv formálńım nahrazeńım klasické derivace za zlomkovou, nýbrž korektńım
postupem využ́ıvaj́ıćım statistických vlastnost́ı reálných jev̊u.
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Podobně by bylo možné rozebrat aplikace v dynamice polymer̊u, teorii ř́ızeńı či
modelováńı oscilátor̊u ve viskózńıch podmı́nkách. Věř́ıme, že předložené myšlenky
a reference poskytnou čtenář̊um inspiraci a pomohou rozš́ı̌rit obecné povědomı́ o
zlomkovém kalkulu.
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