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VLASTNOSTI PROSTORŮ POSLOUPNOSTÍ A JEJICH

APLIKACE V TEORII NELINEÁRNÍCH DIFERENČNÍCH

ROVNIC

JINDŘICH KOSÍK

Abstrakt. Článek pojednává o využit́ı aparátu funkcionálńı analýzy při vyšetřo-

váńı kvalitativńıch vlastnost́ı nelineárńıch diferenčńıch rovnic. V článku jsou zpra-

covány základy teorie prostor̊u posloupnost́ı, detailně se věnuje diskrétńım větám
o limitńım přechodu a kritéríım relativńı kompaktnosti. Součást́ı teoretického apa-

rátu jsou také věty o pevném bodu. Zavedené matematické prostředky jsou poté

využity při studiu konkrétńı nelineárńı diferenčńı rovnice.

1. Úvod

Podobně jako v př́ıpadě diferenciálńıch rovnic hraje při vyšetřováńı kvalitativńıch
vlastnost́ı diferenčńıch rovnic d̊uležitou roli aparát funkcionálńı analýzy. I v od-
borné literatuře se často můžeme setkat se zjednodušeńım, kdy jsou závěry pro
diskrétńı rovnice vyvozeny na základě vlastnost́ı jejich spojitých protěǰsk̊u, to se
může ukázat jako nedostatečné nebo dokonce nekorektńı. Zaměř́ıme se proto de-
tailně na diskrétńı př́ıpad.

V článku podrobně rozebereme matematické prostředky pro korektńı analýzu
diferenčńıch rovnic. Nejprve si představ́ıme základńı prostory posloupnost́ı `p a
`∞ a uvedeme si některé jejich d̊uležité vlastnosti. Dále zformulujeme věty o li-
mitńım přechodu pro posloupnosti a pečlivě si je dokážeme. Naznač́ıme nav́ıc
myšlenku daľśıch dvou př́ıstup̊u k d̊ukaz̊um. Uvedeme Banachovu a Schauderovu
větu o pevném bodu. S ohledem na předpoklady Schauderovy věty detailně roze-
bereme kritéria relativńı kompaktnosti pro prostory posloupnost́ı. Źıskané znalosti
pak využijeme při analýze nelineárńı diferenčńı rovnice druhého řádu ve tvaru

∆2yn = png(yn+1), n ∈ N.

Zformulujeme předpoklady, za kterých dokážeme existenci jej́ıho řešeńı s požadova-
nými vlastnostmi. Předpoklady následně uprav́ıme, aby byla zaručena vedle exis-
tence požadovaného řešeńı i jeho jednoznačnost.
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2. Prostory posloupnost́ı

Existuje celá řada prostor̊u posloupnost́ı, pro účely tohoto článku však hraj́ı kĺıčo-
vou roli pouze prostory základńı, a sice `p pro p ∈ [1,∞) a `∞, uvedeme si proto
jejich definice a některé kĺıčové vlastnosti.

Definice 2.1 (Prostor `p). Necht’ p ∈ [1,∞) a M je množina reálných posloup-
nost́ı definovaná jako

M :=

{
u = {uk}∞k=1 ⊂ R,

∞∑
k=1

|uk|p <∞
}
.

Na uvedené množině zavedeme metriku pomoćı zobrazeńı %p : M ×M → [0,∞)
daného předpisem

%p(u, v) :=

( ∞∑
k=1

|uk − vk|p
) 1

p

, u = {uk}, v = {vk} ∈M.

Množina M s definovanou metrikou %p pak tvoř́ı metrický prostor (M,%p) ozna-
čovaný běžně `p.

Metrický prostor `p pro libovolné p ∈ [1,∞) je rovněž normovaným lineárńım
prostorem, př́ıslušná norma je tvaru

‖u‖p :=

( ∞∑
k=1

|uk|p
) 1

p

, u ∈M.

Definice 2.2 (Prostor `∞). Necht’ M je množina reálných posloupnost́ı defi-
novaná jako

M :=
{
u = {uk}∞k=1 ⊂ R, {uk} je ohraničená

}
.

Na této množině uvažujme metriku %∞ danou předpisem

%∞(u, v) := sup
k∈N
|uk − vk|, u = {uk}, v = {vk} ∈M.

Množina M s metrikou %∞ tvoř́ı metrický prostor (M,%∞) označovaný běžně `∞.

Metrický prostor `∞ je podobně jako `p současně normovaným lineárńım pro-
storem, př́ıslušná norma je dána předpisem

‖u‖∞ := sup
k∈N
|uk|, u ∈M.

Dále uvedeme některé d̊uležité vlastnosti těchto prostor̊u posloupnost́ı, d̊ukazy
těchto tvrzeńı patř́ı ke klasickým výsledk̊um funkcionálńı analýzy, proto si je
uvádět nebudeme.

Vlastnosti prostor̊u posloupnost́ı

• Metrický prostor `p je pro libovolné p ∈ [1,∞) úplný.
• Metrický prostor `p je pro libovolné p ∈ [1,∞) separabilńı.
• Metrický prostor `∞ je úplný.
• Metrický prostor `∞ neńı separabilńı.
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3. Věty o limitńım přechodu

Důležitým nástrojem pro analýzu diferenciálńıch a diferenčńıch rovnic jsou věty
o limitńım přechodu. Jejich spojité verze jsou běžnou součást́ı učebnic funkcionálńı
analýzy, avšak abychom mohli korektně přistoupit k analýze rovnice diferečńı,
je třeba zformulovat a dokázat jejich diskrétńı varianty. K d̊ukazu lze přistoupit
r̊uznými zp̊usoby, my detailně ukážeme zp̊usob čistě diskrétńı a ńıže naznač́ıme
i alternativńı př́ıstupy. Jako hlavńı zdroje nám v této části posloužily práce [1, 3,
4, 9].

3.1. Čistě diskrétńı př́ıstup

Kĺıčovou roli v čistě diskrétńım d̊ukazu našich vět bude hrát Fatouovo lemma.

Lemma 3.1 (Fatouvo–diskrétńı). Necht’
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je pro všechna n ∈ N po-

sloupnost nezáporných č́ısel, která splňuje rovnost lim inf
n→∞

u
[n]
k = vk ∈ R pro všechna

k ∈ N. Potom
∞∑
k=1

vk =

∞∑
k=1

lim inf
n→∞

u
[n]
k ≤ lim inf

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

D̊ukaz. Pro d̊ukaz budeme uvažovat libovolné t ∈ N a m ∈ N, tak, že t ≥ n,
potom pro každé k ∈ N

inf
s≥n

u
[s]
k ≤ u

[t]
k .

Pro všechna m,n ∈ N je poté splněno

m∑
k=1

inf
s≥n

u
[s]
k ≤ inf

t≥n

m∑
k=1

u
[t]
k ≤ inf

t≥n

∞∑
k=1

u
[t]
k .

Z uvedeného pro všechna m ∈ N vyplývá

m∑
k=1

vk =

m∑
k=1

lim
n→∞

(
inf
s≥n

u
[s]
k

)
= lim
n→∞

m∑
k=1

inf
s≥n

u
[s]
k ≤ lim

n→∞

(
inf
t≥n

∞∑
k=1

u
[t]
k

)

= lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

Nakonec provedeme limitńı přechod m→∞ pro
∑m
k=1 vk a dostaneme

∞∑
k=1

vk ≤ lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

�

Nyńı už přikroč́ıme k formulaci a d̊ukazu vět samotných.

Věta 3.2 (Leviho o monotónńı konvergenci–diskrétńı). Necht’
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je pro

libovolné n ∈ N posloupnost nezáporných č́ısel a je splněno, že
{
u
[n]
k

}∞
n=1

je pro
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všechna k ∈ N neklesaj́ıćı posloupnost (tj. u
[n]
k ≤ u

[n+1]
k ) a konverguje pro n→∞

k vk ∈ R. Potom
∞∑
k=1

vk =

∞∑
k=1

lim
n→∞

u
[n]
k = lim

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

D̊ukaz. Z předpoklad̊u věty plyne pro libovolné n ∈ N
∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk,

a plat́ı tedy i

lim sup
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk. (3.1)

Dále na základě Fatouova lemmatu můžeme usoudit
∞∑
k=1

vk ≤ lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k . (3.2)

Celkově z (3.1) a (3.2) vyplývá

lim sup
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk ≤ lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

Z této nerovnosti pak plyne

∞∑
k=1

vk =

∞∑
k=1

lim
n→∞

u
[n]
k = lim

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

�

Věta 3.3 (Lebesgueova o dominantńı konvergenci – diskrétńı). Necht’
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je pro všechna n ∈ N posloupnost reálných č́ısel a pro všechna k ∈ N je splněno

lim
n→∞

u
[n]
k = vk. Dále necht’ existuje posloupnost {wk}∞k=1 splňuj́ıćı pro všechna n ∈

N a k ∈ N nerovnost |u[n]k | ≤ wk, přičemž
∑∞
k=1 wk <∞. Potom

∑∞
k=1 vk <∞ a

∞∑
k=1

vk =

∞∑
k=1

lim
n→∞

u
[n]
k = lim

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

D̊ukaz. Protože pro všechna n ∈ N a pro všechna k ∈ N plat́ı |u[n]k | ≤ wk,
můžeme tvrdit pro všechna n ∈ N

∞∑
k=1

|u[n]k | ≤
∞∑
k=1

wk.

Z toho vyplývá, že řada
∑∞
k=1 u

[n]
k je pro všechna n ∈ N absolutně konvergentńı.
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Nejdř́ıve ukážeme, že
∑∞
k=1 vk <∞. Uvažujme pro všechna n ∈ N posloupnost{

wk−u[n]k
}∞
k=1

. Pro všechna k ∈ N je splněno |u[n]k | ≤ wk, a proto je to posloupnost
nezáporných č́ısel. Z Fatouova lemmatu pak plyne

lim inf
n→∞

∞∑
k=1

(
wk − u[n]k

)
≥
∞∑
k=1

lim inf
n→∞

(
wk − u[n]k

)
=

∞∑
k=1

(
wk − vk

)
=

∞∑
k=1

wk −
∞∑
k=1

vk,

Protože
∑∞
k=1 wk <∞, je zřejmě splněno

∑∞
k=1 vk <∞. Dále plat́ı

∞∑
k=1

wk − lim sup
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k = lim inf

n→∞

∞∑
k=1

(
wk − u[n]k

)
≥
∞∑
k=1

wk −
∞∑
k=1

vk.

Z toho můžeme vyvodit

lim sup
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk. (3.3)

Vezměme nyńı posloupnost
{
wk+u

[n]
k

}∞
k=1

, ta je podobně jako
{
wk−u[n]k

}∞
k=1

pro
všechna n ∈ N posloupnost́ı nezáporných č́ısel. Aplikujme na ni Fatouovo lemma
následovně

lim inf
n→∞

∞∑
k=1

(
wk + u

[n]
k

)
≥
∞∑
k=1

lim inf
n→∞

(
wk + u

[n]
k

)
=

∞∑
k=1

(
wk + vk

)
=

∞∑
k=1

wk +

∞∑
k=1

vk,

a tedy

∞∑
k=1

wk + lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k = lim inf

n→∞

∞∑
k=1

(
wk + u

[n]
k

)
≥
∞∑
k=1

wk +

∞∑
k=1

vk.

Z toho vyplývá

lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≥

∞∑
k=1

vk. (3.4)

Z (3.3) a (3.4) poté plyne

∞∑
k=1

vk ≤ lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤ lim sup

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk.

Na základě této nerovnosti pak můžeme konstatovat

lim
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k =

∞∑
k=1

vk.

�
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3.2. Využit́ı klasických verźı vět o limitńım přechodu

Alternativně je možné k d̊ukazu vět 3.2 a 3.3 využ́ıt klasických verźı vět o konver-
genci ve spojeńı s konstrukćı schodovitých funkćı sestrojených pomoćı posloupnost́ı
v předpokladech diskrétńıch verźı.

Necht’
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je pro všechna n ∈ N posloupnost nezáporných č́ısel, která

pro všechna k ∈ N splňuje lim
n→∞

u
[n]
k = vk ∈ R. Uvažujme intervaly Ii = [i, i + 1)

a odpov́ıdaj́ıćı charakteristické funkce χIi pro všechna i ∈ N. Pak definujme funkci
fn následuj́ıćım zp̊usobem

fn =

∞∑
i=1

χIiu
[n]
i .

Źıskali jsme takto posloupnost {fn}∞n=1 nezáporných měřitelných funkćı na [1,∞).
Podobně pro {vk}∞k=1 lze definovat měřitelnou funkci f takto

f =

∞∑
i=1

χIivi.

Za předpokladu, že
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je neklesaj́ıćı posloupnost nezáporných č́ısel, je i po-

sloupnost {fn}∞n=1 neklesaj́ıćı posloupnost́ı, tentokrát nezáporných funkćı. Pak
jsou splněny předpoklady spojité verze Leviho věty a plat́ı

lim
n→∞

∫
I

fn(x)dx =

∫
I

f(x)dx.

Obdobně bychom postupovali i v př́ıpadě věty Lebesgueovy.

3.3. Abstraktńı př́ıstup k teorii mı́ry

Daľśı př́ıstup k d̊ukazu vět 3.2 a 3.3 využ́ıvá teorie obecného měřitelného prostoru
a abstraktńı teorie mı́ry. Na obecném měřitelném prostoru lze pro funkce opět
odvodit věty o limitńım přechodu. Diskrétńı věty o limitńım přechodu pak plynou
z obecných verźı vět, pokud jako nosnou množinu zvoĺıme přirozená č́ısla a jako
mı́ru č́ıtaćı.

Definice 3.4 (Č́ıtaćı mı́ra). Uvažujme množinu N a jej́ı σ-algebru Σ = P(N).
Jestliže α : Σ→ [0,∞) ∪ {∞} je zobrazeńı definované následuj́ıćım zp̊usobem

α(A) =

{
card(A) pokud je množina A konečná,

∞ pokud množina A neńı konečná,

pak α je mı́ra na (N,P(N)), kterou nazýváme č́ıtaćı.

3.4. Věty o limitńım přechodu pro řady

Podobně jako pro posloupnosti můžeme formulovat diskrétńı Leviho a Lebesgueovu
větu pro řady. Źıskáme tak diskrétńı ekvivalent zaměnitelnosti sumace a integrálu.
Při splněńı modifikovaných předpoklad̊u vět o limitńım přechodu pro posloupnosti
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je pak zaručeno
∞∑
k=1

∞∑
n=1

u
[n]
k =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

u
[n]
k .

4. Věty o pevném bodu

Podstatnou roli při vyšetřováńı kvalitativńıch vlastnost́ı diferenciálńıch a dife-
renčńıch rovnic hraj́ı věty o pevném bodu. Takových vět je celá řada, pro naše
účely se zaměř́ıme na dvě větu Banachovu, která nám zajǐst’uje za př́ısněǰśıch
předpoklad̊u existenci a jednoznačnost pevného bodu a Schauderovu, která za
obecněǰśıch podmı́nek zajǐst’uje existenci. Vı́ce o větách o pevném bodu lze dohle-
dat např. v [7, 10].

Definice 4.1 (Pevný bod). Necht’ (M,%) je metrický prostor a dále necht’

F : M →M . Bod u∗ ∈M nazýváme pevný bod zobrazeńı F , je-li splněno F (u∗) =
u∗.

Věta 4.2 (Banachova o pevném bodu). Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor
a zobrazeńı F : M → M je kontrakce. Pak existuje jediný pevný bod zobrazeńı F ,
který je nav́ıc limitou posloupnosti {un}∞n=1, kde u1 ∈ M je libovolné a un+1 =
F (un) pro n ∈ N.

Než bude uvedena Schauderova věta, je vhodné připomenout jeden d̊uležitý
pojem.

Definice 4.3 (Relativně kompaktńı množina). Necht’ (M,%) je metrický pro-
stor. Množinu N ⊆M nazýváme relativně kompaktńı, jestliže jej́ı uzávěr N ⊆M
je množina kompaktńı v (M,%).

Věta 4.4 (Schauderova o pevném bodu zobecněná). Necht’ M je Banach̊uv
prostor, N ⊆M neprázdná, konvexńı, omezená a uzavřená množina a F : N → N
je spojité zobrazeńı takové, že F (N) je relativně kompaktńı podmnožina N . Potom
má zobrazeńı F pevný bod u∗ ∈ N .

V předpokladech Schauderovy věty 4.4 figuruje předpoklad relativńı kompakt-
nosti. Problematika relativńı kompaktnosti však na `p a `∞ neńı triviálńı záležitost.
Daľśı část článku proto věnujeme kritéríım relativńı kompaktnosti v prostorech po-
sloupnost́ı.

5. Kritéria relativńı kompaktnosti

Při vyšetřováńı diferenčńı rovnice uvažované v tomto článku budeme pracovat
primárně s prostorem `∞, proto kritérium pro tento prostor podrobně dokážeme
a pro `p se uchýĺıme pouze k formulaci. V této části jsme vycházeli primárně z [2].

Velmi d̊uležitou roli pro d̊ukaz kritéria hraje vztah mezi relativńı kompaktnost́ı
a vlastnost́ı, které se ř́ıká prekompaktnost. Nejprve si muśıme ujasnit, co vlastně
prekompaktnost znamená.
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Definice 5.1 (ε-śıt’). Necht’ (M,%) je metrický prostor, ε kladné reálné č́ıslo
a N ⊆M . Množinu A ⊆M nazýváme ε-śıt’ množiny N , pokud pro všechna u ∈ N
existuje v ∈ A tak, že %(u, v) ≤ ε.

Definice 5.2 (Prekompaktńı množina). Necht’ (M,%) je metrický prostor. Mno-
žinu N ⊆M nazýváme prekompaktńı, jestliže existuje jej́ı konečná ε-śıt’ pro každé
ε > 0.

Věta 5.3. Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor. Pak je množina N ⊆ M
relativně kompaktńı právě tehdy, když je prekompaktńı.

Věta nám vlastně ř́ıká, že pojmy relativńı kompaktnost a prekompaktnost jak
na prostoru `∞, tak na prostoru `p splývaj́ı, tohoto faktu využijeme a k d̊ukazu
kritéria budeme přistupovat přes konstrukci ε-śıtě.

5.1. Relativně kompaktńı podmnožiny `∞

Než uvedeme kritérium relativńı kompaktnosti pro podmnožiny `∞, uvedeme ještě
dvě d̊uležité definice.

Definice 5.4 (Stejně ohraničené posloupnosti). Posloupnosti z množiny N ⊂
`∞ nazýváme stejně ohraničené, pokud je množina N v `∞ omezená.

Definice 5.5 (Stejně cauchyovské posloupnosti). Posloupnosti z množiny N ⊂
`∞ nazýváme stejně cauchyovské, pokud pro libovolné ε > 0 existuje n ∈ N takové,
že pro všechna i, j ≥ n a pro libovolnou posloupnost u ∈ N plat́ı

|ui − uj | < ε.

Následuje samotné kritérium relativńı kompaktnosti.

Věta 5.6. Množina N ⊂ `∞ stejně ohraničených a stejně cauchyovských po-
sloupnost́ı je relativně kompaktńı.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz věty zkonstruujeme pro N konečnou ε-śıt’ pro každé ε > 0.
Uvažujme ε > 0 libovolné. Posloupnosti z N jsou stejně cauchyovské (viz definice
5.5), proto existuje n ∈ N takové, že pro každé i, j ≥ n a pro libovolnou posloupnost
u ∈ N plat́ı

|ui − uj | <
ε

2
. (5.1)

Vzhledem k tomu, že posloupnosti z N jsou stejně ohraničené, existuje L ∈ R
takové, že pro všechna u ∈ N plat́ı

‖u‖∞ ≤ L.
Necht’ m ∈ N je takové, že pro č́ısla −L = y1 < y2 < · · · < ym = L je splněno

|yi − yi+1| < ε (5.2)

pro všechna 1 ≤ i ≤ m− 1.
Dále pro všechna k ∈ {1, 2, . . . , n} přǐrad’me vk jednu z hodnot {y1, y2, . . . , ym}

a pro k > n položme vk = vn. Množinu všech takto definovaných posloupnost́ı
v = {vk}∞k=1 označme A. Zřejmě A ⊂ `∞ má právě mn prvk̊u.
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Nakonec ukážeme, že množina A je ε-śıt́ı množiny N , tj. že pro všechna u ∈ N
existuje v ∈ A takové, že

%∞(u, v) < ε.

Pro každé k ∈ {1, 2, . . . , n} vyberme zk ∈ {y1, y2, . . . , ym} tak, aby platilo

|uk − zk| = min
j∈{1,2,...,m}

|uk − yj |.

Z (5.2) vyplývá |uk − zk| < ε/2 pro k ∈ {1, 2, . . . , n}. Položme vk = zk pro
k ∈ {1, 2, . . . , n} a vk = vn pro k > n. Posloupnost v zřejmě nálež́ı do množiny A.
Pro k ∈ {1, 2, . . . , n} je pak zřejmě splněno

|uk − vk| <
ε

2
(5.3)

a pro k > n

|uk − vk| = |uk − vn| ≤ |uk − un|+ |un − vn| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

což plyne z trojúhelńıkové nerovnosti, (5.1) a (5.3).
Celkově tedy dostáváme

%∞(u, v) ≤ ε.
Množina A je tedy konečnou ε-śıt́ı množiny N . Množina N je proto v `∞ prekom-
paktńı a vzhledem k úplnosti `∞ i relativně kompaktńı. Důkaz názorně ilustruje
obr 1. �

Obrázek 1. Aproximace posloupnosti u ∈ N (kolečka) posloupnost́ı v z ε-śıtě (čtverečky).
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5.2. Relativně kompaktńı podmnožiny `p

V této části si ještě bez d̊ukazu uvedeme kritérium pro `p.

Věta 5.7. Množina N ⊂ `p pro 1 ≤ p <∞ je relativně kompaktńı právě tehdy,
když jsou prvky této množiny stejně omezené a pro každé ε > 0 existuje m ∈ N
tak, že pro všechna u ∈ N plat́ı( ∞∑

k=m+1

|uk|p
) 1

p

< ε.

Detailńı d̊ukaz je vypracován v [6]. Vı́ce si lze přeč́ıst také v [4, 8].

6. Analýza nelineárńı diferenčńı rovnice

Teoretické poznatky z předchoźıch část́ı nyńı využijeme pro analýzu rovnice

∆2yn = png(yn+1), n ∈ N, (6.1)

kde symbolem ∆ rozumı́me standardńı dopřednou diferenci definovanou jako

∆yn = yn+1 − yn, n ∈ N.

Symbol ∆2 pak chápeme jako

∆2yn = ∆(∆yn) = ∆yn+1 −∆yn, n ∈ N.

Budeme předpokládat, že pro {pn}∞n=1 plat́ı pn > 0 pro všechna n ∈ N a funkce
g : R→ R je spojitá a taková, že tg(t) > 0 pro t 6= 0.

Zaměř́ıme se na studium existence řešeńı rovnice (6.1), které pro dané kladné
reálné č́ıslo c splňuje podmı́nky

∆yn < 0, n ∈ N,
yn > 0, n ∈ N,
lim
n→∞

yn = c.

 (6.2)

6.1. Podmı́nky zaručuj́ıćı existenci řešeńı

V této části odvod́ıme podmı́nku, pro kterou ukážeme, že je nejenom postačuj́ıćı,
nýbrž i nutnou pro existenci řešeńı (6.1) s vlastnostmi (6.2) pro libovolně zvolené
c > 0.

Věta 6.1. Pro posloupnost {pn}∞n=1 v rovnici (6.1) plat́ı
∞∑
k=1

kpk <∞ (6.3)

právě tehdy, když pro libovolně zvolené kladné reálné č́ıslo c existuje řešeńı úlohy
(6.1), (6.2).

Poznámka 6.2. V d̊ukazu později ukážeme, že ve skutečnosti pro splněńı pod-
mı́nky (6.3) stač́ı, aby existovalo jedno c > 0, pro které existuje řešeńı úlohy (6.1),
(6.2).
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Lemma 6.3. Necht’ pn > 0 pro všechna n ∈ N a
∑∞
n=j

∑∞
k=n pk < ∞ pro

nějaké j ∈ N. Pak
∞∑
n=j

∞∑
k=n

pk =

∞∑
k=j

(k + 1− j)pk.

D̊ukaz. Důkaz plyne z diskrétńı verze Fubiniovy věty. �

D̊ukaz věty 6.1. Nejdř́ıve se zaměř́ıme na implikaci zprava doleva. Využijeme
vztah

n−1∑
k=m

∆yk = yn − ym (6.4)

platný pro libovolná m,n ∈ N taková, že m ≤ n.
Předpokládejme, že y je řešeńı (6.1) s vlastnostmi (6.2) pro pevně zvolené c > 0.

Rovnici (6.1) uprav́ıme pomoćı ekvivalentńı úpravy, kdy na obě strany rovnice

aplikujeme
∑m−1
j=k , s ohledem na (6.4) je pak pro m > k ≥ 1 splněno

∆ym −∆yk =

m−1∑
j=k

pjg(yj+1).

Dále provedeme limitńı přechod m → ∞. Předpokládáme konvergenci y, proto
lim
m→∞

∆ym = 0. Dostaneme tak pro k ∈ N

0−∆yk =

∞∑
j=k

pjg(yj+1). (6.5)

Na obě strany (6.5) nyńı aplikujeme
∑m−1
k=n a dostáváme pro m > k ≥ 1

yn = ym +

m−1∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(yj+1),

nyńı provedeme daľśı limitńı přechod m→∞, a protože předpokládáme lim
n→∞

yn =

c, źıskáváme pro n ∈ N

yn = c+

∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(yj+1).

Plat́ı tedy
∞∑
k=1

∞∑
j=k

pjg(yj+1) <∞

a d́ıky limitńımu srovnávaj́ıćımu kritériu pro řady s kladnými členy je splněno i
∞∑
k=1

∞∑
j=k

pj <∞.

S ohledem na lemma 6.3 pak plat́ı
∑∞
k=1 kpk < ∞. T́ım je dokázána implikace

zprava doleva.
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Nyńı se zaměř́ıme na implikaci zleva doprava. S využit́ım zobecněné Schaude-
rovy věty (viz věta 4.4) dokážeme nejprve řešeńı rovnice (6.1) splňuj́ıćı

∆yn < 0, n ≥ n0,
yn > 0, n ≥ n0,
lim
n→∞

yn = c

 (6.6)

pro n ≥ n0, kde n0 ∈ N je dostatečně velké. Uvažujme libovolné reálné kladné
č́ıslo, to si označme c. Dále označme

M = max
t∈[c,2c]

g(t).

Z konvergence řady
∑∞
k=1 kpk a lemma 6.3 plyne konvergence řady

∑∞
n=1

∑∞
k=n pk.

Pro libovolné ε > 0 tak existuje nε ∈ N takové, že
∑∞
n=nε

∑∞
k=n pk < ε. Zvolme

ε = c/M a označme odpov́ıdaj́ıćı nε jako n0.
Jak jsme již uvedli, prostor `∞ je úplný. Dále najdeme množinu Ω ⊆ `∞, která je

neprázdná, konvexńı, uzavřená a omezená a zobrazeńı T : Ω→ Ω, které je spojité
a TΩ je relativně kompaktńı podmnožina Ω.

Množinu Ω budeme uvažovat ve tvaru

Ω =
{
u ∈ `∞, c ≤ un ≤ 2c pro n ≥ n0

}
.

Tato množina je zřejmě neprázdná a omezená. Dále ukážeme, že je uzavřená.
Uvažujme proto posloupnost

{
u[m]

}∞
m=1

prvk̊u z Ω konverguj́ıćı k u. Je třeba
dokázat, že u patř́ı do Ω. Plat́ı, že pro libovolné ε > 0 existuje mε ∈ N takové, že

sup
n≥n0

∣∣u[m]
n − un

∣∣ < ε, m ≥ mε.

Vezměme libovolné pevně zvolené n ≥ n0, pro to je splněno lim
m→∞

u
[m]
n = un. Pro

všechna m ∈ N pak plat́ı pro zvolené n, že

c ≤ u[m]
n ≤ 2c,

a proto

c ≤ un ≤ 2c.

Vzhledem k tomu, že n ≥ n0 je zvoleno libovolně, plat́ı u ∈ Ω a množina Ω je
uzavřená.

Zbývá ukázat, že je množina Ω konvexńı. Vezměme u, v ∈ Ω a libovolné λ ∈
[0, 1]. Pro n ≥ n0 plat́ı

λc ≤ λun ≤ λ2c (6.7)

a

(1− λ)c ≤ (1− λ)vn ≤ (1− λ)2c. (6.8)

Když (6.7) a (6.8) sečteme, dostaneme pro n ≥ n0
c ≤ λun + (1− λ)vn ≤ 2c.

Vzhledem k tomu, že zřejmě λu + (1 − λ)v ∈ `∞, můžeme konstatovat, že λu +
(1− λ)v ∈ Ω a množina Ω je tedy konvexńı.
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Zobrazeńı T definujeme s ohledem na možnost ekvivalentńı úpravy diferenčńı
rovnice na rovnici sumačńı, které jsme využili už v d̊ukazu implikace zprava doleva,
takto

(Tu)n = c+

∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(uj+1), u ∈ Ω.

Nyńı dokážeme, že je splněno TΩ ⊆ Ω. Necht’ u ∈ Ω, jistě plat́ı Tu ∈ `∞, nebot’∑∞
n=1

∑∞
k=n pk <∞ a Tu je tedy ohraničená posloupnost. Dále je třeba dokázat,

že pro n ≥ n0 plat́ı

c ≤ (Tu)n ≤ 2c.

Prvńı nerovnost je splněna, nebot’ pk ≥ 0 pro všechna k ∈ N, a protože tg(t) > 0
pro t 6= 0, plat́ı g(t) > 0 pro t > 0, a tedy

∑∞
k=n

∑∞
j=k pjg(uj+1) ≥ 0. Abychom

dokázali platnost druhé nerovnosti, ukážeme, že pro n ≥ n0 plat́ı

∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(uj+1) ≤ c.

Budeme tak postupně zvětšovat výraz
∑∞
k=n

∑∞
j=k pjg(uj+1) následuj́ıćım zp̊uso-

bem
∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(uj+1) ≤M
∞∑
k=n

∞∑
j=k

pj ≤M
∞∑

k=n0

∞∑
j=k

pj .

Vzhledem k tomu, že plat́ı
∑∞
k=n0

∑∞
j=k pj ≤ c/M , můžeme výraz dále upravit

M

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj ≤M
c

M
= c.

Celkově tedy Tu ∈ Ω.
Dı́ky absolutńı konvergenci

∑∞
k=n

∑∞
j=k pjg(uj+1) můžeme zobrazeńı T pro n ≥

n0 ekvivalentně zapsat s ohledem na lemma 6.3 následovně

(Tu)n = c+

∞∑
j=n

(j + 1− n)pjg(uj+1).

Dále je zapotřeb́ı dokázat, že je zobrazeńı T spojité. Necht’ je posloupnost{
u[m]

}∞
m=1

⊆ Ω taková, že lim
m→∞

‖u[m] − u‖∞ = 0. Ukážeme, že plat́ı

lim
m→∞

∥∥Tu[m] − Tu
∥∥
∞ = 0.

Zaměřme se na výraz ‖Tu[m] − Tu‖∞, který rozeṕı̌seme a zvětš́ıme následovně

sup
n≥n0

∣∣∣(Tu[m])n − (Tu)n

∣∣∣ = sup
n≥n0

∣∣∣∣ ∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(u
[m]
j+1)−

∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(uj+1)

∣∣∣∣
= sup
n≥n0

∣∣∣∣ ∞∑
k=n

∞∑
j=k

pj(g(u
[m]
j+1)− g(uj+1))

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣.
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Posloupnost
{
pj
∣∣g(u

[m]
j+1) − g(uj+1)

∣∣}∞
j=n0

je pro všechna m ∈ N posloupnost́ı

nezáporných č́ısel. Existuje L ≥ 0 takové, že
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ ≤ L pro všechna
j ≥ n0 a m ∈ N, a proto plat́ı

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ ≤ Lpj .
My v́ıme, že je splněno

∑∞
n=1

∑∞
k=n pk < ∞, pak zřejmě

∑∞
j=n0

pj < ∞. Po-

sloupnost
{
pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣}∞
j=n0

tak splňuje předpoklady Lebesgueovy věty

o dominantńı konvergenci (věta 3.3). Posloupnost{ ∞∑
j=k

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣}∞
k=n0

(6.9)

je také posloupnost́ı nezáporných č́ısel takovou, že pro k ≥ n0 a m ∈ N že plat́ı

∞∑
j=k

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ ≤ L ∞∑
j=k

pj .

Vı́me, že
∑∞
n=1

∑∞
k=n pk < ∞, a proto i

∑∞
k=n0

∑∞
j=k pj < ∞. Posloupnost (6.9)

tedy předpoklady Lebesgueovy věty také splňuje. Lebesgueovu větu tak nyńı lze
dvakrát aplikovat následovně

lim
m→∞

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ =

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj lim
m→∞

∣∣g(u
[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣.
Předpokládáme lim

m→∞
‖u[m] − u‖∞ = 0, proto plat́ı lim

m→∞

(
sup
n≥n0

∣∣u[m]
n − un

∣∣) = 0.

Lze tedy konstatovat, že lim
m→∞

u
[m]
j+1 = uj+1 je splněno pro všechna j ≥ n0 − 1. Na

základě této úvahy potom můžeme tvrdit

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj lim
m→∞

∣∣g(u
[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ =

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj0 = 0.

Celkově potom

lim
m→∞

∥∥Tu[m] − Tu
∥∥
∞ = 0

a zobrazeńı T je tedy spojité.
Zbývá dokázat, že TΩ je relativně kompaktńı, k tomu využijeme věty 5.6.

Množina TΩ je omezená, nebot’ TΩ ⊆ Ω a množina Ω je omezená. Stač́ı tedy
ukázat, že posloupnosti z TΩ jsou stejně cauchyovské.

K tomu je zapotřeb́ı demonstrovat, že pro libovolné ε > 0 existuje nε ∈ N
takové, že pro všechna n,m ≥ nε plat́ı

∣∣(Tu)n − (Tu)m
∣∣ < ε pro všechna u ∈ Ω.

Pro u ∈ Ω a n > m je

∣∣(Tu)m − (Tu)n
∣∣ =

n−1∑
k=m

∞∑
j=k

pjg(uj+1) ≤M
n−1∑
k=m

∞∑
j=k

pj ≤M
∞∑
k=m

∞∑
j=k

pj .
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Využili jsme předpokladu
∑∞
n=1

∑∞
k=n pk < ∞, proto i

∑∞
k=m

∑∞
j=k pj < ∞.

Tud́ıž

lim
m→∞

M

∞∑
k=m

∞∑
j=k

pj = 0.

Necht’ je ε > 0 libovolné. Pak existuje nε ∈ N tak, že pro všechna m ≥ nε plat́ı

M

∞∑
k=m

∞∑
j=k

pj < ε.

Pro n > m ≥ nε je tak splněno∣∣(Tu)m − (Tu)n
∣∣ < ε.

Dokázali jsme tak platnost všech předpoklad̊u zobecněné Schauderovy věty o
pevném bodu a existuje tedy pevný bod zobrazeńı T . To znamená, že existuje
řešeńı y rovnice (6.1) s vlastnostmi (6.6).

Řešeńı rovnice (6.1) lze rozš́ı̌rit doleva na celou množinu N. Skutečně pro n0−1
definujeme

yn0−1 = c+

∞∑
k=n0−1

∞∑
j=k

pjg(yj+1).

Vı́me, že plat́ı c ∈ (0,∞), je splněno pn > 0 pro všechna n ∈ N a g(t) > 0 pro
všechna t ∈ (0,∞). Plat́ı tak zřejmě yn0−1 > 0, a protože

∞∑
k=n0−1

∞∑
j=k

pjg(yj+1) >

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pjg(yj+1)

je splněno také ∆yn0−1 < 0. Postupně tak prodlouž́ıme řešeńı na N, tak že y
splňuje (6.2). �

Obdobným zp̊usobem lze pro rovnici (6.1) dokázat existence rostoućıho zápor-
ného řešeńı konverguj́ıćıho k libovolné záporné konstantě.

6.2. Podmı́nky zaručuj́ıćı existenci a jednoznačnost řešeńı

Pokud bychom zvolili př́ısněǰśı podmı́nku a vyžadovali, aby funkce g byla nav́ıc
lipschitzovsky spojitá na [0,∞), pak bychom byli schopni s využit́ım Banachovy
věty dokázat pro libovolné c ∈ (0,∞) nejenom existenci, ale i jednoznačnosti
řešeńı (6.1) s vlastnostmi (6.2). Větu o této skutečnosti si nejprve zformulujeme a
následně uvedeme stručně bez detail̊u d̊ukaz.

Věta 6.4. Necht’ g splňuje Lipschitzovu podmı́nku na [0,∞). Pak pro posloup-
nost {pn}∞n=1 v rovnici (6.1) plat́ı

∞∑
k=1

kpk <∞

právě tehdy, když pro libovolně zvolené kladné reálné č́ıslo c existuje jediné řešeńı
úlohy (6.1), (6.2).
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Myšlenka d̊ukazu. Důkaz implikace zprava doleva zde splývá s d̊ukazem věty 6.1,
nebot’ platnost

∑∞
k=1 kpk <∞ je zaručena už existenćı řešeńı.

V d̊ukazu implikace zleva doprava bychom pak uvažovali, že funkce g je lipschi-
tzovsky spojitá na [0,∞) s lipschitzovskou konstantou L a zvolili n0 ∈ N, tak, aby
platilo

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj <
1

2L
. (6.10)

Dále bychom uvažovali jako množinu Ω množinu všech posloupnost́ı definovaných
a ohraničených pro n ≥ n0 a operátor T definovaný v d̊ukazu věty 6.1 a ukázali,
že je toto zobrazeńı kontrakćı, tj. že existuje K ∈ (0, 1) takové, že pro všechna
u, v ∈ Ω plat́ı

‖Tu− Tv‖∞ ≤ K‖u− v‖∞.
Detailńı d̊ukaz si lze přeč́ıst v [6]. �

6.3. Daľśı poznámky

Rovnici (6.1) lze chápat jako diskretizaci rovnice

y′′ = p(t)g(y), t ≥ 0,

kde p je kladná funkce a g má vlastnosti jako v př́ıpadě rovnice (6.1). Tato rovnice
zahrnuje známou rovnici Emdenova–Fowlerova typu (př́ıp. Thomasova–Fermiho),
kde funkce g je volena následovně

g(t) = |t|λ sgn t, λ ∈ (0,∞).

Ta se začala studovat v souvislosti s modelováńım struktury hvězd a úvahami o
modelech atomů, ale v současné době má celou řadu daľśıch aplikaćı.

7. Závěr

V článku jsme zpracovali aparát souvisej́ıćı s funkcionálńı analýzou pro kvalitativńı
analýzu diferečńıch rovnic a demonstrovali jeho využit́ı při analýze řešeńı rovnice
(6.1). Na téma lze dále navázat studiem daľśıch diferenčńıch rovnic a rozborem
analogíı a rozd́ıl̊u oproti jejich diferenciálńım protěǰsk̊um.
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