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VLASTNOSTI PROSTORU POSLOUPNOSTI A JEJICH
APLIKACE V TEORII NELINEARNICH DIFERENCNICH
ROVNIC

JINDRICH KOSIK

ABSTRAKT. Cldnek pojednavé o vyuziti apardtu funkciondlni analyzy pii vySetfo-
vani kvalitativnich vlastnosti nelinedrnich diferen¢nich rovnic. V ¢lanku jsou zpra-
covany zaklady teorie prostoru posloupnosti, detailné se vénuje diskrétnim vétam
o limitnim pfechodu a kritériim relativni kompaktnosti. Souc¢asti teoretického apa-
ratu jsou také véty o pevném bodu. Zavedené matematické prostiedky jsou poté
vyuzity pii studiu konkrétni nelinedrni diferen¢ni rovnice.

1. UVOD

Podobné jako v piipadé diferencidlnich rovnic hraje pfi vysetiovani kvalitativnich
vlastnosti diferen¢nich rovnic dulezitou roli aparat funkciondlni analyzy. I v od-
borné literatufe se ¢asto muzeme setkat se zjednoduSenim, kdy jsou zdvéry pro
diskrétni rovnice vyvozeny na zakladé vlastnosti jejich spojitych protéjsku, to se
muze ukazat jako nedostatecné nebo dokonce nekorektni. Zaméiime se proto de-
tailné na diskrétni pripad.

V ¢lanku podrobné rozebereme matematické prostiedky pro korektni analyzu
diferen¢nich rovnic. Nejprve si predstavime zakladni prostory posloupnosti /P a
£°° a uvedeme si nékteré jejich dulezité vlastnosti. Dale zformulujeme véty o li-
mitnim pfechodu pro posloupnosti a peclivé si je dokazeme. Naznac¢ime navic
myslenku dalsich dvou pfistupt k dikazim. Uvedeme Banachovu a Schauderovu
vétu o pevném bodu. S ohledem na predpoklady Schauderovy véty detailné roze-
bereme kritéria relativni kompaktnosti pro prostory posloupnosti. Ziskané znalosti
pak vyuzijeme pii analyze nelinedrni diferenéni rovnice druhého fadu ve tvaru

A2yn = png(ynJrl)v n€N.

Zformulujeme predpoklady, za kterych dokdzeme existenci jejiho feSeni s pozadova-
nymi vlastnostmi. Pfedpoklady nésledné upravime, aby byla zarucena vedle exis-
tence pozadovaného feSeni i jeho jednoznacnost.

2020 MSC. Primarni 34K06, 34K25.
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2. PROSTORY POSLOUPNOSTI

Existuje celd fada prostort posloupnosti, pro uic¢ely tohoto ¢lanku vsak hraji klico-
vou roli pouze prostory zdkladni, a sice P pro p € [1,00) a £*°, uvedeme si proto
jejich definice a nékteré klicové vlastnosti.

Definice 2.1 (Prostor 7). Necht p € [1,00) a M je mnozina realnych posloup-
nosti definovand jako

M := {u = {up}iz; C R, Z luglP < oo}.

k=1
Na uvedené mnoziné zavedeme metriku pomoci zobrazeni g,: M x M — [0, 00)
daného pfedpisem

op(u,v) == <§ |, _Uk|p>llj, u={up},v={v} € M.

Mnozina M s definovanou metrikou g, pak tvoif metricky prostor (M, g,) ozna-
covany bézné /P,

Metricky prostor ¢2 pro libovolné p € [1,00) je rovnéz normovanym linedrnim
prostorem, pfislu$nd norma je tvaru

I 1
el = (Z mp) L well

k=1

Definice 2.2 (Prostor £*°). Necht M je mnoZina realnych posloupnosti defi-
novana jako
M = {u={ur};2; CR, {ux} je ohranicend}.

Na této mnoziné uvazujme metriku g, danou predpisem

Oco(u,v) :=sup |ug —vg|, u={ug},v={vp} e M.
keEN

Mnozina M s metrikou g, tvofi metricky prostor (M, 9 ) oznacovany bézné £°°.

Metricky prostor £>° je podobné jako ¢P souCasné normovanym linedarnim pro-
storem, prislusnd norma je ddna predpisem

|u|loo := sup |ug|, u € M.
keN

Déle uvedeme nékteré dulezité vlastnosti téchto prostoru posloupnosti, diukazy
téchto tvrzeni patii ke klasickym vysledkum funkciondlni analyzy, proto si je
uvadét nebudeme.

Vlastnosti prostora posloupnosti

Metricky prostor ¢P je pro libovolné p € [1, 00) uplny.
Metricky prostor ¢ je pro libovolné p € [1, 00) separabilni.
Metricky prostor £°° je tplny.

Metricky prostor £°° neni separabilni.
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3. VETY O LIMITNIM PRECHODU

Dulezitym néstrojem pro analyzu diferencidlnich a diferen¢nich rovnic jsou véty
o limitnim pfechodu. Jejich spojité verze jsou béznou soucésti u¢ebnic funkcionalni
analyzy, avSak abychom mohli korektné pfistoupit k analyze rovnice diferecni,
je tfeba zformulovat a dokazat jejich diskrétni varianty. K dikazu lze ptistoupit
ruznymi zpusoby, my detailné ukdzeme zpusob ¢isté diskrétni a nize naznac¢ime
i alternativni pifstupy. Jako hlavni zdroje ndm v této ¢dsti poslouzily prace [1, 3,

» 9.
3.1. Cisté diskrétni pFistup
Klicovou roli v ¢isté diskrétnim dukazu nasSich vét bude hriat Fatouovo lemma.

Lemma 3.1 (Fatouvo-diskrétni). Nechf {UE:]}:O | Je pro vsechna n € N po-

sloupnost nezdporngch cisel, kterd splniuje rovnost lim inf ugq nl = v; € R pro véechna

n—oo
k € N. Potom
< .
ka Zhnmlolgfuk hmlanuk

Diikaz. Pro dukaz budeme uvazovat libovolné ¢ € N a m € N, tak, ze t > n,
potom pro kazdé k € N

inf u[é] < u[t]
s>n

Pro vSechna m,n € N je poté splnéno

meu 5] < mf Zu[t] < mqu

k=1

7 uvedeného pro vSechna m € N vyplyva

m m m [ee)
= 1im (inf ) = ful¥ < i £y ulf
2 = Jim (nf ) = lim 3 inf il <t ((fnf ) oy

N, ()
—lhrgnguk.

Nakonec provedeme limitni pfechod m — oo pro 22121 v a dostaneme

oo o0
o ]
v < .
> ok <liminf)
k=1 k=1

Nyni uz prikro¢ime k formulaci a dikazu vét samotnych.

Véta 3.2 (Leviho o monoténni konvergenci-diskrétn{). Nechf {u } k—y JE PTO

libovolné n € N posloupnost nezdaporniych cisel a je splnéno, Ze {uk ]}n:1 je pro
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vsechna k € N neklesajici posloupnost (1j. ugcn] < ugcnﬂ]) a konverguje pro n — oo
k v € R. Potom

(o) o0 o0

E Vg = g lim L lim uggn].
n—oo n—oo

k=1 k=1 k=1

Dukaz. Z predpokladu véty plyne pro libovolné n € N

oo oo
POLIEED TS
k=1 k=1

a plati tedy i

hmsupZuk < ka. (3.1)

n— oo

Daéle na zdkladé Fatouova lemmatu muzeme usoudit

Z v < hm 1nf Z u[n]. (3.2)

Celkove z (3.1) a (3.2) vyplyva

oo o0
lim sup U, v < liminf U
s ; 2:21 00 Z k
7 této nerovnosti pak plyne
E = E 1 =1l
v = im uk = lim 2 1uk

O

Véta 3.3 (Lebesgueova o dominantni konvergenci — diskrétn{). Necht {u[n] } o1
je pro vsechna n € N posloupnost redlnych cisel a pro vsechna k € N je splnéno
lim uLn]
n—oo

N a k € N nerovnost \uLn]| < wy, pricemz Y poq wy < 00. Potom Y ;2 | vk < 00 a

ka = Z lim uk :wzli—>rl<;lo 3 ugcn].

k=1

= vg. Ddle necht existuje posloupnost {wy}3>, spliiujici pro viechna n €

UEC’I’L] | S Wi

muzeme tvrdit pro vSechna n € N

o0 oo
Sl <D e
k=1 k=1

n] .

Z toho vyplyvd, ze Fada > o, u[ je pro vsechna n € N absolutné konvergentni.
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Nejdiive ukazeme, ze 22021 v < 0o. Uvazujme pro vSechna n € N posloupnost
{wk —ugcn] };11 Pro vsechna k € N je splnéno |u£€n]| < wyg, a proto je to posloupnost
nezapornych ¢isel. Z Fatouova lemmatu pak plyne

it 3 (e =) = 3 tmint (s =) = 3 (e = )

k=1 k=1 k=1
oo o0
= E Wk — E Uk
k=1 k=1
Protoze > p-, wy < 00, je zfejmé splnéno Y, , v < oo. Déle plati

Zwk—hmsupZu —linrr_1>i£f 3 ( k—uk ) Zwk—ZUk
k=1

n—oo

7 toho muzeme Vyvodlt

oo

oo
lim su u[n] < V- 3.3
msup ) " <) (5:3)
Vezméme nyni posloupnost {wk —l—uk ]}k 1+ ta je podobné jako {wk — Ecn] };‘;1 pro
vsechna n € N posloupnosti nezapornych éisel. Aplikujme na ni Fatouovo lemma
nasledovné

a tedy

Zwk —|—hm1nf2u = hmlogfi (wk +UE€"]) > iwk + ivk.
k=1 k=1 k=1

7 toho vyplyva

N ] - e
hnrgloléf wy, o > ka. (3.4)
k=1 k=1
Z (3.3) a (3.4) poté plyne

3 v < liminf u[ "] < hmsup u[ "] < vk
— n—oo

k=1

Na zdkladé této nerovnosti pak muzeme konstatovat

o0 o0
lim ugb] = g V.
n— oo

k=1 k=1
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3.2. Vyuziti klasickych verzi vét o limitnim pfechodu

Alternativné je mozné k dukazu vét 3.2 a 3.3 vyuzit klasickych verzi vét o konver-
genci ve spojeni s konstrukei schodovitych funkei sestrojenych pomoci posloupnosti
v predpokladech diskrétnich verzi.

Necht {ukn}}zozl je pro vSechna n € N posloupnost nezapornych c¢isel, ktera

[n]
k

pro viechna k € N spliiuje lim w;° = v € R. Uvazujme intervaly I; = [, i + 1)
n—oo

a odpovidajici charakteristické funkce s, pro vSechna ¢ € N. Pak definujme funkeci
frn nésledujicim zpiisobem

fn = Z XIiUfEn]~
i=1

Ziskali jsme takto posloupnost { f,, }52; nezdpornych méfitelnych funkei na [1, 00).
Podobné pro {vy}72; lze definovat méfitelnou funkei f takto

o0
f= ZXIiUzv
i=1

Za predpokladu, ze {uLn] };021 je neklesajici posloupnost nezapornych ¢isel, je i po-
sloupnost {f,}22; neklesajici posloupnosti, tentokrat nezdpornych funkei. Pak
jsou splnény predpoklady spojité verze Leviho véty a plati

n— oo

lim [ fo(z)dz = /f(a:)dx
I I
Obdobné bychom postupovali i v piipadé véty Lebesgueovy.

3.3. Abstraktni pFistup k teorii miry

Dalsi ptistup k diukazu vét 3.2 a 3.3 vyuziva teorie obecného méfitelného prostoru
a abstraktni teorie miry. Na obecném meéfitelném prostoru lze pro funkce opét
odvodit véty o limitnim pfechodu. Diskrétni véty o limitnim pfechodu pak plynou
z obecnych verzi vét, pokud jako nosnou mnozinu zvolime pfirozend ¢isla a jako
miru ¢itact.

Definice 3.4 (Citaci mira). Uvazujme mnozinu N a jeji o-algebru ¥ = P(N).
Jestlize a: ¥ — [0,00) U {00} je zobrazeni definované ndsledujicim zpusobem

alA) =

card(A) pokud je mnozina A kone¢n,
0 pokud mnozina A neni konec¢n4,

pak « je mira na (N, P(N)), kterou nazyvdme ¢itaci.

3.4. Véty o limitnim piechodu pro fady

Podobné jako pro posloupnosti muzeme formulovat diskrétni Leviho a Lebesgueovu
vétu pro fady. Ziskame tak diskrétni ekvivalent zaménitelnosti sumace a integrélu.
Pii splnéni modifikovanych predpokladu vét o limitnim prechodu pro posloupnosti
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je pak zaruceno

DL HA

k=1n=1 n=1k=1
4. VETY O PEVNEM BODU

Podstatnou roli pfi vySetfovani kvalitativnich vlastnosti diferencidlnich a dife-
ren¢nich rovnic hraji véty o pevném bodu. Takovych vét je celd fada, pro nase
ucely se zaméfime na dvé vétu Banachovu, kterd nam zajistuje za piisnéjsich
predpokladu existenci a jednozna¢nost pevného bodu a Schauderovu, kterd za
obecnéjsich podminek zajistuje existenci. Vice o vétach o pevném bodu lze dohle-
dat napft. v [7, 10].

Definice 4.1 (Pevny bod). Necht (M, o) je metricky prostor a ddle necht
F: M — M. Bod u* € M nazyvame pevny bod zobrazen{ F, je-li splnéno F(u*) =
u*.

Véta 4.2 (Banachova o pevném bodu). Necht (M, o) je tiplnyg metricky prostor
a zobrazeni F': M — M je kontrakce. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni F',
ktery je navic limitou posloupnosti {un,}22 1, kde uy € M je libovolné a unq1 =
F(uy) pron € N.

Nez bude uvedena Schauderova véta, je vhodné pfipomenout jeden dulezity
pojem.

Definice 4.3 (Relativné kompaktni mnozina). Nechf (M, o) je metricky pro-
stor. Mnozinu N C M nazyvame relativné kompaktni, jestlize jeji uzavéer N C M
je mnozina kompaktni v (M, ).

Véta 4.4 (Schauderova o pevném bodu zobecnénd). Necht M je Banachiv
prostor, N C M neprdzdnd, konvexni, omezend a uzaviend mnozina a F: N - N
je spojité zobrazeni takové, zZe F(N) je relativné kompaktni podmnoZina N. Potom
md zobrazeni F' pevny bod u* € N.

V predpokladech Schauderovy véty 4.4 figuruje predpoklad relativni kompakt-
nosti. Problematika relativni kompaktnosti vSak na ¢P a £°° neni trividlni zalezitost.
Dalsi ¢ast clanku proto vénujeme kritériim relativni kompaktnosti v prostorech po-
sloupnosti.

5. KRITERIA RELATIVNI KOMPAKTNOSTI

Pii vysetfovani diferen¢ni rovnice uvazované v tomto ¢lanku budeme pracovat
primarné s prostorem ¢°°; proto kritérium pro tento prostor podrobné dokazeme
a pro ¢P se uchylime pouze k formulaci. V této ¢dsti jsme vychédzeli primérné z [2].

Velmi dulezitou roli pro dukaz kritéria hraje vztah mezi relativn{ kompaktnosti
a vlastnosti, které se fika prekompaktnost. Nejprve si musime ujasnit, co vlastné
prekompaktnost znamena.
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Definice 5.1 (e-sit). Necht (M, p) je metricky prostor, ¢ kladné redlné &islo
a N C M. Mnozinu A C M nazyvame e-sit mnoziny IV, pokud pro vechna u € N
existuje v € A tak, ze o(u,v) <e.

Definice 5.2 (Prekompaktni mnozina). Necht (M, ) je metricky prostor. Mno-
zinu N C M nazyvédme prekompaktni, jestlize existuje jeji koneénd e-sit pro kazdé
e > 0.

Véta 5.3. Necht (M, o) je tplny metricky prostor. Pak je mnoZina N C M
relativné kompaktni pravé tehdy, kdyz je prekompaktni.

Véta nam vlastné iiké, ze pojmy relativni kompaktnost a prekompaktnost jak
na prostoru £°°, tak na prostoru ¢? splyvaji, tohoto faktu vyuzijeme a k dukazu
kritéria budeme piistupovat ptes konstrukei e-sité.

5.1. Relativné kompaktni podmnoziny £°°

Nez uvedeme kritérium relativni kompaktnosti pro podmnoziny £°°, uvedeme jesté
dvé dulezité definice.

Definice 5.4 (Stejné ohrani¢ené posloupnosti). Posloupnosti z mnoziny N C
£%° nazyvéame stejné ohranicené, pokud je mnozina N v £*° omezena.

Definice 5.5 (Stejné cauchyovské posloupnosti). Posloupnosti z mnoziny N C
£°° nazyvame stejné cauchyovské, pokud pro libovolné € > 0 existuje n € N takové,
ze pro vSechna ¢, 7 > n a pro libovolnou posloupnost v € N plati

lu; — u;| <e.
Nasleduje samotné kritérium relativni kompaktnosti.

Véta 5.6. MnoZina N C ¢ stejné ohranicenych a stejné cauchyouvskijch po-
sloupnosti je relativné kompakini.

Diikaz. Pro diikaz véty zkonstruujeme pro N koneénou e-sit pro kazdé & > 0.
Uvazujme € > 0 libovolné. Posloupnosti z N jsou stejné cauchyovské (viz definice
5.5), proto existuje n € N takové, ze pro kazdé i, j > n a pro libovolnou posloupnost
u € N plati

e
|ui — Uj| < 5 (51)

Vzhledem k tomu, Zze posloupnosti z NV jsou stejné ohranic¢ené, existuje L € R
takové, ze pro vSechna u € N plati

[ulloc < L.
Necht m € N je takové, ze pro &sla —L =y, < ys < --+ < ¥n = L je splnéno
lyi — yit1] < e (5.2)

pro vSechna 1 <i <m — 1.

Déle pro viechna k € {1,2,...,n} pfitfadme vy jednu z hodnot {y1,92,...,Ym}
a pro k > n polozme vy = v,. Mnozinu vSech takto definovanych posloupnosti
v = {vg}32, oznaéme A. Zfejmé A C £°° m4 pravé m” prvku.
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Nakonec ukazeme, ze mnozina A je e-siti mnoziny NV, tj. ze pro vSechna u € N

existuje v € A takové, ze
000 (u,v) < €.
Pro kazdé k € {1,2,...,n} vyberme z; € {y1,¥2,...,Ym} tak, aby platilo
[ = 2] = _ min. }Iwc — yjl-

Z (5.2) vyplyvd |ur — zk| < €/2 pro k € {1,2,...,n}. Polozme v, = zj pro
ke{1,2,...,n} a v = v, pro k > n. Posloupnost v ziejmé ndlez{ do mnoziny A.
Pro k € {1,2,...,n} je pak zfejmé splnéno
€

- (5.3)

|uk *Uk| <

aprok>n
€

2~

€
|ukka|:|ukfvn|§|Uk7un|+|unfvn‘<§+

coz plyne z trojihelnikové nerovnosti, (5.1) a (5.3).
Celkové tedy dostavame
Ooo(u,v) < e.
Mnozina A je tedy koneénou e-siti mnoziny N. Mnozina N je proto v £>° prekom-
paktni a vzhledem k 1dplnosti £*° i relativné kompaktni. Dikaz ndzorné ilustruje
obr 1. 0

L:ym

L R B e I i N | Gt R ks -

Ym—2

n-+H1 n4+3 n-+s..

X

Ys

Ya

Y3

U2

-L=y

Obréazek 1. Aproximace posloupnosti v € N (kolecka) posloupnosti v z e-sité (Etverecky).
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5.2. Relativné kompaktni podmnoziny £P
V této ¢4sti si jesté bez dukazu uvedeme kritérium pro £P.
Véta 5.7. Mnozina N C P pro 1 < p < oo je relativné kompaktni pravé tehdy,

kdyz jsou prvky této mnoZiny stejné omezené a pro kazdé € > 0 existuje m € N
tak, Ze pro vsechna u € N plati

oo 1
p
( E uk|p> <e.
k=m+1

Detailn{ dukaz je vypracovan v [6]. Vice si lze precist také v [4, 8].
6. ANALYZA NELINEARNI DIFERENCN{ ROVNICE

Teoretické poznatky z predchozich ¢asti nyni vyuzijeme pro analyzu rovnice

A%y = png(Ynt1), n €N, (6.1)

kde symbolem A rozumime standardni dopfednou diferenci definovanou jako

Ayn:yn-‘rl_ynv n € N.
Symbol A? pak chdpeme jako
A2y, = A(Ay,) = Aypir — Ay,, n €N,
Budeme predpoklddat, ze pro {p,}2, plati p, > 0 pro vSechna n € N a funkce
g: R — R je spojitd a takovd, ze tg(t) > 0 pro t # 0.
Zamérime se na studium existence FeSenf rovnice (6.1), které pro dané kladné

realné cislo ¢ splnuje podminky

Ay, <0, mneN,

yn >0, neN, (6.2)

lim y, = c.
n—roo

6.1. Podminky zarucujici existenci reSeni

V této ¢asti odvodime podminku, pro kterou ukazeme, ze je nejenom postacujici,
nybrz i nutnou pro existenci feseni (6.1) s vlastnostmi (6.2) pro libovolné zvolené
c>0.

Véta 6.1. Pro posloupnost {p,}>, v rovnici (6.1) plati

> kpr < o0 (6.3)
k=1

prdveé tehdy, kdyzZ pro libovolné zvolené kladné redlné éislo ¢ existuje tesent ulohy
(6.1), (6.2).

Poznamka 6.2. V dikazu pozdéji ukdzeme, ze ve skutecnosti pro splnéni pod-
minky (6.3) staci, aby existovalo jedno ¢ > 0, pro které existuje fesen{ tlohy (6.1),
(6.2).
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Lemma 6.3. Necht p, > 0 pro viechnan € N a Ezo:j Y ope,, Pk < 00 pro

néjaké j € N. Pak
SN =D (k+1-j)pe.

n=j k=n k=j
Diikaz. Dukaz plyne z diskrétni verze Fubiniovy véty. O

Drikaz véty 6.1. Nejdiive se zaméiime na implikaci zprava doleva. VyuZzijeme

vztah
n—1

> Ay =Yn — Ym (6.4)
k=m
platny pro libovolnd m,n € N takova, ze m < n.

Piedpoklddejme, ze y je feseni (6.1) s vlastnostmi (6.2) pro pevné zvolené ¢ > 0.
Rovnici (6.1) upravime pomoci ekvivalentni tpravy, kdy na obé strany rovnice
aplikujeme Z;-n:_kl, s ohledem na (6.4) je pak pro m > k > 1 splnéno

m—1

Ay — Ay = > pig(yis1).
=k

Déle provedeme limitni pfechod m — oo. Predpokladame konvergenci y, proto
lim Ay, = 0. Dostaneme tak pro k € N

m— o0
0—Aye =Y pig(y;+1)- (6.5)
j=k
Na obé strany (6.5) nyni aplikujeme Z;Cn:_nl a dostdvame prom > k > 1

m—1 oo

Yn =Ym+ D> _0igWis1),

k=n j=k
nyni provedeme dalsi limitni pfechod m — oo, a protoze predpokladame lim vy, =
n—oo

¢, ziskavame pro n € N
o0 o0
Yn=c+ YD pigyie1)-
k=n j=k
Plati tedy

> piglyj) < o0

k=1j=k
a diky limitnimu srovnavajicimu kritériu pro fady s kladnymi ¢leny je splnéno i

o0 o
DD pi<oo
k=1j=k

S ohledem na lemma 6.3 pak plat{ Y r-; kpy < co. Tim je dokdzdna implikace
zprava doleva.
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Nyni se zaméiime na implikaci zleva doprava. S vyuzitim zobecnéné Schaude-
rovy véty (viz véta 4.4) dokdzeme nejprve feseni rovnice (6.1) spliujici

Ay’n<07 nZ’I’LO,

yn > 07 n Z n07 (66)
lim y, =c¢
n—oo

pro n > ng, kde ng € N je dostatecné velké. Uvazujme libovolné realné kladné
¢islo, to si ozna¢me c. Déale ozna¢me
M = max g(t).
tele,2¢]
Z konvergence fady Y _p- ; kpi, a lemma 6.3 plyne konvergence fady Y~ | > o pi.
Pro libovolné € > 0 tak existuje n. € N takové, ze Y22 > pj < €. Zvolme
e = ¢/M a oznacme odpovidajici n. jako ng.

Jak jsme jiz uvedli, prostor £°° je iplny. Déale najdeme mnozinu 2 C £°°, kterd je
neprazdnd, konvexni, uzaviend a omezend a zobrazeni T: () — ), které je spojité
a T je relativné kompaktni podmnozina €.

Mnozinu 2 budeme uvazovat ve tvaru

Q:{ueé‘x’, cgun§2cpr0n2n0}.

Tato mnozina je zfejmé neprazdna a omezend. Dale ukdzeme, Ze je uzaviena.
Uvazujme proto posloupnost {u[m]}:zl prvka z © konvergujici k u. Je tieba
dokazat, ze u patii do 2. Plati, ze pro libovolné £ > 0 existuje m. € N takové, ze

sup ’uyﬁ] — un’ <&, m>me.
n>ngo

- . , ~ ’ . - . m
Vezméme libovolné pevné zvolené n > ng, pro to je splnéno lim uL - Up. Pro
’ —
m oo

vSechna m € N pak plati pro zvolené n, ze

c< wlm < 2e¢,

n
a proto
c <u, <2c

Vzhledem k tomu, ze n > ng je zvoleno libovolné, plati v € €2 a mnozina Q je
uzaviena.
Zbyva ukazat, ze je mnozina 2 konvexni. Vezméme u,v € £ a libovolné A €
[0,1]. Pro n > ng plati
e < duy, < X2 (6.7)

(I-=XNe<(1=XNv, <(1-XN)2ec. (6.8)
Kdyz (6.7) a (6.8) se¢teme, dostaneme pro n > ng
¢ < Aup + (1= Ao, < 2¢.

Vzhledem k tomu, ze ziejmé Au + (1 — A\)v € £°°, muzeme konstatovat, ze A\u +
(I = X)v € Q a mnozina € je tedy konvexni.
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Zobrazeni T definujeme s ohledem na moznost ekvivalentni upravy diferencni
rovnice na rovnici sumacni, které jsme vyuzili uz v diukazu implikace zprava doleva,
takto

o0
(Tu)n =c+ Z ijg(ujﬂ), u €

k=n j=k
Nyni dokdzeme, Ze je splnéno TQ C €. Necht u € Q, jisté plati Tu € £°°, nebot
oo > pe,, Pk < 00 a T'u je tedy ohrani¢end posloupnost. Déle je tieba dokdzat,
7e pro n > ng plati

¢ < (Tu), < 2e.
Prvni nerovnost je splnéna, nebot pr > 0 pro viechna k € N, a protoZe tg(t) > 0
pro t # 0, plati g(t) > 0 pro t > 0, a tedy >-;2, 377, pjg(ujt1) > 0. Abychom
dokazali platnost druhé nerovnosti, ukdzeme, ze pro n > ng plati

oo oo
> D piglujp) <e
k=n j=k

Budeme tak postupné zvétsovat vyraz ;7 3272, pjg(u;4+1) ndsledujicim zpiiso-

bem
DD piglup) SMY D p <MY > p;

k=n j=k k=n j=k k=ng j=k

Vzhledem k tomu, ze platf Y77 3°°, p; < ¢/M, mizeme vyraz dale upravit

MZijSM%:c

k:no j:k

Celkové tedy Tu € Q.
Diky absolutn{ konvergenci Y p- Z;i « Pi9(uj41) muzeme zobrazeni T pro n >
ng ekvivalentné zapsat s ohledem na lemma 6.3 nésledovné

(Tw)y = c+ > (G +1=n)pjg(uj)-

j=n
Déle je zapotiebi dokézat, Ze je zobrazeni T spojité. Nechf je posloupnost
{ul™}> CQtakovd, ze lim |Jul™ — u. = 0. Ukdzeme, ze plati
m=1 m— oo

lim HTu[m] TuHoozo

m—r o0

ZaméFme se na vyraz ||[Tul™ — T, ktery rozepiseme a zvétsime nésledovneé

sup |(Tul™), — (Tw), ZZM ulh) ZZW Uj+1)
n>ng n>mng k=n j=k k=n j=k
) ACCENEFIIIED 3p TR ]
0

k=n j=k k=no j=k
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Posloupnost {pj’g gﬁ]l) — g(ujy1) ’}]Oon je pro vsechna m € N posloupnosti

nezapornych &isel. Existuje L > 0 takové, ze |g( j+]1) 9(u;41)| < L pro vsechna
j =>mnp am €N, a proto plati

pj}g(uﬁ]ﬁ — g(ujz1)| < Lp;.
My vime, ze je splnéno > ° | 3777 pp < oo, pak ziejmé Y77 p; < o0o. Po-

sloupnost {p; | g(ug-ﬁ]l) —g(ujq1) ‘ };ino tak spliuje predpoklady Lebesgueovy véty
o dominantni konvergenci (véta 3.3). Posloupnost

{ S pylgul™) - g(uj+1>|} (6.9)
=k

k?:no

je také posloupnosti nezapornych ¢isel takovou, ze pro k > ng a m € N ze plati

ij|g(uﬁ]1) = g(ujp)| < szj~
=k

=k

Vime, ze Y o0 | > pe, Pk < 00, a proto i ZZ’;HO Z;‘;kpj < 0. Posloupnost (6.9)
tedy predpoklady Lebesgueovy véty také spliuje. Lebesgueovu vétu tak nyni lze
dvakrat aplikovat nésledovné

éigloo Z ZPHQ(UE’TO = g(ujp)| = Z ij mlgﬂoo |9(U£’71]1) —g(ujs1)|

k:’n() j:k‘ k‘:n() ]:k‘

Piedpoklddame hm [ul™) — u|o = 0, proto plati lim ( sup ’un —up|) = 0.

m—o0 n>ng
Lze tedy konstatovat, ze lim uB.Jr]l = uj4+1 je splnéno pro vSechna j > ng — 1. Na
m—0o0

zakladé této tvahy potom muzeme tvrdit

o0 oo
Z Zpg hm |g J+1 9(ujt1 |— Z ZPJO_O

k=ng j=k k=ng j=k

Celkové potom
lim HTu[m] Tu||Oo =0

m—0o0
a zobrazeni T je tedy spojité.

Zbyva dokazat, ze TC) je relativné kompaktni, k tomu vyuzijeme véty 5.6.
Mnozina T je omezend, nebot TQ C € a mnozina  je omezend. Staéi tedy
ukézat, ze posloupnosti z T2 jsou stejné cauchyovské.

K tomu je zapotfebi demonstrovat, ze pro libovolné € > 0 existuje n. € N
takové, Ze pro vsechna n, m > n. plati ’(Tu)n - (Tu)m’ < € pro vSechna u € €.

Proue Qan>mje

n—1 oo n—1 oo

[CONSICINED S) W IIEITS 35 SIERTH 3p 9t

k=m j=k k=m j=k k=m j=k
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Vyuzili jsme predpokladu Y 02 >"27 pp < oo, proto i Y oo Z;ikpj < oo.

Tudiz
o0 o0
T M3 Y =0
k=m j=k
Necht je € > 0 libovolné. Pak existuje n. € N tak, Ze pro véechna m > n. plati

o0 oo
MZij<E.

k=m j=k
Pro n > m > n. je tak splnéno
[(Tw)m — (Tu)n| <e.

Dokézali jsme tak platnost vSech piedpokladu zobecnéné Schauderovy véty o
pevném bodu a existuje tedy pevny bod zobrazeni T. To znamend, ze existuje
feseni y rovnice (6.1) s vlastnostmi (6.6).

Resen{ rovnice (6.1) lze rozsifit doleva na celou mnozinu N. Skutecné pro ng — 1
definujeme

Ynor =c+ > pg(yi)-

k}:’no*l j:k?
Vime, ze plati ¢ € (0,00), je splnéno p, > 0 pro vsechna n € N a g(t) > 0 pro
vBechna t € (0, 00). Plati tak zfejmé y,,—1 > 0, a protoze

oo o0 o0 o0
> Y pigwir) > D> pig(yia)
k=no—1j=k k=ng j=k
je splnéno také Ay,,_1 < 0. Postupné tak prodlouzime feseni na N, tak ze y
spliiuje (6.2). O

Obdobnym zpusobem lze pro rovnici (6.1) dokdzat existence rostouctho zapor-
ného teseni konvergujiciho k libovolné zaporné konstanteé.

6.2. Podminky zarucujici existenci a jednoznacnost reSeni

Pokud bychom zvolili pfisnéjsi podminku a vyzadovali, aby funkce g byla navic
lipschitzovsky spojitd na [0, 00), pak bychom byli schopni s vyuzitim Banachovy
véty dokézat pro libovolné ¢ € (0,00) nejenom existenci, ale i jednozna¢nosti
fesenf (6.1) s vlastnostmi (6.2). Vétu o této skutecnosti si nejprve zformulujeme a
nasledné uvedeme strucné bez detaili dikaz.

Véta 6.4. Necht g spliiuje Lipschitzovu podminku na [0,00). Pak pro posloup-
nost {pn 15>, v rovnici (6.1) platd

oo
Z kpj < o0
k=1

prdvé tehdy, kdyz pro libovolné zvolené kladné redlné cislo c existuje jediné reseni
dlohy (6.1), (6.2).
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Myslenka dukazu. Dukaz implikace zprava doleva zde splyva s dukazem véty 6.1,
nebot platnost Zzil kpi < oo je zarucena uz existenci feSeni.

V dikazu implikace zleva doprava bychom pak uvazovali, ze funkce g je lipschi-
tzovsky spojitd na [0, 00) s lipschitzovskou konstantou L a zvolili ng € N, tak, aby

platilo
o0 o0
SN p< (6.10)
; 2L

k=ng j=k
Déle bychom uvazovali jako mnozinu €2 mnozinu vSech posloupnosti definovanych
a ohrani¢enych pro n > ng a operdtor T' definovany v dukazu véty 6.1 a ukazali,
Ze je toto zobrazeni kontrakci, tj. ze existuje K € (0,1) takové, ze pro vsechna
u, v € € plati

|7 = Tole < Kllu = v

Detailni dukaz si 1ze pfecist v [6]. O

6.3. Dalsi poznamky
Rovnici (6.1) lze chépat jako diskretizaci rovnice

y' =p(t)g(y), t>0,

kde p je kladnd funkce a g mé vlastnosti jako v p¥ipadé rovnice (6.1). Tato rovnice
zahrnuje zndmou rovnici Emdenova—Fowlerova typu (ptfip. Thomasova—Fermiho),
kde funkce g je volena nasledovné

g(t) = [t|*sgnt, X € (0,00).

Ta se zacala studovat v souvislosti s modelovanim struktury hvézd a tvahami o
modelech atomu, ale v soucasné dobé méa celou fadu dalsich aplikaci.

7. ZAVER

V ¢lanku jsme zpracovali aparat souvisejici s funkciondlni analyzou pro kvalitativni
analyzu difere¢nich rovnic a demonstrovali jeho vyuziti pii analyze feSeni rovnice
(6.1). Na téma lze déle navdzat studiem dalsich diferen¢énich rovnic a rozborem
analogii a rozdilu oproti jejich diferencidlnim protéjskam.
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