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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ OLYMPIADY

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

ABSTRAKT. Clanok je motivovany prikladom z Internetovej matematickej olympid-
dy pre studentov strednych §kél o postupnosti zadanej rekurentnym vztahom, ktory
je pecidlnym pripadom Riccatiho rovnice. V tomto texte je diskutovanych niekolko
pristupov k rieSeniu o nie¢o vseobecnejsej lohy.

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kazdorotne organizuje matematicki
stifaz pre studentov strednych §kél v Cesku a na Slovensku, doteraz zndmu ako
Internetovd matematickd olympidda. V novembri v roku 2021 prebehol uz jej
Strnasty ro¢nik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa nemalou mierou
podielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi a oboru Aplikovand matema-
tika. Na strankach matholymp.fme.vutbr.cz je mozné nijst zadania aj riesenia
prikladov zo vsetkych ro¢nikov.

Tento prispevok je piaty v poradi na tito tému a je cely o postupnosti zadanej

rekurentnym vzfahom a zistovani, kedy je tato postupnost periodicka.
V roku 2020 sa na sitazi objavil nasledujici priklad s postupnostou.

Priklad 1. UvazZujme rekurentni vztah

a V3 + ay
k1= =
1 VBa
Otdzka: Pro které hodnoty ai definuje tento rekurentni vztah periodickou po-
sloupnost redlnijch cisel? Jakd je jeji nejmenst perioda?
Napriklad pro a; = 0 definuje tento rekurentni vztah posloupnost

keN=1{1,23,...}.

3 3
_ \[‘F@l :\/g’ a3 = \f+612 :_\/g’
1-— \/gal 1-— \/gag
\/g + as
_BES e v,
1-— \/3(13 °
Tato posloupnost je periodickd s nejmenst periodou d = 3.

Pozndmka: Posloupnost {ak},;“;l se nazyvd periodickd s periodou d, pokud pro
kazdé k € N={1,2,3,...} plati ap = agtq-

ay = 0, as

aq

2020 MSC. Primérni 00A09; Sekundérni 39A23.
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Reseni: Napiseme si c¢islo V3 ve tvaru V3 = tg(60°) a éislo a; ve tvaru a; =
tg(a), kde —90° < « < 90°. Pak z rekurentniho vztahu a prislusného goniomet-
rického vzorce mame

_ t5(60°) + tefa)
* 71— 1tg(60°) tg(a)
0y — tg(60°) + tg(a + 60°)
1 —tg(60°) tg(a + 60°
0y — tg(60°) + tg(a + 120°)
1 —tg(60°) tg(a + 120°)

= tg(a + 60°), pokud o # 30°,

] = tg(a + 120°), pokud o # —30°,

= tg(a+ 180°) = tg(w) = ay.

Kazdd posloupnost definovand dangm rekurentnim vztahem je tedy periodickd s
-1

nejmensi periodou 3, pokud a1 # tg(30°) = % a ay #tg(—30°) = 7

Priklad bolo mozné riegif aj tak, Ze sa postupnym dosadzovanim a tpravami
odvodil vztah medzi aj a agx,2 a potom dalej aj medzi ai a agy3 a ukdzalo sa,
7e ap = ajy3. VySSie uvedené riesenie vyuZiva to, Ze rekurentny vztah je mozné
chapat ako posunuty tangens. Na tento postup nikto zo sifaziacich neprisiel.

V tomto texte by som chcela ukazat, Ze s tym tangensom neslo o nejakt nadhodu,
ze je to pre tento typ postupnosti celkom obvyklé, a pozrieme sa aj na to, ako je
to s tou periodickostou. Majme teda taktto tilohu:

Uloha 1. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqg
a+ bgy,’

dk+1 = ]{7:0,1,2,37... (1)
Otdzka: Pre ktoré hodnoty a,b,c,d, qo definuje tento rekurentny vztah periodicki
postupnost redlnych cisiel? Akd je jej najmensia peridda?

Rovnica (1) sa nazyva Riccatiho diferen¢nd rovnica (existuje aj jej spojitd ver-
zia, Riccatiho diferencidlna rovnica) a vo vSeobecnosti mozu koeficienty a, b, ¢, d
byt zavislé od k. My tu teda mame jej Specidlny pripad. RieSenim takejto rov-
nice je postupnost, ktorej vietky éleny spiflajﬁ dany rekurentny vztah. Aby sme
mohli odpovedat na otdzku v tlohe 1, bolo by vhodné mat explicitné vyjadrenie
jej k-teho clena, teda také, ktoré uz zavisi len od qq, k, a, b, ¢, d.

Napriklad, ked sa pozrieme na priklad 1, kde mdme a = 1,b = —v/3,¢c =
V/3,d = 1, tak z postupu riesenia vidime, ze k-ty ¢len sa dé vyjadrif ako

ar = tg (arctg(qo) + k%), k=0,1,2,3,...

Uké4Zem tu teraz niekolko moZnych (nie tiplne uéebnicovych) postupov, ako sa
d4 dopracovaf k rieseniam rovnice (1) a odpovedi na otdzku v tilohe 1. Budem sa
tvarit, Ze toho o riesen{ diferenénych rovnic vela nevieme.

Este pre istotu dopredu upozornim, Ze napriek tomu, Ze ide o na pohlad jedno-
duchu vec, nevyhneme sa zlozitejsim vyrazom a komplexnym ¢islam.
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1. RIESENIE ROVNICE (1) AKO POSUNUTY TANGENS

Povedzme, ze sme si precitali riesenie prikladu 1 a na zdklade toho néds napadla
otézka: D4 sa riesenie tlohy 1 v pripade, Ze postupnost je periodickd, vidy napisat
ako nejaky posunuty tangens? Skisme to zistit.

Predpokladajme, ze nejakéd postupnost {gj},-, sa dé zapisat v tvare

Qk:Atg(k§0+w>+Bv k:071a25375 (2)

kde A # 0 a w = arctg qo;B. MoZeme dalej predpokladat, ze ¢ # Im,| € Z,
lebo v takom pripade by to bola nezaujimava konstantna postupnost. Konstantna
postupnost sa d4 v tvare (2) o¢ividne napisat vzdy. Napriklad

qr = tg(km) +q, k=0,1,2,3,....
Pre kazdé uvazované ¢ je teda definovana hodnota cotg ¢ a s vyuzitim suctovych
vzorcov pre goniometrické funkcie mozeme odvodit nasledovny vztah medzi q; a
Qk+1:

qer1 = Atg((k+ )¢ +w) + B = Atg((kp +w) + ) + B

_ 4 sin((ke + w) + ¢) _sin(ky 4 w) cos ¢ + cos(ky + w) sin @
cos((kp + w) + @) cos(kp 4+ w) cos p — sin(kp + w) sin ¢
_ Atg(kgo +w)cotgp +1 B A+ Beotgp + (Acotg p — B) tg(ky + w)
cotg p — tg(kyp + w) cotg ¢ — tg(ky +w)

A%+ B? + (Acotgp — B)(Atg(ky +w) + B)
B Acotgp + B — (Atg(ke +w) + B)
A%+ B?+ (Acotgp — B)qy,
N Acotgp + B — gy

. k=0,1,2,3,...

Vidime, 7e tento vzfah skuto¢ne vyzera rovnako ako vztah z rovnice (1). Nasa
postupnost {gi},-, teda vyhovuje rovnici (1), kde a, b, ¢, d si také, ze

ap = Acotgp + B, (a)
bp =—1, (b)
cp = A* + B?, (c)
dp = Acotgp — B, (d)

pre nejaké p # 0. My by sme to ale potrebovali naopak, vyjadrit A, B, ¢ pomocou
a, b, ¢, d. To sa z tohto d4 odvodit tiez, ale len za istych podmienok. Je zrejmé,
ze ak b = 0, tak sa to neda.

Predpoklad 1.1: b # 0
Z (b) vyplyva p = —; a d'alej odéitanim rovnic (a) a (d) dostaneme

_(a—d)p d—a
B= 2 2
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Teraz, ak do rovnice (c) dosadime p=—+ a B = dT tak dostaneme

c=—b(A® + B?),
—ay2 wrdn2
bAQZ_c_bBQZ_C_b(d—Ta)QZ7bci(d?) :adibci(Td)
2 )

b b
d—be— (444)° d— be — (22
Az\/a Cb 557 ebo A:—\/a Cb &

Pretoze po dosadeni —¢ za ¢ a —A za A dostaneme t1 istd postupnost, mozeme
napevno zvolit napriklad prvi moznost, a teda mame uz vyjadrené

\/ad be — (‘”d) d—a 1

Este zostdva vyjadrit . Do rovnice (a) dosadime vyjadrenie (3) a mame

a = —Abcotg p — Bb,

cotggo\/ad bc — (“+d) =—otd,

odkial vyjadrime cotg ¢ za predpokladu, Ze ad — bc — (“7”)2 #0.

2
Predpoklad 1.2: ad — bc — (%"d> #0

Teraz sa zamyslime, & je nutné pozadovat aj to, aby bol vyraz pod odmocninou
kladny. Odmocnina zo zaporného ¢isla sa jednoducho napise ako redlny nasobok
imagindrnej jednotky i. Ako ale potom najdeme také ¢islo ¢, ktorého kotangens je

redlnym ndsobkom i? D4 sa to pomocou vztahov
.ef4+e™”
cotg(iz) =icotgh(z) = S p—

1
arccotg(iz) = iargcotgh(z) = ii In 2+

x—1
Podmienka na to, aby existoval arccotg(iz), je  # —1,z # 1. Vidime, ze vtedy
bude vyraz 7 z+l 1 definovany a nenulovy, a teda logarltmus bude existovat. Zaporny

argument v logarltme nés trapit nemusi, kedze uz sme sa zmierili s tym, Ze nadm
budi vychddzat aj komplexné éisla.

"“"‘d —ad + be

V nasom pripade, ak by bolo ad — bc — (Q—H)Q < 0, mame
2 —i

v
\/(%df—ad—i—bc a \/

a tento vyraz je definovany, ak okrem ad — bc — ( 5 ) # 0 je naviac splnend
podmienka

3

a+d a+d +
( = arccotg
+d

(%3
(a'z"d —ad + be
2

|24] £ 1/ (24)” — ad + be,



VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ OLYMPIADY 69

¢o je ekvivalentné s
ad — be # 0. (4)

Predpoklad 1.3: ad — bc # 0

Hodnoty A, B, ¢ uz teda mame urcené. Este sa pozrime, ako je to s ¢islom w =

arctg qOZB , ktoré sice vyzerd, ze existuje vzdy, ale pozor, argument arkus tangensu
je
d— d
G@o—B qo — 55 atbg— %

A \/ad—bc—<%d>2 \/ad—bc— (“%“‘1)2
b

a to nemusi byt redlne ¢islo. Arkus tangens je definovany pre vsetky komplexné
cisla okrem —i a i. Z toho dostaneme podmienku pre qo ako qo # B £ 1 A. Da
sa vSak ukdzat, ze ak gg = B +1i A, potom % = qo, a teda ide o konStantni
postupnost:

c+dg A*+ B?>+ (Acotgp —B)gy  A®+ B4 (Acotgyp — B)(B+iA)

a+bg Acotgp + B — qo N Acotgp+ B — (B+iA)
A(l £icotgp)

cotg p Fi

Predpoklad 1.4: g # B+iA

= B(cotgp Fi) + =B+iA=q.

Na zaver by este bolo vhodné odvodit podmienku, kedy rekurentny vztah (1)
uréuje nekoneéni postupnost. Inymi slovami, kedy si éleny takejto postupnosti
definované pre vsetky k. Argument tangensu musi spliiovat

kp+w# 5 +In, 1€Z,keN,
Cize
qo # Atg(5 — kp)+ B = Acotg(kp)+ B, keN.

Nase doterajsie zistenia teraz mozeme zhrnit do tvrdenia.

Tvrdenie 1. UvaZujme rekurentny vztah

qu:Z:ZZZ, k=0,1,2,3,... (1)
a predpokladajme, Ze b # 0, ad — bc — (%df #0,ad—bc#0,q#B+iA a
qo # Acotg(ky) + B, keN, (5)
kde
ad—be—(231)” -

5 , B:dQ;b“, p = arccotg ——=_———.
d—be— [ atd
a (& 2

Potom vztah (1) definuje nekoneéni postupnost {qi}req, ktorej céleny sa daji
zapisat v tvare

qr = Atg (ko + arctg QUZB) +B, k=12,3,...
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Ked uz toto vieme, pozrieme sa teraz, kedy je takato postupnost periodicka.
Predpokladajme, ze pre nejaké n > 1 plati gg = ¢y, teda
Atgw + B = Atg(ney +w) + B,
tgw = tg(ny + w).

To nastane jedine v tom pripade, ak existuje [ € Z, pre ktoré np = In. Pre
koeficienty a, b, ¢, d to znamen4, ze

_atd Ir
2 = = cotg —, le Z. (6)
+d n
Vad —be— (52)
K tomu treba pridat podmienku (5) pre g, ktora nam zaruéi, Ze ¢leny qy, .. ., ¢n_1

existuju, ze nedojde k deleniu nulou. Do nej mézeme dosadit ¢ = %r Dostaneme

k=1,2,. -1

d—be — (414
qo#Acotg(k%’)—i—B: \/a Cb ( 2 ) cotgkl—”+

2b’

Ak plati ad — bc — (“+d) < 0, tak © nie je redlne é&islo, takze postupnost vtedy
uréite nie je periodicka. AZ na jednu vynimku, ktord sa d4 lahko prehliadnut.
Pokial totiz vo vyjadreni &sla ¢ je ¢itatel nulovy, potom bez ohladu na to, ¢
menovatel je redlny alebo nie, dostaneme ¢ = arccotg0, a teda ¢ = 5 Postupnost
je v takom pripade vzdy periodicka s periédou 2.

Priklad 2. Majme napriklad rekurentnsj vztah

¢+ dgg 33—
a+bg, 1+aqs

Qi1 = k=0,1,2,3,...

Tedoa=b=—-d=1,c=3, ad —bc = —4, ad — bc — (“*d) =—-4<0, A=2j,
B=-1, ¢ =73, w=arctg qOH . Potom podla Tvrdenia 1 tento rekurentny vztah

definuje postupnost, ktorej cleny sa daji zapisat v tvare
ar = 2itg (kT +arctg M) — 1, k=1,2,3,...

pokial qo # Acotg(p) + B=B=—1aqy# B+iA, teda qo # —3 a qo # 1.
Mozeme sa o tom presvedcit. Ked do tohto vyjadrenia postupne dosadime k = 1
a k =2, dostaneme

o =2itg (% +arctg QOH) — 1 =2icotg (—arctg q"“) 1
_ o —2i
21Q0+11 —1l= QO+1’
g> = 2itg (7 + arctg 94H) — 1 = 2itg (arctg ) — 1 = gq.

Pokial'qy = B=Ei A, teda qo = —3 alebo qo = 1, dostdvame konstantni postupnost.

Zostalo este uréit, & by postupnost mohla byt periodicka aj v pripadoch, ked
b = 0 alebo ad — bc = 0 alebo ad — bc — (“TH)Q = 0, o ktorych zatial ni¢ nevieme.
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1.1. Pripad b=0

Pokial je b = 0, ide o postupnost dant vzfahom

C
Qk+1 = — + —qk,
a a

a da sa ukazat, Ze tato postupnost je periodickd jedine ak je sticasne konstantna
alebo ak a = —d a teda ide o postupnost gy 1 = £ — gk, ktord md najmensiu
periédu 2. Prosim ¢itatelov, aby si toto uz overili sami. Této konkrétna postupnost
ale tiez splita podmienku (6), pretoze v tomto pripade je a+d = 0 a podmienka (6)
je splnena pre [ =1, n = 2.

Naopak, ak je podmienka (6) splnend a sticasne b = 0, tak pod odmocninou nie
je kladné éislo. Takze ¢itatel musi byt nulovy, z toho a + d = 0. Postupnost je
teda periodickd a ma najmensiu periédu 2.

1.2. Pripad ad —bc =0

Ak ad —bc=0ab#0, tak

c+dq, bc+bdg, ad+bdg, d
= = = =—-, k=0,1,2,3,... 7
i1 a+bg, ba+b2q  ba+b2q b’ T Q

¢ize postupnost je periodickd prave vtedy ked qo = % aa+d#0,a vtedy je
kon§tantna.

V tomto pripade nemoze byt splnend podmienka (6) pre Ziadne hodnoty a, b,
c, d.

2
1.3. Pripad ad — bc — (a?-kd> =0

. ) . 2 . . ~ . 7z s
Pokial je ad — bc — (%d) = 0, vyjadrenie k-teho ¢Clena postupnosti ma tplne
iny tvar. Tento tvar je mozné tiez postupne aj uhadnut, napriklad ak si vypiseme
konkrétne postupnosti s touto vlastnostou.

Priklad 3. Majme napriklad rekurentnsj vztah

14 5qy,
1—4g

qk+1 =

so zaciatocnou hodnotou qo = 1.
Tedaa=1,b=—-4,c=1,d =5, ad — bc = (“;d)Q = 9. Vypiseme si prvych
niekolko ¢lenov postupnosti:

fackico = {1,-2.-1,~4.-5.-3},

—l-1>123°57779

—k—1
2k—1 "

Z toho odhadneme, Ze by mohlo byt q, =

Na zéklade tohto prikladu skisime zistit, ¢ by vSeobecne bolo mozné vyjadrit

qr vztahom g = ZZE’ Dosadenim za k& = 0 hned dostaneme, 7e ¢y = % a z toho
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“’Zﬂ“. Teraz to dosadime do
sk+1

rekurentného vztahu (1) a porovname pravi a lavi stranu

t #0,v = tgy. MoZeme polozit ¢t = 1 a mame g =

_ctdg C+d1ﬁiq1° (es + du)k + ¢+ dqo

a+bge a+b“£fl° ~ (as+bu)k +a+bgo’

wk+1)+q uk+u+qo

L = = = .
Tl = Sk+1)+1  sk+s+1

Pravi a lavd strana sa teda rovnaju, pokial pre nejaké p # 0 platia vzfahy

cs + du = pu,
as + bu = ps,
¢+ dgo = pu + pqo,
a+bgo = ps+p.
D4 sa ukézat, 7e tdto sistava mé4 riesSenie, ak plati p = %‘i. [’Jpravy veduce k
rieSeniu tu vynecham. Nakoniec dostaneme, ze v tomto pripade je g tvaru
(520 +¢) k + 540
(bao + 25) b+ =52

a z toho lahko odvodime podmienku, kedy je postupnost periodickd s periédou n,

qx = k=0,1,2,3,...

(F%q0 +¢)n+ “F4q0
(bgo + 25%) n + +4¢

= {o,

bgg + (a — d)g

S
\
o
Il
L

qgo = —5 -
Kvadratickd rovnica mé len toto jedno rieSenie, pretoze diskriminant je rovny
(%‘i)2 —ad + be = 0. Postupnost je teda periodickd, pokial je ¢o = 95% a vyraz v
menovateli a+bgy # 0. Kazdé n je vtedy periédou, postupnost je teda konstantna.
Nekonstantni periodickd postupnost v tomto pripade nedostaneme.

V tomto pripade nemdze byt splnend podmienka (6) pre Ziadne hodnoty a, b,
c, d.

1.4. Zhrnutie

Zistili sme teda, ze v pripade nesplnenia niektorého z predpokladov 1.1-1.4 je
postupnost periodicka jedine vtedy, ked je sticasne konstantnd, okrem Specialneho
pripadu postupnosti gx+1 = £ — g, ktord ma najmensiu periédu 2. Tato konkrétna
postupnost ale tiez splita podmienku (6). Takze podmienka (6) je nutnou podmien-
kou toho, aby naga postupnost bola periodickd a si¢asne nekonstantnd. Je to aj
postacujica podmienka? Ak je podmienka (6) splnend, potom urcite je splneny
aj predpoklad 1.2 a 1.3. A Co sa tyka predpokladu 1.1, tak v pripade, Ze nie je
splneny, plati a +d = 0 a ide tieZ o periodicki postupnost. Predpoklad 1.4 je
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splneny vizdy, ked postupnost nie je konstantnd. TakZe pokial ide o nekonstantni
postupnost, je podmienka (6) aj postacujtica.
Moézeme to zhrntt do nasledovného tvrdenia.

Tvrdenie 2. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqy
a+bgy’

Qhi1 = k=0,1,2,3,... (1)
a predpokladajme, Ze qo je také, Ze tento vztah nedefinuje konstantni postupnost.
Potom tento vztah definuje periodicki postupnost s periédou n prdve vtedy, ked
pre nejaké | € Z plati

—ed
= cotg —
n

\/ad—bc— (%d)

\/adfbcf (9 jr d—a
cotg — + ,
n 2b

k=1,2,...n—1.

2. ROVNICA (1) AKO SUSTAVA

Teraz si ukdzeme tplne iny postup rieSenia, kde nebudeme az tak odkazani na

uhadnutie tvaru rieSenia, ale zato sa nezaobideme bez nejakych teoretickych po-

znatkov. Namiesto jednej postupnosti {gx}- o uvazujme dve postupnosti {zy},,
oo s~ _ yfk . A~ z )

a{yrtp_o také, ze q = o= Rovnicu (1) potom moézeme napisat ako

d
Ykt _ CTR T 0Yk 6993
Tpt1  axk + by

Mozeme daf do rovnosti ¢itatele aj menovatele v tejto rovnici a dostaneme, Ze ak
dvojica postupnosti {zx}r o a {yr}re, je rieSenim sistavy

Tgp41 = aTy + by,

Yo+l =Tk +dyr, k=0,1,23,... (8)

a vSetky cleny zj si nenulové, potom postupnost {gx } p—, kde gx = g—i, je rieSenim
rovnice (1).

Vyjasnime si este dolezitti vec. Plat{ to aj naopak. Pokial postupnost {qx},—,
. o v , . . . .o ’ o0 o
je rieSenfm rovnice (1), potom existuje dvojica postupnosti {zx}, o a {yx}r_o,
ktord je rieSenim sustavy (8) a vSetky ¢leny xj st nenulové. Tieto postupnosti si

definované vztahmi

Thy1 = (a+ bar)ws, (9)
Yk = qkTk, k:O,1,2,37...

a zg je lubovolné nenulové &islo.
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3. MATICOVY TVAR SUSTAVY (8)

Komu matice nie si velmi po chuti, moéze tito ¢ast preskoéit. K vyrieSeniu ststa-
vy (8) matice nutne nepotrebujeme, ale ziskame tym novy pohlad na vec. Susta-
vu (8) mdzeme zapisat v maticovom tvare.

($k+1) _ (a b) ($k> . k=0,1,2,3,... (10)
Yh+1 ¢ d) \yr
x a b k X
& 0

— , k=1,23,... 11

)= a) () .

Mdme teda riegenie sistavy (8) vyjadrené explicitne. Z toho sice velmi nie je vidno,
ako vyzera postupnost {qk}zozo, ale mézeme pouzit tvrdenie, Ze ak st postupnosti
{zk}ieo a {yk e, periodické s rovnakou periédou, potom postupnost {gx}r- , je
tiez periodickd. A z vyjadrenia (11) vidime, Ze to nastane prave vtedy, ked pre

nejaké n € N bude
a b\" 10
(c5) =6 1) 12
ab

a teda matica (2%) je ,n-t4 odmocnina“ z matice (§ ). Toto vyzerd velmi jed-
noducho, ale az tak jednoduché to nie je. Nie je to ani jednozna¢né. Napriklad

)6 D=0 1)
LHED-6Y

takze to uz mame dve rézne ,druhé odmocniny“ z jednotkovej matice (§9).
Pomézeme si trochu poznatkami z tedrie matic. Su zndme roézne uzitoéné roz-
klady matice na suc¢in $pecidlnych matic. Nam tu pomoéze Jordanov rozklad matice.

Ked mame Iubovolnt stvorcovi maticu A s rozmermi 2 x 2, jej Jordanov rozklad
je tvaru

a z toho

ale aj

A=QJQ™,
kde matica J = (’\01 fz) mé na diagonale vlastné éisla matice A a matica Q7! je
inverzna k matici Q. (To znamend, ze QQ~' = Q'Q = (} 9).) Takyto Jordanov
rozklad vzdy existuje. Pokial vlastné &isla matice A st rozne, v pravom hornom
rohu matice J je 0. Pokial st rovnaké, v pravom hornom rohu matice J je 0 alebo 1.
Ako presne sa uréia hodnoty \;, g a matica Q, zatial nebudeme riesit. Zamerajme
sa d’alej na prvii moznost, teda predpokladajme, Ze vlastné éfsla st rozne.

Predpoklad 3.1: A\; # Ao
Pokial sa nasa matica stistavy d4 rozlozif tak, Ze matica J = (Aol 1), potom Iahko
2

spocitame, ze

(@ Z) =QJQTIQIQT - QIQTIQIQT =QJ"QT =Q (AO? AO”) @
’ 2
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a teda rovnicu (12) mozeme upravit nasledovne

a b\" A0 - 10
Q Q :Q(& w)Ql:<01)
Q'Q (Ao’f ;;) Q'Q=qQ" (é ‘f) Q.

A0\ (10
0o )" \o 1)

Z toho uz hned vidime, Ze rieSenim st také matice, ktorych vlastné &sla A1, Ay po
umocneni na n-tu daju jednotku. Ak by sme uvazovali len redlne ¢isla, je to ¢islo
1 a pre parne n aj ¢islo —1. Ak uvazujeme aj komplexné ¢isla, je to komplexna
n-td4 odmocnina z jednotky, ¢o su ¢isla tvaru
Y1 =% :cos%”l—i—isin%”l, [=0,1,...n—1.
Takze z toho vidime, Ze to, ako vyzerd matica @) zo Jordanovho rozkladu, nam
moze byt jedno, ale potrebujeme vediet, aké st vlastné ¢isla matice (¢ 4). Tie sa

poéitaji zo vztahu
a— A b
det ( . d_ >\> =0.

To nadm dé kvadratickd rovnicu A\? — (a + d)\ + ad — be = 0, ktorej riesenia st

)\1)2 = %d + \/(%d)2 —ad+bc.

Matice, ktoré spiﬁajti rovnicu (12), st teda také, ze

2 . o
a—gd + \/(“—'2"‘1) —ad+ bc = COSQT” +181n27”l pre nejaké [ € {0,1,...n — 1}.
To vyzera, Ze bude splnené, jedine pokial pod odmocninou bude zdporné &islo
(nula by ndm dala rovnaké vlastné éfsla). Potom dostaneme nasledovné vztahy
244 = con 2,

(13)

\/—(%d)Q—&—ad—bc:sinQ”l >0 prenejakél e {0,1,...n—1}.

n
Ale pozor, je tu jedna vynimka. Skidste na nu prist sami. Népoveda: Pozrite si
priklad 2.
Zo vztahov (13) dostaneme vyuzitfm zndmeho vzfahu sin® ¢ + cos? ¢ = 1 na-
sledovni podmienku pre a, b, ¢, d:

(54)7 - (55)" +ad—bo =1,
ad —bc = 1.

Rozdiel ad — be v skutoénosti ani nemusi byt rovny 1, staéi, ak je kladny. Mozeme
totiz napisat

c+ qu \/adcfbc + \/ac(lifbch
Qo1 = —p = 2 4 , k=0,1,2,3,... (14)
Ik vad—be + \/ad—bCQk
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a namiesto matice (‘Z Z) méme maticu

~ 7 b
(a lz) — ( vV ac(llfbc vV a(ébc)
¢ d Vad—be vad—bc

ktord spiﬁa
~ ~ ad be

ad — be = — =1

(Vad=bc)?2  (Vad—be)?
Namiesto vztahov (13) vtedy mdme vzfahy

at+d _ 27l

d 2
\/1_ (JJW) :sjn%ﬂl;«éo, pre nejaké [ € {0,1,...n —1}.

a dostavame tvrdenie.
Tvrdenie 3. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqy
a+bg’

Qi+1 = k=0,1,2,3,... (1)

a predpokladajme, Ze tento vztah definuje nekonecnii postupnost {qk},zio, Ak platit
=cos =& #£ +1, pre nejaké n,l € N, (15)

potom postupnost {qk}:io je periodickd s periddou n.
Priklad 4. Majme znova postupnost {qx},-, z prikladu 1,

V3 + g

dk+1 = 5

1 —/3q

— — — — ;77 5 — a+d — 1 _

teda a =1, b= —3, c =3, d=1. Vidime, ze ad — bc = 4, redThe — 2 =

cos (%) = cos (%’r) Z Twrdenia 3 dostdvame zdver, Ze tdto postupnost je periodickd
s periodou 6.

k=0,1,2,3,...

To je pravda, ale my vieme, Ze méa aj mensSiu periédu. Kde je teda chyba?
Nikde, len to znamen4, Ze nase podmienky stéle nie st nutné. Postupnost spfﬁajlica
podmienku (15) méze mat aj mensiu periédu, nez je najmensie n, pre ktoré plati
rovnost. A d'alej, stale este sme nezistovali, éi moze byt periodickd aj v pripade,
ked vlastné ¢isla matice sistavy si rovnaké a v pripade, ked’ postupnosti {zy }r
a {yk }reo S 1lou spojené nie su periodické s rovnakou periédou.

Na tieto d'algie zistenia uz budeme potrebovat vediet presny tvar riesenia (11).
Mohli by sme ho zistit aj tak, Zze by sme uréili maticu Q zo Jordanovho rozkladu
matice sustavy. Ale na to je treba eSte viac poznatkov z tedrie matic. Kto chce a
vie ako na to, nech si to tymto spésobom odvodi sam.
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4. RIESENIE SUSTAVY (8) A ROVNICE (1)

Pod'me teraz riegit ststavu

Tk+1 = axg + by,

Yk+1 = cx +dyr, k=0,1,2/3,... (8)
bez pouzitia matic. VyrieSime ju napriklad tak, ze z prvej rovnice vyjadrime y
a dosadime do druhej. To sa d4 za predpokladu, Ze b # 0. Pripad, ked b = 0, je
rozobraty v casti 1.1.

Predpoklad 4.1: b # 0

Dostaneme
Lb—al“k:yk, k=0,1,2,3,...
w:ykﬂ’ k=0,1,2,3,...
mQ—ibmmm:Cl‘k-i-dM’ k=0,1,2,3,...
Thto — (@ + d)zpyr + (ad —be)rp =0, k=0,1,2,3,... o)

Dostali sme sa k diferenénej rovnici (16), kde uz je len jedna nezndma, a vyskytuje

sa tam linedrna kombindcia troch po sebe idtcich ¢lenov tejto postupnosti.
Takéto rovnice maji (okrem trividlneho rieSenia z;, = 0) rieSenie v tvare xp =

A¥ kde X je nejaké redlne, pripadne komplexné ¢islo. Ze je to prave tento tvar, sa

vie. Kto to nevie, asi by sa chvilu potrapil, kym by na to prisiel. Ked' uz ale o tom

vieme, nie je fazké si to dosadenim overit a zistit, pre akd hodnotu A to vyjde.
Po dosadeni dostaneme

)\k+2_(a+d))\k+1+(ad_bc)>\k:07 k=0,1,2,3,...
N — (a4 d)X + (ad — be) = 0,

Ao =4+ \/(CLTM)2 —ad+be. (17

Ze to vysli rovnaké ¢isla, ako st vlastné éisla matice stistavy (10), nie je ziadna
nahoda.

Riegenim rovnice (16) je teda postupnost {/\’f}:io, aj postupnost {)\’2“};0:0 a aj
kazd4 postupnost {u)\]f + v)\lg}:io, kde u, v st Iubovolné komplexné &isla. O tom
sa d4 lahko presvedéit dosadenim. (V pripade, ze vyjde A\; = Ag, st este dalsie
tvary rieseni, ale tie si zatial nebudeme vsimat.) Vieme, ze ¢isla A1 2 nemusia vyjst
vzdy redlne, a takisto aj éisla u, v neobmedzime len na redlne. Daji sa zvolit tak,
aby vSetky ¢leny postupnosti {xk};’;o uz redlne boli. Ukdzeme si to na naSom
konkrétnom priklade.

Priklad 5. Majme znova postupnost {qi},-, z prikladu 1,

\/§+qk

dk+1 = —= k:07172337"'
* 1—V3q
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tedaa=1,b=—-v3,c=+3,d=1. Takéead—bc:zl,%d:l,)\m:lii\/g
a dostaneme tvar riesenia

k k Kk k
me=u(141v3) +0(1-1v3) =u2t ($+i2) +v2" (3 -1 )

=u2kel 3 4u2Fe 13 =4 2F (cos%ﬂ—i-lsm%”)—I—UQk (cos%”—lsm%“).

>

A z toho vidno, Ze pre u = *5*

zy, = 2% (@cos B + psin E7) | (18)

av= % dostaneme riesenie

ktoré uz je redlne.

Ked vieme tvar riesenia rovnice (16), mézeme uz z toho uréitf aj rieSenie rov-
nice (1), gx. To ziskame zo vztahu (9) ako
P a o _uAT ot k=0,1,2,3 19
T T e b b abeAl 5 P OhZSe (19)
Uz to je takmer ten hladany tvar rieSenia, ale eSte tam v tom vyjadreni sd é&isla
u, v namiesto qg. Mohlo by to sice vyzerat, Ze ich konkrétna hodnota nds nemusf
zaujimat, lebo to, & je postupnost periodickd, by uz z tohto malo byt vidno, ale
my sme zatial len zistili, Ze rieSenia rovnice (1) m6zu mat takyto tvar. Mali by sme
este overit, Ze nech zaéneme z akéhokolvek qq, d'alsie ¢leny uz bude tento vztah
popisovat pre nejaké konkrétne u, v.
Vztah medzi u, v a qo ziskame, ked za k dosadime v tomto vyjadreni nulu.
Potom mame

uA + VAo

b(u + v)
Vidime, ze pokial vztah plati pre nejakd dvojicu u, v, plati aj pre jej lubovolny
nenulovy nasobok. Mézeme teda zvolif «, v napriklad také, Ze u +v = 1. Potom z
rovnice (20) dostaneme

a

Cudi (1 —-u)he  a
qo = b b )
a+bgo — A2 = u(A1 — Aa). (21)
A tu vidime, Ze modze nastat problém. Pokial by A\; = Ay, potom by to platilo len
pre jedno konkrétne gy = %. Najskor dokoncime tvahy pre pripad A\ # As.

Predpoklad 4.2: A\; # Ao

Vtedy z rovnice (21) a z toho, ze u + v = 1 vypocitame
:a+bqo—>\2 v:a—i—bqo—)\l
A=Ay Ay = A1
¢o uz staéi dosadit do vztahu (19) a dostaneme vysledny tvar riesenia.

Zostéava eSte urcit podmienky pre qo. Vo vztahu (19) musi byt menovatel ne-
nulovy pre kazdé k. Dostaneme

buly + bus # 0,
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(a+bgo — M)A} # (a+bgo — M)A, k=0,1,2,3,...
(a—+bgo) N = X5) £ XXV — M NE £=0,1,2,3,...
Zhriime nase doterajsie zistenia opif do tvrdenia.
Tvrdenie 4. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqi

, k=0,1,2,3,... 1
a + by, (1)

qk+1 =

a oznacme Ao = %d:t\/(%df—ad—l—bc. Akb#0a X # X a
(a+0bgo)(NF — A5) # XAV — M AE, k=0,1,2,3,..., (22)
potom vztah (1) definuje nekoneéni postupnost {qi}r.,, ktorej céleny sa daji
zapisat v tvare
(a4bgo = MM = (a+bgo — AT @
b(a+ bgo — Aa) A\ — b(a + bgg — A1)\ b’

k. = k=1,2,3,... (23)
Teraz zistime, kedy je naSa postupnost periodickd. Predpokladajme, Ze pre
nejaké k = n > 1 plati ¢qo = ¢, a dosadme to do vzfahu (23). Upravami do-
staneme
_ (a+bgo = M)A —(a+bgo — M)A @
O Tpa+bgo — M)\ —bla+bgo — AN b
(a+bgo — M)ATT — (a4 bgo — M)A T
(@a+bgo — A2)AT — (@ +bgo — A\)AY

a+bgo =

(a+bgo)(a+ bgo — A2) AT
—(a+bgo)(a+ bgo — M)A = (a+ bgo — )\Q)A’fH — (a+bgo — )\1))\3“,
0= ((l + bqO — )\1)(& + bqo — )\2)()\? — )\3)

Vidime, Ze postupnost je konstantnd, pokial a + bgyg = A1 alebo a + bgy = X2 a
periodické a st¢asne nekonstantnd je prave vtedy, ked

A = A0 pre nejaké n > 2. (24)

Tu vidno, pre¢o nam vysla v naSom priklade pomocou predchadzajiceho mati-
cového postupu len periéda 6, aj ked existuje aj periéda 3. V skuto¢nosti totiz
nemusi byt A} = A} = 1, stac¢i, aby bol ich podiel rovny jednej. Predpokladali sme,
7e A1 # Ag. TakZe aby platilo A} = \J, tak bud A\; = —\y alebo st to komplexné
cisla.

Ak je A1 = —)\g, ide o §pecialny pripad, ktory nastane, pokial azﬂ = 0.
Najmensia periéda je vtedy 2. Na tento typ Specidalneho pripadu sme natrafili
aj v prvej casti a je tam k tomu uvedeny priklad 2.

Ak st Aq, A2 komplexné cisla, potom je z ich tvaru jasné, ze su komplexne
zdruzené a daji sa teda zapisat ako A\; o = r(cosg +ising) = reti®. Z toho
dostavame, ze

(M12)" =" e 1™ = " [cos(nyp) + isin(ngp)]
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A" -
<)\1> = 21" = cos(2ny) + isin(2ny).
2

Teda vidime, Ze postupnost bude mat vzdy aj poloviéni periédu z periédy, ktora,
vyjde z podmienky (15).

Este predtym, nez sa pozrieme na pripad, ked je A\ = Ao, zamyslime sa nad
tym, ako je mozné, Ze nam tvar riesenia (23) vysiel tak nepekne, ked v konkrétnom
priklade 1 vysiel tvar rieSenia

Ak :tg (arCtg(qo)—i_k%) ) k:0517273a"'

a aj v inych pripadoch ocakavame, ze to bude posunuty tangens?
Ukézeme si, ako sa k tomu tvaru s tangensom d4 dostat, na nasom konkrétnom
priklade.

Priklad 6 (Pokracovanie prikladu 5). Uz sme zistili v priklade 5, Ze riesenie
rovnice (16) je v tomto pripade mozné napisat ako

xp =28 (ﬂcos%”Jrf)sin%”) , (18)
a toto mozeme dosadit do (19). Dostaneme
2k+1 (ﬂcos UH'TD” + ¥sin UH'TD”)
e = —+/3 2k (ﬂcos%”—i—f)sin%”) +%
2 (&cos%“cos% —ﬂsin%’rsing —i—f}sin%’rcos% + Usin § cos %’T)
—V/3 (i cos %’r + ¥sin %’T)

+
Sl

V3 — i/3tg Ex
_ 3 _ f 55 k=0,1,2,3,...
—V3(a+0tg &)
Teraz urcéime ¢isla u,v tak, aby sme pre k = 0 dostali qo.
3 =D
q = — = -,
0 —\/31 U
takze mézeme poloZit @ = 1,0 = —qo. Vrdtime sa k vijrazu pre q, a dosadime to
tam. Dostaneme

QOﬂLtg%7r
qr = ————— =tg (arctg(qo) + k%), k=1,2,3,...
1—(10th%7r ( 3>

Podobne by sa tento tvar dal odvodit aj vSeobecne. Nebudeme si to tu uz
ukazovat, postup by bol analogicky a vysledok uz poznidme.

4.1. Pripad A1 = A\s

Teraz zostava vysetrit moznost, ked A\; = \o. Ako budd potom vyzeraf rieSenia
rovnice (1)? Uréite nebudd moct mat tvar (19), jedine ak by go = 22-%. Zo
vztahu (17) dostaneme, Ze ak A\; = Ay, potom je

ad — bc = (%)2 > 0.
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Ak by nastala rovnost, ad — bc = 0 a z toho (stdle mame aj predpoklad, Ze
b # 0) dostavame, 7e ide o konstantni postupnost, vid (7).

Dalej ak je ad — be > 0, mozeme predpokladat, ze ad — be = 1. Inak by sme
rovnicu (1) upravili ako v (14). Sta&f teda uz len vySetrit pripad, ked je ad—bc = 1
a a + d = £2. Rovnica (16) vtedy bude

Tpto 2Tk +2, =0, k=0,1,2,3,...
Rozoberme postupne obe moznosti. V prvom pripade po Uprave mame rovnicu
Tk4+2 — Te41 = Th41 — Tk, k=0,1,2,3,...

¢ize rozdiel dvoch po sebe idicich €lenov je konstantny a teda vzfah pre k-ty clen
je
xp =x0+k(z1 —2x0), k=1,2,3,...

Potom
_ T a_wot+(k+1)(z1—x0) a
W= bar b blzo+ k(zy —x0) b
_ 1—
- ki % k=0,1,2,3,...

b(xo + k(x1 — ) b

Z toho uz vidime, Ze tdto postupnost je periodicks jedine ak z1 = xo a vtedy je
kon§tantna, gy = qx = 177‘1.

V druhom pripade po tprave mame rovnicu
Tpyo + Thp1 = —(Tpg1 + ), £=0,1,2,3,...

z ¢oho je mozné odvodit (alebo odhadntt a overit dosadenim) vztah pre k-ty ¢len,
ktory je
zp = (—1)F(zo — k(zo + 21)), k=1,2,3,...

Potom
DM o — (k+ (o + 1) a
= TN (@ — k(wo + @) b
To + X1 1+a
= — , k=1,2,3,...
b(xo — k(zg + x1)) b
Z toho uz vidime, Ze tato postupnost je periodickd jedine ak x1 = —zg a vtedy je

—1l—a
b

kon§tantna, gy = qx =

4.2. Zhrnutie

Teraz vyhodnotime, ¢i je podmienka (24) spolu s podmienkou (22) nutné a posta-
¢ujica na to, aby nasa postupnost bola periodick4 v pripade, Ze je nekonstantna.
Za predpokladu 4.1 a 4.2 sme to uz ukazali.

Ak nie je splneny predpoklad 4.1, teda b = 0, potom je postupnost periodickd
jedine vtedy, ked' je sti¢asne konstantna, okrem $pecialneho pripadu, ked a+d = 0.
V tomto pripade je ale A1 o = +a, takze A3 = A3 a podmienka (24) je splnend pre
n=2.
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Ak nie je splneny predpoklad 4.2, teda A\; = \g, je postupnost periodické jedine
vtedy, ked je sicasne konstantnd.

Naopak, ak sd splnené podmienky (24),(22), potom je splneny aj predpoklad
4.2. A ¢o sa tyka predpokladu 4.1, ak b = 0, potom A\; = a a Ay = d, takze
podmienka (24) ndm dd a = —d a postupnost teda je periodicka.

Teraz si to opit celé zhrnieme do tvrdenia.

Tvrdenie 5. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqy
a+bg’

dk+1 = k:0,1,2,37... (1)

a predpokladajme, Ze qy je také, Ze tento vztah nedefinuje konstantni postupnost.
Potom tento vztah definuje periodicki postupnost s periddou n prdve vtedy, ked

n __\n
1_>‘2

(a+bgo)(Af = A5) # XAt = MiA5, k=1,2,3,...,n—1,

mehgza;ht¢0¢%2—ad+m.

5. ZAVER
Rovnicu
c+ dqy,
= k=0,1,2,3,... 1
dk+1 a+bqk7 y Ly Ly Dy ()

sme postupne riesili troma pristupmi. Prvy postup bol najmenej teoreticky, ale
bolo tam nutné podla konkrétneho prikladu dopredu odhadnif tvar riesenia a
nevyhli sme sa tam ani praci s komplexnymi ¢islami.

V druhom postupe sa vyuzivala tedéria matic. Kto ju poznd, pravdepodobne by
tymto sposobom rychle dosiel k spravnemu vysledku.

V trefom postupe sme riesili diferenéné rovnice, u ktorych sa dalo aj bez znalosti
ich tedrie nejak dopracovat k rieseniam, ale ak niekto teériu pozn4, m4 aj tu dost
velki vyhodu. Tymto postupom sme to dotiahli aZz do konca a rozobrali vietky
moznosti, ale vysledny vSeobecny tvar rieSenia bol dost neprehladny a vystupovali
v flom komplexné &fsla. Jeho d'alsie ipravy by boli este moZné, ale uz sme sa nimi
nezaoberali.

Vo vsetkych postupoch sme sa réznymi sposobmi dopracovali k vetveniu — raz
to bolo delenie nenulovym vyrazom, raz to boli rozne alebo rovnaké vlastné ¢isla
matice, raz nenulovy alebo nulovy diskriminant, vzdy ale ilo o t1 isti podmienku
pre koeficienty a, b, ¢, d:

ad —be # (252)* alebo ad — be = (%54)?.

Ukézalo sa, Ze periodické nekonstantné rieenie moézeme dostat len v prvom pripade
a zistili sme, ze vtedy sa v explicitnom tvare rieSenia objavuju goniometrické funk-
cie. Tento explicitny tvar rieSenia je uvedeny v Tvrdeni 1 a jeho zapis pomocou
vlastnych &fsiel je v Tvrdeni 4. V pripade, Ze ide o nekonstantnii postupnost, sme
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odvodili nutné a postacujicu podmienka na to, aby tato postupnost bola perio-
dické. Je uvedend v Tvrdeni 2 a v inom tvare aj v Tvrdeni 5. Ci je to uréite t4 ist4
podmienka, len inak zapisand, uz nech si kazdy premysli sdm. Postacujica podmi-
enka je uvedend aj v Tvrdeni 3. Vo vsetkych troch pripadoch vidno, ze dolezita je

hodnota
a+d

2v/ad — be’
Je zrejmé, Zze namiesto koeficientov a, b, ¢, d mozeme uvazovat ich Tubovolné
nenulové nasobky a dostaneme td istd postupnost. Z naSich dvah vyplynulo, Ze
by bolo vyhodné uvazovat také koeficienty, pre ktoré plati ad — bc = 1. To je

mo7né dosiahnut tipravou uvedenou v (14), pokial pre povodné koeficienty plati
ad — be # 0.
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