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VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ

MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY

VIERA ŠTOUDKOVÁ RŮŽIČKOVÁ

Abstrakt. Článok je motivovaný pŕıkladom z Internetovej matematickej olympiá-

dy pre študentov stredných škôl o postupnosti zadanej rekurentným vzt’ahom, ktorý

je špeciálnym pŕıpadom Riccatiho rovnice. V tomto texte je diskutovaných niekol’ko
pŕıstupov k riešeniu o niečo všeobecneǰsej úlohy.

Ústav matematiky na FSI VUT v Brne každoročne organizuje matematickú
sút’až pre študentov stredných škôl v Česku a na Slovensku, doteraz známu ako
Internetová matematická olympiáda. V novembri v roku 2021 prebehol už jej
štrnásty ročńık. Na pŕıprave pŕıkladov a ich vyhodnoteńı sa nemalou mierou
podiel’ajú študenti oboru Matematické inženýrstv́ı a oboru Aplikovaná matema-
tika. Na stránkach matholymp.fme.vutbr.cz je možné nájst’ zadania aj riešenia
pŕıkladov zo všetkých ročńıkov.

Tento pŕıspevok je piaty v porad́ı na túto tému a je celý o postupnosti zadanej
rekurentným vzt’ahom a zist’ovańı, kedy je táto postupnost’ periodická.

V roku 2020 sa na sút’aži objavil nasledujúci pŕıklad s postupnost’ou.

Pŕıklad 1. Uvažujme rekurentńı vztah

ak+1 =

√
3 + ak

1−
√

3ak
, k ∈ N = {1, 2, 3, . . . }.

Otázka: Pro které hodnoty a1 definuje tento rekurentńı vztah periodickou po-
sloupnost reálných č́ısel? Jaká je jej́ı nejmenš́ı perioda?

Např́ıklad pro a1 = 0 definuje tento rekurentńı vztah posloupnost

a1 = 0, a2 =

√
3 + a1

1−
√

3a1
=
√

3, a3 =

√
3 + a2

1−
√

3a2
= −
√

3,

a4 =

√
3 + a3

1−
√

3a3
= 0, a5 =

√
3, . . .

Tato posloupnost je periodická s nejmenš́ı periodou d = 3.
Poznámka: Posloupnost {ak}∞k=1 se nazývá periodická s periodou d, pokud pro

každé k ∈ N = {1, 2, 3, . . . } plat́ı ak = ak+d.
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Řešeńı: Naṕı̌seme si č́ıslo
√

3 ve tvaru
√

3 = tg(60◦) a č́ıslo a1 ve tvaru a1 =
tg(α), kde −90◦ < α < 90◦. Pak z rekurentńıho vztahu a př́ıslušného goniomet-
rického vzorce máme

a2 =
tg(60◦) + tg(α)

1− tg(60◦) tg(α)
= tg(α+ 60◦), pokud α 6= 30◦,

a3 =
tg(60◦) + tg(α+ 60◦)

1− tg(60◦) tg(α+ 60◦)
= tg(α+ 120◦), pokud α 6= −30◦,

a4 =
tg(60◦) + tg(α+ 120◦)

1− tg(60◦) tg(α+ 120◦)
= tg(α+ 180◦) = tg(α) = a1.

Každá posloupnost definovaná daným rekurentńım vztahem je tedy periodická s
nejmenš́ı periodou 3, pokud a1 6= tg(30◦) = 1√

3
a a1 6= tg(−30◦) = −1√

3
.

Pŕıklad bolo možné riešit’ aj tak, že sa postupným dosadzovańım a úpravami
odvodil vzt’ah medzi ak a ak+2 a potom d’alej aj medzi ak a ak+3 a ukázalo sa,
že ak = ak+3. Vyššie uvedené riešenie využ́ıva to, že rekurentný vzt’ah je možné
chápat’ ako posunutý tangens. Na tento postup nikto zo sút’ažiacich neprǐsiel.

V tomto texte by som chcela ukázat’, že s tým tangensom nešlo o nejakú náhodu,
že je to pre tento typ postupnost́ı celkom obvyklé, a pozrieme sa aj na to, ako je
to s tou periodickost’ou. Majme teda takúto úlohu:

Úloha 1. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

Otázka: Pre ktoré hodnoty a, b, c, d, q0 definuje tento rekurentný vzt’ah periodickú
postupnost’ reálnych č́ısiel? Aká je jej najmenšia perióda?

Rovnica (1) sa nazýva Riccatiho diferenčná rovnica (existuje aj jej spojitá ver-
zia, Riccatiho diferenciálna rovnica) a vo všeobecnosti môžu koeficienty a, b, c, d
byt’ závislé od k. My tu teda máme jej špeciálny pŕıpad. Riešeńım takejto rov-

nice je postupnost’, ktorej všetky členy sṕlňajú daný rekurentný vzt’ah. Aby sme
mohli odpovedat’ na otázku v úlohe 1, bolo by vhodné mat’ explicitné vyjadrenie
jej k-teho člena, teda také, ktoré už záviśı len od q0, k, a, b, c, d.

Napŕıklad, ked’ sa pozrieme na pŕıklad 1, kde máme a = 1, b = −
√

3, c =√
3, d = 1, tak z postupu riešenia vid́ıme, že k-tý člen sa dá vyjadrit’ ako

qk = tg
(

arctg(q0) + k π3
)
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Ukážem tu teraz niekol’ko možných (nie úplne učebnicových) postupov, ako sa
dá dopracovat’ k riešeniam rovnice (1) a odpovedi na otázku v úlohe 1. Budem sa
tvárit’, že toho o riešeńı diferenčných rovńıc vel’a nevieme.

Ešte pre istotu dopredu upozorńım, že napriek tomu, že ide o na pohl’ad jedno-
duchú vec, nevyhneme sa zložiteǰśım výrazom a komplexným č́ıslam.
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1. Riešenie rovnice (1) ako posunutý tangens

Povedzme, že sme si preč́ıtali riešenie pŕıkladu 1 a na základe toho nás napadla
otázka: Dá sa riešenie úlohy 1 v pŕıpade, že postupnost’ je periodická, vždy naṕısat’

ako nejaký posunutý tangens? Skúsme to zistit’.

Predpokladajme, že nejaká postupnost’ {qk}∞k=0 sa dá zaṕısat’ v tvare

qk = A tg(kϕ+ ω) +B, k = 0, 1, 2, 3, . . . , (2)

kde A 6= 0 a ω = arctg q0−B
A . Môžeme d’alej predpokladat’, že ϕ 6= lπ, l ∈ Z,

lebo v takom pŕıpade by to bola nezauj́ımavá konštantná postupnost’. Konštantná
postupnost’ sa dá v tvare (2) očividne naṕısat’ vždy. Napŕıklad

qk = tg(kπ) + q0, k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Pre každé uvažované ϕ je teda definovaná hodnota cotgϕ a s využit́ım súčtových
vzorcov pre goniometrické funkcie môžeme odvodit’ nasledovný vzt’ah medzi qk a
qk+1:

qk+1 = A tg((k + 1)ϕ+ ω) +B = A tg((kϕ+ ω) + ϕ) +B

= A
sin((kϕ+ ω) + ϕ)

cos((kϕ+ ω) + ϕ)
+B = A

sin(kϕ+ ω) cosϕ+ cos(kϕ+ ω) sinϕ

cos(kϕ+ ω) cosϕ− sin(kϕ+ ω) sinϕ
+B

= A
tg(kϕ+ ω) cotgϕ+ 1

cotgϕ− tg(kϕ+ ω)
+B =

A+B cotgϕ+ (A cotgϕ−B) tg(kϕ+ ω)

cotgϕ− tg(kϕ+ ω)

=
A2 +B2 + (A cotgϕ−B)(A tg(kϕ+ ω) +B)

A cotgϕ+B − (A tg(kϕ+ ω) +B)

=
A2 +B2 + (A cotgϕ−B)qk

A cotgϕ+B − qk
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Vid́ıme, že tento vzt’ah skutočne vyzerá rovnako ako vzt’ah z rovnice (1). Naša
postupnost’ {qk}∞k=0 teda vyhovuje rovnici (1), kde a, b, c, d sú také, že

ap = A cotgϕ+B, (a)

bp = −1, (b)

cp = A2 +B2, (c)

dp = A cotgϕ−B, (d)

pre nejaké p 6= 0. My by sme to ale potrebovali naopak, vyjadrit’ A, B, ϕ pomocou
a, b, c, d. To sa z tohto dá odvodit’ tiež, ale len za istých podmienok. Je zrejmé,
že ak b = 0, tak sa to nedá.

Predpoklad 1.1: b 6= 0

Z (b) vyplýva p = − 1
b a d’alej odč́ıtańım rovńıc (a) a (d) dostaneme

B =
(a− d)p

2
=
d− a

2b
.
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Teraz, ak do rovnice (c) dosad́ıme p = − 1
b a B = d−a

2b , tak dostaneme

c = −b(A2 +B2),

bA2 = −c− bB2 = −c− b
(
d−a
2b

)2
=
−bc−

(
d−a
2

)2
b

=
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

,

A =

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

alebo A = −

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

.

Pretože po dosadeńı −ϕ za ϕ a −A za A dostaneme tú istú postupnost’, môžeme
napevno zvolit’ napŕıklad prvú možnost’, a teda máme už vyjadrené

A =

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

, B =
d− a

2b
, p = −1

b
. (3)

Ešte zostáva vyjadrit’ ϕ. Do rovnice (a) dosad́ıme vyjadrenie (3) a máme

a = −Ab cotgϕ−Bb,

cotgϕ

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
= −a+d2 ,

odkial’ vyjadŕıme cotgϕ za predpokladu, že ad− bc−
(
a+d
2

)2 6= 0.

Predpoklad 1.2: ad− bc−
(

a+d
2

)2
6= 0

Teraz sa zamyslime, či je nutné požadovat’ aj to, aby bol výraz pod odmocninou
kladný. Odmocnina zo záporného č́ısla sa jednoducho naṕı̌se ako reálny násobok
imaginárnej jednotky i. Ako ale potom nájdeme také č́ıslo ϕ, ktorého kotangens je
reálnym násobkom i? Dá sa to pomocou vzt’ahov

cotg(ix) = i cotgh(x) = i
ex + e−x

ex− e−x
,

arccotg(ix) = i argcotgh(x) = i
1

2
ln x+1

x−1 .

Podmienka na to, aby existoval arccotg(ix), je x 6= −1, x 6= 1. Vid́ıme, že vtedy
bude výraz x+1

x−1 definovaný a nenulový, a teda logaritmus bude existovat’. Záporný

argument v logaritme nás trápit’ nemuśı, ked’že už sme sa zmierili s tým, že nám
budú vychádzat’ aj komplexné č́ısla.

V našom pŕıpade, ak by bolo ad− bc−
(
a+d
2

)2
< 0, máme

ϕ = arccotg
i a+d2√(

a+d
2

)2 − ad+ bc
= i 1

2 ln

a+d
2 +

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc

a+d
2 −

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc
,

a tento výraz je definovaný, ak okrem ad − bc −
(
a+d
2

)2 6= 0 je naviac splnená
podmienka ∣∣a+d

2

∣∣ 6= √(a+d2 )2 − ad+ bc,
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čo je ekvivalentné s
ad− bc 6= 0. (4)

Predpoklad 1.3: ad− bc 6= 0

Hodnoty A, B, ϕ už teda máme určené. Ešte sa pozrime, ako je to s č́ıslom ω =
arctg q0−B

A , ktoré śıce vyzerá, že existuje vždy, ale pozor, argument arkus tangensu
je

q0 −B
A

=
q0 − d−a

2b√
ad−bc−

(
a+d
2

)2

b

=
a+ bq0 − a+d

2√
ad− bc−

(
a+d
2

)2 ,
a to nemuśı byt’ reálne č́ıslo. Arkus tangens je definovaný pre všetky komplexné
č́ısla okrem − i a i. Z toho dostaneme podmienku pre q0 ako q0 6= B ± iA. Dá
sa však ukázat’, že ak q0 = B ± iA, potom c+dq0

a+bq0
= q0, a teda ide o konštantnú

postupnost’:

c+ dq0
a+ bq0

=
A2 +B2 + (A cotgϕ−B)q0

A cotgϕ+B − q0
=
A2 +B2 + (A cotgϕ−B)(B ± iA)

A cotgϕ+B − (B ± iA)

= B(cotgϕ∓ i) +
A(1± i cotgϕ)

cotgϕ∓ i
= B ± iA = q0.

Predpoklad 1.4: q0 6= B ± iA

Na záver by ešte bolo vhodné odvodit’ podmienku, kedy rekurentný vzt’ah (1)
určuje nekonečnú postupnost’. Inými slovami, kedy sú členy takejto postupnosti
definované pre všetky k. Argument tangensu muśı splňovat’

kϕ+ ω 6= π
2 + lπ, l ∈ Z, k ∈ N,

čiže
q0 6= A tg(π2 − kϕ) +B = A cotg(kϕ) +B, k ∈ N.

Naše doteraǰsie zistenia teraz môžeme zhrnút’ do tvrdenia.

Tvrdenie 1. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a predpokladajme, že b 6= 0, ad− bc−
(
a+d
2

)2 6= 0, ad− bc 6= 0, q0 6= B ± iA a

q0 6= A cotg(kϕ) +B, k ∈ N, (5)

kde

A =

√
ad−bc−( a+d2 )

2

b , B = d−a
2b , ϕ = arccotg

−a+d2√
ad−bc−

(
a+d
2

)2
.

Potom vzt’ah (1) definuje nekonečnú postupnost’ {qk}∞k=0, ktorej členy sa dajú
zaṕısat’ v tvare

qk = A tg
(
kϕ+ arctg q0−B

A

)
+B, k = 1, 2, 3, . . .
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Ked’ už toto vieme, pozrieme sa teraz, kedy je takáto postupnost’ periodická.
Predpokladajme, že pre nejaké n ≥ 1 plat́ı q0 = qn, teda

A tgω +B = A tg(nϕ+ ω) +B,

tgω = tg(nϕ+ ω).

To nastane jedine v tom pŕıpade, ak existuje l ∈ Z, pre ktoré nϕ = lπ. Pre
koeficienty a, b, c, d to znamená, že

−a+d2√
ad− bc−

(
a+d
2

)2 = cotg
lπ

n
, l ∈ Z. (6)

K tomu treba pridat’ podmienku (5) pre q0, ktorá nám zaruč́ı, že členy q1, . . . , qn−1
existujú, že nedôjde k deleniu nulou. Do nej môžeme dosadit’ ϕ = lπ

n . Dostaneme

q0 6= A cotg
(
k lπn
)

+B =

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

cotg klπ
n + d−a

2b , k = 1, 2, . . . n− 1.

Ak plat́ı ad− bc−
(
a+d
2

)2
< 0, tak ϕ nie je reálne č́ıslo, takže postupnost’ vtedy

určite nie je periodická. Až na jednu výnimku, ktorá sa dá l’ahko prehliadnut’.
Pokial’ totiž vo vyjadreńı č́ısla ϕ je čitatel’ nulový, potom bez ohl’adu na to, či
menovatel’ je reálny alebo nie, dostaneme ϕ = arccotg 0, a teda ϕ = π

2 . Postupnost’

je v takom pŕıpade vždy periodická s periódou 2.

Pŕıklad 2. Majme napŕıklad rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

=
3− qk
1 + qk

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Teda a = b = −d = 1, c = 3, ad− bc = −4, ad− bc−
(
a+d
2

)2
= −4 < 0, A = 2 i,

B = −1, ϕ = π
2 , ω = arctg q0+1

2 i . Potom podl’a Tvrdenia 1 tento rekurentný vzt’ah
definuje postupnost’, ktorej členy sa dajú zaṕısat’ v tvare

qk = 2 i tg
(
k π2 + arctg q0+1

2 i

)
− 1, k = 1, 2, 3, . . .

pokial’ q0 6= A cotg(ϕ) +B = B = −1 a q0 6= B ± iA, teda q0 6= −3 a q0 6= 1.
Môžeme sa o tom presvedčit’. Ked’ do tohto vyjadrenia postupne dosad́ıme k = 1

a k = 2, dostaneme

q1 = 2 i tg
(
π
2 + arctg q0+1

2 i

)
− 1 = 2 i cotg

(
− arctg q0+1

2 i

)
− 1

= 2 i −2 i
q0+1 − 1 = 3−q0

q0+1 ,

q2 = 2 i tg
(
π + arctg q0+1

2 i

)
− 1 = 2 i tg

(
arctg q0+1

2 i

)
− 1 = q0.

Pokial’ q0 = B± iA, teda q0 = −3 alebo q0 = 1, dostávame konštantnú postupnost’.

Zostalo ešte určit’, či by postupnost’ mohla byt’ periodická aj v pŕıpadoch, ked’

b = 0 alebo ad− bc = 0 alebo ad− bc−
(
a+d
2

)2
= 0, o ktorých zatial’ nič nevieme.
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1.1. Pŕıpad b = 0

Pokial’ je b = 0, ide o postupnost’ danú vzt’ahom

qk+1 =
c

a
+
d

a
qk,

a dá sa ukázat’, že táto postupnost’ je periodická jedine ak je súčasne konštantná
alebo ak a = −d a teda ide o postupnost’ qk+1 = c

a − qk, ktorá má najmenšiu
periódu 2. Prośım čitatel’ov, aby si toto už overili sami. Táto konkrétna postupnost’

ale tiež sṕlňa podmienku (6), pretože v tomto pŕıpade je a+d = 0 a podmienka (6)
je splnená pre l = 1, n = 2.

Naopak, ak je podmienka (6) splnená a súčasne b = 0, tak pod odmocninou nie
je kladné č́ıslo. Takže čitatel’ muśı byt’ nulový, z toho a + d = 0. Postupnost’ je
teda periodická a má najmenšiu periódu 2.

1.2. Pŕıpad ad− bc = 0

Ak ad− bc = 0 a b 6= 0, tak

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

=
bc+ bdqk
ba+ b2qk

=
ad+ bdqk
ba+ b2qk

=
d

b
, k = 0, 1, 2, 3, . . . (7)

čiže postupnost’ je periodická práve vtedy ked’ q0 = d
b a a + d 6= 0, a vtedy je

konštantná.
V tomto pŕıpade nemôže byt’ splnená podmienka (6) pre žiadne hodnoty a, b,

c, d.

1.3. Pŕıpad ad− bc−
(

a+d
2

)2
= 0

Pokial’ je ad − bc −
(
a+d
2

)2
= 0, vyjadrenie k-teho člena postupnosti má úplne

iný tvar. Tento tvar je možné tiež postupne aj uhádnut’, napŕıklad ak si vyṕı̌seme
konkrétne postupnosti s touto vlastnost’ou.

Pŕıklad 3. Majme napŕıklad rekurentný vzt’ah

qk+1 =
1 + 5qk
1− 4qk

so začiatočnou hodnotou q0 = 1.

Teda a = 1, b = −4, c = 1, d = 5, ad − bc =
(
a+d
2

)2
= 9. Vyṕı̌seme si prvých

niekol’ko členov postupnosti:

{qk}5k=0 =
{

1,−2,−1,− 4
5 ,−

5
7 ,−

2
3

}
,

=
{−1
−1 ,

−2
1 ,
−3
3 ,
−4
5 ,
−5
7 ,
−6
9

}
Z toho odhadneme, že by mohlo byt’ qk = −k−1

2k−1 .

Na základe tohto pŕıkladu skúsime zistit’, či by všeobecne bolo možné vyjadrit’

qk vzt’ahom qk = uk+v
sk+t . Dosadeńım za k = 0 hned’ dostaneme, že q0 = v

t a z toho
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t 6= 0, v = tq0. Môžeme položit’ t = 1 a máme qk = uk+q0
sk+1 . Teraz to dosad́ıme do

rekurentného vzt’ahu (1) a porovnáme pravú a l’avú stranu

P =
c+ dqk
a+ bqk

=
c+ duk+q0sk+1

a+ buk+q0sk+1

=
(cs+ du)k + c+ dq0
(as+ bu)k + a+ bq0

,

L = qk+1 =
u(k + 1) + q0
s(k + 1) + 1

=
uk + u+ q0
sk + s+ 1

.

Pravá a l’avá strana sa teda rovnajú, pokial’ pre nejaké p 6= 0 platia vzt’ahy

cs+ du = pu,

as+ bu = ps,

c+ dq0 = pu+ pq0,

a+ bq0 = ps+ p.

Dá sa ukázat’, že táto sústava má riešenie, ak plat́ı p = a+d
2 . Úpravy vedúce k

riešeniu tu vynechám. Nakoniec dostaneme, že v tomto pŕıpade je qk tvaru

qk =

(
d−a
2 q0 + c

)
k + a+d

2 q0(
bq0 + a−d

2

)
k + a+d

2

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

a z toho l’ahko odvod́ıme podmienku, kedy je postupnost’ periodická s periódou n,(
d−a
2 q0 + c

)
n+ a+d

2 q0(
bq0 + a−d

2

)
n+ a+d

2

= q0,

d−a
2 q0 + c =

(
bq0 + a−d

2

)
q0,

bq20 + (a− d)q0 − c = 0,

q0 = d−a
2 .

Kvadratická rovnica má len toto jedno riešenie, pretože diskriminant je rovný(
a+d
2

)2− ad+ bc = 0. Postupnost’ je teda periodická, pokial’ je q0 = d−a
2 a výraz v

menovateli a+bq0 6= 0. Každé n je vtedy periódou, postupnost’ je teda konštantná.
Nekonštantnú periodickú postupnost’ v tomto pŕıpade nedostaneme.

V tomto pŕıpade nemôže byt’ splnená podmienka (6) pre žiadne hodnoty a, b,
c, d.

1.4. Zhrnutie

Zistili sme teda, že v pŕıpade nesplnenia niektorého z predpokladov 1.1–1.4 je
postupnost’ periodická jedine vtedy, ked’ je súčasne konštantná, okrem špeciálneho
pŕıpadu postupnosti qk+1 = c

a−qk, ktorá má najmenšiu periódu 2. Táto konkrétna

postupnost’ ale tiež sṕlňa podmienku (6). Takže podmienka (6) je nutnou podmien-
kou toho, aby naša postupnost’ bola periodická a súčasne nekonštantná. Je to aj
postačujúca podmienka? Ak je podmienka (6) splnená, potom určite je splnený
aj predpoklad 1.2 a 1.3. A čo sa týka predpokladu 1.1, tak v pŕıpade, že nie je
splnený, plat́ı a + d = 0 a ide tiež o periodickú postupnost’. Predpoklad 1.4 je
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splnený vždy, ked’ postupnost’ nie je konštantná. Takže pokial’ ide o nekonštantnú
postupnost’, je podmienka (6) aj postačujúca.

Môžeme to zhrnút’ do nasledovného tvrdenia.

Tvrdenie 2. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a predpokladajme, že q0 je také, že tento vzt’ah nedefinuje konštantnú postupnost’.
Potom tento vzt’ah definuje periodickú postupnost’ s periódou n práve vtedy, ked’

pre nejaké l ∈ Z plat́ı

−a+d2√
ad− bc−

(
a+d
2

)2 = cotg
lπ

n

a

q0 6=

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

cotg
klπ

n
+
d− a

2b
, k = 1, 2, . . . n− 1.

2. Rovnica (1) ako sústava

Teraz si ukážeme úplne iný postup riešenia, kde nebudeme až tak odkázańı na
uhádnutie tvaru riešenia, ale zato sa nezaob́ıdeme bez nejakých teoretických po-
znatkov. Namiesto jednej postupnosti {qk}∞k=0 uvažujme dve postupnosti {xk}∞k=0

a {yk}∞k=0 také, že qk = yk
xk

. Rovnicu (1) potom môžeme naṕısat’ ako

yk+1

xk+1
=
cxk + dyk
axk + byk

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Môžeme dat’ do rovnosti čitatele aj menovatele v tejto rovnici a dostaneme, že ak
dvojica postupnost́ı {xk}∞k=0 a {yk}∞k=0 je riešeńım sústavy

xk+1 = axk + byk,

yk+1 = cxk + dyk, k = 0, 1, 2, 3, . . .
(8)

a všetky členy xk sú nenulové, potom postupnost’ {qk}∞k=0, kde qk = yk
xk

, je riešeńım

rovnice (1).
Vyjasnime si ešte dôležitú vec. Plat́ı to aj naopak. Pokial’ postupnost’ {qk}∞k=0

je riešeńım rovnice (1), potom existuje dvojica postupnost́ı {xk}∞k=0 a {yk}∞k=0,
ktorá je riešeńım sústavy (8) a všetky členy xk sú nenulové. Tieto postupnosti sú
definované vzt’ahmi

xk+1 = (a+ bqk)xk, (9)

yk = qkxk, k = 0, 1, 2, 3, . . .

a x0 je l’ubovol’né nenulové č́ıslo.
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3. Maticový tvar sústavy (8)

Komu matice nie sú vel’mi po chuti, môže túto čast’ preskočit’. K vyriešeniu sústa-
vy (8) matice nutne nepotrebujeme, ale źıskame tým nový pohl’ad na vec. Sústa-
vu (8) môžeme zaṕısat’ v maticovom tvare.(

xk+1

yk+1

)
=

(
a b
c d

)(
xk
yk

)
, k = 0, 1, 2, 3, . . . (10)

a z toho (
xk
yk

)
=

(
a b
c d

)k (
x0
y0

)
, k = 1, 2, 3, . . . (11)

Máme teda riešenie sústavy (8) vyjadrené explicitne. Z toho śıce vel’mi nie je vidno,
ako vyzerá postupnost’ {qk}∞k=0, ale môžeme použit’ tvrdenie, že ak sú postupnosti
{xk}∞k=0 a {yk}∞k=0 periodické s rovnakou periódou, potom postupnost’ {qk}∞k=0 je
tiež periodická. A z vyjadrenia (11) vid́ıme, že to nastane práve vtedy, ked’ pre
nejaké n ∈ N bude (

a b
c d

)n
=

(
1 0
0 1

)
, (12)

a teda matica
(
a b
c d

)
je

”
n-tá odmocnina“ z matice ( 1 0

0 1 ) . Toto vyzerá vel’mi jed-
noducho, ale až tak jednoduché to nie je. Nie je to ani jednoznačné. Napŕıklad(

1 0
0 1

)(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
,

ale aj (
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
,

takže to už máme dve rôzne
”
druhé odmocniny“ z jednotkovej matice ( 1 0

0 1 ).
Pomôžeme si trochu poznatkami z teórie mat́ıc. Sú známe rôzne užitočné roz-

klady matice na súčin špeciálnych mat́ıc. Nám tu pomôže Jordanov rozklad matice.
Ked’ máme l’ubovol’nú štvorcovú maticu A s rozmermi 2× 2, jej Jordanov rozklad
je tvaru

A = QJQ−1,

kde matica J =
(
λ1 p
0 λ2

)
má na diagonále vlastné č́ısla matice A a matica Q−1 je

inverzná k matici Q. (To znamená, že QQ−1 = Q−1Q = ( 1 0
0 1 ).) Takýto Jordanov

rozklad vždy existuje. Pokial’ vlastné č́ısla matice A sú rôzne, v pravom hornom
rohu matice J je 0. Pokial’ sú rovnaké, v pravom hornom rohu matice J je 0 alebo 1.
Ako presne sa určia hodnoty λ1, λ2 a matica Q, zatial’ nebudeme riešit’. Zamerajme
sa d’alej na prvú možnost’, teda predpokladajme, že vlastné č́ısla sú rôzne.

Predpoklad 3.1: λ1 6= λ2

Pokial’ sa naša matica sústavy dá rozložit’ tak, že matica J =
(
λ1 0
0 λ2

)
, potom l’ahko

spoč́ıtame, že(
a b
c d

)n
= QJQ−1QJQ−1 · · ·QJQ−1QJQ−1 = QJnQ−1 = Q

(
λn1 0
0 λn2

)
Q−1,
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a teda rovnicu (12) môžeme upravit’ nasledovne(
a b
c d

)n
= Q

(
λn1 0
0 λn2

)
Q−1 =

(
1 0
0 1

)
,

Q−1Q

(
λn1 0
0 λn2

)
Q−1Q = Q−1

(
1 0
0 1

)
Q,(

λn1 0
0 λn2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Z toho už hned’ vid́ıme, že riešeńım sú také matice, ktorých vlastné č́ısla λ1, λ2 po
umocneńı na n-tú dajú jednotku. Ak by sme uvažovali len reálne č́ısla, je to č́ıslo
1 a pre párne n aj č́ıslo −1. Ak uvažujeme aj komplexné č́ısla, je to komplexná
n-tá odmocnina z jednotky, čo sú č́ısla tvaru

n
√

1 = ei
2πl
n = cos 2πl

n + i sin 2πl
n , l = 0, 1, . . . n− 1.

Takže z toho vid́ıme, že to, ako vyzerá matica Q zo Jordanovho rozkladu, nám
môže byt’ jedno, ale potrebujeme vediet’, aké sú vlastné č́ısla matice

(
a b
c d

)
. Tie sa

poč́ıtajú zo vzt’ahu

det

(
a− λ b
c d− λ

)
= 0.

To nám dá kvadratickú rovnicu λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0, ktorej riešenia sú

λ1,2 = a+d
2 ±

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc.

Matice, ktoré sṕlňajú rovnicu (12), sú teda také, že

a+d
2 +

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc = cos 2πl
n + i sin 2πl

n pre nejaké l ∈ {0, 1, . . . n− 1}.

To vyzerá, že bude splnené, jedine pokial’ pod odmocninou bude záporné č́ıslo
(nula by nám dala rovnaké vlastné č́ısla). Potom dostaneme nasledovné vzt’ahy

a+d
2 = cos 2πl

n ,√
−
(
a+d
2

)2
+ ad− bc = sin 2πl

n > 0 pre nejaké l ∈ {0, 1, . . . n− 1}.
(13)

Ale pozor, je tu jedna výnimka. Skúste na ňu pŕıst’ sami. Nápoveda: Pozrite si
pŕıklad 2.

Zo vzt’ahov (13) dostaneme využit́ım známeho vzt’ahu sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1 na-
sledovnú podmienku pre a, b, c, d:(

a+d
2

)2 − (a+d2 )2 + ad− bc = 1,

ad− bc = 1.

Rozdiel ad− bc v skutočnosti ani nemuśı byt’ rovný 1, stač́ı, ak je kladný. Môžeme
totiž naṕısat’

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

=

c√
ad−bc + d√

ad−bcqk
a√

ad−bc + b√
ad−bcqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (14)
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a namiesto matice
(
a b
c d

)
máme maticu(
ã b̃

c̃ d̃

)
=

(
a√

ad−bc
b√

ad−bc
c√

ad−bc
d√

ad−bc

)
,

ktorá sṕlňa

ãd̃− b̃c̃ =
ad

(
√
ad− bc)2

− bc

(
√
ad− bc)2

= 1.

Namiesto vzt’ahov (13) vtedy máme vzt’ahy

a+ d

2
√
ad− bc

= cos 2πl
n ,√

1−
(

a+ d

2
√
ad− bc

)2

= sin 2πl
n 6= 0, pre nejaké l ∈ {0, 1, . . . n− 1}.

a dostávame tvrdenie.

Tvrdenie 3. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a predpokladajme, že tento vzt’ah definuje nekonečnú postupnost’ {qk}∞k=0. Ak plat́ı

a+ d

2
√
ad− bc

= cos 2πl
n 6= ±1, pre nejaké n, l ∈ N, (15)

potom postupnost’ {qk}∞k=0 je periodická s periódou n.

Pŕıklad 4. Majme znova postupnost’ {qk}∞k=0 z pŕıkladu 1,

qk+1 =

√
3 + qk

1−
√

3qk
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

teda a = 1, b = −
√

3, c =
√

3, d = 1. Vid́ıme, že ad − bc = 4, a+d
2
√
ad−bc = 1

2 =

cos
(
π
3

)
= cos

(
2π
6

)
. Z Tvrdenia 3 dostávame záver, že táto postupnost’ je periodická

s periódou 6.

To je pravda, ale my vieme, že má aj menšiu periódu. Kde je teda chyba?

Nikde, len to znamená, že naše podmienky stále nie sú nutné. Postupnost’ sṕlňajúca
podmienku (15) môže mat’ aj menšiu periódu, než je najmenšie n, pre ktoré plat́ı
rovnost’. A d’alej, stále ešte sme nezist’ovali, či môže byt’ periodická aj v pŕıpade,
ked’ vlastné č́ısla matice sústavy sú rovnaké a v pŕıpade, ked’ postupnosti {xk}∞k=0

a {yk}∞k=0 s ňou spojené nie sú periodické s rovnakou periódou.
Na tieto d’aľsie zistenia už budeme potrebovat’ vediet’ presný tvar riešenia (11).

Mohli by sme ho zistit’ aj tak, že by sme určili maticu Q zo Jordanovho rozkladu
matice sústavy. Ale na to je treba ešte viac poznatkov z teórie mat́ıc. Kto chce a
vie ako na to, nech si to týmto spôsobom odvod́ı sám.
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4. Riešenie sústavy (8) a rovnice (1)

Pod’me teraz riešit’ sústavu

xk+1 = axk + byk,

yk+1 = cxk + dyk, k = 0, 1, 2, 3, . . .
(8)

bez použitia mat́ıc. Vyriešime ju napŕıklad tak, že z prvej rovnice vyjadŕıme yk
a dosad́ıme do druhej. To sa dá za predpokladu, že b 6= 0. Pŕıpad, ked’ b = 0, je
rozobratý v časti 1.1.

Predpoklad 4.1: b 6= 0

Dostaneme
xk+1 − axk

b
= yk, k = 0, 1, 2, 3, . . .

xk+2 − axk+1

b
= yk+1, k = 0, 1, 2, 3, . . .

xk+2 − axk+1

b
= cxk + d

xk+1 − axk
b

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

xk+2 − (a+ d)xk+1 + (ad− bc)xk = 0, k = 0, 1, 2, 3, . . . (16)

Dostali sme sa k diferenčnej rovnici (16), kde už je len jedna neznáma, a vyskytuje
sa tam lineárna kombinácia troch po sebe idúcich členov tejto postupnosti.

Takéto rovnice majú (okrem triviálneho riešenia xk = 0) riešenie v tvare xk =
λk, kde λ je nejaké reálne, pŕıpadne komplexné č́ıslo. Že je to práve tento tvar, sa
vie. Kto to nevie, asi by sa chv́ıl’u potrápil, kým by na to prǐsiel. Ked’ už ale o tom
vieme, nie je t’ažké si to dosadeńım overit’ a zistit’, pre akú hodnotu λ to vyjde.

Po dosadeńı dostaneme

λk+2 − (a+ d)λk+1 + (ad− bc)λk = 0, k = 0, 1, 2, 3, . . .

λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0,

λ1,2 = a+d
2 ±

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc. (17)

Že to vyšli rovnaké č́ısla, ako sú vlastné č́ısla matice sústavy (10), nie je žiadna
náhoda.

Riešeńım rovnice (16) je teda postupnost’
{
λk1
}∞
k=0

, aj postupnost’
{
λk2
}∞
k=0

a aj

každá postupnost’
{
uλk1 + vλk2

}∞
k=0

, kde u, v sú l’ubovol’né komplexné č́ısla. O tom

sa dá l’ahko presvedčit’ dosadeńım. (V pŕıpade, že vyjde λ1 = λ2, sú ešte d’aľsie
tvary riešeńı, ale tie si zatial’ nebudeme vš́ımat’.) Vieme, že č́ısla λ1,2 nemusia vyjst’

vždy reálne, a takisto aj č́ısla u, v neobmedźıme len na reálne. Dajú sa zvolit’ tak,
aby všetky členy postupnosti {xk}∞k=0 už reálne boli. Ukážeme si to na našom
konkrétnom pŕıklade.

Pŕıklad 5. Majme znova postupnost’ {qk}∞k=0 z pŕıkladu 1,

qk+1 =

√
3 + qk

1−
√

3qk
, k = 0, 1, 2, 3, . . .
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teda a = 1, b = −
√

3, c =
√

3, d = 1. Takže ad− bc = 4, a+d
2 = 1, λ1,2 = 1± i

√
3

a dostaneme tvar riešenia

xk = u
(

1 + i
√

3
)k

+ v
(

1− i
√

3
)k

= u 2k
(

1
2 + i

√
3
2

)k
+ v 2k

(
1
2 − i

√
3
2

)k
= u 2k ei

kπ
3 +v 2k e− i

kπ
3 = u 2k

(
cos kπ3 + i sin kπ

3

)
+ v 2k

(
cos kπ3 − i sin kπ

3

)
.

A z toho vidno, že pre u = ũ−i ṽ
2 a v = ũ+i ṽ

2 dostaneme riešenie

xk = 2k
(
ũ cos kπ3 + ṽ sin kπ

3

)
, (18)

ktoré už je reálne.

Ked’ vieme tvar riešenia rovnice (16), môžeme už z toho určit’ aj riešenie rov-
nice (1), qk. To źıskame zo vzt’ahu (9) ako

qk =
xk+1−axk

b

xk
=
xk+1

bxk
− a

b
=
uλk+1

1 + vλk+1
2

buλk1 + bvλk2
− a

b
, k = 0, 1, 2, 3, . . . (19)

Už to je takmer ten hl’adaný tvar riešenia, ale ešte tam v tom vyjadreńı sú č́ısla
u, v namiesto q0. Mohlo by to śıce vyzerat’, že ich konkrétna hodnota nás nemuśı
zauj́ımat’, lebo to, či je postupnost’ periodická, by už z tohto malo byt’ vidno, ale
my sme zatial’ len zistili, že riešenia rovnice (1) môžu mat’ takýto tvar. Mali by sme
ešte overit’, že nech začneme z akéhokol’vek q0, d’aľsie členy už bude tento vzt’ah
popisovat’ pre nejaké konkrétne u, v.

Vzt’ah medzi u, v a q0 źıskame, ked’ za k dosad́ıme v tomto vyjadreńı nulu.
Potom máme

q0 =
uλ1 + vλ2
b(u+ v)

− a

b
. (20)

Vid́ıme, že pokial’ vzt’ah plat́ı pre nejakú dvojicu u, v, plat́ı aj pre jej l’ubovol’ný
nenulový násobok. Môžeme teda zvolit’ u, v napŕıklad také, že u+ v = 1. Potom z
rovnice (20) dostaneme

q0 =
uλ1 + (1− u)λ2

b
− a

b
,

a+ bq0 − λ2 = u(λ1 − λ2). (21)

A tu vid́ıme, že môže nastat’ problém. Pokial’ by λ1 = λ2, potom by to platilo len
pre jedno konkrétne q0 = λ2−a

b . Najskôr dokončime úvahy pre pŕıpad λ1 6= λ2.

Predpoklad 4.2: λ1 6= λ2

Vtedy z rovnice (21) a z toho, že u+ v = 1 vypoč́ıtame

u =
a+ bq0 − λ2
λ1 − λ2

, v =
a+ bq0 − λ1
λ2 − λ1

,

čo už stač́ı dosadit’ do vzt’ahu (19) a dostaneme výsledný tvar riešenia.
Zostáva ešte určit’ podmienky pre q0. Vo vzt’ahu (19) muśı byt’ menovatel’ ne-

nulový pre každé k. Dostaneme

buλk1 + bvλk2 6= 0,
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(a+ bq0 − λ2)λk1 6= (a+ bq0 − λ1)λk2 , k = 0, 1, 2, 3, . . .

(a+ bq0)(λk1 − λk2) 6= λ2λ
k
1 − λ1λk2 , k = 0, 1, 2, 3, . . .

Zhrňme naše doteraǰsie zistenia opät’ do tvrdenia.

Tvrdenie 4. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a označme λ1,2 = a+d
2 ±

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc. Ak b 6= 0 a λ1 6= λ2 a

(a+ bq0)(λk1 − λk2) 6= λ2λ
k
1 − λ1λk2 , k = 0, 1, 2, 3, . . . , (22)

potom vzt’ah (1) definuje nekonečnú postupnost’ {qk}∞k=0, ktorej členy sa dajú
zaṕısat’ v tvare

qk =
(a+ bq0 − λ2)λk+1

1 − (a+ bq0 − λ1)λk+1
2

b(a+ bq0 − λ2)λk1 − b(a+ bq0 − λ1)λk2
− a

b
, k = 1, 2, 3, . . . (23)

Teraz zist́ıme, kedy je naša postupnost’ periodická. Predpokladajme, že pre
nejaké k = n ≥ 1 plat́ı q0 = qn a dosad’me to do vzt’ahu (23). Úpravami do-
staneme

q0 =
(a+ bq0 − λ2)λn+1

1 − (a+ bq0 − λ1)λn+1
2

b(a+ bq0 − λ2)λn1 − b(a+ bq0 − λ1)λn2
− a

b
,

a+ bq0 =
(a+ bq0 − λ2)λn+1

1 − (a+ bq0 − λ1)λn+1
2

(a+ bq0 − λ2)λn1 − (a+ bq0 − λ1)λn2
,

(a+ bq0)(a+ bq0 − λ2)λn1

−(a+ bq0)(a+ bq0 − λ1)λn2 = (a+ bq0 − λ2)λn+1
1 − (a+ bq0 − λ1)λn+1

2 ,

0 = (a+ bq0 − λ1)(a+ bq0 − λ2)(λn1 − λn2 ).

Vid́ıme, že postupnost’ je konštantná, pokial’ a + bq0 = λ1 alebo a + bq0 = λ2 a
periodická a súčasne nekonštantná je práve vtedy, ked’

λn1 = λn2 pre nejaké n ≥ 2. (24)

Tu vidno, prečo nám vyšla v našom pŕıklade pomocou predchádzajúceho mati-
cového postupu len perióda 6, aj ked’ existuje aj perióda 3. V skutočnosti totiž
nemuśı byt’ λn1 = λn2 = 1, stač́ı, aby bol ich podiel rovný jednej. Predpokladali sme,
že λ1 6= λ2. Takže aby platilo λn1 = λn2 , tak bud’ λ1 = −λ2 alebo sú to komplexné
č́ısla.

Ak je λ1 = −λ2, ide o špeciálny pŕıpad, ktorý nastane, pokial’ a+d
2 = 0.

Najmenšia perióda je vtedy 2. Na tento typ špeciálneho pŕıpadu sme natrafili
aj v prvej časti a je tam k tomu uvedený pŕıklad 2.

Ak sú λ1, λ2 komplexné č́ısla, potom je z ich tvaru jasné, že sú komplexne
združené a dajú sa teda zaṕısat’ ako λ1,2 = r(cosϕ ± i sinϕ) = r e± iϕ. Z toho
dostávame, že

(λ1,2)
n

= rn e± inϕ = rn [cos(nϕ)± i sin(nϕ)]
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a (
λ1
λ2

)n
= e2 inϕ = cos(2nϕ) + i sin(2nϕ).

Teda vid́ıme, že postupnost’ bude mat’ vždy aj polovičnú periódu z periódy, ktorá
vyjde z podmienky (15).

Ešte predtým, než sa pozrieme na pŕıpad, ked’ je λ1 = λ2, zamyslime sa nad
tým, ako je možné, že nám tvar riešenia (23) vyšiel tak nepekne, ked’ v konkrétnom
pŕıklade 1 vyšiel tvar riešenia

qk = tg
(
arctg(q0) + k π3

)
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

a aj v iných pŕıpadoch očakávame, že to bude posunutý tangens?
Ukážeme si, ako sa k tomu tvaru s tangensom dá dostat’, na našom konkrétnom

pŕıklade.

Pŕıklad 6 (Pokračovanie pŕıkladu 5). Už sme zistili v pŕıklade 5, že riešenie
rovnice (16) je v tomto pŕıpade možné naṕısat’ ako

xk = 2k
(
ũ cos kπ3 + ṽ sin kπ

3

)
, (18)

a toto môžeme dosadit’ do (19). Dostaneme

qk =
2k+1

(
ũ cos (k+1)π

3 + ṽ sin (k+1)π
3

)
−
√

3 2k
(
ũ cos kπ3 + ṽ sin kπ

3

) +
1√
3

=
2
(
ũ cos kπ3 cos π3 − ũ sin kπ

3 sin π
3 + ṽ sin kπ

3 cos π3 + ṽ sin π
3 cos kπ3

)
−
√

3
(
ũ cos kπ3 + ṽ sin kπ

3

) +
1√
3

=
ṽ
√

3− ũ
√

3 tg kπ
3

−
√

3
(
ũ+ ṽ tg kπ

3

) k = 0, 1, 2, 3, . . .

Teraz urč́ıme č́ısla ũ, ṽ tak, aby sme pre k = 0 dostali q0.

q0 =
ṽ
√

3

−
√

3ũ
=
−ṽ
ũ
,

takže môžeme položit’ ũ = 1, ṽ = −q0. Vrátime sa k výrazu pre qk a dosad́ıme to
tam. Dostaneme

qk =
q0 + tg kπ

3

1− q0 tg kπ
3

= tg
(
arctg(q0) + k π3

)
, k = 1, 2, 3, . . .

Podobne by sa tento tvar dal odvodit’ aj všeobecne. Nebudeme si to tu už
ukazovat’, postup by bol analogický a výsledok už poznáme.

4.1. Pŕıpad λ1 = λ2

Teraz zostáva vyšetrit’ možnost’, ked’ λ1 = λ2. Ako budú potom vyzerat’ riešenia
rovnice (1)? Určite nebudú môct’ mat’ tvar (19), jedine ak by q0 = λ2−a

b . Zo
vzt’ahu (17) dostaneme, že ak λ1 = λ2, potom je

ad− bc =
(
a+d
2

)2 ≥ 0.



VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY 81

Ak by nastala rovnost’, ad − bc = 0 a z toho (stále máme aj predpoklad, že
b 6= 0) dostávame, že ide o konštantnú postupnost’, vid’ (7).

Ďalej ak je ad − bc > 0, môžeme predpokladat’, že ad − bc = 1. Inak by sme
rovnicu (1) upravili ako v (14). Stač́ı teda už len vyšetrit’ pŕıpad, ked’ je ad−bc = 1
a a+ d = ±2. Rovnica (16) vtedy bude

xk+2 ± 2xk+1 + xk = 0, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Rozoberme postupne obe možnosti. V prvom pŕıpade po úprave máme rovnicu

xk+2 − xk+1 = xk+1 − xk, k = 0, 1, 2, 3, . . .

čiže rozdiel dvoch po sebe idúcich členov je konštantný a teda vzt’ah pre k-ty člen
je

xk = x0 + k(x1 − x0), k = 1, 2, 3, . . .

Potom

qk =
xk+1

bxk
− a

b
=
x0 + (k + 1)(x1 − x0)

b(x0 + k(x1 − x0))
− a

b

=
x1 − x0

b(x0 + k(x1 − x0))
+

1− a
b

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Z toho už vid́ıme, že táto postupnost’ je periodická jedine ak x1 = x0 a vtedy je
konštantná, q0 = qk = 1−a

b .
V druhom pŕıpade po úprave máme rovnicu

xk+2 + xk+1 = −(xk+1 + xk), k = 0, 1, 2, 3, . . .

z čoho je možné odvodit’ (alebo odhadnút’ a overit’ dosadeńım) vzt’ah pre k-ty člen,
ktorý je

xk = (−1)k(x0 − k(x0 + x1)), k = 1, 2, 3, . . .

Potom

qk =
(−1)k+1(x0 − (k + 1)(x0 + x1))

b(−1)k(x0 − k(x0 + x1))
− a

b

=
x0 + x1

b(x0 − k(x0 + x1))
− 1 + a

b
, k = 1, 2, 3, . . .

Z toho už vid́ıme, že táto postupnost’ je periodická jedine ak x1 = −x0 a vtedy je
konštantná, q0 = qk = −1−a

b .

4.2. Zhrnutie

Teraz vyhodnot́ıme, či je podmienka (24) spolu s podmienkou (22) nutná a posta-
čujúca na to, aby naša postupnost’ bola periodická v pŕıpade, že je nekonštantná.
Za predpokladu 4.1 a 4.2 sme to už ukázali.

Ak nie je splnený predpoklad 4.1, teda b = 0, potom je postupnost’ periodická
jedine vtedy, ked’ je súčasne konštantná, okrem špeciálneho pŕıpadu, ked’ a+d = 0.
V tomto pŕıpade je ale λ1,2 = ±a, takže λ21 = λ22 a podmienka (24) je splnená pre
n = 2.
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Ak nie je splnený predpoklad 4.2, teda λ1 = λ2, je postupnost’ periodická jedine
vtedy, ked’ je súčasne konštantná.

Naopak, ak sú splnené podmienky (24),(22), potom je splnený aj predpoklad
4.2. A čo sa týka predpokladu 4.1, ak b = 0, potom λ1 = a a λ2 = d, takže
podmienka (24) nám dá a = −d a postupnost’ teda je periodická.

Teraz si to opät’ celé zhrnieme do tvrdenia.

Tvrdenie 5. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a predpokladajme, že q0 je také, že tento vzt’ah nedefinuje konštantnú postupnost’.
Potom tento vzt’ah definuje periodickú postupnost’ s periódou n práve vtedy, ked’

λn1 = λn2

a

(a+ bq0)(λk1 − λk2) 6= λ2λ
k
1 − λ1λk2 , k = 1, 2, 3, . . . , n− 1,

kde λ1,2 = a+d
2 ±

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc.

5. Záver

Rovnicu

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

sme postupne riešili troma pŕıstupmi. Prvý postup bol najmenej teoretický, ale
bolo tam nutné podl’a konkrétneho pŕıkladu dopredu odhadnút’ tvar riešenia a
nevyhli sme sa tam ani práci s komplexnými č́ıslami.

V druhom postupe sa využ́ıvala teória mat́ıc. Kto ju pozná, pravdepodobne by
týmto spôsobom rýchle došiel k správnemu výsledku.

V tret’om postupe sme riešili diferenčné rovnice, u ktorých sa dalo aj bez znalosti
ich teórie nejak dopracovat’ k riešeniam, ale ak niekto teóriu pozná, má aj tu dost’

vel’kú výhodu. Týmto postupom sme to dotiahli až do konca a rozobrali všetky
možnosti, ale výsledný všeobecný tvar riešenia bol dost’ neprehl’adný a vystupovali
v ňom komplexné č́ısla. Jeho d’aľsie úpravy by boli ešte možné, ale už sme sa nimi
nezaoberali.

Vo všetkých postupoch sme sa rôznymi spôsobmi dopracovali k vetveniu – raz
to bolo delenie nenulovým výrazom, raz to boli rôzne alebo rovnaké vlastné č́ısla
matice, raz nenulový alebo nulový diskriminant, vždy ale ǐslo o tú istú podmienku
pre koeficienty a, b, c, d:

ad− bc 6=
(
a+d
2

)2
alebo ad− bc =

(
a+d
2

)2
.

Ukázalo sa, že periodické nekonštantné riešenie môžeme dostat’ len v prvom pŕıpade
a zistili sme, že vtedy sa v explicitnom tvare riešenia objavujú goniometrické funk-
cie. Tento explicitný tvar riešenia je uvedený v Tvrdeńı 1 a jeho zápis pomocou
vlastných č́ısiel je v Tvrdeńı 4. V pŕıpade, že ide o nekonštantnú postupnost’, sme
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odvodili nutná a postačujúcu podmienka na to, aby táto postupnost’ bola perio-
dická. Je uvedená v Tvrdeńı 2 a v inom tvare aj v Tvrdeńı 5. Či je to určite tá istá
podmienka, len inak zaṕısaná, už nech si každý premysĺı sám. Postačujúca podmi-
enka je uvedená aj v Tvrdeńı 3. Vo všetkých troch pŕıpadoch vidno, že dôležitá je
hodnota

a+ d

2
√
ad− bc

.

Je zrejmé, že namiesto koeficientov a, b, c, d môžeme uvažovat’ ich l’ubovol’né
nenulové násobky a dostaneme tú istú postupnost’. Z našich úvah vyplynulo, že
by bolo výhodné uvažovat’ také koeficienty, pre ktoré plat́ı ad − bc = 1. To je
možné dosiahnut’ úpravou uvedenou v (14), pokial’ pre pôvodné koeficienty plat́ı
ad− bc 6= 0.
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