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FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEÁRNÍ OBYČEJNÉ

DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 2. ŘÁDU S PERIODICKÝMI

KOEFICIENTY I

JIŘÍ ŠREMR

Abstrakt. Článek má za ćıl seznámit čtenáře se základy Floquetovy teorie pro

lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu s periodickými koeficienty. Zavedeme základńı

pojmy této teorie (zejména pojem Floquetova multiplikátoru), přičemž využijeme
postup popsaný v monografii [2]. Dále ukážeme, v jakém tvaru můžeme naj́ıt funda-

mentálńı systém řešeńı studované rovnice určený Floquetovými multiplikátory a jak
lze tuto informaci použ́ıt v otázce existence kmit̊u volného lineárńıho oscilátoru s ne-

konstantńımi tlumı́ćımi a tuhostńımi koeficienty, které se zcela utlumı́ při t → +∞.

1. Odvozeńı charakteristické rovnice, Floquetovy multiplikátory

Floquetova teorie pro diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u a jej́ı použit́ı v otázce
stability diferenciálńıch rovnic patř́ı do pokročileǰśıch partíı kvalitativńı teorie di-
ferenciálńıch rovnic. V běžné literatuře je obvykle vybudována pro lineárńı sou-
stavy diferenciálńıch rovnic s periodickou maticovou funkćı a poté jsou odvozeny
d̊usledky pro lineárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u. My zde však použijeme
alternativńı postup, který je popsán např́ıklad v monografii [2, Hlava VI, §1],
a vybudujeme základy Floquetovy teorie př́ımo pro lineárńı diferenciálńı rovnice
vyšš́ıch řád̊u. Nav́ıc se zde z d̊uvodu jednodušš́ıch formulaćı a lepš́ı pochopitelnosti
pojmů omeźıme na diferenciálńı rovnice 2. řádu.

Uvažujme tedy diferenciálńı rovnici

x′′ + g(t)x′ + p(t)x = 0, (1.1)

v ńıž jsou koeficienty p, g : R→ R lokálně lebesgueovsky integrovatelné ω-periodic-
ké funkce. Řešeńım rovnice (1.1) rozumı́me funkci x : R → R, která je absolutně
spojitá spolu se svou derivaci na každém kompaktńım intervalu v R a která po
dosazeńı splňuje rovnost (1.1) skoro všude v R. Čtenáři, kteř́ı nejsou zvykĺı pra-
covat s rovnicemi s integrovatelnými koeficienty, mohou bez problémů uvažovat
koeficienty g a p spojité a řešeńı uvažovat ve tř́ıdě funkćı se spojitou 2. derivaćı.

Nejprve si všimněme, že předpoklad ω-periodičnosti koeficient̊u g a p je pod-
mı́nkou nutnou pro existenci ω-periodického řešeńı rovnice (1.1), nikoliv však
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18 J. ŠREMR

postačuj́ıćı. Následuj́ıćı př́ıklady ukazuj́ı, že prostor všech ω-periodických řešeńı
rovnice (1.1) může být jak nulový, tak jedno či dvoudimenzionálńı.

Př́ıklad 1.1. Fundamentálńı systém řešeńı diferenciálńı rovnice

x′′ + x′ − 2x = 0 (1.2)

tvoř́ı funkce x1(t) = et a x2(t) = e−2t, a proto rovnice (1.2) nemá žádné netriviálńı
periodické řešeńı. To však znamená, že pro libovolné ω > 0 je prostor všech ω-
periodických řešeńı rovnice (1.2) nulový.

Poznámka 1.2. V předchoźım př́ıkladu jsme uvažovali diferenciálńı rovnici s kon-
stantńımi koeficienty. Neńı však složité sestrojit také př́ıklad rovnice s nekon-
stantńımi – avšak ω-periodickými – koeficienty takové, že prostor všech jej́ıch ω-
periodických řešeńı je nulový. Je totiž možné dokázat následuj́ıćı tvrzeńı: Jestliže
koeficient p v rovnici (1.1) splňuje podmı́nku

p(t) ≤ 0 pro s. v. t ∈ [0, ω], p(t) 6≡ 0,

pak má tato rovnice kladná lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 taková, že

lim
t→−∞

x1(t) = 0, lim
t→+∞

x1(t) = +∞,

lim
t→−∞

x2(t) = +∞, lim
t→+∞

x2(t) = 0,

a nemá tedy žádné netriviálńı ω-periodické řešeńı.

Př́ıklad 1.3. Mějme ω = 2π a uvažujme diferenciálńı rovnici

x′′ +
sin t

2 + sin t
x = 0. (1.3)

Tato rovnice má řešeńı x1(t) = 2 + sin t, které je zřejmě ω-periodické. Najdeme
řešeńı x2 rovnice (1.3) lineárně nezávislé s x1. Všimněme si, že každé řešeńı x
rovnice (1.3) splňuje

W [x1, x](t) = det

(
x1(t) x(t)
x′1(t) x′(t)

)
= x1(t)x′(t)− x(t)x′1(t)

= (2 + sin t)x′(t)− x(t) cos t pro t ∈ R,

kde W [x1, x] je wronskián řešeńı x1, x, a nav́ıc plat́ı

W [x1, x](t) = W [x1, x](0) = 2x′(0)− x(0) pro t ∈ R,
což vyplývá z d̊usledku Liouvilleovy formule pro diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u
(viz např. [1, Kapitola III, sekce 2]). Označme x2 řešeńı diferenciálńı rovnice (1.3)
splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

x2(0) = 0, x′2(0) =
1

2
.

Z výše uvedených vztah̊u dostáváme

W [x1, x2](t) = 1 pro t ∈ R
a

(2 + sin t)x′2(t)− x2(t) cos t = 1 pro t ∈ R.
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To však znamená, že řešeńı x2 rovnice (1.3) je lineárně nezávislé s x1 a nav́ıc je x2
řešeńım lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

y′ =
cos t

2 + sin t
y +

1

2 + sin t
.

Obecné řešeńı této rovnice je tvaru

y(t) =

(
c+

∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds

)
(2 + sin t) pro t ∈ R, c ∈ R

a námi hledané řešeńı x2 źıskáme v tomto systému funkćı volbou c = 0.
Našli jsme tak fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.3) tvaru

x1(t) = 2 + sin t, x2(t) = (2 + sin t)

∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds.

Př́ımým výpočtem zjist́ıme, že

x2(t+ ω) =
(
2 + sin(t+ 2π)

) ∫ t+2π

0

1

(2 + sin s)2
ds

= (2 + sin t)

∫ t+2π

0

1

(2 + sin s)2
ds

= x2(t) + x1(t)

∫ t+2π

t

1

(2 + sin s)2
ds

= x2(t) + x1(t)

∫ 2π

0

1

(2 + sin s)2
ds pro t ∈ R,

(1.4)

tedy řešeńı x2 neńı ω-periodické. Odtud vyplývá, že prostor všech ω-periodických
řešeńı rovnice (1.3) je jednodimenzionálńı.

Př́ıklad 1.4. Pro ω > 0 uvažujme diferenciálńı rovnici

x′′ +
4π2

ω2
x = 0. (1.5)

Fundamentálńı systém řešeńı této rovnice je tvaru x1(t) = cos
(
2πt
ω

)
, x2(t) =

sin
(
2πt
ω

)
, a proto je každé jej́ı řešeńı ω-periodické. To však znamená, že prostor

všech ω-periodických řešeńı rovnice (1.5) je dvoudimenzionálńı.

V př́ıkladu 1.1 vid́ıme, že lineárńı diferenciálńı rovnice s ω-periodickými koefi-
cienty nemuśı mı́t žádná netriviálńı ω-periodická řešeńı. Pro dané ω > 0 má však
rovnice (1.2) lineárně nezávislá řešeńı x1, x2, která mı́sto ω-periodicity splňuj́ı
podmı́nky

x1(t+ ω) = eω x1(t), x2(t+ ω) = e−2ω x2(t) pro t ∈ R.
Uvažujme proto otázku existence netriviálńıho řešeńı rovnice (1.1) splňuj́ıćıho
podmı́nku

x(t+ ω) = %x(t) pro t ∈ R, (1.6)

kde % ∈ C. V př́ıpadě % ∈ C \ R samozřejmě uvažujeme komplexńı řešeńı dife-
renciálńı rovnice (1.1), v ńıž jsou však koeficienty funkce reálné. Všimněme si,
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že otázka existence ω-periodického řešeńı rovnice (1.1) je zahrnuta v úloze (1.1),
(1.6), v ńıž % = 1.

Necht’ x1, x2 je reálný fundamentálńı sytém řešeńı rovnice (1.1). Jelikož jsou
koeficienty p, g periodické s periodou ω, funkce

y1(t) := x1(t+ ω), y2(t) := x2(t+ ω) pro t ∈ R (1.7)

jsou také řešeńı rovnice (1.1), a proto je lze vyjádřit jako lineárńı kombinace

y1(t) = a11x1(t) + a12x2(t), y2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) pro t ∈ R, (1.8)

kde a11, a12, a21, a22 ∈ R jsou vhodné konstanty. Řešeńı x úlohy (1.1), (1.6) budeme
hledat ve tvaru

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) pro t ∈ R,
kde c1, c2 ∈ C. Toto řešeńı splňuje podmı́nku (1.6) právě tehdy, když

c1x1(t+ ω) + c2x2(t+ ω) = %
[
c1x1(t) + c2x2(t)

]
pro t ∈ R,

odkud vzhledem k (1.7) a (1.8) dostáváme[
c1a11 + c2a21 − c1%

]
x1(t) +

[
c1a12 + c2a22 − c2%

]
x2(t) = 0 pro t ∈ R.

Řešeńı x1, x2 jsou však lineárně nezávislá, a proto je předchoźı vztah splněn právě
tehdy, když jsou konstanty c1, c2 řešeńım soustavy algebraických lineárńıch rovnic(

a11 − % a21
a12 a22 − %

)(
c1
c2

)
=

(
0
0

)
.

Dokázali jsme tak, že úloha (1.1), (1.6) má netriviálńı (eventuálně komplexńı)
řešeńı právě tehdy, když konstanta % ∈ C splňuje

det

(
a11 − % a21
a12 a22 − %

)
= 0. (1.9)

Rovnici (1.9) nazýváme charakteristickou rovnićı diferenciálńı rovnice (1.1)
a matici (

a11 − % a21
a12 a22 − %

)
nazýváme charakteristickou matićı. Rozeṕı̌seme-li př́ıslušný determinant, mů-
žeme vztah (1.9) přepsat do tvaru

%2 − (trA)%+ detA = 0, (1.10)

kde

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
. (1.11)

Nyńı ukážeme, že charakteristická rovnice (1.10) nezáviśı na zvoleném funda-
mentálńım systému řešeńı, pomoćı kterého jsme matici A vytvořili. Mějme tedy
ještě jiný fundamentálńı systém řešeńı x̂1, x̂2 diferenciálńı rovnice (1.1). Oba
systémy x1, x2 a x̂1, x̂2 tvoř́ı bázi vektorového prostoru všech řešeńı rovnice (1.1),
existuje tedy regulárńı matice B = (bik)2i,k=1 ∈ R2×2 taková, že(

x̂1(t)
x̂2(t)

)
= B

(
x1(t)
x2(t)

)
pro t ∈ R.
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Odtud a s použit́ım (1.7), (1.8) a (1.11) dostáváme(
x̂1(t+ ω)
x̂2(t+ ω)

)
= B

(
x1(t+ ω)
x2(t+ ω)

)
= BA

(
x1(t)
x2(t)

)
= BAB−1

(
x̂1(t)
x̂2(t)

)
pro t ∈ R.

Použit́ım tohoto vztahu mı́sto (1.7) a (1.8) ukážeme analogicky jako výše, že úloha
(1.1), (1.6) má netriviálńı (eventuálně komplexńı) řešeńı právě tehdy, když kon-
stanta % ∈ C splňuje

%2 − tr
(
BAB−1

)
%+ det

(
BAB−1

)
= 0.

Př́ımým výpočtem však lehce ověř́ıme, že

tr
(
BAB−1

)
= trA a det

(
BAB−1

)
= detA.

Proto je charakteristická rovnice jednoznačně přǐrazena k diferenciálńı rovnici (1.1)
a nezálež́ı na fundamentálńım systému řešeńı, pomoćı kterého ji vytvoř́ıme. Od-
vod’me nakonec tvar charakteristické rovnice pomoćı fundamentálńım systému
řešeńı rovnice (1.1), který je často uvažován i v jiných oblastech kvalitativńı teorie
diferenciálńıch rovnic, např́ıklad v teorii okrajových úloh či oscilačńı teorii.

Označme u1 a u2 řešeńı lineárńı rovnice (1.1) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

u1(0) = 1, u′1(0) = 0 a u2(0) = 0, u′2(0) = 1. (1.12)

Řešeńı u1, u2 zřejmě tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.1). Stejným
postupem jako výše dostaneme

u1(t+ ω) = a11u1(t) + a12u2(t), u2(t+ ω) = a21u1(t) + a22u2(t) (1.13)

pro t ∈ R, odkud plyne

u1(ω) = a11, u2(ω) = a21. (1.14)

Derivaćı rovnost́ı (1.13) a následným dosazeńım za t = 0 źıskáme

u′1(ω) = a12, u′2(ω) = a22. (1.15)

Použijeme-li vztahy (1.14), (1.15) a výraz (1.9) pro charakteristickou rovnici,
obdrž́ıme

det

(
u1(ω)− % u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)− %

)
= 0, (1.16)

nebo-li

%2 −
(
u1(ω) + u′2(ω)

)
%+ det

(
u1(ω) u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)

)
. (1.17)

Všimněme si ještě, že determinant v předchoźı rovnici je hodnotou wronskiánu
řešeńı u1, u2 v bodě ω a použijeme-li d̊usledek Liouvilleovy formule pro dife-
renciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u (viz např. [1, Kapitola III, sekce 2]), dostaneme

det

(
u1(ω) u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)

)
= W [u1, u2](ω) = W [u1, u2](0) e−

∫ ω
0
g(s)ds = e−

∫ ω
0
g(s)ds .

Závěrem výše uvedené diskuze je následuj́ıćı definice a tvrzeńı.
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Definice 1.5. Kořeny charakteristické rovnice

%2 −
(
u1(ω) + u′2(ω)

)
%+ e−

∫ ω
0
g(s)ds = 0 (1.18)

kde u1, u2 jsou řešeńı rovnice (1.1) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky (1.12) a ω je
perioda koeficient̊u p a q, nazýváme Floquetovy multiplikátory diferenciálńı
rovnice (1.1).

Tvrzeńı 1.6. Úloha (1.1), (1.6) má netriviálńı (eventuálně komplexńı) řešeńı
právě tehdy, když je % Floquetovým multiplikátorem diferenciálńı rovnice (1.1).

Poznámka 1.7. V úvodu článku jsme zmı́nili, že je Floquetova teorie obvykle
vybudována pro soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu s ω-periodickou
maticovou funkćı a poté jsou odvozeny d̊usledky pro lineárńı diferenciálńı rovnice
vyšš́ıch řád̊u. Pro lineárńı soustavu

y′ = P (t)y (1.19)

s ω-periodickou maticovou funkćı P jsou Floquetovy multiplikátory definovány
jako vlastńı č́ısla tzv. matice monodromie Y (ω), kde Y je fundamentálńı matice
soustavy (1.19) splňuj́ıćı podmı́nku Y (0) = I (viz např. [3, Hlava II, §2]).

Uvažujme tedy soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic

y′ =

(
0 1
−p(t) −g(t)

)
y (1.20)

odpov́ıdaj́ıćı diferenciálńı rovnici (1.1) a připomeňme, že řešeńı rovnice (1.1) a sou-
stavy (1.20) jsou v následuj́ıćım vztahu: Je-li funkce x řešeńım rovnice (1.1), pak
je vektorová funkce y = (x, x′) řešeńım soustavy (1.20). Naopak, je-li vektorová
funkce y = (y1, y2) řešeńım soustavy (1.20), pak y2 = y′1 a funkce y1 je řešeńım rov-
nice (1.1). Fundamentálńı matice Y soustavy (1.20) splňuj́ıćı podmı́nku Y (0) = I
je tedy tvaru

Y (ω) =

(
u1(ω) u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)

)
,

kde u1, u2 jsou řešeńı rovnice (1.1) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky (1.12). Odtud
okamžitě vid́ıme, že Floquetovy multiplikátory rovnice (1.1) zavedené v definici 1.5
jsou skutečně vlastńımi č́ısly matice monodromie soustavy (1.20).

V závěru této sekce se budeme věnovat diferenciálńı rovnici s konstantńımi
koeficienty

x′′ + g0x
′ + p0x = 0, (1.21)

kde p0, g0 ∈ R. Jedná se o speciálńı př́ıpad rovnice (1.1), jej́ıž koeficienty jsou
funkce periodické s libovolnou periodou ω > 0. Ačkoliv jsou kořeny

”
klasické“

charakteristické rovnice

λ2 + g0λ+ p0 = 0 (1.22)

př́ıslušné k (1.21) určené diferenciálńı rovnićı (1.21) jednoznačně, Floquetovy mul-
tiplikátory rovnice (1.21) jsou závislé na uvažované hodnotě periody ω. Lehce lze
ukázat, že je-li ω > 0 a λ je kořenem

”
klasické“ charakteristické rovnice (1.22), pak

je % = eλω Floquetovým multiplikátorem diferenciálńı rovnice (1.21) pro dané ω.
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Vskutku, je-li λ kořenem
”
klasické“ charakteristické rovnice (1.22), diferenciálńı

rovnice (1.21) má (eventuálně komplexńı) řešeńı x(t) = eλt, pro které zřejmě plat́ı

x(t+ ω) = eλ(t+ω) = eλω x(t) pro t ∈ R.

Z tvrzeńı 1.6 pak okamžitě plyne, že % = eλω je Floquet̊uv multiplikátor dife-
renciálńı rovnice (1.21) pro dané ω.

Připomeňme ještě, jak lze naj́ıt lineárně nezávislá řešeńı rovnice (1.21), známe-li
kořeny jej́ı

”
klasické“ charakteristické rovnice (1.22).

Tvrzeńı 1.8. Necht’ λ1, λ2 jsou kořeny charakteristické rovnice (1.22). Pak
plat́ı:

(1) Jestlǐze λ1, λ2 ∈ R a λ1 6= λ2, pak má rovnice (1.21) lineárně nezávislá
řešeńı x1, x2 tvaru

x1(t) = eλ1t, x2(t) = eλ2t pro t ∈ R.

(2) Jestlǐze λ1 = λ2 =: λ0, pak má rovnice (1.21) lineárně nezávislá řešeńı x1,
x2 tvaru

x1(t) = eλ0t, x2(t) = t eλ0t pro t ∈ R.

(3) Jestlǐze λ1,2 = µ± νi, kde µ, ν ∈ R a ν > 0, pak má rovnice (1.21) lineárně
nezávislá řešeńı x1, x2 tvaru

x1(t) = eµt cos(νt), x2(t) = eµt sin(νt) pro t ∈ R.

V následuj́ıćı části ukážeme, v jakém tvaru lze naj́ıt lineárně nezávislá řešeńı
rovnice (1.1), známe-li jej́ı Floquetovy multiplikátory (viz větu 2.6).

2. Fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.1) určený Floquetovými
multiplikátory

Uvažujme opět fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.1) jako jej́ı řešeńı u1, u2
splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky (1.12). Z předchoźı části v́ıme, že Floquetovy mul-
tiplikátory jsou č́ısla %, která nuluj́ı determinant charakteristické matice(

u1(ω)− % u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)− %

)
. (2.1)

Uděláme nyńı krátkou vsuvku a ukážeme, jak vypadá charakteristická matice
lineárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu

x(n) + p1(t)x(n−1) + · · ·+ pn−1(t)x′ + pn(t)x = 0, (2.2)

kde p1, . . . , pn jsou ω-periodické funkce. Nebudeme vše znovu detailně rozepisovat,
to určitě zvládne čtenář udělat sám. Označ́ıme-li u1, . . . , un řešeńı rovnice (2.2)
splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

u
(k−1)
i (0) = δik pro i, k ∈ {1, . . . , n},
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kde δik je Kronekerovo delta, zřejmě tyto funkce tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı
rovnice (2.2). Charakteristická matice rovnice (2.2) je proto tvaru

u1(ω)− % u2(ω) . . . un(ω)
u′1(ω) u′2(ω)− % . . . u′n(ω)

...
...

. . .
...

u
(n−1)
1 (ω) u

(n−1)
2 (ω) . . . u

(n−1)
n (ω)− %

 (2.3)

a Floquetovy multiplikátory jsou pak č́ısla %, která nuluj́ı jej́ı determinant. Lze
ukázat, že pro každý Floquet̊uv multiplikátor % rovnice (2.2) s násobnost́ı ` existuje
právě ` lineárně nezávislých řešeńı rovnice (2.2), které je možné rozdělit do podsku-
pin odpov́ıdaj́ıćım tzv. elementárńım dělitel̊um charakteristické matice (2.3) (viz
např. [2, Hlava VI, §1, sekce 5]). Tyto elementárńı dělitele lze źıskat následovně.
Pro každé k ∈ {1, . . . , n} necht’ je Dk(%) největš́ı společný dělitel všech minor̊u1

matice (2.3) řádu k. Položme D0(%) := 1,

pk(%) :=
Dk(%)

Dk−1(%)
pro k = 1, . . . , n

a vyberme všechny faktory p1(%), . . . , pν(%) r̊uzné od 1. Každý vybraný faktor pk(%)
je polynom s reálnými koeficienty stupně s(k) ≥ 1 a rozlož́ıme-li ho v komplexńım
oboru na součin kořenových činitel̊u, dostaneme

pk(%) = (%− %k,1)mk,1 . . . (%− %k,s(k))mk,s(k) ,

kde %k,1, . . . , %k,s(k) jsou navzájem r̊uzné Floquetovy multiplikátory rovnice (1.1)
a mk,1 + · · · + mk,s(k) = s(k). Takto źıskané výrazy (% − %k,i)mk,i , k = 1, . . . , ν a
i = 1, . . . , s(k), jsou elementárńımi děliteli charakteristické matice (2.3). Všimněme
si, že zde může být %k1,i = %k2,j pro nějaká k1, k2 ∈ {1, . . . , ν}, k1 6= k2 a i ∈
{1, . . . , s(k1)}, j ∈ {1, . . . , s(k2)}.

Pro diferenciálńı rovnice 2. řádu máme pouze tři možnosti:

(1) Rovnice (1.1) má dva r̊uzné Floquetovy multiplikátory %1, %2 ∈ C a ele-
mentárńı dělitelé charakteristické matice (2.1) jsou

%− %1, %− %2 .

(2) Rovnice (1.1) má Floquet̊uv multiplikátor %0 ∈ R s násobnost́ı 2 a ele-
mentárńı dělitelé charakteristické matice (2.1) jsou

%− %0, %− %0 .

(3) Rovnice (1.1) má Floquet̊uv multiplikátor %0 ∈ R s násobnost́ı 2 a ele-
mentárńı dělitel charakteristické matice (2.1) je

(%− %0)2.

Lze tedy dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

1Tj. determinant̊u čtvercových submatic.
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Tvrzeńı 2.1. Necht’ %1, %2 ∈ R, %1 6= %2, jsou Floquetovy multiplikátory rovnice
(1.1). Pak existuj́ı (reálná) lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı

x1(t+ ω) = %1x1(t), x2(t+ ω) = %2x2(t) pro t ∈ R. (2.4)

Tvrzeńı 2.2. Necht’ %0 ∈ R je Floquet̊uv multiplikátor rovnice (1.1) s násobnos-
t́ı 2. Pak existuj́ı (reálná) lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı
bud’

x1(t+ ω) = %0x1(t), x2(t+ ω) = %0x2(t) pro t ∈ R (2.5)

nebo

x1(t+ ω) = %0x1(t), x2(t+ ω) = %0x2(t) + x1(t) pro t ∈ R. (2.6)

Tvrzeńı 2.3. Necht’ %1,2 = a ± bi, kde a, b ∈ R a b > 0, jsou Floquetovy
multiplikátory rovnice (1.1). Pak existuj́ı (reálná) lineárně nezávislá řešeńı x1, x2
rovnice (1.1) splňuj́ıćı

x1(t+ ω) = ax1(t)− bx2(t), x2(t+ ω) = bx1(t) + ax2(t) pro t ∈ R.

Př́ıklady potvrzuj́ıćı možná chováńı lineárně nezávislých řešeńı rovnice (1.1)
uvedená v tvrzeńıch 2.1 a 2.3 lze snadno sestrojit pro rovnici s konstantńımi koefi-
cienty a vhodné hodnoty periody ω. Fakt, že obě možnosti (2.5) a (2.6) v tvrzeńı 2.2
mohou opravdu nastat, ukážeme v následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 2.4. Mějme ω = 2π a uvažujme diferenciálńı rovnici

x′′ + x = 0. (2.7)

Kořeny
”
klasické“ charakteristické rovnice jsou λ1,2 = ±i a jak jsme ukázali

v závěru předchoźı sekce, odpov́ıdaj́ıćı Floquetovy multiplikátory jsou %1,2 = e±i2π,
tj. %1,2 = 1. Rovnice (2.7) má lineárně nezávislá řešeńı

x1(t) = cos t, x2(t) = sin t pro t ∈ R,

která splňuj́ı podmı́nku (2.5), v ńıž je samozřejmě %0 = 1.

Př́ıklad 2.5. Mějme ω = 2π a uvažujme diferenciálńı rovnici (1.3). Použijeme
jej́ı lineárně nezávislá řešeńı uvedená v př́ıkladu 1.3, sestroj́ıme fundamentálńı
systém řešeńı jako jej́ı řešeńı u1, u2 splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky (1.12) a dosta-
neme

u1(t) = (2 + sin t)

(
1

2
−
∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds

)
pro t ∈ R

a

u2(t) = 2(2 + sin t)

∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds pro t ∈ R

Odtud

u1(2π) = 1− 2

∫ 2π

0

1

(2 + sin s)2
ds, u′2(2π) = 2

∫ 2π

0

1

(2 + sin s)2
ds+ 1,
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a proto je charakteristická rovnice př́ıslušná diferenciálńı rovnici (1.3) tvaru %2 −
2%+ 1 = 0, viz (1.18). Floquetovy multiplikátory rovnice (1.3) jsou tedy %1,2 = 1.
Z př́ıkladu 1.3 také vyplývá, že má rovnice (1.3) lineárně nezávislá řešeńı

x1(t) = (2 + sin t)

∫ 2π

0

1

(2 + sin s)2
ds, x2(t) = (2 + sin t)

∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds,

která splňuj́ı podmı́nku (2.6), v ńıž je samozřejmě %0 = 1.

Nyńı již ukážeme, v jakém tvaru lze naj́ıt lineárně nezávislá řešeńı rovnice (1.1),
známe-li jej́ı Floquetovy multiplikátory. V následuj́ıćı větě označme AC 1

loc(R)
množinu funkćı, které jsou absolutně spojité spolu s jejich derivaćı na každém
kompaktńım intervalu v R.

Věta 2.6. Necht’ %1, %2 jsou Floquetovy multiplikátory rovnice (1.1). Pak plat́ı:

(1) Jestlǐze %1, %2 ∈ R a %1 6= %2, pak %1%2 > 0 a existuj́ı lineárně nezávislá
řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı

x1(t) = e
ln |%1|

ω t ϕ1(t), x2(t) = e
ln |%2|

ω t ϕ2(t) pro t ∈ R, (2.8)

kde ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou ω-periodické (resp. 2ω-periodické) funkce, je-li

%1 > 0 (resp. %1 < 0).
(2) Jestlǐze %1 = %2 =: %0, pak existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice

(1.1) splňuj́ıćı bud’

x1(t) = e
ln |%0|

ω t ϕ1(t), x2(t) = e
ln |%0|

ω t ϕ2(t) pro t ∈ R (2.9)

nebo

x1(t) = e
ln |%0|

ω t ϕ1(t), x2(t) = e
ln |%0|

ω t
[
tϕ1(t) + ϕ2(t)

]
pro t ∈ R, (2.10)

kde ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou ω-periodické (resp. 2ω-periodické) funkce, je-li

%0 > 0 (resp. %0 < 0).
(3) Jestlǐze %1,2 = %0 e±ϑi, kde %0 > 0 a ϑ ∈ (−π, 0)∪(0, π), pak existuj́ı lineárně

nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı

x1(t) = e
ln %0
ω t

[
ϕ1(t) cos

ϑt

ω
− ϕ2(t) sin

ϑt

ω

]
pro t ∈ R (2.11)

a

x2(t) = e
ln %0
ω t

[
ϕ1(t) sin

ϑt

ω
+ ϕ2(t) cos

ϑt

ω

]
pro t ∈ R, (2.12)

kde ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou ω-periodické funkce.

D̊ukaz. Část (1): Necht’ %1, %2 ∈ R a %1 6= %2. Jelikož jsou %1, %2 kořeny cha-
rakteristické rovnice (1.18), z Vietových vztah̊u okamžitě plyne %1%2 > 0, tj.
sgn(%1) = sgn(%2). Podle tvrzeńı 2.1 existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice
(1.1) splňuj́ıćı podmı́nku (2.4). Definujme funkce ϕ1, ϕ2 vztahem

ϕk(t) := e−
ln |%k|

ω t xk(t) pro t ∈ R, k = 1, 2. (2.13)
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Zřejmě ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) a vzhledem k (2.4) dostaneme

ϕk(t+ ω) = e−
ln |%k|

ω (t+ω) xk(t+ ω)

= e−
ln |%k|

ω t 1

|%k|
%kxk(t) = sgn(%k)ϕk(t) pro t ∈ R.

To však znamená, že funkce ϕ1, ϕ2 jsou ω-periodické (resp. 2ω-periodické), je-li
%1 > 0 (resp. %1 < 0). Z (2.13) tedy vyplývá, že lineárně nezávislá řešeńı x1, x2
rovnice (1.1) jsou tvaru (2.8).

Část (2): Necht’ %1 = %2 =: %0. Pak %0 ∈ R je kořen charakteristické rovnice
(1.18) s násobnosti 2, a proto podle tvrzeńı 2.2 existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı
x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı bud’ (2.5) nebo (2.6).

Jestliže x1, x2 splňuj́ı podmı́nku (2.5), analogicky jako v d̊ukazu části (1)
ukážeme, že jsou x1, x2 tvaru (2.9), kde ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1

loc(R) jsou ω-periodické
(resp. 2ω-periodické) funkce, je-li %0 > 0 (resp. %0 < 0).

Předpokládejme nyńı, že x1, x2 splňuj́ı podmı́nku (2.6). Definujme funkce ϕ1,
ϕ2 vztahy

ϕ1(t) :=
1

%0ω
e−

ln |%0|
ω t x1(t) pro t ∈ R,

ϕ2(t) := e−
ln |%0|

ω t x2(t)− tϕ1(t) pro t ∈ R.
(2.14)

Zřejmě ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R). Analogicky jako v d̊ukazu části (1) ukážeme, že ϕ1

splňuje

ϕ1(t+ ω) = sgn(%0)ϕ1(t) pro t ∈ R. (2.15)

Dále vzhledem (2.6) a (2.15) dostaneme

ϕ2(t+ ω) = e−
ln |%0|

ω (t+ω) x2(t+ ω)− (t+ ω)ϕ1(t+ ω)

= e−
ln |%0|

ω t 1

|%0|

[
%0x2(t) + x1(t)

]
− sgn(%0)(t+ ω)ϕ1(t)

= sgn(%0)
[

e−
ln |%0|

ω t x2(t)− tϕ1(t)
]

+ sgn(%0)ω

[
1

%0ω
e−

ln |%0|
ω t x1(t)− ϕ1t)

]
= sgn(%0)ϕ2(t)

pro t ∈ R. To však znamená, že funkce ϕ1, ϕ2 jsou ω-periodické (resp. 2ω-
periodické), je-li %0 > 0 (resp. %0 < 0). Z (2.14) tedy vyplývá, že lineárně nezávislá
řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) jsou tvaru (2.10).

Část (3): Necht’ %1,2 = %0 e±ϑi, kde %0 > 0 a ϑ ∈ (−π, 0) ∪ (0, π). Podle tvr-
zeńı 1.6 existuje netriviálńı komplexńı řešeńı xc rovnice (1.1) splňuj́ıćı

xc(t+ ω) = %0 eϑi xc(t) pro t ∈ R. (2.16)

Definujme funkci ϕc vztahem

ϕc(x) := e−
ln %0+ϑi

ω t xc(t) pro t ∈ R. (2.17)
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Vzhledem (2.16) dostaneme

ϕc(t+ ω) = e−
ln %0+ϑi

ω (t+ω) xc(t+ ω)

= e−
ln %0+ϑi

ω t 1

%0
e−ϑi %0 eϑi xc(t) = ϕc(t) pro t ∈ R.

Položme nyńı

ϕ1(t) := Re
{
ϕc(t)

}
, ϕ2(t) := Im

{
ϕc(t)

}
pro t ∈ R.

Zřejmě ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou ω-periodické funkce. Dále položme

x1(t) := Re
{
xc(t)

}
, x2(t) := Im

{
xc(t)

}
pro t ∈ R.

Z obecné teorie lineárńıch diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u vyplývá, že jsou x1,
x2 lineárně nezávislá řešeńı rovnice (1.1). Z (2.17) nav́ıc dostaneme

xc(t) = e
ln %0+ϑi

ω t ϕc(x)

= e
ln %0
ω t

(
cos

ϑt

ω
+ i sin

ϑt

ω

)(
ϕ1(t) + iϕ2(t)

)
= e

ln %0
ω t

[
ϕ1(t) cos

ϑt

ω
− ϕ2(t) sin

ϑt

ω

]
+ i e

ln %0
ω t

[
ϕ1(t) sin

ϑt

ω
+ ϕ2(t) cos

ϑt

ω

]
pro t ∈ R,

a proto jsou řešeńı x1, x2 tvaru (2.11) a (2.12). �

Poznámka 2.7. Připomeňme, že k určeńı Floquetových multiplikátor̊u rovnice
(1.1) potřebujeme znát nějaký jej́ı fundamentálńı systém řešeńı. Ten však nemuśı
být vhodný pro kvalitativńı analýzu dané rovnice. Věta 2.6 nám dovoĺı naj́ıt tvar
fundamentálńıho systému rovnice (1.1), který je vhodný např́ıklad pro vyšetřováńı
asymptotického chováńı jej́ıch řešeńı.

V závěru předchoźı sekce jsme ukázali, že je-li ω > 0 a λ je kořenem
”
klasické“

charakteristické rovnice př́ıslušné k rovnici s konstantńımi koeficienty (1.21), pak
% = eλω je Floquetovým multiplikátorem rovnice (1.21) pro dané ω. Neńı tedy
složité ověřit, že tvrzeńı věty 2.6 aplikovaná pro dané ω na rovnici s konstantńımi
koeficienty (1.21) jsou v souladu s tvrzeńım 1.8. Podrobnou diskuzi zde uvádět ne-
budeme, zmı́ńıme však, že z této diskuze mimo jiné vyplývá smysluplnost zavedeńı
následuj́ıćıho pojmu.

Je-li % Floquet̊uv multiplikátor rovnice (1.1), lze ho zřejmě psát ve tvaru % =
|%| eϑi, kde ϑ ∈ (−π, π]. Potom č́ıslo

α :=
1

ω

[
ln |%|+ ϑi

]
nazýváme charakteristický (Floquet̊uv) exponent rovnice (1.1). Č́ıslo α hraje
pro rovnici (1.1) podobnou roli jako kořen

”
klasické“ charakteristické rovnice (1.22)

pro rovnici s konstantńımi koeficienty (1.21). Ve druhé části tohoto článku, kterou
plánujeme publikovat v některém z daľśıch č́ısel Kvaternionu, se budeme pojmu
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charakteristického exponentu věnovat podrobněji. Reálné části charakteristických
exponent̊u totiž úzce souviśı se stabilitou diferenciálńı rovnice (1.1).

3. Volné tlumené kmity lineárńıch oscilátor̊u s nekonstantńımi
tluḿıćımi a tuhostńımi charakteristikami

V této části ukážeme jedno možné použit́ı věty 2.6 v otázce existence řešeńı dife-
renciálńı rovnice (1.1) konverguj́ıćıho k 0 pro t→ +∞ spolu se svou prvńı derivaćı.

Uvažujme nejprve běžný volný tlumený oscilátor tvořený tělesem o hmotnosti
m, tlumı́ćım členem s charakteristikou b a lineárńı pružinou s charakteristikou k.
Jedná se o systém s 1 stupněm volnosti, jehož pohybová rovnice je tvaru

mx′′ + bx′ + kx = 0, (3.1)

kde m, b, k jsou kladné konstanty. Jelikož je to rovnice s konstantńımi koeficienty,
lze jednoduše ukázat, že pro libovolné kladné hodnoty konstant m, b a k má rovnice
(3.1) fundamentálńı sytém řešeńı x1, x2 splňuj́ıćı

lim
t→+∞

x
(k)
1 (t) = 0, lim

t→+∞
x
(k)
2 (t) = 0, k = 0, 1.

To však znamená, že každé řešeńı rovnice (3.1) konverguje k 0 pro t→ +∞ spolu
se svou prvńı derivaćı. Fyzikálńı interpretace tohoto faktu je následuj́ıćı: Každý
pohyb oscilátoru s pohybovou rovnićı (3.1) je tlumený a těleso se

”
v nekonečném

čase“ zastav́ı v rovnovážném stavu. Podrobněǰśı analýza pak ukazuje, že se jedná
o pohyb, který je tzv. podkriticky, kriticky, či nadkriticky tlumen v závislosti na

znaménku výrazu D =
(
b

2m

)2 − ω2
0 , kde ω0 =

√
k
m je vlastńı úhlová frekvence

netlumeného oscilátoru.
Všimněme si ještě následuj́ıćıch skutečnost́ı. Jsou-li konstanty m, b a k takové,

že b
m > 0 a k

m < 0, pak existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice (3.1)
splňuj́ıćı

lim
t→+∞

x
(k)
1 (t) = 0, lim

t→+∞
x
(k)
2 (t) = +∞, k = 0, 1.

A nakonec, jestliže b
m > 0 a k = 0, pak existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı x1, x2

rovnice (3.1) splňuj́ıćı

x1(t) = 1 pro t ∈ R, lim
t→+∞

x2(t) = 0, lim
t→+∞

x′2(t) = 0.

V těchto dvou př́ıpadech je prostor všech řešeńı rovnice (3.1) konverguj́ıćıch k 0 pro
t → +∞ spolu se svou prvńı derivaćı jednodimenzionálńı. Plat́ı tedy následuj́ıćı
jednoduché pozorováńı.

Pozorováńı 3.1. Jestlǐze m, b, k ∈ R a b
m > 0, pak existuje řešeńı x rovnice

(3.1) splňuj́ıćı

lim
t→+∞

x(t) = 0, lim
t→+∞

x′(t) = 0. (3.2)

Zobecńıme nyńı toto tvrzeńı pro diferenciálńı rovnice s nekonstantńımi perio-
dickými koeficienty. Poznamenejme, že takové zobecněńı neńı pouze teoretické ani
v souvislosti s výše uvažovaným lineárńım oscilátorem. Neńı totiž problém naj́ıt
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př́ıklad mechanické soustavy takové, že v jej́ı pohybové rovnici budou tlumı́ćı a tu-
hostńı koeficienty nekonstantńı – avšak periodické – funkce. Takový př́ıpad může
nastat např́ıklad po aproximaci nelinearit v pohybových rovnićıch oscilátor̊u s tzv.
geometrickou nelinearitou.

Použijeme Floquetovu teorii k d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.2. Jestlǐze p, g : R → R jsou lokálně lebesgueovsky integrovatelné
ω-periodické funkce a ∫ ω

0

g(s)ds > 0, (3.3)

pak existuje řešeńı x rovnice (1.1) splňuj́ıćı podmı́nku (3.2).

D̊ukaz. Necht’ %1, %2 jsou Floquetovy multiplikátory rovnice (1.1), tj. řešeńı

charakteristické rovnice (1.18). Vzhledem k předpokladu (3.3) máme e−
∫ ω
0
g(s)ds <

1, a proto z Vietových vztah̊u plyne 0 < %1%2 < 1. To však znamená, že bud’

|%1| < 1 nebo |%2| < 1 a bez újmy na obecnosti můžeme tedy předpokládat, že
|%1| < 1. Probereme oba př́ıpady, které mohou nastat.

Nejprve předpokládejme, že %1 ∈ R. Pak také %2 ∈ R a podle část́ı (1) a (2)
věty 2.6 tak existuje řešeńı řešeńı x rovnice (3.1) splňuj́ıćı

x(t) = e
ln |%1|

ω t ϕ1(t) pro t ∈ R, (3.4)

kde ϕ1 ∈ AC 1
loc(R) je periodická funkce. Derivaćı tohoto vztahu dostáváme

x′(t) =

(
ln |%1|
ω

ϕ1(t) + ϕ′1(t)

)
e

ln |%1|
ω t pro t ∈ R. (3.5)

Jelikož ln |%1| < 0 a funkce ϕ1, ϕ′1 jsou ohraničené na R, ze vztah̊u (3.4) a (3.5)
okamžitě vyplývá, že řešeńı x splňuje požadovanou podmı́nku (3.2).

Nyńı předpokládejme, že %1 ∈ C \R. Pak %2 = %1 a z části (3) věty 2.6 vyplývá
existence řešeńı x rovnice (1.1) splňuj́ıćıho

x(t) = e
ln |%1|

ω t

[
ϕ1(t) cos

ϑt

ω
− ϕ2(t) sin

ϑt

ω

]
pro t ∈ R, (3.6)

kde ϑ ∈ (−π, 0) ∪ (0, π) a ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou periodické funkce. Derivaćı

tohoto vztahu dostáváme

x′(t) = e
ln |%1|

ω t

(
ln |%1|
ω

[
ϕ1(t) cos

ϑt

ω
− ϕ2(t) sin

ϑt

ω

]
− ϕ′1(t) cos

ϑt

ω
− ϑ

ω
ϕ1(t) sin

ϑt

ω
− ϕ′2(t) sin

ϑt

ω
− ϑ

ω
ϕ2(t) cos

ϑt

ω

) (3.7)

pro t ∈ R. Jelikož ln |%1| < 0 a funkce ϕ1, ϕ2, ϕ′1, ϕ′2 jsou ohraničené na R, ze
vztah̊u (3.6) a (3.7) okamžitě vyplývá, že řešeńı x splňuje požadovanou podmı́nku
(3.2). �
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4. Závěrečné poznámky

Ćılem toho článku bylo ukázat alternativńı možnost, jak vybudovat Floquetovu
teorii pro lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s periodickými koe-
ficienty a předvést jej́ı možné použit́ı v úlohách kvalitativńı teorie diferenciálńıch
rovnic. V pokračováńı tohoto článku, které plánujeme publikovat v některém z
daľśıch č́ısel časopisu Kvaternion, ukážeme využit́ı Floquetovy teorie v otázce Lya-
punovské stability řešeńı uvažovaných rovnic.

Reference
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