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FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEARNI OBYCEJNE
DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU S PERIODICKYMI
KOEFICIENTY 1

JIRI SREMR

ABSTRAKT. Cldnek m4 za cil sezndmit ¢tendfe se zaklady Floquetovy teorie pro
linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu s periodickymi koeficienty. Zavedeme zakladni
pojmy této teorie (zejména pojem Floquetova multiplikdtoru), pficemz vyuzijeme
postup popsany v monografii [2]. Déle ukdzeme, v jakém tvaru muzeme najit funda-
mentalni systém feSeni studované rovnice urceny Floquetovymi multiplikdtory a jak
Ize tuto informaci pouzit v otdzce existence kmitu volného linedrniho oscilatoru s ne-
konstantnimi tlumicimi a tuhostnimi koeficienty, které se zcela utlumi pfi t — +oco.

1. ODVOZENT CHARAKTERISTICKE ROVNICE, FLOQUETOVY MULTIPLIKATORY

Floquetova teorie pro diferencialni rovnice vyssich fadi a jeji pouziti v otdzce
stability diferencidlnich rovnic patii do pokrocilejsich partii kvalitativni teorie di-
ferencidlnich rovnic. V bézné literatufe je obvykle vybudovana pro linearni sou-
stavy diferencidlnich rovnic s periodickou maticovou funkci a poté jsou odvozeny
dusledky pro linearni diferencialni rovnice vyssich fada. My zde vS8ak pouzijeme
alternativni postup, ktery je popsdn napiiklad v monografii [2, Hlava VI, §1],
a vybudujeme zaklady Floquetovy teorie pfimo pro linearni diferencidlni rovnice
vyssich fadu. Navic se zde z duvodu jednodussich formulaci a lepsi pochopitelnosti
pojmu omezime na diferencidlni rovnice 2. fadu.
Uvazujme tedy diferencidlni rovnici

a" + g(t)a’ +p(t)x =0, (L.1)

v niz jsou koeficienty p, g: R — R lokalné lebesgueovsky integrovatelné w-periodic-
ké funkce. Resenfm rovnice (1.1) rozumime funkci z: R — R, kterd je absolutné
spojita spolu se svou derivaci na kazdém kompaktnim intervalu v R a kterd po
dosazen{ spliiuje rovnost (1.1) skoro viude v R. Ctenaii, kteif nejsou zvykli pra-
covat s rovnicemi s integrovatelnymi koeficienty, mohou bez problému uvazovat
koeficienty g a p spojité a feSeni uvazovat ve tiidé funkci se spojitou 2. derivaci.
Nejprve si vSimnéme, ze predpoklad w-periodi¢nosti koeficient g a p je pod-
minkou nutnou pro existenci w-periodického feSeni rovnice (1.1), nikoliv vsak
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postacujici. Nasledujici priklady ukazuji, ze prostor vSech w-periodickych reseni
rovnice (1.1) muze byt jak nulovy, tak jedno ¢ dvoudimenziondlni.

Piiklad 1.1. Fundamentalni systém feSeni diferencialni rovnice

2 +a' —2x=0 (1.2)

tvoif funkce 1 (t) = e' a x5(t) = e =2, a proto rovnice (1.2) nem4 zadné netrivialn{

periodické teseni. To vSak znamena, ze pro libovolné w > 0 je prostor vSech w-
periodickych Feseni rovnice (1.2) nulovy.

Pozndamka 1.2. V predchozim piikladu jsme uvazovali diferencialni rovnici s kon-
stantnimi koeficienty. Neni v8ak slozité sestrojit také piiklad rovnice s nekon-
stantnimi — av8ak w-periodickymi — koeficienty takové, ze prostor v8ech jejich w-
periodickych feseni je nulovy. Je totiz mozné dokazat nasledujici tvrzeni: Jestlize
koeficient p v rovnici (1.1) spliiuje podminku

p(t) <0 pros.v.t € [0,w], p(t) £ 0,

pak ma tato rovnice kladnd linedrné nezavisla reSeni x1, xo takovd, Ze

tl}IEloo (t) =0, tkgloo z1(t) = +oo,
t_lfrfloo za(t) = +o0, tlg-noo z2(t) =0,

a nema tedy zadné netrivialni w-periodické reseni.
Piiklad 1.3. Méjme w = 27 a uvazujme diferencialni rovnici
I sint .
2+ sint
Tato rovnice mé feSeni z(t) = 2 + sint, které je zfejmé w-periodické. Najdeme
Feseni x5 rovnice (1.3) linedrné nezdvislé s x1. Vsimnéme si, ze kazdé feseni x
rovnice (1.3) spliuje

=0. (1.3)

Wl al() = et (1215) 210)) =i0'() = ety (1)

= (2 +sint)z’(t) — z(t) cost prot € R,
kde Wzy,z] je wronskidn Feseni x1, x, a navic plat{
Wz, z](t) = Wlx1,z](0) = 22'(0) — 2(0) prot € R,

coz vyplyvé z dusledku Liouvilleovy formule pro diferencidlni rovnice vyssich radu
(viz napi. [1, Kapitola III, sekce 2]). Ozna¢me xo FeSeni diferencidlni rovnice (1.3)
splnujici pocatecni podminky

1
7 vyse uvedenych vztaht dostdvdame

Wiz1,z2](t) =1 proteR

(2 +sint)xh(t) — z2(t)cost =1 prot e R.



FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEARNI ODR 2. RADU 19

To v8ak znamend, 7Ze feSeni zo rovnice (1.3) je linedrné nezavislé s x; a navic je o
fesenim linearni diferencidlni rovnice 1. fadu
, _ cost 1
“orsn ! T o
Obecné feseni této rovnice je tvaru

Y

¢ 1 .
y(t):<c+/o (2+Sins)2ds)(2+smt) prot € R, ceR

a nami hledané feseni x5 ziskdme v tomto systému funkci volbou ¢ = 0.
Nasli jsme tak fundamentéln{ systém feseni rovnice (1.3) tvaru

t
. . 1
l’l(t) = 2 + smt, Z‘Q(t) = (2 + smt)/ m
0
Piimym vypoctem zjistime, ze
t+27 1
t+2m 1
(1.4)
t+27 1
2 1
= 2ot ¢ — - _d teR,
na®)+ar(t) [ s wro

tedy feSeni xo neni w-periodické. Odtud vyplyvéa, ze prostor vSech w-periodickych
feseni rovnice (1.3) je jednodimenzionalni.

Priklad 1.4. Pro w > 0 uvazujme diferencialni rovnici

472
Fundamentaln{ systém feeni této rovnice je tvaru z;(t) = cos (22£), x5(t) =

sin (%)7 a proto je kazdé jeji feSeni w-periodické. To vSak znamend, ze prostor

v8ech w-periodickych fedeni rovnice (1.5) je dvoudimenziondlni.

V piikladu 1.1 vidime, Ze linedrni diferencidlni rovnice s w-periodickymi koefi-
cienty nemusi mit zddna netrivialni w-periodicka feseni. Pro dané w > 0 ma vsak
rovnice (1.2) linedrné nezdvisld feSeni z1, x2, kterd misto w-periodicity splauji
podminky

ri(t+w)=e“a1(t), xa(t+w)=e*uy(t) protecR.

Uvazujme proto otdzku existence netrividlniho feseni rovnice (1.1) spliujiciho
podminku

z(t+w)=px(t) prot€eR, (1.6)
kde o € C. V piipadé ¢ € C\ R samoziejmé uvazujeme komplexn{ feseni dife-
rencidlni rovnice (1.1), v niz jsou vSak koeficienty funkce redlné. Vsimnéme si,
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ze otdzka existence w-periodického Feseni rovnice (1.1) je zahrnuta v tloze (1.1),
(1.6), v niz o = 1.

Necht z1, x5 je redlny fundamentalni sytém feseni rovnice (1.1). JelikoZ jsou
koeficienty p, g periodické s periodou w, funkce

y1(t) ==z (t+w), y2(t) :=a2(t+w) proteR (1.7)
jsou také fesenf rovnice (1.1), a proto je lze vyjadiit jako linedrn{ kombinace
Y1 (t) = (Lll.’El(t) + a12$2(t), yg(t) = agll'l(t) + 022$2(t) pro te ]R, (18)
kde a11, a12, as1, ass € R jsou vhodné konstanty. Reseni z tlohy (1.1), (1.6) budeme
hledat ve tvaru
x(t) = c1x1(t) + caz2(t) prot e R,
kde ¢, ¢y € C. Toto Teseni splituje podminku (1.6) préavé tehdy, kdyz
a1z (t 4+ w) + coxa(t +w) = g[clxl(t) + chg(t)} prot € R,
odkud vzhledem k (1.7) a (1.8) dostdvdme
[clau + coao1 — clg}xl(t) + [clalg + coa9y — CQQ] x2(t) =0 proteR.

Reseni x1, z2 jsou v8ak linedrné nezavislé, a proto je predchozi vztah splnén praveé
tehdy, kdyz jsou konstanty ci, co feSenim soustavy algebraickych linedrnich rovnic

ain —o a2 cr) _ (0
aiz a2 — o) \C2 0)°
Dokézali jsme tak, ze dloha (1.1), (1.6) mé netrividlni (eventudlné komplexni)
feSeni pravé tehdy, kdyz konstanta ¢ € C spliiuje
det <““ —e > =0. (1.9)
a2 az2 — 0

Rovnici (1.9) nazyvdme charakteristickou rovnici diferencidlni rovnice (1.1)

a matici
aip — o0 a21
12 a2 — 0

nazyvame charakteristickou matici. RozepiSeme-li piislusny determinant, mu-
zeme vztah (1.9) prepsat do tvaru

0> — (tr A)p+det A =0, (1.10)
kde
A _ (all a12> (1 11)
azy ag )’ '

Nyni ukdzeme, ze charakteristickd rovnice (1.10) nezavisi na zvoleném funda-
mentalnim systému feSeni, pomoci kterého jsme matici A vytvorili. Méjme tedy
jesté jiny fundamentdlni systém feseni Zp, T diferencidlni rovnice (1.1). Oba
systémy 1, xo a Ty, To tvoi{ bdzi vektorového prostoru vsech fesenf rovnice (1.1),
existuje tedy regularni matice B = (bix); ,—; € R*** takovd, ze

(%EED =B @;Eg) prot € R.
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Odtud a s pouzitim (1.7), (1.8) a (1.11) dostdvame
fl(t-i-w) . $1(t+OJ) o l‘l(t) o 1 i‘\l(t)
(Eg(t+w)> =B (xg(t+w) =BAL,w) =BAB T (5,4)) PoteR
Pouzitim tohoto vztahu misto (1.7) a (1.8) ukdzeme analogicky jako vyse, ze uloha

(1.1), (1.6) m4 netrividln{ (eventudlné komplexni) feseni pravé tehdy, kdyz kon-
stanta ¢ € C spliuje

o —tr (BAB™")o+det (BAB™') = 0.
Piimym vypoctem vsak lehce ovérime, ze
tr (BAB_l) =trA a det (BAB_l) = det A.

Proto je charakteristickd rovnice jednozna¢né pfifazena k diferencidln{ rovnici (1.1)
a nezélezi na fundamentalnim systému feSeni, pomoci kterého ji vytvorime. Od-
vodme nakonec tvar charakteristické rovnice pomoci fundamentdlnim systému
Feseni rovnice (1.1), ktery je casto uvazovén i v jinych oblastech kvalitativni teorie
diferencidlnich rovnic, napiiklad v teorii okrajovych tloh ¢i oscila¢ni teorii.
Ozname u; a ug FeSeni linedrni rovnice (1.1) spliujici pocatecni podminky

u(0) =1, v (0)=0 a  wuz(0)=0, uh(0)=1. (1.12)

Resenf uy, uy zFejmé tvoif fundamentdlni systém feseni rovnice (1.1). Stejnym
postupem jako vyse dostaneme

ur(t +w) = ajug (t) + argus(t), us(t + w) = aguy(t) + asous(t) (1.13)
pro t € R, odkud plyne
up (w) = a, us(w) = asg- (1.14)
Derivaci rovnost{ (1.13) a ndslednym dosazenim za t = 0 ziskdme
Ul (w) = aq2, ub(w) = aga. (1.15)

Pouzijeme-li vztahy (1.14), (1.15) a vyraz (1.9) pro charakteristickou rovnici,
obdrzime

det <“1(§"()_9 uz(w) >_ (1.16)
nebo-li

2 / ur(w)  uz(w)

0> — (u1(w) + uh(w)) o + det (u’l(w) ué(w)) . (1.17)
Vsimnéme si jesté, ze determinant v piedchozi rovnici je hodnotou wronskidnu
feSeni w1, us v bodé w a pouzijeme-li dusledek Liouvilleovy formule pro dife-
rencidlni rovnice vyssich fadu (viz napf. [1, Kapitola III, sekce 2]), dostaneme

det (ul(w) UQ(W)) = Wy, ug)(w) = Wug, ug)(0) e~ Jo 9()ds — o= J5"9(s)ds

ui(w)  up(w)

Zavérem vyse uvedené diskuze je nasledujici definice a tvrzeni.
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Definice 1.5. Koieny charakteristické rovnice
0 — (w1 (w) +uh(w))o + e 9N = 0 (1.18)

kde w1, ug jsou feSen{ rovnice (1.1) spliaujici poc¢dteéni podminky (1.12) a w je
perioda koeficientu p a ¢, nazyvame Floquetovy multiplikatory diferencidlni
rovnice (1.1).

Tvrzeni 1.6. Uloha (1.1), (1.6) md netrividlni (eventudlné komplexni) Fesent
pravé tehdy, kdyz je o Floquetovym multiplikdtorem diferenciding rovnice (1.1).

Pozndmka 1.7. V tvodu ¢lanku jsme zminili, ze je Floquetova teorie obvykle
vybudovana pro soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fadu s w-periodickou
maticovou funkei a poté jsou odvozeny dusledky pro linearni diferencialni rovnice
vys8ich fadu. Pro linedrni soustavu

y' = P(t)y (1.19)

s w-periodickou maticovou funkci P jsou Floquetovy multiplikatory definovany

jako vlastni ¢isla tzv. matice monodromie Y (w), kde Y je fundamentalni matice

soustavy (1.19) spliiujici podminku Y (0) = I (viz napf. [3, Hlava II, §2]).
Uvazujme tedy soustavu linedrnich diferencialnich rovnic

v'= <1?(f) gl<t>) y (1.20)

odpovidajici diferencidlni rovnici (1.1) a pfipomenme, Ze feSeni rovnice (1.1) a sou-
stavy (1.20) jsou v ndsledujicim vztahu: Je-li funkce x feSenfm rovnice (1.1), pak
je vektorova funkce y = (x,2’) feSenim soustavy (1.20). Naopak, je-li vektorova
funkece y = (y1,y2) FeSenim soustavy (1.20), pak yo = y] a funkce y; je feSenim rov-
nice (1.1). Fundamentdlni matice Y soustavy (1.20) splaujici podminku Y (0) = I

je tedy tvaru
= () ),
uy(w)  us(w)
kde wuy, us jsou fedeni rovnice (1.1) spliujici poc¢dteéni{ podminky (1.12). Odtud
okamzité vidime, ze Floquetovy multiplikdtory rovnice (1.1) zavedené v definici 1.5
jsou skuteéné vlastnimi ¢isly matice monodromie soustavy (1.20).

V zavéru této sekce se budeme vénovat diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty

2" + gox’ + poxr = 0, (1.21)

kde pg,go € R. Jednd se o specidlni piipad rovnice (1.1), jejiz koeficienty jsou

funkce periodické s libovolnou periodou w > 0. Ackoliv jsou koteny ,klasické*
charakteristické rovnice

A+ goA+po =0 (1.22)

prislusné k (1.21) urcené diferencidln{ rovnici (1.21) jednoznaé¢né, Floquetovy mul-

tiplikdtory rovnice (1.21) jsou zdvislé na uvazované hodnoté periody w. Lehce lze

ukdzat, ze je-liw > 0 a A je kofenem ,klasické“ charakteristické rovnice (1.22), pak

je 0 = e* Floquetovym multiplikédtorem diferencialni rovnice (1.21) pro dané w.
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Vskutku, je-li A kofenem ,klasické“ charakteristické rovnice (1.22), diferencidlni
rovnice (1.21) mé (eventudlné komplexni) feseni x(t) = e, pro které ziejmé plati

z(t+w) =) =M y(t) proteR.

7 tvrzeni 1.6 pak okamzité plyne, ze 0 = e je Floquetiiv multiplikator dife-
rencidln{ rovnice (1.21) pro dané w.

Piipomenme jesté, jak 1ze najit linedrné nezavisla feseni rovnice (1.21), zndme-li
koteny jeji ,klasické“ charakteristické rovnice (1.22).

Tvrzeni 1.8. Nechf A1, A2 jsou koveny charakteristické rovnice (1.22). Pak
plati:
(1) Jestlize A1, 2 € R a Ay # Ao, pak md rovnice (1.21) linedrné nezdvisld
reseni x1, xo tvaru
zi1(t) =Mt ap(t) =M proteR.
(2) Jestlize Ay = Ao =: Ao, pak md rovnice (1.21) linedrné nezdvisld reseni x1,
To tvaru
z1(t) = e zy(t) =teM! prot e R.
(8) Jestlize Mo = ptvi, kde p,v € R a v >0, pak md rovnice (1.21) linedrné
nezavisld reseni x1, xo tvaru

x1(t) = e cos(vt), wo(t) = e*'sin(vt) prot € R.

V naésledujici ¢asti ukazeme, v jakém tvaru lze najit linedrné nezavisld feseni
rovnice (1.1), zndme-li jeji Floquetovy multiplikdtory (viz vétu 2.6).

2. FUNDAMENTALN{ SYSTEM RESENf ROVNICE (1.1) URCENY FLOQUETOVYMI
MULTIPLIKATORY

Uvazujme opét fundamentéln{ systém Feseni rovnice (1.1) jako jeji Feseni uq, us
spliujici poc¢dtecni podminky (1.12). Z predchozi ¢dsti vime, ze Floquetovy mul-
tiplikdtory jsou ¢isla g, ktera nuluji determinant charakteristické matice

(" e .

Udélame nyni kratkou vsuvku a ukazeme, jak vypada charakteristickd matice
linearni diferencialni rovnice vysstho fadu

2™ 4 ()™ 4 b p (D)2 + pa(t)z =0, (2.2)
kde p1, ..., p, jsou w-periodické funkce. Nebudeme vse znovu detailné rozepisovat,
to urcité zvladdne ctenar udélat sam. Oznacime-li uy,...,u, FeSeni rovnice (2.2)

splnujici pocatecni podminky

¥ V0) =6, pro i ke {l,...,n},

K2
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kde 91 je Kronekerovo delta, ziejmé tyto funkce tvoii fundamentalni systém reseni
rovnice (2.2). Charakteristickd matice rovnice (2.2) je proto tvaru

u(w)—o  uz(w) e Un ()
W) - o uw)

(2.3)
W) W) Vw0

a Floquetovy multiplikatory jsou pak ¢isla o, kterda nuluji jeji determinant. Lze
ukézat, ze pro kazdy Floquetuv multiplikdtor o rovnice (2.2) s ndsobnosti £ existuje
prave £ linedrné nezavislych feseni rovnice (2.2), které je mozné rozdélit do podsku-
pin odpovidajicim tzv. elementdrnim délitelim charakteristické matice (2.3) (viz
napi. [2, Hlava VI, §1, sekce 5]). Tyto elementdrni délitele lze ziskat néasledovné.
Pro kazdé k € {1,...,n} necht je Dy(p) nejvétsi spolecny délitel viech minori'
matice (2.3) fddu k. Polozme Dy(p) := 1,
_ Dilo) _
pr(0) == Dr1(0) prok=1,...,n

a vyberme viechny faktory p1 (o), . .., p.(0) ruzné od 1. Kazdy vybrany faktor py (o)
je polynom s redlnymi koeficienty stupné s(k) > 1 a rozlozime-1li ho v komplexnim
oboru na souc¢in kotenovych ¢initel, dostaneme

pk(g) = (Q - Qk,l)mk’l . (Q — Qkps(k))mk’s(k),

kde 0k,1,- .-, Ok,s(k) jsou navzajem rizné Floquetovy multiplikdtory rovnice (1.1)
amp1+ -+ my k) = s(k). Takto ziskané vyrazy (o — ox,i)"*, k=1,...,v a
i=1,...,s(k), jsou elementdrnimi déliteli charakteristické matice (2.3). V§imnéme

si, ze zde mize byt o, ; = 0k, ; pro néjakd ki, ke € {1,...,v}, k1 # ke a i €

{17 tec S(kl)}v .7 € {17 te S(kQ)}
Pro diferencidlni rovnice 2. fadu mame pouze tfi moznosti:

(1) Rovnice (1.1) ma dva ruzné Floquetovy multiplikdtory g1,02 € C a ele-
mentdrni délitelé charakteristické matice (2.1) jsou

0—01, 0O0—02.

(2) Rovnice (1.1) m4 Floquetiiv multiplikdtor gy € R s nésobnosti 2 a ele-
mentdrni délitelé charakteristické matice (2.1) jsou

@— 0o, 0O0—0o0-

(3) Rovnice (1.1) ma Floquetiv multiplikdtor gy € R s nésobnosti 2 a ele-
mentdrni délitel charakteristické matice (2.1) je

(0 — 90)2-

Lze tedy dokézat nasledujici tvrzeni.

1Tj. determinanti ¢tvercovych submatic.



FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEARNI ODR 2. RADU 25

Tvrzeni 2.1. Necht 01,02 € R, 01 # 02, jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice
(1.1). Pak existuji (redlnd) linedrné nezdvisla TesSend x1, xo rovnice (1.1) splriugict

1t +w)=0121(t), z2(t+w)=p222(t) proteR. (2.4)

Tvrzeni 2.2. Necht gy € R je Floquetiv multiplikdtor rovnice (1.1) s ndsobnos-
t 2. Pak existuji (redlnd) linedrné nezdvisld reseni x1, xo rovnice (1.1) spliujici
bud’
z1(t+w) = pox1(t), x2(t+w)=gox2(t) prot€R (2.5)
nebo
21(t+w) = gor1(t), x2(t+w) = gox2(t) +x1(t) proteR. (2.6)
Tvrzeni 2.3. Nechl 912 = a £ bi, kde a,b € R a b > 0, jsou Floquetovy

multiplikdtory rovnice (1.1). Pak existuji (redlnd) linedrné nezdvisld resent x1, o2
rovnice (1.1) splriujict

z1(t+w) = ax1(t) — bxa(t), z2(t +w) = bx1(t) + axz(t) proteR.

Piiklady potvrzujici moznd chovani linedrné nezdvislych feseni rovnice (1.1)
uvedend v tvrzenich 2.1 a 2.3 lze snadno sestrojit pro rovnici s konstantnimi koefi-
cienty a vhodné hodnoty periody w. Fakt, ze obé moznosti (2.5) a (2.6) v tvrzeni 2.2
mohou opravdu nastat, ukdzeme v néasledujicich piikladech.

Priklad 2.4. Méjme w = 27 a uvazujme diferencidlni rovnici

2 +x=0. (2.7)
Kofeny ,klasické“ charakteristické rovnice jsou A\;o = +i a jak jsme ukézali

v zdvéru piedchozi sekce, odpovidajici Floquetovy multiplikdtory jsou g1 2 = eti2m

tj. 01,2 = 1. Rovnice (2.7) m4 linedrné nezavisld feseni
x1(t) = cost, wm2(t) =sint prot e R,
ktera spliiuji podminku (2.5), v niz je samoziejmé gp = 1.

Priklad 2.5. Mé&jme w = 27 a uvazujme diferencidln{ rovnici (1.3). Pouzijeme
jeji linedrné nezdavisla feSeni uvedena v piikladu 1.3, sestrojime fundamentalni
systém feseni jako jeji Feseni uq, us spliujici pocateéni podminky (1.12) a dosta-
neme

ur(t) = (2 +sint) (;_/Ot(Q—i—slins)zds> prot € R
a
¢ 1
uz(t):2(2+sint)/0 mds prot R
Odtud

2m 2w
1 1

2r)=1—-2 —d H(2m) =2 —=d 1

w1 (2m) /0 (2 + sin 5)2 5 uz(2m) /0 (2 +sin s)? s+l
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a proto je charakteristickd rovnice pifslusnd diferencidln{ rovnici (1.3) tvaru ¢? —
20+ 1 =0, viz (1.18). Floquetovy multiplikdtory rovnice (1.3) jsou tedy g1,2 = 1.
Z piikladu 1.3 také vyplyvd, Zze m4 rovnice (1.3) linedrné nezavisla Feseni

t
1
= 2 1
5 ds, xa(t) (—I—smt)/o CEETE

x1(t) = (2+sint)/0 ﬂ( ! s,

2 4 sin s)
kterd spliuji podminku (2.6), v niz je samoziejmé gg = 1.

Nyni jiz ukdzeme, v jakém tvaru lze najit linedrné nezdvisla reseni rovnice (1.1),
zname-li jeji Floquetovy multiplikitory. V nésledujici vété oznacme ACT,,(R)
mnozinu funkei, které jsou absolutné spojité spolu s jejich derivaci na kazdém
kompaktnim intervalu v R.

Véta 2.6. Necht o1, 02 jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice (1.1). Pak plati:
(1) Jestlize 01,02 € R a 91 # 02, pak 0102 > 0 a existuji linedrné nezdvisld
Tefent x1, xo rovnice (1.1) spliujict
1"\91\t 111\@2\t
z1(t) =e "« “pi(t), xa(t)=e @ @o(t) proteR, (2.8)
kde 1,92 € ACL.(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li
01 >0 (resp. 1 <0).
(2) Jestlize o1 = 02 =: 0o, pak existuji linedrné nezdvisld Tesend x1, xo rovnice
(1.1) splriugici bud’

n ol nlo
n(t) =e SN o (t), wma(t) =e <" tos(t) proteR (2.9)
nebo
In |og| t In |og]| +
z1(t) =e "« Tp1(t), zat)=e @ [tcpl(t) + cpg(t)] prot € R, (2.10)
kde o1, po € AC}OC(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li
00 >0 (resp. oo < 0)_.
(3) Jestlize 012 = 0o eV, kde 0o > 0 a ¥ € (—m,0)U(0, ), pak existuji linedrné
nezavisld resent x1, xo rovnice (1.1) spliugict

no It It
x1(t) = ot |:<p1(t) cos — — po(t) sin ] prot € R (2.11)
w w
a
no ot It
xo(t) = R {gpl(t) sin — + @o(t) cos } prot € R, (2.12)
w w

kde 1,02 € ACT, (R) jsou w-periodické funkce.

Diikaz. Cdst (1): Necht 01,00 € R a o1 # 02. Jelikoz jsou py, o2 kofeny cha-
rakteristické rovnice (1.18), z Vietovych vztahu okamzité plyne o102 > 0, tj.
sgn(o1) = sgn(p2). Podle tvrzeni 2.1 existuji linedrné nezdvisla feseni x1, x5 rovnice
(1.1) spliujici podminku (2.4). Definujme funkce o1, @9 vztahem

In oyl

or(t) :=e xp(t) proteR, k=1,2. (2.13)
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Ziejmé @1, € ACL.(R) a vzhledem k (2.4) dostaneme

In |0 |

op(t+w)=e v ) gy (¢ 4 w)
_mlegl, 1
—e W @ ok (t) = sgn(or)pr(t) prot € R.

To vsak znamend, ze funkce @1, @9 jsou w-periodické (resp. 2w-periodické), je-li
01 > 0 (resp. 01 < 0). Z (2.13) tedy vyplyvd, ze linedrné nezavisld feseni xq, xo
rovnice (1.1) jsou tvaru (2.8).

Cdst (2): Nechf g = 02 =: 0o. Pak 0y € R je kofen charakteristické rovnice
(1.18) s ndsobnosti 2, a proto podle tvrzeni 2.2 existuji linedrné nezdvisld resen{
x1, o2 rovnice (1.1) splitujici bud (2.5) nebo (2.6).

Jestlize x1, zo spliiuji podminku (2.5), analogicky jako v dukazu ¢asti (1)
ukézeme, ze jsou x1, To tvaru (2.9), kde ¢1,p5 € ACL.(R) jsou w-periodické
(resp. 2w-periodické) funkee, je-li o > 0 (resp. gp < 0).

Piedpoklddejme nyni, ze x1, xo spliuji podminku (2.6). Definujme funkce ¢1,
o vztahy

1 n e
©1(t) = et bzi(t) proteR,
Q0w (2.14)

Injeol 4

wa(t) :=e” "« ‘ao(t) —tpi(t) proteR.

Ziejmé @1, 02 € ACL.(R). Analogicky jako v dikazu ¢asti (1) ukdzeme, Ze ¢
splnuje

v1(t+w) =sgn(eo)p1(t) proteR. (2.15)
Déle vzhledem (2.6) a (2.15) dostaneme

In |eq|
ot +w)=e" o (t+“’)x2(t+w)—(t—l—w)gol(t—i—w)

— ool ‘%0 [gomg(t) n xl(t)} — sgn(00)(t + w)py (t)
= sgn(0o) [e_ln Lol Cao(t) — t@l(t)]

T sgm(go)w [glw el () — w)] — sgn(ao)ea(t)

pro t € R. To vsak znamend, ze funkce 1, @2 jsou w-periodické (resp. 2w-
periodické), je-li gg > 0 (resp. gg < 0). Z (2.14) tedy vyplyvé, Ze linedrné nezdvisld
feseni x1, xo rovnice (1.1) jsou tvaru (2.10).

Cdst (3): Nechf 012 = gpe*i, kde g > 0 a ¥ € (—7,0) U (0, 7). Podle tvr-
zeni 1.6 existuje netrividlni komplexn{ fesenf x, rovnice (1.1) spliujic

To(t+w)=poe” z.(t) proteR. (2.16)

Definujme funkci ¢, vztahem

_ In og+9i t

we(x):=e" & 'z (t) proteR. (2.17)
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Vzhledem (2.16) dostaneme

In 91
Yot +w)=e" TS () Z(t +w)
In gg+19i : i efﬁi
Qo

=e o0e”z.(t) = p.(t) proteR.

Polozme nyni
p1(t) :== Re{pc(t)}, o(t) :=Im{p.(t)} proteR.
Ziejmé @1, p € ACT,.(R) jsou w-periodické funkce. Déle polozme
z1(t) == Re{w.(t)}, a2(t) :=Im{z.(t)} proteR.

7 obecné teorie linearnich diferencidlnich rovnic vyssich fadu vyplyva, ze jsou x1,
x2 linedrné nezavisld feseni rovnice (1.1). Z (2.17) navic dostaneme

In og +0i ,

ze(t) =e = " pe()

no It vt
— el St (cos +iSin> (<,01(t) + i@Q@))
w w

Ingg ,

Ut . Ut
=e v [gpl(t) cos — — pa(t) sin w}

In g

Ut Ut
+iew ! [@1(1?) sin — + @2(t) cos ] prot € R,
w w
a proto jsou Feseni z1, x2 tvaru (2.11) a (2.12). O

Pozndmka 2.7. Pfipomenime, ze k urc¢eni Floquetovych multiplikdtorta rovnice
(1.1) potfebujeme znat néjaky jeji fundamentdlni systém Feseni. Ten vSak nemusi
byt vhodny pro kvalitativni analyzu dané rovnice. Véta 2.6 nam dovoli najit tvar
fundamentédlniho systému rovnice (1.1), ktery je vhodny napiiklad pro vySetfovani
asymptotického chovani jejich Feseni.

V zavéru predchozi sekce jsme ukézali, ze je-li w > 0 a A je kofenem ,klasické®
charakteristické rovnice piislusné k rovnici s konstantnimi koeficienty (1.21), pak
0 = e je Floquetovym multiplikdtorem rovnice (1.21) pro dané w. Neni tedy
slozité ovéfit, ze tvrzeni véty 2.6 aplikovand pro dané w na rovnici s konstantnimi
koeficienty (1.21) jsou v souladu s tvrzenim 1.8. Podrobnou diskuzi zde uvadét ne-
budeme, zminime vsak, ze z této diskuze mimo jiné vyplyva smysluplnost zavedeni
nasledujiciho pojmu.

Je-li p Floquetuv multiplikdtor rovnice (1.1), lze ho zfejmé psat ve tvaru o =
lo|e”, kde ¥ € (—, ). Potom ¢islo

1 .
o= a[ln|g| + 9]

nazyvame charakteristicky (Floquetiv) exponent rovnice (1.1). Cislo o hraje
pro rovnici (1.1) podobnou roli jako kofen ,klasické“ charakteristické rovnice (1.22)

pro rovnici s konstantnimi koeficienty (1.21). Ve druhé ¢dsti tohoto ¢ldnku, kterou
planujeme publikovat v nékterém z dalsich ¢isel Kvaternionu, se budeme pojmu
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charakteristického exponentu vénovat podrobnéji. Realné ¢asti charakteristickych
exponentu totiz tizce souvisi se stabilitou diferencidlni rovnice (1.1).

3. VOLNE TLUMENE KMITY LINEARNICH OSCILATORU S NEKONSTANTNIMI
TLUMICIMI A TUHOSTNIMI CHARAKTERISTIKAMI

V této césti ukdzeme jedno mozné pouziti véty 2.6 v otézce existence feseni dife-
rencialni rovnice (1.1) konvergujiciho k 0 pro ¢ — +o0 spolu se svou prvni derivaci.

Uvazujme nejprve bézny volny tlumeny oscilator tvofeny télesem o hmotnosti
m, tlumicim ¢lenem s charakteristikou b a linedrni pruzinou s charakteristikou k.
Jednd se o systém s 1 stupném volnosti, jehoz pohybova rovnice je tvaru

ma’ + bx' + kx = 0, (3.1)

kde m, b, k jsou kladné konstanty. Jelikoz je to rovnice s konstantnimi koeficienty,
Ize jednoduse ukazat, ze pro libovolné kladné hodnoty konstant m, b a k ma rovnice
(3.1) fundamentalni sytém feseni x1, xo spliujici

: (k) 1y : (k) 4y _ —
tilgrnooml (t) =0, tlginoo xzy (t) =0, k=0,1.

To vsak znamend, ze kazdé feseni rovnice (3.1) konverguje k 0 pro t — 400 spolu
se svou prvni derivaci. Fyzikalni interpretace tohoto faktu je nasledujici: Kazdy
pohyb oscildtoru s pohybovou rovnici (3.1) je tlumeny a téleso se ,,v nekoneéném
Case“ zastavi v rovnovazném stavu. Podrobnéjsi analyza pak ukazuje, ze se jedna
o pohyb, ktery je tzv. podkriticky, kriticky, ¢i nadkriticky tlumen v zavislosti na

. . 2 . ;. .
znaménku vyrazu D = (%) — w3, kde wg = 4/ % je vlastni tdhlova frekvence

netlumeného oscilatoru.

Vsimnéme si jesté nasledujicich skutecnosti. Jsou-li konstanty m, b a k takové,
ze % >0 a % < 0, pak existuji linedrné nezdvisld feSeni x1, xo rovnice (3.1)
splnujici

lim 2@ =0, lim 27() =400, k=0,1.

t—+4oo t—+oo
A nakonec, jestlize % > 0 a k = 0, pak existuji linedrné nezavisla feseni x1, x
rovnice (3.1) spliujici
z1(t)=1 prot€R, lim x5(t) =0, lim z5(t) =0.

t—+4o00 t—+oo
V téchto dvou piipadech je prostor vsech feseni rovnice (3.1) konvergujicich k 0 pro
t — 400 spolu se svou prvni derivaci jednodimenzionalni. Plati tedy nésledujici
jednoduché pozorovani.

Pozorovani 3.1. Jestlize m,b,k € R a % > 0, pak existuje reSeni x rounice
(3.1) spliugict

lim z(t) =0 lim z'(t) = 0. 3.2

Jim () =0, lim_a'(1) (3.2)

Zobecnime nyni toto tvrzeni pro diferencialni rovnice s nekonstantnimi perio-

dickymi koeficienty. Poznamenejme, Ze takové zobecnéni neni pouze teoretické ani

v souvislosti s vySe uvazovanym linedrnim oscildtorem. Neni totiz problém najit
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priklad mechanické soustavy takové, ze v jeji pohybové rovnici budou tlumici a tu-
hostni koeficienty nekonstantni — av8ak periodické — funkce. Takovy piipad muze
nastat napiiklad po aproximaci nelinearit v pohybovych rovnicich oscildtoru s tzv.
geometrickou nelinearitou.

Pouzijeme Floquetovu teorii k dukazu néasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 3.2. Jestlize p,g: R — R jsou lokdlné lebesqueovsky integrovatelné
w-periodické funkce a

/O " g(s)ds > 0, (3.3)

pak existuje Tesend x rovnice (1.1) spliugici podminku (3.2).

Diikaz. Necht g1, 0o jsou Floquetovy multiplikitory rovnice (1.1), tj. feSenf
charakteristické rovnice (1.18). Vzhledem k predpokladu (3.3) méme e~ Jo  9(s)ds <
1, a proto z Vietovych vztahti plyne 0 < 102 < 1. To v8ak znamen, %e bud
lo1] < 1 nebo |oa| < 1 a bez Gjmy na obecnosti muzeme tedy predpokladat, ze
|o1| < 1. Probereme oba piipady, které mohou nastat.

Nejprve predpokladejme, ze g1 € R. Pak také po € R a podle éasti (1) a (2)
véty 2.6 tak existuje feSen{ fesen{ x rovnice (3.1) spliujici

n e
z(t) = et ©1(t) protcR, (3.4)
kde ¢, € AC},.(R) je periodicka funkce. Derivaci tohoto vztahu dostédvame

In ey |
ot

prot € R. (3.5)
w

20 = (22l 4ot o

Jelikoz In |p1| < 0 a funkce @1, ¢} jsou ohrani¢ené na R, ze vztahu (3.4) a (3.5)
okamzité vyplyvd, ze feSeni x splituje pozadovanou podminku (3.2).

Nyni predpoklddejme, ze g1 € C\R. Pak 9o = 77 a z ¢ésti (3) véty 2.6 vyplyvd
existence feSeni x rovnice (1.1) spliujiciho

ey,

z(t)=e {wl(t) cos vt p2(t) sin Q%} prot € R, (3.6)
w w

kde ¥ € (—m,0) U (0,7) a ¢1,p02 € AC], . (R) jsou periodické funkce. Derivaci
tohoto vztahu dostdvame

n oy | It It
2 (t) = et (H|91 [gol(t) cos — — o (t) sin —]
w w w 3.7)
1 (t) cos gt _ v (t)si It (t) si gt _ v (t) cos vt '
- —— = in— — in— — — —
$1 w  w ¥1 o P2 w  w P2 w

pro t € R. Jelikoz In|g;| < 0 a funkce @1, 2, ¢}, ¢5 jsou ohranicené na R, ze
vztaht (3.6) a (3.7) okamzité vyplyvé, ze feSeni x spliiuje pozadovanou podminku
(3.2). O
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4. ZAVERECNE POZNAMKY

Cilem toho ¢lanku bylo ukazat alternativni moznost, jak vybudovat Floquetovu
teorii pro linearni obycejné diferencialni rovnice vyssich fadu s periodickymi koe-
ficienty a predvést jeji mozné pouziti v dlohach kvalitativni teorie diferencialnich
rovnic. V pokracovani tohoto ¢lanku, které planujeme publikovat v nékterém z
dalsich cisel casopisu Kvaternion, ukazeme vyuziti Floquetovy teorie v otdzce Lya-
punovské stability feSeni uvazovanych rovnic.
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