
Miĺı čtenáři,

dostalo se k vám daľśı dvojč́ıslo ročńıku 2022 časopisu Kvaternion vydávaného
Ústavem matematiky FSI. Ćılovou skupinou jsou studenti matematických obor̊u,
i když lze očekávat, že si jej s chut́ı přečtou i ostř́ıleńı matematici. Obsah je psán
lehč́ı formou než ve vědeckých časopisech, ale přesto s vysokou preciznost́ı a ko-
rektńım matematickým jazykem. Př́ıspěvky jsou jako obvykle troj́ıho typu, každý
s jiným ćılem.

V prvńı skupině jsou články, které maj́ı poučenému čtenáři bud’ uvést daný
problém v širš́ıch souvislostech nebo poskytnout pedagogicky zaj́ımavý př́ıstup.
Prvńı př́ıspěvek letošńıho vydáńı je tedy o aplikaćıch zlomkového kalkulu, tedy
derivaćıch neceloč́ıselného řádu, a je typickým př́ıkladem textu rozšǐruj́ıćıho mate-
matický koncept do aplikačńıch souvislost́ı. Druhý př́ıspěvek pedagogicky př́ıvětivě
přibližuje Floquetovu teorii, tedy nástroj pro kvalitativńı analýzu diferenciálńıch
rovnic.

Druhou skupinou jsou studentské př́ıspěvky, které představuj́ı úlohy a témata
řešená studenty Matematického inženýrstv́ı ÚM FSI typicky v rámci závěrečné
práce. Tato část by mohla oslovit zájemce o studium matematiky na FSI nebo
může stávaj́ıćım student̊um usnadnit výběr tématu bakalářské nebo diplomové
práce. Prvńım př́ıspěvkem v této části je popis matematického modelu úlohy o
pronásledováńı a úniku. Druhý text se zabývá aplikaćı prostředk̊u funkcionálńı
analýzy na řešeńı nelineárńıch diferenčńıch rovnic.

Třet́ı část tvoř́ı rozbor řešeńı vybrané úlohy středoškolské internetové soutěže
MATHING, kterou Ústav matematiky FSI každoročně pořádá. Tento text je určen
pro současné a budoućı řešitele soutěže, ale pomoci může každému při hledáńı
zaj́ımavých př́ıklad̊u a jejich řešeńı. Letošńımu rozboru neunikl př́ıklad o posloup-
nosti zadané rekurentńım vztahem, který je speciálńım př́ıpadem Riccatiho rov-
nice. Úloha mimo jiné ukazuje na vysokou náročnost zadáńı a nutnou kvalitu
řešitelských týmů.

Věř́ım, že vzhledem k zaj́ımavým témat̊um zpracovaným na vysoké úrovni si
i letošńı vydáńı Kvaternionu najde své početné čtenáře.

Petr Vaš́ık
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ODKUD SE BEROU APLIKACE ZLOMKOVÉHO KALKULU

TOMÁŠ KISELA

Abstrakt. Tento článek má za ćıl ukázat čtenář̊um, jak je zlomkový kalkulus
provázán s řadou moderńıch, nejen matematických discipĺın. Přibližuje odpovědi

na otázku, co stoj́ı za obrovským rozš́ı̌reńım zlomkového kalkulu do aplikaćı v

r̊uzných oborech. Nejprve shrnuje základ teorie neceloč́ıselných derivaćı a hlavńı
rozd́ıly v̊uči klasickému kalkulu. Následně charakterizuje některé mechanismy, které

mohou vysvětlovat podstatu jev̊u modelovaných pomoćı zlomkových diferenciálńıch
rovnic. Na závěr ve větš́ım detailu pomoćı model̊u náhodných procházek rozeb́ırá

rozd́ıly v předpokladech pro klasickou difuzi a některé anomálńı difuzńı jevy.

1. Úvod

Zlomkový kalkulus je teorie vystavěná kolem na prvńı pohled zvláštńı otázky.
Co kdybychom nepracovali jen s derivacemi celoč́ıselných řád̊u, tj. třeba prvńımi
či pátými, nýbrž připustili i derivace řádu jedna polovina či čtyři pětiny? Tato
myšlenka se objevila prakticky hned při vzniku klasického kalkulu a jej́ı p̊uvod
lze dopátrat doslova až k G. W. Leibnizovi, jednomu z autor̊u pojmu derivace.
Zpočátku šlo sṕı̌se o matematickou hř́ıčku, jak zformulovat definici neceloč́ıselné
derivace, aby vše zapadalo do klasické teorie diferenciálńıho a integrálńıho počtu.
Když po v́ıce než 200 letech a př́ıspěvćıch největš́ıch matematik̊u historie bylo
několik takových definic zavedeno, nestalo se nic převratného. Vyřešeńım hádanka
ztratila sv̊uj p̊uvab a výsledek neměl praktického využit́ı. Oficiálńıho oživeńı se toto
téma dočkalo až po deśıtkách let v roce 1974, kdy se v americkém New Havenu
konala prvńı konference věnovaná speciálně zlomkovému kalkulu (pro v́ıce detail̊u
k historii viz např. [5, 7]).

Dnes zlomkový kalkulus patř́ı mezi nejvlivněǰśı oblasti matematického mode-
lováńı. Co se změnilo? Klasické modely kv̊uli lokálńı povaze derivaćı velmi dobře
popisuj́ı situace, kdy se, zhruba řečeno, vlastnosti objekt̊u daj́ı považovat za nezá-
vislé na velikosti zohledněné oblasti, např. ve smyslu času či prostoru. Můžeme
tedy tuto oblast libovolně zmenšovat a v limitńım smyslu doj́ıt až ke známým kla-
sickým diferenciálńım rovnićım. Tento př́ıstup velmi dobře funguje u základńıch
zjednodušených model̊u. Nicméně s rozvojem vědy a techniky a se vzr̊ustaj́ıćımi
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nároky na přesnost bylo pro modelováńı komplexněǰśıch, často nelokálńıch vlast-
nost́ı třeba č́ım dál složitěǰśıch model̊u zahrnuj́ıćıch nekonstantńı parametry či
nelineárńı členy. Modely zahrnuj́ıćı zlomkové derivace poskytuj́ı pro tyto situace
zaj́ımavé možnosti. Zlomková derivace si totiž zachovává linearitu, a současně se z
podstaty neomezuje na lokálńı chováńı funkce. Umožňuje tak přirozeně popisovat
jevy, pro které je typické zohledněńı deľśı historie nebo vlastnost́ı v širš́ım okoĺı
zkoumaného bodu.

Tato vlastnost stoj́ı za rozš́ı̌reńım zlomkového kalkulu do mnoha oblast́ı lidského
poznáńı, protože umožňuje modelováńı jev̊u, které byly dř́ıve chápány jako anomá-
lie. Právě tyto atypické fenomény však často s rozvojem vědy a techniky źıskávaj́ı
na významu, nebot’ jejich zvláštńı projevy nacháźı řadu využit́ı v praxi. Mezi ty-
pické oblasti patř́ı třeba viskoelastické vlastnosti polymer̊u (dlouhé řetězce makro-
molekul), difuze v biologických tkáńıch (nezanedbatelná doba trváńı překonáváńı
buněčných stěn), difuze v silně heterogenńıch či fraktálńıch strukturách (neoče-
kávaně rychlý transfer v některých směrech), pohyb ve viskózńıch materiálech, či
elektrické vlastnosti organických materiál̊u (v́ıce viz [2, 3, 4, 7]).

Tento článek si klade za ćıl přibĺıžit čtenář̊um fascinuj́ıćı svět zlomkového kal-
kulu a jeho propojeńı se světem kolem nás. V následuj́ıćı sekci uvedeme základńı
definice derivace zlomkových derivaćı a shrneme vlastnosti s d̊urazem na srovnáńı
s jejich všeobecně známými

”
celoč́ıselnými“ analogiemi. V sekci 3 poskytneme

stručný přehled jev̊u, u nichž je pozorováno anomálńı chováńı, které má projevy
charakteristické pro zlomkové modely. V sekci 4 se bĺıže pod́ıváme na p̊uvod zlom-
kové difuzńı rovnice a vymeźıme rozd́ıl od předpoklad̊u klasického modelu difuze
založeného na modelu náhodné procházky. V závěrečné sekci pak připoj́ıme pár
shrnuj́ıćıch komentář̊u.

2. Hlavńı vztahy zlomkového kalkulu

Teorie zlomkového kalkulu je vystavěna kolem pojmu zlomkový integrál. Ačkoliv
existuje v́ıce alternativńıch definic, bezkonkurenčně nejrozš́ı̌reněǰśı je verze vychá-
zej́ıćı ze zobecněńı Cauchyho vzorce pro výpočet m-tého integrálu (m ∈ Z+) funkce
f s dolńı meźı a ∈ R, tj.

Ima f(x) =

∫ x

a

∫ ξm−1

a

· · ·
∫ ξ1

a︸ ︷︷ ︸
m

f(ξ0) dξ0 . . . dξm−2 dξm−1 =

∫ x

a

(x− ξ)m−1

(m− 1)!
f(ξ) dξ .

Rozš́ı̌reńı pro neceloč́ıselná m je dosaženo nahrazeńım faktoriálu (m−1)! Eulerovou
Gamma funkćı Γ a nahrazeńım polynomu obecnou mocninnou funkćı (viz [7]).

Pro zlomkový integrál řádu ν > 0 funkce f na intervalu [a, b) tak dostáváme
vztah

aD
−ν
x f(x) =

∫ x

a

(x− ξ)ν−1

Γ(ν)
f(ξ) dξ ,

přičemž pro ν = 0 klademe aD
0
x f(x) = f(x) pro x ∈ [a, b).

Vid́ıme tedy, že zavedeńı zlomkového integrálu je př́ımým zobecněńım známých
vztah̊u. V př́ıpadě zlomkové derivace je situace mnohem méně přehledná, nebot’
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podobně přirozený univerzálńı vztah pro m-tou derivaci nemáme. To je d̊uvodem,
proč v př́ıpadě derivaćı neńı př́ıtomna tak silná shoda na zvoleném př́ıstupu. Pozna-
menejme, že zaj́ımavým př́ıstupem využ́ıvaným zejména v numerické matematice
je definice Grünwaldova-Letnikova, která vycháźı ze zobecněńı vztahu pro m-tou
diferenci (viz [7]). Zde však uvedeme dvě nejčastěji použ́ıvané definice, které bu-
deme v následuj́ıćım textu využ́ıvat: Riemannovu-Liouvilleovu a nověǰśı Caputovu.

Riemannova-Liouvilleova derivace řádu α > 0 funkce f je dána vztahem

aD
α
x f(x) =

ddαe

dxdαe
aD
−(dαe−α)
x f(x) ,

kde dαe je horńı celá část č́ısla α, tj. nejmenš́ı přirozené č́ıslo větš́ı nebo rovno α.
Caputova derivace se lǐśı pouze záměnou pořad́ı operaćı derivace a zlomkové

integrace, tedy

C
aDα

x f(x) = aD
−(dαe−α)
x

ddαef(x)

dxdαe
.

Všimněme si, že obě zlomkové derivace představuj́ı kompozici klasické derivace
a zlomkového integrálu. Kromě řádu α tak maj́ı ještě parametr a, což je počátečńı
bod intervalu, na kterém funkci uvažujeme. Zřejmě tedy pro pevně danou funkci
můžeme dostávat jiné výsledky zlomkové derivace pro r̊uzné hodnoty a.

Právě role počátečńı meze a byla jednou z př́ıčin mnoha problémů při dlouhém
hledáńı vhodné definice zlomkové derivace. Jej́ı př́ıtomnost totiž z vlastnost́ı celoč́ı-
selných derivaćı vlivem jejich lokálńı povahy nijak nevyplývá a současně bez jej́ıho
využit́ı neńı možné dosáhnout souladu s klasickou teoríı(např. pro a = 0 dostaneme
sice očekávané výsledky pro polynomy, ale ne pro exponenciálńı funkce).

Př́ıklad 2.1. Uvažujme Riemannovu-Liouvilleovu derivaci následuj́ıćı mocnin-
né funkce pro a = 0:

0D
α
x

xβ

Γ(β + 1)
=

xβ−α

Γ(β − α+ 1)
, β > −1 , α > 0 .

Dostáváme přirozeně očekávané zobecněńı klasických vztah̊u. Pro jiné hodnoty a
se však situace měńı a ve výsledku se začne objevovat nekompletńı Beta funkce.

Př́ıklad 2.2. Nyńı uvažujme exponenciálńı funkci a proved’me zlomkovou de-
rivaci pro a = 0 a a→ −∞:

0D
α
x exp(λx) = x−αE1,1−α(λx) ,

−∞Dα
x exp(λx) = λα exp(λx) , λ > 0 .

Doplňme, že jsme zde využili zápisu pomoćı tzv. dvouparametrické Mittag-Leffle-
rovy funkce definované vztahem

Eµ,β(x) =

∞∑
k=0

xk

Γ(µk + β)
, µ ∈ R , β ∈ R+

redukuj́ıćı se pro volbu µ = β = 1 na exponenciálńı funkci. Klasický výsledek pro
exponenciálńı funkci tedy dostáváme pro a = −∞.
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Pro lepš́ı představu fungováńı zlomkových derivaćı a integrál̊u uved’me násle-
duj́ıćı př́ıklad s nespojitou funkćı.

Př́ıklad 2.3. Uvažujme po částech definovanou funkci

f(x) =

{
x, x ∈ (0, 1),

1− x, x ∈ [1,∞).

Je možné ukázat, že Riemannova-Liouvilleova derivace pro α > 0 s dolńı meźı
a = 0 je rovna

0D
α
x f(x) =

{
x1−α

Γ(2−α) , x ∈ (0, 1),
x1−α

Γ(2−α) −
(x−1)−α

Γ(1−α) − 2 (x−1)1−α

Γ(2−α) , x ∈ [1,∞).
(2.1)

Obrázek 1 zobrazuje derivace pro vybrané α z intervalu [0, 1]. Vid́ıme, že pro ńızké
řády je pr̊uběh výsledné derivace

”
bĺızký“ p̊uvodńı funkci, pro řády bližš́ı hodnotě

jedna se pr̊uběh derivaćı
”
bĺıž́ı“ hodnotám prvńı derivace (tj. 1 pro x ∈ [0, 1), nebo

−1 pro x ∈ (1,∞)). V pravém okoĺı bodu x = 1 vid́ıme pamět’ový efekt: všechny
derivace neceloč́ıselných řád̊u jsou neohraničené, nebot’ p̊uvodńı funkce zde má
nespojitost. Vliv této nespojitosti pak s rostoućım x klesá, ale z̊ustává př́ıtomný.
V levém okoĺı bodu x = 1 neohraničenost nepozorujeme, protože naše zlomková
derivace bere v úvahu jen funkčńı hodnoty směrem vlevo od daného bodu.

x

y

Obrázek 1. Riemannova-Liouvilleova derivace (2.1) pro α ∈ {0; 0,2; 0,8}.
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Dodejme, že při dosazeńı α < 0 do (2.1) źıskáme vztahy pro zlomkové integrály.
Neńı obt́ıžné dovodit, že pro všechna α < 0 jsou odpov́ıdaj́ıćı integrály spojité
funkce. Dále pro α ∈ [0, 1] je výsledek platný i pro Caputovu derivaci. Pro α > 1
pak všechny Caputovy derivace vyjdou nulové.

Zd̊urazněme, že všechny tyto operátory jsou lineárńı a že obecně nekomutuj́ı.
Konkrétně pro Riemannovy-Liouvilleovy derivace dostáváme

aD
α
x

(
aD
−β
x f(x)

)
= aD

α−β
x f(x) ,

aD
α
x

(
aD

β
x f(x)

)
= aD

α+β
x f(x)−

dβe∑
k=1

aD
β−k
x f(x)

∣∣
x=a

(x− a)−α−k

Γ(1− α− k)
,

kde α ∈ R a β ∈ R+. Tyto vztahy zahrnuj́ı i pravidla pro skládáńı Caputovy deri-
vace, nebot’ se na ni můžeme d́ıvat jako na specifické složeńı derivace a zlomkového
integrálu.

Složitěǰśı definičńı tvar zlomkových derivaćı a zohledněńı funkčńıch hodnot na
širš́ım intervalu s sebou však přináš́ı i výrazné zkomplikováńı mnoha vztah̊u,
které jsme zvykĺı automaticky využ́ıvat v mnoha metodách a postupech. To bráńı
př́ımočarému zobecněńı známých výsledk̊u klasického kalkulu pro neceloč́ıselné
řády. Pro ilustraci uvád́ıme vztah pro Riemannovu-Liouvilleovu derivaci součinu
funkćı f a g

aD
α
x (f(x)g(x)) =

∞∑
k=0

(
α

k

)
f (k)(x) aD

α−k
x g(x) . (2.2)

Vid́ıme, že pro jakýkoliv neceloč́ıselný řád dostáváme ve výsledku nekonečnou
sumu, pro jej́ıž vyč́ısleńı bychom potřebovali znát nekonečné množstv́ı zlomkových
derivaćı a integrál̊u jedné z funkćı f či g. Je zřejmé, že pro specifické funkce f a g,
u kterých se derivace od určitého indexu vynuluj́ı, je vzorec použitelný, ale celkově
vzato je jeho využit́ı v praxi sporadické. Připomeňme, že v př́ıpadě celoč́ıselných
hodnot α vztah předáźı do známého tvaru, nebot’ binomické koeficienty pro k > α
jsou nulové.

Pro daľśı zobecňuj́ıćı vztahy odkazujeme čtenáře na [7]. Doplňme, že např. zlom-
ková derivace složené funkce vede na nekonečnou sumu výrazně vyšš́ı komplexity
než tomu bylo u (2.2). Důsledkem je, že v rámci zlomkového kalkulu se muśıme
téměř vždy obej́ıt bez substituce při integraci, a tak i při řešeńı diferenciálńıch
rovnic.

3. Kouzlo algebraického poklesu

Jedńım z nejvýrazněǰśıch rys̊u zlomkového kalkulu je asymptotické chováńı řešeńı
diferenciálńıch rovnic, která konverguj́ı k nule. Roli, kterou v těchto př́ıpadech u
klasických obyčejných diferenciálńıch rovnic hraj́ı exponenciálńı funkce (se zápor-
ným argumentem), plńı u zlomkových rovnic funkce mocninné (se zápornou moc-
ninou). Konkrétně u lineárńıch zlomkových diferenciálńıch rovnic s konstantńımi
koeficienty je řešeńı y takzvaně asymptoticky ekvivalentńı mocninné funkci x−γ
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(γ > 0). Matematickým zápisem vyjádřeno:

y(x) ∼ x−γ pro x dostatečně velké, tj. lim
x→∞

|y(x)|
x−γ

= C <∞.

Doplňme, že parametr γ bývá závislý na řádu zlomkové derivace α a nejčastěji
nabývá hodnot α, α + 1 či α − 1. Toto chováńı se vztahuje na lineárńı zlomkové
diferenciálńı rovnice skalárńı, vektorové, rovnice se zpožděńım i rovnice s parciálńı
zlomkovou derivaćı.

Experimentálńı data s očekávaným exponenciálńım poklesem v praxi vyhod-
nocujeme d́ıky převodu osy y do logaritmické škály, č́ımž je exponenciála zobra-
zena jako př́ımka. V př́ıpadě algebraického poklesu je stejně silným a praktickým
nástrojem práce v log-log škále (viz [4]). Př́ıtomnost poklesu x−γ se totiž pak
projev́ı jako př́ımka se směrnićı −γ (viz Obrázek 2).

x

x-y log(x)-log(y)x-log(y)

xx

y y y

Obrázek 2. Srovnáńı exponenciálńıch a mocninných funkćı v klasické, semilogaritmické a loga-

ritmické škále.

Je to právě mocninný pokles, co kvalitativně odlǐsuje zlomkové modely od jejich
klasických verźı a umožňuje jejich aplikaci v situaćıch dř́ıve pro lineárńı rovnice
nedostupných. Mocninné závislosti jsou empiricky (na log-log škálách) potvrzované
v mnoha oborech a zlomkový kalkulus představuje jednu z možnost́ı, jak tyto
fenomény modelovat a přispět k jejich vysvětleńı. Pro představu pestrosti obor̊u
a jev̊u, u kterých bylo toto chováńı pozorováno uvád́ıme výčet několika př́ıklad̊u
(pro v́ıce detail̊u i větš́ı množstv́ı př́ıklad̊u odkazujeme na knihu [8]):

• Psychologie: Reakčńı čas při N -té iteraci př́ıstupu pokus-omyl ∼ N−0,91

• Psychologie: Procento správně zapamatovaných informaćı za čas t je ∼ t−α
• Fyziologie: Pravděpodobnost doby t mezi událostmi na EEG ∼ t−1,61

• Fyzika: Pravděpodobnost doby t mezi teplotńımi anomáliemi ∼ t−2,14

• Fyzika: Pokles amplitudy kmit̊u tělesa ve viskózńı kapalině v čase t je ∼ t−α
• Fyzika: Pokles napět́ı ve polymerickém materiálu v čase t je ∼ t−α
• Geofyzika: Pravděpodobnost plochy ostrova větš́ı než a je ∼ a−α
• Geofyzika: Pravděpodobnost zemětřeseńı śıly menš́ı než x je ∼ x−α
• Geofyzika: Frekvence výskytu lesńıch požár̊u na rozloze A je ∼ A−1,38

• Informatika: Pravděpodobnost k spojeńı se serverem ∼ k−1,94
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• Ekonomika: Pravděpodobnost volatility x na komoditńıch trźıch ∼ x−3

• Biologie: Pravděpodobnost k sexuálńıch vztah̊u ∼ k−α
• Antropologie: Pravděpodnost intenzity války větš́ı než I je ∼ I−1,80

Z pohledu teorie pravděpodobnosti výše zmı́něné vztahy reprezentuj́ı rozděleńı
známé pod termı́ny rozděleńı s těžkými konci, rozděleńı Paretova typu či bez-
rozměrná rozděleńı, která v sobě v nějaké formě obsahuj́ı zmiňované mocninné
závislosti. Původ těchto mocninných závislost́ı ve většině př́ıpad̊u neńı zcela jasný,
existuje však několik mechanismů, které jsou k jeho vysvětleńı použ́ıvány. Ty
nejčastěǰśı zde pro představu čtenář̊u s krátkým komentářem uvád́ıme a pro v́ıce
detail̊u odkazuje na článek [6]:

Kombinace exponenciálńıch rozděleńı představuje myšlenku, která byla po-
užita k vysvětleńı mocninného rozděleńı frekvence délky slov. Pro ilustraci ma-
tematické stránky př́ıstupu nyńı nebudeme odvozovat p̊uvod samotných expo-
nenciálńıch vztah̊u. Předpokládejme, že frekvence x výskytu slova délky y od-
pov́ıdá asymptoticky exponenciálńımu vztahu x ∼ exp{by}, kde b je parametr.
Počet možných slov s délkou y roste, takže pro pravděpodobnost, že slovo je délky
y, plat́ı p(y) ∼ exp{ay}, kde a je parametr (tedy v asymptotickém smyslu jde o
exponenciálńı rozděleńı). Pro hustotu pravděpodobnosti veličiny x pak plat́ı moc-
ninný zákon

p(x) ∼ exp{ay}
b exp{by}

=
x−1+a/b

b
.

Yule̊uv proces modeluje mechanismus, jakým velká města přitahuj́ı relativně v́ıce
obyvatel, populárńı filmy relativně ještě v́ıce návštěvńık̊u, či bohaté společnosti
ještě v́ıce bohatstv́ı. Výsledkem je tzv. Yuleovo rozděleńı, které má těžké konce.

Samoorganizovaná kritičnost (self-organized criticality) vycháźı z předpokla-
du, že se systém sám automaticky udržuje v kritickém stavu. Kritickým stavem
je myšlena kombinace systémových parametr̊u, kdy tzv. škálovaćı faktor systému
(např. pr̊uměrná velikost shluk̊u) diverguje, č́ımž v systému zaniká možnost šká-
lováńı a objevuje se bezrozměrné rozděleńı (viz [1]).

Tento mechanismus byl uplatněn v modelu lesńıch požár̊u založeném na před-
pokladu, že š́ı̌reńı požáru souviśı s hustotou porostu. Je-li hustota př́ılǐs malá,
oheň se h̊uře š́ı̌ŕı a zmenšuje se i oblast zasažená požárem, je-hustota př́ılǐs velká,
oheň se rozš́ı̌ŕı na celý les. Model ukazuje, že při dosažeńı určité hustoty porostu
začnou být požáry právě tak rozsáhlé, že je jejich efekt v rovnováze s obnovou lesa.
Hustota porostu tedy stále koĺısá kolem této kritické hodnoty. Podobné úvahy byly
aplikovány na fenomény jako zemětřeseńı, laviny či slunečńı erupce.

Náhodná procházka bývá sice často použ́ıvána pro ilustraci p̊uvodu normálńıho
rozděleńı, nicméně mnoho jej́ıch vlastnost́ı má rozděleńı s těžkými konci. Pro
ilustraci: Mějme jednorozměrnou symetrickou náhodnou procházku se startem v
bodě nula a sledujme počet krok̊u, za který se do bodu nula vrát́ıme zpět (tzv.
čas prvńıho návratu). Netriviálńım rozborem se dá ukázat, že pravděpodobnost
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prvńıho návratu po N kroćıch se chová jako ∼ N−1,5, což je hledané rozděleńı s
těžkými konci.

V následuj́ıćı sekci uvid́ıme možnosti zobecněńı modelu náhodné procházky ve-
doućı k r̊uzným zlomkovým model̊um difuze.

4. Anomálńı difuze

Difuze patř́ı mezi základńı trasportńı procesy a současně mezi oblasti s neǰsirš́ım
využit́ım zlomkového kalkulu. Difuze je samovolné rozptylováńı částic v prostoru
na základě rozd́ıl̊u v koncentraci látky. Je-li hybnou silou gradient koncentrace
(mluv́ıme o Fickovu zákonu), je difuze v jednom rozměru dobře popsána klasickou
rovnićı

∂c(x, t)

∂t
= A

∂2c(x, t)

∂x2
, (4.1)

kde c(x, t) je koncentrace látky v bodě x a čase t, A > 0 je difuzńı koeficient. V
situaćıch, kdy Fick̊uv zákon nevystihuje realitu, hovoř́ıme o tzv. anomálńı (či ne-
fickovské) difuzi, jej́ıchž dva př́ıklady si poṕı̌seme ńıže (pro v́ıce detail̊u k odvozeńı
i zp̊usoby řešeńı odkazujeme na [4]).

Klasický difuzńı model vycháźı z rozboru pohybu částic pomoćı modelu náhodné
procházky. Pro jednoduchost se omezme na jednorozměrný př́ıpad. Uvažujme
nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny Yk (k přirozené č́ıslo) představuj́ıćı
délky skok̊u náhodně zvolené částice. Potom náhodná procházka

Sn = Y1 + · · ·+ Yn

vystihuje pozici této částice po n skoćıch. Na Obrázku 3 vid́ıme tři realizace
náhodné procházky Sn (s časovým krokem ∆tn = 0,25) pro tři náhodně gene-
rované částice (pro ∆tn → 0 pak taková náhodná procházka přecháźı ve známý
Brown̊uv pohyb).
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Obrázek 3. Trajektorie pohybu tř́ı částic, Yk má normálńı rozděleńı se středńı hodnotou nula
a rozpylem jedna.

Dı́ky platnosti centrálńı limitńı věty pak rozděleńı pravděpodobnosti Sn kon-
verguje k normálńımu rozděleńı, které se objevuje v řešeńı klasické difuzńı rovnice.
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S využit́ım poznatk̊u Fourierovy transformace, charakteristických funkćı rozděleńı
pravděpodobnosti a teorie nekonečných řad pak je možné odvodit (4.1).

Superdifuze

Kde je v př́ıstupu náhodné procházky prostor pro zlomkovou derivaci či pro roz-
děleńı s těžkými konci? Centrálńı limitńı věta plat́ı za předpokladu, že náhodné
veličiny Yk maj́ı konečný rozptyl. V reálných aplikaćıch se ale stává, že délka skok̊u
Yk má rozděleńı s těžkými konci. Jedńım z př́ıklad̊u může být např. symetrické
Paretovo rozděleńı s hustotou pravděpodobnosti

f(x) =


1
2αC

αx−α−1, x > C,

0, −C ≤ x ≤ C,
1
2 αC

α|x|−α−1, x < −C,
kde C > 0 a 1 < α < 2 jsou parametry rozděleńı, viz Obrázek 4.

x

f(x)

Obrázek 4. Srovnáńı pr̊uběhu normálńıho a Paretova rozděleńı.

Př́ıklad takto konstruované náhodné procházky Sn pro tři náhodně generované
částice ukazuje Obrázek 5. Na rozd́ıl od klasického př́ıpadu nehovoř́ıme v limitńım
př́ıpadě o Brownově pohybu, nýbrž o tzv. Lévyho pohybu či Lévyho letu. Ten je
charakteriský

”
častými“ dlouhými skoky, které můžeme pozorovat na Obrázku 5

a které jsou zodpovědné za rychlé š́ı̌reńı látky.
Pro hodnoty parametru α ∈ (1, 2) nemá symetrické Paretovo rozděleńı konečně

velký rozptyl, a tedy centrálńı limitńı věta neńı aplikovatelná. Za použit́ı tzv.
rozš́ı̌rené centrálńı limitńı věty můžeme odvodit, že rozděleńı pravděpodobnosti
Sn (s délkou skok̊u následuj́ıćımi jakékoliv rozděleńı s těžkými konci) konverguje
k tzv. α-stabilńımu rozděleńı (také nazývanému Lévyho rozděleńı).
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Obrázek 5. Lévyho pohyb tř́ı částic, Yk má Paretovo rozděleńı s parametry C = 0,5 a α = 1,6.

Zobecněńım operaćı využitých v klasickém př́ıpadě následně můžeme odvodit
zlomkovou parciálńı diferenciálńı rovnici superdifuze

∂c(x, t)

∂t
= ADα

x c(x, t),

kde α je parametr Paretova rozděleńı výše (a odpov́ıdá tak řádu mocninného
poklesu) a Dα

x označuje speciálńı typ Riemannovy-Liouvilleovy derivace v̊uči pro-
storové proměnné pracuj́ıćı s oběma směry pohybu, kterou zde bĺıže z d̊uvodu
srozumitelnosti textu nebudeme komentovat.

Tento model superdifuze (nebo také rychlé difuze) se uplatňuje např. v hydrolo-
gii při š́ı̌reńı látky v porézńım prostřed́ı. Objevuje se třeba při studiu podzemńıch
vod, kdy se pozorované částice š́ı̌ŕı skrz porézńı médium složené z ṕısku, štěrku či
j́ılu. Některé částice maj́ı cestu prakticky př́ımou, jiné po cestě naráž́ı na výrazně
vyšš́ı odpor, č́ımž vzniká výrazně větš́ı variabilita, než by odpov́ıdalo klasickému
difuzńımu modelu. Řád derivace α bývá v praxi výsledkem fitováńı dat na lo-
garitmické škále, nicméně objevuj́ı se i práce propojuj́ıćı jej s fraktálńı dimenźı
porézńıho média.

Subdifuze

V př́ıpadě superdifuze se rozděleńı s těžkými konci promı́tlo do délky skoku, který
částice v daném čase učińı. Pomalá difuze je model stoj́ıćı na předpokladu, že délka
skok̊u odpov́ıdá klasickému modelu, ale mezi jednotlivými skoky může docházet k
časovým prodlevám (waiting times), jejichž délka sleduje rozděleńı s těžkými konci.
Přesněji předpokládáme, že n-tý skok se uskutečńı po uplynut́ı doby tn deľśı než t
s pravděpodobnost́ı ∼ Bt−β , kde 0 < β < 1. Př́ıklad hustoty takového rozděleńı,
konkrétně jednostranné Paretovo rozděleńı, zobrazuje Obrázek 7.

Původně diskrétńı model náhodné procházky, kdy se skoky uskutečňovaly v
předepsaný okamžik, tak zobecňujeme na tzv. náhodnou procházku se spojitým
časem, neboli CTRW (continuous time random walk). Př́ıklad takové náhodné
procházky Sn pro 3 náhodně generované částice ukazuje Obrázek 7, kde vid́ıme
dlouhé prodlevy mezi jednotlivými skoky.
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Obrázek 6. Jednostranné Paretovo rozděleńı s prahem C = 0,1 a β = 0,9.
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Obrázek 7. CTRW s prodlevami mezi skoky dle rozděleńı z Obrázku 6.

Takto upravený model generuje mnohem pomaleǰśı š́ı̌reńı částic. Srovnejme
CTRW s klasickou náhodnou procházkou. Uvažujme dvě částice s identickou po-
sloupnost́ı délek skok̊u Yk. Jedna částice vykoná skok vždy po uplynut́ı časového
intervalu délky 0,25, zat́ımco druhá částice bude čekat proměnnou délku intervalu
dle rozděleńı na Obrázku 6. I když výpočet ukazuje, že druhá částice má ve v́ıce než
56 % př́ıpad̊u menš́ı prodlevy, těžké konce rozděleńı zp̊usob́ı, že se v pr̊uměru bude
š́ı̌rit do prostoru mnohem pomaleji než prvńı částice. Tato situace je ilustrována
na Obrázku 8, kde vid́ıme, že částice s proměnnými prodlevami vykoná za čas
tn = 1000 zhruba jen čtvrtinu skok̊u ve srovnáńı s Brownovým pohybem (prvńı
maximum Sn nastává u Brownova pohybu kolem času 200, zat́ımco u CTRW až
kolem 740).
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Obrázek 8. Srovnáńı Brownova pohybu a CTRW; 2 částice s identickými posloupnosti délky

skok̊u a rozd́ılnými rozděleńımi časových prodlev.

Za pomoci podobných technik jako v př́ıpadech výše pak můžeme doj́ıt k for-
mulaci zlomkové parciálńı diferenciálńı rovnice obsahuj́ıćı Caputovu zlomkovou
derivaci v časové proměnné

C
0 Dβ

t c(x, t) = A
∂c(x, t)

∂x
,

kde parametr β odpov́ıdá parametru rozděleńı časových prodlev.
Subdifuze je často použ́ıvána např. v biologických aplikaćıch, kde př́ıtomnost

časových prodlev odpov́ıdá překonáváńı bariér tvořených buněčnými stěnami.

Model náhodné procházky se spojitým časem představuje fyzikálńı vysvětleńı
toho, odkud se berou zlomkové modely difuze. Má-li délka skoku rozděleńı s
těžkými konci, dostaneme zlomkovou derivaci v prostorové proměnné. Má-li trváńı
prodlevy mezi skoky rozděleńı s těžkými konci, objev́ı se zlomková derivace v̊uči
časové proměnné. Oba jevy je možné kombinovat a pracovat tak se zlomkovými
derivacemi v obou proměnných.

Pro v́ıcerozměrné př́ıpady je zavedeńı prostorových zlomkových operátor̊u slo-
žitěǰśı, ale základńı myšlenka z̊ustává nezměněna.

5. Závěr

Zlomkový kalkulus rychle nabývá na významu. V oblasti teorie můžeme pozorovat
silné vazby na teorie pravděpodobnosti, stochastických proces̊u, regulárńı variace
či chaosu. V oblasti fyzikálńıch a technických aplikaćı vid́ıme uplatněńı schopnosti
přirozeně pracovat s historíı proces̊u a modelovat algebraický pokles veličin.

Předložili jsme přehled některých jev̊u, které vykazuj́ı algebraický pokles ve
svých veličinách. Vzhledem k jejich r̊uznorodosti se zdá, že algebraický pokles
neńı uměle vytvořený koncept pro nějakou konkrétńı aplikaci, ale projev reálně
existuj́ıćıch obecněǰśıch mechanismů. Na př́ıkladu anomálńı difuze jsme ukázali,
jakým zp̊usobem se dá vystavět pokročilý model obsahuj́ıćı zlomkovou derivaci, a
to nikoliv formálńım nahrazeńım klasické derivace za zlomkovou, nýbrž korektńım
postupem využ́ıvaj́ıćım statistických vlastnost́ı reálných jev̊u.
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Podobně by bylo možné rozebrat aplikace v dynamice polymer̊u, teorii ř́ızeńı či
modelováńı oscilátor̊u ve viskózńıch podmı́nkách. Věř́ıme, že předložené myšlenky
a reference poskytnou čtenář̊um inspiraci a pomohou rozš́ı̌rit obecné povědomı́ o
zlomkovém kalkulu.
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FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEÁRNÍ OBYČEJNÉ

DIFERENCIÁLNÍ ROVNICE 2. ŘÁDU S PERIODICKÝMI

KOEFICIENTY I

JIŘÍ ŠREMR

Abstrakt. Článek má za ćıl seznámit čtenáře se základy Floquetovy teorie pro

lineárńı diferenciálńı rovnice 2. řádu s periodickými koeficienty. Zavedeme základńı

pojmy této teorie (zejména pojem Floquetova multiplikátoru), přičemž využijeme
postup popsaný v monografii [2]. Dále ukážeme, v jakém tvaru můžeme naj́ıt funda-

mentálńı systém řešeńı studované rovnice určený Floquetovými multiplikátory a jak
lze tuto informaci použ́ıt v otázce existence kmit̊u volného lineárńıho oscilátoru s ne-

konstantńımi tlumı́ćımi a tuhostńımi koeficienty, které se zcela utlumı́ při t → +∞.

1. Odvozeńı charakteristické rovnice, Floquetovy multiplikátory

Floquetova teorie pro diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u a jej́ı použit́ı v otázce
stability diferenciálńıch rovnic patř́ı do pokročileǰśıch partíı kvalitativńı teorie di-
ferenciálńıch rovnic. V běžné literatuře je obvykle vybudována pro lineárńı sou-
stavy diferenciálńıch rovnic s periodickou maticovou funkćı a poté jsou odvozeny
d̊usledky pro lineárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u. My zde však použijeme
alternativńı postup, který je popsán např́ıklad v monografii [2, Hlava VI, §1],
a vybudujeme základy Floquetovy teorie př́ımo pro lineárńı diferenciálńı rovnice
vyšš́ıch řád̊u. Nav́ıc se zde z d̊uvodu jednodušš́ıch formulaćı a lepš́ı pochopitelnosti
pojmů omeźıme na diferenciálńı rovnice 2. řádu.

Uvažujme tedy diferenciálńı rovnici

x′′ + g(t)x′ + p(t)x = 0, (1.1)

v ńıž jsou koeficienty p, g : R→ R lokálně lebesgueovsky integrovatelné ω-periodic-
ké funkce. Řešeńım rovnice (1.1) rozumı́me funkci x : R → R, která je absolutně
spojitá spolu se svou derivaci na každém kompaktńım intervalu v R a která po
dosazeńı splňuje rovnost (1.1) skoro všude v R. Čtenáři, kteř́ı nejsou zvykĺı pra-
covat s rovnicemi s integrovatelnými koeficienty, mohou bez problémů uvažovat
koeficienty g a p spojité a řešeńı uvažovat ve tř́ıdě funkćı se spojitou 2. derivaćı.

Nejprve si všimněme, že předpoklad ω-periodičnosti koeficient̊u g a p je pod-
mı́nkou nutnou pro existenci ω-periodického řešeńı rovnice (1.1), nikoliv však

2020 MSC. Primárńı 34A30; Sekundárńı 34D05, 34C25.

Kĺıčová slova. Diferenciálńı rovnice 2. řádu, Floquetova teorie.



18 J. ŠREMR

postačuj́ıćı. Následuj́ıćı př́ıklady ukazuj́ı, že prostor všech ω-periodických řešeńı
rovnice (1.1) může být jak nulový, tak jedno či dvoudimenzionálńı.

Př́ıklad 1.1. Fundamentálńı systém řešeńı diferenciálńı rovnice

x′′ + x′ − 2x = 0 (1.2)

tvoř́ı funkce x1(t) = et a x2(t) = e−2t, a proto rovnice (1.2) nemá žádné netriviálńı
periodické řešeńı. To však znamená, že pro libovolné ω > 0 je prostor všech ω-
periodických řešeńı rovnice (1.2) nulový.

Poznámka 1.2. V předchoźım př́ıkladu jsme uvažovali diferenciálńı rovnici s kon-
stantńımi koeficienty. Neńı však složité sestrojit také př́ıklad rovnice s nekon-
stantńımi – avšak ω-periodickými – koeficienty takové, že prostor všech jej́ıch ω-
periodických řešeńı je nulový. Je totiž možné dokázat následuj́ıćı tvrzeńı: Jestliže
koeficient p v rovnici (1.1) splňuje podmı́nku

p(t) ≤ 0 pro s. v. t ∈ [0, ω], p(t) 6≡ 0,

pak má tato rovnice kladná lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 taková, že

lim
t→−∞

x1(t) = 0, lim
t→+∞

x1(t) = +∞,

lim
t→−∞

x2(t) = +∞, lim
t→+∞

x2(t) = 0,

a nemá tedy žádné netriviálńı ω-periodické řešeńı.

Př́ıklad 1.3. Mějme ω = 2π a uvažujme diferenciálńı rovnici

x′′ +
sin t

2 + sin t
x = 0. (1.3)

Tato rovnice má řešeńı x1(t) = 2 + sin t, které je zřejmě ω-periodické. Najdeme
řešeńı x2 rovnice (1.3) lineárně nezávislé s x1. Všimněme si, že každé řešeńı x
rovnice (1.3) splňuje

W [x1, x](t) = det

(
x1(t) x(t)
x′1(t) x′(t)

)
= x1(t)x′(t)− x(t)x′1(t)

= (2 + sin t)x′(t)− x(t) cos t pro t ∈ R,

kde W [x1, x] je wronskián řešeńı x1, x, a nav́ıc plat́ı

W [x1, x](t) = W [x1, x](0) = 2x′(0)− x(0) pro t ∈ R,
což vyplývá z d̊usledku Liouvilleovy formule pro diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u
(viz např. [1, Kapitola III, sekce 2]). Označme x2 řešeńı diferenciálńı rovnice (1.3)
splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

x2(0) = 0, x′2(0) =
1

2
.

Z výše uvedených vztah̊u dostáváme

W [x1, x2](t) = 1 pro t ∈ R
a

(2 + sin t)x′2(t)− x2(t) cos t = 1 pro t ∈ R.
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To však znamená, že řešeńı x2 rovnice (1.3) je lineárně nezávislé s x1 a nav́ıc je x2
řešeńım lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

y′ =
cos t

2 + sin t
y +

1

2 + sin t
.

Obecné řešeńı této rovnice je tvaru

y(t) =

(
c+

∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds

)
(2 + sin t) pro t ∈ R, c ∈ R

a námi hledané řešeńı x2 źıskáme v tomto systému funkćı volbou c = 0.
Našli jsme tak fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.3) tvaru

x1(t) = 2 + sin t, x2(t) = (2 + sin t)

∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds.

Př́ımým výpočtem zjist́ıme, že

x2(t+ ω) =
(
2 + sin(t+ 2π)

) ∫ t+2π

0

1

(2 + sin s)2
ds

= (2 + sin t)

∫ t+2π

0

1

(2 + sin s)2
ds

= x2(t) + x1(t)

∫ t+2π

t

1

(2 + sin s)2
ds

= x2(t) + x1(t)

∫ 2π

0

1

(2 + sin s)2
ds pro t ∈ R,

(1.4)

tedy řešeńı x2 neńı ω-periodické. Odtud vyplývá, že prostor všech ω-periodických
řešeńı rovnice (1.3) je jednodimenzionálńı.

Př́ıklad 1.4. Pro ω > 0 uvažujme diferenciálńı rovnici

x′′ +
4π2

ω2
x = 0. (1.5)

Fundamentálńı systém řešeńı této rovnice je tvaru x1(t) = cos
(
2πt
ω

)
, x2(t) =

sin
(
2πt
ω

)
, a proto je každé jej́ı řešeńı ω-periodické. To však znamená, že prostor

všech ω-periodických řešeńı rovnice (1.5) je dvoudimenzionálńı.

V př́ıkladu 1.1 vid́ıme, že lineárńı diferenciálńı rovnice s ω-periodickými koefi-
cienty nemuśı mı́t žádná netriviálńı ω-periodická řešeńı. Pro dané ω > 0 má však
rovnice (1.2) lineárně nezávislá řešeńı x1, x2, která mı́sto ω-periodicity splňuj́ı
podmı́nky

x1(t+ ω) = eω x1(t), x2(t+ ω) = e−2ω x2(t) pro t ∈ R.
Uvažujme proto otázku existence netriviálńıho řešeńı rovnice (1.1) splňuj́ıćıho
podmı́nku

x(t+ ω) = %x(t) pro t ∈ R, (1.6)

kde % ∈ C. V př́ıpadě % ∈ C \ R samozřejmě uvažujeme komplexńı řešeńı dife-
renciálńı rovnice (1.1), v ńıž jsou však koeficienty funkce reálné. Všimněme si,
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že otázka existence ω-periodického řešeńı rovnice (1.1) je zahrnuta v úloze (1.1),
(1.6), v ńıž % = 1.

Necht’ x1, x2 je reálný fundamentálńı sytém řešeńı rovnice (1.1). Jelikož jsou
koeficienty p, g periodické s periodou ω, funkce

y1(t) := x1(t+ ω), y2(t) := x2(t+ ω) pro t ∈ R (1.7)

jsou také řešeńı rovnice (1.1), a proto je lze vyjádřit jako lineárńı kombinace

y1(t) = a11x1(t) + a12x2(t), y2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) pro t ∈ R, (1.8)

kde a11, a12, a21, a22 ∈ R jsou vhodné konstanty. Řešeńı x úlohy (1.1), (1.6) budeme
hledat ve tvaru

x(t) = c1x1(t) + c2x2(t) pro t ∈ R,
kde c1, c2 ∈ C. Toto řešeńı splňuje podmı́nku (1.6) právě tehdy, když

c1x1(t+ ω) + c2x2(t+ ω) = %
[
c1x1(t) + c2x2(t)

]
pro t ∈ R,

odkud vzhledem k (1.7) a (1.8) dostáváme[
c1a11 + c2a21 − c1%

]
x1(t) +

[
c1a12 + c2a22 − c2%

]
x2(t) = 0 pro t ∈ R.

Řešeńı x1, x2 jsou však lineárně nezávislá, a proto je předchoźı vztah splněn právě
tehdy, když jsou konstanty c1, c2 řešeńım soustavy algebraických lineárńıch rovnic(

a11 − % a21
a12 a22 − %

)(
c1
c2

)
=

(
0
0

)
.

Dokázali jsme tak, že úloha (1.1), (1.6) má netriviálńı (eventuálně komplexńı)
řešeńı právě tehdy, když konstanta % ∈ C splňuje

det

(
a11 − % a21
a12 a22 − %

)
= 0. (1.9)

Rovnici (1.9) nazýváme charakteristickou rovnićı diferenciálńı rovnice (1.1)
a matici (

a11 − % a21
a12 a22 − %

)
nazýváme charakteristickou matićı. Rozeṕı̌seme-li př́ıslušný determinant, mů-
žeme vztah (1.9) přepsat do tvaru

%2 − (trA)%+ detA = 0, (1.10)

kde

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
. (1.11)

Nyńı ukážeme, že charakteristická rovnice (1.10) nezáviśı na zvoleném funda-
mentálńım systému řešeńı, pomoćı kterého jsme matici A vytvořili. Mějme tedy
ještě jiný fundamentálńı systém řešeńı x̂1, x̂2 diferenciálńı rovnice (1.1). Oba
systémy x1, x2 a x̂1, x̂2 tvoř́ı bázi vektorového prostoru všech řešeńı rovnice (1.1),
existuje tedy regulárńı matice B = (bik)2i,k=1 ∈ R2×2 taková, že(

x̂1(t)
x̂2(t)

)
= B

(
x1(t)
x2(t)

)
pro t ∈ R.
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Odtud a s použit́ım (1.7), (1.8) a (1.11) dostáváme(
x̂1(t+ ω)
x̂2(t+ ω)

)
= B

(
x1(t+ ω)
x2(t+ ω)

)
= BA

(
x1(t)
x2(t)

)
= BAB−1

(
x̂1(t)
x̂2(t)

)
pro t ∈ R.

Použit́ım tohoto vztahu mı́sto (1.7) a (1.8) ukážeme analogicky jako výše, že úloha
(1.1), (1.6) má netriviálńı (eventuálně komplexńı) řešeńı právě tehdy, když kon-
stanta % ∈ C splňuje

%2 − tr
(
BAB−1

)
%+ det

(
BAB−1

)
= 0.

Př́ımým výpočtem však lehce ověř́ıme, že

tr
(
BAB−1

)
= trA a det

(
BAB−1

)
= detA.

Proto je charakteristická rovnice jednoznačně přǐrazena k diferenciálńı rovnici (1.1)
a nezálež́ı na fundamentálńım systému řešeńı, pomoćı kterého ji vytvoř́ıme. Od-
vod’me nakonec tvar charakteristické rovnice pomoćı fundamentálńım systému
řešeńı rovnice (1.1), který je často uvažován i v jiných oblastech kvalitativńı teorie
diferenciálńıch rovnic, např́ıklad v teorii okrajových úloh či oscilačńı teorii.

Označme u1 a u2 řešeńı lineárńı rovnice (1.1) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

u1(0) = 1, u′1(0) = 0 a u2(0) = 0, u′2(0) = 1. (1.12)

Řešeńı u1, u2 zřejmě tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.1). Stejným
postupem jako výše dostaneme

u1(t+ ω) = a11u1(t) + a12u2(t), u2(t+ ω) = a21u1(t) + a22u2(t) (1.13)

pro t ∈ R, odkud plyne

u1(ω) = a11, u2(ω) = a21. (1.14)

Derivaćı rovnost́ı (1.13) a následným dosazeńım za t = 0 źıskáme

u′1(ω) = a12, u′2(ω) = a22. (1.15)

Použijeme-li vztahy (1.14), (1.15) a výraz (1.9) pro charakteristickou rovnici,
obdrž́ıme

det

(
u1(ω)− % u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)− %

)
= 0, (1.16)

nebo-li

%2 −
(
u1(ω) + u′2(ω)

)
%+ det

(
u1(ω) u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)

)
. (1.17)

Všimněme si ještě, že determinant v předchoźı rovnici je hodnotou wronskiánu
řešeńı u1, u2 v bodě ω a použijeme-li d̊usledek Liouvilleovy formule pro dife-
renciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u (viz např. [1, Kapitola III, sekce 2]), dostaneme

det

(
u1(ω) u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)

)
= W [u1, u2](ω) = W [u1, u2](0) e−

∫ ω
0
g(s)ds = e−

∫ ω
0
g(s)ds .

Závěrem výše uvedené diskuze je následuj́ıćı definice a tvrzeńı.
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Definice 1.5. Kořeny charakteristické rovnice

%2 −
(
u1(ω) + u′2(ω)

)
%+ e−

∫ ω
0
g(s)ds = 0 (1.18)

kde u1, u2 jsou řešeńı rovnice (1.1) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky (1.12) a ω je
perioda koeficient̊u p a q, nazýváme Floquetovy multiplikátory diferenciálńı
rovnice (1.1).

Tvrzeńı 1.6. Úloha (1.1), (1.6) má netriviálńı (eventuálně komplexńı) řešeńı
právě tehdy, když je % Floquetovým multiplikátorem diferenciálńı rovnice (1.1).

Poznámka 1.7. V úvodu článku jsme zmı́nili, že je Floquetova teorie obvykle
vybudována pro soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu s ω-periodickou
maticovou funkćı a poté jsou odvozeny d̊usledky pro lineárńı diferenciálńı rovnice
vyšš́ıch řád̊u. Pro lineárńı soustavu

y′ = P (t)y (1.19)

s ω-periodickou maticovou funkćı P jsou Floquetovy multiplikátory definovány
jako vlastńı č́ısla tzv. matice monodromie Y (ω), kde Y je fundamentálńı matice
soustavy (1.19) splňuj́ıćı podmı́nku Y (0) = I (viz např. [3, Hlava II, §2]).

Uvažujme tedy soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic

y′ =

(
0 1
−p(t) −g(t)

)
y (1.20)

odpov́ıdaj́ıćı diferenciálńı rovnici (1.1) a připomeňme, že řešeńı rovnice (1.1) a sou-
stavy (1.20) jsou v následuj́ıćım vztahu: Je-li funkce x řešeńım rovnice (1.1), pak
je vektorová funkce y = (x, x′) řešeńım soustavy (1.20). Naopak, je-li vektorová
funkce y = (y1, y2) řešeńım soustavy (1.20), pak y2 = y′1 a funkce y1 je řešeńım rov-
nice (1.1). Fundamentálńı matice Y soustavy (1.20) splňuj́ıćı podmı́nku Y (0) = I
je tedy tvaru

Y (ω) =

(
u1(ω) u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)

)
,

kde u1, u2 jsou řešeńı rovnice (1.1) splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky (1.12). Odtud
okamžitě vid́ıme, že Floquetovy multiplikátory rovnice (1.1) zavedené v definici 1.5
jsou skutečně vlastńımi č́ısly matice monodromie soustavy (1.20).

V závěru této sekce se budeme věnovat diferenciálńı rovnici s konstantńımi
koeficienty

x′′ + g0x
′ + p0x = 0, (1.21)

kde p0, g0 ∈ R. Jedná se o speciálńı př́ıpad rovnice (1.1), jej́ıž koeficienty jsou
funkce periodické s libovolnou periodou ω > 0. Ačkoliv jsou kořeny

”
klasické“

charakteristické rovnice

λ2 + g0λ+ p0 = 0 (1.22)

př́ıslušné k (1.21) určené diferenciálńı rovnićı (1.21) jednoznačně, Floquetovy mul-
tiplikátory rovnice (1.21) jsou závislé na uvažované hodnotě periody ω. Lehce lze
ukázat, že je-li ω > 0 a λ je kořenem

”
klasické“ charakteristické rovnice (1.22), pak

je % = eλω Floquetovým multiplikátorem diferenciálńı rovnice (1.21) pro dané ω.
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Vskutku, je-li λ kořenem
”
klasické“ charakteristické rovnice (1.22), diferenciálńı

rovnice (1.21) má (eventuálně komplexńı) řešeńı x(t) = eλt, pro které zřejmě plat́ı

x(t+ ω) = eλ(t+ω) = eλω x(t) pro t ∈ R.

Z tvrzeńı 1.6 pak okamžitě plyne, že % = eλω je Floquet̊uv multiplikátor dife-
renciálńı rovnice (1.21) pro dané ω.

Připomeňme ještě, jak lze naj́ıt lineárně nezávislá řešeńı rovnice (1.21), známe-li
kořeny jej́ı

”
klasické“ charakteristické rovnice (1.22).

Tvrzeńı 1.8. Necht’ λ1, λ2 jsou kořeny charakteristické rovnice (1.22). Pak
plat́ı:

(1) Jestlǐze λ1, λ2 ∈ R a λ1 6= λ2, pak má rovnice (1.21) lineárně nezávislá
řešeńı x1, x2 tvaru

x1(t) = eλ1t, x2(t) = eλ2t pro t ∈ R.

(2) Jestlǐze λ1 = λ2 =: λ0, pak má rovnice (1.21) lineárně nezávislá řešeńı x1,
x2 tvaru

x1(t) = eλ0t, x2(t) = t eλ0t pro t ∈ R.

(3) Jestlǐze λ1,2 = µ± νi, kde µ, ν ∈ R a ν > 0, pak má rovnice (1.21) lineárně
nezávislá řešeńı x1, x2 tvaru

x1(t) = eµt cos(νt), x2(t) = eµt sin(νt) pro t ∈ R.

V následuj́ıćı části ukážeme, v jakém tvaru lze naj́ıt lineárně nezávislá řešeńı
rovnice (1.1), známe-li jej́ı Floquetovy multiplikátory (viz větu 2.6).

2. Fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.1) určený Floquetovými
multiplikátory

Uvažujme opět fundamentálńı systém řešeńı rovnice (1.1) jako jej́ı řešeńı u1, u2
splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky (1.12). Z předchoźı části v́ıme, že Floquetovy mul-
tiplikátory jsou č́ısla %, která nuluj́ı determinant charakteristické matice(

u1(ω)− % u2(ω)
u′1(ω) u′2(ω)− %

)
. (2.1)

Uděláme nyńı krátkou vsuvku a ukážeme, jak vypadá charakteristická matice
lineárńı diferenciálńı rovnice vyšš́ıho řádu

x(n) + p1(t)x(n−1) + · · ·+ pn−1(t)x′ + pn(t)x = 0, (2.2)

kde p1, . . . , pn jsou ω-periodické funkce. Nebudeme vše znovu detailně rozepisovat,
to určitě zvládne čtenář udělat sám. Označ́ıme-li u1, . . . , un řešeńı rovnice (2.2)
splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky

u
(k−1)
i (0) = δik pro i, k ∈ {1, . . . , n},
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kde δik je Kronekerovo delta, zřejmě tyto funkce tvoř́ı fundamentálńı systém řešeńı
rovnice (2.2). Charakteristická matice rovnice (2.2) je proto tvaru

u1(ω)− % u2(ω) . . . un(ω)
u′1(ω) u′2(ω)− % . . . u′n(ω)

...
...

. . .
...

u
(n−1)
1 (ω) u

(n−1)
2 (ω) . . . u

(n−1)
n (ω)− %

 (2.3)

a Floquetovy multiplikátory jsou pak č́ısla %, která nuluj́ı jej́ı determinant. Lze
ukázat, že pro každý Floquet̊uv multiplikátor % rovnice (2.2) s násobnost́ı ` existuje
právě ` lineárně nezávislých řešeńı rovnice (2.2), které je možné rozdělit do podsku-
pin odpov́ıdaj́ıćım tzv. elementárńım dělitel̊um charakteristické matice (2.3) (viz
např. [2, Hlava VI, §1, sekce 5]). Tyto elementárńı dělitele lze źıskat následovně.
Pro každé k ∈ {1, . . . , n} necht’ je Dk(%) největš́ı společný dělitel všech minor̊u1

matice (2.3) řádu k. Položme D0(%) := 1,

pk(%) :=
Dk(%)

Dk−1(%)
pro k = 1, . . . , n

a vyberme všechny faktory p1(%), . . . , pν(%) r̊uzné od 1. Každý vybraný faktor pk(%)
je polynom s reálnými koeficienty stupně s(k) ≥ 1 a rozlož́ıme-li ho v komplexńım
oboru na součin kořenových činitel̊u, dostaneme

pk(%) = (%− %k,1)mk,1 . . . (%− %k,s(k))mk,s(k) ,

kde %k,1, . . . , %k,s(k) jsou navzájem r̊uzné Floquetovy multiplikátory rovnice (1.1)
a mk,1 + · · · + mk,s(k) = s(k). Takto źıskané výrazy (% − %k,i)mk,i , k = 1, . . . , ν a
i = 1, . . . , s(k), jsou elementárńımi děliteli charakteristické matice (2.3). Všimněme
si, že zde může být %k1,i = %k2,j pro nějaká k1, k2 ∈ {1, . . . , ν}, k1 6= k2 a i ∈
{1, . . . , s(k1)}, j ∈ {1, . . . , s(k2)}.

Pro diferenciálńı rovnice 2. řádu máme pouze tři možnosti:

(1) Rovnice (1.1) má dva r̊uzné Floquetovy multiplikátory %1, %2 ∈ C a ele-
mentárńı dělitelé charakteristické matice (2.1) jsou

%− %1, %− %2 .

(2) Rovnice (1.1) má Floquet̊uv multiplikátor %0 ∈ R s násobnost́ı 2 a ele-
mentárńı dělitelé charakteristické matice (2.1) jsou

%− %0, %− %0 .

(3) Rovnice (1.1) má Floquet̊uv multiplikátor %0 ∈ R s násobnost́ı 2 a ele-
mentárńı dělitel charakteristické matice (2.1) je

(%− %0)2.

Lze tedy dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

1Tj. determinant̊u čtvercových submatic.
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Tvrzeńı 2.1. Necht’ %1, %2 ∈ R, %1 6= %2, jsou Floquetovy multiplikátory rovnice
(1.1). Pak existuj́ı (reálná) lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı

x1(t+ ω) = %1x1(t), x2(t+ ω) = %2x2(t) pro t ∈ R. (2.4)

Tvrzeńı 2.2. Necht’ %0 ∈ R je Floquet̊uv multiplikátor rovnice (1.1) s násobnos-
t́ı 2. Pak existuj́ı (reálná) lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı
bud’

x1(t+ ω) = %0x1(t), x2(t+ ω) = %0x2(t) pro t ∈ R (2.5)

nebo

x1(t+ ω) = %0x1(t), x2(t+ ω) = %0x2(t) + x1(t) pro t ∈ R. (2.6)

Tvrzeńı 2.3. Necht’ %1,2 = a ± bi, kde a, b ∈ R a b > 0, jsou Floquetovy
multiplikátory rovnice (1.1). Pak existuj́ı (reálná) lineárně nezávislá řešeńı x1, x2
rovnice (1.1) splňuj́ıćı

x1(t+ ω) = ax1(t)− bx2(t), x2(t+ ω) = bx1(t) + ax2(t) pro t ∈ R.

Př́ıklady potvrzuj́ıćı možná chováńı lineárně nezávislých řešeńı rovnice (1.1)
uvedená v tvrzeńıch 2.1 a 2.3 lze snadno sestrojit pro rovnici s konstantńımi koefi-
cienty a vhodné hodnoty periody ω. Fakt, že obě možnosti (2.5) a (2.6) v tvrzeńı 2.2
mohou opravdu nastat, ukážeme v následuj́ıćıch př́ıkladech.

Př́ıklad 2.4. Mějme ω = 2π a uvažujme diferenciálńı rovnici

x′′ + x = 0. (2.7)

Kořeny
”
klasické“ charakteristické rovnice jsou λ1,2 = ±i a jak jsme ukázali

v závěru předchoźı sekce, odpov́ıdaj́ıćı Floquetovy multiplikátory jsou %1,2 = e±i2π,
tj. %1,2 = 1. Rovnice (2.7) má lineárně nezávislá řešeńı

x1(t) = cos t, x2(t) = sin t pro t ∈ R,

která splňuj́ı podmı́nku (2.5), v ńıž je samozřejmě %0 = 1.

Př́ıklad 2.5. Mějme ω = 2π a uvažujme diferenciálńı rovnici (1.3). Použijeme
jej́ı lineárně nezávislá řešeńı uvedená v př́ıkladu 1.3, sestroj́ıme fundamentálńı
systém řešeńı jako jej́ı řešeńı u1, u2 splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky (1.12) a dosta-
neme

u1(t) = (2 + sin t)

(
1

2
−
∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds

)
pro t ∈ R

a

u2(t) = 2(2 + sin t)

∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds pro t ∈ R

Odtud

u1(2π) = 1− 2

∫ 2π

0

1

(2 + sin s)2
ds, u′2(2π) = 2

∫ 2π

0

1

(2 + sin s)2
ds+ 1,
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a proto je charakteristická rovnice př́ıslušná diferenciálńı rovnici (1.3) tvaru %2 −
2%+ 1 = 0, viz (1.18). Floquetovy multiplikátory rovnice (1.3) jsou tedy %1,2 = 1.
Z př́ıkladu 1.3 také vyplývá, že má rovnice (1.3) lineárně nezávislá řešeńı

x1(t) = (2 + sin t)

∫ 2π

0

1

(2 + sin s)2
ds, x2(t) = (2 + sin t)

∫ t

0

1

(2 + sin s)2
ds,

která splňuj́ı podmı́nku (2.6), v ńıž je samozřejmě %0 = 1.

Nyńı již ukážeme, v jakém tvaru lze naj́ıt lineárně nezávislá řešeńı rovnice (1.1),
známe-li jej́ı Floquetovy multiplikátory. V následuj́ıćı větě označme AC 1

loc(R)
množinu funkćı, které jsou absolutně spojité spolu s jejich derivaćı na každém
kompaktńım intervalu v R.

Věta 2.6. Necht’ %1, %2 jsou Floquetovy multiplikátory rovnice (1.1). Pak plat́ı:

(1) Jestlǐze %1, %2 ∈ R a %1 6= %2, pak %1%2 > 0 a existuj́ı lineárně nezávislá
řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı

x1(t) = e
ln |%1|

ω t ϕ1(t), x2(t) = e
ln |%2|

ω t ϕ2(t) pro t ∈ R, (2.8)

kde ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou ω-periodické (resp. 2ω-periodické) funkce, je-li

%1 > 0 (resp. %1 < 0).
(2) Jestlǐze %1 = %2 =: %0, pak existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice

(1.1) splňuj́ıćı bud’

x1(t) = e
ln |%0|

ω t ϕ1(t), x2(t) = e
ln |%0|

ω t ϕ2(t) pro t ∈ R (2.9)

nebo

x1(t) = e
ln |%0|

ω t ϕ1(t), x2(t) = e
ln |%0|

ω t
[
tϕ1(t) + ϕ2(t)

]
pro t ∈ R, (2.10)

kde ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou ω-periodické (resp. 2ω-periodické) funkce, je-li

%0 > 0 (resp. %0 < 0).
(3) Jestlǐze %1,2 = %0 e±ϑi, kde %0 > 0 a ϑ ∈ (−π, 0)∪(0, π), pak existuj́ı lineárně

nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı

x1(t) = e
ln %0
ω t

[
ϕ1(t) cos

ϑt

ω
− ϕ2(t) sin

ϑt

ω

]
pro t ∈ R (2.11)

a

x2(t) = e
ln %0
ω t

[
ϕ1(t) sin

ϑt

ω
+ ϕ2(t) cos

ϑt

ω

]
pro t ∈ R, (2.12)

kde ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou ω-periodické funkce.

D̊ukaz. Část (1): Necht’ %1, %2 ∈ R a %1 6= %2. Jelikož jsou %1, %2 kořeny cha-
rakteristické rovnice (1.18), z Vietových vztah̊u okamžitě plyne %1%2 > 0, tj.
sgn(%1) = sgn(%2). Podle tvrzeńı 2.1 existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice
(1.1) splňuj́ıćı podmı́nku (2.4). Definujme funkce ϕ1, ϕ2 vztahem

ϕk(t) := e−
ln |%k|

ω t xk(t) pro t ∈ R, k = 1, 2. (2.13)
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Zřejmě ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) a vzhledem k (2.4) dostaneme

ϕk(t+ ω) = e−
ln |%k|

ω (t+ω) xk(t+ ω)

= e−
ln |%k|

ω t 1

|%k|
%kxk(t) = sgn(%k)ϕk(t) pro t ∈ R.

To však znamená, že funkce ϕ1, ϕ2 jsou ω-periodické (resp. 2ω-periodické), je-li
%1 > 0 (resp. %1 < 0). Z (2.13) tedy vyplývá, že lineárně nezávislá řešeńı x1, x2
rovnice (1.1) jsou tvaru (2.8).

Část (2): Necht’ %1 = %2 =: %0. Pak %0 ∈ R je kořen charakteristické rovnice
(1.18) s násobnosti 2, a proto podle tvrzeńı 2.2 existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı
x1, x2 rovnice (1.1) splňuj́ıćı bud’ (2.5) nebo (2.6).

Jestliže x1, x2 splňuj́ı podmı́nku (2.5), analogicky jako v d̊ukazu části (1)
ukážeme, že jsou x1, x2 tvaru (2.9), kde ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1

loc(R) jsou ω-periodické
(resp. 2ω-periodické) funkce, je-li %0 > 0 (resp. %0 < 0).

Předpokládejme nyńı, že x1, x2 splňuj́ı podmı́nku (2.6). Definujme funkce ϕ1,
ϕ2 vztahy

ϕ1(t) :=
1

%0ω
e−

ln |%0|
ω t x1(t) pro t ∈ R,

ϕ2(t) := e−
ln |%0|

ω t x2(t)− tϕ1(t) pro t ∈ R.
(2.14)

Zřejmě ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R). Analogicky jako v d̊ukazu části (1) ukážeme, že ϕ1

splňuje

ϕ1(t+ ω) = sgn(%0)ϕ1(t) pro t ∈ R. (2.15)

Dále vzhledem (2.6) a (2.15) dostaneme

ϕ2(t+ ω) = e−
ln |%0|

ω (t+ω) x2(t+ ω)− (t+ ω)ϕ1(t+ ω)

= e−
ln |%0|

ω t 1

|%0|

[
%0x2(t) + x1(t)

]
− sgn(%0)(t+ ω)ϕ1(t)

= sgn(%0)
[

e−
ln |%0|

ω t x2(t)− tϕ1(t)
]

+ sgn(%0)ω

[
1

%0ω
e−

ln |%0|
ω t x1(t)− ϕ1t)

]
= sgn(%0)ϕ2(t)

pro t ∈ R. To však znamená, že funkce ϕ1, ϕ2 jsou ω-periodické (resp. 2ω-
periodické), je-li %0 > 0 (resp. %0 < 0). Z (2.14) tedy vyplývá, že lineárně nezávislá
řešeńı x1, x2 rovnice (1.1) jsou tvaru (2.10).

Část (3): Necht’ %1,2 = %0 e±ϑi, kde %0 > 0 a ϑ ∈ (−π, 0) ∪ (0, π). Podle tvr-
zeńı 1.6 existuje netriviálńı komplexńı řešeńı xc rovnice (1.1) splňuj́ıćı

xc(t+ ω) = %0 eϑi xc(t) pro t ∈ R. (2.16)

Definujme funkci ϕc vztahem

ϕc(x) := e−
ln %0+ϑi

ω t xc(t) pro t ∈ R. (2.17)
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Vzhledem (2.16) dostaneme

ϕc(t+ ω) = e−
ln %0+ϑi

ω (t+ω) xc(t+ ω)

= e−
ln %0+ϑi

ω t 1

%0
e−ϑi %0 eϑi xc(t) = ϕc(t) pro t ∈ R.

Položme nyńı

ϕ1(t) := Re
{
ϕc(t)

}
, ϕ2(t) := Im

{
ϕc(t)

}
pro t ∈ R.

Zřejmě ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou ω-periodické funkce. Dále položme

x1(t) := Re
{
xc(t)

}
, x2(t) := Im

{
xc(t)

}
pro t ∈ R.

Z obecné teorie lineárńıch diferenciálńıch rovnic vyšš́ıch řád̊u vyplývá, že jsou x1,
x2 lineárně nezávislá řešeńı rovnice (1.1). Z (2.17) nav́ıc dostaneme

xc(t) = e
ln %0+ϑi

ω t ϕc(x)

= e
ln %0
ω t

(
cos

ϑt

ω
+ i sin

ϑt

ω

)(
ϕ1(t) + iϕ2(t)

)
= e

ln %0
ω t

[
ϕ1(t) cos

ϑt

ω
− ϕ2(t) sin

ϑt

ω

]
+ i e

ln %0
ω t

[
ϕ1(t) sin

ϑt

ω
+ ϕ2(t) cos

ϑt

ω

]
pro t ∈ R,

a proto jsou řešeńı x1, x2 tvaru (2.11) a (2.12). �

Poznámka 2.7. Připomeňme, že k určeńı Floquetových multiplikátor̊u rovnice
(1.1) potřebujeme znát nějaký jej́ı fundamentálńı systém řešeńı. Ten však nemuśı
být vhodný pro kvalitativńı analýzu dané rovnice. Věta 2.6 nám dovoĺı naj́ıt tvar
fundamentálńıho systému rovnice (1.1), který je vhodný např́ıklad pro vyšetřováńı
asymptotického chováńı jej́ıch řešeńı.

V závěru předchoźı sekce jsme ukázali, že je-li ω > 0 a λ je kořenem
”
klasické“

charakteristické rovnice př́ıslušné k rovnici s konstantńımi koeficienty (1.21), pak
% = eλω je Floquetovým multiplikátorem rovnice (1.21) pro dané ω. Neńı tedy
složité ověřit, že tvrzeńı věty 2.6 aplikovaná pro dané ω na rovnici s konstantńımi
koeficienty (1.21) jsou v souladu s tvrzeńım 1.8. Podrobnou diskuzi zde uvádět ne-
budeme, zmı́ńıme však, že z této diskuze mimo jiné vyplývá smysluplnost zavedeńı
následuj́ıćıho pojmu.

Je-li % Floquet̊uv multiplikátor rovnice (1.1), lze ho zřejmě psát ve tvaru % =
|%| eϑi, kde ϑ ∈ (−π, π]. Potom č́ıslo

α :=
1

ω

[
ln |%|+ ϑi

]
nazýváme charakteristický (Floquet̊uv) exponent rovnice (1.1). Č́ıslo α hraje
pro rovnici (1.1) podobnou roli jako kořen

”
klasické“ charakteristické rovnice (1.22)

pro rovnici s konstantńımi koeficienty (1.21). Ve druhé části tohoto článku, kterou
plánujeme publikovat v některém z daľśıch č́ısel Kvaternionu, se budeme pojmu



FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEÁRNÍ ODR 2. ŘÁDU 29

charakteristického exponentu věnovat podrobněji. Reálné části charakteristických
exponent̊u totiž úzce souviśı se stabilitou diferenciálńı rovnice (1.1).

3. Volné tlumené kmity lineárńıch oscilátor̊u s nekonstantńımi
tluḿıćımi a tuhostńımi charakteristikami

V této části ukážeme jedno možné použit́ı věty 2.6 v otázce existence řešeńı dife-
renciálńı rovnice (1.1) konverguj́ıćıho k 0 pro t→ +∞ spolu se svou prvńı derivaćı.

Uvažujme nejprve běžný volný tlumený oscilátor tvořený tělesem o hmotnosti
m, tlumı́ćım členem s charakteristikou b a lineárńı pružinou s charakteristikou k.
Jedná se o systém s 1 stupněm volnosti, jehož pohybová rovnice je tvaru

mx′′ + bx′ + kx = 0, (3.1)

kde m, b, k jsou kladné konstanty. Jelikož je to rovnice s konstantńımi koeficienty,
lze jednoduše ukázat, že pro libovolné kladné hodnoty konstant m, b a k má rovnice
(3.1) fundamentálńı sytém řešeńı x1, x2 splňuj́ıćı

lim
t→+∞

x
(k)
1 (t) = 0, lim

t→+∞
x
(k)
2 (t) = 0, k = 0, 1.

To však znamená, že každé řešeńı rovnice (3.1) konverguje k 0 pro t→ +∞ spolu
se svou prvńı derivaćı. Fyzikálńı interpretace tohoto faktu je následuj́ıćı: Každý
pohyb oscilátoru s pohybovou rovnićı (3.1) je tlumený a těleso se

”
v nekonečném

čase“ zastav́ı v rovnovážném stavu. Podrobněǰśı analýza pak ukazuje, že se jedná
o pohyb, který je tzv. podkriticky, kriticky, či nadkriticky tlumen v závislosti na

znaménku výrazu D =
(
b

2m

)2 − ω2
0 , kde ω0 =

√
k
m je vlastńı úhlová frekvence

netlumeného oscilátoru.
Všimněme si ještě následuj́ıćıch skutečnost́ı. Jsou-li konstanty m, b a k takové,

že b
m > 0 a k

m < 0, pak existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı x1, x2 rovnice (3.1)
splňuj́ıćı

lim
t→+∞

x
(k)
1 (t) = 0, lim

t→+∞
x
(k)
2 (t) = +∞, k = 0, 1.

A nakonec, jestliže b
m > 0 a k = 0, pak existuj́ı lineárně nezávislá řešeńı x1, x2

rovnice (3.1) splňuj́ıćı

x1(t) = 1 pro t ∈ R, lim
t→+∞

x2(t) = 0, lim
t→+∞

x′2(t) = 0.

V těchto dvou př́ıpadech je prostor všech řešeńı rovnice (3.1) konverguj́ıćıch k 0 pro
t → +∞ spolu se svou prvńı derivaćı jednodimenzionálńı. Plat́ı tedy následuj́ıćı
jednoduché pozorováńı.

Pozorováńı 3.1. Jestlǐze m, b, k ∈ R a b
m > 0, pak existuje řešeńı x rovnice

(3.1) splňuj́ıćı

lim
t→+∞

x(t) = 0, lim
t→+∞

x′(t) = 0. (3.2)

Zobecńıme nyńı toto tvrzeńı pro diferenciálńı rovnice s nekonstantńımi perio-
dickými koeficienty. Poznamenejme, že takové zobecněńı neńı pouze teoretické ani
v souvislosti s výše uvažovaným lineárńım oscilátorem. Neńı totiž problém naj́ıt
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př́ıklad mechanické soustavy takové, že v jej́ı pohybové rovnici budou tlumı́ćı a tu-
hostńı koeficienty nekonstantńı – avšak periodické – funkce. Takový př́ıpad může
nastat např́ıklad po aproximaci nelinearit v pohybových rovnićıch oscilátor̊u s tzv.
geometrickou nelinearitou.

Použijeme Floquetovu teorii k d̊ukazu následuj́ıćıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 3.2. Jestlǐze p, g : R → R jsou lokálně lebesgueovsky integrovatelné
ω-periodické funkce a ∫ ω

0

g(s)ds > 0, (3.3)

pak existuje řešeńı x rovnice (1.1) splňuj́ıćı podmı́nku (3.2).

D̊ukaz. Necht’ %1, %2 jsou Floquetovy multiplikátory rovnice (1.1), tj. řešeńı

charakteristické rovnice (1.18). Vzhledem k předpokladu (3.3) máme e−
∫ ω
0
g(s)ds <

1, a proto z Vietových vztah̊u plyne 0 < %1%2 < 1. To však znamená, že bud’

|%1| < 1 nebo |%2| < 1 a bez újmy na obecnosti můžeme tedy předpokládat, že
|%1| < 1. Probereme oba př́ıpady, které mohou nastat.

Nejprve předpokládejme, že %1 ∈ R. Pak také %2 ∈ R a podle část́ı (1) a (2)
věty 2.6 tak existuje řešeńı řešeńı x rovnice (3.1) splňuj́ıćı

x(t) = e
ln |%1|

ω t ϕ1(t) pro t ∈ R, (3.4)

kde ϕ1 ∈ AC 1
loc(R) je periodická funkce. Derivaćı tohoto vztahu dostáváme

x′(t) =

(
ln |%1|
ω

ϕ1(t) + ϕ′1(t)

)
e

ln |%1|
ω t pro t ∈ R. (3.5)

Jelikož ln |%1| < 0 a funkce ϕ1, ϕ′1 jsou ohraničené na R, ze vztah̊u (3.4) a (3.5)
okamžitě vyplývá, že řešeńı x splňuje požadovanou podmı́nku (3.2).

Nyńı předpokládejme, že %1 ∈ C \R. Pak %2 = %1 a z části (3) věty 2.6 vyplývá
existence řešeńı x rovnice (1.1) splňuj́ıćıho

x(t) = e
ln |%1|

ω t

[
ϕ1(t) cos

ϑt

ω
− ϕ2(t) sin

ϑt

ω

]
pro t ∈ R, (3.6)

kde ϑ ∈ (−π, 0) ∪ (0, π) a ϕ1, ϕ2 ∈ AC 1
loc(R) jsou periodické funkce. Derivaćı

tohoto vztahu dostáváme

x′(t) = e
ln |%1|

ω t

(
ln |%1|
ω

[
ϕ1(t) cos

ϑt

ω
− ϕ2(t) sin

ϑt

ω

]
− ϕ′1(t) cos

ϑt

ω
− ϑ

ω
ϕ1(t) sin

ϑt

ω
− ϕ′2(t) sin

ϑt

ω
− ϑ

ω
ϕ2(t) cos

ϑt

ω

) (3.7)

pro t ∈ R. Jelikož ln |%1| < 0 a funkce ϕ1, ϕ2, ϕ′1, ϕ′2 jsou ohraničené na R, ze
vztah̊u (3.6) a (3.7) okamžitě vyplývá, že řešeńı x splňuje požadovanou podmı́nku
(3.2). �
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4. Závěrečné poznámky

Ćılem toho článku bylo ukázat alternativńı možnost, jak vybudovat Floquetovu
teorii pro lineárńı obyčejné diferenciálńı rovnice vyšš́ıch řád̊u s periodickými koe-
ficienty a předvést jej́ı možné použit́ı v úlohách kvalitativńı teorie diferenciálńıch
rovnic. V pokračováńı tohoto článku, které plánujeme publikovat v některém z
daľśıch č́ısel časopisu Kvaternion, ukážeme využit́ı Floquetovy teorie v otázce Lya-
punovské stability řešeńı uvažovaných rovnic.
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[1] J. Kalas, M. Ráb: Obyčejné diferenciálńı rovnice, Masarykova univerzita, Brno, 1995.

[2] G. Sansone: Ordinary differential equations. Vol. I., Izdat. Inostrannoj Literatury, Moscow,

1953, rusky.
[3] V. A. Yakubovich, V. M. Starzhinskij: Linear differential equations with periodic coefficients

and their applications, Nauka, Moscow, 1972, rusky.
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ÚLOHA O DÁME V JAZERE

EMA BARUSOVÁ

Abstrakt. V úlohách o úniku a prenasledovańı uvažujeme dva objekty, kde sa je-

den z nich (prenasledujúci objekt) snaž́ı dobehnút’ druhý (unikajúci) objekt, pričom

ten sa snaž́ı dobehnutiu naopak zabránit’. V tomto článku sa zaoberáme analýzou
problému, ktorý je modelovaný na pŕıklade dámy unikajúcej svojmu nápadńıkovi zo

stredu kruhového jazera. Diskutujeme pritom klasické riešenie problému v súlade

s [1], kde je naš́ım ciel’om nájst’ optimálnu únikovú stratégiu zaist’ujúcu úspech dámy.
V pôvodnom zadańı je pomer rýchlost́ı prenasledovatel’a a unikajúceho je zadaný

č́ıselne a v texte okrem odvodenia optimálnej stratégie pre zadaný pomer rýchlost́ı

uvádzame, pre aké pomery rýchlost́ı je takáto stratégia stále postačujúca. Tam, kde
pôvodná stratégia už postačujúca nie je, ukážeme jej čiastočnú modifikáciu spolu

s určeńım dolnej hranice pomeru rýchlost́ı, pre ktorý je dáma ešte stále schopná

svojmu nápadńıkovi uniknút’. V poslednej časti uvádzame čiastočné riešenie modi-
fikovaného zadania, ktoré vzniklo na podnet pána profesora Čermáka v čase ṕısania

bakalárskej práce, ktorej je tento problém súčast’ou.

1. Úvod do problematiky

Úlohy z oblasti úniku a prenasledovania reprezentujú zauj́ımavý matematický
koncept so značným aplikačným potenciálom v robotike, navigácii, analýze bi-
ologických procesov či dokonca plánovańı vojenských operácíı.

V zadańı úlohy zvyčajne uvažujeme dva objekty, kde o jednom hovoŕıme ako
o prenasledovatel’ovi (angl. pursuer) a o druhom ako o prenasledovanom, či uni-
kajúcom (angl. evader); vo všeobecnom pońımańı môžeme uvažovat’ o skupine ob-
jektov rozdelenej do dvoch

”
t́ımov“ (napŕıklad dve námorné či letecké posádky),

kde jeden t́ım analogicky reprezentuje prenasledovatel’a a druhý t́ım unikajúceho.
Zadanie spravidla zahŕňa niekol’ko predpokladov o smere a rýchlosti pohybu oboch
objektov spolu s vymedzeńım oblasti, na ktorej sa toto prenasledovanie odohráva.
Pri riešeńı takto zadanej úlohy je naš́ım ciel’om definovat’ stratégiu, ktorá umožńı
prenasledovatel’ovi uskutočnit’ sériu akcíı (krokov), ktoré budú eventuálne viest’

2020 MSC. Primárńı 91A24, 49N75.
Kĺıčová slova. teória diferenciálnych hier, prenasledovanie, únik.

Článek vznikl na základě bakalářské práce autora v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućım práce byl Jan Čermák z Ústavu matematiky FSI VUT v Brně.

Pod’akovanie patŕı najmä môjmu školitel’ovi p. prof. Čermákovi, ktorý vel’kým dielom prispel
k pokojnému a úspešnému doṕısaniu mojej bakalárskej práce, ktorej je tento problém súčast’ou.
Ďalej nesmiem zabudnút’ vyjadrit’ vd’aku mojej rodine, skvelým spolužiakom a mojim bĺızkym,

ktoŕı ma podporovali v náročných chv́ıl’ach.
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k jeho úspechu; napŕıklad definovat’ stratégiu, ktorá eventuálne vedie k zásahu či
dobehnutiu unikajúceho objektu. Alternat́ıvne môžeme taktiež hl’adat’ stratégiu
unikajúceho objektu, ktorá naopak zabráni úspechu prenasledovatel’a.

Spravidla máme k dispoźıcii niekol’ko predpokladov o správańı sa unikajúceho
objektu, no v niektorých pŕıpadoch ho považujeme za

”
inteligentného“ protivńıka,

ktorý sa neriadi len obmedzenou sériou predpokladov. V takom pŕıpade je ciel’om
nájst’ stratégiu, ktorá berie do úvahy všetky možné rozhodnutia protivńıka a je
tak optimálnym riešeńım zadaného problému.

Nasledujúci únikový problém sa prvýkrát objavil v článku Martina Gardnera

”
Mathematical Games“ v časopise Scientific American. Autor v tomto článku

zadal pomer rýchlost́ı prenasledovatel’a a prenasledovaného objektu č́ıselne; v texte
preto najprv rozoberieme riešenie úlohy pre daný pomer a neskôr sa zameriame na
isté modifikácie pôvodného zadania. Zadanie spolu s riešeńım sformulujeme podl’a
[1] s podporou publikácie [2].

2. Zadanie

Počas dovolenky sa dáma snažila utiect’ svojmu nápadńıkovi. Rozhodla sa tak
vyplávat’ člnom presne do stredu kruhového jazera, popri ktorom dovolenkovala.
Jej nápadńık sa rozhodol počkat’ si na ňu na brehu jazera. Bolo mu jasné, že
dáma sa nakoniec na breh bude musiet’ vrátit’ a zároveň sa domnieval, že sa do
l’ubovol’ného bodu na brehu jazera dostane skôr ako dáma; disponoval totiž in-
formáciou, že dokáže bežat’ 4-krát rýchleǰsie ako dáma veslovat’. Nevedel však, že
dáma – skúsená profesorka matematiky – si svoj plán úniku dobre premyslela. Akú
stratégiu profesorka zvolila?

3. Matematický model a jeho riešenie

V nasledujúcom texte oṕı̌seme únikovú stratégiu dámy, pričom ukážeme, že pre
daný pomer rýchlost́ı je stratégia otázkou pomerne elementárnej geometrie. Táto
stratégia sa pritom skladá z dvoch fáz, ktorých zmysluplnost’ sa pokuśıme ob-
jasnit’. Skôr, než začneme s analýzou problému, dodajme do zadania ešte jednu
informáciu, ktorú mala profesorka k dispoźıcii. Vedela s istotou povedat’, že na
brehu je rýchleǰsia ako muž, čo nás logicky vedie k myšlienke, čo ju motivovalo ves-
lovat’ najprv do stredu jazera a následne rozmýšl’at’ nad svojou únikovou stratégiou
zač́ınajúc svoj únik práve v tomto bode. Odpoved’ou na túto otázku by mohla byt’

jej túžba dokázat’ mužovi, že aj za nepriaznivých počiatočných podmienok mu je
stále schopná ujst’. V d’aľsom texte postupne objasńıme stratégiu, ktorú profesorka
zvolila.

V prvom kroku sa dáma pokúsi čo najdlhšie zachovat’ maximálnu vzdiale-
nost’ medzi okamžitou polohou jej nápadńıka a bodom na brehu, ku ktorému
chce doplávat’. Z tohto dôvodu sa snaž́ı vzd’alovat’ od stredu jazera O tak, že
jej čln, stred jazera a muž sú v každom momente sledovania na jednej priamke.
Vzdialenost’ dámy od bodu O sa bude pritom stále zväčšovat’ za predpokladu, že



ÚLOHA O DÁME V JAZERE 35

muž začne bežat’ okolo jazera konštantnou rýchlost’ou v snažiac sa ju chytit’. Po-
kial’ rozlož́ıme okamžitú rýchlost’ dámy na uhlovú a radiálnu zložku, tak uhlová
rýchlost’ dámy bude v tomto štádiu z dôvodu zachovania kolinearity kontinuálne
narastat’ a radiálna zložka sa bude zmenšovat’, až kým nedosiahne nulovú hodnotu.
Táto stratégia je podporená ilustráciou na obr. 1, kde bez ujmy na všeobecnosti
uvažujeme, že muž bež́ı proti smeru hodinových ručičiek.

THE LADY-IN-THE-LAKE PROBLEM 3

rozlož́ıme okamžitú rýchlost’ dámy na uhlovú a radiálnu zložku, tak uhlová rýchlost’

dámy bude v tomto štádiu z dôvodu zachovania kolinearity kontinuálne narastat’

a radiálna zložka sa bude zmenšovat’, až kým nedosiahne nulovú hodnotu. Táto
stratégia je podporená ilustráciou na Obr. 1, kde bez ujmy na všeobecnosti
uvažujeme, že muž bež́ı proti smeru hodinových ručičiek.
Ako d’alej ukážeme, dáma je naozaj schopná zachovat’ spomı́nanú kolinearitu - teda
aspoň na nejakú dobu. Vysvetĺıme, prečo je táto doba zhora obmedzená, a teda
prečo nie je možné dostat’ sa na breh len s využit́ım tejto taktiky.
Predpokladajme, že muž bež́ı rýchlost’ou s vel’kost’ou v a dáma vesluje rýchlost’ou
s vel’kost’ou 0, 25v. Pripomeňme, že myšlienka zachovania kolinearity nám okrem
iného hovoŕı, že dáma a jej nápadńık sa musia pohybovat’ rovnakou uhlovou
rýchlost’ou počas celej prvej fázy stratégie. Na Obr. 1 je ilustrovaná okamžitá
poloha muža (bod M) a dámy (bod D) po tom, čo muž oṕı̌se kružnicový oblúk
daný stredovým uhlom θ. Pre jeho uhlovú rýchlost’ zrejme môžeme ṕısat’

dθ/dt = v/R,

kde R označuje polomer jazera. Bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladat’,
že priamka, na ktorej sa nachádza muž a dáma na začiatku prenasledovania, je
osou y pravouhlej súradnicovej sústavy s počiatkom v bode O.

O

t=0

D

N

R

θ

x

y

Obr. 1. Poloha dámy a nápadńıka v čase t > 0

Ked’že dotyčnicová zložka rýchlosti dámy je závislá na vzdialenosti od jazera a
plat́ı pre ňu

vθ = r
dθ

dt
,

kde r označuje okamžitú vzdialenost’ dámy od O, za predpokladu zachovania ko-
linearity môžeme dosadit’

vθ = v
r

R
.

Obrázek 1. Poloha dámy a nápadńıka v čase t > 0.

Ako d’alej ukážeme, dáma je naozaj schopná zachovat’ spomı́nanú kolinearitu
– teda aspoň na nejakú dobu. Vysvetĺıme, prečo je táto doba zhora obmedzená,
a teda prečo nie je možné dostat’ sa na breh len s využit́ım tejto taktiky.

Predpokladajme, že muž bež́ı rýchlost’ou s vel’kost’ou v a dáma vesluje rýchlost’ou
s vel’kost’ou 0,25v. Pripomeňme, že myšlienka zachovania kolinearity nám okrem
iného hovoŕı, že dáma a jej nápadńık sa musia pohybovat’ rovnakou uhlovou
rýchlost’ou počas celej prvej fázy stratégie. Na obr. 1 je ilustrovaná okamžitá po-
loha muža (bod N) a dámy (bod D) po tom, čo muž oṕı̌se kružnicový oblúk daný
stredovým uhlom θ. Pre jeho uhlovú rýchlost’ zrejme môžeme ṕısat’

dθ/dt = v/R,

kde R označuje polomer jazera. Bez ujmy na všeobecnosti môžeme predpokladat’,
že priamka, na ktorej sa nachádza muž a dáma na začiatku prenasledovania, je
osou y pravouhlej súradnicovej sústavy s počiatkom v bode O.

Ked’že dotyčnicová zložka rýchlosti dámy je závislá na vzdialenosti od jazera
a plat́ı pre ňu

vθ = r
dθ

dt
,

kde r označuje okamžitú vzdialenost’ dámy od O, za predpokladu zachovania ko-
linearity môžeme dosadit’

vθ = v
r

R
.
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Je pritom zrejmé, že č́ım d’alej sa dáma dostane od stredu jazera, tým bude jej
uhlová rýchlost’ vyššia. Ked’že vel’kost’ celkovej rýchlosti dámy je 0,25v, radiálna
zložka vr jej rýchlosti muśı byt’ taká, že plat́ı

v2r + v2θ = (0,25v)2.

Tento vzt’ah vyplýva z rozkladu vektoru celkovej rýchlosti na vektor uhlovej a
radiálnej rýchlosti, ktoré z geometrickej interpretácie zvierajú v každom bode po-
hybu dámy pravý uhol.

Pre vr teda dostaneme

vr =
»

0,252v2 − v2θ =

…
0,252v2 − v2 r

2

R2
,

a teda odtial’

vr =
dr

dt
= v

…
0,252 − r2

R2
.

Z posledného vyjadrenia je zrejmé, že hodnota vr je pritom väčšia ako nula (dáma
sa vzd’al’uje od O, zatial’ čo zachováva kolinearitu) za podmienky, že 0,252 −
r2/R2 > 0, teda ak r < 0,25R. Akonáhle nastane rovnost’ r = 0,25R, dáma
prejde do druhej fázy svojej únikovej stratégie. V opačnom pŕıpade by nasledoval
periodický pohyb po kružnici so stredom O a polomerom 0,25R.

Ešte predtým, než objasńıme druhú fázu únikovej stratégie, vypoč́ıtajme pre
zauj́ımavost’, ako dlho bude dáma veslovat’, kým dosiahne vr = 0. Zo vzt’ahu vr =
dr/ddt vyjadŕıme dt, pričom t = T bude čas, ked’ vr = 0, potom plat́ı

T =

∫ T

0

dt =

∫ 0,25R

0

dr

vr
=

∫ 0,25R

0

dr

v
√

0,252 − r2/R2
=

=
R

v

∫ 0,25R

0

dr√
0,252 − r2/R2

=
R

v
arcsin

( r

0,25R

)∣∣∣
0,25R

0
=
R

v
arcsin(1),

teda

T =
πR

2v
.

V čase t = T , ked’ sa dáma dostane do vzdialenosti 0,25R od O, teda zmeńı
svoju taktiku a prejde do druhej fázy svojho úniku. Zdôraznime, že v tomto čase
sa dostala do bodu na kružnici, po ktorej by sa pri udržiavańı jej predošlej taktiky
začala pohybovat’ rovnomerným pohybom a ku brehu by sa d’alej nepribližovala.
Nazvime túto kružnicu pracovne hraničná kružnica. V tomto čase zabudne na
doposial’ udržiavanú kolinearitu a začne smerovat’ po normále na pevninu, pričom
vzdialenost’, ktorú muśı z tohto bodu k pevnine doveslovat’, je 0,75R. Aby sa muž
dostal do rovnakého bodu, muśı prejst’ vzdialenost’ πR (až do tohto momentu totiž
dáma udržala spomı́nanú kolinearitu a teda muž sa nachádzal od bodu, do ktorého
dáma smeruje, práve polkružnicu d’aleko). Dáma ujde svojmu nápadńıkovi, ak sa
do tohto bodu dostane skôr ako on, teda ak plat́ı nerovnost’ časov

R− 0,25R

0,25v
<
πR

v
, (3.1)



ÚLOHA O DÁME V JAZERE 37

resp.

R(1− 0,25) < 0, 25πR.

Táto nerovnost’ plat́ı, z čoho môžeme usúdit’, že pre zadaný pomer rýchlost́ı je
dáma schopná nápadńıkovi ujst’, ak sa bude riadit’ práve oṕısanou stratégiou.

4. Rozš́ırenie

Doteraz sme sa zaoberali úlohou s č́ıselne zadaným pomerom rýchlost́ı dámy
a nápadńıka; v d’aľsom texte odvod́ıme, pre aké hodnoty tohto pomeru je stratégia
vysvetlená vyššie stále postačujúca, teda zaist́ı dáme únik pred jej nápadńıkom.
Zároveň uvedieme modifikáciu stratégie pre menšie hodnoty tohto pomeru, teda
tam, kde už spomı́naná pôvodná stratégia postačujúca nie je.

Označme α pomer rýchlost́ı dámy a muža. Pre dostatočne vel’kú hodnotu α
nie je táto dvojfázová úniková stratégia potrebná, postač́ı, ak sa dáma vyberie
po normále priamo na breh. Najprv urč́ıme minimálnu hodnotu α, ktorá ešte
túto stratégiu umožňuje. V uvažovanom pŕıpade muśı platit’, že dáma prevesluje
vzdialenost’ R za kratš́ı čas, než muž prebehne polovicu kružnice, teda πR. Dáma
pritom vesluje rýchlost’ou αv, kde v je rýchlost’ muža. Pre parameter α teda źıskame
dolný odhad zo vzt’ahu

R

αv
=
πR

v
,

teda

α >
1

π
≈ 0,3183

Pokial’ je teda α > 1/π, dáma nepotrebuje využit’ pôvodnú stratégiu, no stále
je pre ňu výhodné podl’a nej postupovat’ – za každých okolnost́ı totiž źıska väčš́ı
náskok pred jej nápadńıkom. Pre názornost’ odvod́ıme, ako vel’ký náskok źıska
dáma pre hraničnú hodnotu α = π−1. Ako platilo doteraz, okamžitá poloha dámy,
muža a stred jazera budú na jednej priamke, až kým riadiálna zložka rýchlosti dámy
nebude nulová. Podl’a predchádzajúcich úvah sa dáma počas prvej fázy únikovej
stratégie dostane do vzdialenosti π−1R od stredu jazera a následne bude smerovat’

po normále k brehu jazera, pričom bude musiet’ ešte preveslovat’ vzdialenost’

R− π−1R =
R(π − 1)

π
.

Na pevninu sa teda dostane za čas

td =
R(π − 1)/π

v/π
=
R

v
(π − 1). (4.1)

Na to, aby sa muž dostal do bodu na brehu, na ktorý dáma dovesluje, bude musiet’

prebehnút’ presne polkružnicu okolo jazera. Túto vzdialenost’ prejde za čas

tn =
R

v
π. (4.2)

Odč́ıtańım (4.1) od (4.2) zist’ujeme, že muž by potreboval o R/v viac času na to,
aby sa dostal do bodu na pevnine, na ktorý dáma dovesluje. Pre lepšie predstavu
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ide o čas, za ktorý muž prebehne vzdialenost’ R, teda polomer kružnice, čo určite
nie je nepodstatný úsek vzhl’adom k polkružnici, ktorú muśı prebehnút’ celkovo.

Uvažujme teraz, že dáma sa nepohybuje dostatočne vel’kou rýchlost’ou (teda
α > 1/π), a teda potrebuje postupovat’ dvojfázovou stratégiou odvodenou v pred-
chádzajúcej časti. Najprv vypoč́ıtajme, pre akú minimálnu hodnotu αmin je táto
stratégia pre dámu ešte postačujúca. Túto minimálnu hodnotu parametru dosta-
neme z výrazu (3.1), pričom za č́ıselnú hodnotu 0,25 dosad́ıme parameter α a
máme

R− αR
αv

<
πR

v
,

resp.
1 < α(1 + π).

Pre α teda môžeme ṕısat’

α >
1

1 + π
≈ 0,2415, a teda αmin ≈ 0,2415.

V tejto sérii úvah si môžeme položit’ ešte poslednú otázku: Je možné túto stratégiu
modifikovat’ tak, aby dáma ušla mužovi aj pre hodnoty α menšie ako (1 + π)−1?

Ukazuje sa, že to možné je, pokial’ predpokladáme, že muž sa správa
”
ra-

cionálne“. Túto charakterovú črtu v krátkosti okomentujeme. Ked’že je naša dáma
profesorkou matematiky, je pravdepodobné, že svojho nápadńıka stretla na niek-
torom z mnohých matematických seminárov, ktoré navštevuje, a teda nápadńık
sám disponuje aspoň základnými vedomost’ami z oblasti matematiky. Muž si teda
uvedomuje, akú taktiku dáma zvoĺı a tento predpoklad zahrnie do svojej vlastnej
taktiky. Špeciálne predpokladá, že akonáhle sa dáma prestane vzd’alovat’ od stredu
jazera (dostane sa na hraničnú kružnicu), vydá sa priamo po normále k brehu ja-
zera. Náš predpoklad mužovej racionality teda znie nasledovne: akonáhla dáma
prejde do druhej fázy stratégie, muž ju prestane pozorne sledovat’ a jednoducho sa
rozbehne po brehu do bodu, do ktorého podl’a jeho racionálnej úvahy dáma sme-
ruje. Prehodnotit’ svoju taktiku ho pritom donúti iba jedna okolnost’ – ak sa dáma
začne z nejakého dôvodu naspät’ približovat’ k stredu jazera (tento predpoklad ešte
pripomenieme neskôr).

Dáma disponuje informáciou, že vel’kost’ jej rýchlosti je menšia ako (π − 1)−1v
a dobre si uvedomuje, že by mužovi neušla, pokial’ by postupovala podl’a pôvodnej
stratégie. Vytiahne tak z rukávu posledný trik – v druhej fáze svojho úniku bude
smerovat’ na breh po priamke, nie však po normále do najbližšieho bodu (ako tomu
bolo doposial’). Muž pritom stále predpokladá, že bude smerovat’ práve do tohto
bodu a rozbehne sa k nemu, zatial’ čo dáma bude smerovat’ niekam inam. On ju
ale už nad’alej nesleduje a svojej chyby si nevšimne.

Pre lepšie predstavu toho, čo má dáma v umýsle, uvažujme situáciu ako na
obr. 2, ktorý ilustruje práve moment, ked’ má dáma prejst’ do druhej fázy. Bez
ujmy na všeobecnosti sa v tomto čase dáma nachádza v bode [αR, 0] na osi x, a
teda muž v bode [−R, 0]. Počiatok súradnicovej sústavy sa tak nachádza v strede
jazera. Uhol ϕ potom vyjadruje odklon priamky, po ktorej sa dáma plánuje vybrat’

od osi x, resp. od normály, po ktorej by za iných okolnost́ı smerovala na breh. Muž
predpokladá, že ϕ = 0, no ako si d’alej ukážeme, mýli sa.
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bodu a rozbehne sa k nemu, zatial’ čo dáma bude smerovat’ niekam inam. On ju
ale už nad’alej nesleduje a svojej chyby si nevšimne.

Pre lepšie predstavu toho, čo má dáma v umýsle, uvažujme situáciu ako na
Obr. 2, ktorý ilustruje práve moment, ked’ má dáma prejst’ do druhej fázy. Bez
ujmy na všeobecnosti sa v tomto čase dáma nachádza v bode [αR, 0] na osi x, a
teda muž v bode [−R, 0]. Počiatok súradnicovej sústavy sa tak nachádza v strede
jazera. Uhol φ potom vyjadruje odklon priamky, po ktorej sa dáma plánuje vybrat’

od osi x, resp. od normály, po ktorej by za iných okolnost́ı smerovala na breh. Muž
predpokladá, že φ = 0, no ako si d’alej ukážeme, mýli sa.
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Obr. 2. Modifikácia stratégie dámy v druhej fáze úniku

V prvom kroku výrazne zjednoduš́ıme naše výpočty tým, že budeme kružnicu,
na ktorej má dáma nulovú radiálnu zložku rýchlosti, považovat’ za jednotkovú. Z
predchádzajúceho textu vieme, že polomer tejto kružnice je αR, z čoho dostávame

α =
1

R
. (4.3)

Zároveň si uvedomı́me, že pomer polomerov tejto kružnice a kružnice okolo jazera
je αR/R, teda α. Úlohu hl’adania minimálnej hodnoty α môžeme tak preformulo-
vat’ na úlohu hl’adania maximálnej hodnoty R, pre ktoré dokáže dáma stále ujst’.
Zároveň z predchádzajúceho zjednodušenia môžeme odvodit’, že dáma sa pohybuje
rýchlost’ou v/R. Teraz už môžeme úlohu formulovat’ matematicky.

Ked’ sa dáma dostane na únikovú kružnicu, jej vzdialenost’ od stredu jazera je
jednotková a pomocou kośınovej vety môžeme vyjadrit’ vzdialenost’, ktorú muśı
preveslovat’ z tejto kružnice do bodu E na brehu ako

DE =
√

1 +R2 − 2R cosφ,

Obrázek 2. Modifikácia stratégie dámy v druhej fáze úniku.

V prvom kroku výrazne zjednoduš́ıme naše výpočty tým, že budeme kružnicu,
na ktorej má dáma nulovú radiálnu zložku rýchlosti, považovat’ za jednotkovú. Z
predchádzajúceho textu vieme, že polomer tejto kružnice je αR, z čoho dostávame

α =
1

R
. (4.3)

Zároveň si uvedomı́me, že pomer polomerov tejto kružnice a kružnice okolo jazera
je αR/R, teda α. Úlohu hl’adania minimálnej hodnoty α môžeme tak preformulo-
vat’ na úlohu hl’adania maximálnej hodnoty R, pre ktoré dokáže dáma stále ujst’.
Zároveň z predchádzajúceho zjednodušenia môžeme odvodit’, že dáma sa pohybuje
rýchlost’ou v/R. Teraz už môžeme úlohu formulovat’ matematicky.

Ked’ sa dáma dostane na únikovú kružnicu, jej vzdialenost’ od stredu jazera je
jednotková a pomocou kośınovej vety môžeme vyjadrit’ vzdialenost’, ktorú muśı
preveslovat’ z tejto kružnice do bodu E na brehu ako

|DE| =
√

1 +R2 − 2R cosϕ ,

pričom pre čas, za ktorý sa jej to podaŕı, plat́ı

|DE|
v/R

=
R

v

√
1 +R2 − 2R cosϕ . (4.4)

Čo teda sprav́ı muž? Ako môžeme vidiet’ na obr. 2, muž bež́ı po brehu v smere
hodinových ručičiek, no mohli by sme namietat’. Nebolo by preňho výhodneǰsie
rozbehnút’ sa proti smeru hodinových ručičiek? Prešiel by tak kratšiu vzdialenost’

a do bodu S by sa dostal zrejme skôr, ako dáma. V tomto momente muśıme ešte
raz pripomenút’ predpoklad mužovej racionality, ktorý bol objasnený vyššie. Ako
je uvedené v [2], taktika dámy a reakcia muža bude nasledovná: Dáma prejde
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infinitezimálnu vzdialenost’ tak, aby sa muž začal pohybovat’ v smere hodinových
ručičiek. Od toho momentu je pre muža najvýhodneǰsie zachovat’ smer pohybu
a bežat’ v smere hodinových ručičiek, ak sa dáma vyberie po priamke k brehu,
no zároveň nepretne hraničnú kružnicu. Pokial’ by sa muž nečakane otočil, dáma
by mohla zmenit’ stratégiu a začat’ veslovat’ k brehu po normále. Alternat́ıvne by
mohla iba

”
otočit’ znamienko“ uhlu ϕ, a tak by bola situácia podobná, ako predtým

(len symetricky otočená).
Akonáhle sa muž odovzdá myšlienke racionality a rozbehne sa v smere hodi-

nových ručičiek, bude musiet’ prebehnút’ vzdialenost’ (π + ϕ)R, aby sa dostal do
bodu S. Zaberie mu to pritom čas

R

v
(π + ϕ). (4.5)

Dáma teda tesne unikne mužovi, ak nastane rovnost’ výrazov (4.4) a (4.5), teda
plat́ı

π + ϕ =
√

1 +R2 − 2R cosϕ .

Rovnicu riešime pre R a dostávame

R = cosϕ±
»

cos2 ϕ+ (π + ϕ)2 − 1 .

Ked’že polomer jazera R muśı byt’ kladný, do úvahy berieme len plusové znamienko
a pre R teda plat́ı

R = cosϕ+
»

cos2 ϕ+ (π + ϕ)2 − 1 . (4.6)

Na Obr. 3 môžeme sledovat’ priebeh funkcie R(ϕ). Pre nájdenie minimálnej
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pričom pre čas, za ktorý sa jej to podaŕı, plat́ı

DE

v/R
=

R

v

√
1 +R2 − 2R cosφ. (4.4)

Čo teda sprav́ı muž? Ako môžeme vidiet’ na Obr. 2, muž bež́ı po brehu v smere
hodinových ručičiek, no mohli by sme namietat’. Nebolo by preňho výhodneǰsie
rozbehnút’ sa proti smeru hodinových ručičiek? Prešiel by tak kratšiu vzdialenost’

a do bodu S by sa dostal zrejme skôr, ako dáma. V tomto momente muśıme ešte
raz pripomenút’ predpoklad mužovej racionality, ktorý bol objasnený vyššie. Ako
je uvedené v [2], taktika dámy a reakcia muža bude nasledovná: Dáma prejde
infinitezimálnu vzdialenost’ tak, aby sa muž začal pohybovat’ v smere hodinových
ručičiek. Od toho momentu je pre muža najvýhodneǰsie zachovat’ smer pohybu
a bežat’ v smere hodinových ručičiek, ak sa dáma vyberie po priamke k brehu,
no zároveň nepretne hraničnú kružnicu. Pokial’ by sa muž nečakane otočil, dáma
by mohla zmenit’ stratégiu a začat’ veslovat’ k brehu po normále. Alternat́ıvne by
mohla iba ”otočit’ znamienko”uhlu φ, a tak by bola situácia podobná, ako predtým
(len symetricky otočená).

Akonáhle sa muž odovzdá myšlienke racionality a rozbehne sa v smere ho-
dinových ručičiek, bude musiet’ prebehnút’ vzdialenost’ (π + φ)R, aby sa dostal
do bodu S. Zaberie mu to pritom čas

R

v
(π + φ). (4.5)

Dáma teda tesne unikne mužovi, ak nastane rovnost’ výrazov 4.4 a 4.5, teda plat́ı

π + φ =
√

1 +R2 − 2R cosφ.

Rovnicu riešime pre R a dostávame

R = cosφ±
»

cos2 φ+ (π + φ)2 − 1.

Ked’že polomer jazera R muśı byt’ kladný, do úvahy berieme len plusové znamienko
a pre R teda plat́ı

R = cosφ+
»

cos2 φ+ (π + φ)2 − 1. (4.6)
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Obr. 3. Závislost’ vel’kosti polomeru jazera R na uhle φ
Obrázek 3. Závislost’ vel’kosti polomeru jazera R na uhle ϕ.

hodnoty α teda muśıme nájst’ maximálnu hodnotu R (pripomeňme, že túto úvahu
máme z rovnice (4.3)). Chceme teda nájst’ hodnotu ϕ, ktorá maximalizuje hodnotu
R(ϕ). Najprv uskutočńıme jej výpočet na základe goniometrickej analýzy. Ak ϕ
prekroč́ı hodnotu, pre ktorú je priamka DE dotyčnicou k hraničnej kružnici (teda
spätne pretne túto kružnicu), začne sa približovat’ k stredu jazera a táto situácia je
pre nás nepŕıpustná. Z tohto dôvodu je maximálna hodnota ϕ zhora ohraničená.
Dáma by teda mala zvolit’ taký uhol ϕ, aby priamka DE bola kolmá k osi x.
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Pre lepšiu predstavu je táto situácia znázornená na obr. 4(b) spolu s ilustráciou
pôvodnej stratégie (a), kde pre uhol ϕ z elementárnej geometrie plat́ı

cosϕ =
αR

R
=

1

R
, (4.7)

pretože vzdialenost’ αR považujeme za jednotkovú.

Obrázek 4. Porovnanie dvoch scenárov druhej fázy únikovej stratégie.

V rovnici (4.6) potom môžeme substituovat’ za R z výrazu vyššie a dostávame
rovnicu pre neznámu ϕ

1

cosϕ
= cosϕ+

»
cos2 ϕ+ (π + ϕ)2 − 1 .

Túto rovnicu teraz uprav́ıme. Najprv vynásob́ıme členom cosϕ, následne odč́ıtame
z oboch strán člen cos2 ϕ a máme

1− cos2 ϕ = sin2 ϕ = cosϕ
»

cos2 ϕ+ (π + ϕ)2 − 1 .

Umocńıme a d’alej upravujeme:

sin4 ϕ = cos4 ϕ+ (π + ϕ)2 cos2 ϕ− cos2 ϕ,

(sin2 ϕ− cos2 ϕ)(sin2 ϕ+ cos2 ϕ) = (π + ϕ)2 cos2 ϕ− cos2 ϕ,

sin2 ϕ− cos2 ϕ = (π + ϕ)2 cos2 ϕ− cos2 ϕ,

tanϕ = π + ϕ.

Alternat́ıvou k vyššie uvedenému postupu je stanovenie hodnoty ϕ pomocou pro-
striedkov diferenciálneho počtu (hl’adáme extrém funkcie R(ϕ)). Rovnicu (4.6)
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zderivujeme podl’a ϕ a polož́ıme rovnú nule, teda

dR

dϕ
= − sinϕ+

−2 cosϕ sinϕ+ 2(π + ϕ)

(cos2 ϕ+ (π + ϕ)2 − 1)1/2
= 0.

Po prevode na spoločného menovatel’a dostávame v čitateli výraz

sinϕ
»

cos2 ϕ+ (π + ϕ)2 − 1− 2 cosϕ sinϕ+ 2(π + ϕ) = 0,

ktorý d’alej uprav́ıme na tvar

2(π + ϕ) sinϕ cosϕ = (π + ϕ)2 cos2 ϕ+ sin2 ϕ.

Tento výraz následne vynásob́ıme členom 1/ cos2 ϕ a dostávame rovnicu

2(π + ϕ) tanϕ = tan2 ϕ+ (π + ϕ)2,

ktorej riešeńım je práve výraz

tanϕ = π + ϕ.

Oboma spôsobmi sme sa dostali k transcendentálnej rovnici, ktorú analyticky
nemožno vyriešit’. Použit́ım vhodnej numerickej metódy sa možno dostat’ k pri-
bližnému riešeniu a my sa už len odkážeme na riešenie podl’a [1], kde pre ϕ zhora
ohraničené π/2 dostaneme riešenie ϕ ≈ 1,352 rad. Ked’že maximálna hodnota R
je zo vzt’ahu (4.7) rovná

R =
1

cosϕ
,

pre minimálnu hodnotu α dostávame

α =
1

R
= cosϕ ≈ 0,217.

Alternat́ıvne dáma dokáže uniknút’, ak muž bež́ı najviac 1/αmin ≈ 4,603-krát
rýchleǰsie ako dáma vesluje, čo je nezanedbatel’ne vyššia hodnota než faktor uve-
dený v Gardnerovom zadańı v časopise Scientific American.

5. Úloha so ”zakázanou” oblast’ou

V poslednej časti ešte modifikujeme zadanie tak, že profesorke postav́ıme do cesty
prekážku a pritom budeme požadovat’, aby sa z bodu D na hraničnej kružnici
chcela dostat’ priamo do bodu E, do ktorého by smerovala po normále z bodu D,
keby jej v ceste prekážka nestála. Význam tejto úlohy môže byt’ napŕıklad taký, že
v bode E na brehu je odstavený dopravný prostriedok, ku ktorému chce doveslovat’

skôr, než tam dobehne jej nápadńık, a tak mu definit́ıvne uniknút’ (v zadańı sme
śıce predpokladali, že dáma je na pevnine rýchleǰsia ako muž, nebrali sme však do
úvahy, že veslovanie je bezpochybne vyčerpávajúca aktivita a dáme by už nemu-
sel zostat’ dostatok śıl na útek po pevnine). Pre jednoduchost’ umiestnime našej
profesorke do cesty kruhovú oblast’ (d’alej ostrov) so stredom v bode S vo vzdiale-
nosti 5/8 od stredu jazera O a polomerom 1/4 (č́ıselné hodnoty sme pritom zadali
tak, aby bol ostrov dostatočne d’aleko od hraničnej kružnice, vnútri ktorej dáma
zachováva kolinearitu s polohou nápadńıka a stredom jazera). Stred ostrova bude
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pritom ležat’ na spojnici bodu D, kde dáma v pôvodnom riešeńı meńı svoju tak-
tiku a bodu E na pevnine, do ktorého sa chce dáma dostat’. Zo symetrie zadania
tak nebude záležat’ na tom, z ktorej strany sa dáma rozhodne tento ostrov ob́ıst’.
Zároveň taktiež nezálež́ı na vol’be smeru pohybu nápadńıka, ked’že do bodu E muśı
prebehnút’ z každej strany práve vzdialenost’ rovnú polkružnici okolo jazera.

Zadanie sformulujeme nasledovne: Pre aký pomer rýchlost́ı α je dáma schopná
dostat’ sa do bodu E skôr ako jej nápadńık, pokial’ jej v ceste stoj́ı prekážka v tvare
kruhového ostrova, ktorú muśı nutne oboplávat’?

V d’aľsom texte pre jednoduchost’ polož́ıme R = 1, teda budeme uvažovat’ ja-
zero s jednotkovým polomerom. Ako už bolo uvedené, úniková stratégia dámy
sa skladá z dvoch štádíı. V prvom sa pohybuje smerom od stredu jazera tak, že
body označujúce aktuálnu polohu dámy, nápadńıka a stred jazera ležia na jednej
priamke, až kým sa dáma nedostane na tzv. hraničnú kružnicu, za ktorej hrani-
cou by už nebola schopná zachovat’ túto kolinearitu. V tomto momente tak zmeńı
stratégiu a vydá sa po normále k brehu jazera. Pre pomer rýchlost́ı α > 1/(1 + π)
sa nasledovańım tejto stratégie ozaj dostane na breh skôr ako jej nápadńık. V tejto
časti však bude mat’ práve v druhej fáze únikovej stratégie pred sebou prekážku
v tvare kruhového ostrova, ktorý bude musiet’ oboplávat’ a zároveň sa stále dostat’

do zadaného bodu na brehu skôr ako muž. V d’aľsom texte sa tak budeme zaobe-
rat’ len druhou fázou únikovej stratégie, pričom za začiatok pozorovania budeme
považovat’ moment, ked’ sa dáma ocitne v bode D na hraničnej kružnici.

Situácia je ilustrovaná na obr. 5, kde sa v čase t0 dáma nachádza na hraničnej
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kde v označuje jeho rýchlost’. Dáma sa potrebuje dostat’ do bodu E za čo najkratš́ı
čas, hl’adaná krivka spájajúca body D, E a zároveň nepret́ınajúca ostrov má byt’

teda najkratšia možná.

O

N
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R

E

D1

E1

x

y

Obr. 5. Ilustrácia druhej fázy únikovej stratégie za pŕıtomnosti prekážky

Je možné dokázat’ (vid’ napr [4]), že najkratšiu krivku sṕlňajúcu podmienky
v zadańı môžeme skonštruovat’ nasledovne: na hranici kružnice (ostrova) nájdeme
bod D1, resp. E1 taký, že dotyčnica k tejto kružnici prechádzajúca týmto bodom
prechádza súčasne aj bodom D, resp. E. Najkratšia spojnica bodov D a E bude
potom tvorená úsečkou DD1, kružnicovým oblúkom D1E1 so stredom v bode
S a úsečkou E1E. Pre lepšiu predstavu situácie slúži Obr. 6. Toto tvrdenie je
už z ilustrácie zjavné, no dôkaz pomerne obš́ırny a my sa tak v d’aľsom texte
obmedźıme len na odvodenie minimálnej hodnoty parametru α, pre ktoré sa dáma
dostane na breh skôr, ako nápadńık.

Pripomeňme, že ak jazero má polomer jednotkovej d́lžky, tak polomer hraničnej
kružnice muśı potom byt’ rovný parametru α. V čase t0 sa tak dáma nachádza

vo vzdialenosti α od stredu jazera. Odvod’me teraz postupne vzt’ahy pre d́lžky
úsekov, z ktorých sa skladá najkratšia úniková krivka dámy. Podporou pri týchto
odvodeniach nám bude práve Obr. 6. Označme δ a σ postupne uhly ∠SDD1 a
∠SEE1, pre ich vel’kost’ plat́ı

δ = arcsin

Å
1/4

5/8− α

ã
, σ = arcsin

Å
1/4

3/8

ã
= arcsin

Å
2

3

ã
. (5.1)

Obrázek 5. Ilustrácia druhej fázy únikovej stratégie za pŕıtomnosti prekážky.

kružnici v bode D a nápadńık v bode N na brehu. Pripomeňme, že body N , O
a D ležia na jednej priamke. Dáma sa chce dostat’ do bodu E na pevnine skôr
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ako muž; ten bude pritom musiet’ prebehnút’ polkružnicu okolo jazera a zo vzt’ahu
(4.2) môžeme pre celkový čas ṕısat’

tn =
π

v
, (5.1)

kde v označuje jeho rýchlost’. Dáma sa potrebuje dostat’ do bodu E za čo najkratš́ı
čas, hl’adaná krivka spájajúca body D, E a zároveň nepret́ınajúca ostrov má byt’

teda najkratšia možná.

Je možné dokázat’ (vid’ napr [4]), že najkratšiu krivku sṕlňajúcu podmienky
v zadańı môžeme skonštruovat’ nasledovne: Na hranici kružnice (ostrova) nájdeme
bod D1, resp. E1 taký, že dotyčnica k tejto kružnici prechádzajúca týmto bodom
prechádza súčasne aj bodom D, resp. E. Najkratšia spojnica bodov D a E bude
potom tvorená úsečkou DD1, kružnicovým oblúkom D1E1 so stredom v bode
S a úsečkou E1E. Pre lepšiu predstavu situácie slúži obr. 6. Toto tvrdenie je

THE LADY-IN-THE-LAKE PROBLEM 13

Stred kruhového ostrova sa zo zadania nachádza vo vzdialenosti (5/8 − α)

od hraničnej kružnice, a tak pre d́lžku úsečky DD1 môžeme ṕısat’

|DD1| =
Å
5

8
− α

ã
cos(δ) =

Å
5

8
− α

ã»
1− sin2(δ) =

 Å
5

8
− α

ã2
− 1

16
.

Dĺžka kružnicového oblúku D̆1E1 je zrejme

|D1E1| =
1

4
(δ + σ),

ked’že vel’kost’ stredového uhlu ∠D1SE1 prislúchajúcemu tomuto oblúku je

∠D1SE1 = (π − ∠DSD1 − ∠ESE1) = π − (π/2− δ)− (π/2− σ) = δ + σ.

Vynásobeńım vel’kosti stredového uhlu hodnotou polomeru kružnice dostaneme

d́lžku kružnicového oblúku prislúchajúceho tomuto uhlu. Napokon d́lžka úsečky
E1E je

|E1E| = 3

8
cos(φ) =

3

8

»
1− sin2(φ) =

 Å
3

8

ã2
− 1

16
=

√
5

8
.

S

D E

E1
D1

δ σ

δ + σ

Obr. 6. Detail najkratšej krivky pri potrebe oboplávania zakázanej oblasti

Podarilo sa nám odvodit’ d́lžku krivky DD1E1E v závislosti na jedinom neznámom

parametri α. Označme celkovú d́lžku tejto krivky d, plat́ı tak

d = |DD1|+ |D1E1|+ |E1E| =
 Å

5

8
− α

ã2
− 1

16
+

1

4
(δ + σ) +

√
5

8
, (5.2)

kde parametre δ a σ dosad́ıme z (5.1). Čas, za ktorý sa dáma dostane na breh, je
potom

td =
d

αv
. (5.3)

Obrázek 6. Detail najkratšej krivky pri potrebe oboplávania zakázanej oblasti.

už z ilustrácie zjavné, no dôkaz pomerne obš́ırny a my sa tak v d’aľsom texte
obmedźıme len na odvodenie minimálnej hodnoty parametru α, pre ktoré sa dáma
dostane na breh skôr, ako nápadńık.

Pripomeňme, že ak jazero má polomer jednotkovej d́lžky, tak polomer hraničnej
kružnice muśı potom byt’ rovný parametru α. V čase t0 sa tak dáma nachádza

vo vzdialenosti α od stredu jazera. Odvod’me teraz postupne vzt’ahy pre d́lžky
úsekov, z ktorých sa skladá najkratšia úniková krivka dámy. Podporou pri týchto
odvodeniach nám bude práve obr. 6. Označme δ a σ postupne uhly ∠SDD1 a
∠SEE1, pre ich vel’kost’ plat́ı

δ = arcsin

Å
1/4

5/8− α

ã
, σ = arcsin

Å
1/4

3/8

ã
= arcsin

Å
2

3

ã
. (5.2)
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Stred kruhového ostrova sa zo zadania nachádza vo vzdialenosti (5/8 − α) od

hraničnej kružnice, a tak pre d́lžku úsečky DD1 môžeme ṕısat’

|DD1| =
Å

5

8
− α
ã

cos δ =

Å
5

8
− α
ã√

1− sin2 δ =

 Å
5

8
− α
ã2
− 1

16
.

Dĺžka kružnicového oblúku D̆1E1 je zrejme

∣∣D̆1E1

∣∣ =
1

4
(δ + σ),

ked’že vel’kost’ stredového uhlu ∠D1SE1 prislúchajúcemu tomuto oblúku je

∠D1SE1 = (π − ∠DSD1 − ∠ESE1) = π − (π/2− δ)− (π/2− σ) = δ + σ.

Vynásobeńım vel’kosti stredového uhlu hodnotou polomeru kružnice dostaneme

d́lžku kružnicového oblúku prislúchajúceho tomuto uhlu. Napokon d́lžka úsečky
E1E je

|E1E| =
3

8
cosϕ =

3

8

»
1− sin2 ϕ =

 Å
3

8

ã2
− 1

16
=

√
5

8
.

Podarilo sa nám odvodit’ d́lžku krivky DD1E1E v závislosti na jedinom neznámom

parametri α. Označme celkovú d́lžku tejto krivky d, plat́ı tak

d = |DD1|+
∣∣D̆1E1

∣∣+ |E1E| =
 Å

5

8
− α
ã2
− 1

16
+

1

4
(δ + σ) +

√
5

8
, (5.3)

kde parametre δ a σ dosad́ıme z (5.2). Čas, za ktorý sa dáma dostane na breh, je
potom

td =
d

αv
. (5.4)

Dáma ujde nápadńıkovi, ak tn > td, a tak zo vzt’ahov (5.1) a (5.4) dostávame
nerovnost’ v tvare

π

v
>

d

αv
.

Dosadeńım za d z (5.3) dostávame výraz závislý iba na parametri α, a tak sme
schopńı určit’ minimálnu hodnotu parametru αmin, pre ktorý sa dáme podaŕı ujst’

svojmu nápadńıkovi. Výsledok môžeme interpretovat’ nasledovne: Pokial’ sa chce
dáma dostat’ z bodu D na breh do bodu E, pričom spojnica DE je najkratšia
možná a bod E tak lež́ı na normále z bodu D, no v priamočiarej ceste jej stoj́ı
ostrov v tvare kružnice so stredom ležiacim na spojnici DE, pre pomer rýchlost́ı
väčš́ı ako αmin sa jej podaŕı dostat’ na breh do bodu E skôr ako jej nápadńıkovi.
V opačnom pŕıpade však nemuśı nutne strácat’ nádej, môže ešte po nejakú dobu
zotrvat’ v pohybe po hraničnej kružnici (zachovávajúc kolinearitu) a źıska tak čas

na domyslenie svojej únikovej stratégie. Úlohu by sme mohli modelovat’ pre rôzne
tvary a umiestnenia zakázanej oblasti, toto rozš́ırenie je však základom pre d’aľsie
modifikácie, ked’že myšlienka únikovej krivky založenej na spojeńı kriviek pohybu
po dotyčniciach k zadanej kružnici a hranici tejto kružnice je aplikovatel’ná aj na
iné, zložiteǰsie oblasti.
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6. Záver

V tomto článku sme sa zaoberali únikovým problémom, ktorý bol ilustrovaný
na pŕıklade dámy unikajúcej svojmu nápadńıkovi zo stredu kruhového jazera. Od-
vodili sme optimálnu stratégiu zaist’ujúcu úspech dámy pre zadańı pomer rýchlost́ı
a následne sme sa zaoberali modifikáciou druhej fázy jej stratégie pre menšie po-
mery rýchlost́ı, kde už pôvodná stratégia nie je postačujúca. V poslednej časti
sme uviedli modifikované zadanie a načrtli optimálne riešenie pre č́ıselne zvo-
lené parametre zadania. Napriek tomu, že túto úlohu môžeme zaradit’ do teórie
diferenciálnych hier, pri riešeńı sme využili prostriedky elementárnej geometrie
a využitie diferenciálneho počtu tak nebolo esenciálne.
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VLASTNOSTI PROSTORŮ POSLOUPNOSTÍ A JEJICH

APLIKACE V TEORII NELINEÁRNÍCH DIFERENČNÍCH

ROVNIC

JINDŘICH KOSÍK

Abstrakt. Článek pojednává o využit́ı aparátu funkcionálńı analýzy při vyšetřo-

váńı kvalitativńıch vlastnost́ı nelineárńıch diferenčńıch rovnic. V článku jsou zpra-

covány základy teorie prostor̊u posloupnost́ı, detailně se věnuje diskrétńım větám
o limitńım přechodu a kritéríım relativńı kompaktnosti. Součást́ı teoretického apa-

rátu jsou také věty o pevném bodu. Zavedené matematické prostředky jsou poté

využity při studiu konkrétńı nelineárńı diferenčńı rovnice.

1. Úvod

Podobně jako v př́ıpadě diferenciálńıch rovnic hraje při vyšetřováńı kvalitativńıch
vlastnost́ı diferenčńıch rovnic d̊uležitou roli aparát funkcionálńı analýzy. I v od-
borné literatuře se často můžeme setkat se zjednodušeńım, kdy jsou závěry pro
diskrétńı rovnice vyvozeny na základě vlastnost́ı jejich spojitých protěǰsk̊u, to se
může ukázat jako nedostatečné nebo dokonce nekorektńı. Zaměř́ıme se proto de-
tailně na diskrétńı př́ıpad.

V článku podrobně rozebereme matematické prostředky pro korektńı analýzu
diferenčńıch rovnic. Nejprve si představ́ıme základńı prostory posloupnost́ı `p a
`∞ a uvedeme si některé jejich d̊uležité vlastnosti. Dále zformulujeme věty o li-
mitńım přechodu pro posloupnosti a pečlivě si je dokážeme. Naznač́ıme nav́ıc
myšlenku daľśıch dvou př́ıstup̊u k d̊ukaz̊um. Uvedeme Banachovu a Schauderovu
větu o pevném bodu. S ohledem na předpoklady Schauderovy věty detailně roze-
bereme kritéria relativńı kompaktnosti pro prostory posloupnost́ı. Źıskané znalosti
pak využijeme při analýze nelineárńı diferenčńı rovnice druhého řádu ve tvaru

∆2yn = png(yn+1), n ∈ N.

Zformulujeme předpoklady, za kterých dokážeme existenci jej́ıho řešeńı s požadova-
nými vlastnostmi. Předpoklady následně uprav́ıme, aby byla zaručena vedle exis-
tence požadovaného řešeńı i jeho jednoznačnost.

2020 MSC. Primárńı 34K06, 34K25.
Kĺıčová slova. nelineárńı diferenčńı rovnice, prostory posloupnost́ı, věty o limitńım přechodu

věty o pevném bodu, kriérium relativńı kompaktnosti.

Článek vznikl na základě bakalářské práce autora v oboru Matematické inženýrstv́ı na FSI

VUT v Brně. Vedoućım práce byl Pavel Řehák z Ústavu matematiky FSI VUT v Brně.
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2. Prostory posloupnost́ı

Existuje celá řada prostor̊u posloupnost́ı, pro účely tohoto článku však hraj́ı kĺıčo-
vou roli pouze prostory základńı, a sice `p pro p ∈ [1,∞) a `∞, uvedeme si proto
jejich definice a některé kĺıčové vlastnosti.

Definice 2.1 (Prostor `p). Necht’ p ∈ [1,∞) a M je množina reálných posloup-
nost́ı definovaná jako

M :=

{
u = {uk}∞k=1 ⊂ R,

∞∑
k=1

|uk|p <∞
}
.

Na uvedené množině zavedeme metriku pomoćı zobrazeńı %p : M ×M → [0,∞)
daného předpisem

%p(u, v) :=

( ∞∑
k=1

|uk − vk|p
) 1

p

, u = {uk}, v = {vk} ∈M.

Množina M s definovanou metrikou %p pak tvoř́ı metrický prostor (M,%p) ozna-
čovaný běžně `p.

Metrický prostor `p pro libovolné p ∈ [1,∞) je rovněž normovaným lineárńım
prostorem, př́ıslušná norma je tvaru

‖u‖p :=

( ∞∑
k=1

|uk|p
) 1

p

, u ∈M.

Definice 2.2 (Prostor `∞). Necht’ M je množina reálných posloupnost́ı defi-
novaná jako

M :=
{
u = {uk}∞k=1 ⊂ R, {uk} je ohraničená

}
.

Na této množině uvažujme metriku %∞ danou předpisem

%∞(u, v) := sup
k∈N
|uk − vk|, u = {uk}, v = {vk} ∈M.

Množina M s metrikou %∞ tvoř́ı metrický prostor (M,%∞) označovaný běžně `∞.

Metrický prostor `∞ je podobně jako `p současně normovaným lineárńım pro-
storem, př́ıslušná norma je dána předpisem

‖u‖∞ := sup
k∈N
|uk|, u ∈M.

Dále uvedeme některé d̊uležité vlastnosti těchto prostor̊u posloupnost́ı, d̊ukazy
těchto tvrzeńı patř́ı ke klasickým výsledk̊um funkcionálńı analýzy, proto si je
uvádět nebudeme.

Vlastnosti prostor̊u posloupnost́ı

• Metrický prostor `p je pro libovolné p ∈ [1,∞) úplný.
• Metrický prostor `p je pro libovolné p ∈ [1,∞) separabilńı.
• Metrický prostor `∞ je úplný.
• Metrický prostor `∞ neńı separabilńı.
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3. Věty o limitńım přechodu

Důležitým nástrojem pro analýzu diferenciálńıch a diferenčńıch rovnic jsou věty
o limitńım přechodu. Jejich spojité verze jsou běžnou součást́ı učebnic funkcionálńı
analýzy, avšak abychom mohli korektně přistoupit k analýze rovnice diferečńı,
je třeba zformulovat a dokázat jejich diskrétńı varianty. K d̊ukazu lze přistoupit
r̊uznými zp̊usoby, my detailně ukážeme zp̊usob čistě diskrétńı a ńıže naznač́ıme
i alternativńı př́ıstupy. Jako hlavńı zdroje nám v této části posloužily práce [1, 3,
4, 9].

3.1. Čistě diskrétńı př́ıstup

Kĺıčovou roli v čistě diskrétńım d̊ukazu našich vět bude hrát Fatouovo lemma.

Lemma 3.1 (Fatouvo–diskrétńı). Necht’
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je pro všechna n ∈ N po-

sloupnost nezáporných č́ısel, která splňuje rovnost lim inf
n→∞

u
[n]
k = vk ∈ R pro všechna

k ∈ N. Potom
∞∑
k=1

vk =

∞∑
k=1

lim inf
n→∞

u
[n]
k ≤ lim inf

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

D̊ukaz. Pro d̊ukaz budeme uvažovat libovolné t ∈ N a m ∈ N, tak, že t ≥ n,
potom pro každé k ∈ N

inf
s≥n

u
[s]
k ≤ u

[t]
k .

Pro všechna m,n ∈ N je poté splněno

m∑
k=1

inf
s≥n

u
[s]
k ≤ inf

t≥n

m∑
k=1

u
[t]
k ≤ inf

t≥n

∞∑
k=1

u
[t]
k .

Z uvedeného pro všechna m ∈ N vyplývá

m∑
k=1

vk =

m∑
k=1

lim
n→∞

(
inf
s≥n

u
[s]
k

)
= lim
n→∞

m∑
k=1

inf
s≥n

u
[s]
k ≤ lim

n→∞

(
inf
t≥n

∞∑
k=1

u
[t]
k

)

= lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

Nakonec provedeme limitńı přechod m→∞ pro
∑m
k=1 vk a dostaneme

∞∑
k=1

vk ≤ lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

�

Nyńı už přikroč́ıme k formulaci a d̊ukazu vět samotných.

Věta 3.2 (Leviho o monotónńı konvergenci–diskrétńı). Necht’
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je pro

libovolné n ∈ N posloupnost nezáporných č́ısel a je splněno, že
{
u
[n]
k

}∞
n=1

je pro
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všechna k ∈ N neklesaj́ıćı posloupnost (tj. u
[n]
k ≤ u

[n+1]
k ) a konverguje pro n→∞

k vk ∈ R. Potom
∞∑
k=1

vk =

∞∑
k=1

lim
n→∞

u
[n]
k = lim

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

D̊ukaz. Z předpoklad̊u věty plyne pro libovolné n ∈ N
∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk,

a plat́ı tedy i

lim sup
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk. (3.1)

Dále na základě Fatouova lemmatu můžeme usoudit
∞∑
k=1

vk ≤ lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k . (3.2)

Celkově z (3.1) a (3.2) vyplývá

lim sup
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk ≤ lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

Z této nerovnosti pak plyne

∞∑
k=1

vk =

∞∑
k=1

lim
n→∞

u
[n]
k = lim

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

�

Věta 3.3 (Lebesgueova o dominantńı konvergenci – diskrétńı). Necht’
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je pro všechna n ∈ N posloupnost reálných č́ısel a pro všechna k ∈ N je splněno

lim
n→∞

u
[n]
k = vk. Dále necht’ existuje posloupnost {wk}∞k=1 splňuj́ıćı pro všechna n ∈

N a k ∈ N nerovnost |u[n]k | ≤ wk, přičemž
∑∞
k=1 wk <∞. Potom

∑∞
k=1 vk <∞ a

∞∑
k=1

vk =

∞∑
k=1

lim
n→∞

u
[n]
k = lim

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k .

D̊ukaz. Protože pro všechna n ∈ N a pro všechna k ∈ N plat́ı |u[n]k | ≤ wk,
můžeme tvrdit pro všechna n ∈ N

∞∑
k=1

|u[n]k | ≤
∞∑
k=1

wk.

Z toho vyplývá, že řada
∑∞
k=1 u

[n]
k je pro všechna n ∈ N absolutně konvergentńı.
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Nejdř́ıve ukážeme, že
∑∞
k=1 vk <∞. Uvažujme pro všechna n ∈ N posloupnost{

wk−u[n]k
}∞
k=1

. Pro všechna k ∈ N je splněno |u[n]k | ≤ wk, a proto je to posloupnost
nezáporných č́ısel. Z Fatouova lemmatu pak plyne

lim inf
n→∞

∞∑
k=1

(
wk − u[n]k

)
≥
∞∑
k=1

lim inf
n→∞

(
wk − u[n]k

)
=

∞∑
k=1

(
wk − vk

)
=

∞∑
k=1

wk −
∞∑
k=1

vk,

Protože
∑∞
k=1 wk <∞, je zřejmě splněno

∑∞
k=1 vk <∞. Dále plat́ı

∞∑
k=1

wk − lim sup
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k = lim inf

n→∞

∞∑
k=1

(
wk − u[n]k

)
≥
∞∑
k=1

wk −
∞∑
k=1

vk.

Z toho můžeme vyvodit

lim sup
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk. (3.3)

Vezměme nyńı posloupnost
{
wk+u

[n]
k

}∞
k=1

, ta je podobně jako
{
wk−u[n]k

}∞
k=1

pro
všechna n ∈ N posloupnost́ı nezáporných č́ısel. Aplikujme na ni Fatouovo lemma
následovně

lim inf
n→∞

∞∑
k=1

(
wk + u

[n]
k

)
≥
∞∑
k=1

lim inf
n→∞

(
wk + u

[n]
k

)
=

∞∑
k=1

(
wk + vk

)
=

∞∑
k=1

wk +

∞∑
k=1

vk,

a tedy

∞∑
k=1

wk + lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k = lim inf

n→∞

∞∑
k=1

(
wk + u

[n]
k

)
≥
∞∑
k=1

wk +

∞∑
k=1

vk.

Z toho vyplývá

lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≥

∞∑
k=1

vk. (3.4)

Z (3.3) a (3.4) poté plyne

∞∑
k=1

vk ≤ lim inf
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤ lim sup

n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k ≤

∞∑
k=1

vk.

Na základě této nerovnosti pak můžeme konstatovat

lim
n→∞

∞∑
k=1

u
[n]
k =

∞∑
k=1

vk.

�
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3.2. Využit́ı klasických verźı vět o limitńım přechodu

Alternativně je možné k d̊ukazu vět 3.2 a 3.3 využ́ıt klasických verźı vět o konver-
genci ve spojeńı s konstrukćı schodovitých funkćı sestrojených pomoćı posloupnost́ı
v předpokladech diskrétńıch verźı.

Necht’
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je pro všechna n ∈ N posloupnost nezáporných č́ısel, která

pro všechna k ∈ N splňuje lim
n→∞

u
[n]
k = vk ∈ R. Uvažujme intervaly Ii = [i, i + 1)

a odpov́ıdaj́ıćı charakteristické funkce χIi pro všechna i ∈ N. Pak definujme funkci
fn následuj́ıćım zp̊usobem

fn =

∞∑
i=1

χIiu
[n]
i .

Źıskali jsme takto posloupnost {fn}∞n=1 nezáporných měřitelných funkćı na [1,∞).
Podobně pro {vk}∞k=1 lze definovat měřitelnou funkci f takto

f =

∞∑
i=1

χIivi.

Za předpokladu, že
{
u
[n]
k

}∞
k=1

je neklesaj́ıćı posloupnost nezáporných č́ısel, je i po-

sloupnost {fn}∞n=1 neklesaj́ıćı posloupnost́ı, tentokrát nezáporných funkćı. Pak
jsou splněny předpoklady spojité verze Leviho věty a plat́ı

lim
n→∞

∫
I

fn(x)dx =

∫
I

f(x)dx.

Obdobně bychom postupovali i v př́ıpadě věty Lebesgueovy.

3.3. Abstraktńı př́ıstup k teorii mı́ry

Daľśı př́ıstup k d̊ukazu vět 3.2 a 3.3 využ́ıvá teorie obecného měřitelného prostoru
a abstraktńı teorie mı́ry. Na obecném měřitelném prostoru lze pro funkce opět
odvodit věty o limitńım přechodu. Diskrétńı věty o limitńım přechodu pak plynou
z obecných verźı vět, pokud jako nosnou množinu zvoĺıme přirozená č́ısla a jako
mı́ru č́ıtaćı.

Definice 3.4 (Č́ıtaćı mı́ra). Uvažujme množinu N a jej́ı σ-algebru Σ = P(N).
Jestliže α : Σ→ [0,∞) ∪ {∞} je zobrazeńı definované následuj́ıćım zp̊usobem

α(A) =

{
card(A) pokud je množina A konečná,

∞ pokud množina A neńı konečná,

pak α je mı́ra na (N,P(N)), kterou nazýváme č́ıtaćı.

3.4. Věty o limitńım přechodu pro řady

Podobně jako pro posloupnosti můžeme formulovat diskrétńı Leviho a Lebesgueovu
větu pro řady. Źıskáme tak diskrétńı ekvivalent zaměnitelnosti sumace a integrálu.
Při splněńı modifikovaných předpoklad̊u vět o limitńım přechodu pro posloupnosti
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je pak zaručeno
∞∑
k=1

∞∑
n=1

u
[n]
k =

∞∑
n=1

∞∑
k=1

u
[n]
k .

4. Věty o pevném bodu

Podstatnou roli při vyšetřováńı kvalitativńıch vlastnost́ı diferenciálńıch a dife-
renčńıch rovnic hraj́ı věty o pevném bodu. Takových vět je celá řada, pro naše
účely se zaměř́ıme na dvě větu Banachovu, která nám zajǐst’uje za př́ısněǰśıch
předpoklad̊u existenci a jednoznačnost pevného bodu a Schauderovu, která za
obecněǰśıch podmı́nek zajǐst’uje existenci. Vı́ce o větách o pevném bodu lze dohle-
dat např. v [7, 10].

Definice 4.1 (Pevný bod). Necht’ (M,%) je metrický prostor a dále necht’

F : M →M . Bod u∗ ∈M nazýváme pevný bod zobrazeńı F , je-li splněno F (u∗) =
u∗.

Věta 4.2 (Banachova o pevném bodu). Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor
a zobrazeńı F : M → M je kontrakce. Pak existuje jediný pevný bod zobrazeńı F ,
který je nav́ıc limitou posloupnosti {un}∞n=1, kde u1 ∈ M je libovolné a un+1 =
F (un) pro n ∈ N.

Než bude uvedena Schauderova věta, je vhodné připomenout jeden d̊uležitý
pojem.

Definice 4.3 (Relativně kompaktńı množina). Necht’ (M,%) je metrický pro-
stor. Množinu N ⊆M nazýváme relativně kompaktńı, jestliže jej́ı uzávěr N ⊆M
je množina kompaktńı v (M,%).

Věta 4.4 (Schauderova o pevném bodu zobecněná). Necht’ M je Banach̊uv
prostor, N ⊆M neprázdná, konvexńı, omezená a uzavřená množina a F : N → N
je spojité zobrazeńı takové, že F (N) je relativně kompaktńı podmnožina N . Potom
má zobrazeńı F pevný bod u∗ ∈ N .

V předpokladech Schauderovy věty 4.4 figuruje předpoklad relativńı kompakt-
nosti. Problematika relativńı kompaktnosti však na `p a `∞ neńı triviálńı záležitost.
Daľśı část článku proto věnujeme kritéríım relativńı kompaktnosti v prostorech po-
sloupnost́ı.

5. Kritéria relativńı kompaktnosti

Při vyšetřováńı diferenčńı rovnice uvažované v tomto článku budeme pracovat
primárně s prostorem `∞, proto kritérium pro tento prostor podrobně dokážeme
a pro `p se uchýĺıme pouze k formulaci. V této části jsme vycházeli primárně z [2].

Velmi d̊uležitou roli pro d̊ukaz kritéria hraje vztah mezi relativńı kompaktnost́ı
a vlastnost́ı, které se ř́ıká prekompaktnost. Nejprve si muśıme ujasnit, co vlastně
prekompaktnost znamená.
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Definice 5.1 (ε-śıt’). Necht’ (M,%) je metrický prostor, ε kladné reálné č́ıslo
a N ⊆M . Množinu A ⊆M nazýváme ε-śıt’ množiny N , pokud pro všechna u ∈ N
existuje v ∈ A tak, že %(u, v) ≤ ε.

Definice 5.2 (Prekompaktńı množina). Necht’ (M,%) je metrický prostor. Mno-
žinu N ⊆M nazýváme prekompaktńı, jestliže existuje jej́ı konečná ε-śıt’ pro každé
ε > 0.

Věta 5.3. Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor. Pak je množina N ⊆ M
relativně kompaktńı právě tehdy, když je prekompaktńı.

Věta nám vlastně ř́ıká, že pojmy relativńı kompaktnost a prekompaktnost jak
na prostoru `∞, tak na prostoru `p splývaj́ı, tohoto faktu využijeme a k d̊ukazu
kritéria budeme přistupovat přes konstrukci ε-śıtě.

5.1. Relativně kompaktńı podmnožiny `∞

Než uvedeme kritérium relativńı kompaktnosti pro podmnožiny `∞, uvedeme ještě
dvě d̊uležité definice.

Definice 5.4 (Stejně ohraničené posloupnosti). Posloupnosti z množiny N ⊂
`∞ nazýváme stejně ohraničené, pokud je množina N v `∞ omezená.

Definice 5.5 (Stejně cauchyovské posloupnosti). Posloupnosti z množiny N ⊂
`∞ nazýváme stejně cauchyovské, pokud pro libovolné ε > 0 existuje n ∈ N takové,
že pro všechna i, j ≥ n a pro libovolnou posloupnost u ∈ N plat́ı

|ui − uj | < ε.

Následuje samotné kritérium relativńı kompaktnosti.

Věta 5.6. Množina N ⊂ `∞ stejně ohraničených a stejně cauchyovských po-
sloupnost́ı je relativně kompaktńı.

D̊ukaz. Pro d̊ukaz věty zkonstruujeme pro N konečnou ε-śıt’ pro každé ε > 0.
Uvažujme ε > 0 libovolné. Posloupnosti z N jsou stejně cauchyovské (viz definice
5.5), proto existuje n ∈ N takové, že pro každé i, j ≥ n a pro libovolnou posloupnost
u ∈ N plat́ı

|ui − uj | <
ε

2
. (5.1)

Vzhledem k tomu, že posloupnosti z N jsou stejně ohraničené, existuje L ∈ R
takové, že pro všechna u ∈ N plat́ı

‖u‖∞ ≤ L.
Necht’ m ∈ N je takové, že pro č́ısla −L = y1 < y2 < · · · < ym = L je splněno

|yi − yi+1| < ε (5.2)

pro všechna 1 ≤ i ≤ m− 1.
Dále pro všechna k ∈ {1, 2, . . . , n} přǐrad’me vk jednu z hodnot {y1, y2, . . . , ym}

a pro k > n položme vk = vn. Množinu všech takto definovaných posloupnost́ı
v = {vk}∞k=1 označme A. Zřejmě A ⊂ `∞ má právě mn prvk̊u.
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Nakonec ukážeme, že množina A je ε-śıt́ı množiny N , tj. že pro všechna u ∈ N
existuje v ∈ A takové, že

%∞(u, v) < ε.

Pro každé k ∈ {1, 2, . . . , n} vyberme zk ∈ {y1, y2, . . . , ym} tak, aby platilo

|uk − zk| = min
j∈{1,2,...,m}

|uk − yj |.

Z (5.2) vyplývá |uk − zk| < ε/2 pro k ∈ {1, 2, . . . , n}. Položme vk = zk pro
k ∈ {1, 2, . . . , n} a vk = vn pro k > n. Posloupnost v zřejmě nálež́ı do množiny A.
Pro k ∈ {1, 2, . . . , n} je pak zřejmě splněno

|uk − vk| <
ε

2
(5.3)

a pro k > n

|uk − vk| = |uk − vn| ≤ |uk − un|+ |un − vn| <
ε

2
+
ε

2
= ε,

což plyne z trojúhelńıkové nerovnosti, (5.1) a (5.3).
Celkově tedy dostáváme

%∞(u, v) ≤ ε.
Množina A je tedy konečnou ε-śıt́ı množiny N . Množina N je proto v `∞ prekom-
paktńı a vzhledem k úplnosti `∞ i relativně kompaktńı. Důkaz názorně ilustruje
obr 1. �

Obrázek 1. Aproximace posloupnosti u ∈ N (kolečka) posloupnost́ı v z ε-śıtě (čtverečky).
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5.2. Relativně kompaktńı podmnožiny `p

V této části si ještě bez d̊ukazu uvedeme kritérium pro `p.

Věta 5.7. Množina N ⊂ `p pro 1 ≤ p <∞ je relativně kompaktńı právě tehdy,
když jsou prvky této množiny stejně omezené a pro každé ε > 0 existuje m ∈ N
tak, že pro všechna u ∈ N plat́ı( ∞∑

k=m+1

|uk|p
) 1

p

< ε.

Detailńı d̊ukaz je vypracován v [6]. Vı́ce si lze přeč́ıst také v [4, 8].

6. Analýza nelineárńı diferenčńı rovnice

Teoretické poznatky z předchoźıch část́ı nyńı využijeme pro analýzu rovnice

∆2yn = png(yn+1), n ∈ N, (6.1)

kde symbolem ∆ rozumı́me standardńı dopřednou diferenci definovanou jako

∆yn = yn+1 − yn, n ∈ N.

Symbol ∆2 pak chápeme jako

∆2yn = ∆(∆yn) = ∆yn+1 −∆yn, n ∈ N.

Budeme předpokládat, že pro {pn}∞n=1 plat́ı pn > 0 pro všechna n ∈ N a funkce
g : R→ R je spojitá a taková, že tg(t) > 0 pro t 6= 0.

Zaměř́ıme se na studium existence řešeńı rovnice (6.1), které pro dané kladné
reálné č́ıslo c splňuje podmı́nky

∆yn < 0, n ∈ N,
yn > 0, n ∈ N,
lim
n→∞

yn = c.

 (6.2)

6.1. Podmı́nky zaručuj́ıćı existenci řešeńı

V této části odvod́ıme podmı́nku, pro kterou ukážeme, že je nejenom postačuj́ıćı,
nýbrž i nutnou pro existenci řešeńı (6.1) s vlastnostmi (6.2) pro libovolně zvolené
c > 0.

Věta 6.1. Pro posloupnost {pn}∞n=1 v rovnici (6.1) plat́ı
∞∑
k=1

kpk <∞ (6.3)

právě tehdy, když pro libovolně zvolené kladné reálné č́ıslo c existuje řešeńı úlohy
(6.1), (6.2).

Poznámka 6.2. V d̊ukazu později ukážeme, že ve skutečnosti pro splněńı pod-
mı́nky (6.3) stač́ı, aby existovalo jedno c > 0, pro které existuje řešeńı úlohy (6.1),
(6.2).
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Lemma 6.3. Necht’ pn > 0 pro všechna n ∈ N a
∑∞
n=j

∑∞
k=n pk < ∞ pro

nějaké j ∈ N. Pak
∞∑
n=j

∞∑
k=n

pk =

∞∑
k=j

(k + 1− j)pk.

D̊ukaz. Důkaz plyne z diskrétńı verze Fubiniovy věty. �

D̊ukaz věty 6.1. Nejdř́ıve se zaměř́ıme na implikaci zprava doleva. Využijeme
vztah

n−1∑
k=m

∆yk = yn − ym (6.4)

platný pro libovolná m,n ∈ N taková, že m ≤ n.
Předpokládejme, že y je řešeńı (6.1) s vlastnostmi (6.2) pro pevně zvolené c > 0.

Rovnici (6.1) uprav́ıme pomoćı ekvivalentńı úpravy, kdy na obě strany rovnice

aplikujeme
∑m−1
j=k , s ohledem na (6.4) je pak pro m > k ≥ 1 splněno

∆ym −∆yk =

m−1∑
j=k

pjg(yj+1).

Dále provedeme limitńı přechod m → ∞. Předpokládáme konvergenci y, proto
lim
m→∞

∆ym = 0. Dostaneme tak pro k ∈ N

0−∆yk =

∞∑
j=k

pjg(yj+1). (6.5)

Na obě strany (6.5) nyńı aplikujeme
∑m−1
k=n a dostáváme pro m > k ≥ 1

yn = ym +

m−1∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(yj+1),

nyńı provedeme daľśı limitńı přechod m→∞, a protože předpokládáme lim
n→∞

yn =

c, źıskáváme pro n ∈ N

yn = c+

∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(yj+1).

Plat́ı tedy
∞∑
k=1

∞∑
j=k

pjg(yj+1) <∞

a d́ıky limitńımu srovnávaj́ıćımu kritériu pro řady s kladnými členy je splněno i
∞∑
k=1

∞∑
j=k

pj <∞.

S ohledem na lemma 6.3 pak plat́ı
∑∞
k=1 kpk < ∞. T́ım je dokázána implikace

zprava doleva.



58 J. KOSÍK

Nyńı se zaměř́ıme na implikaci zleva doprava. S využit́ım zobecněné Schaude-
rovy věty (viz věta 4.4) dokážeme nejprve řešeńı rovnice (6.1) splňuj́ıćı

∆yn < 0, n ≥ n0,
yn > 0, n ≥ n0,
lim
n→∞

yn = c

 (6.6)

pro n ≥ n0, kde n0 ∈ N je dostatečně velké. Uvažujme libovolné reálné kladné
č́ıslo, to si označme c. Dále označme

M = max
t∈[c,2c]

g(t).

Z konvergence řady
∑∞
k=1 kpk a lemma 6.3 plyne konvergence řady

∑∞
n=1

∑∞
k=n pk.

Pro libovolné ε > 0 tak existuje nε ∈ N takové, že
∑∞
n=nε

∑∞
k=n pk < ε. Zvolme

ε = c/M a označme odpov́ıdaj́ıćı nε jako n0.
Jak jsme již uvedli, prostor `∞ je úplný. Dále najdeme množinu Ω ⊆ `∞, která je

neprázdná, konvexńı, uzavřená a omezená a zobrazeńı T : Ω→ Ω, které je spojité
a TΩ je relativně kompaktńı podmnožina Ω.

Množinu Ω budeme uvažovat ve tvaru

Ω =
{
u ∈ `∞, c ≤ un ≤ 2c pro n ≥ n0

}
.

Tato množina je zřejmě neprázdná a omezená. Dále ukážeme, že je uzavřená.
Uvažujme proto posloupnost

{
u[m]

}∞
m=1

prvk̊u z Ω konverguj́ıćı k u. Je třeba
dokázat, že u patř́ı do Ω. Plat́ı, že pro libovolné ε > 0 existuje mε ∈ N takové, že

sup
n≥n0

∣∣u[m]
n − un

∣∣ < ε, m ≥ mε.

Vezměme libovolné pevně zvolené n ≥ n0, pro to je splněno lim
m→∞

u
[m]
n = un. Pro

všechna m ∈ N pak plat́ı pro zvolené n, že

c ≤ u[m]
n ≤ 2c,

a proto

c ≤ un ≤ 2c.

Vzhledem k tomu, že n ≥ n0 je zvoleno libovolně, plat́ı u ∈ Ω a množina Ω je
uzavřená.

Zbývá ukázat, že je množina Ω konvexńı. Vezměme u, v ∈ Ω a libovolné λ ∈
[0, 1]. Pro n ≥ n0 plat́ı

λc ≤ λun ≤ λ2c (6.7)

a

(1− λ)c ≤ (1− λ)vn ≤ (1− λ)2c. (6.8)

Když (6.7) a (6.8) sečteme, dostaneme pro n ≥ n0
c ≤ λun + (1− λ)vn ≤ 2c.

Vzhledem k tomu, že zřejmě λu + (1 − λ)v ∈ `∞, můžeme konstatovat, že λu +
(1− λ)v ∈ Ω a množina Ω je tedy konvexńı.
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Zobrazeńı T definujeme s ohledem na možnost ekvivalentńı úpravy diferenčńı
rovnice na rovnici sumačńı, které jsme využili už v d̊ukazu implikace zprava doleva,
takto

(Tu)n = c+

∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(uj+1), u ∈ Ω.

Nyńı dokážeme, že je splněno TΩ ⊆ Ω. Necht’ u ∈ Ω, jistě plat́ı Tu ∈ `∞, nebot’∑∞
n=1

∑∞
k=n pk <∞ a Tu je tedy ohraničená posloupnost. Dále je třeba dokázat,

že pro n ≥ n0 plat́ı

c ≤ (Tu)n ≤ 2c.

Prvńı nerovnost je splněna, nebot’ pk ≥ 0 pro všechna k ∈ N, a protože tg(t) > 0
pro t 6= 0, plat́ı g(t) > 0 pro t > 0, a tedy

∑∞
k=n

∑∞
j=k pjg(uj+1) ≥ 0. Abychom

dokázali platnost druhé nerovnosti, ukážeme, že pro n ≥ n0 plat́ı

∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(uj+1) ≤ c.

Budeme tak postupně zvětšovat výraz
∑∞
k=n

∑∞
j=k pjg(uj+1) následuj́ıćım zp̊uso-

bem
∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(uj+1) ≤M
∞∑
k=n

∞∑
j=k

pj ≤M
∞∑

k=n0

∞∑
j=k

pj .

Vzhledem k tomu, že plat́ı
∑∞
k=n0

∑∞
j=k pj ≤ c/M , můžeme výraz dále upravit

M

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj ≤M
c

M
= c.

Celkově tedy Tu ∈ Ω.
Dı́ky absolutńı konvergenci

∑∞
k=n

∑∞
j=k pjg(uj+1) můžeme zobrazeńı T pro n ≥

n0 ekvivalentně zapsat s ohledem na lemma 6.3 následovně

(Tu)n = c+

∞∑
j=n

(j + 1− n)pjg(uj+1).

Dále je zapotřeb́ı dokázat, že je zobrazeńı T spojité. Necht’ je posloupnost{
u[m]

}∞
m=1

⊆ Ω taková, že lim
m→∞

‖u[m] − u‖∞ = 0. Ukážeme, že plat́ı

lim
m→∞

∥∥Tu[m] − Tu
∥∥
∞ = 0.

Zaměřme se na výraz ‖Tu[m] − Tu‖∞, který rozeṕı̌seme a zvětš́ıme následovně

sup
n≥n0

∣∣∣(Tu[m])n − (Tu)n

∣∣∣ = sup
n≥n0

∣∣∣∣ ∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(u
[m]
j+1)−

∞∑
k=n

∞∑
j=k

pjg(uj+1)

∣∣∣∣
= sup
n≥n0

∣∣∣∣ ∞∑
k=n

∞∑
j=k

pj(g(u
[m]
j+1)− g(uj+1))

∣∣∣∣ ≤ ∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣.
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Posloupnost
{
pj
∣∣g(u

[m]
j+1) − g(uj+1)

∣∣}∞
j=n0

je pro všechna m ∈ N posloupnost́ı

nezáporných č́ısel. Existuje L ≥ 0 takové, že
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ ≤ L pro všechna
j ≥ n0 a m ∈ N, a proto plat́ı

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ ≤ Lpj .
My v́ıme, že je splněno

∑∞
n=1

∑∞
k=n pk < ∞, pak zřejmě

∑∞
j=n0

pj < ∞. Po-

sloupnost
{
pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣}∞
j=n0

tak splňuje předpoklady Lebesgueovy věty

o dominantńı konvergenci (věta 3.3). Posloupnost{ ∞∑
j=k

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣}∞
k=n0

(6.9)

je také posloupnost́ı nezáporných č́ısel takovou, že pro k ≥ n0 a m ∈ N že plat́ı

∞∑
j=k

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ ≤ L ∞∑
j=k

pj .

Vı́me, že
∑∞
n=1

∑∞
k=n pk < ∞, a proto i

∑∞
k=n0

∑∞
j=k pj < ∞. Posloupnost (6.9)

tedy předpoklady Lebesgueovy věty také splňuje. Lebesgueovu větu tak nyńı lze
dvakrát aplikovat následovně

lim
m→∞

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj
∣∣g(u

[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ =

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj lim
m→∞

∣∣g(u
[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣.
Předpokládáme lim

m→∞
‖u[m] − u‖∞ = 0, proto plat́ı lim

m→∞

(
sup
n≥n0

∣∣u[m]
n − un

∣∣) = 0.

Lze tedy konstatovat, že lim
m→∞

u
[m]
j+1 = uj+1 je splněno pro všechna j ≥ n0 − 1. Na

základě této úvahy potom můžeme tvrdit

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj lim
m→∞

∣∣g(u
[m]
j+1)− g(uj+1)

∣∣ =

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj0 = 0.

Celkově potom

lim
m→∞

∥∥Tu[m] − Tu
∥∥
∞ = 0

a zobrazeńı T je tedy spojité.
Zbývá dokázat, že TΩ je relativně kompaktńı, k tomu využijeme věty 5.6.

Množina TΩ je omezená, nebot’ TΩ ⊆ Ω a množina Ω je omezená. Stač́ı tedy
ukázat, že posloupnosti z TΩ jsou stejně cauchyovské.

K tomu je zapotřeb́ı demonstrovat, že pro libovolné ε > 0 existuje nε ∈ N
takové, že pro všechna n,m ≥ nε plat́ı

∣∣(Tu)n − (Tu)m
∣∣ < ε pro všechna u ∈ Ω.

Pro u ∈ Ω a n > m je

∣∣(Tu)m − (Tu)n
∣∣ =

n−1∑
k=m

∞∑
j=k

pjg(uj+1) ≤M
n−1∑
k=m

∞∑
j=k

pj ≤M
∞∑
k=m

∞∑
j=k

pj .
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Využili jsme předpokladu
∑∞
n=1

∑∞
k=n pk < ∞, proto i

∑∞
k=m

∑∞
j=k pj < ∞.

Tud́ıž

lim
m→∞

M

∞∑
k=m

∞∑
j=k

pj = 0.

Necht’ je ε > 0 libovolné. Pak existuje nε ∈ N tak, že pro všechna m ≥ nε plat́ı

M

∞∑
k=m

∞∑
j=k

pj < ε.

Pro n > m ≥ nε je tak splněno∣∣(Tu)m − (Tu)n
∣∣ < ε.

Dokázali jsme tak platnost všech předpoklad̊u zobecněné Schauderovy věty o
pevném bodu a existuje tedy pevný bod zobrazeńı T . To znamená, že existuje
řešeńı y rovnice (6.1) s vlastnostmi (6.6).

Řešeńı rovnice (6.1) lze rozš́ı̌rit doleva na celou množinu N. Skutečně pro n0−1
definujeme

yn0−1 = c+

∞∑
k=n0−1

∞∑
j=k

pjg(yj+1).

Vı́me, že plat́ı c ∈ (0,∞), je splněno pn > 0 pro všechna n ∈ N a g(t) > 0 pro
všechna t ∈ (0,∞). Plat́ı tak zřejmě yn0−1 > 0, a protože

∞∑
k=n0−1

∞∑
j=k

pjg(yj+1) >

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pjg(yj+1)

je splněno také ∆yn0−1 < 0. Postupně tak prodlouž́ıme řešeńı na N, tak že y
splňuje (6.2). �

Obdobným zp̊usobem lze pro rovnici (6.1) dokázat existence rostoućıho zápor-
ného řešeńı konverguj́ıćıho k libovolné záporné konstantě.

6.2. Podmı́nky zaručuj́ıćı existenci a jednoznačnost řešeńı

Pokud bychom zvolili př́ısněǰśı podmı́nku a vyžadovali, aby funkce g byla nav́ıc
lipschitzovsky spojitá na [0,∞), pak bychom byli schopni s využit́ım Banachovy
věty dokázat pro libovolné c ∈ (0,∞) nejenom existenci, ale i jednoznačnosti
řešeńı (6.1) s vlastnostmi (6.2). Větu o této skutečnosti si nejprve zformulujeme a
následně uvedeme stručně bez detail̊u d̊ukaz.

Věta 6.4. Necht’ g splňuje Lipschitzovu podmı́nku na [0,∞). Pak pro posloup-
nost {pn}∞n=1 v rovnici (6.1) plat́ı

∞∑
k=1

kpk <∞

právě tehdy, když pro libovolně zvolené kladné reálné č́ıslo c existuje jediné řešeńı
úlohy (6.1), (6.2).
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Myšlenka d̊ukazu. Důkaz implikace zprava doleva zde splývá s d̊ukazem věty 6.1,
nebot’ platnost

∑∞
k=1 kpk <∞ je zaručena už existenćı řešeńı.

V d̊ukazu implikace zleva doprava bychom pak uvažovali, že funkce g je lipschi-
tzovsky spojitá na [0,∞) s lipschitzovskou konstantou L a zvolili n0 ∈ N, tak, aby
platilo

∞∑
k=n0

∞∑
j=k

pj <
1

2L
. (6.10)

Dále bychom uvažovali jako množinu Ω množinu všech posloupnost́ı definovaných
a ohraničených pro n ≥ n0 a operátor T definovaný v d̊ukazu věty 6.1 a ukázali,
že je toto zobrazeńı kontrakćı, tj. že existuje K ∈ (0, 1) takové, že pro všechna
u, v ∈ Ω plat́ı

‖Tu− Tv‖∞ ≤ K‖u− v‖∞.
Detailńı d̊ukaz si lze přeč́ıst v [6]. �

6.3. Daľśı poznámky

Rovnici (6.1) lze chápat jako diskretizaci rovnice

y′′ = p(t)g(y), t ≥ 0,

kde p je kladná funkce a g má vlastnosti jako v př́ıpadě rovnice (6.1). Tato rovnice
zahrnuje známou rovnici Emdenova–Fowlerova typu (př́ıp. Thomasova–Fermiho),
kde funkce g je volena následovně

g(t) = |t|λ sgn t, λ ∈ (0,∞).

Ta se začala studovat v souvislosti s modelováńım struktury hvězd a úvahami o
modelech atomů, ale v současné době má celou řadu daľśıch aplikaćı.

7. Závěr

V článku jsme zpracovali aparát souvisej́ıćı s funkcionálńı analýzou pro kvalitativńı
analýzu diferečńıch rovnic a demonstrovali jeho využit́ı při analýze řešeńı rovnice
(6.1). Na téma lze dále navázat studiem daľśıch diferenčńıch rovnic a rozborem
analogíı a rozd́ıl̊u oproti jejich diferenciálńım protěǰsk̊um.
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VYBRANÉ PRÍKLADY Z INTERNETOVEJ

MATEMATICKEJ OLYMPIÁDY

VIERA ŠTOUDKOVÁ RŮŽIČKOVÁ

Abstrakt. Článok je motivovaný pŕıkladom z Internetovej matematickej olympiá-

dy pre študentov stredných škôl o postupnosti zadanej rekurentným vzt’ahom, ktorý

je špeciálnym pŕıpadom Riccatiho rovnice. V tomto texte je diskutovaných niekol’ko
pŕıstupov k riešeniu o niečo všeobecneǰsej úlohy.

Ústav matematiky na FSI VUT v Brne každoročne organizuje matematickú
sút’až pre študentov stredných škôl v Česku a na Slovensku, doteraz známu ako
Internetová matematická olympiáda. V novembri v roku 2021 prebehol už jej
štrnásty ročńık. Na pŕıprave pŕıkladov a ich vyhodnoteńı sa nemalou mierou
podiel’ajú študenti oboru Matematické inženýrstv́ı a oboru Aplikovaná matema-
tika. Na stránkach matholymp.fme.vutbr.cz je možné nájst’ zadania aj riešenia
pŕıkladov zo všetkých ročńıkov.

Tento pŕıspevok je piaty v porad́ı na túto tému a je celý o postupnosti zadanej
rekurentným vzt’ahom a zist’ovańı, kedy je táto postupnost’ periodická.

V roku 2020 sa na sút’aži objavil nasledujúci pŕıklad s postupnost’ou.

Pŕıklad 1. Uvažujme rekurentńı vztah

ak+1 =

√
3 + ak

1−
√

3ak
, k ∈ N = {1, 2, 3, . . . }.

Otázka: Pro které hodnoty a1 definuje tento rekurentńı vztah periodickou po-
sloupnost reálných č́ısel? Jaká je jej́ı nejmenš́ı perioda?

Např́ıklad pro a1 = 0 definuje tento rekurentńı vztah posloupnost

a1 = 0, a2 =

√
3 + a1

1−
√

3a1
=
√

3, a3 =

√
3 + a2

1−
√

3a2
= −
√

3,

a4 =

√
3 + a3

1−
√

3a3
= 0, a5 =

√
3, . . .

Tato posloupnost je periodická s nejmenš́ı periodou d = 3.
Poznámka: Posloupnost {ak}∞k=1 se nazývá periodická s periodou d, pokud pro

každé k ∈ N = {1, 2, 3, . . . } plat́ı ak = ak+d.

2020 MSC. Primárńı 00A09; Sekundárńı 39A23.

Kĺıčová slova. matematická soutěž, Riccatiho diferenčńı rovnice.
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Řešeńı: Naṕı̌seme si č́ıslo
√

3 ve tvaru
√

3 = tg(60◦) a č́ıslo a1 ve tvaru a1 =
tg(α), kde −90◦ < α < 90◦. Pak z rekurentńıho vztahu a př́ıslušného goniomet-
rického vzorce máme

a2 =
tg(60◦) + tg(α)

1− tg(60◦) tg(α)
= tg(α+ 60◦), pokud α 6= 30◦,

a3 =
tg(60◦) + tg(α+ 60◦)

1− tg(60◦) tg(α+ 60◦)
= tg(α+ 120◦), pokud α 6= −30◦,

a4 =
tg(60◦) + tg(α+ 120◦)

1− tg(60◦) tg(α+ 120◦)
= tg(α+ 180◦) = tg(α) = a1.

Každá posloupnost definovaná daným rekurentńım vztahem je tedy periodická s
nejmenš́ı periodou 3, pokud a1 6= tg(30◦) = 1√

3
a a1 6= tg(−30◦) = −1√

3
.

Pŕıklad bolo možné riešit’ aj tak, že sa postupným dosadzovańım a úpravami
odvodil vzt’ah medzi ak a ak+2 a potom d’alej aj medzi ak a ak+3 a ukázalo sa,
že ak = ak+3. Vyššie uvedené riešenie využ́ıva to, že rekurentný vzt’ah je možné
chápat’ ako posunutý tangens. Na tento postup nikto zo sút’ažiacich neprǐsiel.

V tomto texte by som chcela ukázat’, že s tým tangensom nešlo o nejakú náhodu,
že je to pre tento typ postupnost́ı celkom obvyklé, a pozrieme sa aj na to, ako je
to s tou periodickost’ou. Majme teda takúto úlohu:

Úloha 1. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

Otázka: Pre ktoré hodnoty a, b, c, d, q0 definuje tento rekurentný vzt’ah periodickú
postupnost’ reálnych č́ısiel? Aká je jej najmenšia perióda?

Rovnica (1) sa nazýva Riccatiho diferenčná rovnica (existuje aj jej spojitá ver-
zia, Riccatiho diferenciálna rovnica) a vo všeobecnosti môžu koeficienty a, b, c, d
byt’ závislé od k. My tu teda máme jej špeciálny pŕıpad. Riešeńım takejto rov-

nice je postupnost’, ktorej všetky členy sṕlňajú daný rekurentný vzt’ah. Aby sme
mohli odpovedat’ na otázku v úlohe 1, bolo by vhodné mat’ explicitné vyjadrenie
jej k-teho člena, teda také, ktoré už záviśı len od q0, k, a, b, c, d.

Napŕıklad, ked’ sa pozrieme na pŕıklad 1, kde máme a = 1, b = −
√

3, c =√
3, d = 1, tak z postupu riešenia vid́ıme, že k-tý člen sa dá vyjadrit’ ako

qk = tg
(

arctg(q0) + k π3
)
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Ukážem tu teraz niekol’ko možných (nie úplne učebnicových) postupov, ako sa
dá dopracovat’ k riešeniam rovnice (1) a odpovedi na otázku v úlohe 1. Budem sa
tvárit’, že toho o riešeńı diferenčných rovńıc vel’a nevieme.

Ešte pre istotu dopredu upozorńım, že napriek tomu, že ide o na pohl’ad jedno-
duchú vec, nevyhneme sa zložiteǰśım výrazom a komplexným č́ıslam.
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1. Riešenie rovnice (1) ako posunutý tangens

Povedzme, že sme si preč́ıtali riešenie pŕıkladu 1 a na základe toho nás napadla
otázka: Dá sa riešenie úlohy 1 v pŕıpade, že postupnost’ je periodická, vždy naṕısat’

ako nejaký posunutý tangens? Skúsme to zistit’.

Predpokladajme, že nejaká postupnost’ {qk}∞k=0 sa dá zaṕısat’ v tvare

qk = A tg(kϕ+ ω) +B, k = 0, 1, 2, 3, . . . , (2)

kde A 6= 0 a ω = arctg q0−B
A . Môžeme d’alej predpokladat’, že ϕ 6= lπ, l ∈ Z,

lebo v takom pŕıpade by to bola nezauj́ımavá konštantná postupnost’. Konštantná
postupnost’ sa dá v tvare (2) očividne naṕısat’ vždy. Napŕıklad

qk = tg(kπ) + q0, k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Pre každé uvažované ϕ je teda definovaná hodnota cotgϕ a s využit́ım súčtových
vzorcov pre goniometrické funkcie môžeme odvodit’ nasledovný vzt’ah medzi qk a
qk+1:

qk+1 = A tg((k + 1)ϕ+ ω) +B = A tg((kϕ+ ω) + ϕ) +B

= A
sin((kϕ+ ω) + ϕ)

cos((kϕ+ ω) + ϕ)
+B = A

sin(kϕ+ ω) cosϕ+ cos(kϕ+ ω) sinϕ

cos(kϕ+ ω) cosϕ− sin(kϕ+ ω) sinϕ
+B

= A
tg(kϕ+ ω) cotgϕ+ 1

cotgϕ− tg(kϕ+ ω)
+B =

A+B cotgϕ+ (A cotgϕ−B) tg(kϕ+ ω)

cotgϕ− tg(kϕ+ ω)

=
A2 +B2 + (A cotgϕ−B)(A tg(kϕ+ ω) +B)

A cotgϕ+B − (A tg(kϕ+ ω) +B)

=
A2 +B2 + (A cotgϕ−B)qk

A cotgϕ+B − qk
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Vid́ıme, že tento vzt’ah skutočne vyzerá rovnako ako vzt’ah z rovnice (1). Naša
postupnost’ {qk}∞k=0 teda vyhovuje rovnici (1), kde a, b, c, d sú také, že

ap = A cotgϕ+B, (a)

bp = −1, (b)

cp = A2 +B2, (c)

dp = A cotgϕ−B, (d)

pre nejaké p 6= 0. My by sme to ale potrebovali naopak, vyjadrit’ A, B, ϕ pomocou
a, b, c, d. To sa z tohto dá odvodit’ tiež, ale len za istých podmienok. Je zrejmé,
že ak b = 0, tak sa to nedá.

Predpoklad 1.1: b 6= 0

Z (b) vyplýva p = − 1
b a d’alej odč́ıtańım rovńıc (a) a (d) dostaneme

B =
(a− d)p

2
=
d− a

2b
.
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Teraz, ak do rovnice (c) dosad́ıme p = − 1
b a B = d−a

2b , tak dostaneme

c = −b(A2 +B2),

bA2 = −c− bB2 = −c− b
(
d−a
2b

)2
=
−bc−

(
d−a
2

)2
b

=
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

,

A =

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

alebo A = −

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

.

Pretože po dosadeńı −ϕ za ϕ a −A za A dostaneme tú istú postupnost’, môžeme
napevno zvolit’ napŕıklad prvú možnost’, a teda máme už vyjadrené

A =

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

, B =
d− a

2b
, p = −1

b
. (3)

Ešte zostáva vyjadrit’ ϕ. Do rovnice (a) dosad́ıme vyjadrenie (3) a máme

a = −Ab cotgϕ−Bb,

cotgϕ

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
= −a+d2 ,

odkial’ vyjadŕıme cotgϕ za predpokladu, že ad− bc−
(
a+d
2

)2 6= 0.

Predpoklad 1.2: ad− bc−
(

a+d
2

)2
6= 0

Teraz sa zamyslime, či je nutné požadovat’ aj to, aby bol výraz pod odmocninou
kladný. Odmocnina zo záporného č́ısla sa jednoducho naṕı̌se ako reálny násobok
imaginárnej jednotky i. Ako ale potom nájdeme také č́ıslo ϕ, ktorého kotangens je
reálnym násobkom i? Dá sa to pomocou vzt’ahov

cotg(ix) = i cotgh(x) = i
ex + e−x

ex− e−x
,

arccotg(ix) = i argcotgh(x) = i
1

2
ln x+1

x−1 .

Podmienka na to, aby existoval arccotg(ix), je x 6= −1, x 6= 1. Vid́ıme, že vtedy
bude výraz x+1

x−1 definovaný a nenulový, a teda logaritmus bude existovat’. Záporný

argument v logaritme nás trápit’ nemuśı, ked’že už sme sa zmierili s tým, že nám
budú vychádzat’ aj komplexné č́ısla.

V našom pŕıpade, ak by bolo ad− bc−
(
a+d
2

)2
< 0, máme

ϕ = arccotg
i a+d2√(

a+d
2

)2 − ad+ bc
= i 1

2 ln

a+d
2 +

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc

a+d
2 −

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc
,

a tento výraz je definovaný, ak okrem ad − bc −
(
a+d
2

)2 6= 0 je naviac splnená
podmienka ∣∣a+d

2

∣∣ 6= √(a+d2 )2 − ad+ bc,
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čo je ekvivalentné s
ad− bc 6= 0. (4)

Predpoklad 1.3: ad− bc 6= 0

Hodnoty A, B, ϕ už teda máme určené. Ešte sa pozrime, ako je to s č́ıslom ω =
arctg q0−B

A , ktoré śıce vyzerá, že existuje vždy, ale pozor, argument arkus tangensu
je

q0 −B
A

=
q0 − d−a

2b√
ad−bc−

(
a+d
2

)2

b

=
a+ bq0 − a+d

2√
ad− bc−

(
a+d
2

)2 ,
a to nemuśı byt’ reálne č́ıslo. Arkus tangens je definovaný pre všetky komplexné
č́ısla okrem − i a i. Z toho dostaneme podmienku pre q0 ako q0 6= B ± iA. Dá
sa však ukázat’, že ak q0 = B ± iA, potom c+dq0

a+bq0
= q0, a teda ide o konštantnú

postupnost’:

c+ dq0
a+ bq0

=
A2 +B2 + (A cotgϕ−B)q0

A cotgϕ+B − q0
=
A2 +B2 + (A cotgϕ−B)(B ± iA)

A cotgϕ+B − (B ± iA)

= B(cotgϕ∓ i) +
A(1± i cotgϕ)

cotgϕ∓ i
= B ± iA = q0.

Predpoklad 1.4: q0 6= B ± iA

Na záver by ešte bolo vhodné odvodit’ podmienku, kedy rekurentný vzt’ah (1)
určuje nekonečnú postupnost’. Inými slovami, kedy sú členy takejto postupnosti
definované pre všetky k. Argument tangensu muśı splňovat’

kϕ+ ω 6= π
2 + lπ, l ∈ Z, k ∈ N,

čiže
q0 6= A tg(π2 − kϕ) +B = A cotg(kϕ) +B, k ∈ N.

Naše doteraǰsie zistenia teraz môžeme zhrnút’ do tvrdenia.

Tvrdenie 1. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a predpokladajme, že b 6= 0, ad− bc−
(
a+d
2

)2 6= 0, ad− bc 6= 0, q0 6= B ± iA a

q0 6= A cotg(kϕ) +B, k ∈ N, (5)

kde

A =

√
ad−bc−( a+d2 )

2

b , B = d−a
2b , ϕ = arccotg

−a+d2√
ad−bc−

(
a+d
2

)2
.

Potom vzt’ah (1) definuje nekonečnú postupnost’ {qk}∞k=0, ktorej členy sa dajú
zaṕısat’ v tvare

qk = A tg
(
kϕ+ arctg q0−B

A

)
+B, k = 1, 2, 3, . . .
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Ked’ už toto vieme, pozrieme sa teraz, kedy je takáto postupnost’ periodická.
Predpokladajme, že pre nejaké n ≥ 1 plat́ı q0 = qn, teda

A tgω +B = A tg(nϕ+ ω) +B,

tgω = tg(nϕ+ ω).

To nastane jedine v tom pŕıpade, ak existuje l ∈ Z, pre ktoré nϕ = lπ. Pre
koeficienty a, b, c, d to znamená, že

−a+d2√
ad− bc−

(
a+d
2

)2 = cotg
lπ

n
, l ∈ Z. (6)

K tomu treba pridat’ podmienku (5) pre q0, ktorá nám zaruč́ı, že členy q1, . . . , qn−1
existujú, že nedôjde k deleniu nulou. Do nej môžeme dosadit’ ϕ = lπ

n . Dostaneme

q0 6= A cotg
(
k lπn
)

+B =

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

cotg klπ
n + d−a

2b , k = 1, 2, . . . n− 1.

Ak plat́ı ad− bc−
(
a+d
2

)2
< 0, tak ϕ nie je reálne č́ıslo, takže postupnost’ vtedy

určite nie je periodická. Až na jednu výnimku, ktorá sa dá l’ahko prehliadnut’.
Pokial’ totiž vo vyjadreńı č́ısla ϕ je čitatel’ nulový, potom bez ohl’adu na to, či
menovatel’ je reálny alebo nie, dostaneme ϕ = arccotg 0, a teda ϕ = π

2 . Postupnost’

je v takom pŕıpade vždy periodická s periódou 2.

Pŕıklad 2. Majme napŕıklad rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

=
3− qk
1 + qk

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Teda a = b = −d = 1, c = 3, ad− bc = −4, ad− bc−
(
a+d
2

)2
= −4 < 0, A = 2 i,

B = −1, ϕ = π
2 , ω = arctg q0+1

2 i . Potom podl’a Tvrdenia 1 tento rekurentný vzt’ah
definuje postupnost’, ktorej členy sa dajú zaṕısat’ v tvare

qk = 2 i tg
(
k π2 + arctg q0+1

2 i

)
− 1, k = 1, 2, 3, . . .

pokial’ q0 6= A cotg(ϕ) +B = B = −1 a q0 6= B ± iA, teda q0 6= −3 a q0 6= 1.
Môžeme sa o tom presvedčit’. Ked’ do tohto vyjadrenia postupne dosad́ıme k = 1

a k = 2, dostaneme

q1 = 2 i tg
(
π
2 + arctg q0+1

2 i

)
− 1 = 2 i cotg

(
− arctg q0+1

2 i

)
− 1

= 2 i −2 i
q0+1 − 1 = 3−q0

q0+1 ,

q2 = 2 i tg
(
π + arctg q0+1

2 i

)
− 1 = 2 i tg

(
arctg q0+1

2 i

)
− 1 = q0.

Pokial’ q0 = B± iA, teda q0 = −3 alebo q0 = 1, dostávame konštantnú postupnost’.

Zostalo ešte určit’, či by postupnost’ mohla byt’ periodická aj v pŕıpadoch, ked’

b = 0 alebo ad− bc = 0 alebo ad− bc−
(
a+d
2

)2
= 0, o ktorých zatial’ nič nevieme.
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1.1. Pŕıpad b = 0

Pokial’ je b = 0, ide o postupnost’ danú vzt’ahom

qk+1 =
c

a
+
d

a
qk,

a dá sa ukázat’, že táto postupnost’ je periodická jedine ak je súčasne konštantná
alebo ak a = −d a teda ide o postupnost’ qk+1 = c

a − qk, ktorá má najmenšiu
periódu 2. Prośım čitatel’ov, aby si toto už overili sami. Táto konkrétna postupnost’

ale tiež sṕlňa podmienku (6), pretože v tomto pŕıpade je a+d = 0 a podmienka (6)
je splnená pre l = 1, n = 2.

Naopak, ak je podmienka (6) splnená a súčasne b = 0, tak pod odmocninou nie
je kladné č́ıslo. Takže čitatel’ muśı byt’ nulový, z toho a + d = 0. Postupnost’ je
teda periodická a má najmenšiu periódu 2.

1.2. Pŕıpad ad− bc = 0

Ak ad− bc = 0 a b 6= 0, tak

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

=
bc+ bdqk
ba+ b2qk

=
ad+ bdqk
ba+ b2qk

=
d

b
, k = 0, 1, 2, 3, . . . (7)

čiže postupnost’ je periodická práve vtedy ked’ q0 = d
b a a + d 6= 0, a vtedy je

konštantná.
V tomto pŕıpade nemôže byt’ splnená podmienka (6) pre žiadne hodnoty a, b,

c, d.

1.3. Pŕıpad ad− bc−
(

a+d
2

)2
= 0

Pokial’ je ad − bc −
(
a+d
2

)2
= 0, vyjadrenie k-teho člena postupnosti má úplne

iný tvar. Tento tvar je možné tiež postupne aj uhádnut’, napŕıklad ak si vyṕı̌seme
konkrétne postupnosti s touto vlastnost’ou.

Pŕıklad 3. Majme napŕıklad rekurentný vzt’ah

qk+1 =
1 + 5qk
1− 4qk

so začiatočnou hodnotou q0 = 1.

Teda a = 1, b = −4, c = 1, d = 5, ad − bc =
(
a+d
2

)2
= 9. Vyṕı̌seme si prvých

niekol’ko členov postupnosti:

{qk}5k=0 =
{

1,−2,−1,− 4
5 ,−

5
7 ,−

2
3

}
,

=
{−1
−1 ,

−2
1 ,
−3
3 ,
−4
5 ,
−5
7 ,
−6
9

}
Z toho odhadneme, že by mohlo byt’ qk = −k−1

2k−1 .

Na základe tohto pŕıkladu skúsime zistit’, či by všeobecne bolo možné vyjadrit’

qk vzt’ahom qk = uk+v
sk+t . Dosadeńım za k = 0 hned’ dostaneme, že q0 = v

t a z toho
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t 6= 0, v = tq0. Môžeme položit’ t = 1 a máme qk = uk+q0
sk+1 . Teraz to dosad́ıme do

rekurentného vzt’ahu (1) a porovnáme pravú a l’avú stranu

P =
c+ dqk
a+ bqk

=
c+ duk+q0sk+1

a+ buk+q0sk+1

=
(cs+ du)k + c+ dq0
(as+ bu)k + a+ bq0

,

L = qk+1 =
u(k + 1) + q0
s(k + 1) + 1

=
uk + u+ q0
sk + s+ 1

.

Pravá a l’avá strana sa teda rovnajú, pokial’ pre nejaké p 6= 0 platia vzt’ahy

cs+ du = pu,

as+ bu = ps,

c+ dq0 = pu+ pq0,

a+ bq0 = ps+ p.

Dá sa ukázat’, že táto sústava má riešenie, ak plat́ı p = a+d
2 . Úpravy vedúce k

riešeniu tu vynechám. Nakoniec dostaneme, že v tomto pŕıpade je qk tvaru

qk =

(
d−a
2 q0 + c

)
k + a+d

2 q0(
bq0 + a−d

2

)
k + a+d

2

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

a z toho l’ahko odvod́ıme podmienku, kedy je postupnost’ periodická s periódou n,(
d−a
2 q0 + c

)
n+ a+d

2 q0(
bq0 + a−d

2

)
n+ a+d

2

= q0,

d−a
2 q0 + c =

(
bq0 + a−d

2

)
q0,

bq20 + (a− d)q0 − c = 0,

q0 = d−a
2 .

Kvadratická rovnica má len toto jedno riešenie, pretože diskriminant je rovný(
a+d
2

)2− ad+ bc = 0. Postupnost’ je teda periodická, pokial’ je q0 = d−a
2 a výraz v

menovateli a+bq0 6= 0. Každé n je vtedy periódou, postupnost’ je teda konštantná.
Nekonštantnú periodickú postupnost’ v tomto pŕıpade nedostaneme.

V tomto pŕıpade nemôže byt’ splnená podmienka (6) pre žiadne hodnoty a, b,
c, d.

1.4. Zhrnutie

Zistili sme teda, že v pŕıpade nesplnenia niektorého z predpokladov 1.1–1.4 je
postupnost’ periodická jedine vtedy, ked’ je súčasne konštantná, okrem špeciálneho
pŕıpadu postupnosti qk+1 = c

a−qk, ktorá má najmenšiu periódu 2. Táto konkrétna

postupnost’ ale tiež sṕlňa podmienku (6). Takže podmienka (6) je nutnou podmien-
kou toho, aby naša postupnost’ bola periodická a súčasne nekonštantná. Je to aj
postačujúca podmienka? Ak je podmienka (6) splnená, potom určite je splnený
aj predpoklad 1.2 a 1.3. A čo sa týka predpokladu 1.1, tak v pŕıpade, že nie je
splnený, plat́ı a + d = 0 a ide tiež o periodickú postupnost’. Predpoklad 1.4 je
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splnený vždy, ked’ postupnost’ nie je konštantná. Takže pokial’ ide o nekonštantnú
postupnost’, je podmienka (6) aj postačujúca.

Môžeme to zhrnút’ do nasledovného tvrdenia.

Tvrdenie 2. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a predpokladajme, že q0 je také, že tento vzt’ah nedefinuje konštantnú postupnost’.
Potom tento vzt’ah definuje periodickú postupnost’ s periódou n práve vtedy, ked’

pre nejaké l ∈ Z plat́ı

−a+d2√
ad− bc−

(
a+d
2

)2 = cotg
lπ

n

a

q0 6=

√
ad− bc−

(
a+d
2

)2
b

cotg
klπ

n
+
d− a

2b
, k = 1, 2, . . . n− 1.

2. Rovnica (1) ako sústava

Teraz si ukážeme úplne iný postup riešenia, kde nebudeme až tak odkázańı na
uhádnutie tvaru riešenia, ale zato sa nezaob́ıdeme bez nejakých teoretických po-
znatkov. Namiesto jednej postupnosti {qk}∞k=0 uvažujme dve postupnosti {xk}∞k=0

a {yk}∞k=0 také, že qk = yk
xk

. Rovnicu (1) potom môžeme naṕısat’ ako

yk+1

xk+1
=
cxk + dyk
axk + byk

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Môžeme dat’ do rovnosti čitatele aj menovatele v tejto rovnici a dostaneme, že ak
dvojica postupnost́ı {xk}∞k=0 a {yk}∞k=0 je riešeńım sústavy

xk+1 = axk + byk,

yk+1 = cxk + dyk, k = 0, 1, 2, 3, . . .
(8)

a všetky členy xk sú nenulové, potom postupnost’ {qk}∞k=0, kde qk = yk
xk

, je riešeńım

rovnice (1).
Vyjasnime si ešte dôležitú vec. Plat́ı to aj naopak. Pokial’ postupnost’ {qk}∞k=0

je riešeńım rovnice (1), potom existuje dvojica postupnost́ı {xk}∞k=0 a {yk}∞k=0,
ktorá je riešeńım sústavy (8) a všetky členy xk sú nenulové. Tieto postupnosti sú
definované vzt’ahmi

xk+1 = (a+ bqk)xk, (9)

yk = qkxk, k = 0, 1, 2, 3, . . .

a x0 je l’ubovol’né nenulové č́ıslo.
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3. Maticový tvar sústavy (8)

Komu matice nie sú vel’mi po chuti, môže túto čast’ preskočit’. K vyriešeniu sústa-
vy (8) matice nutne nepotrebujeme, ale źıskame tým nový pohl’ad na vec. Sústa-
vu (8) môžeme zaṕısat’ v maticovom tvare.(

xk+1

yk+1

)
=

(
a b
c d

)(
xk
yk

)
, k = 0, 1, 2, 3, . . . (10)

a z toho (
xk
yk

)
=

(
a b
c d

)k (
x0
y0

)
, k = 1, 2, 3, . . . (11)

Máme teda riešenie sústavy (8) vyjadrené explicitne. Z toho śıce vel’mi nie je vidno,
ako vyzerá postupnost’ {qk}∞k=0, ale môžeme použit’ tvrdenie, že ak sú postupnosti
{xk}∞k=0 a {yk}∞k=0 periodické s rovnakou periódou, potom postupnost’ {qk}∞k=0 je
tiež periodická. A z vyjadrenia (11) vid́ıme, že to nastane práve vtedy, ked’ pre
nejaké n ∈ N bude (

a b
c d

)n
=

(
1 0
0 1

)
, (12)

a teda matica
(
a b
c d

)
je

”
n-tá odmocnina“ z matice ( 1 0

0 1 ) . Toto vyzerá vel’mi jed-
noducho, ale až tak jednoduché to nie je. Nie je to ani jednoznačné. Napŕıklad(

1 0
0 1

)(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)
,

ale aj (
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
,

takže to už máme dve rôzne
”
druhé odmocniny“ z jednotkovej matice ( 1 0

0 1 ).
Pomôžeme si trochu poznatkami z teórie mat́ıc. Sú známe rôzne užitočné roz-

klady matice na súčin špeciálnych mat́ıc. Nám tu pomôže Jordanov rozklad matice.
Ked’ máme l’ubovol’nú štvorcovú maticu A s rozmermi 2× 2, jej Jordanov rozklad
je tvaru

A = QJQ−1,

kde matica J =
(
λ1 p
0 λ2

)
má na diagonále vlastné č́ısla matice A a matica Q−1 je

inverzná k matici Q. (To znamená, že QQ−1 = Q−1Q = ( 1 0
0 1 ).) Takýto Jordanov

rozklad vždy existuje. Pokial’ vlastné č́ısla matice A sú rôzne, v pravom hornom
rohu matice J je 0. Pokial’ sú rovnaké, v pravom hornom rohu matice J je 0 alebo 1.
Ako presne sa určia hodnoty λ1, λ2 a matica Q, zatial’ nebudeme riešit’. Zamerajme
sa d’alej na prvú možnost’, teda predpokladajme, že vlastné č́ısla sú rôzne.

Predpoklad 3.1: λ1 6= λ2

Pokial’ sa naša matica sústavy dá rozložit’ tak, že matica J =
(
λ1 0
0 λ2

)
, potom l’ahko

spoč́ıtame, že(
a b
c d

)n
= QJQ−1QJQ−1 · · ·QJQ−1QJQ−1 = QJnQ−1 = Q

(
λn1 0
0 λn2

)
Q−1,
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a teda rovnicu (12) môžeme upravit’ nasledovne(
a b
c d

)n
= Q

(
λn1 0
0 λn2

)
Q−1 =

(
1 0
0 1

)
,

Q−1Q

(
λn1 0
0 λn2

)
Q−1Q = Q−1

(
1 0
0 1

)
Q,(

λn1 0
0 λn2

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Z toho už hned’ vid́ıme, že riešeńım sú také matice, ktorých vlastné č́ısla λ1, λ2 po
umocneńı na n-tú dajú jednotku. Ak by sme uvažovali len reálne č́ısla, je to č́ıslo
1 a pre párne n aj č́ıslo −1. Ak uvažujeme aj komplexné č́ısla, je to komplexná
n-tá odmocnina z jednotky, čo sú č́ısla tvaru

n
√

1 = ei
2πl
n = cos 2πl

n + i sin 2πl
n , l = 0, 1, . . . n− 1.

Takže z toho vid́ıme, že to, ako vyzerá matica Q zo Jordanovho rozkladu, nám
môže byt’ jedno, ale potrebujeme vediet’, aké sú vlastné č́ısla matice

(
a b
c d

)
. Tie sa

poč́ıtajú zo vzt’ahu

det

(
a− λ b
c d− λ

)
= 0.

To nám dá kvadratickú rovnicu λ2 − (a+ d)λ+ ad− bc = 0, ktorej riešenia sú

λ1,2 = a+d
2 ±

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc.

Matice, ktoré sṕlňajú rovnicu (12), sú teda také, že

a+d
2 +

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc = cos 2πl
n + i sin 2πl

n pre nejaké l ∈ {0, 1, . . . n− 1}.

To vyzerá, že bude splnené, jedine pokial’ pod odmocninou bude záporné č́ıslo
(nula by nám dala rovnaké vlastné č́ısla). Potom dostaneme nasledovné vzt’ahy

a+d
2 = cos 2πl

n ,√
−
(
a+d
2

)2
+ ad− bc = sin 2πl

n > 0 pre nejaké l ∈ {0, 1, . . . n− 1}.
(13)

Ale pozor, je tu jedna výnimka. Skúste na ňu pŕıst’ sami. Nápoveda: Pozrite si
pŕıklad 2.

Zo vzt’ahov (13) dostaneme využit́ım známeho vzt’ahu sin2 ϕ + cos2 ϕ = 1 na-
sledovnú podmienku pre a, b, c, d:(

a+d
2

)2 − (a+d2 )2 + ad− bc = 1,

ad− bc = 1.

Rozdiel ad− bc v skutočnosti ani nemuśı byt’ rovný 1, stač́ı, ak je kladný. Môžeme
totiž naṕısat’

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

=

c√
ad−bc + d√

ad−bcqk
a√

ad−bc + b√
ad−bcqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (14)
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a namiesto matice
(
a b
c d

)
máme maticu(
ã b̃

c̃ d̃

)
=

(
a√

ad−bc
b√

ad−bc
c√

ad−bc
d√

ad−bc

)
,

ktorá sṕlňa

ãd̃− b̃c̃ =
ad

(
√
ad− bc)2

− bc

(
√
ad− bc)2

= 1.

Namiesto vzt’ahov (13) vtedy máme vzt’ahy

a+ d

2
√
ad− bc

= cos 2πl
n ,√

1−
(

a+ d

2
√
ad− bc

)2

= sin 2πl
n 6= 0, pre nejaké l ∈ {0, 1, . . . n− 1}.

a dostávame tvrdenie.

Tvrdenie 3. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a predpokladajme, že tento vzt’ah definuje nekonečnú postupnost’ {qk}∞k=0. Ak plat́ı

a+ d

2
√
ad− bc

= cos 2πl
n 6= ±1, pre nejaké n, l ∈ N, (15)

potom postupnost’ {qk}∞k=0 je periodická s periódou n.

Pŕıklad 4. Majme znova postupnost’ {qk}∞k=0 z pŕıkladu 1,

qk+1 =

√
3 + qk

1−
√

3qk
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

teda a = 1, b = −
√

3, c =
√

3, d = 1. Vid́ıme, že ad − bc = 4, a+d
2
√
ad−bc = 1

2 =

cos
(
π
3

)
= cos

(
2π
6

)
. Z Tvrdenia 3 dostávame záver, že táto postupnost’ je periodická

s periódou 6.

To je pravda, ale my vieme, že má aj menšiu periódu. Kde je teda chyba?

Nikde, len to znamená, že naše podmienky stále nie sú nutné. Postupnost’ sṕlňajúca
podmienku (15) môže mat’ aj menšiu periódu, než je najmenšie n, pre ktoré plat́ı
rovnost’. A d’alej, stále ešte sme nezist’ovali, či môže byt’ periodická aj v pŕıpade,
ked’ vlastné č́ısla matice sústavy sú rovnaké a v pŕıpade, ked’ postupnosti {xk}∞k=0

a {yk}∞k=0 s ňou spojené nie sú periodické s rovnakou periódou.
Na tieto d’aľsie zistenia už budeme potrebovat’ vediet’ presný tvar riešenia (11).

Mohli by sme ho zistit’ aj tak, že by sme určili maticu Q zo Jordanovho rozkladu
matice sústavy. Ale na to je treba ešte viac poznatkov z teórie mat́ıc. Kto chce a
vie ako na to, nech si to týmto spôsobom odvod́ı sám.
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4. Riešenie sústavy (8) a rovnice (1)

Pod’me teraz riešit’ sústavu

xk+1 = axk + byk,

yk+1 = cxk + dyk, k = 0, 1, 2, 3, . . .
(8)

bez použitia mat́ıc. Vyriešime ju napŕıklad tak, že z prvej rovnice vyjadŕıme yk
a dosad́ıme do druhej. To sa dá za predpokladu, že b 6= 0. Pŕıpad, ked’ b = 0, je
rozobratý v časti 1.1.

Predpoklad 4.1: b 6= 0

Dostaneme
xk+1 − axk

b
= yk, k = 0, 1, 2, 3, . . .

xk+2 − axk+1

b
= yk+1, k = 0, 1, 2, 3, . . .

xk+2 − axk+1

b
= cxk + d

xk+1 − axk
b

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

xk+2 − (a+ d)xk+1 + (ad− bc)xk = 0, k = 0, 1, 2, 3, . . . (16)

Dostali sme sa k diferenčnej rovnici (16), kde už je len jedna neznáma, a vyskytuje
sa tam lineárna kombinácia troch po sebe idúcich členov tejto postupnosti.

Takéto rovnice majú (okrem triviálneho riešenia xk = 0) riešenie v tvare xk =
λk, kde λ je nejaké reálne, pŕıpadne komplexné č́ıslo. Že je to práve tento tvar, sa
vie. Kto to nevie, asi by sa chv́ıl’u potrápil, kým by na to prǐsiel. Ked’ už ale o tom
vieme, nie je t’ažké si to dosadeńım overit’ a zistit’, pre akú hodnotu λ to vyjde.

Po dosadeńı dostaneme

λk+2 − (a+ d)λk+1 + (ad− bc)λk = 0, k = 0, 1, 2, 3, . . .

λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0,

λ1,2 = a+d
2 ±

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc. (17)

Že to vyšli rovnaké č́ısla, ako sú vlastné č́ısla matice sústavy (10), nie je žiadna
náhoda.

Riešeńım rovnice (16) je teda postupnost’
{
λk1
}∞
k=0

, aj postupnost’
{
λk2
}∞
k=0

a aj

každá postupnost’
{
uλk1 + vλk2

}∞
k=0

, kde u, v sú l’ubovol’né komplexné č́ısla. O tom

sa dá l’ahko presvedčit’ dosadeńım. (V pŕıpade, že vyjde λ1 = λ2, sú ešte d’aľsie
tvary riešeńı, ale tie si zatial’ nebudeme vš́ımat’.) Vieme, že č́ısla λ1,2 nemusia vyjst’

vždy reálne, a takisto aj č́ısla u, v neobmedźıme len na reálne. Dajú sa zvolit’ tak,
aby všetky členy postupnosti {xk}∞k=0 už reálne boli. Ukážeme si to na našom
konkrétnom pŕıklade.

Pŕıklad 5. Majme znova postupnost’ {qk}∞k=0 z pŕıkladu 1,

qk+1 =

√
3 + qk

1−
√

3qk
, k = 0, 1, 2, 3, . . .
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teda a = 1, b = −
√

3, c =
√

3, d = 1. Takže ad− bc = 4, a+d
2 = 1, λ1,2 = 1± i

√
3

a dostaneme tvar riešenia

xk = u
(

1 + i
√

3
)k

+ v
(

1− i
√

3
)k

= u 2k
(

1
2 + i

√
3
2

)k
+ v 2k

(
1
2 − i

√
3
2

)k
= u 2k ei

kπ
3 +v 2k e− i

kπ
3 = u 2k

(
cos kπ3 + i sin kπ

3

)
+ v 2k

(
cos kπ3 − i sin kπ

3

)
.

A z toho vidno, že pre u = ũ−i ṽ
2 a v = ũ+i ṽ

2 dostaneme riešenie

xk = 2k
(
ũ cos kπ3 + ṽ sin kπ

3

)
, (18)

ktoré už je reálne.

Ked’ vieme tvar riešenia rovnice (16), môžeme už z toho určit’ aj riešenie rov-
nice (1), qk. To źıskame zo vzt’ahu (9) ako

qk =
xk+1−axk

b

xk
=
xk+1

bxk
− a

b
=
uλk+1

1 + vλk+1
2

buλk1 + bvλk2
− a

b
, k = 0, 1, 2, 3, . . . (19)

Už to je takmer ten hl’adaný tvar riešenia, ale ešte tam v tom vyjadreńı sú č́ısla
u, v namiesto q0. Mohlo by to śıce vyzerat’, že ich konkrétna hodnota nás nemuśı
zauj́ımat’, lebo to, či je postupnost’ periodická, by už z tohto malo byt’ vidno, ale
my sme zatial’ len zistili, že riešenia rovnice (1) môžu mat’ takýto tvar. Mali by sme
ešte overit’, že nech začneme z akéhokol’vek q0, d’aľsie členy už bude tento vzt’ah
popisovat’ pre nejaké konkrétne u, v.

Vzt’ah medzi u, v a q0 źıskame, ked’ za k dosad́ıme v tomto vyjadreńı nulu.
Potom máme

q0 =
uλ1 + vλ2
b(u+ v)

− a

b
. (20)

Vid́ıme, že pokial’ vzt’ah plat́ı pre nejakú dvojicu u, v, plat́ı aj pre jej l’ubovol’ný
nenulový násobok. Môžeme teda zvolit’ u, v napŕıklad také, že u+ v = 1. Potom z
rovnice (20) dostaneme

q0 =
uλ1 + (1− u)λ2

b
− a

b
,

a+ bq0 − λ2 = u(λ1 − λ2). (21)

A tu vid́ıme, že môže nastat’ problém. Pokial’ by λ1 = λ2, potom by to platilo len
pre jedno konkrétne q0 = λ2−a

b . Najskôr dokončime úvahy pre pŕıpad λ1 6= λ2.

Predpoklad 4.2: λ1 6= λ2

Vtedy z rovnice (21) a z toho, že u+ v = 1 vypoč́ıtame

u =
a+ bq0 − λ2
λ1 − λ2

, v =
a+ bq0 − λ1
λ2 − λ1

,

čo už stač́ı dosadit’ do vzt’ahu (19) a dostaneme výsledný tvar riešenia.
Zostáva ešte určit’ podmienky pre q0. Vo vzt’ahu (19) muśı byt’ menovatel’ ne-

nulový pre každé k. Dostaneme

buλk1 + bvλk2 6= 0,
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(a+ bq0 − λ2)λk1 6= (a+ bq0 − λ1)λk2 , k = 0, 1, 2, 3, . . .

(a+ bq0)(λk1 − λk2) 6= λ2λ
k
1 − λ1λk2 , k = 0, 1, 2, 3, . . .

Zhrňme naše doteraǰsie zistenia opät’ do tvrdenia.

Tvrdenie 4. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a označme λ1,2 = a+d
2 ±

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc. Ak b 6= 0 a λ1 6= λ2 a

(a+ bq0)(λk1 − λk2) 6= λ2λ
k
1 − λ1λk2 , k = 0, 1, 2, 3, . . . , (22)

potom vzt’ah (1) definuje nekonečnú postupnost’ {qk}∞k=0, ktorej členy sa dajú
zaṕısat’ v tvare

qk =
(a+ bq0 − λ2)λk+1

1 − (a+ bq0 − λ1)λk+1
2

b(a+ bq0 − λ2)λk1 − b(a+ bq0 − λ1)λk2
− a

b
, k = 1, 2, 3, . . . (23)

Teraz zist́ıme, kedy je naša postupnost’ periodická. Predpokladajme, že pre
nejaké k = n ≥ 1 plat́ı q0 = qn a dosad’me to do vzt’ahu (23). Úpravami do-
staneme

q0 =
(a+ bq0 − λ2)λn+1

1 − (a+ bq0 − λ1)λn+1
2

b(a+ bq0 − λ2)λn1 − b(a+ bq0 − λ1)λn2
− a

b
,

a+ bq0 =
(a+ bq0 − λ2)λn+1

1 − (a+ bq0 − λ1)λn+1
2

(a+ bq0 − λ2)λn1 − (a+ bq0 − λ1)λn2
,

(a+ bq0)(a+ bq0 − λ2)λn1

−(a+ bq0)(a+ bq0 − λ1)λn2 = (a+ bq0 − λ2)λn+1
1 − (a+ bq0 − λ1)λn+1

2 ,

0 = (a+ bq0 − λ1)(a+ bq0 − λ2)(λn1 − λn2 ).

Vid́ıme, že postupnost’ je konštantná, pokial’ a + bq0 = λ1 alebo a + bq0 = λ2 a
periodická a súčasne nekonštantná je práve vtedy, ked’

λn1 = λn2 pre nejaké n ≥ 2. (24)

Tu vidno, prečo nám vyšla v našom pŕıklade pomocou predchádzajúceho mati-
cového postupu len perióda 6, aj ked’ existuje aj perióda 3. V skutočnosti totiž
nemuśı byt’ λn1 = λn2 = 1, stač́ı, aby bol ich podiel rovný jednej. Predpokladali sme,
že λ1 6= λ2. Takže aby platilo λn1 = λn2 , tak bud’ λ1 = −λ2 alebo sú to komplexné
č́ısla.

Ak je λ1 = −λ2, ide o špeciálny pŕıpad, ktorý nastane, pokial’ a+d
2 = 0.

Najmenšia perióda je vtedy 2. Na tento typ špeciálneho pŕıpadu sme natrafili
aj v prvej časti a je tam k tomu uvedený pŕıklad 2.

Ak sú λ1, λ2 komplexné č́ısla, potom je z ich tvaru jasné, že sú komplexne
združené a dajú sa teda zaṕısat’ ako λ1,2 = r(cosϕ ± i sinϕ) = r e± iϕ. Z toho
dostávame, že

(λ1,2)
n

= rn e± inϕ = rn [cos(nϕ)± i sin(nϕ)]
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a (
λ1
λ2

)n
= e2 inϕ = cos(2nϕ) + i sin(2nϕ).

Teda vid́ıme, že postupnost’ bude mat’ vždy aj polovičnú periódu z periódy, ktorá
vyjde z podmienky (15).

Ešte predtým, než sa pozrieme na pŕıpad, ked’ je λ1 = λ2, zamyslime sa nad
tým, ako je možné, že nám tvar riešenia (23) vyšiel tak nepekne, ked’ v konkrétnom
pŕıklade 1 vyšiel tvar riešenia

qk = tg
(
arctg(q0) + k π3

)
, k = 0, 1, 2, 3, . . .

a aj v iných pŕıpadoch očakávame, že to bude posunutý tangens?
Ukážeme si, ako sa k tomu tvaru s tangensom dá dostat’, na našom konkrétnom

pŕıklade.

Pŕıklad 6 (Pokračovanie pŕıkladu 5). Už sme zistili v pŕıklade 5, že riešenie
rovnice (16) je v tomto pŕıpade možné naṕısat’ ako

xk = 2k
(
ũ cos kπ3 + ṽ sin kπ

3

)
, (18)

a toto môžeme dosadit’ do (19). Dostaneme

qk =
2k+1

(
ũ cos (k+1)π

3 + ṽ sin (k+1)π
3

)
−
√

3 2k
(
ũ cos kπ3 + ṽ sin kπ

3

) +
1√
3

=
2
(
ũ cos kπ3 cos π3 − ũ sin kπ

3 sin π
3 + ṽ sin kπ

3 cos π3 + ṽ sin π
3 cos kπ3

)
−
√

3
(
ũ cos kπ3 + ṽ sin kπ

3

) +
1√
3

=
ṽ
√

3− ũ
√

3 tg kπ
3

−
√

3
(
ũ+ ṽ tg kπ

3

) k = 0, 1, 2, 3, . . .

Teraz urč́ıme č́ısla ũ, ṽ tak, aby sme pre k = 0 dostali q0.

q0 =
ṽ
√

3

−
√

3ũ
=
−ṽ
ũ
,

takže môžeme položit’ ũ = 1, ṽ = −q0. Vrátime sa k výrazu pre qk a dosad́ıme to
tam. Dostaneme

qk =
q0 + tg kπ

3

1− q0 tg kπ
3

= tg
(
arctg(q0) + k π3

)
, k = 1, 2, 3, . . .

Podobne by sa tento tvar dal odvodit’ aj všeobecne. Nebudeme si to tu už
ukazovat’, postup by bol analogický a výsledok už poznáme.

4.1. Pŕıpad λ1 = λ2

Teraz zostáva vyšetrit’ možnost’, ked’ λ1 = λ2. Ako budú potom vyzerat’ riešenia
rovnice (1)? Určite nebudú môct’ mat’ tvar (19), jedine ak by q0 = λ2−a

b . Zo
vzt’ahu (17) dostaneme, že ak λ1 = λ2, potom je

ad− bc =
(
a+d
2

)2 ≥ 0.
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Ak by nastala rovnost’, ad − bc = 0 a z toho (stále máme aj predpoklad, že
b 6= 0) dostávame, že ide o konštantnú postupnost’, vid’ (7).

Ďalej ak je ad − bc > 0, môžeme predpokladat’, že ad − bc = 1. Inak by sme
rovnicu (1) upravili ako v (14). Stač́ı teda už len vyšetrit’ pŕıpad, ked’ je ad−bc = 1
a a+ d = ±2. Rovnica (16) vtedy bude

xk+2 ± 2xk+1 + xk = 0, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Rozoberme postupne obe možnosti. V prvom pŕıpade po úprave máme rovnicu

xk+2 − xk+1 = xk+1 − xk, k = 0, 1, 2, 3, . . .

čiže rozdiel dvoch po sebe idúcich členov je konštantný a teda vzt’ah pre k-ty člen
je

xk = x0 + k(x1 − x0), k = 1, 2, 3, . . .

Potom

qk =
xk+1

bxk
− a

b
=
x0 + (k + 1)(x1 − x0)

b(x0 + k(x1 − x0))
− a

b

=
x1 − x0

b(x0 + k(x1 − x0))
+

1− a
b

, k = 0, 1, 2, 3, . . .

Z toho už vid́ıme, že táto postupnost’ je periodická jedine ak x1 = x0 a vtedy je
konštantná, q0 = qk = 1−a

b .
V druhom pŕıpade po úprave máme rovnicu

xk+2 + xk+1 = −(xk+1 + xk), k = 0, 1, 2, 3, . . .

z čoho je možné odvodit’ (alebo odhadnút’ a overit’ dosadeńım) vzt’ah pre k-ty člen,
ktorý je

xk = (−1)k(x0 − k(x0 + x1)), k = 1, 2, 3, . . .

Potom

qk =
(−1)k+1(x0 − (k + 1)(x0 + x1))

b(−1)k(x0 − k(x0 + x1))
− a

b

=
x0 + x1

b(x0 − k(x0 + x1))
− 1 + a

b
, k = 1, 2, 3, . . .

Z toho už vid́ıme, že táto postupnost’ je periodická jedine ak x1 = −x0 a vtedy je
konštantná, q0 = qk = −1−a

b .

4.2. Zhrnutie

Teraz vyhodnot́ıme, či je podmienka (24) spolu s podmienkou (22) nutná a posta-
čujúca na to, aby naša postupnost’ bola periodická v pŕıpade, že je nekonštantná.
Za predpokladu 4.1 a 4.2 sme to už ukázali.

Ak nie je splnený predpoklad 4.1, teda b = 0, potom je postupnost’ periodická
jedine vtedy, ked’ je súčasne konštantná, okrem špeciálneho pŕıpadu, ked’ a+d = 0.
V tomto pŕıpade je ale λ1,2 = ±a, takže λ21 = λ22 a podmienka (24) je splnená pre
n = 2.
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Ak nie je splnený predpoklad 4.2, teda λ1 = λ2, je postupnost’ periodická jedine
vtedy, ked’ je súčasne konštantná.

Naopak, ak sú splnené podmienky (24),(22), potom je splnený aj predpoklad
4.2. A čo sa týka predpokladu 4.1, ak b = 0, potom λ1 = a a λ2 = d, takže
podmienka (24) nám dá a = −d a postupnost’ teda je periodická.

Teraz si to opät’ celé zhrnieme do tvrdenia.

Tvrdenie 5. Uvažujme rekurentný vzt’ah

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

a predpokladajme, že q0 je také, že tento vzt’ah nedefinuje konštantnú postupnost’.
Potom tento vzt’ah definuje periodickú postupnost’ s periódou n práve vtedy, ked’

λn1 = λn2

a

(a+ bq0)(λk1 − λk2) 6= λ2λ
k
1 − λ1λk2 , k = 1, 2, 3, . . . , n− 1,

kde λ1,2 = a+d
2 ±

√(
a+d
2

)2 − ad+ bc.

5. Záver

Rovnicu

qk+1 =
c+ dqk
a+ bqk

, k = 0, 1, 2, 3, . . . (1)

sme postupne riešili troma pŕıstupmi. Prvý postup bol najmenej teoretický, ale
bolo tam nutné podl’a konkrétneho pŕıkladu dopredu odhadnút’ tvar riešenia a
nevyhli sme sa tam ani práci s komplexnými č́ıslami.

V druhom postupe sa využ́ıvala teória mat́ıc. Kto ju pozná, pravdepodobne by
týmto spôsobom rýchle došiel k správnemu výsledku.

V tret’om postupe sme riešili diferenčné rovnice, u ktorých sa dalo aj bez znalosti
ich teórie nejak dopracovat’ k riešeniam, ale ak niekto teóriu pozná, má aj tu dost’

vel’kú výhodu. Týmto postupom sme to dotiahli až do konca a rozobrali všetky
možnosti, ale výsledný všeobecný tvar riešenia bol dost’ neprehl’adný a vystupovali
v ňom komplexné č́ısla. Jeho d’aľsie úpravy by boli ešte možné, ale už sme sa nimi
nezaoberali.

Vo všetkých postupoch sme sa rôznymi spôsobmi dopracovali k vetveniu – raz
to bolo delenie nenulovým výrazom, raz to boli rôzne alebo rovnaké vlastné č́ısla
matice, raz nenulový alebo nulový diskriminant, vždy ale ǐslo o tú istú podmienku
pre koeficienty a, b, c, d:

ad− bc 6=
(
a+d
2

)2
alebo ad− bc =

(
a+d
2

)2
.

Ukázalo sa, že periodické nekonštantné riešenie môžeme dostat’ len v prvom pŕıpade
a zistili sme, že vtedy sa v explicitnom tvare riešenia objavujú goniometrické funk-
cie. Tento explicitný tvar riešenia je uvedený v Tvrdeńı 1 a jeho zápis pomocou
vlastných č́ısiel je v Tvrdeńı 4. V pŕıpade, že ide o nekonštantnú postupnost’, sme
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odvodili nutná a postačujúcu podmienka na to, aby táto postupnost’ bola perio-
dická. Je uvedená v Tvrdeńı 2 a v inom tvare aj v Tvrdeńı 5. Či je to určite tá istá
podmienka, len inak zaṕısaná, už nech si každý premysĺı sám. Postačujúca podmi-
enka je uvedená aj v Tvrdeńı 3. Vo všetkých troch pŕıpadoch vidno, že dôležitá je
hodnota

a+ d

2
√
ad− bc

.

Je zrejmé, že namiesto koeficientov a, b, c, d môžeme uvažovat’ ich l’ubovol’né
nenulové násobky a dostaneme tú istú postupnost’. Z našich úvah vyplynulo, že
by bolo výhodné uvažovat’ také koeficienty, pre ktoré plat́ı ad − bc = 1. To je
možné dosiahnut’ úpravou uvedenou v (14), pokial’ pre pôvodné koeficienty plat́ı
ad− bc 6= 0.
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