Mili ¢tenari,

dostalo se k vam dalsi dvojcislo roéniku 2022 ¢asopisu Kvaternion vydévaného
Ustavem matematiky FSI. Cilovou skupinou jsou studenti matematickych obor,
i kdyz lze ocekavat, ze si jej s chuti pfectou i ostiileni matematici. Obsah je psan
leh¢i formou nez ve védeckych casopisech, ale presto s vysokou preciznosti a ko-
rektnim matematickym jazykem. Piispévky jsou jako obvykle trojiho typu, kazdy
s jinym cilem.

V prvni skupiné jsou élanky, které maji poucenému étendii bud uvést dany
problém v sirsich souvislostech nebo poskytnout pedagogicky zajimavy piistup.
Prvni piispévek letosniho vydani je tedy o aplikacich zlomkového kalkulu, tedy
derivacich necelociselného tadu, a je typickym piikladem textu rozsifujictho mate-
maticky koncept do aplika¢nich souvislosti. Druhy piispévek pedagogicky privétive
priblizuje Floquetovu teorii, tedy nédstroj pro kvalitativni analyzu diferencidlnich
rovnic.

Druhou skupinou jsou studentské prispévky, které predstavuji tlohy a témata
feSend studenty Matematického inzenyrstvi UM FSI typicky v rdmci zdvérecné
prace. Tato ¢ast by mohla oslovit zdjemce o studium matematiky na FSI nebo
muze stavajicim studentim usnadnit vybér tématu bakaldiské nebo diplomové
prace. Prvnim piispévkem v této ¢asti je popis matematického modelu tlohy o
pronasledovéni a uniku. Druhy text se zabyvé aplikaci prostiedki funkciondlni
analyzy na feSeni nelinedrnich diferenc¢nich rovnic.

Treti ¢ast tvori rozbor feSeni vybrané tlohy stfedoskolské internetové soutéze
MATHING, kterou Ustav matematiky FSI kazdoro¢né porada. Tento text je urcen
pro soucasné a budouci feSitele soutéze, ale pomoci muze kazdému pii hledani
zajimavych piiklada a jejich feSeni. LetoSnimu rozboru neunikl piiklad o posloup-
nosti zadané rekurentnim vztahem, ktery je specidlnim pfipadem Riccatiho rov-
nice. Uloha mimo jiné ukazuje na vysokou ndaro¢nost zadani a nutnou kvalitu
reSitelskych tymau.

Véiim, ze vzhledem k zajimavym tématum zpracovanym na vysoké urovni si
i letosni vydani Kvaternionu najde své pocetné ¢tendre.

Petr Vasik
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ODKUD SE BEROU APLIKACE ZLOMKOVEHO KALKULU

TOMAS KISELA

ABSTRAKT. Tento ¢lanek ma za cil ukdzat Ctenafum, jak je zlomkovy kalkulus
provéazan s fadou modernich, nejen matematickych disciplin. Ptiblizuje odpovédi
na otéazku, co stoji za obrovskym rozsifenim zlomkového kalkulu do aplikaci v
ruznych oborech. Nejprve shrnuje zdklad teorie necelociselnych derivaci a hlavni
rozdily vuéi klasickému kalkulu. Nésledné charakterizuje nékteré mechanismy, které
mohou vysvétlovat podstatu jevi modelovanych pomoci zlomkovych diferencidlnich
rovnic. Na zavér ve vétsim detailu pomoci modelt ndhodnych prochézek rozebird
rozdily v predpokladech pro klasickou difuzi a nékteré anomélni difuzni jevy.

1. UVOD

Zlomkovy kalkulus je teorie vystavéna kolem na prvni pohled zvlastni otézky.
Co kdybychom nepracovali jen s derivacemi celociselnych tadu, tj. tfeba prvnimi
Ci patymi, nybrz ptipustili i derivace fadu jedna polovina ¢i ¢tyfi pétiny? Tato
myslenka se objevila prakticky hned pifi vzniku klasického kalkulu a jeji puvod
Ize dopatrat doslova az k G. W. Leibnizovi, jednomu z autori pojmu derivace.
Zpocatku slo spise o matematickou hiicku, jak zformulovat definici necelociselné
derivace, aby vSe zapadalo do klasické teorie diferencidlniho a integralntho poctu.
Kdyz po vice nez 200 letech a piispévcich nejvétsich matematiku historie bylo
nékolik takovych definic zavedeno, nestalo se nic prevratného. Vytesenim hddanka
ztratila sviij puvab a vysledek nemél praktického vyuziti. Oficidlniho oziveni se toto
téma dockalo az po desitkach let v roce 1974, kdy se v americkém New Havenu
konala prvni konference vénovand specidlné zlomkovému kalkulu (pro vice detailit
k historii viz napf. [Bl [7]).

Dnes zlomkovy kalkulus patii mezi nejvlivnéjsi oblasti matematického mode-
lovani. Co se zménilo? Klasické modely kvuli lokalni povaze derivaci velmi dobie
popisuji situace, kdy se, zhruba feceno, vlastnosti objektu daji povazovat za neza-
vislé na velikosti zohlednéné oblasti, napt. ve smyslu ¢asu ¢ prostoru. MuZzeme
tedy tuto oblast libovolné zmensovat a v limitnim smyslu dojit az ke znamym kla-
sickym diferencialnim rovnicim. Tento ptistup velmi dobfe funguje u zdkladnich
zjednodusenych modeli. Nicméné s rozvojem védy a techniky a se vzrustajicimi
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naroky na presnost bylo pro modelovani komplexnéjsich, ¢asto nelokdlnich vlast-
nosti tfeba ¢im dal slozitéjsich modelu zahrnujicich nekonstantni parametry ¢
nelinedrni ¢leny. Modely zahrnujici zlomkové derivace poskytuji pro tyto situace
zajimavé moznosti. Zlomkova derivace si totiz zachovava linearitu, a soucasné se z
podstaty neomezuje na lokalni chovani funkce. Umoznuje tak pfirozené popisovat
jevy, pro které je typické zohlednéni delsi historie nebo vlastnosti v sir§im okoli
zkoumaného bodu.

Tato vlastnost stoji za rozsitenim zlomkového kalkulu do mnoha oblasti lidského
poznéani, protoze umozinuje modelovani jevu, které byly diive chdpany jako anomé-
lie. Pravé tyto atypické fenomény vSak ¢asto s rozvojem védy a techniky ziskavaji
na vyznamu, nebot jejich zvlastni projevy nachdzi fadu vyuziti v praxi. Mezi ty-
pické oblasti patii tieba viskoelastické vlastnosti polymertu (dlouhé fetézce makro-
molekul), difuze v biologickych tkénich (nezanedbatelnd doba trvan{ prekondvan{
bunéénych stén), difuze v silné heterogennich ¢i fraktdlnich strukturdch (neoce-
kévané rychly transfer v nékterych smérech), pohyb ve viskéznich materidlech, ¢i
elektrické vlastnosti organickych materialu (vice viz [2] Bl [, [7]).

Tento ¢lanek si klade za cil pfiblizit ¢tendium fascinujici svét zlomkového kal-
kulu a jeho propojeni se svétem kolem nés. V nésledujici sekci uvedeme zakladni
definice derivace zlomkovych derivaci a shrneme vlastnosti s durazem na srovnéni
s jejich vSeobecné zndmymi ,celo¢iselnymi“ analogiemi. V sekci 3 poskytneme
struény ptehled jevi, u nichz je pozorovdano anomélni chovéni, které mé projevy
charakteristické pro zlomkové modely. V sekci 4 se blize podivame na puvod zlom-
kové difuzni rovnice a vymezime rozdil od predpokladu klasického modelu difuze
zalozeného na modelu nahodné prochazky. V zavérectné sekci pak pfipojime par
shrnujicich komentéiu.

2. HLAVNI VZTAHY ZLOMKOVEHO KALKULU

Teorie zlomkového kalkulu je vystavéna kolem pojmu zlomkovy integral. Ackoliv
existuje vice alternativnich definic, bezkonkurenéné nejrozsitenéjsi je verze vyché-
zejici ze zobecnéni Cauchyho vzorce pro vypoéet m-tého integralu (m € Z1) funkce
f s dolni mezi a € R, tj.

T pEm—1 &1 z _ ¢s\ym—1
L A AT O R ey B e (L'

Rozsifeni pro necelo¢iselnd m je dosazeno nahrazenim faktoridlu (m—1)! Eulerovou
Gamma funkef I" a nahrazenim polynomu obecnou mocninnou funkef (viz [7]).
Pro zlomkovy integrdl ¥ddu v > 0 funkce f na intervalu [a,b) tak dostdvame

vztah . »
D () = | (x;é))f(é) .

pricemz pro v = 0 klademe ,D? f(x) = f(z) pro z € [a, b).
Vidime tedy, ze zavedeni zlomkového integralu je pfimym zobecnénim znamych
vztahii. V piipadé zlomkové derivace je situace mnohem méné piehlednd, nebot
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podobné pfirozeny univerzalni vztah pro m-tou derivaci nemame. To je duvodem,
proc¢ v pripadé derivaci neni pritomna tak silnd shoda na zvoleném piistupu. Pozna-
menejme, ze zajimavym piistupem vyuzivanym zejména v numerické matematice
je definice Griinwaldova-Letnikova, ktera vychéz{ ze zobecnéni vztahu pro m-tou
diferenci (viz [7]). Zde v8ak uvedeme dvé nejcastéji pouzivané definice, které bu-
deme v nésledujicim textu vyuzivat: Riemannovu-Liouvilleovu a novéjsi Caputovu.
Riemannova-Liouvilleova derivace fadu a > 0 funkce f je dana vztahem

N dfel
(IDII: f(:r) = dxl'a‘l a

kde [a] je horni celd ¢ést ¢isla «, tj. nejmensi pfirozené ¢islo vétsi nebo rovno a.
Caputova derivace se lisi pouze zdménou potadi operaci derivace a zlomkové
integrace, tedy

D, (179 f(a),

dlel f(a
°Dg (a) = o0 (o1 LT

Vsimnéme si, ze obé zlomkové derivace pfedstavuji kompozici klasické derivace
a zlomkového integralu. Kromé fadu « tak maji jesté parametr a, coz je pocatecni
bod intervalu, na kterém funkci uvazujeme. Ziejmé tedy pro pevné danou funkci
muzeme dostévat jiné vysledky zlomkové derivace pro ruzné hodnoty a.

Praveé role pocdteéni meze a byla jednou z pfi¢in mnoha problému pii dlouhém
hledani vhodné definice zlomkové derivace. Jeji ptitomnost totiz z vlastnosti celo¢i-
selnych derivaci vlivem jejich lokalni povahy nijak nevyplyva a soucasné bez jejitho
vyuziti nenf mozné dosdhnout souladu s klasickou teorif(napf. pro a = 0 dostaneme
sice ocekavané vysledky pro polynomy, ale ne pro exponencidln{ funkce).

Priklad 2.1. Uvazujme Riemannovu-Liouvilleovu derivaci nésledujici mocnin-

né funkce pro a = 0:
B B—a
x x
D¢ = , >—-1,a>0.
e F D) " Th—ax)’

Dostéavame pfirozené ocekavané zobecnéni klasickych vztahu. Pro jiné hodnoty a
se vsak situace méni a ve vysledku se za¢ne objevovat nekompletni Beta funkce.

Piiklad 2.2. Nyni uvazujme exponencidlni funkci a proved me zlomkovou de-
rivaci proa =0 a a = —o0:
oDY exp(Az) = 27 “E1 1o (A7),
—_ooDj exp(Ax) = A exp(Az), A>0.
Doplime, zZe jsme zde vyuzili zapisu pomoci tzv. dvouparametrické Mittag-Leffle-
rovy funkce definované vztahem

k

> X
Eup(z) =) ==, HER, BeR"
= T(uk + B)

redukujici se pro volbu u = 8 = 1 na exponencialni funkci. Klasicky vysledek pro
exponencialni funkci tedy dostavame pro a = —oo.
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Pro lepsi predstavu fungovani zlomkovych derivaci a integrald uvedme nésle-
dujici priklad s nespojitou funkeci.
Piiklad 2.3. Uvazujme po ¢astech definovanou funkci
T z € (0,1),
f(l') — I ( ) )
11—z, x€]l,00).

Je mozné ukéazat, ze Riemannova-Liouvilleova derivace pro > 0 s dolni mezi
a = 0 je rovna

l1—a
173 T e 0,1 s
oD f(z) = {Fﬁ—;ﬂ R (2.1)
r2—a) T(-a) 2 Te-a) * < € [1,00).

Obrézek |1| zobrazuje derivace pro vybrané « z intervalu [0, 1]. Vidime, Ze pro nizké
rady je prubéh vysledné derivace ,blizky“ puvodni funkci, pro fady blizsi hodnoté
jedna se prubéh derivaci ,,bliz{* hodnotdm prvni derivace (tj. 1 pro « € [0,1), nebo
—1 pro = € (1,00)). V pravém okoli bodu z = 1 vidime pamétovy efekt: viechny
derivace neceloéiselnych fadit jsou neohrani¢ené, nebot ptivodni funkce zde md
nespojitost. V1iv této nespojitosti pak s rostoucim x klesd, ale zustava piitomny.
V levém okoli bodu x = 1 neohranic¢enost nepozorujeme, protoze nase zlomkova
derivace bere v ivahu jen funkéni hodnoty smérem vlevo od daného bodu.

1.57 y
H == Z2
] - Ve
- 7
1 7
17 P
J P 7
0.5 Ve
1 e
| e
] 7/
1 Z
0 T
1 0.5
_0'5 -
_ 1 -
—_ 1'5 -
| puvodni funkce — — 0,2-derivace — - — 0,8-derivace |

Obréazek 1. Riemannova-Liouvilleova derivace (2.1) pro « € {0;0,2;0,8}.
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Dodejme, ze pii dosazeni o < 0 do ziskame vztahy pro zlomkové integraly.
Neni obtizné dovodit, ze pro vSechna « < 0 jsou odpovidajici integraly spojité
funkce. Déle pro a € [0, 1] je vysledek platny i pro Caputovu derivaci. Pro a > 1
pak vsechny Caputovy derivace vyjdou nulové.

Zduraznéme, ze vSechny tyto operatory jsou linedrni a Ze obecné nekomutuji.
Konkrétné pro Riemannovy-Liouvilleovy derivace dostavame

D7 (D7 f(@)) = D f(x).
(8]
D (DI f(@)) = D5 f2) =Y DI ()]
k=1

(x —a)—Fk

w=a(l—a—k)’

kde o € R a 3 € RT. Tyto vztahy zahrnuji i pravidla pro sklddani Caputovy deri-
vace, nebot se na ni mizeme divat jako na specifické slozen{ derivace a zlomkového
integralu.

§irsim intervalu s sebou vSak pfinasi i vyrazné zkomplikovdani mnoha vztahu,
které jsme zvykli automaticky vyuzivat v mnoha metodach a postupech. To brani
pfimocarému zobecnéni zndmych vysledku klasického kalkulu pro necelo¢iselné
tady. Pro ilustraci uvadime vztah pro Riemannovu-Liouvilleovu derivaci sou¢inu
funkci f a g

oo
D2 (F@)g(@) =3 (Z)f(’“) (2) D2 g(a). (2.2)
k=0
Vidime, ze pro jakykoliv necelociselny 7ad dostavame ve vysledku nekonecnou
sumu, pro jejiz vycisleni bychom potiebovali znat nekoneéné mnozstvi zlomkovych
derivaci a integralu jedné z funkei f ¢ g. Je ziejmé, Ze pro specifické funkce f a g,
u kterych se derivace od ur¢itého indexu vynuluji, je vzorec pouzitelny, ale celkové
vzato je jeho vyuziti v praxi sporadické. Pfipomenme, ze v pifipadé celociselnych
hodnot « vztah pfeddzi do znamého tvaru, nebot binomické koeficienty pro k > «
jsou nulové.

Pro dalsf zobecniujici vztahy odkazujeme ¢tenare na [7]. Dopliime, Ze napt. zlom-
kova derivace slozené funkce vede na nekonecnou sumu vyrazné vyssi komplexity
nez tomu bylo u . Dusledkem je, ze v ramci zlomkového kalkulu se musime
témér vzdy obejit bez substituce pii integraci, a tak i pfi feSeni diferencialnich
rovnic.

3. KOUZLO ALGEBRAICKEHO POKLESU

Jednim z nejvyraznéjsich rysu zlomkového kalkulu je asymptotické chovani feseni
diferencidlnich rovnic, kterd konverguji k nule. Roli, kterou v téchto ptripadech u
klasickych obycejnych diferencidlnich rovnic hraji exponencidlni funkece (se zépor-
nym argumentem), plni u zlomkovych rovnic funkce mocninné (se zépornou moc-
ninou). Konkrétné u linedrnich zlomkovych diferencidlnich rovnic s konstantnimi
koeficienty je feseni y takzvané asymptoticky ekvivalentni{ mocninné funkci =7
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(v > 0). Matematickym zdpisem vyjédieno:

y(x) ~x~7 pro x dostateéné velké, tj. lim ly(@)| =C < 0.

rz—o0o0 =
Dopliime, Ze parametr v byva zavisly na fddu zlomkové derivace a a nejcastéji
nabyva hodnot «, a + 1 ¢ a — 1. Toto chovani se vztahuje na linearni zlomkové
diferencidlni rovnice skalarni, vektorové, rovnice se zpozdénim i rovnice s parcialni
zlomkovou derivaci.

Experimentalni data s ocekdvanym exponencidlnim poklesem v praxi vyhod-
nocujeme diky pfevodu osy y do logaritmické skaly, ¢imz je exponencidla zobra-
zena jako piimka. V piipadé algebraického poklesu je stejné silnym a praktickym
nastrojem prace v log-log skdle (viz [4]). Piitomnost poklesu z~7 se totiz pak
projevi jako pifmka se smérnic{ —y (viz Obrézek .

sty oy wh Y zlog(y) |

005

001

4
60 80 100 20 40 60 80 100

I

Obrazek 2. Srovnani exponencidlnich a mocninnych funkei v klasické, semilogaritmické a loga-
ritmické skale.

exp(-x) === exp(-0,1x) — — x"(-0,9) == = xA(-O,S)I

Je to praveé mocninny pokles, co kvalitativné odlisuje zlomkové modely od jejich
klasickych verzi a umoznuje jejich aplikaci v situacich dfive pro linedarni rovnice
nedostupnych. Mocninné zavislosti jsou empiricky (na log-log skalach) potvrzované
v mnoha oborech a zlomkovy kalkulus predstavuje jednu z moznosti, jak tyto
fenomény modelovat a prispét k jejich vysvétleni. Pro predstavu pestrosti oboru
a jevu, u kterych bylo toto chovani pozorovano uvadime vycéet nékolika piikladu
(pro vice detailt i vetsi mnozstvi piikladu odkazujeme na knihu [§]):
Psychologie: Reakéni éas pii N-té iteraci pifstupu pokus-omyl ~ N 091
Psychologie: Procento spravné zapamatovanych informaci za cas t je ~ t=¢
Fyziologie: Pravdépodobnost doby ¢ mezi udélostmi na EEG ~ ¢~1:61
Fyzika: Pravdépodobnost doby ¢ mezi teplotnimi anomaliemi ~ t~2:14
Fyzika: Pokles amplitudy kmiti télesa ve viskézni kapaliné v case ¢ je ~ t7¢
Fyzika: Pokles napéti ve polymerickém materidlu v ¢ase t je ~ t=¢
Geofyzika: Pravdépodobnost plochy ostrova vétsi nez a je ~ a™¢
Geofyzika: Pravdépodobnost zemétieseni sily mensi nez x je ~ x~
Geofyzika: Frekvence vyskytu lesnich pozarii na rozloze A je ~ A~138
Informatika: Pravdépodobnost k spojeni se serverem ~ k—19%4

[0
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o Ekonomika: Pravdépodobnost volatility « na komoditnich trzich ~ z=3
e Biologie: Pravdépodobnost k sexudlnich vztahu ~ k=%
e Antropologie: Pravdépodnost intenzity valky vétsf nez I je ~ 1180

7 pohledu teorie pravdépodobnosti vyse zminéné vztahy reprezentuji rozdéleni
znamé pod terminy rozdéleni s tézkymi konci, rozdéleni Paretova typu ¢i bez-
rozmérnd rozdéleni, kterd v sobé v néjaké formé obsahuji zminované mocninné
zéavislosti. Puvod téchto mocninnych zavislosti ve vétsiné pripadu neni zcela jasny,
existuje vSak nékolik mechanismu, které jsou k jeho vysvétleni pouzivany. Ty
nejcastéjsi zde pro predstavu ¢tendiu s kratkym komentdiem uvadime a pro vice
detailt odkazuje na ¢lanek [6]:

Kombinace exponencidlnich rozdéleni predstavuje myslenku, kterd byla po-
uzita k vysvétleni mocninného rozdéleni frekvence délky slov. Pro ilustraci ma-
tematické stranky pristupu nyni nebudeme odvozovat puvod samotnych expo-
nencidlnich vztahu. Predpoklddejme, ze frekvence z vyskytu slova délky y od-
povidd asymptoticky exponencidlnimu vztahu x ~ exp{by}, kde b je parametr.
Pocet moznych slov s délkou y roste, takze pro pravdépodobnost, Ze slovo je délky
y, plati p(y) ~ exp{ay}, kde a je parametr (tedy v asymptotickém smyslu jde o
exponencidln{ rozdélen{). Pro hustotu pravdépodobnosti veli¢iny x pak plati moc-
ninny zakon

—14+a/b
exp{ay T
(x) ~ lay) _

bexp{by} b

Yuletiv proces modeluje mechanismus, jakym velkd mésta pritahuji relativné vice
obyvatel, populdrni filmy relativné jesté vice navstévniku, ¢i bohaté spole¢nosti
jesté vice bohatstvi. Vysledkem je tzv. Yuleovo rozdéleni, které ma tézké konce.

Samoorganizovand kritiénost (self-organized criticality) vychéz{ z predpokla-
du, ze se systém sam automaticky udrzuje v kritickém stavu. Kritickym stavem
je myslena kombinace systémovych parametru, kdy tzv. skédlovaci faktor systému
(napf. prumérnd velikost shlukt) diverguje, ¢imz v systému zanikd moznost Ské-
lovan{ a objevuje se bezrozmérné rozdéleni (viz [I]).

Tento mechanismus byl uplatnén v modelu lesnich pozéru zalozeném na pied-
pokladu, ze S§ifeni pozaru souvisi s hustotou porostu. Je-li hustota prili§ mala,
ohen se hufe $ifi a zmensSuje se i oblast zasazend pozarem, je-hustota prilis velka,
ohen se rozsiti na cely les. Model ukazuje, ze pii dosazeni ur¢ité hustoty porostu
zacnou byt pozary praveé tak rozsahlé, ze je jejich efekt v rovnovaze s obnovou lesa.
Hustota porostu tedy stale kolisa kolem této kritické hodnoty. Podobné ivahy byly
aplikovany na fenomény jako zemétieseni, laviny ¢i sluneéni erupce.

Néhodna prochézka byva sice ¢asto pouzivéna pro ilustraci puvodu normalniho
rozdéleni, nicméné mnoho jejich vlastnosti ma rozdéleni s tézkymi konci. Pro
ilustraci: Méjme jednorozmérnou symetrickou nahodnou prochézku se startem v
bodé nula a sledujme pocet kroku, za ktery se do bodu nula vratime zpét (tzv.
¢as prvnfho ndvratu). Netrividlnim rozborem se dé ukdzat, ze pravdépodobnost
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prvniho ndvratu po N krocich se chovd jako ~ N~15, coz je hledané rozdéleni s
tézkymi konci.

V nasledujici sekci uvidime moznosti zobecnéni modelu ndhodné prochazky ve-
douci k ruznym zlomkovym modelum difuze.

4. ANOMALNI DIFUZE

Difuze patii mezi zdkladni trasportni procesy a soucasné mezi oblasti s nejsirs$im
vyuzitim zlomkového kalkulu. Difuze je samovolné rozptylovani ¢astic v prostoru
na zakladé rozdilu v koncentraci latky. Je-li hybnou silou gradient koncentrace
(mluvime o Fickovu zdkonu), je difuze v jednom rozméru dobie popsédna klasickou

rovnici X
dc(z,t) _a 9%c(x,t) ’ (4.1)
ot ox?
kde c(x,t) je koncentrace latky v bodé z a ¢ase t, A > 0 je difuzni koeficient. V
situacich, kdy Fickuv zdkon nevystihuje realitu, hovoiime o tzv. anoméln{ (¢i ne-
fickovské) difuzi, jejichz dva piiklady si popiSeme nize (pro vice detaila k odvozen{
i zpusoby feseni odkazujeme na [4]).

Klasicky difuzni model vychazi z rozboru pohybu ¢astic pomoci modelu nédhodné
prochazky. Pro jednoduchost se omezme na jednorozmérny piipad. Uvazujme
nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veliciny Yy (k pfirozené ¢islo) predstavujici
délky skoku ndhodné zvolené ¢astice. Potom nahodné prochézka

Spn=Y1+-+Y,

vystihuje pozici této ¢astice po n skocich. Na Obrézku [3| vidime tii realizace
ndhodné prochdzky S, (s ¢asovym krokem At, = 0,25) pro t¥i ndhodné gene-
rované ¢dstice (pro At, — 0 pak takovd ndhodnd prochdzka prechdzi ve zndmy
Brownuv pohyb).

Sn
50 ,/"A m\,,.

w "Nwwfw WM.W%
o

300 400 500 600 700 800 9~y 1000

-100

-150
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Obrazek 3. Trajektorie pohybu tii ¢astic, Y ma normalni rozdéleni se stfedni hodnotou nula
a rozpylem jedna.

Diky platnosti centralni limitni véty pak rozdéleni pravdépodobnosti S, kon-
verguje k normalnimu rozdéleni, které se objevuje v feseni klasické difuzni rovnice.
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S vyuzitim poznatku Fourierovy transformace, charakteristickych funkei rozdéleni
pravdépodobnosti a teorie nekoneénych fad pak je mozné odvodit (4.1)).

Superdifuze
Kde je v piistupu ndhodné prochazky prostor pro zlomkovou derivaci ¢i pro roz-
déleni s tézkymi konci? Centralni limitni véta plati za predpokladu, ze ndhodné
veli¢iny Yy maji koneény rozptyl. V redlnych aplikacich se ale stava, ze délka skoku
Y, ma rozdéleni s tézkymi konci. Jednim z piikladi muze byt napt. symetrické
Paretovo rozdéleni s hustotou pravdépodobnosti

%aCax_O‘_l, x> C,

1aCz|7o7, < —C,

kde C >0 a1l < a < 2 jsou parametry rozdéleni, viz Obréazek [

wn
|

- — - o —om — —o—
w IS
: .

Obrazek 4. Srovnani pribéhu norméalniho a Paretova rozdéleni.

Priklad takto konstruované ndhodné prochazky S,, pro tii ndhodné generované
castice ukazuje Obrazek 5} Na rozdil od klasického ptipadu nehovoiime v limitnim
ptipadé o Brownové pohybu, nybrz o tzv. Lévyho pohybu ¢i Lévyho letu. Ten je
charakterisky ,castymi“ dlouhymi skoky, které muzeme pozorovat na Obrazku
a které jsou zodpovédné za rychlé §iteni latky.

Pro hodnoty parametru a € (1,2) nemé symetrické Paretovo rozdélen{ konecéné
velky rozptyl, a tedy centrdlni limitni véta neni aplikovatelnd. Za pouziti tzv.
rozsitené centrdlni limitni véty muzeme odvodit, Ze rozdéleni pravdépodobnosti
Sp (s délkou skoku nésledujicimi jakékoliv rozdéleni s tézkymi konci) konverguje
k tzv. a-stabilnimu rozdéleni (také nazyvanému Lévyho rozdélen).



12 T. KISELA
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-300

—— Castice 1 Castice2 —— Castice 3
Obrazek 5. Lévyho pohyb ti{ ¢astic, Y méa Paretovo rozdéleni s parametry C = 0,5 a o = 1,6.

Zobecnénim operaci vyuzitych v klasickém piipadé nasledné muzeme odvodit
zlomkovou parcialni diferencidlni rovnici superdifuze

Oc(z,t)
ot

kde « je parametr Paretova rozdéleni vyse (a odpovidd tak fadu mocninného
poklesu) a D¢ oznacuje specidlni typ Riemannovy-Liouvilleovy derivace vuéi pro-
storové proménné pracujici s obéma sméry pohybu, kterou zde blize z duvodu
srozumitelnosti textu nebudeme komentovat.

Tento model superdifuze (nebo také rychlé difuze) se uplatiuje napf. v hydrolo-
gii pfi sifeni latky v poréznim prostiedi. Objevuje se tieba pii studiu podzemnich
vod, kdy se pozorované ¢astice sit{ skrz porézni médium slozené z pisku, stérku ¢i
jilu. Neékteré castice maji cestu prakticky pfimou, jiné po cesté nardzi na vyrazné
vyssi odpor, ¢imz vznikd vyrazné vétsi variabilita, nez by odpovidalo klasickému
difuznimu modelu. Réd derivace a byva v praxi vysledkem fitovani dat na lo-
garitmické skale, nicméné objevuji se i prace propojujici jej s fraktalni dimenzi
porézniho média.

= AD} ¢(x,t),

Subdifuze

V pripadé superdifuze se rozdéleni s tézkymi konci promitlo do délky skoku, ktery
castice v daném case u¢ini. Pomald difuze je model stojici na predpokladu, ze délka
skokl odpovida klasickému modelu, ale mezi jednotlivymi skoky muze dochézet k
¢asovym prodlevam (waiting times), jejichz délka sleduje rozdéleni s tézkymi konci.
Presnéji predpokladame, ze n-ty skok se uskuteéni po uplynuti doby t,, delsi nez ¢
s pravdépodobnosti ~ Bt=? kde 0 < < 1. Pifklad hustoty takového rozdélent,
konkrétné jednostranné Paretovo rozdéleni, zobrazuje Obrézek [7]

Pavodné diskrétni model ndhodné prochézky, kdy se skoky uskutecnovaly v
predepsany okamzik, tak zobeciiujeme na tzv. ndhodnou prochézku se spojitym
casem, neboli CTRW (continuous time random walk). Pifklad takové ndhodné
prochazky S, pro 3 ndhodné generované ¢éstice ukazuje Obrazek [7] kde vidime
dlouhé prodlevy mezi jednotlivymi skoky.
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Paretovo rozdéleni Par(0,9;0,1) ‘

o
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1000

— Casticel —— Céstice 2 Castice 3

Obrazek 7. CTRW s prodlevami mezi skoky dle rozdéleni z Obrazku @

Takto upraveny model generuje mnohem pomalejsi sifeni ¢astic. Srovnejme
CTRW s klasickou ndhodnou prochazkou. Uvazujme dvé ¢éstice s identickou po-
sloupnosti délek skoku Y. Jedna ¢éstice vykond skok vzdy po uplynuti ¢asového
intervalu délky 0,25, zatimco druhd castice bude ¢ekat proménnou délku intervalu
dle rozdéleni na Obrazku[6] I kdyz vypocet ukazuje, ze druhd ¢éstice mé ve vice nez
56 % pripadu mensi prodlevy, tézké konce rozdéleni zpusobi, Ze se v pruméru bude
§ifit do prostoru mnohem pomaleji nez prvni ¢astice. Tato situace je ilustrovana
na Obréazku |8 kde vidime, ze ¢astice s proménnymi prodlevami vykona za cas
t, = 1000 zhruba jen ¢tvrtinu skoku ve srovnéni s Brownovym pohybem (prvn{
maximum S,, nastdvd u Brownova pohybu kolem c¢asu 200, zatimco u CTRW az
kolem 740).
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0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 t nlOOO

——Casticel  —— Céstice 1 s prodlevami

Obrézek 8. Srovndni Brownova pohybu a CTRW; 2 castice s identickymi posloupnosti délky
skokt a rozdilnymi rozdélenimi ¢asovych prodlev.

Za pomoci podobnych technik jako v piipadech vyse pak muzeme dojit k for-
mulaci zlomkové parcidlni diferencialni rovnice obsahujici Caputovu zlomkovou
derivaci v ¢asové proménné

Oc(x,t)

ox '’
kde parametr 5 odpovida parametru rozdéleni casovych prodlev.

Subdifuze je ¢asto pouzivana napt. v biologickych aplikacich, kde pfitomnost
casovych prodlev odpovidd pfekondvani bariér tvofenych bunéénymi sténami.

SD? e(x,t) = A

Model nahodné prochézky se spojitym ¢asem predstavuje fyzikalni vysvétleni
toho, odkud se berou zlomkové modely difuze. Mé-li délka skoku rozdéleni s
tézkymi konci, dostaneme zlomkovou derivaci v prostorové proménné. Ma-li trvani
prodlevy mezi skoky rozdéleni s tézkymi konci, objevi se zlomkova derivace vuci
casové proménné. Oba jevy je mozné kombinovat a pracovat tak se zlomkovymi
derivacemi v obou proménnych.

Pro vicerozmérné piipady je zavedeni prostorovych zlomkovych operatoru slo-

5. ZAVER

Zlomkovy kalkulus rychle nabyva na vyznamu. V oblasti teorie muzeme pozorovat
silné vazby na teorie pravdépodobnosti, stochastickych procest, reguldrni variace
¢i chaosu. V oblasti fyzikdlnich a technickych aplikaci vidime uplatnéni schopnosti
prirozené pracovat s historii procesu a modelovat algebraicky pokles veli¢in.

Predlozili jsme piehled nékterych jevu, které vykazuji algebraicky pokles ve
svych veli¢inach. Vzhledem k jejich ruznorodosti se zda, ze algebraicky pokles
neni uméle vytvoreny koncept pro néjakou konkrétni aplikaci, ale projev redlné
existujicich obecnéjsich mechanismu. Na piikladu anomadlni difuze jsme ukdzali,
jakym zpusobem se dé vystavét pokrocily model obsahujici zlomkovou derivaci, a
to nikoliv formalnim nahrazenim klasické derivace za zlomkovou, nybrz korektnim
postupem vyuzivajicim statistickych vlastnosti redlnych jevu.
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Podobné by bylo mozné rozebrat aplikace v dynamice polymeru, teorii fizeni ¢i
modelovani oscilatoru ve viskéznich podminkéch. Véfime, ze predlozené myslenky
a reference poskytnou ¢tendium inspiraci a pomohou rozsitit obecné povédomi o
zlomkovém kalkulu.
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FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEARNI OBYCEJNE
DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU S PERIODICKYMI
KOEFICIENTY 1

JIRI SREMR

ABSTRAKT. Cldnek m4 za cil sezndmit ¢tendfe se zaklady Floquetovy teorie pro
linedrni diferencidlni rovnice 2. fadu s periodickymi koeficienty. Zavedeme zakladni
pojmy této teorie (zejména pojem Floquetova multiplikdtoru), pficemz vyuzijeme
postup popsany v monografii [2]. Déle ukdzeme, v jakém tvaru muzeme najit funda-
mentalni systém feSeni studované rovnice urceny Floquetovymi multiplikdtory a jak
Ize tuto informaci pouzit v otdzce existence kmitu volného linedrniho oscilatoru s ne-
konstantnimi tlumicimi a tuhostnimi koeficienty, které se zcela utlumi pfi t — +oco.

1. ODVOZENT CHARAKTERISTICKE ROVNICE, FLOQUETOVY MULTIPLIKATORY

Floquetova teorie pro diferencialni rovnice vyssich fadi a jeji pouziti v otdzce
stability diferencidlnich rovnic patii do pokrocilejsich partii kvalitativni teorie di-
ferencidlnich rovnic. V bézné literatufe je obvykle vybudovana pro linearni sou-
stavy diferencidlnich rovnic s periodickou maticovou funkci a poté jsou odvozeny
dusledky pro linearni diferencialni rovnice vyssich fada. My zde vS8ak pouzijeme
alternativni postup, ktery je popsdn napiiklad v monografii [2 Hlava VI, §1],
a vybudujeme zaklady Floquetovy teorie pfimo pro linearni diferencidlni rovnice
vyssich fadu. Navic se zde z duvodu jednodussich formulaci a lepsi pochopitelnosti
pojmu omezime na diferencidlni rovnice 2. fadu.
Uvazujme tedy diferencidlni rovnici

a" + g(t)a’ +p(t)x =0, (L.1)

v niz jsou koeficienty p, g: R — R lokalné lebesgueovsky integrovatelné w-periodic-
ké funkce. Re§enfm rovnice rozumime funkci z: R — R, kterd je absolutné
spojita spolu se svou derivaci na kazdém kompaktnim intervalu v R a kterd po
dosazeni spliuje rovnost skoro véude v R. Ctendii, kteff nejsou zvykli pra-
covat s rovnicemi s integrovatelnymi koeficienty, mohou bez problému uvazovat
koeficienty g a p spojité a feSeni uvazovat ve tiidé funkci se spojitou 2. derivaci.
Nejprve si vSimnéme, ze predpoklad w-periodi¢nosti koeficient g a p je pod-
minkou nutnou pro existenci w-periodického feSeni rovnice , nikoliv v8ak

2020 MSC. Primarni 34A30; Sekundéarni 34D05, 34C25.
Kli¢ovd slova. Diferencidlni rovnice 2. fadu, Floquetova teorie.
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postacujici. Nasledujici priklady ukazuji, ze prostor vSech w-periodickych reseni
rovnice (|1.1) muze byt jak nulovy, tak jedno ¢i dvoudimenziondlni.

Piiklad 1.1. Fundamentalni systém feSeni diferencialni rovnice

2 +a' —2x=0 (1.2)

tvoif funkce 1 (t) = e' a xo(t) = e~2, a proto rovnice (1.2)) nem4 zadné netrividln{

periodické teseni. To vSak znamena, ze pro libovolné w > 0 je prostor vSech w-
periodickych feSeni rovnice (|1.2]) nulovy.

Pozndamka 1.2. V predchozim piikladu jsme uvazovali diferencialni rovnici s kon-
stantnimi koeficienty. Neni v8ak slozité sestrojit také piiklad rovnice s nekon-
stantnimi — av8ak w-periodickymi — koeficienty takové, ze prostor v8ech jejich w-
periodickych feseni je nulovy. Je totiz mozné dokazat nasledujici tvrzeni: Jestlize
koeficient p v rovnici spliiuje podminku

p(t) <0 pros.v.t € [0,w], p(t) £ 0,

pak ma tato rovnice kladnd linedrné nezavisla reSeni x1, xo takovd, Ze

tl}IEloo (t) =0, tl}?oo z1(t) = +oo,
t_lfrfloo za(t) = +o0, tEI-Foo z2(t) =0,

a nema tedy zadné netrivialni w-periodické reseni.
Piiklad 1.3. Méjme w = 27 a uvazujme diferencialni rovnici
I sint .
2+ sint
Tato rovnice mé feSeni z(t) = 2 + sint, které je zfejmé w-periodické. Najdeme
feseni xo rovnice (|1.3) linedrné nezdvislé s x;. Vsimnéme si, ze kazdé FeSeni x

rovnice ([1.3)) spliiuje

Wl al() = et (1215) 210)) =i0'() = ety (1)

=0. (1.3)

= (2 +sint)z’(t) — z(t) cost prot € R,
kde Wzy,z] je wronskidn Feseni x1, x, a navic plat{
Wz, z](t) = Wlx1,z](0) = 22'(0) — 2(0) prot € R,

coz vyplyvé z dusledku Liouvilleovy formule pro diferencidlni rovnice vyssich radu
(viz napt. [1l, Kapitola III, sekce 2]). Oznacme x5 feSeni diferencidlni rovnice (|1.3))
splnujici pocatecni podminky

1
7 vyse uvedenych vztaht dostdvdame

Wiz1,z2](t) =1 proteR

(2 +sint)xh(t) — z2(t)cost =1 prot e R.
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To vSak znamend, ze feSeni x5 rovnice je linearné nezavislé s z1 a navic je xo
fesenim linearni diferencidlni rovnice 1. fadu
, _ cost 1
“orsn ! T o
Obecné feseni této rovnice je tvaru

Y

t
1 .
y(t): (C—'—\/0 @ng)st)(2+Slnt) prOtER, CER

a nami hledané feseni x5 ziskdme v tomto systému funkci volbou ¢ = 0.
Nagli jsme tak fundamentdln{ systém feseni rovnice (|1.3) tvaru

t
. . 1
l'l(t) = 2 + smt, Z‘Q(t) = (2 + Sll’lt)/ m
0
Piimym vypoctem zjistime, ze
t+27 1
t+2m 1
(1.4)
t+27 1
2 1
= 2ot ¢ — - _d teR,
na®)+ar(t) [ s wro

tedy feSeni xo neni w-periodické. Odtud vyplyvéa, ze prostor vSech w-periodickych
feseni rovnice (|1.3) je jednodimenzionalni.

Priklad 1.4. Pro w > 0 uvazujme diferencialni rovnici

472
Fundamentaln{ systém feeni této rovnice je tvaru z;(t) = cos (22£), x5(t) =

sin (%)7 a proto je kazdé jeji feSeni w-periodické. To vSak znamend, ze prostor

vSech w-periodickych feSeni rovnice (|1.5)) je dvoudimenzionélni.

V piikladu vidime, Ze linedrni diferencialni rovnice s w-periodickymi koefi-
cienty nemusi mit zadné netrividlni w-periodicka feseni. Pro dané w > 0 ma vsak
rovnice linearné nezavisla feSeni 1, ro, kterd misto w-periodicity spliuji
podminky

ri(t+w)=e“a1(t), xa(t+w)=e*uy(t) protecR.

Uvazujme proto otdzku existence netrividlniho feSeni rovnice splnujictho
podminku

z(t+w)=px(t) prot€eR, (1.6)
kde o € C. V piipadé ¢ € C\ R samoziejmé uvazujeme komplexn{ feseni dife-
rencidlni rovnice , v niz jsou vsSak koeficienty funkce redlné. Vsimnéme si,
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ze otédzka existence w-periodického feSeni rovnice ([1.1)) je zahrnuta v tloze (1.1)),
" vniz o= 1.

Necht z1, x5 je redlny fundamentalni sytém feseni rovnice (1.1). JelikoZ jsou
koeficienty p, g periodické s periodou w, funkce

y1(t) ==z (t+w), y2(t) :=a2(t+w) proteR (1.7)
jsou také fesenf rovnice ([L.1)), a proto je lze vyjadiit jako linedrn{ kombinace
Y1 (t) = (Lll.’El(t) —+ a12$2(t), yg(t) = agll'l(t) + 022$2(t) pro te ]R, (18)

kde a11, a12, as1, ass € R jsou vhodné konstanty. Reseni z tlohy (1.1, (1.6) budeme
hledat ve tvaru

x(t) = c1x1(t) + caz2(t) prot e R,
kde ¢1,co € C. Toto feseni spliiuje podminku praveé tehdy, kdyz
a1z (t 4+ w) + coxa(t +w) = g[clxl(t) + chg(t)} prot € R,
odkud vzhledem k a dostavame
[clau + coao1 — clg}xl(t) + [clalg + coa9y — CQQ] x2(t) =0 proteR.

Reseni x1, z2 jsou v8ak linedrné nezavislé, a proto je predchozi vztah splnén praveé
tehdy, kdyz jsou konstanty ci, co feSenim soustavy algebraickych linedrnich rovnic

ai; — 0 a1 €1\ _ 0
a1z azx —0) \C2 0)°
Dokézali jsme tak, ze tdloha (1.1]), (1.6) m& netrividlni (eventudlné komplexni)
feSeni pravé tehdy, kdyz konstanta ¢ € C spliiuje
det (7€ @2t ) g (1.9)
ai2 az2 — 0
Rovnici (1.9) nazyvame charakteristickou rovnici diferencidlni rovnice (|1.1))

a matici
aip — o0 a21
12 a2 — 0

nazyvame charakteristickou matici. RozepiSeme-li piislusny determinant, mu-
zeme vztah (1.9) pfepsat do tvaru

0> — (tr A)p+det A =0, (1.10)
kde
A _ (all a12> (1 11)
azy ag )’ '

Nyni ukazeme, ze charakteristickd rovnice nezavisi na zvoleném funda-
mentalnim systému feSeni, pomoci kterého jsme matici A vytvorili. Méjme tedy
jesté jiny fundamentdlni systém feSeni Zy, To diferencidlni rovnice . Oba
systémy 1, 2 a 1, To tvoif bazi vektorového prostoru viech fesenf rovnice (L.1)),
existuje tedy regularni matice B = (bix); ,—; € R*** takovd, ze

(%8> =B @;Eg) prot € R.
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Odtud a s pouzitim (1.7)), (L.8]) a (1.11) dostavdme
Ti(t+w) _ 5 (m(t+tw)) _ z1(t)) _ —1 (71(2)
(Eg(t+w)> =B (xg(t+w) =BAL,w) =BAB T (5,4)) PoteR
Pouzitim tohoto vztahu misto (1.7)) a (|1.8)) ukdzeme analogicky jako vyse, ze tloha

(1.1), (1.6) ma netrividlni (eventudlné komplexni) feseni pravé tehdy, kdyz kon-
stanta ¢ € C spliuje

o —tr (BAB™")o+det (BAB™') = 0.
Piimym vypoctem vsak lehce ovérime, ze
tr (BAB_l) =trA a det (BAB_l) = det A.

Proto je charakteristickd rovnice jednozna¢né ptitazena k diferencidlni rovnici ([1.1))
a nezélezi na fundamentalnim systému feSeni, pomoci kterého ji vytvorime. Od-
vodme nakonec tvar charakteristické rovnice pomoci fundamentdlnim systému
Feseni rovnice (|1.1)), ktery je casto uvazovén i v jinych oblastech kvalitativni teorie
diferencidlnich rovnic, napiiklad v teorii okrajovych tloh ¢i oscila¢ni teorii.
Oznaéme u; a ug feSeni linedrni rovnice ([1.1)) spliujici poc¢éteéni podminky
u(0) =1, v (0)=0 a  wuz(0)=0, uh(0)=1. (1.12)
Resen{ uy, uy zfejmé tvoif fundamentdlni systém fedeni rovnice (I.1)). Stejnym
postupem jako vyse dostaneme
ul(t + w) = anul(t) + a12u2 (t), U2 (t + w) = a91U1 (t) + ag2uUs9 (t) (1.13)
pro t € R, odkud plyne
ul(w) = aii, UQ((U) = az1. (114)
Derivaci rovnosti (1.13) a néslednym dosazenim za t = 0 ziskdme

Ul (w) = aq2, ub(w) = aga. (1.15)

Pouzijeme-li vztahy (1.14), (1.15) a vyraz (1.9) pro charakteristickou rovnici,

obdrzime
det <“1(§"()_9 u2(w) >_ : (1.16)
nebo-li

2 / ur(w)  uz(w)

0> — (u1(w) + uh(w)) o + det (u’l(w) ué(w)) . (1.17)
Vsimnéme si jesté, ze determinant v piedchozi rovnici je hodnotou wronskidnu
feSeni w1, us v bodé w a pouzijeme-li dusledek Liouvilleovy formule pro dife-
rencidlni rovnice vyssich fadu (viz napi. [I, Kapitola III, sekce 2]), dostaneme

det (ul(w) UQ(W)) = Wy, ug)(w) = Wug, ug)(0) e~ Jo 9()ds — o= J5"9(s)ds

ui(w)  up(w)

Zavérem vyse uvedené diskuze je nasledujici definice a tvrzeni.
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Definice 1.5. Koieny charakteristické rovnice
0 — (w1 (w) +uh(w))o + e 9N = 0 (1.18)

kde w1, ug jsou feSeni rovnice (1.1) splaujici poc¢dteéni podminky (1.12) a w je
perioda koeficientu p a ¢, nazyvame Floquetovy multiplikatory diferencidlni
rovnice (|1.1]).

Tvrzeni 1.6. Uloha (1.1), (1.6)) md netrividlni (eventudlné komplexns) FeSeni
pravé tehdy, kdyz je o Floquetovym multiplikdtorem diferenciding rovnice (1.1).

Pozndmka 1.7. V tvodu ¢lanku jsme zminili, ze je Floquetova teorie obvykle
vybudovana pro soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fadu s w-periodickou
maticovou funkei a poté jsou odvozeny dusledky pro linearni diferencialni rovnice
vys8ich fadu. Pro linedrni soustavu

y' = P(t)y (1.19)

s w-periodickou maticovou funkei P jsou Floquetovy multiplikatory definovany

jako vlastni ¢isla tzv. matice monodromie Y (w), kde Y je fundamentalni matice

soustavy spliiujici podminku Y(0) = I (viz napi. [3| Hlava II, §2]).
Uvazujme tedy soustavu linedrnich diferencialnich rovnic

v'= (5@) gl<t>) y (1.20)

odpovidajici diferencidlni rovnici a pripomenme, ze feSeni rovnice (1.1 a sou-
stavy jsou v nésledujicim vztahu: Je-li funkce x feSenim rovnice (|1.1)), pak
je vektorova funkce y = (x,2’) feSenim soustavy . Naopak, je-li vektorova
funkce y = (y1, y2) Fesenim soustavy (1.20)), pak yo» = y} a funkce y; je Fesenfm rov-
nice . Fundamentdlni matice Y soustavy spliiujici podminku Y (0) = I

je tedy tvaru
= () ),
uy(w)  us(w)
kde uq, us jsou feseni rovnice spliiujici pocateéni podminky . Odtud
okamzité vidime, ze Floquetovy multiplikatory rovnice (|1.1f) zavedené v deﬁnici
jsou skute¢né vlastnimi ¢isly matice monodromie soustavy .

V zavéru této sekce se budeme vénovat diferencidlni rovnici s konstantnimi
koeficienty

2" + gox’ + poxr = 0, (1.21)

kde pg,g0 € R. Jedna se o specidlni piipad rovnice , jejiz koeficienty jsou

funkce periodické s libovolnou periodou w > 0. Ackoliv jsou koteny ,klasické*
charakteristické rovnice

A+ goA+po =0 (1.22)

prislusné k ur¢ené diferencialni rovnici jednoznaé¢né, Floquetovy mul-

tiplikatory rovnice jsou zavislé na uvazované hodnoté periody w. Lehce lze

ukézat, Ze je-li w > 0 a A je kofenem ,klasické“ charakteristické rovnice ([1.22)), pak

je 0 = e Floquetovym multiplikdtorem diferencidlni rovnice pro dané w.
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Vskutku, je-li A kofenem ,klasické“ charakteristické rovnice (1.22)), diferencidlni
rovnice (T.21)) m4 (eventudlné komplexni) feseni x(t) = e, pro které ziejmé plati

z(t+w) =) =M y(t) proteR.

7 tvrzeni pak okamzité plyne, ze o = e je Floquettv multiplikdtor dife-
rencialni rovnice (1.21)) pro dané w.

Pripomenme jesté, jak lze najit linedrné nezavisla reSeni rovnice (1.21)), zname-li
koteny jeji ,klasické“ charakteristické rovnice (|1.22]).

Tvrzeni 1.8. Nechf A1, A2 jsou koveny charakteristické rovnice (1.22). Pak
plati:
(1) Jestlize M1, a € R a A1 # Ao, pak md rovnice (1.21) linedrné nezdvisld
reseni x1, xo tvaru
zi1(t) =Mt ap(t) =M proteR.
(2) Jestlize A1 = Ay =: Xo, pak md rovnice (L.21) linedrné nezdvisld reSent x4,
To tvaru
z1(t) = e zy(t) =teM! prot e R.
(8) Jestlize Mo = ptvi, kde p,v € R a v >0, pak md rovnice (1.21)) linedrné
nezavisld reseni x1, xo tvaru

x1(t) = e cos(vt), wo(t) = e*'sin(vt) prot € R.

V naésledujici ¢asti ukazeme, v jakém tvaru lze najit linedrné nezavisld feseni
rovnice ([1.1)), zndme-1i jeji Floquetovy multiplikdtory (viz vétu [2.6)).

2. FUNDAMENTALN{ SYSTEM RESENf ROVNICE (1.1)) URCENY FLOQUETOVYMI
MULTIPLIKATORY

Uvazujme opét fundamentdlni systém feSeni rovnice ([L.1]) jako jeji feSeni wq, uso
splnujici pocdtecni podminky (1.12)). Z predchozi ¢dsti vime, ze Floquetovy mul-
tiplikdtory jsou ¢isla g, ktera nuluji determinant charakteristické matice

(" e .

Udélame nyni kratkou vsuvku a ukazeme, jak vypada charakteristickd matice
linearni diferencialni rovnice vysstho fadu

2™ 4 ()™ 4 b p (D)2 + pa(t)z =0, (2.2)
kde p1, ..., p, jsou w-periodické funkce. Nebudeme vse znovu detailné rozepisovat,
to urcité zvladdne Ctenar udélat sdm. Oznacime-li uy,...,u, Feseni rovnice ([2.2))

splnujici pocatecni podminky

¥ V0) =6, pro i ke {l,...,n},

K2
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kde 91 je Kronekerovo delta, ziejmé tyto funkce tvoii fundamentalni systém reseni
rovnice (2.2)). Charakteristickd matice rovnice (2.2)) je proto tvaru

u(w)—o  uz(w) e n ()
W) - o uw)

(2.3)
W) W) Vw0

a Floquetovy multiplikatory jsou pak ¢isla o, kterda nuluji jeji determinant. Lze
ukdzat, ze pro kazdy Floquetuv multiplikdtor o rovnice s ndsobnosti £ existuje
praveé £ linearné nezavislych feseni rovnice , které je mozné rozdélit do podsku-
pin odpovidajicim tzv. elementarnim délitelim charakteristické matice (viz
napi. [2, Hlava VI, §1, sekce 5]). Tyto elementdrni délitele lze ziskat néasledovné.
Pro kazdé k € {1,...,n} nechtf je Dy(p) nejvétsi spoleény délitel vsech minorfﬂ
matice fadu k. Polozme Dg(p) := 1,
_ Dilo) _
pr(0) == Dr1(0) prok=1,...,n

a vyberme viechny faktory p1 (o), . .., p.(0) ruzné od 1. Kazdy vybrany faktor py (o)
je polynom s redlnymi koeficienty stupné s(k) > 1 a rozlozime-1li ho v komplexnim
oboru na souc¢in kotenovych ¢initel, dostaneme

pk(g) = (Q - Qk,l)mk’l . (Q — Qk,s(k))mk’s(k),

kde ok,1,- -, Ok,s(k) jsOU navzajem ruzné Floquetovy multiplikdtory rovnice
amp1+ -+ my k) = s(k). Takto ziskané vyrazy (o — ox,i)"*, k=1,...,v a
i=1,...,s(k), jsou elementdrnimi déliteli charakteristické matice . Vsimnéme
si, ze zde mize byt o, ; = 0k, ; pro néjakd ki, ke € {1,...,v}, k1 # ke a i €

{17 tec S(kl)}v .7 € {17 te S(kQ)}
Pro diferencidlni rovnice 2. fadu mame pouze tfi moznosti:

(1) Rovnice (1.1) ma dva ruzné Floquetovy multiplikdtory p1,02 € C a ele-
mentarni délitelé charakteristické matice (2.1)) jsou

0—01, 0O0—02.

(2) Rovnice (1.I) md Floquetuv multiplikdtor gy € R s ndsobnosti 2 a ele-
mentarni délitelé charakteristické matice (2.1)) jsou

@— 0o, 0O0—0o0-

(3) Rovnice (1.1) ma Floquetiv multiplikdtor gy € R s nésobnosti 2 a ele-
mentdrni délitel charakteristické matice (2.1)) je

(0 — 90)2-

Lze tedy dokézat nasledujici tvrzeni.

1Tj. determinanti ¢tvercovych submatic.
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Tvrzeni 2.1. Necht 01,02 € R, 01 # 02, jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice
(L.1). Pak existuji (redlnd) linedrné nezavisld teseni x1, xo rovnice (1.1|) splnugici

1t +w)=o1z1(t), z2(t +w) = gox2(t) proteR. (2.4)

Tvrzeni 2.2. Necht gy € R je Floquetiv multiplikdtor rovnice (1.1]) s ndsobnos-
t 2. Pak existuji (redlnd) linedrné nezdvisld reseni x1, xo rovnice (L.1) spliujici

bud’
z1(t+w) = pox1(t), x2(t+w)=gox2(t) prot€R (2.5)

nebo
z1(t +w) = pox1(t), x2(t+w)= goz2(t)+x1(t) proteR. (2.6)
Tvrzeni 2.3. Nechl 912 = a £ bi, kde a,b € R a b > 0, jsou Floquetovy
multiplikdtory rovnice (1.1)). Pak existuji (redlnd) linedrné nezdvisld resent x1, x2

rovnice (L.1)) splriujict

z1(t+w) = ax1(t) — bxa(t), z2(t +w) = bx1(t) + axz(t) proteR.

Piiklady potvrzujici moznd chovani linedrné nezavislych feseni rovnice (1.1
uvedend v tvrzenich a lze snadno sestrojit pro rovnici s konstantnimi koefi-
cienty a vhodné hodnoty periody w. Fakt, Ze obé moznosti a v tvrzeni
mohou opravdu nastat, ukdzeme v néasledujicich piikladech.

Priklad 2.4. Méjme w = 27 a uvazujme diferencidlni rovnici

2 +x=0. (2.7)
Kofeny ,klasické“ charakteristické rovnice jsou A\;o = +i a jak jsme ukézali

v zdvéru piedchozi sekce, odpovidajici Floquetovy multiplikdtory jsou g1 2 = eti2m

tj. 01,2 = 1. Rovnice (2.7) m4 linedrné nezavisld feseni
x1(t) = cost, wm2(t) =sint prot e R,
ktera spliiuji podminku (2.5)), v niz je samoziejmé gp = 1.

Priklad 2.5. Mé&jme w = 27 a uvazujme diferencidln{ rovnici (|1.3). Pouzijeme
jeji linedrné nezavisla feseni uvedend v prikladu sestrojime fundamentalni
systém fesSeni jako jeji Feseni uq, us spliujici pocateéni podminky (1.12)) a dosta-
neme

ur(t) = (2 +sint) (;_/Ot(Q—i—slins)zds> prot € R
a
¢ 1
uz(t):2(2+sint)/0 mds prot € R
Odtud

2m 2w
1 1
2r)=1—-2 —d H(2m) =2 —=d 1
w1 (2m) /0 (2 + sin 5)2 5 uz(2m) /0 (2 +sin s)? s+l
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a proto je charakteristickd rovnice pifslusné diferencialni rovnici (1.3) tvaru ¢? —
20+ 1 =0, viz (1.18)). Floquetovy multiplikatory rovnice (L.3) jsou tedy g12 = 1.

7 piikladu také vyplyvd, ze m4 rovnice (|1.3) linedrné nezdvisla Feseni

S,

t
1
= 2 1
5 ds, xa(t) (—I—smt)/o CEETE

xl(t):(2+sint)/0 ﬂ( !

2 4 sin s)
kterd spliiuji podminku (2.6]), v niz je samoziejmé gy = 1.

Nyni jiz ukazeme, v jakém tvaru lze najit linedrné nezavisld feSeni rovnice ,
zname-li jeji Floquetovy multiplikitory. V nésledujici vété oznacme ACT,,(R)
mnozinu funkei, které jsou absolutné spojité spolu s jejich derivaci na kazdém
kompaktnim intervalu v R.

Véta 2.6. Necht o1, 02 jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice (1.1). Pak plati:
(1) Jestlize 01,02 € R a 91 # 02, pak 0102 > 0 a existuji linedrné nezdvisld
Tesent x1, xo rovnice (1.1)) spliujict
In |07 | Infeo|
x1(t) =e o Lor(t), mo(t)=e o Loo(t) prot €R, (2.8)
kde 1,92 € ACL.(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li
01 >0 (resp. 1 <0).
(2) Jestlize o1 = 02 =: 0o, pak existuji linedrné nezdvisld Tesend x1, xo rovnice

(1.1)) splriugici bud’

Inlegl , Injeql 4

zi(t) =e = “pi(t), x2(t)=e @ ‘@a(t) proteR (2.9)

nebo
Inlegl 4 Inlegl 4
zi(t)=e"w ‘oi(t), m(t)=e o [tpi(t) +pa(t)] proteR,  (2.10)
kde o1, po € AC}OC(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li
00 >0 (resp. oo <0).
(3) Jestlize 012 = 0o eV, kde 0o > 0 a ¥ € (—m,0)U(0, ), pak existuji linedrné
nezdvisld teSeni x1, xo rovnice (1.1) spliujici

no It It
x1(t) = ot {apl(t) cos — — po(t) sin ] prot € R (2.11)
w w
a
no ot It
xo(t) = R {gpl(t) sin — + @o(t) cos } prot € R, (2.12)
w w

kde 1,02 € ACT, (R) jsou w-periodické funkce.

Dukaz. C’cist Necht 01,00 € R a 01 # 09. Jelikoz jsou o1, g2 kofeny cha-
rakteristické rovnice , z Vietovych vztahu okamzité plyne pi02 > 0, tj.
sgn(o1) = sgn(p2). Podle tvrzeni existujl' linedrné nezavisld feseni 1, x5 rovnice
spliujici podminku . Definujme funkce ¢1, o vztahem

In oyl
-t

or(t) :=e xp(t) proteR, k=1,2. (2.13)
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Ziejmé @1,y € ACL.(R) a vzhledem k (2.4) dostaneme

In |0 |

prt+w)=e = g (t+w)
_mlegl, 1
—e¢ = ol orxk(t) = sgn(ok)pr(t) proteR.

To vsak znamend, ze funkce @1, @9 jsou w-periodické (resp. 2w-periodické), je-li
01 > 0 (resp. 01 < 0). Z (2.13)) tedy vyplyvd, Ze linedrné nezavisld feseni xq, xo
rovnice ([1.1)) jsou tvaru (2.8]).

C’dst Necht 91 = 02 =: go. Pak g9 € R je kofen charakteristické rovnice
(1.18) s nasobnosti 2, a proto podle tvrzeni existuji linedrné nezavisla feseni
1, To rovnice spliujici bud nebo

Jestlize x1, xo spliiuji podminku , analogicky jako v dukazu ¢asti |(1)
ukdzeme, Ze jsou x1, o tvaru (2.9), kde ¢1,¢0 € AC},.(R) jsou w-periodické
(resp. 2w-periodické) funkee, je-li o > 0 (resp. gp < 0).

Predpokladejme nyni, ze x1, xo spliuji podminku . Definujme funkce ¢1,
o vztahy

1 n legl
©1(t) = et bzi(t) proteR,
Q0w (2.14)

Injeol 4

wa(t) :=e” "« ‘ao(t) —tpi(t) proteR.

Ziejmé @1, 02 € ACL.(R). Analogicky jako v dikazu ¢asti ukdzeme, ze @1
splnuje

p1(t +w) =sgn(gp)e1(t) prot e R. (2.15)
Dale vzhledem (2.6]) a (2.15)) dostaneme

In |eq|
ot +w)=e" o (t+w)x2(t+w)—(t+w)<p1(t+w)

— ool ‘%0 [gomg(t) n xl(t)} — sgn(00)(t + w)py (t)
= sgn(0o) [e_ln Lol Cao(t) — t@l(t)]

T sgm(go)w [glw el () — w)] — sgn(ao)ea(t)

pro t € R. To vsak znamend, ze funkce 1, @2 jsou w-periodické (resp. 2w-
periodické), je-li gg > 0 (resp. gg < 0). Z ([2.14]) tedy vyplyva, Ze linedrné nezdvisld
feSeni x1, x2 rovnice (1.1)) jsou tvaru (2.10)).

C’dstm Necht g1 = gpe*, kde g9 > 0 a ¥ € (—,0) U (0, 7). Podle tvr-
zen{ existuje netrividln{ komplexn{ feseni x, rovnice (1.1]) spliujic

To(t+w)=poe” z.(t) proteR. (2.16)
Definujme funkci ¢, vztahem

Ye(x) :=e” @ ze(t) proteR. (2.17)
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Vzhledem ([2.16)) dostaneme

In 91
Qolt +w) = o T (t4w) 2o(t + w)
In gg+19i : i efﬁi
Qo

=e o0e”z.(t) = p.(t) proteR.

Polozme nyni
p1(t) :== Re{pc(t)}, o(t) :=Im{p.(t)} proteR.
Ziejmé @1, p € ACT,.(R) jsou w-periodické funkce. Déle polozme
z1(t) == Re{w.(t)}, a2(t) :=Im{z.(t)} proteR.

7 obecné teorie linearnich diferencidlnich rovnic vyssich fadu vyplyva, ze jsou x1,
2o linedrné nezévisld feSeni rovnice (1.1)). Z (2.17)) navic dostaneme

In og +0i ,

ze(t) =e = " pe()

no It vt
— el St (cos +iSin> (@1@) + i@Q(ﬂ)
w w

Ingg ,

Ut . Ut
=e v [gpl(t) cos — — pa(t) sin w}

In g t

It It
+iew [@1(1?) sin — + @2(t) cos ] prot € R,
w w

a proto jsou feseni x1, xo tvaru (2.11)) a (2.12). O

Pozndmka 2.7. Pfipomenime, ze k urc¢eni Floquetovych multiplikdtorta rovnice
potfebujeme znat néjaky jeji fundamentalni systém feSeni. Ten vsak nemusi
byt vhodny pro kvalitativni analyzu dané rovnice. Véta nam dovoli najit tvar
fundamentalniho systému rovnice , ktery je vhodny napiiklad pro vysetfovani
asymptotického chovani jejich Feseni.

V zavéru predchozi sekce jsme ukézali, ze je-li w > 0 a A je kofenem ,klasické®
charakteristické rovnice ptislusné k rovnici s konstantnimi koeficienty , pak
0o = e je Floquetovym multiplikdtorem rovnice pro dané w. Neni tedy
slozité ovéfit, ze tvrzeni véty aplikovand pro dané w na rovnici s konstantnimi
koeficienty jsou v souladu s tvrzenim Podrobnou diskuzi zde uvadét ne-
budeme, zminime vsak, ze z této diskuze mimo jiné vyplyva smysluplnost zavedeni
nasledujiciho pojmu.

Je-li o Floquetuv multiplikdtor rovnice , lze ho ziejmé psat ve tvaru o =
lo|e”, kde ¥ € (—, ). Potom ¢islo

1 .
o= a[ln|g| + 9]

nazyvame charakteristicky (Floquetuv) exponent rovnice . Cislo a hraje
pro rovnici podobnou roli jako koten ,klasické* charakteristické rovnice (|1.22))
pro rovnici s konstantnimi koeficienty . Ve druhé ¢asti tohoto ¢lanku, kterou
planujeme publikovat v nékterém z dalsich ¢isel Kvaternionu, se budeme pojmu
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charakteristického exponentu vénovat podrobnéji. Realné ¢asti charakteristickych
exponentu totiz dzce souvisi se stabilitou diferencidlni rovnice (1.1J).

3. VOLNE TLUMENE KMITY LINEARNICH OSCILATORU S NEKONSTANTNIMI
TLUMICIMI A TUHOSTNIMI CHARAKTERISTIKAMI

V této césti ukdzeme jedno mozné pouziti véty v otazce existence feseni dife-
rencidlni rovnice konvergujiciho k 0 pro ¢ — 400 spolu se svou prvni derivaci.

Uvazujme nejprve bézny volny tlumeny oscilator tvofeny télesem o hmotnosti
m, tlumicim ¢lenem s charakteristikou b a linedrni pruzinou s charakteristikou k.
Jednd se o systém s 1 stupném volnosti, jehoz pohybova rovnice je tvaru

ma’ + bx' + kx = 0, (3.1)

kde m, b, k jsou kladné konstanty. Jelikoz je to rovnice s konstantnimi koeficienty,
Ize jednoduse ukazat, ze pro libovolné kladné hodnoty konstant m, b a k ma rovnice
(3.1) fundamentdlni sytém feseni x1, xo spliujic

: (k) 1y : (k) 4y _ —
tilgrnooml (t) =0, tlginoo xzy (t) =0, k=0,1.

To vsak znamena, ze kazdé feseni rovnice konverguje k 0 pro ¢ — +o00 spolu
se svou prvni derivaci. Fyzikalni interpretace tohoto faktu je nasledujici: Kazdy
pohyb oscilatoru s pohybovou rovnici je tlumeny a téleso se ,,v nekoneé¢ném
Case“ zastavi v rovnovazném stavu. Podrobnéjsi analyza pak ukazuje, ze se jedna
o pohyb, ktery je tzv. podkriticky, kriticky, ¢i nadkriticky tlumen v zavislosti na

. . 2 . ;. .
znaménku vyrazu D = (%) — w3, kde wg = 4/ % je vlastni tdhlova frekvence

netlumeného oscilatoru.

Vsimnéme si jesté nasledujicich skutec¢nosti. Jsou-li konstanty m, b a k takové,
ze % >0 a % < 0, pak existuji linedrné nezdvisla feSeni x1, xo rovnice ([3.1)
splnujici

lim 2@ =0, lim 27() =400, k=0,1.

t—+4oo t—+oo

A nakonec, jestlize % > 0 a k = 0, pak existuji linedrné nezavisla feseni x1, x
rovnice (3.1) spliujici
z1(t)=1 prot€R, lim x5(t) =0, lim z5(t) =0.
t—+oo

t—+oo
V téchto dvou piipadech je prostor vsech feseni rovnice (3.1]) konvergujicich k 0 pro
t — 400 spolu se svou prvni derivaci jednodimenzionalni. Plati tedy nésledujici
jednoduché pozorovani.

Pozorovani 3.1. Jestlize m,b,k € R a % > 0, pak existuje reSeni x rounice
(13-1) splriujict
lim z(t)=0, lim a'(t) =0. (3.2)
t——+o0 t——+o0
Zobecnime nyni toto tvrzeni pro diferencialni rovnice s nekonstantnimi perio-
dickymi koeficienty. Poznamenejme, Ze takové zobecnéni neni pouze teoretické ani
v souvislosti s vySe uvazovanym linedrnim oscildtorem. Neni totiz problém najit
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priklad mechanické soustavy takové, ze v jeji pohybové rovnici budou tlumici a tu-
hostni koeficienty nekonstantni — av8ak periodické — funkce. Takovy piipad muze
nastat napiiklad po aproximaci nelinearit v pohybovych rovnicich oscildtoru s tzv.
geometrickou nelinearitou.

Pouzijeme Floquetovu teorii k dukazu néasledujictho tvrzeni.

Tvrzeni 3.2. Jestlize p,g: R — R jsou lokdlné lebesqueovsky integrovatelné
w-periodické funkce a

/O " g(s)ds > 0, (3.3)

pak existuje TeSeni x rovnice (1.1) spliujici podminku (3.2)).

Diikaz. Necht o1, 02 jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice , tj. feSeni
charakteristické rovnice . Vzhledem k predpokladu méme e~ Jo 9(s)ds
1, a proto z Vietovych vztahti plyne 0 < g102 < 1. To v8ak znamens, %e bud
lo1] < 1 nebo |oa| < 1 a bez Gjmy na obecnosti muzeme tedy predpokladat, ze
|o1| < 1. Probereme oba piipady, které mohou nastat.

Nejprve predpoklddejme, ze o1 € R. Pak také po € R a podle ¢asti a
véty tak existuje feSeni feseni = rovnice splnujici

n e
z(t) = et ©1(t) protcR, (3.4)
kde ¢, € AC},.(R) je periodicka funkce. Derivaci tohoto vztahu dostédvame

2 (t) = (hlml e1(t) + cpi(t)) e prot € R. (3.5)

W

Jelikoz In |p1] < 0 a funkce p1, ¢} jsou ohrani¢ené na R, ze vztaht a
okam?zité vyplyvé, ze feSeni x splituje pozadovanou podminku (3.2]).

Nyni predpoklddejme, ze g1 € C\R. Pak oo = 97 a z ¢ésti ty vyplyva
existence feseni x rovnice splnujictho

ey,

z(t)=e {(pl(t) cos vt p2(t) sin Q%} prot € R, (3.6)
w w

kde ¥ € (—m,0) U (0,7) a ¢1,p02 € AC], . (R) jsou periodické funkce. Derivaci
tohoto vztahu dostdvame

n oy | It It
2 (t) = et (H|91 [gol(t) cos — — o (t) sin —]
w w w 3.7)
1 (t) cos gt _ v (t)si It (t) si gt _ v (t) cos vt '
- —— = in— — in— — — —
$1 w  w ¥1 o P2 w  w P2 w

pro t € R. Jelikoz In|g;| < 0 a funkce @1, 2, ¢}, ¢5 jsou ohranicené na R, ze
vztahu (3.6]) a (3.7) okamzité vyplyvé, Ze feSeni x spliiuje pozadovanou podminku
B2 0
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4. ZAVERECNE POZNAMKY

Cilem toho ¢lanku bylo ukazat alternativni moznost, jak vybudovat Floquetovu
teorii pro linearni obycejné diferencialni rovnice vyssich fadu s periodickymi koe-
ficienty a predvést jeji mozné pouziti v dlohach kvalitativni teorie diferencialnich
rovnic. V pokracovani tohoto ¢lanku, které planujeme publikovat v nékterém z
dalsich cisel casopisu Kvaternion, ukazeme vyuziti Floquetovy teorie v otdzce Lya-
punovské stability feSeni uvazovanych rovnic.
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ULOHA O DAME V JAZERE

EMA BARUSOVA

ABSTRAKT. V tlohach o uniku a prenasledovani uvazujeme dva objekty, kde sa je-
den z nich (prenasledujtci objekt) snaz{ dobehntt druhy (unikajici) objekt, pricom
ten sa snazi dobehnutiu naopak zabranit. V tomto éldnku sa zaoberdme analyzou
problému, ktory je modelovany na priklade ddmy unikajicej svojmu napadnikovi zo
stredu kruhového jazera. Diskutujeme pritom klasické rieSenie problému v silade
s [, kde je nasfm cielom n&jst optimalnu tinikovi stratégiu zaistujicu tspech ddmy.
V pdvodnom zadani je pomer rychlosti prenasledovatela a unikajiceho je zadany
Ciselne a v texte okrem odvodenia optimélnej stratégie pre zadany pomer rychlosti
uvadzame, pre aké pomery rychlosti je takato stratégia stale postacujica. Tam, kde
povodnd stratégia uz postacujica nie je, ukdzeme jej ¢iastoénid modifikdciu spolu
s uréenim dolnej hranice pomeru rychlosti, pre ktory je dama eSte stdle schopna
svojmu ndpadnikovi uniknit. V poslednej ¢asti uvddzame ¢iastoéné riesenie modi-
fikovaného zadania, ktoré vzniklo na podnet pana profesora Cerméka v ¢ase pisania
bakaldrskej prace, ktorej je tento problém sucastou.

1. UVvOD DO PROBLEMATIKY

Ulohy z oblasti tniku a prenasledovania reprezentuji zaujimavy matematicky
koncept so znaénym aplika¢nym potencidlom v robotike, navigacii, analyze bi-
ologickych procesov ¢i dokonca planovani vojenskych operacii.

V zadani tlohy zvycajne uvazujeme dva objekty, kde o jednom hovorime ako
o prenasledovatelovi (angl. pursuer) a o druhom ako o prenasledovanom, & uni-
kajiicom (angl. evader); vo vieobecnom ponimani mozeme uvazovat o skupine ob-
jektov rozdelenej do dvoch ,timov* (napriklad dve ndmorné ¢i letecké posdadky),
kde jeden tim analogicky reprezentuje prenasledovatela a druhy tim unikajiiceho.
Zadanie spravidla zahftia niekol’ko predpokladov o smere a rychlosti pohybu oboch
objektov spolu s vymedzenim oblasti, na ktorej sa toto prenasledovanie odohrava.
Pri rieseni takto zadanej tlohy je nasim cielom definovat stratégiu, ktora umozni
prenasledovatelovi uskutoénit sériu akcii (krokov), ktoré budd eventudlne viest

2020 MSC. Primérni 91A24, 49N75.

Kli¢ovd slova. tedria diferencidlnych hier, prenasledovanie, tinik.

Clanek vznikl na zakladé bakaldfské price autora v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Jan Cermék z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.

Podakovanie patri najm# méjmu skolitelovi p. prof. Cermékovi, ktory velkym dielom prispel
k pokojnému a tspesnému dopisaniu mojej bakaldrskej prace, ktorej je tento problém stiéastou.
Dalej nesmiem zabudnit vyjadrif vdaku mojej rodine, skvelym spoluziakom a mojim blizkym,
ktori ma podporovali v ndroénych chvilach.
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k jeho tspechu; napriklad definovat stratégiu, ktord eventudlne vedie k zdsahu ¢i
dobehnutiu unikajiceho objektu. Alternativne moézeme taktiez hladaf stratégiu
unikajiceho objektu, ktord naopak zabrani ispechu prenasledovatela.

Spravidla mame k dispozicii niekolko predpokladov o spravani sa unikajiceho
objektu, no v niektorych pripadoch ho povazujeme za ,inteligentného“ protivnika,
ktory sa neriadi len obmedzenou sériou predpokladov. V takom pripade je cielom
najst stratégiu, ktord berie do tvahy vsetky mozné rozhodnutia protivnika a je
tak optimalnym riesenim zadaného problému.

Nasledujici tnikovy problém sa prvykrat objavil v ¢lanku Martina Gardnera
» Mathematical Games® v Casopise Scientific American. Autor v tomto ¢lanku
zadal pomer rychlosti prenasledovatela a prenasledovaného objektu éiselne; v texte
preto najprv rozoberieme rieSenie ilohy pre dany pomer a neskor sa zameriame na
isté modifikdcie povodného zadania. Zadanie spolu s rieSenim sformulujeme podla
[1] s podporou publikdcie [2].

2. ZADANIE

Pocéas dovolenky sa ddma snazila utiect svojmu népadnikovi. Rozhodla sa tak
vyplévat élnom presne do stredu kruhového jazera, popri ktorom dovolenkovala.
Jej ndpadnik sa rozhodol pockat si na fiu na brehu jazera. Bolo mu jasné, Ze
dédma sa nakoniec na breh bude musiet vratit a zdroveil sa domnieval, Ze sa do
lubovolného bodu na brehu jazera dostane skor ako déma; disponoval totiz in-
forméciou, Ze dokdze bezaf 4-krat rychlejsie ako ddma veslovat. Nevedel viak, Ze
dédma — skisend profesorka matematiky — si svoj pldn iniku dobre premyslela. Akd
stratégiu profesorka zvolila?

3. MATEMATICKY MODEL A JEHO RIESENIE

V nasledujicom texte opiSeme tnikovu stratégiu damy, pricom ukazeme, Ze pre
dany pomer rychlosti je stratégia otdzkou pomerne elementarnej geometrie. Tato
stratégia sa pritom skladd z dvoch faz, ktorych zmysluplnost sa pokusime ob-
jasnit. Skor, nez zacneme s analyzou problému, dodajme do zadania eSte jednu
informéciu, ktord mala profesorka k dispozicii. Vedela s istotou povedat, Ze na
brehu je rychlejsia ako muz, ¢o nas logicky vedie k myslienke, ¢o ju motivovalo ves-
lovat najprv do stredu jazera a nésledne rozmyslat nad svojou tinikovou stratégiou
zaéinajiic svoj unik prave v tomto bode. Odpovedou na ttito otdzku by mohla byt
jej tizba dokdzaf muZovi, Ze aj za nepriaznivych poéiatoénych podmienok mu je
stale schopnd ujst. V d'alsom texte postupne objasnime stratégiu, ktord profesorka
zvolila.

V prvom kroku sa dédma pokisi o najdlhsie zachovat maximélnu vzdiale-
nost medzi okamzitou polohou jej ndpadnika a bodom na brehu, ku ktorému
chce dopléavat. Z tohto dovodu sa snazi vzdalovat od stredu jazera O tak, Ze
jej ¢ln, stred jazera a muz si v kazdom momente sledovania na jednej priamke.
Vzdialenost ddmy od bodu O sa bude pritom stale zvicsovat za predpokladu, ze
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muz zaéne bezat okolo jazera konstantnou rychlostou v snaziac sa ju chytit. Po-
kial rozlozime okamzitti rychlost ddmy na uhlovd a radidlnu zlozku, tak uhlova
rychlost ddmy bude v tomto §tddiu z dévodu zachovania kolinearity kontinuslne
narastat a radidlna zlozka sa bude zmengovat, az kym nedosiahne nulovi hodnotu.
Této stratégia je podporend ilustraciou na obr. I} kde bez ujmy na vSeobecnosti
uvazujeme, ze muz bezi proti smeru hodinovych ruciciek.

Obrazek 1. Poloha damy a nédpadnika v ¢ase ¢ > 0.

Ako dalej ukdzeme, ddma je naozaj schopnd zachovat spominani kolinearitu
— teda aspon na nejakd dobu. Vysvetlime, preco je tato doba zhora obmedzend,
a teda preco nie je mozné dostat sa na breh len s vyuZitim tejto taktiky.

Predpokladajme, Ze muz bezi rychlostou s velkostou v a ddma vesluje rychlostou
s velkostou 0,25v. Pripomefime, ze myslienka zachovania kolinearity ndm okrem
iného hovori, 7e ddma a jej ndpadnik sa musia pohybovat rovnakou uhlovou
rychlostou poc¢as celej prvej fazy stratégie. Na obr. [1 je ilustrovans okamzita po-
loha muza (bod N) a ddmy (bod D) po tom, ¢o muz opiSe kruznicovy oblik dany
stredovym uhlom . Pre jeho uhlovii rychlost zrejme moZzeme pisaf

d6/dt = v/R,

kde R oznatuje polomer jazera. Bez ujmy na vieobecnosti moézeme predpokladat,
ze priamka, na ktorej sa nachadza muz a dama na zacCiatku prenasledovania, je
osou y pravouhlej suradnicovej sustavy s pociatkom v bode O.

KedZe dotyénicova zlozka rychlosti damy je zavisld na vzdialenosti od jazera
a plati pre nu

do
Vg = T’a 3

kde r oznacuje okamziti vzdialenost ddmy od O, za predpokladu zachovania ko-

linearity moézeme dosadit
r
Vg = UV—.
R
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Je pritom zrejmé, Ze é¢im d'alej sa ddma dostane od stredu jazera, tym bude jej
uhlové rychlost vyssia. Ked'ze velkost celkovej rychlosti ddmy je 0,25v, radidlna
zlozka v, jej rychlosti musf byt takd, Ze plati

v2 4+ vj = (0,250)2.

Tento vzfah vyplyva z rozkladu vektoru celkovej rychlosti na vektor uhlovej a
radialnej rychlosti, ktoré z geometrickej interpretécie zvieraju v kazdom bode po-
hybu dédmy pravy uhol.

Pre v, teda dostaneme

v =1/0,25%20% — vZ =1/0,25%0% — v2—

a teda odtial

Z posledného vyjadrenia je zrejmé, ze hodnota v, je pritom vécsia ako nula (ddma
sa vzdaluje od O, zatial ¢o zachovdva kolinearitu) za podmienky, Ze 0,252 —
r2/R? > 0, teda ak r < 0,25R. Akonahle nastane rovnost r = 0,25R, dama
prejde do druhej fazy svojej inikovej stratégie. V opa¢nom pripade by nasledoval
periodicky pohyb po kruznici so stredom O a polomerom 0,25R.

Este predtym, nez objasnime druhu fazu unikovej stratégie, vypocitajme pre
zaujimavost, ako dlho bude ddma veslovat, kym dosiahne v, = 0. Zo vzfahu v, =
dr/ddt vyjadrime dt, pricom ¢t = T bude ¢as, ked v, = 0, potom plati

T 0,25R 0,25R
T — / dt — / dr _ dr —
0 0 Up 0 U\/0,252 —’I“Z/R2

R [0:25R dr R r 025R R
- 7/ - — “arcsin ( )‘ = — arcsin(1),
v /o 0,252 — 2/ R? v 0,25R/ 1o v
teda
o T
2v

V éase t = T, ked sa ddma dostane do vzdialenosti 0,25R od O, teda zmenf{
svoju taktiku a prejde do druhej fazy svojho tniku. Zdoraznime, ze v tomto case
sa dostala do bodu na kruznici, po ktorej by sa pri udrziavani jej predoslej taktiky
zacala pohybovat rovnomernym pohybom a ku brehu by sa d’alej nepriblizovala.
Nazvime tato kruznicu pracovne hrani¢nd kruznica. V tomto c¢ase zabudne na
doposial udrziavant kolinearitu a za¢éne smerovat po normale na pevninu, pricom
vzdialenost, ktord musi z tohto bodu k pevnine doveslovat, je 0,75R. Aby sa muz
dostal do rovnakého bodu, musi prejst vzdialenost 7R (aZ do tohto momentu totiz
dama udrzala spominani kolinearitu a teda muz sa nachdadzal od bodu, do ktorého
ddma smeruje, prave polkruznicu d’aleko). Ddma ujde svojmu népadnikovi, ak sa
do tohto bodu dostane skor ako on, teda ak plati nerovnost asov

R—-025R 7R

— 1
0,25v <% (3.1)
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resp.
R(1-10,25) < 0,257R.

T4to nerovnost plati, z ¢oho mézeme usiditf, Ze pre zadany pomer rychlosti je
dama schopné napadnikovi ujst, ak sa bude riadif prave opisanou stratégiou.

4. ROZSIRENIE

Doteraz sme sa zaoberali tlohou s ¢iselne zadanym pomerom rychlosti damy
a nipadnika; v dalsom texte odvodime, pre aké hodnoty tohto pomeru je stratégia
vysvetlend vysSie stale postacujica, teda zaisti ddme tnik pred jej nédpadnikom.
Zaroven uvedieme modifikaciu stratégie pre mensie hodnoty tohto pomeru, teda
tam, kde uz spominana povodnd stratégia postacujica nie je.

Oznaéme « pomer rychlosti ddmy a muza. Pre dostatoéne velkd hodnotu «
nie je tato dvojfazova unikovd stratégia potrebnd, postaci, ak sa ddma vyberie
po normadle priamo na breh. Najprv uré¢ime minimélnu hodnotu «, ktora este
tito stratégiu umoziuje. V uvazovanom pripade musi platit, Ze ddma prevesluje
vzdialenost R za kratsi ¢as, nez muz prebehne polovicu kruznice, teda 7R. Ddma
pritom vesluje rychlostou awv, kde v je rychlost muZa. Pre parameter « teda ziskame
dolny odhad zo vztahu
R 1R

av v

teda )
a>—~0,3183
T

Pokial je teda o > 1/m, ddma nepotrebuje vyuzit povodnud stratégiu, no stéle
je pre nu vyhodné podla nej postupovat — za kazdych okolnosti totiz ziska vacsi
naskok pred jej napadnikom. Pre ndzornost odvodime, ako velky naskok ziska
ddma pre hranié¢ni hodnotu o = 7~ 1. Ako platilo doteraz, okamzit4 poloha damy,
muza a stred jazera budi na jednej priamke, az kym riadialna zlozka rychlosti damy
nebude nulova. Podla predchddzajicich tivah sa ddma pocas prvej fazy unikovej
stratégie dostane do vzdialenosti 7' R od stredu jazera a nasledne bude smerovat
po norméle k brehu jazera, pricom bude musiet este preveslovat vzdialenost

R(m—1)

™

R-7'R=

Na pevninu sa teda dostane za cas

R(r—1)/r R
tg=—-—"—=—(m—1). 4.1
i= T = D) (41)
Na to, aby sa muz dostal do bodu na brehu, na ktory ddma dovesluje, bude musiet
prebehnit presne polkruznicu okolo jazera. Tito vzdialenost prejde za éas

R
t, = —m. 4.2
= 42)
Odéitanim (4.1) od (4.2) zistujeme, Ze muz by potreboval o R/v viac €asu na to,

aby sa dostal do bodu na pevnine, na ktory dama dovesluje. Pre lepsie predstavu
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ide o ¢as, za ktory muZz prebehne vzdialenost R, teda polomer kruZnice, éo uréite
nie je nepodstatny tsek vzhladom k polkruZnici, ktorti musi prebehnit celkovo.
Uvazujme teraz, 7ze ddma sa nepohybuje dostatoéne velkou rychlosfou (teda
a > 1/7), a teda potrebuje postupovat dvojfiazovou stratégiou odvodenou v pred-
chédzajicej casti. Najprv vypocitajme, pre akii minimalnu hodnotu o, je tato
stratégia pre damu este postacujica. Tuto minimalnu hodnotu parametru dosta-
neme 7z vyrazu (3.1)), pricom za &iselni hodnotu 0,25 dosadime parameter o a
mame
R—aR 7R
[ < —_—
v v

b
resp.

1<a(l+m).
Pre a teda mozeme pisat

1
a>—— =~ 0,2415, ateda iy =~ 0,2415.
147

V tejto sérii tivah si mézeme polozit este poslednti otdzku: Je mozné tito stratégiu
modifikovat tak, aby ddma usla muzovi aj pre hodnoty o mensie ako (1 + 7)~1?

Ukazuje sa, ze to mozné je, pokial predpokladdme, e muZ sa sprava ,ra-
ciondlne“. Thito charakterovi értu v kratkosti okomentujeme. Ked'ze je nasa ddma
profesorkou matematiky, je pravdepodobné, ze svojho napadnika stretla na niek-
torom z mnohych matematickych seminarov, ktoré navstevuje, a teda napadnik
sam disponuje aspon zdkladnymi vedomostami z oblasti matematiky. Muz si teda
uvedomuje, aku taktiku ddma zvoli a tento predpoklad zahrnie do svojej vlastnej
taktiky. Specidlne predpoklad4, ze akondhle sa ddma prestane vzd'alovat od stredu
jazera (dostane sa na hrani¢nd kruznicu), vydé sa priamo po normdle k brehu ja-
zera. N&s predpoklad muzovej racionality teda znie nasledovne: akondhla dama
prejde do druhej fazy stratégie, muz ju prestane pozorne sledovat a jednoducho sa
rozbehne po brehu do bodu, do ktorého podla jeho racionalnej ivahy dama sme-
ruje. Prehodnotif svoju taktiku ho pritom dontiti iba jedna okolnost — ak sa ddma
zatne z nejakého dovodu naspit priblizovat k stredu jazera (tento predpoklad este
pripomenieme neskor).

Déma disponuje informéciou, ze velkost jej rychlosti je mensia ako (m — 1)~ v
a dobre si uvedomuje, ze by muzovi neusla, pokial by postupovala podla povodne;
stratégie. Vytiahne tak z rukavu posledny trik — v druhej faze svojho tiniku bude
smerovat na breh po priamke, nie viak po normale do najblizgieho bodu (ako tomu
bolo doposial). MuZ pritom stéle predpokladd, Zze bude smerovat prave do tohto
bodu a rozbehne sa k nemu, zatial éo ddma bude smerovat niekam inam. On ju
ale uz nad’alej nesleduje a svojej chyby si nevsimne.

Pre lepsie predstavu toho, ¢o mé ddma v umysle, uvazujme situiciu ako na
obr. [2| ktory ilustruje prdve moment, ked m4 déama prejst do druhej fazy. Bez
ujmy na vSeobecnosti sa v tomto ¢ase ddma nachddza v bode [aR,0] na osi z, a
teda muz v bode [—R, 0]. Poc¢iatok suradnicovej sistavy sa tak nachddza v strede
jazera. Uhol ¢ potom vyjadruje odklon priamky, po ktorej sa ddma planuje vybrat
od osi z, resp. od normély, po ktorej by za inych okolnosti smerovala na breh. Muz
predpokladd, ze ¢ = 0, no ako si d'alej ukdzeme, myli sa.
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Obréazek 2. Modifikdcia stratégie ddmy v druhej faze tniku.

V prvom kroku vyrazne zjednodusime nase vypocty tym, ze budeme kruznicu,
na ktorej ma dédma nulovi radidlnu zlozku rychlosti, povazovat za jednotkovi. Z
predchadzajiiceho textu vieme, ze polomer tejto kruznice je aR, z ¢oho dostavame

o= (4.3)

Zaroven si uvedomime, ze pomer polomerov tejto kruznice a kruznice okolo jazera
je aR/R, teda a. Ulohu hladania minimalnej hodnoty a mézeme tak preformulo-
vat na tlohu hladania maximalnej hodnoty R, pre ktoré dokaze ddma stale ujst.
Zéroveii z predchiadzajiceho zjednoduSenia mozeme odvodit, Ze ddma sa pohybuje
rychlostou v/R. Teraz uz mozeme tilohu formulovat matematicky.

Ked' sa ddma dostane na tinikovd kruznicu, jej vzdialenost od stredu jazera je
jednotkové a pomocou kosinovej vety mézeme vyjadrit vzdialenost, ktord musi
preveslovat z tejto kruznice do bodu E na brehu ako

|IDE| = \/1+ R2 —2Rcos ¢,

pricom pre ¢as, za ktory sa jej to podari, plati
IDE| R
v/R v

V1+ R2 —2Rcosp. (4.4)

Co teda spravi muz? Ako mézeme vidiet na obr. 2, muz bezi po brehu v smere
hodinovych ruéiciek, no mohli by sme namietat. Nebolo by preitho vyhodnejsie
rozbehntt sa proti smeru hodinovych ruci¢iek? Presiel by tak kratsiu vzdialenost
a do bodu S by sa dostal zrejme skor, ako dama. V tomto momente musime este
raz pripomenit predpoklad muzovej racionality, ktory bol objasneny vyssie. Ako
je uvedené v [2], taktika ddmy a reakcia muza bude nasledovnd: Déma prejde
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infinitezimalnu vzdialenost tak, aby sa muz za¢al pohybovat v smere hodinovych
ruciéiek. Od toho momentu je pre muza najvyhodnejsie zachovat smer pohybu
a bezat v smere hodinovych ruéiciek, ak sa ddma vyberie po priamke k brehu,
no zaroven nepretne hraniént kruznicu. Pokial by sa muz neéakane otocil, ddma,
by mohla zmenit stratégiu a zaéat veslovat k brehu po norméle. Alternativne by
mobhla iba ,otoéit znamienko“ uhlu ¢, a tak by bola situdcia podobn4, ako predtym
(len symetricky otocend).

Akondhle sa muz odovzdd myslienke racionality a rozbehne sa v smere hodi-
novych ruciciek, bude musief prebehnit vzdialenost (7 + )R, aby sa dostal do
bodu S. Zaberie mu to pritom cas

%(w +¢). (4.5)

Déma teda tesne unikne muzovi, ak nastane rovnost vyrazov (4.4) a (4.5)), teda
plati

T+ =1/1+R2—-2Rcosp.

Rovnicu rieSime pre R a dostavame

R:cosgoj:\/cos2g0+(7r+g0)2—1.

KedZe polomer jazera R musi byt kladny, do iivahy berieme len plusové znamienko
a pre R teda plati

R:COSQO+\/COS2Q0+(7T+QD)271. (4.6)
Na Obr. 3| mdézeme sledovat priebeh funkcie R(p). Pre ndjdenie minimélnej

-

Obrazek 3. Zavislost velkosti polomeru jazera R na uhle .

hodnoty a teda musime najst maximalnu hodnotu R (pripomefime, 7e tiito tivahu
mdame z rovnice (4.3])). Chceme teda ndjst hodnotu ¢, ktord maximalizuje hodnotu
R(y). Najprv uskutoénime jej vypocet na zaklade goniometrickej analyzy. Ak ¢
prekroé¢i hodnotu, pre ktor je priamka DE dotyénicou k hrani¢nej kruznici (teda
spétne pretne tito kruznicu), zaéne sa priblizovat k stredu jazera a tdto situdcia je
pre nés nepripustna. Z tohto dovodu je maximélna hodnota ¢ zhora ohranicené.
Déma by teda mala zvolit taky uhol ¢, aby priamka DE bola kolm4 k osi x.
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Pre lepsiu predstavu je tato situdcia znazornend na obr. b) spolu s ilustraciou
povodnej stratégie (a), kde pre uhol ¢ z elementdrnej geometrie plati
aR 1
CosSp = — = —, 4.7
v=F =3 (4.7)

pretoze vzdialenost R povazujeme za jednotkovi.

(a) Poévodnd unikova stratégia ddmy (b) Modifikacia druhej fdzy
Obrazek 4. Porovnanie dvoch scendrov druhej fazy tinikovej stratégie.

V rovnici (4.6) potom moZzeme substituovat za R z vyrazu vyssie a dostdvame
rovnicu pre neznamu ¢

:coscp+\/cos2<p+(7r+<p)271.

cos

Thto rovnicu teraz upravime. Najprv vynasobime ¢lenom cos ¢, nésledne od¢itame
z oboch stran élen cos? ¢ a mame

1 —cos?p =sin? ¢ = COS@\/COS2§0+ (m+¢)?—1.
Umocnime a dalej upravujeme:
sin ¢ = cos? p + (7 + )% cos® ¢ — cos? @,
(sin? ¢ — cos? ) (sin? ¢ + cos? @) = (7 + )% cos? ¢ — cos? @,
sin? ¢ — cos® p = (1 + )% cos® ¢ — cos® @,
tanp = 7+ @.

Alternativou k vyssie uvedenému postupu je stanovenie hodnoty ¢ pomocou pro-
striedkov diferencidlneho poctu (hladdme extrém funkcie R(p)). Rovnicu ({.6)
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zderivujeme podla ¢ a polozime rovni nule, teda

dR . —2cospsinp + 2(m + @)

b =0.
dp = T et o+ (@) — )12

Po prevode na spoloéného menovatela dostdvame v éitateli vyraz

silmp\/(:os2 e+ (T+¢)2—1—2cospsing + 2(m + ¢) = 0,
ktory d'alej upravime na tvar
2(m + ) sinp cos @ = (7 + )2 cos? ¢ + sin? .
Tento vyraz nasledne vyndsobime ¢lenom 1/ cos? ¢ a dostdvame rovnicu
2(m + @) tanp = tan®  + (7 + )?,
ktorej rieSsenim je prave vyraz
tanp = 7+ .

Oboma sposobmi sme sa dostali k transcendentalnej rovnici, ktort analyticky
nemozno vyriesit. PouZitim vhodnej numerickej metédy sa mozno dostat k pri-
bliznému riegeniu a my sa uZ len odkéZeme na rieSenie podla [1], kde pre ¢ zhora
ohrani¢ené 7/2 dostaneme riesenie ¢ ~ 1,352rad. KedZe maximalna hodnota R

je zo vztahu ([.7) rovn4
1
~ cosp’

pre minimélnu hodnotu o dostavame

1
=== ~ 0,217.
Q=5 =cosyp ,

Alternativne ddma dokaze uniknit, ak muz bezi najviac 1/amin =~ 4,603-krat
rychlejsie ako ddma vesluje, ¢o je nezanedbatelne vyssia hodnota nez faktor uve-
deny v Gardnerovom zadani v ¢asopise Scientific American.

5. ULOHA SO ”ZAKAZANOU” OBLASTOU

V poslednej ¢asti este modifikujeme zadanie tak, ze profesorke postavime do cesty
prekazku a pritom budeme pozadovat, aby sa z bodu D na hraniénej kruznici
chcela dostat priamo do bodu E, do ktorého by smerovala po normaéle z bodu D,
keby jej v ceste prekdzka nestdla. Vyznam tejto ilohy moze byt napriklad taky, 7e
v bode E na brehu je odstaveny dopravny prostriedok, ku ktorému chce doveslovat
skor, nez tam dobehne jej ndpadnik, a tak mu definitivne uniknit (v zadan{ sme
sice predpokladali, Zze ddma je na pevnine rychlejsia ako muz, nebrali sme vSak do
uvahy, ze veslovanie je bezpochybne vycerpavajuca aktivita a dame by uz nemu-
sel zostat dostatok sil na ttek po pevnine). Pre jednoduchost umiestnime nasej
profesorke do cesty kruhovi oblast (d'alej ostrov) so stredom v bode S vo vzdiale-
nosti 5/8 od stredu jazera O a polomerom 1/4 (¢iselné hodnoty sme pritom zadali
tak, aby bol ostrov dostatocne d’aleko od hrani¢nej kruznice, vnutri ktorej ddma
zachovdva kolinearitu s polohou ndpadnika a stredom jazera). Stred ostrova bude
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pritom lezat na spojnici bodu D, kde ddma v pdvodnom rieseni meni svoju tak-
tiku a bodu E na pevnine, do ktorého sa chce ddma dostat. Zo symetrie zadania
tak nebude zdlezat na tom, z ktorej strany sa ddma rozhodne tento ostrov obist.
Zsroven taktiez nezélezi na volbe smeru pohybu népadnika, ked'ze do bodu E musi
prebehnit z kazdej strany prave vzdialenost rovni polkruZnici okolo jazera.

Zadanie sformulujeme nasledovne: Pre aky pomer rychlosti a je ddma schopna
dostat sa do bodu E skér ako jej ndpadnik, pokial jej v ceste stoji prekazka v tvare
kruhového ostrova, ktord musi nutne oboplavat?

V dalsom texte pre jednoduchost polozime R = 1, teda budeme uvazovat ja-
zero s jednotkovym polomerom. Ako uz bolo uvedené, unikova stratégia damy
sa skladd z dvoch §tadii. V prvom sa pohybuje smerom od stredu jazera tak, ze
body oznacujuce aktudlnu polohu ddmy, napadnika a stred jazera lezia na jednej
priamke, az kym sa ddma nedostane na tzv. hrani¢nu kruznicu, za ktorej hrani-
cou by uz nebola schopnd zachovat tito kolinearitu. V tomto momente tak zmeni
stratégiu a vyda sa po normadle k brehu jazera. Pre pomer rychlosti o > 1/(1 + 7)
sa nasledovanim tejto stratégie ozaj dostane na breh skor ako jej ndpadnik. V tejto
¢asti vSak bude maf prave v druhej fize tnikovej stratégie pred sebou prekazku
v tvare kruhového ostrova, ktory bude musiet obopldvat a zarovei sa stale dostat
do zadaného bodu na brehu skor ako muz. V d'alsom texte sa tak budeme zaobe-
rat len druhou fdzou tnikovej stratégie, pricom za zaciatok pozorovania budeme
povazovat moment, ked’ sa ddma ocitne v bode D na hrani¢nej kruznici.

Situdcia je ilustrovand na obr. [5] kde sa v Case ty ddma nachddza na hrani¢nej

Obrazek 5. Ilustracia druhej fazy tunikovej stratégie za pritomnosti prekdzky.

kruznici v bode D a népadnik v bode N na brehu. Pripomeinme, ze body N, O
a D lezia na jednej priamke. Ddma sa chce dostat do bodu E na pevnine skor
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ako muz; ten bude pritom musiet prebehnit polkruznicu okolo jazera a zo vztahu
([4.2) moézeme pre celkovy ¢as pisat

ty ==, (5.1)

kde v ozna¢uje jeho rychlost. Ddma sa potrebuje dostat do bodu F za ¢o najkratsi
¢as, hladand krivka spajajica body D, E a zarovei nepretinajica ostrov mé byt
teda najkratSia mozna.

Je mozné dokazat (vid napr [d]), ze najkratsiu krivku spinajicu podmienky
v zadan{ mozeme skonstruovat nasledovne: Na hranici kruznice (ostrova) najdeme
bod Dy, resp. F; taky, ze dotyc¢nica k tejto kruznici prechadzajica tymto bodom
prechadza sucasne aj bodom D, resp. E. Najkratsia spojnica bodov D a E bude
potom tvorena tseckou DD;, kruznicovym oblikom D;FE; so stredom v bode
S a tuseckou EjE. Pre lepsiu predstavu situdcie slizi obr. [f] Toto tvrdenie je

Obrézek 6. Detail najkratsej krivky pri potrebe obopldvania zakizanej oblasti.

uz z ilustricie zjavné, no dokaz pomerne obsirny a my sa tak v dalSom texte
obmedzime len na odvodenie miniméalnej hodnoty parametru «, pre ktoré sa dama
dostane na breh skor, ako napadnik.

Pripomenme, Ze ak jazero ma polomer jednotkovej diiky, tak polomer hranicnej
kruznice musi potom byt rovny parametru o. V ase to sa tak ddma nachadza
vo vzdialenosti o od stredu jazera. Odvodme teraz postupne vztahy pre dfiky
usekov, z ktorych sa skladd najkratsia inikova krivka damy. Podporou pri tychto
odvodeniach ndm bude prave obr. [f] Ozna¢me § a o postupne uhly ZSDD; a
Z/SEE;, pre ich velkost plati

0 = arcsin (5/;/:10) , o = arcsin (;;:) = arcsin (;) . (5.2)
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Stred kruhového ostrova sa zo zadania nachddza vo vzdialenosti (5/8 — «) od
hraniénej kruznice, a tak pre dlzku tsecky DD; mozeme pisat

5 5 5 ?
\DDl\:(g—a)coséz(g—a> V1 —sin?6 = <§—a> - —
Dizka kruznicového obliku D E; je zrejme

— 1
|D1E1| = 1(5 + O’),

ked'ze velkost stredového uhlu ZD;SE; prislichajicemu tomuto obliku je
ADlSEl = (W—lDSDl —AESEl) =T — (77/2—6) — (7'('/2—0') = 5+O’

Vynésobenim velkosti stredového uhlu hodnotou polomeru kruznice dostaneme
dlzku kruznicového obliku prislichajiceho tomuto uhlu. Napokon dlzka tsecky

E\E je
3 3 3\ 1 5
|E1E|:§cos<p:§\/1—sin2<p: (§> —1—6:%.

Podarilo sa ndm odvodif dizku krivky DDy F4 E v zavislosti na jedinom neznamom
parametri . Oznac¢me celkovu dlzku tejto krivky d, plati tak
— 5 11 V5
d=|DD D\E E\E| = (f—)—— =(6 — 5.3
|DD1| + |D1Er| + | ELE| 3 ¢ 16+4( +U)+8’ (5.3)
kde parametre § a o dosadime z ([5.2)). Cas, za ktory sa ddma dostane na breh, je
potom

d

tg = o (5.4)
Déma ujde nidpadnikovi, ak t, > tgq, a tak zo vztahov a dostavame
nerovnost v tvare

T d

- > —.

v oav
Dosadenim za d z dostavame vyraz zavisly iba na parametri o, a tak sme
schopni uré¢it minimalnu hodnotu parametru cyi,, pre ktory sa ddme podarf ujst
svojmu napadnikovi. Vysledok moZeme interpretovat nasledovne: Pokial sa chce
ddma dostaf z bodu D na breh do bodu E, pri¢om spojnica DE je najkratsia
mozna a bod E tak lezi na normale z bodu D, no v priamociarej ceste jej stoji
ostrov v tvare kruznice so stredom leziacim na spojnici DFE, pre pomer rychlosti
Vicsi ako amin sa jej podari dostat na breh do bodu E skér ako jej napadnikovi.
V opaénom pripade viak nemusi nutne stracat nadej, moze este po nejaki dobu
zotrvat v pohybe po hraniénej kruznici (zachovévajic kolinearitu) a ziska tak ¢as
na domyslenie svojej tinikovej stratégie. Ulohu by sme mohli modelovaf pre rozne
tvary a umiestnenia zakézanej oblasti, toto rozsirenie je vsak zédkladom pre d'alsie
modifikicie, ked Ze myslienka tinikovej krivky zaloZenej na spojeni kriviek pohybu
po dotyéniciach k zadanej kruznici a hranici tejto kruznice je aplikovatelna aj na
iné, zlozitejsie oblasti.
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6. ZAVER

V tomto ¢lanku sme sa zaoberali inikovym problémom, ktory bol ilustrovany
na priklade ddmy unikajicej svojmu nédpadnikovi zo stredu kruhového jazera. Od-
vodili sme optimélnu stratégiu zaistujicu ispech ddmy pre zadani pomer rychlosti
a nasledne sme sa zaoberali modifikdciou druhej fazy jej stratégie pre mensie po-
mery rychlosti, kde uz pévodnd stratégia nie je postacujica. V poslednej casti
sme uviedli modifikované zadanie a nacrtli optiméalne rieSenie pre ¢iselne zvo-
lené parametre zadania. Napriek tomu, Ze ttito tilohu mézeme zaradif do tedrie
diferencidlnych hier, pri rieSeni sme vyuzili prostriedky elementarnej geometrie
a vyuzitie diferencidlneho poctu tak nebolo esencidlne.

REFERENCE

(1] P. J. Nahin: Chases and Escapes: The Mathematics of Pursuit and Evasion, Princeton
University Press, 2012.

[2] W. Schuurman, J. Lodder: The Beauty, the Beast, and the Pond, Mathematics Magazine
47 (1974), 93-95.

[3] M. E. Khan: Game theory models for pursuit evasion games, University of British Columbia,
Vancouver, Canada, 2007.

[4] L. S. Pontryagin, V. G. Boltyanskii, R. V. Gamkrelidze, E. F. Mishechenko: The Mathema-
tical Theory of Optimal Processes, John Wiley & Sons, New York/London, 1962.

Ema Barusova, Ustav matematiky, Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké uceni technické
v Brné, Technickd 2, 616 69 Brno, Cesk4 republika,
e-mail: 216938@vutbr.cz



KVATERNION 1-2/2022, 4763 47

VLASTNOSTI PROSTORU POSLOUPNOSTI A JEJICH
APLIKACE V TEORII NELINEARNICH DIFERENCNICH
ROVNIC

JINDRICH KOSIK

ABSTRAKT. Cldnek pojednavé o vyuziti apardtu funkciondlni analyzy pii vySetfo-
vani kvalitativnich vlastnosti nelinedrnich diferen¢nich rovnic. V ¢lanku jsou zpra-
covany zaklady teorie prostoru posloupnosti, detailné se vénuje diskrétnim vétam
o limitnim pfechodu a kritériim relativni kompaktnosti. Souc¢asti teoretického apa-
ratu jsou také véty o pevném bodu. Zavedené matematické prostiedky jsou poté
vyuzity pii studiu konkrétni nelinedrni diferen¢ni rovnice.

1. UVOD

Podobné jako v piipadé diferencidlnich rovnic hraje pfi vysetiovani kvalitativnich
vlastnosti diferen¢nich rovnic dulezitou roli aparat funkciondlni analyzy. I v od-
borné literatufe se ¢asto muzeme setkat se zjednoduSenim, kdy jsou zdvéry pro
diskrétni rovnice vyvozeny na zakladé vlastnosti jejich spojitych protéjsku, to se
muze ukazat jako nedostatecné nebo dokonce nekorektni. Zaméiime se proto de-
tailné na diskrétni pripad.

V ¢lanku podrobné rozebereme matematické prostiedky pro korektni analyzu
diferen¢nich rovnic. Nejprve si predstavime zakladni prostory posloupnosti /P a
£°° a uvedeme si nékteré jejich dulezité vlastnosti. Dale zformulujeme véty o li-
mitnim pfechodu pro posloupnosti a peclivé si je dokazeme. Naznac¢ime navic
myslenku dalsich dvou pfistupt k dikazim. Uvedeme Banachovu a Schauderovu
vétu o pevném bodu. S ohledem na predpoklady Schauderovy véty detailné roze-
bereme kritéria relativni kompaktnosti pro prostory posloupnosti. Ziskané znalosti
pak vyuzijeme pii analyze nelinedrni diferenéni rovnice druhého fadu ve tvaru

A2yn = png(ynJrl)v n€N.

Zformulujeme predpoklady, za kterych dokdzeme existenci jejiho feSeni s pozadova-
nymi vlastnostmi. Pfedpoklady nésledné upravime, aby byla zarucena vedle exis-
tence pozadovaného feSeni i jeho jednoznacnost.

2020 MSC. Primarni 34K06, 34K25.

Kli¢ovd slova. nelinedrni diferen¢ni rovnice, prostory posloupnosti, véty o limitnim pfechodu
véty o pevném bodu, kriérium relativni kompaktnosti.

Clanek vznikl na zakladé bakaldfské prace autora v oboru Matematické inzenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedoucim préace byl Pavel Rehdk z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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2. PROSTORY POSLOUPNOSTI

Existuje celd fada prostort posloupnosti, pro uic¢ely tohoto ¢lanku vsak hraji klico-
vou roli pouze prostory zdkladni, a sice P pro p € [1,00) a £*°, uvedeme si proto
jejich definice a nékteré klicové vlastnosti.

Definice 2.1 (Prostor 7). Necht p € [1,00) a M je mnozina realnych posloup-
nosti definovand jako

M := {u = {up}iz; C R, Z luglP < oo}.

k=1
Na uvedené mnoziné zavedeme metriku pomoci zobrazeni g,: M x M — [0, 00)
daného pfedpisem

op(u,v) == <§ |, _Uk|p>llj, u={up},v={v} € M.

Mnozina M s definovanou metrikou g, pak tvoif metricky prostor (M, g,) ozna-
covany bézné /P,

Metricky prostor ¢2 pro libovolné p € [1,00) je rovnéz normovanym linedrnim
prostorem, pfislu$nd norma je tvaru

I 1
el = (Z mp) L well

k=1

Definice 2.2 (Prostor £*°). Necht M je mnoZina realnych posloupnosti defi-
novana jako
M = {u={ur};2; CR, {ux} je ohranicend}.

Na této mnoziné uvazujme metriku g, danou predpisem

Oco(u,v) :=sup |ug —vg|, u={ug},v={vp} e M.
keEN

Mnozina M s metrikou g, tvofi metricky prostor (M, 9 ) oznacovany bézné £°°.

Metricky prostor £>° je podobné jako ¢P souCasné normovanym linedarnim pro-
storem, prislusnd norma je ddna predpisem

|u|loo := sup |ug|, u € M.
keN

Déle uvedeme nékteré dulezité vlastnosti téchto prostoru posloupnosti, diukazy
téchto tvrzeni patii ke klasickym vysledkum funkciondlni analyzy, proto si je
uvadét nebudeme.

Vlastnosti prostora posloupnosti

Metricky prostor ¢P je pro libovolné p € [1, 00) uplny.
Metricky prostor ¢ je pro libovolné p € [1, 00) separabilni.
Metricky prostor £°° je tplny.

Metricky prostor £°° neni separabilni.
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3. VETY O LIMITNIM PRECHODU

Dulezitym néstrojem pro analyzu diferencidlnich a diferen¢nich rovnic jsou véty
o limitnim pfechodu. Jejich spojité verze jsou béznou soucésti u¢ebnic funkcionalni
analyzy, avSak abychom mohli korektné pfistoupit k analyze rovnice diferecni,
je tfeba zformulovat a dokazat jejich diskrétni varianty. K dikazu lze ptistoupit
ruznymi zpusoby, my detailné ukdzeme zpusob ¢isté diskrétni a nize naznac¢ime
i alternativni pifstupy. Jako hlavni zdroje ndm v této ¢asti poslouzily prace [I} B3]
4, 9].

3.1. Cisté diskrétni pFistup

Klicovou roli v &isté diskrétnim dukazu nasich vét bude hrét Fatouovo lemma.

Lemma 3.1 (Fatouvo-diskrétni). Nechf {UE:]}:O | Je pro vsechna n € N po-

sloupnost nezdporngch cisel, kterd splniuje rovnost lim inf ugq nl = v; € R pro véechna

n—oo
k € N. Potom
< .
ka Zhnmlolgfuk hmlanuk

Diikaz. Pro dukaz budeme uvazovat libovolné ¢ € N a m € N, tak, ze t > n,
potom pro kazdé k € N

inf u[é] < u[t]
s>n

Pro vSechna m,n € N je poté splnéno

meu 5] < mf Zu[t] < mqu

k=1

7 uvedeného pro vSechna m € N vyplyva

m m m [ee)
= 1im (inf ) = ful < lim (inf S wulf
2 = Jim (nf ) = lim 3 inf il <t ((fnf ) oy

RS o
—lhrgnguk.

Nakonec provedeme limitni pfechod m — oo pro 22121 v a dostaneme

oo oo

v < limi ],
D v S lminf> u;
k=1 k=1

Nyni uz prikro¢ime k formulaci a dikazu vét samotnych.

Véta 3.2 (Leviho o monoténni konvergenci-diskrétn{). Nechf {u } k—y JE PTO

libovolné n € N posloupnost nezdaporniych cisel a je splnéno, Ze {uk ]}n:1 je pro
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vsechna k € N neklesajici posloupnost (1j. ugen] < ugcnﬂ]) a konverguje pro n — oo
k v € R. Potom

o0

> =t )= i 3ok

k=1 k=1 k=1

Dukaz. Z predpokladu véty plyne pro libovolné n € N

oo oo
POLIEED TS
k=1 k=1

a plati tedy i

hmsupZuk < ka. (3.1)

n— oo

Daéle na zdkladé Fatouova lemmatu muzeme usoudit

- N )
ka < hnrglcnguk . (3.2)
k=1 k=1

7 této nerovnosti pak plyne

vk = hm u = lim u[ "]
k n— 00 k

k=1
0

Véta 3.3 (Lebesgueova o dominantni konvergenci — diskrétn{). Necht {uLn] }:11
je pro véechna n € N posloupnost redlnych cisel a pro vsechna k € N je splnéno
lim uLn]
n—oo

N a k € N nerovnost \uLn]| < wy, pricemz Y poq wy < 00. Potom Y ;2 | vk < 00 a

ka = Z lim uk :wzli—>rl<;lo 3 ugcn].

k=1

= vg. Ddle necht existuje posloupnost {wy}3>, spliiujici pro viechna n €

UEC’I’L] | S Wi

muzeme tvrdit pro vSechna n € N

Z|“k Si::

Z toho vyplyvd, ze Fada > o, u[ " je pro vsechna n € N absolutné konvergentni.
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Nejdiive ukazeme, ze 22021 v < 0o. Uvazujme pro vSechna n € N posloupnost
{wk —ugcn] };11 Pro vsechna k € N je splnéno |u£€n]| < wyg, a proto je to posloupnost
nezapornych ¢isel. Z Fatouova lemmatu pak plyne

it 3 (e =) = 3 tmint (s =) = 3 (e = )

k=1 k=1 k=1
oo o0
= E Wk — E Uk
k=1 k=1
Protoze > p-, wy < 00, je zfejmé splnéno Y, , v < oo. Déle plati

Zwk—hmsupZu —linrr_1>i£f 3 ( k—uk ) Zwk—ZUk
k=1

n—oo

7 toho muzeme Vyvodlt

oo

lim sup Z uLn] < Z Vg (3.3)
k=1

n—o0
k=1

Vezméme nyni posloupnost {wk —l—uk ]}k 1+ ta je podobné jako {wk — Ecn] };‘;1 pro
vsechna n € N posloupnosti nezapornych éisel. Aplikujme na ni Fatouovo lemma
nasledovné

a tedy

Zwk —|—hm1nf2u = hmlogfi (wk +UE€"]) > iwk + ivk.
k=1 k=1 k=1

7 toho vyplyva

oo

. m o N
hnrgloléf wy, o > ka. (3.4)
k=1 k=1

Z (3-3) a (3.4) poté plyne

3 v < liminf u[ "] < hmsup u[ "] < vk
— n—oo

k=1

Na zdkladé této nerovnosti pak muzeme konstatovat

o0 o0
lim ugb] = g V.
n— oo

k=1 k=1
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3.2. Vyuziti klasickych verzi vét o limitnim pfechodu

Alternativné je mozné k dukazu vét [3.2] a[3.3] vyuzit klasickych verzi vét o konver-
genci ve spojeni s konstrukei schodovitych funkei sestrojenych pomoci posloupnosti
v predpokladech diskrétnich verzi.

Necht {ukn}}zozl je pro vSechna n € N posloupnost nezapornych c¢isel, ktera

[n]
k

pro viechna k € N spliiuje lim w;° = v € R. Uvazujme intervaly I; = [, i + 1)
n—oo

a odpovidajici charakteristické funkce s, pro vSechna ¢ € N. Pak definujme funkeci
frn nésledujicim zpiisobem

fn = Z XIiUfEn]~
i=1

Ziskali jsme takto posloupnost { f,, }52; nezdpornych méfitelnych funkei na [1, 00).
Podobné pro {vy}72; lze definovat méfitelnou funkei f takto

o0
f= ZXIiUzv
i=1

Za predpokladu, ze {uLn] };021 je neklesajici posloupnost nezapornych ¢isel, je i po-
sloupnost {f,}22; neklesajici posloupnosti, tentokrat nezdpornych funkei. Pak
jsou splnény predpoklady spojité verze Leviho véty a plati

n— oo

lim [ fo(z)dz = /f(a:)dx
I I
Obdobné bychom postupovali i v piipadé véty Lebesgueovy.

3.3. Abstraktni pFistup k teorii miry

Dalsi pristup k dukazu vét a[3.3] vyuziva teorie obecného méfitelného prostoru
a abstraktni teorie miry. Na obecném meéfitelném prostoru lze pro funkce opét
odvodit véty o limitnim pfechodu. Diskrétni véty o limitnim pfechodu pak plynou
z obecnych verzi vét, pokud jako nosnou mnozinu zvolime pfirozend ¢isla a jako
miru ¢itact.

Definice 3.4 (Citaci mira). Uvazujme mnozinu N a jeji o-algebru ¥ = P(N).
Jestlize a: ¥ — [0,00) U {00} je zobrazeni definované ndsledujicim zpusobem

alA) =

card(A) pokud je mnozina A kone¢n,
0 pokud mnozina A neni konec¢n4,

pak « je mira na (N, P(N)), kterou nazyvdme ¢itaci.

3.4. Véty o limitnim piechodu pro fady

Podobné jako pro posloupnosti muzeme formulovat diskrétni Leviho a Lebesgueovu
vétu pro fady. Ziskame tak diskrétni ekvivalent zaménitelnosti sumace a integrélu.
Pii splnéni modifikovanych predpokladu vét o limitnim prechodu pro posloupnosti
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je pak zaruceno

DL HA

k=1n=1 n=1k=1
4. VETY O PEVNEM BODU

Podstatnou roli pfi vySetfovani kvalitativnich vlastnosti diferencidlnich a dife-
ren¢nich rovnic hraji véty o pevném bodu. Takovych vét je celd fada, pro nase
ucely se zaméfime na dvé vétu Banachovu, kterd nam zajistuje za piisnéjsich
predpokladu existenci a jednozna¢nost pevného bodu a Schauderovu, kterd za
obecnéjsich podminek zajistuje existenci. Vice o vétach o pevném bodu lze dohle-
dat napft. v [7, [10].

Definice 4.1 (Pevny bod). Necht (M, o) je metricky prostor a ddle necht
F: M — M. Bod u* € M nazyvame pevny bod zobrazen{ F, je-li splnéno F(u*) =
u*.

Véta 4.2 (Banachova o pevném bodu). Necht (M, o) je tiplnyg metricky prostor
a zobrazeni F': M — M je kontrakce. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni F',
ktery je navic limitou posloupnosti {un,}22 1, kde uy € M je libovolné a unq1 =
F(uy) pron € N.

Nez bude uvedena Schauderova véta, je vhodné pfipomenout jeden dulezity
pojem.

Definice 4.3 (Relativné kompaktni mnozina). Nechf (M, o) je metricky pro-
stor. Mnozinu N C M nazyvame relativné kompaktni, jestlize jeji uzavéer N C M
je mnozina kompaktni v (M, ).

Véta 4.4 (Schauderova o pevném bodu zobecnénd). Necht M je Banachiv
prostor, N C M neprdzdnd, konvexni, omezend a uzaviend mnozina a F: N - N
je spojité zobrazeni takové, zZe F(N) je relativné kompaktni podmnoZina N. Potom
md zobrazeni F' pevny bod u* € N.

V predpokladech Schauderovy véty [£.4] figuruje predpoklad relativni kompakt-
nosti. Problematika relativni kompaktnosti vSak na ¢P a £°° neni trividlni zalezitost.
Dalsi ¢ast clanku proto vénujeme kritériim relativni kompaktnosti v prostorech po-
sloupnosti.

5. KRITERIA RELATIVNI KOMPAKTNOSTI

Pii vysetfovani diferen¢ni rovnice uvazované v tomto ¢lanku budeme pracovat
primarné s prostorem ¢°°; proto kritérium pro tento prostor podrobné dokazeme
a pro ¢P se uchylime pouze k formulaci. V této ¢dsti jsme vychédzeli primérné z [2].

Velmi dulezitou roli pro dukaz kritéria hraje vztah mezi relativn{ kompaktnosti
a vlastnosti, které se fika prekompaktnost. Nejprve si musime ujasnit, co vlastné
prekompaktnost znamena.
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Definice 5.1 (e-sit). Necht (M, p) je metricky prostor, ¢ kladné redlné &islo
a N C M. Mnozinu A C M nazyvame e-sit mnoziny IV, pokud pro vechna u € N
existuje v € A tak, ze o(u,v) <e.

Definice 5.2 (Prekompaktni mnozina). Necht (M, ) je metricky prostor. Mno-
zinu N C M nazyvédme prekompaktni, jestlize existuje jeji koneénd e-sit pro kazdé
e > 0.

Véta 5.3. Necht (M, o) je tplny metricky prostor. Pak je mnoZina N C M
relativné kompaktni pravé tehdy, kdyz je prekompaktni.

Véta nam vlastné iiké, ze pojmy relativni kompaktnost a prekompaktnost jak
na prostoru £°°, tak na prostoru ¢? splyvaji, tohoto faktu vyuzijeme a k dukazu
kritéria budeme piistupovat ptes konstrukei e-sité.

5.1. Relativné kompaktni podmnoziny £°°

Nez uvedeme kritérium relativni kompaktnosti pro podmnoziny £°°, uvedeme jesté
dvé dulezité definice.

Definice 5.4 (Stejné ohrani¢ené posloupnosti). Posloupnosti z mnoziny N C
£%° nazyvéame stejné ohranicené, pokud je mnozina N v £*° omezena.

Definice 5.5 (Stejné cauchyovské posloupnosti). Posloupnosti z mnoziny N C
£°° nazyvame stejné cauchyovské, pokud pro libovolné € > 0 existuje n € N takové,
ze pro vSechna ¢, 7 > n a pro libovolnou posloupnost v € N plati

lu; — u;| <e.
Nasleduje samotné kritérium relativni kompaktnosti.

Véta 5.6. MnoZina N C ¢ stejné ohranicenych a stejné cauchyouvskijch po-
sloupnosti je relativné kompakini.

Diikaz. Pro diikaz véty zkonstruujeme pro N koneénou e-sit pro kazdé & > 0.
Uvazujme € > 0 libovolné. Posloupnosti z N jsou stejné cauchyovské (viz definice
, proto existuje n € N takové, ze pro kazdé i, j > n a pro libovolnou posloupnost
u € N plati

e
|ui — Uj| < 5 (51)

Vzhledem k tomu, Zze posloupnosti z NV jsou stejné ohranic¢ené, existuje L € R
takové, ze pro vSechna u € N plati

[ulloc < L.
Necht m € N je takové, ze pro &sla —L =y, < ys < --+ < ¥n = L je splnéno
lyi — yit1] < e (5.2)

pro vSechna 1 <i <m — 1.

Déle pro viechna k € {1,2,...,n} pfitfadme vy jednu z hodnot {y1,92,...,Ym}
a pro k > n polozme vy = v,. Mnozinu vSech takto definovanych posloupnosti
v = {vg}32, oznaéme A. Zfejmé A C £°° m4 pravé m” prvku.
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Nakonec ukazeme, ze mnozina A je e-siti mnoziny NV, tj. ze pro vSechna u € N

existuje v € A takové, ze
000 (u,v) < €.
Pro kazdé k € {1,2,...,n} vyberme z; € {y1,¥2,...,Ym} tak, aby platilo
[ = 2] = _ min. }Iwc — Y-

7 vyplyvd |up — zx| < /2 pro k € {1,2,...,n}. Polozme vy = z pro
ke{1,2,...,n} a v = v, pro k > n. Posloupnost v ziejmé ndlez{ do mnoziny A.
Pro k € {1,2,...,n} je pak zfejmé splnéno

9

- (5.3)

|uk *Uk| <

aprok>n
€

2~

€
|ukka| = |ukfvn| < |Uk7un|+|unfvn‘ < §+
coz plyne z trojuhelnikové nerovnosti, (5.1) a (5.3)).
Celkové tedy dostavame
Ooo(u,v) < e.
Mnozina A je tedy koneénou e-siti mnoziny N. Mnozina N je proto v £>° prekom-

paktni a vzhledem k 1dplnosti £*° i relativné kompaktni. Dikaz ndzorné ilustruje
obr [l O

L:y'm

L R B e I i N | Gt R ks -

Ym—2

n-+H1 n4+3 n-+s..

X

Ys

Ya

Y3

U2

-L=y

Obréazek 1. Aproximace posloupnosti v € N (kolecka) posloupnosti v z e-sité (Etverecky).
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5.2. Relativné kompaktni podmnoziny £P
V této ¢4sti si jesté bez dukazu uvedeme kritérium pro £P.

Véta 5.7. Mnozina N C P pro 1 < p < oo je relativné kompaktni pravé tehdy,
kdyz jsou prvky této mnoZiny stejné omezené a pro kazdé € > 0 existuje m € N
tak, Ze pro vsechna u € N plati

oo 1
p
( E uk|p> <e.
k=m+1

Detailn{ dukaz je vypracovan v [6]. Vice si lze precist také v [4] ].
6. ANALYZA NELINEARNI DIFERENCN{ ROVNICE

Teoretické poznatky z predchozich ¢asti nyni vyuzijeme pro analyzu rovnice

A%y = png(Ynt1), n €N, (6.1)

kde symbolem A rozumime standardni dopfednou diferenci definovanou jako
AYp = Ynt1 — Yn, neEN.
Symbol A? pak chdpeme jako
A2y, = A(Ay,) = Aypir — Ay,, n €N,

Budeme predpoklddat, ze pro {p,}2, plati p, > 0 pro vSechna n € N a funkce
g: R — R je spojitd a takovd, ze tg(t) > 0 pro t # 0.
Zaméiime se na studium existence feseni rovnice (6.1)), které pro dané kladné
realné cislo ¢ splnuje podminky
Ay, <0, mneN,
Yn >0, meN, (6.2)

lim y, = c.
n—roo

6.1. Podminky zarucujici existenci reSeni

V této ¢asti odvodime podminku, pro kterou ukazeme, ze je nejenom postacujici,
nybrz i nutnou pro existenci feseni (6.1]) s vlastnostmi (6.2) pro libovolné zvolené
c>0.

Véta 6.1. Pro posloupnost {p,}>, v rovnici (6.1) platd

> kpr < o0 (6.3)
k=1

prdveé tehdy, kdyzZ pro libovolné zvolené kladné redlné éislo ¢ existuje tesent ulohy
(6-1), (6-2)-

Poznamka 6.2. V dikazu pozdéji ukdzeme, ze ve skutecnosti pro splnéni pod-
minky (6.3) staci, aby existovalo jedno ¢ > 0, pro které existuje feseni tlohy (6.1]),
62).
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Lemma 6.3. Necht p, > 0 pro viechnan € N a Ezo:j Y ope,, Pk < 00 pro

néjaké j € N. Pak
SN =D (k+1-j)pe.

n=j k=n k=j
Diikaz. Dukaz plyne z diskrétni verze Fubiniovy véty. O

Diikaz véty[6.1} Nejdiive se zaméfime na implikaci zprava doleva. Vyuzijeme

vztah
n—1

> Ay =Yn — Ym (6.4)
k=m
platny pro libovolnd m,n € N takova, ze m < n.
Predpokldadejme, Ze y je Feseni s vlastnostmi pro pevné zvolené ¢ > 0.
Rovnici upravime pomoci ekvivalentni upravy, kdy na obé strany rovnice
aplikujeme Z;-n:_kl, s ohledem na je pak pro m > k > 1 splnéno

m—1

Ay — Ay = > pig(yis1).
=k

Déle provedeme limitni pfechod m — oo. Predpokladame konvergenci y, proto
lim Ay, = 0. Dostaneme tak pro k € N

m— o0

0—Aye =Y pig(y;+1)- (6.5)
j=k
Na obé strany (6.5)) nyni aplikujeme Zzn:_nl a dostavame prom >k > 1

m—1 oo

Yn =Ym+ D> _0igWis1),

k=n j=k
nyni provedeme dalsi limitni pfechod m — oo, a protoze predpokladame lim vy, =
n—oo

¢, ziskavame pro n € N
o0 o0
Yn=c+ YD pigyie1)-
k=n j=k
Plati tedy

> piglyj) < o0

k=1j=k
a diky limitnimu srovnavajicimu kritériu pro fady s kladnymi ¢leny je splnéno i

o0 o
DD pi<oo
k=1j=k

S ohledem na lemma pak plati Y 7, kpy < co. Tim je dokdzdna implikace
zprava doleva.
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Nyni se zaméiime na implikaci zleva doprava. S vyuzitim zobecnéné Schaude-
rovy véty (viz véta [4.4) dokdzeme nejprve teseni rovnice (6.1]) spliujict

Ay’n<07 nZ’I’LO,

yn > 07 n Z n07 (66)
lim y, =c¢
n—oo

pro n > ng, kde ng € N je dostatecné velké. Uvazujme libovolné realné kladné
¢islo, to si ozna¢me c. Déale ozna¢me
M = max g(t).
tele,2¢]
Z konvergence fady >, ; kpi, a lemmaplyne konvergence fady Y~ 1 > 7 Dk
Pro libovolné € > 0 tak existuje n. € N takové, ze Y322 377 pj < €. Zvolme
e = ¢/M a oznacme odpovidajici n. jako ng.

Jak jsme jiz uvedli, prostor £°° je iplny. Déale najdeme mnozinu 2 C £°°, kterd je
neprazdnd, konvexni, uzaviend a omezend a zobrazeni T: () — ), které je spojité
a T je relativné kompaktni podmnozina €.

Mnozinu 2 budeme uvazovat ve tvaru

Q:{ueé‘x’, cgun§2cpr0n2n0}.

Tato mnozina je zfejmé neprazdna a omezend. Dale ukdzeme, Ze je uzaviena.
Uvazujme proto posloupnost {u[m]}:zl prvkii z Q konvergujici k u. Je tieba
dokazat, ze u patii do 2. Plati, ze pro libovolné £ > 0 existuje m. € N takové, ze

sup ’uyﬁ] — un’ <&, m>me.
n>ngo

- . , ~ ’ . - . m
Vezméme libovolné pevné zvolené n > ng, pro to je splnéno lim uL - Up. Pro
’ —
m oo

vSechna m € N pak plati pro zvolené n, ze

c< wlm < 2e¢,

n
a proto
c <u, <2c

Vzhledem k tomu, ze n > ng je zvoleno libovolné, plati v € €2 a mnozina Q je
uzaviena.
Zbyva ukazat, ze je mnozina 2 konvexni. Vezméme u,v € £ a libovolné A €
[0,1]. Pro n > ng plati
e < duy, < X2 (6.7)

(I=XNe<(1=XNv, <(1—=A)2ec (6.8)
Kdyz (6.7) a seCteme, dostaneme pro n > ng
¢ < Aup + (1= Ao, < 2¢.

Vzhledem k tomu, ze ziejmé Au + (1 — A\)v € £°°, muzeme konstatovat, ze A\u +
(I = X)v € Q a mnozina € je tedy konvexni.
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Zobrazeni T definujeme s ohledem na moznost ekvivalentni upravy diferencni
rovnice na rovnici sumacni, které jsme vyuzili uz v diukazu implikace zprava doleva,
takto

o0
(Tu)n =c+ Z ijg(ujﬂ), u €

k=n j=k
Nyni dokdzeme, Ze je splnéno TQ C €. Necht u € Q, jisté plati Tu € £°°, nebot
oo > pe,, Pk < 00 a T'u je tedy ohrani¢end posloupnost. Déle je tieba dokdzat,
7e pro n > ng plati

¢ < (Tu), < 2e.
Prvni nerovnost je splnéna, nebot pr > 0 pro viechna k € N, a protoZe tg(t) > 0
pro t # 0, plati g(t) > 0 pro t > 0, a tedy >-;2, 377, pjg(ujt1) > 0. Abychom
dokazali platnost druhé nerovnosti, ukdzeme, ze pro n > ng plati

oo oo
> D piglujp) <e
k=n j=k

Budeme tak postupné zvétsovat vyraz ;7 3272, pjg(u;4+1) ndsledujicim zpiiso-

bem
DD piglup) SMY D p <MY > p;

k=n j=k k=n j=k k=ng j=k

Vzhledem k tomu, ze platf Y77 3°°, p; < ¢/M, mizeme vyraz dale upravit

MZijSM%:c

k:no j:k

Celkové tedy Tu € Q.
Diky absolutn{ konvergenci Y p- Z;i « Pi9(uj41) muzeme zobrazeni T pro n >
ng ekvivalentné zapsat s ohledem na lemma [6.3] ndsledovné

(Tw)y = c+ > (G +1=n)pjg(uj)-

j=n
Déle je zapotiebi dokézat, Ze je zobrazeni T spojité. Nechf je posloupnost
{ul™}> CQtakovd, ze lim |Jul™ — u. = 0. Ukdzeme, ze plati
m=1 m— oo

lim HTu[m] TuHoozo

m—r o0

ZaméFme se na vyraz ||[Tul™ — T, ktery rozepiseme a zvétsime nésledovneé

sup |(Tul™), — (Tw), ZZM ulh) ZZW Uj+1)
n>ng n>mng k=n j=k k=n j=k
) ACCENEFIIIED 3p TR ]
0

k=n j=k k=no j=k
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Posloupnost {pj’g gﬁ]l) — g(ujy1) ’}]Oon je pro vsechna m € N posloupnosti

nezapornych &isel. Existuje L > 0 takové, ze |g( j+]1) 9(u;41)| < L pro vsechna
j =>mnp am €N, a proto plati

pj}g(uﬁ]ﬁ — g(ujz1)| < Lp;.
My vime, ze je splnéno > ° | 3777 pp < oo, pak ziejmé Y77 p; < o0o. Po-

sloupnost {p; | g(ug-ﬁ]l) —g(ujq1) ‘ }Oino tak spliuje predpoklady Lebesgueovy véty
o dominantni konvergenci (véta . Posloupnost

{ S pylgul™) - g(uj+1>|} (6.9)
=k

k?:no

je také posloupnosti nezapornych ¢isel takovou, ze pro k > ng a m € N ze plati

o0 o0

ij|g(uﬁ]1) = gujy)] < szj~

Jj=k j=k
Vime, ze Y o0 | > pe, Pk < 00, a proto i ZZ’;HO Z;‘;kpj < 00. Posloupnost
tedy predpoklady Lebesgueovy véty také spliuje. Lebesgueovu vétu tak nyni lze
dvakrat aplikovat nésledovné

éigloo Z ZPHQ(UE’TO = g(ujp)| = Z ij mlgﬂoo |9(U£’71]1) —g(ujs1)|

k:’n() j:k‘ k‘:n() ]:k‘

Piedpoklddame hm [ul™) — u|o = 0, proto plati lim ( sup ’un —up|) = 0.

m—o0 n>ng
Lze tedy konstatovat, ze lim uB.Jr]l = uj4+1 je splnéno pro vSechna j > ng — 1. Na
m—0o0

zakladé této tvahy potom muzeme tvrdit

o0 oo
Z Zpg hm |g J+1 9(ujt1 |— Z ZPJO_O

k=ng j=k k=ng j=k

Celkové potom
lim HTu[m] Tu||Oo =0

m—0o0
a zobrazeni T je tedy spojité.

Zbyva dokdzat, ze T je relativné kompaktni, k tomu vyuzijeme véty [5.6
Mnozina T je omezend, nebot TQ C € a mnozina  je omezend. Staéi tedy
ukézat, ze posloupnosti z T2 jsou stejné cauchyovské.

K tomu je zapotfebi demonstrovat, ze pro libovolné € > 0 existuje n. € N
takové, Ze pro vsechna n, m > n. plati ’(Tu)n - (Tu)m’ < € pro vSechna u € €.

Proue Qan>mje

n—1 oo n—1 oo

[CONSICINED S) W IIEITS 35 SIERTH 3p 9t

k=m j=k k=m j=k k=m j=k
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Vyuzili jsme predpokladu Y 02 >"27 pp < oo, proto i Y oo Z;ikpj < oo.

Tudiz
o0 o0
T M3 Y =0
k=m j=k
Necht je € > 0 libovolné. Pak existuje n. € N tak, Ze pro véechna m > n. plati

o0 oo
MZij<E.

k=m j=k
Pro n > m > n. je tak splnéno
[(Tw)m — (Tu)n| <e.

Dokézali jsme tak platnost vSech piedpokladu zobecnéné Schauderovy véty o
pevném bodu a existuje tedy pevny bod zobrazeni T. To znamend, ze existuje

feseni y rovnice (6.1)) s vlastnostmi (6.6)).
Reseni rovnice (6.1)) 1ze rozsifit doleva na celou mnozinu N. Skuteéné pro ng —1
definujeme

o0 oo
Yno-1=CH+ D > pig(y)-
k}:’no*l j:k?

Vime, ze plati ¢ € (0,00), je splnéno p, > 0 pro vsechna n € N a g(t) > 0 pro
vBechna t € (0, 00). Plati tak zfejmé y,,—1 > 0, a protoze

oo o0 o0 o0
> Y pigwir) > D> pig(yia)
k=no—1j=k k=ng j=k
je splnéno také Ay,,—1 < 0. Postupné tak prodlouzime feseni na N, tak ze y
spliiuje (6.2]). (]

Obdobnym zpusobem lze pro rovnici (6.1]) dokdzat existence rostouctho zapor-
ného teseni konvergujiciho k libovolné zaporné konstanteé.

6.2. Podminky zarucujici existenci a jednoznacnost reSeni

Pokud bychom zvolili pfisnéjsi podminku a vyzadovali, aby funkce g byla navic
lipschitzovsky spojitd na [0, 00), pak bychom byli schopni s vyuzitim Banachovy
véty dokézat pro libovolné ¢ € (0,00) nejenom existenci, ale i jednozna¢nosti
feseni s vlastnostmi . Vétu o této skutecnosti si nejprve zformulujeme a
nasledné uvedeme strucné bez detaili dikaz.

Véta 6.4. Necht g spliiuje Lipschitzovu podminku na [0,00). Pak pro posloup-
nost {pn }2, v rovnici (6.1)) platd

oo
Z kpj < o0
k=1

prdvé tehdy, kdyz pro libovolné zvolené kladné redlné cislo c existuje jediné reseni

ulohy , .
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Myslenka dikazu. Dukaz implikace zprava doleva zde splyvé s dikazem véty|[6.1}
nebot platnost Zzil kpi < oo je zarucena uz existenci feSeni.

V dukazu implikace zleva doprava bychom pak uvazovali, ze funkce g je lipschi-
tzovsky spojitd na [0, 00) s lipschitzovskou konstantou L a zvolili ng € N, tak, aby

platilo
o0 o0
SN p< (6.10)
; 2L

k=ng j=k
Déle bychom uvazovali jako mnozinu €2 mnozinu vSech posloupnosti definovanych
a ohranic¢enych pro n > ng a operator T' definovany v dukazu véty a ukazali,
Ze je toto zobrazeni kontrakci, tj. ze existuje K € (0,1) takové, ze pro vsechna
u, v € € plati

|7 = Tole < Kllu = v

Detailni dukaz si 1ze pfecist v [0]. O
6.3. Dalsi poznamky
Rovnici (6.1 1ze chapat jako diskretizaci rovnice

y' =p(t)g(y), t>0,

kde p je kladné funkce a g m4 vlastnosti jako v pfipadé rovnice (6.1)). Tato rovnice
zahrnuje zndmou rovnici Emdenova—Fowlerova typu (ptfip. Thomasova—Fermiho),
kde funkce g je volena nasledovné

g(t) = [t|*sgnt, X € (0,00).

Ta se zacala studovat v souvislosti s modelovanim struktury hvézd a tvahami o
modelech atomu, ale v soucasné dobé méa celou fadu dalsich aplikaci.

7. ZAVER

V ¢lanku jsme zpracovali aparat souvisejici s funkciondlni analyzou pro kvalitativni
analyzu difere¢nich rovnic a demonstrovali jeho vyuziti pii analyze feSeni rovnice
. Na téma lze ddle navazat studiem dalsich diferen¢nich rovnic a rozborem
analogii a rozdilu oproti jejich diferencidlnim protéjskam.
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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ OLYMPIADY

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

ABSTRAKT. Clanok je motivovany prikladom z Internetovej matematickej olympid-
dy pre studentov strednych §kél o postupnosti zadanej rekurentnym vztahom, ktory
je pecidlnym pripadom Riccatiho rovnice. V tomto texte je diskutovanych niekolko
pristupov k rieSeniu o nie¢o vseobecnejsej lohy.

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kazdorotne organizuje matematicki
stifaz pre studentov strednych §kél v Cesku a na Slovensku, doteraz zndmu ako
Internetovd matematickd olympidda. V novembri v roku 2021 prebehol uz jej
Strnasty ro¢nik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa nemalou mierou
podielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi a oboru Aplikovand matema-
tika. Na strankach matholymp.fme.vutbr.cz je mozné nijst zadania aj riesenia
prikladov zo vsetkych ro¢nikov.

Tento prispevok je piaty v poradi na tito tému a je cely o postupnosti zadanej

rekurentnym vzfahom a zistovani, kedy je tato postupnost periodicka.
V roku 2020 sa na sitazi objavil nasledujici priklad s postupnostou.

Priklad 1. UvazZujme rekurentni vztah

a V3 + ay
k1= =
1 VBa
Otdzka: Pro které hodnoty ai definuje tento rekurentni vztah periodickou po-
sloupnost redlnijch cisel? Jakd je jeji nejmenst perioda?
Napriklad pro a; = 0 definuje tento rekurentni vztah posloupnost

keN=1{1,23,...}.

3 3
_ \[‘F@l :\/g’ a3 = \f+612 :_\/g’
1-— \/gal 1-— \/gag
\/g + as
_BES e v,
1-— \/3(13 °
Tato posloupnost je periodickd s nejmenst periodou d = 3.

Pozndmka: Posloupnost {ak},;“;l se nazyvd periodickd s periodou d, pokud pro
kazdé k € N={1,2,3,...} plati ap = agtq-

ay = 0, as

aq

2020 MSC. Primérni 00A09; Sekundérni 39A23.
Kli¢ovd slova. matematickd soutéz, Riccatiho diferen¢ni rovnice.
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Reseni: Napiseme si c¢islo V3 ve tvaru V3 = tg(60°) a éislo a; ve tvaru a; =
tg(a), kde —90° < « < 90°. Pak z rekurentniho vztahu a prislusného goniomet-
rického vzorce mame

_ t5(60°) + tefa)
* 71— 1tg(60°) tg(a)
0y — tg(60°) + tg(a + 60°)
1 —tg(60°) tg(a + 60°
0y — tg(60°) + tg(a + 120°)
1 —tg(60°) tg(a + 120°)

= tg(a + 60°), pokud o # 30°,

] = tg(a + 120°), pokud o # —30°,

= tg(a+ 180°) = tg(w) = ay.

Kazdd posloupnost definovand dangm rekurentnim vztahem je tedy periodickd s
-1

nejmensi periodou 3, pokud a1 # tg(30°) = % a ay #tg(—30°) = 7

Priklad bolo mozné riegif aj tak, Ze sa postupnym dosadzovanim a tpravami
odvodil vztah medzi aj a agx,2 a potom dalej aj medzi ai a agy3 a ukdzalo sa,
7e ap = ajy3. VySSie uvedené riesenie vyuZiva to, Ze rekurentny vztah je mozné
chapat ako posunuty tangens. Na tento postup nikto zo sifaziacich neprisiel.

V tomto texte by som chcela ukazat, Ze s tym tangensom neslo o nejakt nadhodu,
ze je to pre tento typ postupnosti celkom obvyklé, a pozrieme sa aj na to, ako je
to s tou periodickostou. Majme teda taktto tilohu:

Uloha 1. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqg
a+ bgy,’

dk+1 = ]{7:0,1,2,37... (1)
Otdzka: Pre ktoré hodnoty a,b,c,d, qo definuje tento rekurentny vztah periodicki
postupnost redlnych cisiel? Akd je jej najmensia peridda?

Rovnica sa nazyva Riccatiho diferen¢énd rovnica (existuje aj jej spojita ver-
zia, Riccatiho diferencidlna rovnica) a vo vSeobecnosti mozu koeficienty a, b, ¢, d
byt zavislé od k. My tu teda mame jej Specidlny pripad. RieSenim takejto rov-
nice je postupnost, ktorej vietky éleny spiflajﬁ dany rekurentny vztah. Aby sme
mohli odpovedat na otdzku v tlohe [1} bolo by vhodné mat explicitné vyjadrenie
jej k-teho clena, teda také, ktoré uz zavisi len od qq, k, a, b, ¢, d.

Napriklad, ked sa pozrieme na priklad kde mdme a = 1,b = —/3,¢ =
V/3,d = 1, tak z postupu riesenia vidime, ze k-ty ¢len sa da vyjadrif ako

ar = tg (arctg(qo) + k%), k=0,1,2,3,...

Uké4Zem tu teraz niekolko moZnych (nie tiplne uéebnicovych) postupov, ako sa
d4 dopracovaf k rieseniam rovnice (1)) a odpovedi na otdzku v tlohe |1} Budem sa
tvarit, Ze toho o riesen{ diferenénych rovnic vela nevieme.

Este pre istotu dopredu upozornim, Ze napriek tomu, Ze ide o na pohlad jedno-
duchu vec, nevyhneme sa zlozitejsim vyrazom a komplexnym ¢islam.
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1. RIESENIE ROVNICE ([I) AKO POSUNUTY TANGENS

Povedzme, ze sme si precitali riesenie prikladu [I] a na zéklade toho nds napadla
otazka: Da sa rieSenie ﬁlohyv pripade, Ze postupnost je periodick4, vidy napisat
ako nejaky posunuty tangens? Skisme to zistit.

Predpokladajme, ze nejakéd postupnost {gj},-, sa dé zapisat v tvare

Qk:Atg(k§0+w>+Bv k:071a25375 (2)

kde A # 0 a w = arctg qo;B. MoZeme dalej predpokladat, ze ¢ # Im,| € Z,
lebo v takom pripade by to bola nezaujimava konstantna postupnost. Konstantna
postupnost sa d4 v tvare o¢ividne napisat vzdy. Napriklad

qr = tg(km) +q, k=0,1,2,3,....
Pre kazdé uvazované ¢ je teda definovana hodnota cotg ¢ a s vyuzitim suctovych
vzorcov pre goniometrické funkcie mozeme odvodit nasledovny vztah medzi q; a
Qk+1:

qer1 = Atg((k+ )¢ +w) + B = Atg((kp +w) + ) + B

_ 4 sin((ke + w) + ¢) _ Asin(ktp + w) cos p + cos(kp + w) sin ¢
cos((kp + w) + @) cos(kp 4+ w) cos p — sin(kp + w) sin ¢
_ Atg(kgo +w)cotgp +1 B A+ Beotgp + (Acotg p — B) tg(ky + w)
cotg p — tg(kyp + w) cotg ¢ — tg(ky +w)

A%+ B? + (Acotgp — B)(Atg(ky +w) + B)
B Acotgp + B — (Atg(ke +w) + B)
A%+ B?+ (Acotgp — B)qy,
N Acotgp + B — gy

. k=0,1,2,3,...

Vidime, Ze tento vztah skutoéne vyzerd rovnako ako vztah z rovnice . Nasa
postupnost {gi},-, teda vyhovuje rovnici , kde a, b, ¢, d su také, ze

ap = Acotgp + B, (a)
bp =—1, (b)
cp = A* + B?, (c)
dp = Acotgp — B, (d)

pre nejaké p # 0. My by sme to ale potrebovali naopak, vyjadrit A, B, ¢ pomocou
a, b, ¢, d. To sa z tohto d4 odvodit tiez, ale len za istych podmienok. Je zrejmé,
ze ak b = 0, tak sa to neda.

Predpoklad 1.1: b # 0
7 (ED vyplyva p = f% a d’alej odéftanim rovnic (ED a @ dostaneme

_(a—d)p d—a
B= 2 2
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Teraz, ak do rovnice dosadime p = —% aB= dT tak dostaneme

c=—b(A® + B?),
—ay2 wrdn2
bAQZ_c_bBQZ_C_b(d—Ta)QZ7bci(d?) :adibci(Td)
2 )

b b
d—be— (444)° d— be — (22
Az\/a Cb 557 ebo A:—\/a Cb &

Pretoze po dosadeni —¢ za ¢ a —A za A dostaneme t1 istd postupnost, mozeme
napevno zvolit napriklad prvi moznost, a teda mame uz vyjadrené

VJad —be— (254)° d-a |
A= B = =——. 3
2 : 5 P= 3 (3)
Este zostava vyjadrif . Do rovnice @ dosadime vyjadrenie a mame

a = —Abcotg p — Bb,

cotggo\/ad bc — (“+d) =—otd,

odkial vyjadrime cotg ¢ za predpokladu, Ze ad — bc — (“7”)2 #0.

2
Predpoklad 1.2: ad — bc — (%"d> #0

Teraz sa zamyslime, & je nutné pozadovat aj to, aby bol vyraz pod odmocninou
kladny. Odmocnina zo zaporného ¢isla sa jednoducho napise ako redlny nasobok
imagindrnej jednotky i. Ako ale potom najdeme také ¢islo ¢, ktorého kotangens je

redlnym ndsobkom i? D4 sa to pomocou vztahov
.ef4+e™”
cotg(iz) =icotgh(z) = S p—

1
arccotg(iz) = iargcotgh(z) = ii In 2+

x—1
Podmienka na to, aby existoval arccotg(iz), je  # —1,z # 1. Vidime, ze vtedy
bude vyraz 7 z+l 1 definovany a nenulovy, a teda logarltmus bude existovat. Zaporny

argument v logarltme nés trapit nemusi, kedze uz sme sa zmierili s tym, Ze nadm
budi vychddzat aj komplexné éisla.

"“"‘d —ad + be

V nasom pripade, ak by bolo ad — bc — (Q—H)Q < 0, mame
2 —i

v
\/(%df—ad—i—bc a \/

a tento vyraz je definovany, ak okrem ad — bc — ( 5 ) # 0 je naviac splnend
podmienka

3

a+d a+d +
( = arccotg
+d

(%3
(a'z"d —ad + be
2

|24] £ 1/ (24)” — ad + be,
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¢o je ekvivalentné s
ad — be # 0. (4)

Predpoklad 1.3: ad — bc # 0

Hodnoty A, B, ¢ uz teda mame urcené. Este sa pozrime, ako je to s ¢islom w =

arctg qOZB , ktoré sice vyzerd, ze existuje vzdy, ale pozor, argument arkus tangensu
je
d— d
G@o—B qo — 55 atbg— %

A \/ad—bc—<%d>2 \/ad—bc— (“%“‘1)2
b

a to nemusi byt redlne ¢islo. Arkus tangens je definovany pre vsetky komplexné
cisla okrem —i a i. Z toho dostaneme podmienku pre qo ako qo # B £ 1 A. Da
sa vSak ukdzat, ze ak gg = B +1i A, potom % = qo, a teda ide o konStantni
postupnost:

c+dg A*+ B?>+ (Acotgp —B)gy  A®+ B4 (Acotgyp — B)(B+iA)

a+bg Acotgp + B — qo N Acotgp+ B — (B+iA)
A(l £icotgp)

cotg p Fi

Predpoklad 1.4: g # B+iA

= B(cotgp Fi) + =B+iA=q.

Na zéver by este bolo vhodné odvodif podmienku, kedy rekurentny vzfah
uréuje nekoneéni postupnost. Inymi slovami, kedy si éleny takejto postupnosti
definované pre vsetky k. Argument tangensu musi spliiovat

kp+w# 5 +In, 1€Z,keN,
Cize
qo # Atg(5 — kp)+ B = Acotg(kp)+ B, keN.

Nase doterajsie zistenia teraz mozeme zhrnit do tvrdenia.

Tvrdenie 1. UvaZujme rekurentny vztah

qu:ZiZZZ, k=0,1,2.3, ... @
a predpokladajme, Ze b # 0, ad — bc — (%df #0,ad—bc#0,q#B+iA a
qo # Acotg(ky) + B, keN, (5)
kde
ad—be—(231)” -

5 , B:dQ;b“, p = arccotg ——=_———.
d—be— [ atd
a (& 2

Potom vztah definuje nekoneéni postupnost {qk}iozo, ktorej cleny sa daju
zapisat v tvare

qr = Atg (ko + arctg QUZB) +B, k=12,3,...
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Ked uz toto vieme, pozrieme sa teraz, kedy je takato postupnost periodicka.
Predpokladajme, ze pre nejaké n > 1 plati gg = ¢y, teda
Atgw + B = Atg(ney +w) + B,
tgw = tg(ny + w).

To nastane jedine v tom pripade, ak existuje [ € Z, pre ktoré np = In. Pre
koeficienty a, b, ¢, d to znamen4, ze

_atd Ir
2 = = cotg —, le Z. (6)
+d n
Vad —be— (52)
K tomu treba pridat podmienku pre qo, ktord ndm zaruci, ze ¢leny g1, ..., qn_1

existuju, ze nedojde k deleniu nulou. Do nej mézeme dosadit ¢ = %r Dostaneme

k=1,2,. -1

d—be — (414
qo#Acotg(k%’)—i—B: \/a Cb ( 2 ) cotgkl—”+

2b’

Ak plati ad — bc — (“+d) < 0, tak © nie je redlne é&islo, takze postupnost vtedy
uréite nie je periodicka. AZ na jednu vynimku, ktord sa d4 lahko prehliadnut.
Pokial totiz vo vyjadreni &sla ¢ je ¢itatel nulovy, potom bez ohladu na to, ¢
menovatel je redlny alebo nie, dostaneme ¢ = arccotg0, a teda ¢ = 5 Postupnost
je v takom pripade vzdy periodicka s periédou 2.

Priklad 2. Majme napriklad rekurentnsj vztah

¢+ dgg 33—
a+bg, 1+aqs

Qi1 = k=0,1,2,3,...

Tedoa=b=—-d=1,c=3, ad —bc = —4, ad — bc — (“*d) =—-4<0, A=2j,
B=-1,p=7%, w=arctg qOH . Potom podla Tvrdema 1| tento rekurentny vztah

definuje postupnost, ktorej cleny sa daji zapisat v tvare
ar = 2itg (kT +arctg M) — 1, k=1,2,3,...

pokial qo # Acotg(p) + B=B=—1aqy# B+iA, teda qo # —3 a qo # 1.
Mozeme sa o tom presvedcit. Ked do tohto vyjadrenia postupne dosadime k = 1
a k =2, dostaneme

o =2itg (% +arctg QOH) — 1 =2icotg (—arctg q"“) 1
_ o —2i
21Q0+11 —1l= QO+1’
g> = 2itg (7 + arctg 94H) — 1 = 2itg (arctg ) — 1 = gq.

Pokial'qy = B=Ei A, teda qo = —3 alebo qo = 1, dostdvame konstantni postupnost.

Zostalo este uréit, & by postupnost mohla byt periodicka aj v pripadoch, ked
b = 0 alebo ad — bc = 0 alebo ad — bc — (“TH)Q = 0, o ktorych zatial ni¢ nevieme.
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1.1. Pripad b=0

Pokial je b = 0, ide o postupnost dant vzfahom

C
Qk+1 = — + —qk,
a a

a da sa ukazat, Ze tato postupnost je periodickd jedine ak je sticasne konstantna
alebo ak a = —d a teda ide o postupnost gy 1 = £ — gk, ktord md najmensiu
periédu 2. Prosim ¢itatelov, aby si toto uz overili sami. Této konkrétna postupnost
ale tiez spfﬁa podmienku @, pretoze v tomto pripade je a+d = 0 a podmienka (@
je splnena pre [ =1, n = 2.

Naopak, ak je podmienka @ splnend a sucasne b = 0, tak pod odmocninou nie
je kladné éislo. Takze ¢itatel musi byt nulovy, z toho a + d = 0. Postupnost je
teda periodickd a ma najmensiu periédu 2.

1.2. Pripad ad —bc =0

Ak ad —bc=0ab#0, tak

c+dq, bc+bdg, ad+bdg, d
= = = =—-, k=0,1,2,3,... 7
i1 a+bg, ba+b2q  ba+b2q b’ T Q

¢ize postupnost je periodickd prave vtedy ked qo = % aa+d#0,a vtedy je
kon§tantna.

V tomto pripade nemoéze byt splnensd podmienka @ pre ziadne hodnoty a, b,
c, d.

2
1.3. Pripad ad — bc — (a?-kd> =0

. ) . 2 . . ~ . 7z s
Pokial je ad — bc — (%d) = 0, vyjadrenie k-teho ¢Clena postupnosti ma tplne
iny tvar. Tento tvar je mozné tiez postupne aj uhadnut, napriklad ak si vypiseme
konkrétne postupnosti s touto vlastnostou.

Priklad 3. Majme napriklad rekurentnsj vztah

14 5qy,
1—4g

qk+1 =

so zaciatocnou hodnotou qo = 1.
Tedaa=1,b=—-4,c=1,d =5, ad — bc = (“;d)Q = 9. Vypiseme si prvych
niekolko ¢lenov postupnosti:

fackico = {1,-2.-1,~4.-5.-3},

—l-1>123°57779

—k—1
2k—1 "

Z toho odhadneme, Ze by mohlo byt q, =

Na zéklade tohto prikladu skisime zistit, ¢ by vSeobecne bolo mozné vyjadrit

qr vztahom g = ZZE’ Dosadenim za k& = 0 hned dostaneme, 7e ¢y = % a z toho
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“’Zﬂ“. Teraz to dosadime do
sk+1

rekurentného vztahu a porovhadme pravi a lavi stranu

t #0,v = tgy. MoZeme polozit ¢t = 1 a mame g =

_ctdg C+d1ﬁiq1° (es + du)k + ¢+ dqo

a+bge a+b“£fl° ~ (as+bu)k +a+bgo’

wk+1)+q uk+u+qo

L = = = .
Tl = Sk+1)+1  sk+s+1

Pravi a lavd strana sa teda rovnaju, pokial pre nejaké p # 0 platia vzfahy

cs + du = pu,
as + bu = ps,
¢+ dgo = pu + pqo,
a+bgo = ps+p.
D4 sa ukézat, 7e tdto sistava mé4 riesSenie, ak plati p = %‘i. [’Jpravy veduce k
rieSeniu tu vynecham. Nakoniec dostaneme, ze v tomto pripade je g tvaru
(520 +¢) k + 540
(bao + 25) b+ =52

a z toho lahko odvodime podmienku, kedy je postupnost periodickd s periédou n,

qx = k=0,1,2,3,...

(F%q0 +¢)n+ “F4q0
(bgo + 25%) n + +4¢

= {o,

bgg + (a — d)g

S
\
o
Il
L

qgo = —5 -
Kvadratickd rovnica mé len toto jedno rieSenie, pretoze diskriminant je rovny
(%‘i)2 —ad + be = 0. Postupnost je teda periodickd, pokial je ¢o = 95% a vyraz v
menovateli a+bgy # 0. Kazdé n je vtedy periédou, postupnost je teda konstantna.
Nekonstantni periodickd postupnost v tomto pripade nedostaneme.

V tomto pripade neméze byt splnend podmienka @ pre ziadne hodnoty a, b,
c, d.

1.4. Zhrnutie

Zistili sme teda, ze v pripade nesplnenia niektorého z predpokladov 1.1-1.4 je
postupnost periodicka jedine vtedy, ked je sticasne konstantnd, okrem Specialneho
pripadu postupnosti gx+1 = £ — g, ktord ma najmensiu periédu 2. Tato konkrétna
postupnost ale tiez splita podmienku (6). Takze podmienka (6] je nutnou podmien-
kou toho, aby naga postupnost bola periodickd a si¢asne nekonstantnd. Je to aj
postacujica podmienka? Ak je podmienka @ splnend, potom urcite je splneny
aj predpoklad 1.2 a 1.3. A Co sa tyka predpokladu 1.1, tak v pripade, Ze nie je
splneny, plati a +d = 0 a ide tieZ o periodicki postupnost. Predpoklad 1.4 je
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splneny vizdy, ked postupnost nie je konstantnd. TakZe pokial ide o nekonstantni
postupnost, je podmienka @ aj postacujuca.
Moézeme to zhrntt do nasledovného tvrdenia.

Tvrdenie 2. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqy
a+bgy’

Qr+1 = k=0,1,2,3,... (1)
a predpokladajme, Ze qo je také, Ze tento vztah nedefinuje konstantni postupnost.
Potom tento vztah definuje periodicki postupnost s periédou n prdve vtedy, ked
pre nejaké | € Z plati

—ed
= cotg —
n

\/ad—bc— (%d)

\/adfbcf (9 jr d—a
cotg — + ,
n 2b

k=1,2,...n—1.

2. Rovnica (1) Ako sUsTAvVA

Teraz si ukdzeme tplne iny postup rieSenia, kde nebudeme az tak odkazani na
uhédnutie tvaru riesenia, ale zato sa nezaobideme bez nejakych teoretickych po-
znatkov. Namiesto jednej postupnosti {gx}- o uvazujme dve postupnosti {zx},
a {yr e, také, ze g = z—z Rovnicu potom moézeme napisat ako

d
Ykt _ CTR T 0Yk 6993
Tht1 axy + by

Mozeme daf do rovnosti ¢itatele aj menovatele v tejto rovnici a dostaneme, Ze ak
dvojica postupnosti {zx}r o a {yr}re, je rieSenim sistavy

Tgp41 = aTy + by,

Yo+l =Tk +dyr, k=0,1,23,... (8)

a vSetky cleny zj si nenulové, potom postupnost {gx } p—, kde gx = g—i, je rieSenim
rovnice .

Vyjasnime si este dolezitti vec. Plati to aj naopak. Pokial postupnost {qx},—,
. o v , . . . .o ’ o0 o
je riesenfm rovnice (1)), potom existuje dvojica postupnosti {zx}r—y a {yk}ro
ktord je riesenim sustavy a v8etky ¢leny zj si nenulové. Tieto postupnosti si

definované vztahmi

Thy1 = (a+ bar)ws, (9)
Yk = qkTk, k:O,1,2,37...

a zg je lubovolné nenulové &islo.
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3. MATICOVY TVAR SUSTAVY

Komu matice nie si velmi po chuti, moéze tito ¢ast preskoéit. K vyrieSeniu ststa-
vy (8) matice nutne nepotrebujeme, ale ziskame tym novy pohlad na vec. Susta-
vu (8) mdzeme zapisat v maticovom tvare.

($k+1) _ (a b) ($k> . k=0,1,2,3,... (10)
Yh+1 ¢ d) \yr
x a b k X
& 0

— , k=1,23,... 11

)= a) () .

Méme teda riesenie ststavy vyjadrené explicitne. Z toho sice velmi nie je vidno,
ako vyzera postupnost {qk}zozo, ale mézeme pouzit tvrdenie, Ze ak st postupnosti
{zk}ieo a {yk e, periodické s rovnakou periédou, potom postupnost {gx}r- , je
tiez periodicka. A z vyjadrenia vidime, Ze to nastane prave vtedy, ked pre

nejaké n € N bude
a b\" 10
(c5) =6 1) 12
ab

a teda matica (2%) je ,n-t4 odmocnina“ z matice (§ ). Toto vyzerd velmi jed-
noducho, ale az tak jednoduché to nie je. Nie je to ani jednozna¢né. Napriklad

)6 D=0 1)
LHED-6Y

takze to uz mame dve rézne ,druhé odmocniny“ z jednotkovej matice (§9).
Pomézeme si trochu poznatkami z tedrie matic. Su zndme roézne uzitoéné roz-
klady matice na suc¢in $pecidlnych matic. Nam tu pomoéze Jordanov rozklad matice.

Ked mame Iubovolnt stvorcovi maticu A s rozmermi 2 x 2, jej Jordanov rozklad
je tvaru

a z toho

ale aj

A=QJQ™,
kde matica J = (’\01 fz) mé na diagonale vlastné éisla matice A a matica Q7! je
inverzna k matici Q. (To znamend, ze QQ~' = Q'Q = (} 9).) Takyto Jordanov
rozklad vzdy existuje. Pokial vlastné &isla matice A st rozne, v pravom hornom
rohu matice J je 0. Pokial st rovnaké, v pravom hornom rohu matice J je 0 alebo 1.
Ako presne sa uréia hodnoty \;, g a matica Q, zatial nebudeme riesit. Zamerajme
sa d’alej na prvii moznost, teda predpokladajme, Ze vlastné éfsla st rozne.

Predpoklad 3.1: A\; # Ao
Pokial sa nasa matica stistavy d4 rozlozif tak, Ze matica J = (Aol 1), potom Iahko
2

spocitame, ze

(@ Z) =QJQTIQIQT - QIQTIQIQT =QJ"QT =Q (AO? AO”) @
’ 2
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a teda rovnicu (12)) mézeme upravit nasledovne

a b\" A0 - 10
Q Q :Q(& w)Ql:<01)
Q'Q (Ao’f ;;) Q'Q=qQ" (é ‘f) Q.

A0\ (10
0o )" \o 1)

Z toho uz hned vidime, Ze rieSenim st také matice, ktorych vlastné &sla A1, Ay po
umocneni na n-tu daju jednotku. Ak by sme uvazovali len redlne ¢isla, je to ¢islo
1 a pre parne n aj ¢islo —1. Ak uvazujeme aj komplexné ¢isla, je to komplexna
n-td4 odmocnina z jednotky, ¢o su ¢isla tvaru
Y1 =% :cos%”l—i—isin%”l, [=0,1,...n—1.
Takze z toho vidime, Ze to, ako vyzerd matica @) zo Jordanovho rozkladu, nam
moze byt jedno, ale potrebujeme vediet, aké st vlastné ¢isla matice (¢ 4). Tie sa

poéitaji zo vztahu
a— A b
det ( . d_ >\> =0.

To nadm dé kvadratickd rovnicu A\? — (a + d)\ + ad — be = 0, ktorej riesenia st

)\1)2 = %d + \/(%d)2 —ad+bc.

Matice, ktoré spiﬁajti rovnicu ([12)), st teda také, ze

2 . o
a—gd + \/(“—'2"‘1) —ad+ bc = COSQT” +181n27”l pre nejaké [ € {0,1,...n — 1}.
To vyzera, Ze bude splnené, jedine pokial pod odmocninou bude zdporné &islo
(nula by ndm dala rovnaké vlastné éfsla). Potom dostaneme nasledovné vztahy

(13)

\/—(%d)Q—&—ad—bc:sinQ”l >0 prenejakél e {0,1,...n—1}.

n
Ale pozor, je tu jedna vynimka. Skidste na nu prist sami. Népoveda: Pozrite si
priklad
Zo vztahov dostaneme vyuzitim zndmeho vzfahu sin ¢ + cos? ¢ = 1 na-
sledovni podmienku pre a, b, ¢, d:
2 2
(254)° — (52)" + ad —be = 1,
ad —be = 1.
Rozdiel ad — be v skutoénosti ani nemusi byt rovny 1, staéi, ak je kladny. Mozeme
totiz napisat

c+ qu \/adcfbc + \/ac(lifbch
Qo1 = —p = 2 4 , k=0,1,2,3,... (14)
Ik vad—be + \/ad—bCQk
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a namiesto matice (‘Z Z) méme maticu

~ 7 b
(a lz) — ( vV ac(llfbc vV a(ébc)
¢ d Vad—be vad—bc

ktord spiﬁa
~ ~ ad be

ad — be = — =1

(Vad=bc)?2  (Vad—be)?
Namiesto vztahov vtedy mame vztahy
at+d _ 27l

d 2
\/1_ (JJW) :sjn%ﬂl;«éo, pre nejaké [ € {0,1,...n —1}.

a dostavame tvrdenie.
Tvrdenie 3. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqy
a+bg’

qk+1 = k=0,1,2,3,... ()

a predpokladajme, Ze tento vztah definuje nekonecnii postupnost {qk},zio, Ak platit
=cos =& #£ +1, pre nejaké n,l € N, (15)

potom postupnost {qk}:io je periodickd s periddou n.
Priklad 4. Majme znova postupnost {qi}r, = prikladu

V3 + g

dk+1 = 5

1—3q

— — — — . g 5 _ +d _ 1 _

teda a =1, b= —3, c =3, d=1. Vidime, ze ad — bc = 4, QX/debc =35 =

cos (%) = cos (%’r) A Tvrdem'a@ dostdvame zdver, Ze tdto postupnost je periodickd
s periodou 6.

k=0,1,2,3,...

To je pravda, ale my vieme, Ze méa aj mensSiu periédu. Kde je teda chyba?
Nikde, len to znamen4, Ze nase podmienky stéle nie st nutné. Postupnost spfﬁajlica
podmienku moéZe mat aj mensiu periédu, neZ je najmensie n, pre ktoré plati
rovnost. A d'alej, stale este sme nezistovali, éi moze byt periodickd aj v pripade,
ked vlastné ¢isla matice sistavy si rovnaké a v pripade, ked’ postupnosti {zy }r
a {yk }reo S 1lou spojené nie su periodické s rovnakou periédou.

Na tieto d'alsie zistenia uz budeme potrebovat vediet presny tvar riesenia (I1)).
Mohli by sme ho zistit aj tak, Zze by sme uréili maticu Q zo Jordanovho rozkladu
matice sustavy. Ale na to je treba eSte viac poznatkov z tedrie matic. Kto chce a
vie ako na to, nech si to tymto spésobom odvodi sam.
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4. RIESENIE SUSTAVY A ROVNICE

Pod'me teraz riegit ststavu

Tk+1 = axg + by,

Yk+1 = cx +dyr, k=0,1,2/3,... &)
bez pouzitia matic. VyrieSime ju napriklad tak, ze z prvej rovnice vyjadrime y
a dosadime do druhej. To sa d4 za predpokladu, Ze b # 0. Pripad, ked b = 0, je
rozobraty v casti|l.1

Predpoklad 4.1: b # 0

Dostaneme
Lb—al“k:yk, k=0,1,2,3,...
w:ykﬂ’ k=0,1,2,3,...
mQ—ibmmm:Cl‘k-i-dM’ k=0,1,2,3,...
Thto — (@ + d)zpyr + (ad —be)rp =0, k=0,1,2,3,... o)

Dostali sme sa k diferen¢nej rovnici , kde uz je len jedna neznama, a vyskytuje

sa tam linedrna kombindcia troch po sebe idtcich ¢lenov tejto postupnosti.
Takéto rovnice maji (okrem trividlneho rieSenia z;, = 0) rieSenie v tvare xp =

A¥ kde X je nejaké redlne, pripadne komplexné ¢islo. Ze je to prave tento tvar, sa

vie. Kto to nevie, asi by sa chvilu potrapil, kym by na to prisiel. Ked' uz ale o tom

vieme, nie je fazké si to dosadenim overit a zistit, pre akd hodnotu A to vyjde.
Po dosadeni dostaneme

)\k+2_(a+d))\k+1+(ad_bc)>\k:07 k=0,1,2,3,...
N — (a4 d)X + (ad — be) = 0,

Ao =4+ \/(CLTM)2 —ad+be. (17

Ze to vysli rovnaké ¢isla, ako s vlastné &fsla matice stistavy , nie je ziadna
nahoda.

Riesenim rovnice je teda postupnost {/\’f}:io, aj postupnost {)\’2“};0:0 a aj
kazd4 postupnost {u)\]f + v)\lg}:io, kde u, v st Iubovolné komplexné &isla. O tom
sa d4 lahko presvedéit dosadenim. (V pripade, ze vyjde A\; = Ag, st este dalsie
tvary rieseni, ale tie si zatial nebudeme vsimat.) Vieme, ze ¢isla A1 2 nemusia vyjst
vzdy redlne, a takisto aj éisla u, v neobmedzime len na redlne. Daji sa zvolit tak,
aby vSetky ¢leny postupnosti {xk};’;o uz redlne boli. Ukdzeme si to na naSom
konkrétnom priklade.

Priklad 5. Majme znova postupnost {qi}r-, = prikladu

\/§+qk

dk+1 = —= k:07172337"'
* 1—V3q
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tedaa=1,b=—-v3,c=+3,d=1. Takéead—bc:zl,%d:l,)\m:lii\/g
a dostaneme tvar riesenia

k k Kk k
me=u(141v3) +0(1-1v3) =u2t ($+i2) +v2" (3 -1 )

 Er _ikr . .
=u2kel 3 4u2Fe 13 =4 2F (cos%ﬂ—i-lsm%”)—I—UQk (cos%”—lsm%“).

>

A z toho vidno, Ze pre u = *5*

zy, = 2% (@cos B + psin E7) | (18)

av= % dostaneme riesenie

ktoré uz je redlne.

Ked vieme tvar riegenia rovnice (16)), moZeme uZ z toho uréitf aj riegenie rov-
nice , qr- To ziskame zo vzfahu ko
P a o _uAT ot k=0,1,2,3 19
T T e b b abeAl 5 P OhZSe (19)
Uz to je takmer ten hladany tvar rieSenia, ale eSte tam v tom vyjadreni sd é&isla
u, v namiesto qg. Mohlo by to sice vyzerat, Ze ich konkrétna hodnota nds nemusf
zaujimat, lebo to, & je postupnost periodickd, by uz z tohto malo byt vidno, ale
my sme zatial len zistili, Ze rieSenia rovnice mozu mat takyto tvar. Mali by sme
este overit, Ze nech zaéneme z akéhokolvek qq, d'alsie ¢leny uz bude tento vztah
popisovat pre nejaké konkrétne u, v.
Vztah medzi u, v a qo ziskame, ked za k dosadime v tomto vyjadreni nulu.
Potom mame

uA + VAo

b(u + v)
Vidime, ze pokial vztah plati pre nejakd dvojicu u, v, plati aj pre jej lubovolny
nenulovy nasobok. Mézeme teda zvolif «, v napriklad také, Ze u +v = 1. Potom z
rovnice dostaneme

a

Cudi (1 —-u)he  a
qo = b b ’
a+bgo — A2 = u(A1 — Aa). (21)
A tu vidime, Ze modze nastat problém. Pokial by A\; = Ay, potom by to platilo len
pre jedno konkrétne gy = %. Najskor dokoncime tvahy pre pripad A\ # As.

Predpoklad 4.2: A\; # Ao

Vtedy z rovnice a z toho, ze u + v = 1 vypocitame
:a+bqo—>\2 v:a—i—bqo—)\l
A=Ay Ay = A1
¢o uz staéi dosadit do vzfahu a dostaneme vysledny tvar rieSenia.

Zostava este urcit podmienky pre go. Vo vztahu mus{ byt menovatel ne-
nulovy pre kazdé k. Dostaneme

buly + bus # 0,



VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ MATEMATICKEJ OLYMPIADY 79

(a+bgo — A2)AY # (a+bgo — M)AS, k=0,1,2,3,...
(a+bq0)(A]1€_)‘12€)7&)\2)\’]?_)‘1)‘57 k:O7152737"'
Zhriime nase doterajsie zistenia opif do tvrdenia.

Tvrdenie 4. Uvazujme rekurentny vztah
c+ dqi
a+bgx’

dk+1 = k:071a2737"' "

aoznaéme)\l,gz%d:t\/(%d)z—ad—l—bc. Akb#0a X # X a

(a+0bgo)(NF — A5) # XAV — M AE, k=0,1,2,3,..., (22)
potom vztah definuje nekoneéni postupnost {q},—o. ktorej cleny sa daji
zapisal v tvare
(a4bgo = MM = (a+bgo — AT @

b(a+bq0—/\2)/\’f —b(a—!—bqo—)\l))\’g b’
Teraz zistime, kedy je naSa postupnost periodickd. Predpokladajme, Ze pre

nejaké k = n > 1 plati o = ¢, a dosadme to do vztahu . ijravami do-
staneme

q = k=1,2,3,... (23

~ (atbgo — M)A = (a+bgo — M)A a
O Tpa+bgo — M)\ —bla+bgo — AN b
(a+bgo — M)A — (a4 bgo — M\)AGT

(@a+bgo — A2)AT — (@ +bgo — A\)AY

a+bgo =

(a+bgo)(a+ bgo — A2) AT
—(a+bgo)(a+ bgo — M)A = (a+ bgo — )\Q)A’fH — (a+bgo — )\1))\3“,
0= ((l + bqO — )\1)(& + bqo — )\2)()\? — )\3)

Vidime, Ze postupnost je konstantnd, pokial a + bgyg = A1 alebo a + bgy = X2 a
periodické a st¢asne nekonstantnd je prave vtedy, ked

A = A0 pre nejaké n > 2. (24)

Tu vidno, pre¢o nam vysla v naSom priklade pomocou predchadzajiceho mati-
cového postupu len periéda 6, aj ked existuje aj periéda 3. V skuto¢nosti totiz
nemusi byt A} = A} = 1, stac¢i, aby bol ich podiel rovny jednej. Predpokladali sme,
7e A1 # Ag. TakZe aby platilo A} = \J, tak bud A\; = —\y alebo st to komplexné
cisla.

Ak je A1 = —)\g, ide o §pecialny pripad, ktory nastane, pokial azﬂ = 0.
Najmensia periéda je vtedy 2. Na tento typ Specidalneho pripadu sme natrafili
aj v prvej casti a je tam k tomu uvedeny priklad

Ak st Aq, A2 komplexné cisla, potom je z ich tvaru jasné, ze su komplexne
zdruzené a daji sa teda zapisat ako A\; o = r(cosg +ising) = reti®. Z toho
dostavame, ze

(M12)" =" e 1™ = " [cos(nyp) + isin(ngp)]
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A" -
<)\1> = 21" = cos(2ny) + isin(2ny).
2

Teda vidime, Ze postupnost bude mat vzdy aj poloviéni periédu z periédy, ktora,
vyjde z podmienky .

Este predtym, nez sa pozrieme na pripad, ked je A1 = )2, zamyslime sa nad
tym, ako je mozné, ze nam tvar rieSenia vysiel tak nepekne, ked’ v konkrétnom
priklade [I] vysiel tvar riesenia

ar = tg (arctg(qo) + k%), k=0,1,2,3,...
a aj v inych pripadoch oc¢akivame, ze to bude posunuty tangens?

Ukézeme si, ako sa k tomu tvaru s tangensom d4 dostat, na nasom konkrétnom
priklade.

Priklad 6 (Pokracovanie prikladu [f). Uz sme zistili v priklade [5, Ze riesenie
rovnice je v tomto pripade moiné napisat ako

xy = 2F (ﬂcos%”Jr’Dsin%”), (118)
a toto mézeme dosadit do . Dostaneme
ok+1 (11 cos UH'TD” + ¥sin UH'TD”)
e = —+/3 2k (ﬂcos%”—i—f)sin%”) +%
2 (&cos%”cos% —ﬂsin%’rsing —i—ﬁsin%’rcosg + Usin § cos %’T)
—V/3 (i cos %’T + ¥sin %’T)

+
Sl

V3 — i/3tg Ex
_ 3 _ f 55 k=0,1,2,3,...
—V3(a+0tg &)
Teraz urcéime ¢isla u,v tak, aby sme pre k = 0 dostali qo.
3 =D
q = — = -,
0 —\/31 U
takze mézeme poloZit @ = 1,0 = —qo. Vrdtime sa k vijrazu pre q, a dosadime to
tam. Dostaneme

QOﬂLtg%7r
qr = ————— =tg (arctg(qo) + k%), k=1,2,3,...
1—(Iotg'%7r ( 3>

Podobne by sa tento tvar dal odvodit aj vSeobecne. Nebudeme si to tu uz
ukazovat, postup by bol analogicky a vysledok uz poznidme.

4.1. Pripad A1 = A\s

Teraz zostava vysetrit moznost, ked A\; = \o. Ako budd potom vyzeraf rieSenia
rovnice (I)? Uréite nebudd moct mat tvar (19), jedine ak by go = 22-%. Zo
vztahu dostaneme, ze ak A\; = Ag, potom je

ad — bc = (%)2 > 0.
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Ak by nastala rovnost, ad — bc = 0 a z toho (stdle mame aj predpoklad, Ze
b # 0) dostdvame, ze ide o konstantnt postupnost, vid (7).

Dalej ak je ad — bc > 0, mozeme predpokladat, Ze ad — bc = 1. Inak by sme
rovnicu (1) upravili ako v (14)). Sta&f teda uz len vysetrit pripad, ked je ad—bc = 1
a a+ d = £2. Rovnica (16]) vtedy bude

Tpto 2Tk +2, =0, k=0,1,2,3,...
Rozoberme postupne obe moznosti. V prvom pripade po Uprave mame rovnicu
Thto — Tkl = Th41 — Ty, k=0,1,2,3,...
¢ize rozdiel dvoch po sebe idicich €lenov je konstantny a teda vzfah pre k-ty clen
je
xp =x0+k(z1 —2x0), k=1,2,3,...

Potom
_ T a_wot+(k+1)(z1—x0) a
W= bar b blzo+ k(zy —x0) b
_ 1—
- ki % k=0,1,2,3,...

b(xo + k(x1 — ) b

Z toho uz vidime, Ze tdto postupnost je periodicks jedine ak z1 = xo a vtedy je
kon§tantna, gy = qx = 177‘1.

V druhom pripade po tprave mame rovnicu
Tpyo + Thp1 = —(Tpg1 + ), £=0,1,2,3,...

z ¢oho je mozné odvodit (alebo odhadntt a overit dosadenim) vztah pre k-ty ¢len,
ktory je
zp = (—1)F(zo — k(zo + 21)), k=1,2,3,...

Potom
DM o — (k+ (o + 1) a
= TN (@ — k(wo + @) b
To + X1 1+a
= — , k=1,2,3,...
b(xo — k(zg + x1)) b
Z toho uz vidime, Ze tato postupnost je periodickd jedine ak x1 = —zg a vtedy je

—1l—a
b

kon§tantna, gy = qx =

4.2. Zhrnutie

Teraz vyhodnotime, ¢i je podmienka spolu s podmienkou nutna a posta-
¢ujica na to, aby nasa postupnost bola periodick4 v pripade, Ze je nekonstantna.
Za predpokladu 4.1 a 4.2 sme to uz ukazali.

Ak nie je splneny predpoklad 4.1, teda b = 0, potom je postupnost periodickd
jedine vtedy, ked' je sti¢asne konstantna, okrem $pecialneho pripadu, ked a+d = 0.
V tomto pripade je ale A1 o = +a, takze A\? = A3 a podmienka je splnena pre
n=2.
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Ak nie je splneny predpoklad 4.2, teda A\; = \g, je postupnost periodické jedine
vtedy, ked je sicasne konstantnd.

Naopak, ak sd splnené podmienky ,, potom je splneny aj predpoklad
4.2. A ¢o sa tyka predpokladu 4.1, ak b = 0, potom A\; = a a Ay = d, takze
podmienka ndm d4 a = —d a postupnost teda je periodicki.

Teraz si to opit celé zhrnieme do tvrdenia.

Tvrdenie 5. Uvazujme rekurentny vztah

c+ dqy
a+bg’

r+1 = k=0,1,2,3,... ()

a predpokladajme, Ze qy je také, Ze tento vztah nedefinuje konstantni postupnost.
Potom tento vztah definuje periodicki postupnost s periddou n prdve vtedy, ked

n __\n
1_>‘2

(a+bgo)(Af = A5) # XAt = MiA5, k=1,2,3,...,n—1,

mehgza;ht¢0¢%2—ad+m.

5. ZAVER
Rovnicu
¢+ dgy,
dk+1 = a ) k:O717273a"' "
a + by,

sme postupne riesili troma pristupmi. Prvy postup bol najmenej teoreticky, ale
bolo tam nutné podla konkrétneho prikladu dopredu odhadnif tvar riesenia a
nevyhli sme sa tam ani praci s komplexnymi ¢islami.

V druhom postupe sa vyuzivala tedéria matic. Kto ju poznd, pravdepodobne by
tymto sposobom rychle dosiel k spravnemu vysledku.

V trefom postupe sme riesili diferenéné rovnice, u ktorych sa dalo aj bez znalosti
ich tedrie nejak dopracovat k rieseniam, ale ak niekto teériu pozn4, m4 aj tu dost
velki vyhodu. Tymto postupom sme to dotiahli aZz do konca a rozobrali vietky
moznosti, ale vysledny vSeobecny tvar rieSenia bol dost neprehladny a vystupovali
v flom komplexné &fsla. Jeho d'alsie ipravy by boli este moZné, ale uz sme sa nimi
nezaoberali.

Vo vsetkych postupoch sme sa réznymi sposobmi dopracovali k vetveniu — raz
to bolo delenie nenulovym vyrazom, raz to boli rozne alebo rovnaké vlastné ¢isla
matice, raz nenulovy alebo nulovy diskriminant, vzdy ale ilo o t1 isti podmienku
pre koeficienty a, b, ¢, d:

ad —be # (252)* alebo ad — be = (%54)?.

Ukézalo sa, Ze periodické nekonstantné rieenie moézeme dostat len v prvom pripade
a zistili sme, ze vtedy sa v explicitnom tvare rieSenia objavuju goniometrické funk-
cie. Tento explicitny tvar rieSenia je uvedeny v Tvrdeni || a jeho zapis pomocou
vlastnych &fsiel je v Tvrdeni |4l V pripade, Ze ide o nekonstantni postupnost, sme
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odvodili nutné a postacujicu podmienka na to, aby tato postupnost bola perio-
dicka. Je uvedend v Tvrdem’a v inom tvare aj v Tvrdeni Ci je to urcite t4 ist4
podmienka, len inak zapisand, uz nech si kazdy premysli sdm. Postacujica podmi-
enka je uvedend aj v Tvrdeni|3] Vo vsetkych troch pripadoch vidno, ze dolezita je

hodnota
a+d

2v/ad — be’
Je zrejmé, Zze namiesto koeficientov a, b, ¢, d mozeme uvazovat ich Tubovolné
nenulové nasobky a dostaneme td istd postupnost. Z naSich dvah vyplynulo, Ze
by bolo vyhodné uvazovat také koeficienty, pre ktoré plati ad — bc = 1. To je

mozné dosiahnuf dpravou uvedenou v , pokial pre povodné koeficienty plati
ad — be # 0.
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