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JAKOBCZYKOVA HYPOTEZA O FERMATOVYCH CISLECH

JIRT KLASKA
Vénovdno profesoru Michalu Krizkovi

ABSTRAKT. Clének je volnym pokracovanim piedchozi autorovy studie [15], kterd
byla vénovédna hypotéze polského matematika Franciszka Jakébczyka (1905-1992)
o Mersennovych ¢islech. Neméné zajimava je Jakdbczykova hypotéza o Fermatovych
c¢islech, ktera tvrdi, ze kazdé Fermatovo ¢islo je bud prvocislo, nebo je sou¢inem
riznych prvocisel. Hypotéza byla poprvé publikovana v roce 1951 a jeji diikaz nebyl
do dnesni doby nalezen.

1. FERMATOVA CISLA

Fermatova ¢isla jsou prirozena c¢isla tvaru
F, =2%" 41, kde n € NU {0}. (1.1)

Na zékladé definice (1.1) muzeme snadno uré¢it hodnoty prvnich péti Fermatovych
Cisel:
Fo=3, Fy =5, Fy =17, F3 =257, F, = 65537. (1.2)
Cisla F,, poprvé podrobné studoval francouzsky matematik Pierre de Fermat
(1601-1665) v souvislosti s otdzkou, kterd z ¢isel tvaru 2™ + 1, m € N U {0},
mohou byt prvocisla. Tento problém byl pfirozenym rozsitenim Fermatovych tivah
o prvociselnosti Mersennovych &isel, to je ¢isel M, = 2™ — 1, kde m € NU {0}.
Pripomenme, ze pro Mersennova ¢isla plati nasledujici zajimava implikace:
Je-li 2™ — 1 prvocislo, pak m je prvocislo. (1.3)
Opa¢né implikace k implikaci (1.3) ale neplat{, protoZe naptiklad 2! — 1 = 23 -
89. Ve skutec¢nosti je do roku 2023 znadmo pouze 51 Mersennovych prvocisel a
dalsf se intenzivné hledaji [13]. Vice podrobnosti o Mersennovych ¢islech 1ze nalézt
v knihéch [7] a [20] nebo téZ v autorové ¢lanku [15].
Pro ¢isla 2™ + 1 plati nasledujici tvrzeni:
Je-li 2™ 4+ 1 prvocislo a m > 1, pak m = 2" pro néjaké n € N. (1.4)

Je zfejmé, Ze pravé objev implikace (1.4) vedl Fermata ke studiu éisel (1.1), kterd
dnes nazyvame jeho jménem. Dalsi ¢asti pribéhu Fermatovych ¢isel bylo zjisténi, ze
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v8echna ¢isla uvedend v seznamu (1.2) jsou prvocisla. To vedlo Fermata k formulaci
Hypotézy 1.1.

Hypotéza 1.1 (Fermat, 1640). KaZdé Fermatovo cislo F,, = 22" 41 je prvo-
cislo.

I kdyz byl Fermat o spravnosti Hypotézy 1.1 zcela presvédcen, jeji dukaz ne-
predlozil. Naznacoval vSak, ze Hypotézu 1.1 bude mozné dokazat metodou neko-
nec¢ného sestupu [8, str. 375]. Na zdkladé dochované korespondence se rovnéz zd4,
ze dalsi vyznamny francouzsky matematik Bernard Frénicle de Bessy (1604-1674)
s Fermatovym tvrzenim souhlasil. Historické podrobnosti o korespondenci mezi
Fermatem a Fréniclem z roku 1640 lze nalézt v Fletcherové élanku [11]. Navic Ma-
rin Mersenne (1588-1648) v knize Novarum Physico-Matematicarum z roku 1647
uvedl, ze kazdé Fermatovo ¢islo je prvocislo. Uvedené skutecnosti byly pri¢inou,
ze Hypotéza 1.1 byla povazovana za dokazané tvrzeni a témér sto nasledujicich
let se problémem nikdo nezabyval. Teprve v roce 1732 Svycarsky matematik Le-
onhard Euler (1707-1783) pomoci protiprikladu dokazal, Ze tvrzeni Hypotézy 1.1
neni pravdivé. Euler nalezl rozklad ¢isla

Fs = 4294967297 = 641 - 6700417.

Tento objev ozivil zajem matematikl o studium Fermatovych cisel a jejich vlast-
nosti. Eulerovym objevem také vznikla nova otazka, totiz zda Fermatovych prvo-
¢isel je konecné nebo nekonec¢né mnoho.

Mezi nejkrasnéjsi doposud dokazand tvrzeni o Fermatovych ¢islech patii véta,
kterou dokézal Svycarsky matematik Christian Goldbach (1690-1764) a kterou
dnes nazyvame Goldbachova véta.

Véta 1.2 (Goldbach, 1730). Zddnd dvé riznd Fermatova ¢isla nejsou délitelnd

v

stejngm prvocislem (tj. nemaji spolecného délitele vétstho nez jedna).

Snadnym dusledkem Goldbachovy véty je fundamentalni matematické tvrzeni,
totiz ze mnozina vSech prvocisel je nekonec¢na. Dalsi krasné a zcela mimoradné
tvrzeni objevil a dokézal némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
Toto tvrzeni necekanym zpiisobem propojilo problematiku Fermatovych prvocisel
s geometrii.

Véta 1.3 (Gauss, 1796). Pravidelny mnohothelnik je eukleidovsky konstruova-
telng (tj. pouze pomoci pravitka a kruzitka) prdavé tehdy, kdyz pocet jeho vrcholi je
roven éislu n = 2" - py---ps, kden € N, n >3, r,s € NU{0} a p1,...,ps jsou
navzdjem riuznd Fermatova prvocisla.

Protoze doposud nevime, zda seznam (1.2) obsahuje vSechna Fermatova prvoéis-
la, nevime ani kolik existuje pravidelnych mnohotihelniki, které lze eukleidovsky
zkonstruovat. Na zdkladé Gaussovy véty ale vime, ze existuje aspon 31 pravi-
delnych mnohothelniki s lichym poctem vrcholti, které lze zkonstruovat pomoci
pravitka a kruzitka.

V roce 1854 nalezl dansky matematik Thomas Clausen (1801-1885) rozklad
¢isla

Fg = 18446744073709551617 = 274177 - 67280421310721.
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Clausen o svém vysledku informoval Gausse v korespondenci ze dne 1. ledna 1855,
tedy kratce pred Gaussovou smrti. Gauss zemrel 23. inora 1885. Clausenuv dule-
zity objev nebyl nikdy publikovan, az v roce 1964 Kurtem Reinhardem Bierman-
nem v historické studii [1, str. 185]. Tato skuteénost vysvétluje, pro¢ jako objevitel
rozkladu &isla Fyg je ve vétsiné ¢lanka [4, str. 431], [6, str. 175] i knih [7, str. 172], [8,
str. 377] uvddén francouzsky matematik Fortuné Landry (1799-1895), ktery roz-
klad nalezl v roce 1880 a publikoval v Comptes rendus [21]. Analyzou Landryho
vysledku se podrobné vénoval H. C. Williams v ¢lanku [39]. Mezi literarni zdroje,
které uvadi informaci o prvnim objeviteli rozkladu Fermatova ¢isla Fg spravné, jsou
napiiklad velmi obsazné a kvalitni knihy [20, 32]. To, Ze se informace o Bierman-
nové ¢lanku sifi matematickou komunitou jen pomalu, svédéi poznamka v knize
Paula Ribenboima [32, str. 85] z roku 1996, kde sdéluje, Ze na Biermannovu studii
ho upozornil jeho kolega A. Hinz.

Dulezitou vétu, ktera popisuje tvar prvociselnych déliteli Fermatovych ¢isel pu-
blikoval v roce 1878 [24] francouzsky matematik Frangois Edouard Anatole Lucas
(1842-1891).

Véta 1.4 (Lucas, 1878). Necht m € N, m > 1 a nechl p je libovolné prvocislo
takové, Zep | Fy,. Pakp =1 (mod 2™+2). To znamend, Ze p je tvarup = k-2"+1,
kde k,n e N an>m+ 2.

V roce 1903 Alfred Edward Western [6] ispésné pouzil Lucasovu vétu k nalezeni
prvociselnych déliteli nékolika Fermatovych cisel:

37-210 41| Fy, 397216 4+ 1| Fip, 7-139-2'0 £ 1| Fip, 13-22° 41| Fis. (1.5)

Do druhé svétové valky pak bylo nalezeno nékolik dalsich délitelti Fermatovych
Cisel, ale zadny vyrazny pokrok ve studiu problematiky Fermatovych ¢isel nenastal.
S nastupem pocitaci bylo logické ocekévat, ze nové vypocetni moznosti prinesou
nové vysledky a dalsi kompletni rozklady Fermatovych ¢isel. To nastalo az v roce
1970, kdy Michael A. Morrison a John Brillhart [26] objevili rozklad Fermatova
¢isla F:

F7 = 59649589127497217 - 5704689200685129054721.

Pro dalsi vyklad bude vhodné zavést, v souladu s oznacenim [4, str. 429], na-
sledujici konvenci. Pro dané n € N necht P, oznacuje prvocislo majici v dekadické
soustavé pravé n cifer a a C), necht oznacuje slozené prirozené ¢islo majici pravé n
cifer. Bude-li v dalsim textu tfeba rozlisit dvé rizné prvocisla se stejnym poctem
cifer, pouzijeme u jednoho z ¢isel jako horni index symbol hvézdicka. Zavedenou
konvenci pouzijeme jiz pti formulaci nésledujiciho objevu. V roce 1980 nalezli Ri-
chard P. Brent a John M. Pollard [3] kompletni rozklad Fermatova ¢&isla Fy:

Fy = 1238926361552897 - Pgo,
kde

Pso = 93461639715357977769163558199606896585051237541638188580280321.
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V roce 1990 A. K. Lestra, H. W. Lestra, M. S. Manasse a J. M. Pollard [23]
za asistence mnoha spolupracovniki a vyuziti priblizné riznych 700 pracovist do-
kon¢ili rozklad Fermatova ¢isla Fy:

Fy = 2424833 - 7455602825647884208337395736200454918783366342657 - Pyg,
kde

Pyg =74164006262753080152478714190193747405994078109751
9023905821316144415759504705008092818711693940737.

Pfipomenme, ze faktor 2424833 = 37 - 216 4 1 objevil jiz Western v roce 1903, viz
(1.5).
V roce 1995 nalezl Richard P. Brand [4] kompletni rozklad ¢éisla Fyg:

Fy = 45592577 6487031809 - 4659775785220018543264560743076778192897 - Py5o,
kde

Posy =130439874405488189727484768796509903946608530841611892186895295
776832416251471863574140227977573104895898783928842923844831149
032913798729088601617946094119449010595906710130531906171018354
491609619193912488538116080712299672322806217820753127014424577.

Pro tplnost poznamenejme, ze faktor 45592577 objevil jiz v roce 1953 Selfridge
a faktor 6487031809 nalezl Brillhart v roce 1962.

Je jisté pozoruhodné, ze rozklad Fermatova ¢isla Fy; byl znam drive nez kom-
pletni rozklady ¢isel Fy a Fyo. Rozklad ¢isla F; byl nalezen jiz v roce 1988 a ma
tvar

Fy1 = 319489 - 974849 - 167988556341760475137 - 3560841906445833920513 - Psga.

Faktory 319489 a 974849 cisla Fy; objevil jiz v roce 1899 Cunningham [6, str.
175]. Hlavni, zbyvajici ¢ast rozkladu ¢éisla Fy; nalezl Richard P. Brand [2]. Pfesnou
hodnotu velkého prvoéisla Psgq muze ¢tendf nalézt napiiklad v knize [20, str. 209].

Kompletni rozklad ¢isla Fo a ani zadného dalsiho Fermatova ¢isla neni do roku
2023 znam. Césteény rozklad ¢isla Fio ma tvar

Fio =114689 - 26017793 - 63766529 - 190274191361 - 1256132134125569-
568630647535356955169033410940867804839360742060818433 - C1133.
Faktor 114689 objevili v roce 1877 Lucas a Pervouchine, faktory 26017793 a
63766529 nalezl v roce 1903 Western, faktor 190274191361 objevili v roce 1974
Hallyburton a Brillhart a faktor 1256132134125569 nalezl v roce 1986 Baillie. Po-

sledni pokrok v rozkladu ¢isla Fis nastal v roce 2010, kdy Michael Vang objevil
faktor

P54 = 568630647535356955169033410940867804839360742060818433.

Problém urcit vsechny prvociselné délitele slozeného ¢isla Cy133 je jednou z velkych
vyzev pred kterymi vyzkumnici Fermatovych ¢isel v soucasné dobé stoji. Pokud je
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¢islo C1133 rovno soucinu dvou priblizné stejné velkych prvocisel, pak miize nale-
zeni jeho rozkladu trvat jesté velmi dlouhou dobu. Na druhé strané nelze vyloucit,
ze pokrok v konstrukei kvantovych pocitacit spolu s objevy novych postupua fak-
torizace prirozenych ¢isel umozni rozlozit toto ¢islo mnohem rychleji, nez si dnes
dokazeme predstavit. Sledovat dalsi vyvoj faktorizace ¢isla C1133 mize byt proto
velmi zajimavé a pouc¢né. Aktudlni informace o nové nalezenych délitelich Fer-
matovych ¢isel F), je mozné sledovat napiiklad na internetové strance Distributed
Search for Fermat Number Divisors [9] nebo na strdnce Prime factors k- 2" + 1
of Fermat numbers F,, and complete factoring status [29]. Internetové stranky [9]
a [29] nejsou jedinymi strankami, které se Fermatovymi ¢isly zabyvaji. Seznam
dalsich stranek lze nalézt v [20, str. 243].

Védomosti dosazené o prvociselnych rozkladech Fermatovych ¢isel Fy, - -+, Fio
za 383 let jejich vyzkumu (1640-2023) lze shrnout do nédsledujictho chronologického
prehledu.

Fs=Ps- Py, (1732)

Fs = Ps - Py, (1854)

F; = Py - Py, (1970)

Fg = Pig - Pso, (1980)

Fo = P7 - Pyg - Py, (1990) (16)
Fio=Fs - Pio- Pao - Paso, (1995)
Fi1=Ps-P{ - Pay - Pay - Psgu, (1988)

Fig =PFs- Pg- P - Pia- Pig - Py - Crazs. (2023)

Pripomenme také, ze jiz v roce 1925 byl zahdjen obecnéji zaméfeny projekt,
ktery se zabyva prvociselnymi rozklady ¢isel tvaru b™ + 1, kterd se nazyvaji Cun-
ninghamova ¢isla. Tento nazev byl zaveden na pocest Allana J. C. Cunninghama
(1842-1928), ktery spolu s Herbertem J. Woodallem tento projekt zalozili. Vysled-
kem jejich snazeni je, ze v dnesni dobé existuji jiz tTi tiSténé verze tabulek rozklada
¢isel O™ + 1, z nichz nejnovéjsi je z roku 2002. Nejvétsi piinos projektt [9, 13, 29]
a jim podobnym, spoc¢iva ve vytvareni novych efektivnich metod pro testovani pr-
vociselnosti a pro hledani kompletnich prvociselnych rozkladu prirozenych cisel.
Tyto metody maji v dnesni dobé velky strategicky vyznam.

Konec¢né je vhodné pripomenout, ze o problematice Fermatovych ¢isel byly na-
psany stovky publikaci. Ctenare lze odkézat napiiklad na patnictou kapitolu prv-

niho svazku zndmé Dicksonovy Historie teorie ¢isel [3], ve které jsou shrnuty nej-
dulezitéjsi objevy o Fermatovych ¢islech do roku 1919. Déle pak na knihy [7, 20],
nebo na ¢lanky nasich autortt Eduarda Fuchse [12, str. 70-74], Michala Kiizka

[18, 19], Karla Lepky [22, str. 148] a Stefana Porubského [28].
2. JAKOBCZYKOVA HYPOTEZA
V roce 1951 publikoval polsky knéz a matematik Franciszek Jakébezyk (1905—

1992) dva zajimavé a obt{Zné problémy tykajici Fermatovych a Mersennovych ¢isel.
Puvodni formulace hypotéz byla uverejnéna ve francouzsting [14, str. 127]:
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Hypothése. Les nombres de Fermat et de Mersenne sont des nombres impairs
du type n =p1 -pa---pr ot k > 1.

O Jakodbcezykoveé hypotéze, kterd se tykda Mersennovych ¢isel se zminuje zndmy
polsky matematik Waclaw Sierpinski (1882-1969) v knize Co wiemy a czego nie
wiemy o liczbach pierwszych [33, str. 70], kterd byla publikovana ve Varsavé v roce
1961. Tuto hypotézu lze rovnéz nalézt v Sierpiniského knize A Selection of Problems
in the Theory of Numbers [34, str. 92], kterd vysla v New Yorku v roce 1964. Ve
skuteénosti druhd ¢ast knihy [34, str. 25-97] obsahuje anglicky preklad polského
origindlu [33]. Je zajimavé, Ze Sierpiniski do svych knih nezatfadil také formulaci
Jakébezykovy hypotézy o Fermatovych cislech. Tato skutecnost je mozna jednou
z pric¢in, pro¢ dodnes neni Jakdébcezykovo jméno v souvislosti s jeho hypotézou
o Fermatovych ¢islech uvadéno. Podrobnosti o zivoté a dile Franciszka Jakébczyka
mize Ctendf nalézt v ¢ldnku [27].

Pripomenme, ze Jakébezykové hypotéze tykajici se pripadu Mersennovych ¢isel
je vénovéna samostatnd prehledovd studie [15]. V souvislosti s Mersennovymi ¢isly
je také vhodné upozornit na dvé neddvné autorovy publikace [16] a [17]. Clanek [10]
je vénovan alternativnimu dikazu hlavni Skulovy véty prezentované v [35]. Viz téz
[15, str. 55]. V [17] je pak Skulova véta zobecnéna pro ptfipad Cunninghamovych
Cisel b™ £ 1.

Zamérme nyni pozornost na Jakébezykovu hypotézu o Fermatovych cislech.

Hypotéza 2.1 (Jakébezyk, 1951). Kazdé Fermatovo cislo F,, = 22" 41 je bud
prvocislo nebo je soucinem ruznych prvocisel.

Je zrejmé, Zze Hypotézu 2.1 1ze formulovat nasledujicim ekvivalentnim zptisobem:
Zadné Fermatovo cislo neni délitelné druhou mocninou prvocisla.

I kdyz se Hypotéza 2.1 objevuje ve zndmych knihdch [7, str. 192], [20, str. 160] a [32,
str. 88], z nichz [7] a [20] jsou specidlné vénovany Fermatovym ¢islim, neobsahuji
tyto publikace zadné informace o jejim autoru, ani o dobé jejiho vzniku.

Pro formulaci hlavnich vysledkt dosazenych o Hypotéze 2.1 bude vhodné pfi-
pomenout nékteré zakladn{ definice. Necht a, m € N, m > 2 a necht ged(a, m) = 1.

Pak ¢islo
a®(m) _ 1

qm(a) = T (2.1)

se nazyva Bulertiv kvocient ¢isla m se zakladem a. Cislo ¢(m) vyskytujici se v de-
finiénim vztahu (2.1) je rovno poctu vech k € N, kde 1 < k < m, kterd jsou
nesoudélnd s m. Funkce ¢ se nazyvd Eulerova funkce. Podle Eulerovy véty (viz
napifklad [7, str. 14], [20, str. 20]) plati, Ze a®(™ =1 (mod m). Odtud plyne, Ze
gm(a) je celé ¢islo. Je-li m prvocislo, pak ¢(m) = m —1 a kvocient (2.1) se nazyva
Fermattv kvocient. Podrobnéjsi informace muze ¢tendf nalézt v [15, str. 51-52].
Déle, nejmensi ¢islo k € N takové, ze a® = 1 (mod m) se nazyva multiplikativni
fad ¢isla a modulo m a oznacuje se ord,,(a). Zakladni vlastnosti multiplikativniho
fadu lze nalézt naptiklad v [7, str. 30] nebo v [17, str. 3-4].

V roce 1909 dokazal némecky matematik Arthur Wieferich (1884-1954) pozo-
ruhodné tvrzeni, tykajici se prvniho piipadu velké Fermatovy véty [38].
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Véta 2.2 (Wieferich, 1909). Necht p je liché prvocislo a necht x,y, z jsou celd
¢isla nedélitelnd p, vyhovujici rovnici P + yP = zP. Pak 2=t =1 (mod p?).

Na podest Wieferichova objevu jsou prvoéisla p spliiujici kongruenci 2P~ = 1
(mod p?) nazyvéina Wieferichova prvoéisla. Na zdkladé vyse uvedenych definic neni
obtizné dokazat, ze podminky (i)—(iii) jsou ekvivalentni:

(i) 227'=1 (mod p?),

(i) ¢p(2)=0 (mod p), (2.2)
(iii)  ordy2(2) = ordy(2).

Je jisté zajimavé, ze v roce 1909, kdy Arthur Wieferich svoje slavné tvrzeni dokazal,
nebylo zddné Wieferichovo prvocislo jesté znamo. Do dnesni doby byla objevena
pouze dvé prvodcisla spliiujici (2.2). Prvni, w; = 1093, objevil v roce 1913 Waldemar
Meissner [25] a druhé, we = 3511, objevil v roce 1922 Nicolas Beeger [5]. Podrobnd
historickd fakta tykajici se Wieferichovych prvocisel jsou uvedena v ¢ldnku [15,
str. 52-54]. P¥ipometime, Ze neddvny projekt PrimeGrid [30] zaméFeny na hleddni
Wieferichovych prvocisel prokazal, ze treti Wieferichovo prvocislo, pokud existuje,
musi byt vétsi nez

264 — 18446744073709551616 = 1,8 - 10%°. (2.3)

Projekt PrimeGrid byl ukoncen v prosinci 2022. Tedy ani po sto letech od Be-
egerova objevu nebylo pres velkou snahu mnoha matematiki dalsi Wieferichovo
prvocislo nalezeno. Sam Beeger v roce 1939 vyslovil domnénku, ze zadné dalsi
Wieferichovo prvodislo jiz neexistuje.

Prvni dulezité tvrzeni, které propojilo Jakébczykovu hypotézu o Fermatovych
¢islech s Wieferichovymi prvocisly dokédzali v roce 1967 Le Roy J. Warren a Henry
G. Bray [37].

Véta 2.3 (Warren, Bray, 1967). Nechtn € N, n > 1 a nechl p je libovolné liché
prvocislo. Jestlize p | F,,, pak

p—1

27 =1 (mod Fp,).
Z Véty 2.3 snadno plyne nésledujici dusledek.

Dusledek 2.4. Necht n € N, n > 1 a necht p je libovolné liché prvocislo.
Jestlize p? | F,,, pak p je Wieferichovo prvocislo, tj. 2P~ =1 (mod p?).

ProtoZe v ¢lanku [37] neni dukaz Dusledku 2.4 uveden, uvedeme dikaz nyni.

Diikaz. Pfedpokladejme, ze p? | F,. Pak p | F,, a podle Véty 2.3 plati 2(°—1)/2 =
1 (mod F,). To viak znamend, ze F, | (2?P~1/2 — 1)(2p=1/2 1. 1) = 2r=1 — 1.
Protoze relace délitelnosti | je tranzitivni, konjunkce podminek p? | F,, a F, |

2P=1 — 1 implikuje p? | 2P~! — 1. Tato relace ale podle ¢asti (i) vztahu (2.2)
znamenad, ze p je Wieferichovo prvocislo. O

V roce 1979 Paulo Ribenboim [31, str. 86-88] publikoval nésledujici dvé tvrzeni.
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Véta 2.5 (Ribenboim, 1979). Necht n € N, n > 2 a necht p je libovolné pr-
vocislo. Jestlize p* | F,, pak p = k-2" + 1, kde k,r € N, r > n + 2, k je liché
a

kp=t —1
qp(k) = — =1 (mod p).
Véta 2.6 (Ribenboim, 1979). Necht a,n € N, a > 2 a necht p je libovolné liché

prvocislo. Jestlize p | Fy ., = " +1a gp(a) =0 (mod p), pak p? | Fy .

Specidlné, je-li a = 2, pak Véta 2.6, spolecné s Casti (ii) vztahu (2.2), zarucuje
platnost néasledujici implikace:

Jestlize p | F, a 227 =1 (mod p?), pak p* | F,. (2.4)
Dusledek 2.4 spolu s implikaci (2.4) pak dokazuje platnost Véty 2.7.

Véta 2.7. Necht n € NU {0}, a > 2 a necht p je libovolné liché prvocislo.
Jestlize p | F,,, pak p* | F,, prdvé tehdy, kdyZ 2°~* =1 (mod p?).

Kompletn{ dikaz Véty 2.7 1ze nalézt v [20, str. 68]. Z divodu historické korekt-
nosti poznamenejme, Ze autorstvi implikace (2.4) nenf zcela zfejmé. Michal Ki{zek
v ¢lanku [18, str. 252] nepiimo uvadi jako autora Véty 2.7 Wilfrida Kellera a od-
kazuje zde ¢tendfe na nepublikovany Kellertiv rukopis. Také odkazy uvedené v |
str. 68] ptivod implikace (2.4) neobjastiuji. Kromé toho, Paulo Ribenboim v [31,
str. 87] uvadi, Ze jeho Véta 2.6 je preformulovdnim vysledki uvedenych v ¢lanku
[10], jehoz autorkou je Jeanne Ferentinou—Nicolacopoulou.

V souvislosti s Vétou 2.7 je rovnéz vhodné zminit, ze v roce 2023 autor tohoto
¢ldnku publikoval tvrzeni (viz [17, str. 19]), které zjednodusuje logickou strukturu
Véty 2.7 nasledujicim zplsobem:

Véta 2.8 (Klaska, 2023). Necht n € NU{0} a necht p je libovolné liché prvo-
¢islo. Pak p? | F,, prdvé tehdy, kdyZ p je Wieferichovo prvocislo a ord,(2) = 2"+1.

)

Neni obtizné ovérit, ze pro jedind dvé znama Wieferichova prvocisla plati
ordiggs(2) = ordyges2 (2) = 364 = 22 . 713,
ordss;1(2) = ordssiq2(2) = 1755 = 3% - 5 - 13.

Odtud a z (2.3) nyni plyne, Ze zddné Fermatovo ¢islo neni délitelné druhou
mocninou 7adného prvoéisla p, kde p < 1,8 - 10'?. Zkouméni &etnosti vyskytu
prvoéisel p spliiujicich podminku ord,(2) = 2* pro néjaké k € N vede rovnéz
k zajimavym zavértim. Napiiklad je zndmo, Ze pro p < 4,18 - 10'® existuje pouze
padesat prvocisel spliujicich podminku ord,(2) = 2% pro néjaké k € N. Seznam
téchto prvocisel je néasledujici:

3, 5, 17, 257, 641, 65537, 114689, 274177, 319489, 974849, 2424833, 6700417,
13631489, 26017793, 45592577, 63766529, 167772161, 825753601, 1214251009,
6487031809, 70525124609, 190274191361, 646730219521, 2710954639361,
2748779069441, 4485296422913, 6597069766657, 25409026523137,
25991531462657, 31065037602817, 46179488366593, 67280421310721,
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76861124116481, 151413703311361, 640126220763137, 1095981164658689,
1238926361552897, 1256132134125569, 2327042503868417, 2405286912458753,
2917004348489729, 59649589127497217, 204393464266227713,
231292694251438081, 1033434552359452673, 1529992420282859521,
2170072644496392193, 2663848877152141313, 3603109844542291969,
4179340454199820289.

Déle je mozné dokazat [20, str. 37], Ze prvocisla uvedend v tomto seznamu jsou
pravé ta prvocisla, ktera déli nékteré z Fermatovych cisel. Presnéji formulovano,
plati Véta 2.9.

Véta 2.9. Necht n € NU{0} a necht p je libovolné liché prvocislo. Pak p | F,
pravé tehdy, kdyz ord,(2) = 27+,

Vice informaci o posloupnosti prvociselnych délitel Fermatovych ¢isel 1ze nalézt
na webové strénce The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [36, A023394]
a také v knize [20, str. 37].

Clanek zakonéime formulaci Problému 2.10, ktery byl inspirovan piehledem
zndmych rozkladi Fermatovych ¢isel uvedenych v (1.6), viz [20, str. 159] a [18,
str. 249].

Problém 2.10 (Kfizek, 1995). Dokazte nebo vyvratte ndsledujict turzend. Necht
0(F,) oznacuje pocet vSech prvociselngch déliteli Fermatova cisla F,. Pak pro
kazdé n € NU{0} plati 6(F,) < 0(Fry1)-

Z prehledu (1.6) okamzité vidime, ze
(G(Fp))2y = (1,1,1,1,1,2,2,2,2,3,4,5,...).

Je zfejmé, Ze pokud je posloupnost (§(F,))52, neklesajici, pak seznam (1.2) ob-
sahuje vSechna Fermatova prvocisla. Specialni ¢ast Problému 2.10, ktera se tyka
vyskytu prvocisel v posloupnosti (F},)52, lze formulovat jako samostatnou hypo-
tézu, viz [20, str. 163].

Hypotéza 2.11 (Kiizek, 1995). §(F,,) = 1 prdvé tehdy, kdyz n < 4.

Na zékladé nasich soucasnych védomosti mtizeme predpokladat, ze feSeni pro-
blémi formulovanych Michalem Kiizkem a nalezeni dikazu Jakébezykovy hypo-
tézy bude velmi obtizné. Nelze ani vyloucit, ze feSeni téchto jednoduse formulova-
telnych problémi lezi zcela mimo hranice lidskych moznosti.
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