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HAUSDORFFOVA DIMENZE BLESKU

ALZBETA KOCENDOVA

ABSTRAKT. V tomto ¢ldnku je popsana teorie souvisejici s Hausdorffovou dimenzi.
Hausdorffova dimenze je vyuzivina k popisu miry c¢lenitosti fraktdlu. Mezi frak-
taly patii spousta prirodnich objekti a jevi. Jednim z takovych jeva je pravé
blesk, na ktery se tento ¢lanek zaméruje. Soucdsti ¢lanku je popis tvorby programu
v MATLABu na detekci blesku v obraze a nésledny vypocet Hausdorffovy dimenze
tohoto blesku.

Uvop

Tento clanek se zabyva matematickou teorii Hausdorffovy dimenze a naslednou
aplikaci této teorie na obrazky bleskt. Hausdorffova dimenze mé velky vyznam
ve fraktdlni geometrii. Udava miru ¢lenitosti jednotlivych fraktala. Mezi fraktély
nepatii jen uméle vytvorené, na pohled velmi zajimavé ttvary, ale i pfirodni ob-
jekty, ¢i jevy. Napiiklad blesk lze chapat také jako fraktal. Blesky jsou fascinuji-
cim a zaroven nebezpecnym prirodnim jevem, ktery se vyskytuje po celém svété.
Studium Hausdorffovy dimenze blesku miize pomoci porozumét jeho strukture a
vyvoji. Soucasti této prace je program v MATLABu na detekci blesku v obraze a
nasledny vypocet jeho Hausdorffovy dimenze.

1. TEORIE K HAUSDORFFOVE DIMENZI

V této kapitole si vysvétlime matematické pojmy, které jsou nezbytné k definovani
Hausdorffovy dimenze. Zaméiime se na metriky a metrické prostory, nasledné se
dostaneme k definicim Hausdorffovy miry a Hausdorffovy dimenze. Poté si vysvét-
lime pojem fraktal. Definice a véty, které se vyskytuji v této kapitole, jsou prevzaty

Z[7 y Yy Yy ]
1.1. Motivacni priklad

Predstavme si, ze mame tsecku, ¢tverec a krychli vytvorenou z néjaké hmoty.
U vsSech téchto Utvaru zmenseme rozmeéry na % puvodnich rozméru, viz obra-
zek 1.1. Podivejme se, kolik hmoty je potfeba na takto vzniklé utvary ve srovnani
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s puvodnimi dtvary. Na zmensenou usecku potrebujeme % mnozstvi hmoty pu-

vodni usecky, u ¢tverce je to % mnozstvi hmoty ptvodniho ¢tverce a u krychle %
mnozstvi hmoty ptvodni krychle. Relativni mnozstvi hmoty novych ttvara vyja-
dreme jako mocninu koeficientu zvétseni, ktery je v nasem ptipadé % Pro tisecku

ziskame % = (%)1, pro ¢tverec i = (%)2 a pro krychli % = (%

exponent je souhlasny s dimenzi itvaru. Usecka je jednorozmérny dtvar, ¢tverec
dvourozmérny a krychle trojrozmérna.

3 . « .
) . VSimnéme si, ze

Obrazek 1.1. Znazornéni zmenseni tsecky, ¢tverce a krychle

Stejny postup aplikujme na Sierpinského trojthelnik, ktery je na obrazku 1.2
vlevo. Tento trojthelnik se skldda ze ti{ trojihelniku o polovi¢nich rozmérech zob-

Obrazek 1.2. Sierpinského trojuhelnik

razenych na obrazku 1.2 vpravo. VSechny tfi mensi trojihelniky jsou v podstaté
stejné jako cely trojihelnik, pokud nebereme ohled na méritko. Tato vlastnost se
nazyva sobépodobnost. Vidime tedy, Ze zmenseni rozméru na % zpusobi zmenseni

potirebné hmoty na % a podle predchozich tvah hleddme takové k, pro které plati

(;)k - é (1.1)

ReSenim rovnice (1.1) ziskdme k, které md vyznam fraktdlni dimenze Sier-
pinského trojuhelniku. Tu uréime tpravami

k
1 1 1 1 In3
In <2> 71n§7 kh’li —h’lg, k= m 1,58496

Dimenze Sierpifiského trojihelniku nam vysla necelociselnd, coz je prave typicka
vlastnost fraktalu.
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1.2. Metricky prostor a metrika

Definice 1.1 (metrického prostoru a metriky). Necht M # () je libovolnd
mnozina a p: M x M — (0, 00) zobrazeni spliiujici pro vSechna z,y,z € M

(ml) p(z,y) =0 < x =y, (axiom totoznosti)
(m2) p(zy) = ply, 2), (axiom symetric)
(m3) p(z,y) < p(x, 2) + p(z,9). (trojihelnikovd nerovnost)

Potom zobrazeni p nazyvame metrika na M, dvojici (M, p) nazyvame metricky
prostor. Prvky mnoziny M se nazyvaji body metrického prostoru (M, p) a Cislo
p(x,y) se nazyva vzddlenost bodi x, y v prostoru (M, p).

Definice 1.2 (pruméru mnoziny). Necht (M, p) je metricky prostor a A C
M je neprazdnd mnozina. Je-li mnozina {p(z,y) : z,y € A} shora ohranic¢end,
definujeme primeér mnoziny A jako

d(A) := sup{p(z,y) : z,y € A}.
Jestlize mnozina {p(x,y) : x,y € A} neni shora ohranicend, tak klademe d(A) :=

0o. Mnozina A C M se nazyvd omezend, jestlize d(A) < oo.

Definice 1.3 (vzdalenosti dvou mnozin). Necht (M, p) je metricky prostor
a A, B C M jsou neprazdné mnoziny. Potom definujeme vzddlenost mnozin A a B
vztahem

p(A, B) :=inf{p(a,b) : a € A,b € B}.

Vzdélenost bodu x od mnoziny A definujeme jako

p(z, A) == p({z}, 4).

Definice 1.4 (d-pokryti mnoziny). Necht (M, p) je metricky prostor a A C M.
Konecny nebo spocetny systém mnozin U; C M takovy, ze d(U;) < ¢ pro kazdé i,
se nazyva 0-pokryti mnoZiny A, pokud plati A C |JU;.

i

Obrazek 1.3. §-pokryti dvourozmérné mnoziny

1.3. Mira

Definice 1.5 (o-algebry a méfitelného prostoru). Necht X je libovolnad ne-
prazdnad mnozina. Systém S jejich podmnozin se nazyva o-algebra, jestlize plati
(s1) X €5,
(s2) AeS= X\AeS,
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oo
(83) ApeS,neN= |J 4, €5;
n=t
tedy systém S je uzavieny vzhledem k operaci doplnku a operaci spoc¢etného sjed-
noceni. Dvojice (X, S) se nazyvad méritelny prostor.

Definice 1.6 (miry na o-algebte). Necht (X, S) je méfitelny prostor. Funkci
w: S — R nazveme mirou na méritelném prostoru (X, S), jestlize plati

(p1) u(0) =0,
(p2) u(A) >0 pro kazdou mnozinu A € S,

(p3) A, € S, n € N, jsou po dvou disjunktni mnoziny — u( U An> =

o0
2. 11(An).
n=1
Vlastnost (p3) z definice 1.6 se nazyva o-aditivita. Trojice (X, S, u) se nazyva
meéritelny prostor s mirou L.

Definice 1.7 (vnéjsi miry na mnoziné). Necht X je neprédzdnd mnozina. Funkce
w*: 2% — (0, 00) se nazyva vnéjsi mira na X, jestlize plati
(v1) p*(0) =0,
(v2) 4, BC X, AC B = p*(4) < u*(B),
(

v3) A, C X, neN= ,u*( U An) < ST pr(4y).
n=i n=1
Vlastnost (v3) z definice 1.7 se nazyva subaditivita vné&jsi miry, coz je slabsi

vlastnost nez o-aditivita miry. Na obrdzku 1.4 vidime zndzornéni vlastnosti (v2)
a (v3) z definice 1.7. Po vnéjsi mife nechceme zadné zvlastni vlastnosti. Leva ¢ast

X

Obrézek 1.4. Vlastnosti vnéjsi miry

obrazku znazornuje fakt, ze libovolna podmnozina mnoziny bude mit mensi miru
nez tato podmnozina. Na pravé Casti obrazku muzeme vidét, Ze sjednoceni mnozin
bude mit mensi miru nez soucet mér téchto mnozin.

Definice 1.8 (p*-méritelné mnoziny). Necht p* je vnéjsi mira na X. MnozZina
M C X se nazyva p*-meéritelnd pravé tehdy, kdyz pro libovolnou mnozinu A C X
plati

1 (A) = w* (AN M) + " (A\ M).

K predstavé této vlastnosti p*-méritelné mnoziny M pomuze nazorny obré-
zek 1.5.

Véta 1.9 ([6]). Necht p* je vnéjsi mira na X. Systém M p*-méritelngch mno-
Zin je o-algebra a ziZeni u* na M je mira.
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X

Obrézek 1.5. p*-méfitelnd mnozina M

Definice 1.10 (vnéjsi metrické miry). Necht (M, p) je metricky prostor a p*
je vnéjsi mira na M. Pokud pro vSechny mnoziny E, F C M spliujici p(E, F') > 0
plati
p(EUF) = p*(E)+p"(F),
pak vnéjsi miru p* nazyvame vnéjsi metrickd mira.
Déle se budeme pohybovat v prostoru R?. Body tohoto prostoru a € R? budeme
zapisovat ve tvaru a := (a,...,aq).

Definice 1.11 (polouzavieného intervalu). Polouzaviengm intervalem rozu-
mime mnozinu

(a,b) :={zeR:q; <z; <b;, j€{1,...,d}}.
Systém vsech polouzavienych intervali zna¢ime J?.

Na obrazku 1.6 vidime priklady polouzavienych interval v prostorech R a
R2. V prostoru R se jedné o intuitivni piedstavu polouzavieného intervalu neboli

Y

a ; a
Obrazek 1.6. Polouzavieny interval v R a R?

tsecky bez jednoho bodu. V prostoru R? tuto predstavu pouze rozsifime o jednu
dimenzi a ziskdme tak obdélnik bez dvou stran, tedy i bez tfech vrcholu.

Definice 1.12 (objemu intervalu). Necht I € J¢. Potom objem \g(I) intervalu

I := (a,b) definujeme jako \;(I) = H?Zl(bj —aj).

Objem intervalu lze interpretovat pro jednorozmérny interval Iy = (a,b) jako
délku tohoto intervalu Ay (l1) = b — a, pro dvourozmérny interval Is = (aq,b;) X
(az, ba) jako obsah obdélniku Ay (I3) = (by —a1)(ba — as), pro trojrozmeérny interval
by se jednalo o objem kvadru a podobné bychom mohli pokracovat do vyssich
dimenzi.
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Ve

Definice 1.13 (vnéjsi Lebesgueovy miry). Necht A C RY. Definujeme vnéjsi

d-rozmérnou Lebesgueovu miru mnoziny A jako

(o]
Ai(A) == inf{ > Xalln):IL,eJ Ac 1}
n=1 neN
Priklad 1.14. Zaméfme se nejprve na jednorozmérnou vnéjsi Lebesgueovu

miru mnoziny A. Nejdiive sestrojime systém polouzavienych intervalu I,, tako-
vych, Ze jejich sjednocenim pokryjeme celou mnozinu A. Poté seCteme objemy
vSech téchto intervali. Pokryti mnoziny polouzavienymi intervaly mtzeme ovsem
provést mnoha zptsoby a ze vSech téchto zptisobi hleddme infimum souc¢tu objem
intervali. Na obrazku 1.7 vidime dva mozné zpusoby pokryti mnoziny A = A3 UA,
polouzavienymi intervaly I,,.

A A, A, A,
o\— *—0 *—0 *\—a

Obrézek 1.7. Pokryti jednorozmérné mnoziny polouzavienymi intervaly

Analogicky si muzeme predstavit dvourozmeérnou vnéjsi Lebesgueovu miru. Pri-
klad dvourozmérné mnoziny a jeji mozné pokryti vidime na obrazku 1.8. MnozZina
A = A; U Ay U Az je slozend ze ti{ obdélnikt. V prvnim piipadé ji pokryjeme
jednim intervalem, ve druhém pripadé tfemi intervaly, které maji zajisté mensi
soucet objemt. Snadno si tedy predstavime, ze k infimu tohoto sou¢tu dospé&jeme
zmensovanim intervalii co nejtésnéji k jednotlivym mnozindm A,,.

Obrazek 1.8. Pokryti dvourozmérné mnoziny polouzavienymi intervaly

1.4. Hausdorffova mira

Véta 1.15 ([0]). Necht (M, p) je metricky prostor, § > 0 a s > 0. Potom
zobrazeni H}®: 2M — (0, 00) definované vztahem
H;*(A) = inf { Z (d(Uy))” - {U;}32, je 5-pokryti mnoziny A} pro AC M
i=1

je vnéjsi mira na mnozine M.



HAUSDORFFOVA DIMENZE BLESKU 69

Infimum v pfedchozi vété bereme pres vSechna moznd d-pokryti {U;}32; mno-
ziny A C M, viz obrazek 1.9.

Obréazek 1.9. Pokryti mnoziny A v (M, p)

Definice 1.16 (Hausdorffovy s-rozmérné vnéjsi miry). Necht (M, p) je met-
ricky prostor a s > 0. Definujeme zobrazeni H**: 2™ — (0, 00) vztahem

H*S(A):ali%ﬂH‘; (A) pro AC M,

kde zobrazeni H}® je definovano ve vété 1.15. Zobrazeni H** nazveme Hausdorffova
s-rozmérnd vnéjsi mira.

Definice 1.17. Necht (M, p) je metricky prostor a s > 0 je libovolné redlné
¢islo. Zuzeni Hausdorffovy s-rozmérna vnéjsi miry H*® na o-algebru vsech H™*®-
méfitelnych mnozin je mira na mnoziné M, kterou nazyvame Hausdorffova s-
rozmeérnd mira H?.

Véta 1.18 ([0]). Necht (M, p) je metricky prostor a s > 0 je libovolné re-
dlné cislo. Hausdorffova s-rozmeérnd vné&jsi mira H*® je vnéjsi metrickou mirou na
mnoziné M.

Véta 1.19 ([0]). Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je H*-méritelnd
mnozina. Potom existuje pravé jedno redlné cislo t > 0 takové, Ze
(hl) 0 < H'(A) < oo,
(h2) H"(A) = oo pro kaZdé r € R spliufici 0 < r < t,
(h3) H"(A) =0 pro kazdé r € R spliugici r > t.
Definice Hausdorffovy dimenze je zaloZena na této vlastnosti Hausdorffovy vnéjsi

miry. Cislo t, pro které plati vlastnosti z véty 1.19, je Hausdorffova dimenze mno-
ziny A C M.

Pozndmka. Hausdorffovu vnéjsi miru na (M, p) lze definovat jako
H*(A) = lim H}*(A) pro AC M,
n—oo
kde pro n € N je

BM—‘

H'*(A 1nf{z t A ©M, d(A,) < CUAM}-

i€N
Kdyz nerovnost zaménime za rovnost, dostaneme tzv. miizkovou vnéjsi miru.
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Definice 1.20 (mfizkové vnéjsi miry). Necht (M, p) je metricky prostor a s > 0.
Zobrazeni G**: 2M — (0, 00) definované vztahem

G*(A) = li_>m G:*(A) pro AC M,

kde pro n € N je

o0
G;‘LS(A) = inf {Z (d(An,i))s : An,i C M, d(An,i) = %, AC U An,i} ,
i=1 iEN
nazyvame mirizkovd vnéjsi mira na M.

Lze ukazat, ze G** je vnéjsi mira na M a ze jeji zizeni na mnozinu vsSech
G**-meéfitelnych mnozin je mira na M. Tuto miru znac¢ime G° a nazyvame ji s-
rozmeérnou mrizkovou mirou. Pro mrizkovou miru plati analogie véty 1.19. Dale
plati, Ze je-li mnozina A G*-méfitelnd, pak je také H*-méfitelnd a G°(A) = H*(A).

1.5. Fraktal

Definice 1.21 (Hausdorffovy dimenze). Hausdorffovou dimenzi mnoziny A C
M, kde (M, p) je metricky prostor, rozumime ¢islo

D =sup{s>0:H*(A)=o0}.

Dtlezité vlastnost Hausdorffovy dimenze je, Ze na rozdil od dimenze topologické
nemusi byt nutné celoc¢iselna. Topologickou dimenzi geometrického utvaru U se
obvykle rozumi nejmensi n € NU{0} takové, ze pro kazdé § > 0 existuje d-pokryti
tohoto Gtvaru otevienymi mnozinami tak, ze kazdy bod itvaru U je pokryt nejvyse
n + 1 okolimi.

Definice 1.22 (mfizkové dimenze). M7izkovou dimenzi mnoziny A C M, kde
(M, p) je metricky prostor, rozumime &islo

D¢ =sup{s >0:G*(A) = oo}.
Jestlize A je G*-méfitelnd mnozina, pak jeji miizkova dimenze je rovna Hausdor-
ffové dimenzi.

Pozndmka. Fraktdlni dimenzi rozumime takovou dimenzi, kterda pripousti ne-
celociselné hodnoty.

Véta 1.23. Necht A C R™ je H®-meéritelnd mnoZina. Potom 0 < s < n. Tedy
Hausdorffova dimenze mnoziny A muze byt nejvyse rovna dimenzi prostoru R™.

Definice 1.24 (fraktalu). Fraktdlem nazveme takovou mnozinu, kterd je H*-
méfitelnd a jejiz Hausdorffova dimenze je ostie vetsi nez topologickd dimenze.

2. TEORIE K DETEKCI BLESKU

V této kapitole si vysvétlime matematicky aparat, ktery budeme nasledné potre-
bovat pro detekci blesku v obraze. Jedna se zejména o diskrétni konvoluci, diky
které budeme schopni aproximovat gradient obrazu. Samotny gradient je také né-
plni této kapitoly a budeme ho potiebovat pro detekci hran. Definice v této kapitole
je prevzata z [3].
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2.1. Konvoluce

Definice 2.1 (konvoluce funkeci dvou proménnych). Predpoklddejme, Ze pro
funkce f, g: R? — C integraly

77|f(x,y)|dxdy, 779($7y)dl’dy

existuji a jsou konec¢né. Potom konvoluci funkci f a g znacéime f x g a definujeme
jako

(F+g)(t,s) = / / F@.y)glt — 2,5 — y)dedy  pro (t,5) € B2,

—00 —00

Funkce g se nazyva konvolucni jadro.

Definice 2.1 popisuje konvoluci dvou spojitych funkci. Pti zpracovani obrazu
je obvykle potfeba konvoluce diskrétnich funkci dvou proménnych, protoze obraz

je popsan pomoci jednotlivych pixeli v roviné. Pro obraz f: {0,1,...,m — 1} x
{0,1,...,n — 1} = R o rozmérech m x n pouzijeme vztah
k—1£—1
(frg)ts)=> > flt+z,5+y)g(x,y)
x=0y=0

prot€{0,....,m—k}, se{l,...,n— ¢},
kde konvolué¢ni jadro g: {0,1,...,k—1} x {0,1,...,£—1} — R m4 rozméry k x £.
Priklad 2.2. Diskrétni funkci dvou proménnych lze reprezentovat pomoci ma-
tice. Hodnoty z,y jsou soufadnice prvku matice a funkén{ hodnota f(x,y) je hod-

nota na této pozici matice. Uvedme tedy konkrétni priklad diskrétni konvoluce
v maticovém tvaru

0316410

5188135 1o 10 22 -14/-11] 3
5085594 . 90 2 _ 11 21-12+1 5
2044528 101 114 -2 2 12
7011037 -13 5 5 6 18
4110748

zdrojovy obraz konvolucnf jadro vysledek konvoluce

2.2. Gradient

Gradient se vyuziva v oblasti zpracovani obrazu pro detekci hran. Norma gradientu
funkce dvou proménnych udava, jak moc se v danych mistech méni funkéni hod-
nota. Hrany se v obraze vyznacuji velkymi zménami hodnot, takze vysoké hodnoty
normy gradientu znaci velkou pravdépodobnost, Ze se jedna o hranu. My budeme
ale potifebovat diskrétni aproximaci gradientu, protoze mame obraz slozeny z pi-
xeli. Jednou z takovych aproximaci je diskrétni konvoluce obrazu se Sobelovym
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operatorem. Tak jako gradient funkce dvou proménnych ma dvé slozky, tak i So-
beltv operator budeme muset aplikovat ve dvou smérech pro aproximaci derivace
ve sméru osy x a ve sméru osy y. Pro ziskani z-ové slozky aproximace gradientu
provedeme konvoluci s konvoluénim jadrem

-1 0 1
g, =|-2 0 2 (2.1)
-1 0 1

a pro ziskani y-ové slozky aproximace gradientu provedeme konvoluci s konvoluc-
nim jadrem

1 2 1
g,=[0 0o o]. (2.2)
-1 -2 -1

Provedenim téchto operaci ziskdme dvé matice, jedna obsahuje hodnoty z-ové
slozky aproximace gradientu, tu oznac¢ime G, a druha hodnoty y-ové slozky aproxi-
mace gradientu, tu ozna¢ime G,,. Aproximovany gradient ozna¢ime G = (G, G).
Naés zajima norma gradientu G, takze po prvcich provedeme vypocet normy apro-

ximovaného gradientu
|G| = /G, + G,>. (2.3)

Poté pro detekci hran najdeme maximum této normy a hleddme vsechny pixely,
které maji hodnotu dostatecné vysokou vici tomuto maximu.

3. TEORIE K VYPOCTU HAUSDORFFOVY DIMENZE

V této kapitole se zamérime na teorii potfebnou k vypoc¢tu Hausdorffovy dimenze.
Vysvétlime si metodu nejmensich ¢tvercl, kterou budeme potfebovat k proklé-
dani dat primkou. Poté si popiseme metodu box-counting, kterou pouzijeme pro
vypocet Hausdorffovy dimenze a kterd vyuzivd zminovanou metodu nejmensich
¢tverci. V této kapitole je ¢erpano z [1].

3.1. Metoda nejmensich ¢tverci

Pri vypoctu Hausdorffovy dimenze potrebujeme prolozit piimku danymi body
a nasledné zjistit jeji smérnici. K tomu vyuzijeme numerickou metodu zvanou
metoda nejmensich étvercii (MNC). Tato metoda zvoli pifmku tak, aby soucet
druhych mocnin vzdalenosti vSech bodl od pfimky ve sméru osy y byl minimalni.

3.1.1. Matematicka formulace MNC. Necht ¢ je nezévisle proménnd a y(t) je
neznama funkce proménné ¢, kterou chceme aproximovat. Provedli jsme m méfeni
a priblizné jsme tedy zjistili hodnoty y pro ur¢ité ruzné ¢, takze y; ~ y(t;), pro
i=1,2,...,m. Chceme modelovat ¥ linedrni kombinaci n bazovych funkci ¢; pro
néjaké n < m, tedy

y(t) = 1p1(t) + 2002(F) + -+ - + o (t) =t Ry(2).

Funkce R, se ve statistice nazyva linedrni regresni funkce. Bazové funkce ¢; navr-
hujeme podle ocekavaného prubéhu funkce y. Urcujeme parametry xq,xo, ..., Ty,
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tak, aby
yi = R,(t;), i=1,2,...,m, neboli y~ Ax,

kde y = (y1,¥2,---,Ym)? jsou naméiené hodnoty, x = (z1,22,...,7,)7 je vektor
neznamych parametra a

B o ol

1(t2 o(t2) ... n(to

N : ’ : 7 : =t (1, P2, Pn)-
¥1 (tm) P2 (tm) s Pn (tm)

Matice A se nazyva ndvrhovd matice. Vektor ¢; = (@;(t1), ;(t2), ..., @;(tm))T,
j=1,2,...,n, je j-ty sloupec matice A. Rozdily mezi naméfenymi hodnotami y;
a aproximovanymi hodnotami R, (t;) se nazyvaji rezidua a plati pro né

n n
ri =y — Ro(ti) = yi — Z%(ti)xj =Yi— Zaiﬂj, i=12,...,m,
i=1 i=1

kde a;; = ¢;(t;). Pro reziduum tedy plati r = y — Ax. Nasim cilem je ur¢it para-
metry x; tak, aby rezidua byla co nejmensi. Minimalizujeme tedy soucet druhych
mocnin rezidui, jinymi slovy

Irll3 = r? — min. (3.1)
1=1

3.1.2. Normalni soustava rovnic. Reseni minimalizaéni tilohy (3.1) musi spl-
novat nutnou podminku pro extrém

ol _ 0 ; o kel
=1 Jj=1
Provedme naznacenou derivaci:
0|Irl3 - -
2
m:22(yi—2aijxj>(—aik):0, ]{7:1,2,...,77,.
i=1 Jj=1
Odtud upravou ziskame vztah
n m m
Z( aik%j)%‘—zaikyi; k:1727"'7n7
i=1 \j=1 i=1
ktery je mozné zapsat jako
ATAx = ATy, (3.2)

Tato soustava linedrnich rovnic (3.2) se nazyvd normdlni soustava rovnic.
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3.1.3. Prokladani dat primkou. V pripadé vypoctu Hausdorffovy dimenze po-
tfebujeme aproximovat data primkou, neboli polynomem prvniho stupné. Bazové
funkee tedy budou pouze dvé a to ¢1(t) =t a po(t) = 1. TakZe méme dva nezndmé
parametry. Vektor téchto parametri oznac¢ime (a,b)”, aby nedochazelo ke kolizi

s rovnici primky. Zméfime hodnoty y; pro t;, kde ¢ = 1,2,..., m. Pro matici A
plati
e1(t1)  2(t1) tr 1
p1(ta)  pa(t2) ty 1
A= . . =1 . .
1(tm)  p2(tm) tm 1
Dosazenim do vztahu (3.2) ziskdme
m m m
PR IR > tiyi
i=1 i=1 ay _ | i=1 (3.3)
b o . .
Z Yi

m
Z ti m
i=1

7 této soustavy dopocitdme parametry a a b. Tim ziskdme predpis piimky y =
at + b.

3.2. Metoda box-counting

K vypoctu Hausdorffovy dimenze lze pouzit metodu box-counting. Jednd se o me-
todu odvozenou piimo z definice Hausdorffovy miry. Hausdorffova mira mnoziny
A je definovéna jako

H?(A) = lim H;°(A), (3.4)

kde
H;*(A) = inf { Z (d(Ui))s AU }2, je d-pokryti mnoziny A},

i=1
viz definici 1.17. Dale budeme uvazovat metricky prostor (R? p..), kde pso je
maximalni metrika definovand na mnoziné R? jako

Poo(T,Y) = maLX{|3L°1 =y, w2 —yz\}-

Jednotkova koule, neboli mnozina bodu se vzdalenosti mensi nebo rovnou 1 od
néjakého bodu a, by v této metrice vypadala jako ¢tverec. Polozme 6 = % Mnozinu
A pokryjeme ¢tverci s prumeérem ¢, které mezi sebou po dvojicich maji prunik
nejvyse jednu stranu. Pocet Ctvercti obsahujicich ¢ast mnoziny A ozna¢ime N (k).
Dosazenim téchto parametrii do (3.4) dostaneme

S
H?(A) = lim N(k) (1> .
k—o0 k
Znazornéni takovych pokryti mizeme vidét na obrazku 3.1, kde k zvolime tak, ze
prumér étvercu je % a potom N (k) je pocet Sedych Ctverct.
P1i vypocétu Hausdorffovy dimenze z obrazku jsme omezeni poc¢tem pixelid. Hod-
notu k£ nemutzeme zvétsovat do nekonecna, protoze tim zmensujeme prumeér ¢tverct
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Obrézek 3.1. Pokryti kruznice ¢tverci

% k nule a ten nemtze byt mensi nez pramér pixelu. Limitu tedy neuvazujeme
a dostéavame pouze aproximaci

H*(A) ~ N(k) (/1)

Odtud vyjadiime nasledujicimi tpravami Hausdorffovu dimenzi s:

In H¥(A) ~ In <N(k) (;))

InH°(A) ~InN(k)+s-In (;),

“mN(E)~s-In (i) I H(A),

InN(k)~s-Ink+1nH°(A).

Vztah In N (k) ~ sln k+1n H*(A) pfipomind rovnici piimky y = at+b v logarit-
mickych souradnicich, kde a = s, b = ln H*(A), t = Ink, y = In N(k). Koeficient
b = In H*(A) je logaritmus Hausdorffovy miry mnoziny A, takze b je vskutku
konstanta. Pro vypocet Hausdorffovy dimenze pocitdme N (k) pro riznd k, jinymi
slovy pocitame y pro ruzna t. Tim ziskdvame body, které by mély priblizné lezet
na primce. Mtzeme tedy pouzit metodu nejmensich ¢tvercti k prolozeni primky
témito body a pomoci smérnice a této primky priblizné urcit Hausdorffovu di-
menzi s. Uvazujme tedy m pfibliznych hodnot y; ~ y(t;). Dosazenim za a, b, t a y
do (3.3) dostaneme

S (k) S Ink, . S I ky In N (k)
i=1 i=1 — =
Sk m (m Hé(A)> S In N (k)

i=1 i=1
7 této soustavy dopocitame Hausdorffovu dimenzi s. Nejdfive vynasobime matice
a tim ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmgych s a In H%(A), tedy

m

sy (Ink)” + I H(A)Y Ink; =Y Ink; InN(k,), (3.5)
=1 =1

i=1
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silnkzi—i—mlan(A):ilnN(ki). (3.6)

i=1

Z rovnice (3.6) vyjadiime

SSInN(ki)—s>. Ink;

In H*(A) = = - =1 (3.7)

a dosadime do rovnice (3.5):

Ink;)? + =L =1 Ink; = Ink; InN(k;).
;m )2 + - ;n ;n n N(k;)

Odtud uz snadno vyjadiime s:

m m m 2 m
smy _ (Ink;) +ZlnN i)Zlnki—s<Zlnki> =mYy Ink; InN(k),
i=1 i=1 i=1

=1

m

lenk In N(k;) — ZlnN( )Z

i=1 =1 1=1

i(lnk) (Zlnk)2

=1

S =

Ziskali jsme vztah pro Hausdorffovu dimenzi, do kterého stac¢i uz jen dosadit rtizna
k; a k nim pfislusnd N (k;).

K implementaci této metody je potfeba zavést pojem skdlovaci faktor. Méjme
pri prvni iteraci pokryti mnoziny ¢tverci o prumeéru %, v ostatnich iteracich zmen-
Sujeme primér étvercii na polovinu priméru étvercit predchozi iterace. Skalovacim
faktorem pro i-tou iteraci rozumime hodnotu zmenseni priméru ¢tvercu oproti
prvni iteraci Prvni iterace ma tedy skédlovaci faktor 1, protoie je % nasobkem pru-
méru - Druhd iterace mé skdlovaci faktor 2, protoze je 5 L nasobkem prameéru %
Podobne i-t4 iterace ma skalovaci faktor 2¢~ 1.

Priklad 3.1. Postup pri vypoctu Hausdorffovy dimenze metodou box-counting
si ukdzeme na kruznici. Na obrazku 3.2 vidime t1i iterace pokryti kruznice c¢tverci.
Pocty téchto ¢tvercu a k nim prislusné hodnoty skélovaciho faktoru jsou uvedeny

/] N 7 i

AN 4R N A

Obrazek 3.2. Pokryti kruznice ctverci
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v tabulce 3.1. Zaroven zde vidime i pfirozené logaritmy téchto hodnot, které bu-
deme potfebovat k prokladani piimky daty. Hodnoty log S a log N znazornime

iterace skalovaci faktor S pocet ¢tvercd N logS log N

prvni 1 12 0 24849
druh4 2 28 0,6931 3,3322
tieti 4 60 1,3863  4,0943

Tabulka 3.1. Hodnoty skélovaciho faktoru a pocty pokryvajicich ctvercia

graficky jako body a pomoci metody nejmensich ¢tverca témito body prolozime
primku. Body a prolozenou pfimku vidime na obrazku 3.3. Smérnice této primky

5

0 1 2 3 4 5
log(S)

Obrazek 3.3. Prolozeni dat primkou

je 1,1610. Hausdorffova dimenze kruznice nam tedy vysla 1,1610. Pro pfesnéjsi

vysledky bychom mohli provést vice iteraci, ale pro vysvétleni postupu nam tyto
tTi iterace staci.

4. TVORBA PROGRAMU

V této kapitole si popiSeme postup pri tvorbé programu na detekci blesku v obraze,
jeho zjednoduseni na jednopixelovou krivku a néasledny vypocet Hausdorffovy di-
menze tohoto blesku Nejdiive prevedeme obrazek na cernobily, nasledné najdeme

v obrazku blesk a zjednodusime ho na jednopixelovou kiivku. Nakonec spocitame
Hausdorffovu dimenzi takto zjednoduseného blesku.

4.1. Priprava obrazku

Nejdiive nacteme barevny obrazek o rozmérech, které si oznac¢ime m x n. Tento
obrazek lze tedy chépat jako matici m x n, kterou si ozna¢ime O. V MATLABu
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ma tato matice prvky, kterymi jsou jednorozmeérnda pole o tfech prvcich, kde jsou
ulozené hodnoty jednotlivych slozek RGB, coz si lze predstavit také jako tii ma-
tice, kde kazda obsahuje informace pouze o jedné ze t¥i slozek. Obrazek nésledné
prevedeme na cernobilou verzi tak, aby se co nejvice eliminoval sSum. K tomu po-
uZijeme soucet poméru slozek RGB. Cervenou slozku nasobime koeficientem 0,25,
zelenou 0,5 a modrou 0,25. Ozna¢me matici ¢ernobilého obrizku BW a matice
barevnych slozek R,G,B. Potom plati BW = 0,25R + 0,5G + 0,25B.

4.2. Detekce blesku

Po prevodu obrazku na ¢ernobily je nutno v ném najit blesk. Hledani blesku prove-
deme na zakladé myslenky, ze blesk by mél byt nejsvétlejsi ¢ast obrazku a zaroven
by hrany blesku mély byt velmi vyrazné. Vytvorime si tedy dvé matice. Jedna
bude obsahovat informace o tom, kde se nachazi pixely s dostatecné velkou inten-
zitou a druhd matice bude obsahovat vysledek po detekci hran. Obé tyto matice
obsahuji hodnoty pouze 0 a 1, kde 1 znamen4, ze pixel je soucasti blesku a 0, ze
nikoliv. U takovych matic lze tedy provadét logické operace. Hledané pixely blesku
maji vysokou intenzitu nebo se v jejich okoli prudce méni intenzita. Matici nesouci
informaci o blesku tim padem ziskame jako logicky soucet téchto dvou matic.

4.2.1. Hledani dostatecné intenzity. Projdeme tedy vsSechny prvky matice
BW a najdeme jejich maximalni hodnotu, jinymi slovy projdeme vsechny pixely
obrazku a najdeme hodnotu nejsvétlejsitho pixelu. Tuto hodnotu si ulozime a vy-
tvorime si nulovou matici V. Zvolime si hodnotu parametru p tak, ze 0 < p < 1,
ktery znaci minimalni hodnotu intenzity vi¢i maximu, kterou musi blesk mit.
Znovu projdeme vSechny prvky matice BW a tém, které maji hodnotu alespon p,
pritadime v matici V hodnotu 1. Ostatni pixely této matice maji hodnotu 0.

Priklad 4.1. Hleddni dostate¢né intenzity si predvedeme na obrazku 4.la,
ktery uz je preveden na Cernobilou verzi. Najdeme maximalni hodnotu mezi vSemi
pixely a nasledné volime rtzné hodnoty parametru p. Hledame pixely s hodnotou
vétsi nebo rovnou p-nasobku nalezeného maxima a tém priradime hodnotu 14,
neboli bilou barvu. Ostatni pixely maji hodnotu 0 a jsou cerné. Vysledky lze vidét
na obrazcich 4.1b az 4.1f.

Priklad 4.1 je realizovan na obrazku o malém rozliseni, abychom mohli sledovat,
co se déje na pixelové trovni a tim ziskali predstavu, jak metoda funguje.

4.2.2. Detekce hran. Detekci hran realizujeme pomoci Sobelova operatoru, pro-
vedeme tedy konvoluci ¢ernobilého obrazu BW s konvolu¢nim jadrem g, ze vztahu
(2.1), tim ziskdme matici G, a poté i s konvolu¢nim jidrem g, ze vztahu (2.2)
a tim ziskdme matici G,. Nédsledné vypocitame normu aproximovaného gradientu
G podle vztahu (2.3). Projdeme vSechny prvky matice s hodnotami této normy
a najdeme mezi nimi maximum. Poté se budeme fidit hodnou parametru g, ktery
volime tak, ze 0 < g < 1. Projdeme znovu vsechny prvky a pokud maji hodnotu
alespon g krat nalezené maximum, nahradime je hodnotou 1, v opa¢ném pripadé je
nahradime hodnotou 0. Tim ziskdme matici nesouci informaci o tom, které prvky
povazujeme za hrany a které ne.
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(a) Obrézek blesku (b) Intenzita od 40% (c) Intenzita od 45%

=
a
=

(d) Intenzita od 50% (e) Intenzita od 55% (f) Intenzita od 60%

Obrazek 4.1. Obrazek blesku a pixely s urc¢itou minimalni intenzitou
Priklad 4.2. Pro nazornost provedeme konvoluci obrazku 4.2a se Sobelovym

operatorem. Na obrazku 4.2b vidime vysledek konvoluce s konvoluénim jadrem
g, a na obrdzku 4.2¢ vysledek konvoluce s konvoluénim jadrem g, . Zname prvky

=
=

(a) Obrézek blesku (b) Derivace ve sméru osy x (¢) Derivace ve sméru osy y

Obrazek 4.2. Obrazek blesku a smérové derivace

matic G, a Gy, takZe spoc¢itdme normu aproximovaného gradientu G = (G:,;, Gy)

jako
IGl = /6.2 +G,2.
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Tato norma je zobrazena na obrazku 4.3. Vidime, Ze ¢erné pixely reprezentujici
zaporné hodnoty se zde uz nevyskytuji, to je zptsobeno druhou mocninou matic

(g

Obréazek 4.3. Norma aproximovaného gradientu

Nésledné najdeme maximalni hodnotu v matici normy gradientu a zvolime si
rizné parametry g, které ndm udévaji miniméalni pozadovanou hodnotu relativné
k hodnoté tohoto maxima. Pro tyto hodnoty ¢ nalezneme vsechny pixely splnujici
tuto podminku. Vysledky tohoto postupu provedeného pro ruzna g vidime na
obrazcich 4.4b az 4.4f.

(a) Obrézek blesku (b) Norma gradientu od 5%

-l

%
- - "
il

(d) Norma gradientu od 15% (e) Norma gradientu od 20% (f) Norma gradientu od 25%

Obrazek 4.4. Obrazek blesku a pixely s ur¢itou minimalni hodnotou normy
gradientu
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4.2.3. Konstrukce blesku. Provedli jsme hledani dostateéné intenzity obrazku
a detekci hran. Ted se vratime k tvaze, ze blesk je logicky soucet téchto dvou
vysledki.

Priklad 4.3. Na vysledcich z priklada 4.1 a 4.2 si ukdzeme provedeni logic-
kého souctu. Mame dvé matice, jejichz prvky nabyvaji pouze hodnot 0 a 1. Logicky
soucet téchto matic nam da matici, kde bude na prvku hodnota 1, pokud je hod-
nota 1 na alespon jedné ze séitanych matic, jinak je zde 0. Realizaci vidime na
obrazku 4.5. Tento vysledek uz lze povazovat za detekovany blesk.

l"‘i i

1

(a) Intenzita od 45% (b) Norma gradientu od 10% (c) Logicky soucet

Obrézek 4.5. Zndzornéni logického souctu

4.3. Aproximace jednopixelovou krivkou

K aproximaci blesku jednopixelovou kfivkou, tedy krivkou, kterd ma tloustku
pouze velikosti jednoho pixelu, vyuzijeme funkci bwmorph, ktera slouzi k prova-
déni morfologickych operaci na binarnich obrazech. Vstupy této funkce jsou obraz,
nazev provadéné operace a pripadné dalsi specifikace. V nasem pripadé potiebu-
jeme provést skeletonizaci, kterd mé jakozto vstupni parametr funkce bwmorph,
v MATLABu nazev ’skel’. Vystupem této funkce je ,kostra® vstupniho obrazu,
neboli jednopixelova kiivka.

Priklad 4.4. Priklad si ukdzeme na obrazku 4.5, ktery jsme uz v predchozi
kapitole pripravili k aproximaci jednopixelovou kfivkou. Na obrazku 4.6 vidime
srovnani detekovaného blesku s vyslednou aproximaci.

4.4. Vypocet Hausdorffovy dimenze

K vypoctu Hausdorffovy dimenze pouzijeme metodu box-counting. Tato metoda
vyzaduje déleni obrazu na stejné velké ¢tverce, kde se méni velikost ¢tvercu v kazdé
iteraci. Pro usnadnéni takového déleni si rozsitime obraz o éerné pixely tak, aby
byl obraz ¢tvercovy o délce strany néjaké mocniny dvojky. Tuto mocninu dvojky
volime nejnizsi moznou. Po této tpravé se bude obraz snadno délit na ctverce.
Zvolime prvni déleni a nasledné déleni ziskdme rovnomérnym rozdélenim jednoho
¢tverce na ¢tyri mensi ¢tverce. Upravené rozméry nam zarucuji, ze timto zptisobem
muzeme pokracovat v déleni az do iterace, ve které maji ¢tverce velikost jednoho
pixelu.
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(a) Detekovany blesk (b) Jednopixelové kfivka

Obrazek 4.6. Aproximace blesku jednopixelovou kfivkou

Vytvorime si tedy dvé pole. Prvni pole S bude slouzit k zapisovani hodnot skalo-
vaciho faktoru. Do druhého pole N budeme zapisovat pocet ¢tverci, které obsahuji
alespon jeden bily pixel. V kazdé iteraci ¢ zapiSeme hodnoty S(i) a N(i). Mame
tedy namérené hodnoty Skélovaciho faktoru a k nim piislusné pocty ¢tvercta. Té-
mito daty potfebujeme po jejich zlogaritmovani prolozit pfimku. K tomu vyuzijeme
metodu nejmensich ¢tvercti. Jakmile mame prolozenou primku, staci zjistit jaka
je jeji smérnice. Ta je totiz rovna vypocitané Hausdorffové dimenzi.

Priklad 4.5. V predchozi kapitole jsme si pripravili jednopixelovou krivku
aproximujici blesk. Na ni si ted ukdzeme vysledky po vypoctu Hausdorffovy di-
menze. Na obrazku 4.7 vidime jednopixelovou kiivku a prolozeni ziskanych bodt
primkou. Smérnice piimky, tedy i Hausdorffova dimenze kiivky, vychazi v tomto
pripadé 1,45722.

log(N)

0
0 1 2 3 4 5 6
log(S)

(a) Jednopixelova kiivka (b) Prolozeni dat piimkou

Obrazek 4.7. Vypocet Hausdorffovy dimenze

5. HAUSDORFFOVA DIMENZE BLESKU

Vtéto kapitole se kone¢né dostavame k vypoc¢tu Hausdorffovy dimenze blesku. Po-
moci programu vypocitdme Hausdorffovu dimenzi nékolika obrazka bleski, které
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nejdiive vhodné upravime. Vysledky vypoctu Hausdorffovy dimenze vidime v ta-
bulce 5.1. Hausdorffova dimenze se u riiznych bleski 1isi. Ve zkoumanych piipadech
této kapitoly se pohybuje mezi 1,156 a 1,501.

Hausdorffova dimenze obrazka blesku

1,501 1,333 1,271 1,270 1,156 1,373 1,204 1,235

Tabulka 5.1. Vypocitané hodnoty Hausdorffovy dimenze

ZAVER

V tomto ¢lanku byla popsana teorie souvisejici s Hausdorffovou dimenzi. Nasledné
byl vytvoren program na detekci blesku v obraze, aproximaci blesku jednopixelo-
vou kfivkou a nésledny vypocet Hausdorffovy dimenze. Tento program byl pouzit
na vypocet Hausdorffovy dimenze bleskii. Tato dimenze se u ruznych blesku lisi
podle miry zmenseni napéti mezi mraky nebo mezi mrakem a zemi. Rozdilné hod-
noty Hausdorffovy dimenze jsou zptsobené také tim, ze blesk je trojrozmeérny
objekt, ale my detekujeme jeho tvar z pramétu do roviny.
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