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APLIKACE GEOMETRICKYCH ALGEBER V KVANTOVEM
POCITANI

JAN MICHALEK

ABSTRAKT. Tato prace se zabyva vyuzitim geometrickych algeber v kvantovém po-
Citdni. Zacind definici obecné Cliffordovy algebry a poté odvozuje specifickou kom-
plexni geometrickou algebru, kterd je vhodna pro reprezentaci kvantovych vypoctu.
Tento pristup je porovnavan s tradi¢ni metodou pouziti klasické maticové reprezen-
tace. Analyzou a porovnanim téchto dvou metod si tato prace klade za cil poskyt-
nout poznatky o potencidlnich vyhodédch pouziti geometrickych algeber pro aplikace
v kvantovém pocitani.

Uvobp

Kvantové pocitani je relativné novym, i kdyz velmi dynamickym oborem infor-
matiky. Pro dalsi rozvoj je nezbytné solidni matematické ukotveni. V soucasné
dobé je nejbéznéjsim zpusobem reprezentace kvantovych stavi a operaci takzvany
Diractv formalismus. Jednd se o elegantni nastroj, ktery nam poméha zvladnout
vsechny komplikace, které nam kvantové pocitani prinasi. Vede k maticové re-
prezentaci, kde jsou qubity chédpany jako vektory a kvantovO br8nz jako matice.
Dimenze matic vsak s vys$sim pocCtem vstupnich qubiti roste a stava se vypocetné
naro¢néjsi.

Tato prace se pokusi poskytnout alternativu. Bude ukazano, ze aparat geo-
metrickych algeber mtize byt pro kvantové vypocty stejné vhodny a v nékterych
konkrétnich aplikacich dokonce vyhodnéjsi. Bude zavedena obecné Cliffordova al-
gebra a odvozena specialni geometrickd algebra. Kvantové stavy pak budou repre-
zentovany prvky geometrické algebry. Kvantové brany jsou také asociovany s prvky
této algebry a to umoznuje primou aplikaci a vypocty v ramci jedné algebraické
struktury. Tento pristup bude porovnan s maticovou reprezentaci na jednoduchych
prikladech.

1. ALGEBRAICKY ZAKLAD

V teto kapitole jsou uvedeny a vysvétleny klicové pojmy potfebné k pochopeni
prezentovanych konceptu.

2020 MSC. Primarni 68Q12; Sekundarni 15A66.
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1.1. Tenzorové prostory

Tenzory jsou abstraktni objekty, které lze definovat nékolika zpisoby. Nejprve
predstavime univerzalni vlastnost, kterd nam dava omezeni, ktera musi byt vzdy
splnéna. Tato definice vSak neni konstruktivni. Proto uvedeme také alternativni
definici tenzoru.

Definice 1.1 (Univerzalni vlastnost). Tenzorovy soudin dvou vektorovych pro-
stora V' a W, které jsou nad stejnym polem K, je vektorovy prostor V & W spolu
s bilinedrnim zobrazenim ® : (v,w) —» v w, ® : Vx W — V @ W, takovym,
ze pro kazdé bilinedrni zobrazeni h : V x W — Z existuje jednoznacné linearni
zobrazeni h: V@ W — Z, které splituje h = ho® (nasledujici diagram komutuje).

VxW—2  _vew
h

Z

Univerzalni vlastnost by ndm méla slouzit jako ovéreni, zda je dané konstrukce ten-
zorového soucinu platnd. Pokud plati univerzalni vlastnost, pak je zkonstruovany
tenzorovy soucin spravny.

Definice 1.2 (Tenzorovy sou¢in). Méjme dva vektorové prostory V a W nad
stejnym polem K. Tenzorovy souc¢in V®W je vektorovy prostor spolu s prislusnym
bilinearnim zobrazenim V x W — V ® W které vezme prvky ve Vaw € W a
zobraz{ je na prvek vektorového prostoru V@ W, (v,w) — v ® w.

Definice 1.3 (Dimenze tenzorového prostoru). Mé&jme dva vektorové prostory
VaWsdimV =nadimW = m. Pak tenzorovy prostor V ® W ma dimenzi
dimV @ W = mn.

Jednim zvlasté zajimavym piikladem tenzorového soucinu je Kroneckeriv sou-
¢in. Je Siroce vyuzivan v kvantovém pocitani. Kroneckeriiv soucin bere jako vstupni
prvky dvé matice a jako vystup vytvari jinou matici s vyssi dimenzi.

Definice 1.4 (Kroneckeriv souéin). Vezméme dvé matice A, B ve tvaru

a1 ... Gip bii ... by
A= : . : , B=
Aml -  Qmn bpr ... byg
Pak jejich Kroneckeriuv soudin, znaceny C = A ® B, m4 tvar
annB ... a1,B
C=A®B= : . : : (1.1)

amiB ... amnB
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1.2. Tenzorova algebra
Po zavedeni tenzorovych prostorii 1ze nyni zkonstruovat tenzorovou algebru.

Definice 1.5 (Tenzorovd mocnina). Necht V je vektorovy prostor nad polem
K. Pro kazdé k € N je definovana k-ta tenzorova mocnina V jako tenzorovy soucin
V' k-krat sam se sebou:

TV =V =V eVe---aV.

Definice 1.6 (Tenzorova algebra). Tenzorovd algebra T(V) je konstruovana
jako pfima suma T*V pro k =0,1,2,..., tj.

T(V):éT’“V:K@V@(V®V)€B(V®V®V)@---. (1.2)
k=0

Pod T°V je rozuméno zékladni pole K.

Definice 1.7 (Gradovana algebra). Algebra A nad polem K je nazyvdna gra-
dovanou, pokud miize byt zapsina jako pfima suma A = EB,CO';OA’“ vektorovych
prostortt nad K, takovych Ze zobrazeni nasobeni spliiuje A* x Al — AR+

7 definice tenzorové algebry je ziejmé, Ze tato algebra je gradovana. Naptiklad
skaldr (T°V) je tenzor fadu 0 a m4 stupeii 0, vektor (T'V) je tenzor fadu 1 a
ma stupen 1 a tak dale. Tato vlastnost tenzorové algebry umoznuje manipulaci
s objekty raznych stupnu v ramci jedné algebraické struktury.

1.3. Cliffordova algebra

Cliffordova algebra je znacena CI(V,Q), kde V je vektorovy prostor a Q je kva-
dratickd forma definovand na vektorovém prostoru V. Presna definice pak muze
byt zapsana nasledovné.

Definice 1.8 (Cliffordova algebra, [(]). Necht V' je n-rozmérny vektorovy pro-
stor nad zdkladnim polem K a @ je kvadraticka forma na V. Cliffordova algebra
je pak definovana jako

TWV)/1(Q)=T(V)/(vev—-Q(v)l)
kde T(V') je tenzorova algebra vektorového prostoru V', I(Q) je oboustranny idedl
generovany kvadratickou formou @ a 1 je multiplikativni identita ve V.

Budeme se soustredit zejména na pripady, kde zédkladni pole K je R nebo C.
Cliffordova algebra mé také nékteré zajimavé vlastnosti. Tato algebra je volna,
unitarni, asociativni a také gradovana.

Alternativnim zpusobem popisu Cliffordovy algebry je univerzdlni vlastnosti.
Tento pristup neni konstruktivni, ale poskytuje dobry kontext pro hlubsi porozu-
méni.

Definice 1.9 (Univerzalni vlastnost Cliffordovy algebry). Necht V' je vektorovy
prostor nad polem K, necht A je unitarni asociativni algebra s operaci ®. Necht
Cl(V,Q) je Cliffordova algebra s operaci *. Déle necht i je linedrni zobrazeni i :
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V — Cl(V,Q) splijici i(v) xi(v) = Q(v)1 pro viechna v € V. Toto zobrazeni je
definovdno pomoci univerzalni vlastnosti: Pro libovolnou unitarni asociativni
algebru A nad K a libovolné linedrni zobrazeni j : V' — A, které spliiuje j(v) ®
j(v) = Q(v)14, kde 14 znaéi multiplikativni jednotku v A, pro vSechna v € V,
existuje jednoznacény algebraicky homomorfismus f : Cl(V,Q) — A, pro ktery
plati, ze nasledujici diagram komutuje.

v = CUV,Q)

S

Komutovanim je mysleno, foi = j.

Vektorovy prostor V' je vybaven kvadratickou formou ), a proto muze byt
vytvorena ortogondalni baze. S vyuzitim symetrické bilinedrni formy asociované
kvadratické formé @ muzeme psét: (e;,e;) =0 proi # j a (e;,e;) = Q(e;).

Casto se setkavame s Cliffordovymi algebrami zapsanymi ve formé Clpq(V,Q).
Ty jsou nazyvany p, g Cliffordovymi algebrami. Nyni ukdzeme obecny piiklad vy-
svétlujici vyznam koeficient p, ¢, spravné oznacovanych jako signatura Cliffordovy
algebry.

Necht K = R je zdkladni pole pro vektorovy prostor V' = span{vy,...,v,}
vybaveny kvadratickou formou Q(c1vy + - - + a,vy,), kde @ € R. Formu mizeme
zapsat nasledujicim zpusobem:

Qg
(Oél PN an) A s
75
kde uvazujeme «; jako koeficienty vektoru v zapsaného v bézi, a A znaci matici
odpovidajici dané kvadratické formé.
ProtoZe vime, Ze matice A je symetrickd, A = A7, z definice kvadratické formy
plyne, ze A je ortogondlné diagonalizovatelnd:
Al
UTAU = A =
An

Nyni je baze zménéna vzhledem k diagonalizaci, V' = span {x1,...,x,}. Kvadra-
tickd forma je nyni prepsana do tvaru

Q(lel ++ﬂnxn) :)\IB%++A71B72L7 Bi eR.

To znamen4, Ze miizeme jednoduse psat Q(x;) = A;, odkud odvodime x? = \;.
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Podivejme se nyni detailné ¢emu mize byt A\; rovno. Moznosti se rozpadnou do
t¥1 neizomorfnich ptipadi:

—1.

Lze ukazat, ze jiné ptipady, napriklad 2, jsou izomorfni bud s 1 nebo —1.

Shrnuti vSech poznatki a informaci je nasledujici. Necht A je Cliffordova alge-
bra A = CI(V,Q) s n generatory, pak vektorovy prostor V a kvadratickd forma
@ mohou byt zapsédny nasledovné (kvadratickd forma je jiz ortogonalizovdna s
nenulovymi prvky na diagonéle):

V:Span{xla"'7Xp7yla"'7yqazla"'7zr}7 ptg+r=n,

Qarxy + -+ apXp + S1iy1 + -+ Beyg + Mz + -+ %zr), @iy Bisvi ER
Pro kazdé x, y, z nyni plati, jiz dfive popsany, specidlni pripad:
xle, y?:—l, z?z().
V této praci se budeme zajimat o algebry, kde r = 0. Koeficienty p, ¢ lze nyni
snadno vysvétlit. Pocet prvka v bazi, jejichz druha mocnina je 1, je koeficient p, a
pocet prvkl v bézi, jejichz druhd mocnina je —1, je koeficient q. Konkrétni algebra
je potom zapsana se svou signaturou:

Cly.q(V; Q)-

1.4. Vnéjsi algebra
Vnéjsi algebra, znamé také jako Grassmannova algebra, se pouzivd zejména v
geometrii pri studiu ploch, objemt a objektti vyssi dimenze. Vyuziva vnéjsi soucin.
Definice 1.10 (Vnégjsi algebra). Necht V' je n-rozmérny vektorovy prostor nad
zédkladnim polem K a I je ideédl generovany (u®u). Vnéjsi algebrou pak rozumime:
T(V)/(u@u),
coz se obvykle znaci jako A(V).
Na této algebre je definovan tzv. vnéjsi soucin, v anglictiné znamy jako wedge
product, viz [0].
Definice 1.11 (Vnéjsi soucin). Necht V je vektorovy prostor nad zdkladnim

polem K. Potom zobrazeni A\ : V x V — V ® V se nazyva vnéjsi soucin, jestlize
ma nasledujici vlastnosti:

(A1) Antisymetrie:
uAv=-vAu,
(A2) Skdlovdni:
(cu) Av=a(uAv),
(A3) Distributivita:
uA(v+w)=(uAVv)+ (uAw)
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pro vSechna u,v,iw eV aa € K.

Tato definice miize byt rozsfiena na A : V x --- x V. — V®* &imy se piida
asociativita. Linearni kombinace soucinti dvou vektortt u A v se nazyva bivektor,
podobné linearni kombinace soucint t¥i vektort se nazyva trivektor a linearni
kombinace soucint k vektoru se nazyva k-vektor. Linearni kombinace smiSenych
k-vektoru se nazyva multivektor. Budeme také pouzivat termin blade. Blade k-
tridy se skladd z vnéjsiho soucinu k vektort. Bivektor lze chapat jako orientovanou
rovinu a trivektor jako orientovany objem.

Definice 1.12 (Vnégjsi mocnina). k-t4 vnéjsi mocnina, /\k(V)7 je definovana
jako vektorovy podprostor A(V) generovany prvky ve tvaru x3 Axa A-- - Axy, kde
x;, €V.

1.5. Bra-Ket notace

Pri praci s vektory bude pouzita bra-ket notace. Tato notace je ¢asto vyuzivana
v kvantovém pocitani k popisu kvantovych stavi. Poskytuje zpusob, jak popsat
vektor v v komplexnim vektorovém prostoru. Ket je oznacovan jako |a), a bra je
oznacovan jako (al.

Pouziti bra-ket notace je efektivnéjsi nez zapis vektorit do sloupct ¢i radki a
umoznuje snadnéjsi manipulaci s vektory. Bra reprezentuje sloupcovy vektor a ket
vznikne jeho transpozici a komplexnim sdruzenim:

‘a> - . ) <Cl| = (al

Obecné lze psat: (a|l = |a), |a)T = (a|, kde symbol { je pouzivin pro oznaceni
konjugované transpozice.

Vnitini soucin dvou vektoru je pak zapsan ve tvaru (a||b), coz se zkracuje na
(alb).

2. KVANTOVE POCITANT

2.1. Qubit

Qubit je zakladni jednotkou v kvantové informatice a lisi se od klasického bitu,
ktery ma pouze dva mozné stavy - 0 nebo 1. Qubit totiz mize existovat v superpo-
zici obou stavu. To znamend, Ze qubit muze uchovavat nejen 0 nebo 1, ale vSechny
mozné kombinace téchto stavi soucasné. To otevird siroké spektrum moznosti pro
zpracovani a ukladani informaci zptisoby, které klasické bity neumoznuji. Tato zvy-
Send flexibilita ma vsak svou protivahu. Hlavni vyzvou v kvantovém pocitani je
najit zpusoby, jak pomoci matematického aparatu reprezentovat a manipulovat s
témito superpozicemi. Dalsi vyzvou je navrhnout a sestavit hardware, které by
tyto vypocty mohl efektivné implementovat.
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Pro reprezentaci qubiti budou definovany dva ortonormalni bazové stavy. Bu-
. 1 0 . " L
dou znaceny |0) = (O> a|l) = <1> Tyto dva stavy jsou vétSinou nazyvany
vypocetni bazi.
Obecny kvantovy stav je ztotoznén s normalizovanym vektorem, generovanym
z ortonormdalni vypocetni baze v dvoudimenziondlnim prostoru. Jak jsme jiz diive

zminili, qubit je kombinaci, v nasem piipadé linedrni kombinaci, zakladnich stavi
a muze byt napsan nasledujicim zpusobem:

) =l + 811} = (5). )

kde koeficienty « a 8 jsou komplexni ¢isla.

Koeficienty « a § jsou spravné nazyvany pravdépodobnostni amplitudy. Pokud
zméifme dany qubit, pravdépodobnosti ziskani vysledkit |0) nebo |1) jsou |a|?
piipadné |3]2. Druhy axiom pravdépodobnosti ndm dava omezeni |a|? + |3]? = 1,
které musi vzdy platit. Koeficienty a a S jsou komplexni ¢isla a pravé kvili tomu
mé qubit CtyTi stupné volnosti. Existuje vice zpusobu, jak se vyrovnat s tim, Ze
pracujeme s objektem, ktery mé ¢tyri stupné volnosti. Daji se také nalézt zpusoby,
jak qubit vhodné vizualizovat.

2.2. Blochova sféra

Elegantnim zpusobem reprezentace qubitu je Blochova sféra.

Vratme se ke vztahu (2.1), mizeme vidét, ze k popséani jednoho qubitu je poteba
kombinace dvou zdkladnich stavi. Také vime, ze koeficienty « a 8 jsou komplexni
c¢isla. Kazdy dany stav tak muze byt popsan Ctyrmi redlnymi ¢isly. Takovy systém
by bylo obtizné vizualizovat.

Ovsem vzhledem k tomu, ze jsme identifikovali kvantové stavy s komplexnimi
vektory, kde koeficienty jsou pravdépodobmnostni amplitudy, mizeme nyni zavést
fdzi. Faze je ihel mezi redlnou a imagindrni slozkou komplexniho vektoru. Ve sku-
teCnosti existuji dva druhy fazi. Relativnd fdze se tyka fizového rozdilu mezi dvéma
pravdépodobnostnimi amplitudami. Je to mira toho, jak se amplitudy vzajemné
ovliviiuji. Globdlni faze se tyka celkové faze kvantového stavu. Je to spolecny fa-
zovy faktor, ktery ovliviiuje vSechny pravdépodobnostni amplitudy ve stavu. Zdu-
raznéme vsak, ze globdalni faze neovliviiuje pravdépodobnosti méreni konkrétniho
vysledku. Navic globdlni faze nemd fyzikalni vyznam, protoze se zrusi pfi vypo-
¢tu pravdépodobnosti. To znamend, ze jeden stupen volnosti 1ze odstranit. Pokud
vezmeme v Gvahu omezeni dané druhym axiomem pravdépodobnosti, zbavime se
dalstho stupné volnosti. To nés vede k systému se dvéma stupni volnosti.

Jak jiz ndzev napovida, k reprezentaci qubitu bude pouzita sféra. A protoze
mame dva stupné volnosti, lze efektivné vyuzit sférickych souradnic. Obecny qubit
Ize pak zapsat nasledujicim zpusobem:

[9) = cos(0/2)|0) 4 € sin(6/2)|1) = cos(8/2)]0) + (cos ¢ + isin ¢) sin(¢/2)[1),

kde 0 <O <mal<¢p<2m.
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z = |0)

—z=1)

Obrazek 2.1. Blochova sféra.

Pfi vhodném vybéru parametru 6 a ¢ lze kazdy stav jednoznacné popsat, viz
Obrazek 2.1. Presnéji receno plati jednoznacné korespondence mezi kvantovymi
stavy (reprezentovanymi qubity) a body na sféfe. Je dilezité si uvédomit, Ze qubit
mé podobu dvourozmérného vektoru. Volba baze je zcela libovolna. V této praci
jsme od zacatku pracovali s |0) a |1). Tyto stavy lze ztotoznit se severnim a jiznim
pélem nasi sféry. Nicméné kazdy par dvou protilehlych bodu je ortogonalni, jejich
vnitini soucin je nulovy. Mohou tedy slouzit jako ortogonalni baze. Z praktickych
duvodu se vSak budeme drzet volby |0) a |1).

Stavy |0) a |1} jsou umistény na z-ové ose. Nyni se podivejme bliZe na z-ovou a
y-ovou osu. Maji svij vlastni par protilehlych bodi. Na x-ové ose obvykle hovorime
o |+), |-), a na y-ové ose o |i), | — 7). Tyto pary také mohou tvofit bazi, jak jsme
jiz dffve uvedli. Jelikoz byla zvolena baze |0), |1), vyjadiime nyni tyto pary bodu
v této bazi a dostaneme

1 1
4= 50+ 10). =)= (0 = 1)
i) = —=([0) + 1)), | — i) = —=(0) — i[1)).

V2 V2
Tyto body jsou poté vizualizovany na sfére, viz Obrazek 2.2.

Pokusime se pochopit klasicky bit z tohoto nového pohledu. Bylo feceno, ze bit
muze nabyvat pouze dvou hodnot, 0 a 1. Muze tedy byt bud na severnim pélu nebo
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10)

11

Obrazek 2.2. Blochova sféra — osy.

na jiznim polu nasi sféry a nikde jinde. Qubit mize zaujmout libovolnou pozici
na sfére, zatimco klasicky bit si musi vybrat mezi dvéma protilehlymi body, které
jsou zvoleny jako baze. Zde je jasné vidét obrovska variabilita, kterou poskytuje
pouziti qubiti pro vypocty.

2.3. Multi qubity

Qubity byly spojeny se stavovymi vektory a stavovy vektor o dimenzi 2 byl po-
uzit pro reprezentaci jednoho qubitu. K reprezentaci multi qubiti staci zvysit
dimenzi vektoru. Jeden qubit je reprezentovan 2-dimenzionalnim vektorem, dva
qubity jsou reprezentovany 4-dimenzionalnim vektorem a m-qubit je reprezento-
van 2"-dimenziondlnim vektorem. Dimenze také urcuje, kolik bazovych vektoru je
potieba. Podivejme se na priklad dvou qubitu a jak je zde stavovy vektor konstru-
ovan.

aoo
ao1l
aio
ail

|a> = a00|00> + 001|01> + a10|10> + 011|11> =

Pripomenme si, Ze koeficienty a;; jsou pravdépodobnostni amplitudy. Kvadrat ko-
eficientu |a;;|? je pravdépodobnost zmé¥eni stavu |ij).

Druhy axiom pravdépodobnosti musi platit i zde a proto dospivame k nasledujici
normaliza¢ni podmince:

\a00|2 + |a01\2 + \a10|2 + |CL11|2 =1.
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Stejnéd konstrukce bude pouzita pro n-qubity. Normalizacni podminka musi vzdy
platit.

Pro dva oddélené qubity definujeme kolektivni stav pomoci Kroneckerova sou-
¢inu, viz vztah (1.1). K reprezentaci kolektivniho stavu také pouZijeme stavovy
vektor. Dimenze stavového vektoru je 2™, kde n je pocet qubiti, které popisujeme.
Podivejme se na priklad, jak je kolektivni stav dvou qubitu ziskan

_ (ag _(bo
=) m=().
b ag boag
0((11) _ boaq
b (@0 brag
! al bray

Vstupem byly dva qubity a pouzili jsme Kroneckeruv soucin k sestaveni stavo-
vého vektoru reprezentujictho kolektivni stav. Konec¢ny stavovy vektor mé dimenzi
4. Bylo Teceno, ze stavovy vektor popisujici kolektivni stav ma dimenzi 2". Vzali
jsme dva qubity, tedy 22, coz je vskutku 4.

|ba) = |b) ® |a) =

2.4. Meéreni

Uvedli jsme, ze qubit mutze ziskat nejen hodnoty 0 a 1, ale vSechny jejich kom-
binace. Avsak po provedeni méfeni je qubit zméfen bud na pozici odpovidajici 0
nebo na pozici odpovidajici 1. Je dilezité objasnit, v jaké bazi se méfeni provadi.
Stejny qubit mtzeme mérit v ruznych bazich a ziskat rizné vysledky. Méreni v
bézi |0),]1) davd mozné vysledky |0) |1). Ale pokud zménime bézi napiiklad na
[+),]—), pak jsou mozné vysledky |+) a |—). Volba baze je kli¢ova pro spravny
vyklad méfeni. Budeme se drzet béze |0), |1).

Ve skutecnosti je pomérné jednoduché spocitat pravdépodobnost vysledkt pro
libovolny qubit. Vypocet vnitiniho souc¢inu mezi bdzovym stavem a stavovym vek-
torem reprezentujicim qubit dava pravdépodobnost, ze qubit skonéi v konkrétnim
bazovém stavu. Presnéji feceno, druhd mocnina této hodnoty je pozadovana prav-
dépodobnost. Vezméme si napiiklad obecny vektor |1) a podivejme se, jak ziskat
pravdépodobnosti zméfeni v bazovych stavech |0), |1),

p(10)) = [O[)1%  p(1)) = [(1])[*.
3. KVANTOVE BRANY

Identifikovali jsme qubit se stavovym vektorem a nyni ho mizeme transformovat.
Transformace qubitu je ve své podstaté pouze rotaci na Blochové sfére. V klasické
informatice pracuji vypocty s logickymi branami. Tyto brany berou jako vstup
jeden nebo vice bitl, provadi operace definované matematickou logikou a jako
vystup vracd opét bit nebo vice bita.

Pro smysluplné kvantové pocitani je nutné zavést tyto logické brany. Blochova
sféra je velmi uziteCna pro vizualizaci toho, jak funguji brany na konkrétnim qu-
bitu. Pro brany na vice qubitech bude pouzito tensorového soucinu.
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3.1. Brany na qubitu

Brany na qubitu berou jako vstup jeden qubit reprezentovany stavovym vektorem,
aplikuji operator a ddvaji jako vystup jiny stavovy vektor

M) = 1)

(3.1)

Miuzeme vidét, ze operator M zméni nés stavovy vektor na jiny. Z linearni algebry
je dobre znamo, ze matice se pouzivaji k transformaci vektora. Matice tedy budou
reprezentovat kvantové brany.

Tyto matice musi byt unitarni, protoze norma vektoru musi byt zachovana.

Definice 3.1 (Unitdrni matice). Invertibilni ¢tvercovd matice se nazyva uni-
tdrni, kdyz jeji komplexné sdruzend transpozice A* je také jeji inverzni matice,
AA* = A*A =1, kde I je jednotkova matice.

Existuje nekoneéné mnoho zptsobi, jak napsat obecny tvar operatoru M. Jeden
z moznych tvara je nasledujici:

cos(6 —e*sin(6
M(¢,0,4) = (eid) 5151(/92/)2) el(0+2) co(s(éi)2)> '

Tento tvar je vsak neprakticky a zbytecné slozity. Proto bude definovina mno-
zina zakladnich matic a pozadovany operator bude poté ziskan kombinaci téchto
matic. S relativné malou mnozinou bazovych matic 1ze ziskat libovolnou pozado-
vanou matici. Navic sou¢in dvou unitarnich matic je také unitarni matice. Zvolené
matice budou nasobeny, vytvori novou matici, ktera bude reprezentovat operator.
Stavovy vektor je pak nasoben konetnou matici a tim se provede transformace.

Protoze jsme zavedli Blochovu sféru pro reprezentaci qubiti, mtizeme si pred-
stavit transformace jako rotace na Blochové sfére. Pokud je splnéna podminka
unitarity matice, zustava stavovy vektor na sfére a jen se kolem ni otaci.

3.1.1. NOT brany. Zakladni logickou branou v klasické informatice je NOT
brana. Prepisuje hodnotu bitu na opa¢nou moznost. Bit s hodnotou 0 resp. 1 je
nabyvat libovolné hodnoty na Blochové sfére, nemiize byt NOT brana tak snadno
definovana.

Zacnéme nejjednodussim prikladem. Pokud je qubit na severnim po6lu Blochovy
sféry, coz reprezentuje hodnotu |0), pak by NOT bréna méla zménit jeho hodnotu
na |1). Toho lze dosdhnout rotaci stavového vektoru kolem x-ové nebo y-ové osy.
Kdyz je NOT brana aplikovana na stavovy vektor, jeho hodnota je zménéna na
hodnotu portilehlého bodu. Matice, které tuto transformaci provadéji, se ne vzdy
daji snadno nalézt. Prozatim bude stacit definovat rotace kolem osy x, y a z:

v () -5 e )
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tani je takzvanid Hadamardova brana. Zaujima zvlastni pozici v mnoziné elemen-
tarnich matic. Na prvni pohled nemusi byt zfejmé, proc je tato matice tak zasadni.
Jeji dilezitost bude vysvétlena pozdéji, nyni bude poskytnuta pouze definice. Kdyz
Hadamardova brdna pusobi na stavovy vektor, otac¢i vektor kolem osy (z — z).
Forma matice reprezentujici Hadamardovu branu je nésledujici:

1
H=— b .
V2 1l -1
3.1.3. Fazova brana. Fazova brana slouzi k otaceni stavového vektoru kolem osy
z. Jako parametr prijimé realné cislo ¢, které urcuje thel otoceni. Forma matice

je nasledujici:
1 0
P - <O ei¢> .
Parametr ¢ mizeme ménit a ziskdme tak tzv. rodinu fazovych bran.

3.2. Brany pro multi qubity

Brany pro multi qubity jsou klicovym prvkem kvantového pocitani, protoze umoz-
nuji provadét operace na vice qubitech soucasné. Stejné jako u bran pro jednotlivé
qubity i u bran pro multi qubity se spoléha na matematické operace s maticemi
pro transformaci stavovych vektori. Nicméné matice pouzivané pro multi qubitové
brany jsou mnohem vétsi, s rozméry zavislymi na poc¢tu vstupnich qubiti. Rozmér
matice brany pro multi qubit je roven 2 x 2™, kde n je pocet vstupnich qubita.
Tyto matice musi splinovat stejné vlastnosti jako matice pro jednotlivé qubity a
jejich konstrukce vyzaduje peclivé zvazeni toho, jak brana ptisobi na bazové stavy.

Pro ilustraci tohoto konceptu muzeme zminit nékteré bézné priklady bran pro
multi qubity. Naptiklad existuji 2-qubitové brany jako je CNOT (Controlled NOT)
brana, SWAP bréana a CZ bréna (controlled phase gate). Kromé toho existuji
3-qubitové brany, jako je Toffoliho brdna (také zndma jako CCNOT brana). Je
dulezité poznamenat, Ze tyto brany jsou jen nékolika priklady z mnoha moznych
bran pro multi qubity a volba konkrétni brany bude zdviset na pozadovaném ucelu
daného vypocetniho systému. Nicméné porozuméni zakladtim toho, jak tyto brany
funguji a jak ovlivnuji stavové vektory, je klicovym krokem pii néavrhu efektivnich
kvantovych obvodi.

3.2.1. CNOT brana. Controlled-NOT bréna je nejpouzivanéjsi branou pro mul-
ti qubity. Ptijima dva qubity jako vstup, zkontroluje hodnotu prvniho qubitu nazy-
vaného controlled qubit, a pokud je 1, obrati hodnotu druhého qubitu nazyvaného
target qubit. Podivejme se, jak brana ptisobi na bazové stavy:

CNOT|00) = [00), CNOT|01) = [01), CNOT|10) = [11), CNOT|11) = |10).
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Matice reprezentujici CNOT branu mé nasledujici formu:

10 00
01 00
CNOT = 000 1
0 010

Prvn{ dva fddky odpovidaji pfipadtim, kdy je controlled qubit ve stavu |0) a
proto se nic neméni. Tteti a ¢tvrty radek odpovida situaci, kdy je controlled qubit
ve stavu |1) a tedy se hodnota target qubitu obrati.

3.2.2. SWAP brana. SWAP brana je velmi jednoducha. Jednoduse prohodi
stavy dvou qubiti. Nemd vliv na stavy |00), |11), ale ovliviluje stavy |10}, |01).
Matice, ktera ji reprezentuje je nasledujici:

10 0 0
0 010
SWAP = 010 0
0 0 01

3.2.3. CZ brana. Také nazyvana Controlled-Z brana provadi rotaci kolem osy
z, pokud je prvni qubit (controlled qubit) roven 1. M4 naptiklad vliv na stav |11),
ktery je poté zménén na —|11). Obecnd forma je nésledujic:

1.0 0 O
01 0 O
CZ = 001 O
0 0 0 -1

3.3. Kvantovy obvod

Nyni mtzeme zacit s konstrukcemi kvantovych obvodi. Budeme pouzivat nastroj
Qiskit [11]. Podivejme se na pifklad na Obrézku 3.1.

q0o —.— q0¢
q0; —.— g0,
g0, —.— q0>

3 3,
0 =— c0 =

Obrazek 3.2. Hadamardova brana a C-NOT
brana.

Obrézek 3.1. Zikladni brany.
Tento obvod bere jako vstup t¥i qubity. Kazdy z nich je uloZen na samostatném
vlakné. Tyto vlakna budou oznaceny jako ¢0; a budou pouzity k ulozeni qubiti.
Zajima nés pouze dolni index i a nula ve vyrazech pro qubity pro nis nema zadny
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zvlastni vyznam. Klasické bity jsou také pouzity v obvodech. Pouzivaji se k ulo-
zeni hodnoty ziskané z méreni qubitu. Jsou oznaceny jako c0 a spojeny do jednoho
vlakna, aby se uSetfilo misto a obvody byly srozumitelnéjsi. Mtzeme vidét, ze
na kvantovych dratech jsou jiz kvantové brany, konkrétné brany X, Y a Z. Tyto
brany pusobi na konkrétni qubity. Nyni mohou byt pridany dalsi brany, napiiklad
Hadamardova briana a C-NOT bréna, viz Obrazek 3.2. V§imnéme si, ze C-NOT
brana je brana 2-qubitova, coz znamend, ze ma jako vstup dva qubity. Poslednim
krokem k funkénimu obvodu je pridani méreni. Zde jsou klasické bity uzitecné.
Méfeni je umisténo na vlakno s qubitem a vysledek je ulozen do klasického bitu.
Protoze existuji pouze dvé moznosti, jak méfeni muze skoncit, je mozné tuto hod-
notu ulozit do klasického bitu. Na Obrazku 3.3 je vidét, jak je méfeni provadéno
a kde jsou vysledky ulozeny.

Q2o
q2;
o

3, w0 w1l 2

c2

Obrazek 3.3. Méreni.

Tento obvod nema zadny konkrétni ucel, ale mize slouzit jako ptiklad. V né-
sledujici kapitole bude ukazano, jak mtzeme tyto obvody reprezentovat pomoci
geometrickych algeber.

4. GEOMETRICKE ALGEBRY V KVANTOVEM POCITANI{

Myslenka implementace geometrickych algeber (GA) v kvantovém pocitani (QC)
spoc¢iva ve specidlnim zplisobu reprezentace qubitli. Jednotlivé qubity jsou aso-
ciovany s prvky GA a stejné tak i kvantové brany jsou asociovany s prvky GA.
Diky tomu se ndm otevird cesta pro pfimou implementaci. Jednotlivé transformace
qubitd pomoci kvantovych bran se daji reprezntovat jako soucin prvki, které re-
prezentuji kvantovy stav a kvantovou branu.

4.1. Geometricka algebra

Nyni definujeme vhodny apardt GA pro ucely QC. V prvni kapitole byly disku-
tovany a obecné definovany zakladni algebraické pojmy. Tyto definice budou nyni
mirné upraveny pro konkrétni ticely. Za¢neme s pripadem redlné GA. Abychom
mohli spravné definovat GA, musi byt zaveden novy pojem nazyvany geomet-
ricky soucin, viz [3, 4]. Geometricky souéin je kombinaci vnitintho a vnéjstho
souéinu. Méjme redlny vektorovy prostor R™. Vektorovy prostor ma ortonorméalni
bézi (e1,...,e,). Je také vybaven bilinedrnim formou B se signaturou (p, q).
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1, je-lii=353=1,...,p,
B(ej,ej) =1 -1, jelii=j=p+1,...,m, (4.1)
0, jeliij.
Vsimnéme si, ze bilinedrni forma B je symetrickd. Proto lze definovat k ni
asociovanou kvadratickou formu ). Vztah je nasledujici:

Bla,b) = L (Q(a +b) ~ Q(a) ~ Q(b)). (42)

Definice 4.1. V pripadé vektorového prostoru R™ s bilinearni formou B je
vnitini soucin definovan jako

e; - ej = B(ei7ej).

Pro definici vnéjsiho sou¢inu pouzijeme definici z vnéjsi algebry, Definice 1.11.
Secteni téchto dvou soudinti vede k tzv. geometrickému soucinu, viz [3].

Definice 4.2 (Geometricky soucin). Geometricky soucin, oznacovany jako e;e;,
dvou bazovych vektort je kombinaci vnitintho a vnéjsiho soucinu

€;€; :ei~ej+ei/\ej.

Je dilezité si vSimnout vSech uzitecnych vlastnosti, které geometricky soucin
ma. Tyto vlastnosti budou Siroce vyuzivany, protoze ndm umoznuji zjednodusit
vypocty.

Pozndmka. Vzhledem k tomu, Ze vnitini souc¢in dvou ortonormélnich prvku je
roven nule, viz (4.1), redukuje se geometricky souin dvou ortonormélnich prvku
na jejich vnéjsi soucin,

e;e; =e; Nej.
Podobné chovani ma také vnéjsi soucin. V pripadé bazovych prvki vime, ze vnéjsi
soucin prvku se sebou samym je roven nule. Proto muzeme odvodit, Ze geometricky
soucin dvou ortonormalnich bazovych prvkl se redukuje na vnitfni soucin, ktery
je bud plus nebo minus jedna,

1, pokudi=j=1,...,p,
€€, =€, € = . .
—1, pokudi=j=p+1,...,m.

Tyto definice jsou nyni rozsifeny na obecny stupen r bladu. Pro vnitini souc¢in

dostaneme tvar
T

E
ej ey — Z(—l) B(ej,eik)eA\{ik}.
k=1
Pro vnéjsi soucin ziskdme
o Aea = ejNej A---Nej;, pokud]i g A,
0 pokud j € A.
A pro geometricky soucin jednoduse definujeme

eeqs =e€j-este;ey.
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Zkonstruovand algebra se nazyva realnd geometricka algebra s prislusnym geo-
metrickym soucinem, ktery se také nazyva Cliffordiv soucin. Obvykle je znacena
jako Gy, 4. Tato algebra je ve skuteénosti dobie zndmou Cliffordovou algebrou, viz
Definice 1.8. Kvadratickd forma, kterd generuje idedl, je ta asociovana s biline-
arni formou (4.2). S védomim toho, Ze zkonstruovand geometrickd algebra je ve
skutecnosti Cliffordova algebra, muzeme vyuzit vSsechny vlastnosti, které Cliffor-
dova algebra ma. Tato algebra je asociativni a také volna, coz znamenad, zZe ji lze
generovat z bazovych prvki pomoci geometrického soucinu.

Vnitfni a vnéjsi soucin lze povazovat za symetricky a antisymetricky soucin,
a-b=1(ab+ba)aaAb=1i(ab— ba). Tyto vlastnosti lze odvodit piimo z
definice téchto operaci a poté jsou zapsany ve formé geometrického soucinu.

4.2. Komplexifikace

Tato kapitola vyuzivd mnoho definic z [5]. Rozsifuje tyto koncepty, propojuje je s
jiz definovanymi a poskytuje priklady pro lepsi porozumeéni.

Abychom mohli reprezentovat komplexni povahu qubiti, je nutné zavést kom-
plexni ¢isla. Nastaveni zédkladniho pole na C ale samo o sobé nestaci, protoze potie-
bujeme komplexni chovani pfenést primo do algebry. Toho lze dosdhnout definici
specialni ortogonalni linearni transformace a také nastavenim béze vektorového
prostoru na sudy. Uvazujme linedrni ortogonalni transformaci .J : R?" — R2" ta-
kovou, ze J%2 = —1, kde 1 je identita. Akce J na ortonormélni bazi (ey,...,ez,) je
nésledujici, viz [5]:

J(ej) = —€jin, J(ej1n) = ey,

kde j = 1,...,n. S pouzitim J nyni predstavime novou transformovanou bézi,
kterd se v kontextu QC ukazuje byti velmi praktickou, viz [5].

Definice 4.3. Wittova baze je tvaru
1 ) 1 ) )
fi=5A+id)(e)) = 5(ej —iejin), J=1,....m,
i1 ) 1 . .
f :5(1—1J)(ej):§(ej+zej+n), ji=1,...,n.

Tato definice je zvlasté elegantni, protoze mizZeme ovérit, ze pro kazdé j =
1,....nplati f2 =0a fI* = 0. Skutecn,

1 , 1 .
2= 5lej —iejin); (e —iejin)
= Z(e? —iej€jin — i€jyne; + i2e§+n) (4.3)

1 1
= 1(1 — iejej+n + iejej+n — 1) = *(0) =0.
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Volba tohoto konkrétniho f, f1 je také motivovana skutecnosti, ze jsou splnény
jak Grassmanovy tak dualni identity:

Fife+ fofi =L+ (LFL G k=1 n, (4.4)

kde symbol 4,1, je Kroneckerovo delta.

Jednoduchym zptisobem, jak zkonstruovat bazi celé Cliffordovy algebry Cs,, je
pouziti geometrického soucinu. Mizeme pouzit Grassmannovy blady Wittovych
prvki. Konstrukce je nésledujici;

fifk =1 fe+ i N =Fi N fe
A= f+pinrl=ringd (4.5)
G = i f A= g+ Fi A S
Pro rozsiteni Wittovy béze na celou algebru Cs,, staci vzit 22" moznych geomet-
rickych soucinu
U ()™ (FDY, g €{0,1) prok =1,....n.
4.3. Qubit v GA

Jak jsme jiz drive zminili, qubit bude reprezentovan prvkem lezicim v komplexni
Cliffordové algebie Cy. Mtzeme pouzit Wittovy bazové vektory (f, fT) k vytvo-
feni baze pro komplexni Cliffordovu algebru. Bazi lze néasledné zapsat ve tvaru
(1, f, f, £fT). Pfedtim, nez identifikujeme qubit s konkrétnim prvkem, zminme
podrobnéji vliastnosti této algebry. Volba baze nés vede k dvéma primitivnim idem-
potent@im v této algebfe, konkrétné I = ff a K = f1f. Konvence v oblasti fyziky,
do kterych zde nebudeme do detailu zabihat, ndm pro pouziti urcuji idempotent
1. S touto volbou lze dospét k nésledujici reprezentaci stavi |0) a |1) u qubitu:

0)=T=Ff" ) =fI=ff =0t =7t
Nyni mzeme prejit k definici qubitu, viz vztah (2.1), a pouzit nasi reprezentaci
stavt |0) a |1):

) = al0) + B[1) = af fT+ BfT = (a+ BfN)I.
4.4. Brany v GA

Po zbytek této prace budeme drzet tuto reprezentaci stavii |0) a |1). Nyni mizeme
pristoupit ke konstrukci bran. Zakladni brany 1ze snadno ziskat s ohledem na jejich
ucinek na bazové stavy. K odliSeni mezi maticovou reprezentaci a GA reprezentaci
budeme pouzivat riznou notaci, viz [5]:

X-bréna: Ay = fT+ f,
Y-bréna: Ay =iff —if,
Z-brana: Ay = ff1— 17,
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Uvedli jsme formu Z-brany v GA. Vime vsak, ze Z-brana je pouze specidlnim
piipadem obecnéjsi fazové brany. V jazyce GA m4 tato brana nésledujici tvar, viz
[5):

Fazové brana: Ap = ffT — el fTf.

Konkrétni fazové brany, o kterych jsme drive mluvili, se ziskavaji obdobnym
zpusobem. Parametr ¢ se méni a vznikaji ruzné brany. A pri volbé ¢ = m dostavame
Z-branu. Posledni dulezitou branou, ktera nebyla zminéna, je Hadamardova brana.
Jeji konstrukce neni intuitivni, proto prechazime rovnou ke konec¢nému tvaru, viz

l:
1
Mi= (P AT T £,

Vsechny zékladni brany jsou zadefinovany a lze dojit k zavéru, ze kazdou branu

lze zapsat jako
A=affl+bf +cff +dfff,
kde a,b,c,d € C tak, ze plati a®> + 2 =b2>+d> =1 a ba + dc = 0.

Tyto omezeni zietelné pripominaji podminky, které jsme specifikovali pri defi-
novani obecné matice pro reprezentaci kvantové brany pfi maticové reprezentaci.
Neni to ndhoda a také to ukazuje ekvivalenci mezi témito dvéma typy reprezentace.
Mtizeme dokonce vyjadrit vztah

affT+bf+ch+dfo<—><(cl g)

4.5. Multi qubity a jejich brany v GA

Pripomenme si nejprve, ze pro bazi komplexni algebry Cs, pouzivime prvky
(f1, f{r voo oy frs f1) a s nimi konstruujeme 22" kombinaci jejich geometrického sou-
¢inu. To vede k dvéma primitivnim idempotentium I a K. Idempotent I bude opét
pouzit

I=I...5L,=ffl . fufl,

kde I; = f;f].
Nyni bude zavedena definice obecného n-qubitu. Realizace je provedena v pro-
storu dimenze N = 22" s ortonormalni béazi

v in) = (fD) L (FD L

kde 7:1,. .. ,’in S {0, 1}

Nésledujicim krokem je zkonstruovani bran pro multi qubity. Zakladni brany
budou zapsany ve formé matice. Brany reprezentujici matice jsou obvykle ridké.
Proto neni obtizné zapsat matici ve formé sumy, ve které ma kazda matice pouze
jednu nenulovou hodnotu:

10 00
CNOT =

o O O
OO =
_ o O
o = O
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100 0 000 0 000 0 000 0
000 0 010 0 000 0 0000
“lo oo ofT{ooooflT{ooooflT|ooo1
000 0 000 0 00 1 0 000 0

Kazda matice v sumé je nyni zapsdna ve formé vnéjsiho soucinu. A vnéjsi soucin
1ze velmi jednoduse prepsat do GA. Také vime, Ze stav (i1i2| je pouze hermitovskou
konjugaci stavu |i1iz). Proto muZeme odvodit

|00)(00] + 01)(01| + |11)(10] 4 |10)(11]
= 11"+ fIT fo + fLTLf + T fo o
=1+ filfo+ fLBLA + f1f211
= WPt WL fe = HL LS = fL e
= fifl = A+ F)
Forma ostatnich bran pro vice qubiti je ziskdna stejnym zptsobem. Tedy
Xevor = fifi — LA + f2),
Aoz = fifl + fL1i(faf] - ff2), (4.6)
Aswap = Fuflof3 + LSS fa 4 fL 2 = LS.
Tato konstrukee lze pouzit pro libovolnou branu. Maticova reprezentace je za-
psana ve formé vnéjsiho soucinu a pak prevedena do GA.
4.6. Paralelni brany

Podobné jako v maticové reprezentaci i v.GA reprezentaci je tfeba vyftesit, jak
reprezentovat paralelni brany ptsobici na multi qubity. Resenim bude pouziti ten-
zorového soucinu.

Definice 4.4 (Tenzorovy souéin bran). Tenzorovy souin A; ® -+ ® A, kde
Ak € {fk.f,];, f,;rfk, fr, f,I} pro kazdé k = 1,...,n, je reprezentovan geometrickym
souc¢inem (—1)%A;...\,, kde znaménko je urceno kardinalitou mnozin S;, tak ze

s=>,15i|, kde
S; = {z <i:M=f nebo N = flel} v piipads, Ze \; = fi nebo A; = f7.

4.7. Méreni

Posledni véci, kterou je treba zavést, je méreni. Pro vypocet pravdépodobnosti ur-
¢itého vysledku v maticové reprezentaci jsme pouze provedli vnitini soucin urc¢itého
vysledku s transformovanym qubitem. A druh& mocnina tohoto vnitiniho souc¢inu
byla konkrétni pravdépodobnosti. V GA se pouzije takzvana skalarni projekce,
oznacovand jako [-],. Skalarni projekce vezme pouze skalarni ¢ast multivektoru.
Mtizeme pro ni pouzit nasledujici vzorec

(pl) =2"[p"],,
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kde n je pocet qubitia. Tento faktor je tfeba zavést kvuli nasemu vybéru baze a
kvuli spinorové povaze reprezentace, kterou zde nebudeme diskutovat podrobnéji.
Podivejme se na priklad, jak tato skalarni projekce funguje:

Oy =2'[ff1fT]y=0,  (0jo) =2"[ff], =1
Vysledky jsou dle o¢ekavani. Pfipomeiime pouze, ze fff = % + f A fTa tedy
[f f T] 0o %
4.8. Priklad obvodu
V této kapitole si ukdzeme nékteré jednoduché priklady, jak reprezentovat kvantové
obvody v GA. Za¢neme piikladem sériového sestaveni bran, kde se nesetkdme s

tenzorovym soucinem. Vzdy budeme porovnavat maticovou reprezentaci a GA
reprezentaci.

Priklad 4.5 (Sériové sestaveni bran). Prvni piiklad ukazuje obvod, kde jsou
vSechny brany umistény na jedno vlakno, jak lze vidét na Obrazku 4.1.

tex ez

Obrazek 4.1. Sériové sestaveni bran.

Zacneme s maticovou reprezentaci. Vsechny matice se vynasobi a ziskdme matici
reprezentujici obvod

wemns-( 050 )0 DG w

Pro libovolny qubit nyni muazeme spocitat pravdépodobnost, ze qubit skonci v
konkrétnim bazovém stavu. Qubit je vyndsoben matici obvodu, a poté se provede
vnitfni soucin s konkrétnim bazovym stavem. Budeme pouzivat bazové qubity
[b) =10) a |p) = |1). Spoéitdme transformovany qubit a pak provedeme vnitini
soucin s bazovym stavem pro ziskani pravdépodobnosti:

o= ) (0)- 5 ()

o= (D) 50

V2
o) = fow =| =0 0) ()] =] - 25 =5,
pim =l = |20 0 ()] =] 5] =3,
i) = o = 200y ()] =] =1
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i) = = 20 ()] =] =5

Pro oba vektory je soucet pravdépodobnosti roven 1. Omezeni dano druhym axi-
omem pravdépodobnosti je splnéno, a muzeme dospét k zavéru, ze nase vypocty
jsou spravné:

p(I0) +p(1) = 5 +5 =1

Nyni si ukdzme alternativu. Obvod bude reprezentovan pomoci apardtu GA.
Pak

vt = AzAmAx = (ffT _ f*f)%(ff* N T,
(ffT FF =R F+ L+ DT+ )

%\

Uﬂ+f+ﬁf MU+ 1)

%\

7(ff*f*+ff*f+ff*+ff AP+ =1 = f15)
(fP=fIf+f+ ).

S5l

Tento vyraz miize byt povazovan za ekvivalent k findlni matici ziskané v maticové
reprezentaci. Nyni budou spocteny transformované qubity:

W) = Aul) = —= (1 = 1+ F+ £

G-

(fofT UL+ Frf 1)

%\

(fT + ffh,

10) =Aulp) = —=(fT = FTf+ F+ fFO)f

Sl %\

*(foT U+ 10

g

Lret— .

Sl

Mtzeme pristoupit k vypoctu pravdépodobnosti zméfreni qubitti v konkrétnich
bazovych stavech:

p(10)) = [(0l")? = \ I f<fT+fff>} 2=‘f[ff*f*+ffofT] 2
o -1l - -3
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Ostatni pravdépodobnosti jsou spocteny stejnym zptsobem a proto je ukazéna
pouze zkricend verze:
2

_ N2 — 1 T T :1
p([1)) = [(1[¢")] ‘Q{fﬂ(f +ff )L 5
Ol 2 — p L] P2
w100 = 1017 = |2 £ 5051 = 1] | =3
2 = Lot _on] 21
p10) = ) = |2 | f st = 10) | =3

Nyni mizeme ovérit, ze soucet pravdépodobnosti je pro oba vektory 1. Prav-
dépodobnosti spoéitané pomoci GA reprezentace jsou stejné jako pravdépodob-
nosti spocitané pomoci maticové reprezentace. GA reprezentace se ukazuje jako
korektni.

Piiklad 4.6 (Paralelni sestaveni bran). V tomto pfikladu je zkouméno cho-
vani paralelniho sestaveniho bran. Na jednom vldkné je Hadamardova brana a na
druhém X-brana. Poté je pouzita CNOT brana, pricemz prvni qubit je controlled
qubitem, viz Obréazek 4.2.

q0o
q0;

Obrazek 4.2. Obvod s CNOT brénou.

Nejprve bude ukazana maticova reprezentace. Bude proveden tenzorovy soucin
Hadamardovy brany a X-brany. Forma CNOT brany je zndmé, viz rovnice 4.6:

1 0 00
01 00
CNOT = 000 1
0 010

1011(01)
1 /1 1 0 1 1 10 10
vox- 4ot )-
V2 \1l -1 10 \/§101_101
10 10
01 0 1
1 fr 0 1 o0
V2101 0 -1
1 0 -1 0
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Finalni matice je ziskana sou¢inem CNOT brany s H ® X, tj.

1000/01 0 1
1 {o1o0oo|lf[to 1 o
M=CNOTH®X) =510 0 0 1|0 1 0 -1
0010/\1o0o -1 o0
01 0 1
110 1 0
2110 -1 0
01 0 -1

UkézZeme si G¢inek obvodu na dvou piikladech qubiti, a to konkrétné na ¢ = |00)
ap=[01):

0 1 1 1 0
111 0 1 0 0 1

/_ —_— =
01 0 -1 0 0
0 1 1 0 1
111 0 1 0 1 0

/_ P =
01 0 -1 0 1

Ziskali jsme transformované qubity a muzeme provést méreni:

0
p(00) = |00} = | = (1 0 0 o) ||| =0

0

0\ |° .
p(101)) = [01|)[* = \%(0 1o 0] :‘\2 L

0

0\ |° .
p(110)) = [{01[")]* = \%(0 01 0! :‘\g -1

0

0 2

N2 1 1

(1) = i) = | 2= 0 0 1) ]| <o

0




108 J. MICHALEK
Méfeni druhého qubitu bude zkraceno.
p(]00)) = [{00]p")[* = p(|01)) = [{01]p")> = 0,
1

2’
p(]10)) = [(10]p")]* =0, p(|11) = [(1]p")* = 5

Jedndoduse lze ovérit ze soucet pravdépodobnosti je 1 pro oba pripady.
Tentyz obvod je nyni realizovan ve formé GA. Je proveden tenzorovy soucin
Hadamardovy brény a X-brany. Forma CNOT hradla je zndma, viz (4.6). Proto

—_

Mﬂzhwmxzégﬁﬁ—ﬂﬁ+ﬁ+ﬂﬂﬁ+ﬁ%

=ﬁaﬁﬂﬁ+ﬁﬂﬁ+ﬁﬁﬁ+ﬁﬁﬁ—ﬁﬂ—ﬁh+ﬁﬁ+ﬁm

Xewvor = fifi — HAfs — fHfifs.

Konecna reprezentace obvodu je ziskdna jednoduse vynasobenim vyrazi Agx a
Aonor- S vyuZzitim pravidel uvedenych v (4.3), (4.4) a (4.5) muZeme zjednodusit
na findlni tvar

AM = AeNoTAHX
1
= (A Rl = fud = fife = AL+ A
+ fL bt + 5.

Vsimnéme si, ze v maticové reprezentaci ma findlni matice 8 nenulovych prvka.
Vyraz v GA reprezentaci ma také 8 prvkia. Pro ovéfeni spravnosti vypocitame
pravdépodobnosti vysledkii méfeni pro qubity ¢ = |00) a p = |01):

[9") = Arlep) = %(flf{rf;r il = = fufe = A o+ A 1
nfatl 5l earl) (B Rf)) = (RS + AL 1A)).

IM=Amm=&%hﬂﬁ+ﬁﬁﬁ—ﬁﬂ—ﬁh—ﬂhﬁh+ﬂﬁh
1
tilnni+ ) (il nid) = S (n i+ i)

K vypoctu pravdépodobnosti jednotlivych vysledk pouzijeme skalarni projekci.
Je dilezité zménit ¢len pred skalarni projekci. Tento priklad pracuje se dvéma
qubity, proto zménima na 2" = 22 = 4 a dostaneme

2

p(|00)) = [(00[¢")| |:f1f1f2f2 f(f1f1f2 +f1f2fz)}

0

%
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2

p(101)) = [{00[4) ‘[ﬁhﬁ qﬁmg+ﬁhfuﬂ

2 ’

‘ [flrf],

p(10)) = [(10[¢")]* =

N =

p(11)) = [(11[¢")]* = 0
Soucet vSech pravdépodobnosti je 1, coz je spravné. Nyni mizeme porovnat vy-
sledky s témi ziskanymi pomoci maticové reprezentace. VSechny pravdépodobnosti
jsou stejné. Pro druhy multi qubit je postup analogicky a ukazany jsou pouze ko-
necné pravdépodobnosti:

p(100)) = [{00l")* = 5. p(lon)) = (011" =0,
1

p(|10)) = [(10]p")|* = 0, p(I11)) = [(1]p)]* = 5

V pripadé druhého multi qubitu je soucet pravdépodobnosti také 1. Jsou stejné
jako v maticové reprezentaci, a lze tedy dospét k zavéru, ze reprezentace pomoci
GA je ve vSech smérech spravna a funkéni.

Je zfejmé, ze s vyssim pocCtem vstupnich qubitii se rozmér matic exponenci-
alné zvétsuje. Vypocet se stdva velmi naroénym, protoze pracujeme s obrovskymi
maticemi. Reprezentace v GA je velmi intuitivni a umoznuje mnoho zjednoduseni
béhem vypoctu. Pocet prvku reprezentujicich kvantové stavy nebo kvantové brany
se také zvétsuje, ale obvykle se vyraz béhem vypoctu zjednodusi a mnoho prvka
zcela vypadne. Je také tfeba poznamenat, ze geometricky soucin nékterych prvki
v GA je roven 0. Toto vlastnost zjednodusuje vypocet a také Set¥i spoustu paméti.

Nejvétsi problém s GA reprezentaci je ten, Ze neexistuje zadny software pro
pfimou implementaci. GAALOPWeb nabizi nékteré moznosti, ale s mnoha ome-
zenimi. P¥i vhodné implementaci lze pomoci GA realizovat QC velmi efektivné.
Ekvivalence maticové a GA reprezentace také umoznuje pouziti vhodnéjsi repre-
zentace pro konkrétni problém.

5. SHRNUTI

V prvni kapitole se definuji klicové pojmy z algebry a jsou dany do patfi¢ného
kontextu. Obecné je popsan tenzorovy soucin a tenzorové prostory. Je odvozena
Cliffordova algebra a diskutovany vSechny jeji dilezité vlastnosti, [6].

Druhé kapitola zac¢ina definici qubitu. Zduraznén je rozdil mezi klasickym bitem
a qubitem. Abychom mohli fesit problém s vizualizaci qubitu, snizime pocet stupnt
volnosti na dva a poté prepiseme definici qubitu do sférickych souradnic. To umozni
definovat tzv. Blochovu sféru, ktera se pouziva k vizualizaci riznych qubiti a jejich
transformaci. Definice qubitu je rozsifena na multi qubity pomoci Kroneckerova
soucinu. V jednoduchosti je také popsano, jak se provadi méreni. Tato kapitola je
zaloZena na znalostech ziskanych z [2, 7, 13].
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Dalsi kapitola ukazuje, jak odvodit obecnou kvantovou branu a jaké vlastnosti
musi spliiovat. Jsou definovany zakladni brany a demonstrovan jejich tcinek na
konkrétni qubity. Definice brany pro jeden qubit je rozsifena na branu pro multi
qubity pomoci Kroneckerova soucinu.

Hlavni ¢ast prace aplikuje znalosti a konstruuje aparat geometrické algebry
(GA) vhodné pro kvantové vypoéty (QC). Zaéindme definici GA nad redlnymi
Cisly. Zvlastni pozornost je vénovana geometrickému soucinu, kterym je tato alge-
bra vybavena. Tento soucin hraje klicovou roli po celou préci, a proto je peclivé
odvozen z vnitintho a vnéjstho soucinu. Jsou zdiraznény dilezité vlastnosti ge-
ometrického souc¢inu. Abychom vSak mohli spravné reprezentovat qubity v GA,
musime do nasi definice zahrnout i komplexni ¢isla. Nastaveni zdkladniho pole na
komplexni ¢isla nestaci, protoze komplexni chovani musi byt preneseno piimo do
algebry. Proto je predstavena ortogonalni linearni transformace. Baze zkonstruo-
vana pomoci této transformace se nazyva Wittova baze a hraje velmi dilezitou
roli. Jsou zkoumamy dulezité vlastnosti Wittovy baze pro tcely dalsich vypocta.
Dalsi uziteéné informace k této konstrukci GA lze nalézt v [5].

S vhodnym aparatem GA muzeme prejit k definici qubitu. Klicovym konceptem
je identifikovat qubity s prvky GA. Je popséna obecnd definice qubitu a poté
rozsifena na multi qubity. Kvantové brany jsou také identifikovany s prvky GA,
coz umoznuje vypocet v ramci jedné algebraické struktury. Je prozkoumén vztah
mezi maticovou a GA reprezentaci. Poté je peclivé odvozena forma kvantovych
bran zapsanych v GA. Je ukdzan univerzalni zpusob, jak sestavit libovolnou branu
pro multi qubity. Stru¢né diskutujeme také to, jak provadét méreni v GA.

Povedlo se sestavit aparat GA, ktery umoznuje intuitivni a pfimocary vypocet.
Vsechny ziskané vysledky potvrdily spravnost tohoto pristupu. Elegantni definice
baze umoznuje mnoho zjednoduseni béhem vypoctu, coz ho déla rychlejsim a po-
tencidlné i méné ndroénym na pameét. Maticova reprezentace méa problém se zvy-
Sujicim se rozmérem matic. Tento rist je exponencialni a i pro maly pocet qubit
muze byt vypocet velmi narocny. Rozmér vyrazu reprezentujicich kvantové brany
v GA také roste, ale neni tak dramaticky a ¢asto se dd zjednodusit. Nejvétsim
problémem je samotna implementace GA. Komplexni ¢isla jsou obtizné reprezen-
tovatelnd a v soucasné dobé neexistuje zadny software vhodny pro vypocty v GA.
GAALOPWEeb nabizi alternativu, ale pracuje s GA nad realnymi ¢isly a pouziva
trochu odlisny pristup.

REFERENCE

[1] M. E. Browne: Schaum’s outlines physics for engineering and science, McGraw-Hill, New
York, 2010.

[2] F. De Lima Marquezino, et al.: A primer on quantum computing, SpringerBriefs in Computer
Science, 2019.

[3] L. Dorst, D. H. F. Fontijne, S. Mann: Geometric algebra for computer science: an object-
oriented approach to geometry, Morgan Kaufmann Publishers, 2007.

[4] D. Hildenbrand: Introduction to geometric algebra computing, Chapman and Hall/CRC,
2018.

[5] J. Hrdina, A. N4vrat. P.Vasik: Quantum computing based on complex Clifford algebras, 2022,
online https://doi.org/10.1007/s1128-022-03648-w.


https://doi.org/10.1007/s1128-022-03648-w

APLIKACE GEOMETRICKYCH ALGEBER V KVANTOVEM POCITANI 111

[6] M. S. Lane, G. Birkhoff: Algebra, American Mathematical Society, Providence, 1999.

[7] M. A. Nielsen, I. L. CHUANG: Quantum computation and quantum information, Cambridge
University Press, Cambridge, 2010.

[8] C. Perwass: Geometric algebra with applications in engineering, Springer, 2009.

[9] L. Prochézka: Inverzni kinematika robotického ramene s predepsanou trajektorii efektoru
pomoct geometrické algebry, Bakalarska prace, Vysoké uceni technické v Brné, Fakulta stroj-
niho inzenyrstvi, Brno, 2022.

[10] E. M. Purcell, D. Morin: Flectricity and magnetism, Cambridge University Press,
Cambridge, 2018.

[11] Open-source quantum development, online https://qiskit.org/, accessed Apr 28, 2023.

[12] J. Rue, S. Xambo: Mathematical essentials of quantum computing, Lecture notes UPC,
online https://web.mat.upc.edu/sebastia.xambo/QC/qc.pdf.

[13] Theory of computing, ACM Press, New York, 1993.

Jan Michalek, Ustav matematiky, Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké u¢eni technické v Br-
né, Technické 2, 61669 Brno, Cesks republika,
e-mail: 228579@vutbr.cz


https://qiskit.org/
https://web.mat.upc.edu/sebastia.xambo/QC/qc.pdf

112



