KVATERNION 1-2 (2023), 137-176 137

MATEMATICKE METODY V NEKTERYCH RANKINGOVYCH
MODELECH

LUBOMIR PAZOUREK

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek, napsan na zdkladé stejnojmenné bakaldiské préce autora,
se zabyvd matematickou podstatou nékterych rankingovych metod. Jejich jednoti-
cim prvkem je tzv. Perronova-Frobeniova véta pro nezdporné a ireducibilni matice,
ktera formuluje podminky pro existenci kladného vlastniho ¢isla a kladného vlast-
niho vektoru dané matice. Cilem ¢lanku je uvést prehled potfebnych teoretickych
vysledku, vysvétlit jejich aplikaci v rdmci nékterych rankingovych metod a provést
simulace pri vyhodnoceni nékterych soutézi. Nasledné porovnat uvedené metody
s nékterymi, které se casto pouzivaji v Sachovych turnajich.

1. Uvop

Uz od pradévna lidé mezi sebou navzajem soupefili a snazili se byt témi nejlep-
$fmi. Pro respektovani dosazenych vysledku a jednotlivych umisténi v co nejvétsi
mite musela byt nastavena pravidla, podle kterych se rizné véci bodovaly a podle
kterych se urcovalo priubézné i zavéreéné poradi. At uz to bylo ve sportovnich sou-
tézich tymi, které budeme rozebirat pravé my, nebo v libovolnych jinych, kde je
cilem sestavit néjaky zebticek podle vykonnosti ¢i dspésnosti.

Otéazka rankingu — tedy sestaveni poradi na zakladé vybranych faktoru — je
nékdy velmi jednoduchd, nékdy zase velmi obtiznd. Existuji napiiklad atletické
discipliny, ve kterych rozhoduje o potradi pouze vykonnost. Ve skoku vysokém
poradi atleta ¢i atletky urcuje nejvyssi zdolana vyska, v béhu na 1000 metri pouze
cas. Klasifikace je z tohoto hlediska objektivni a nezavdava pricinu k pripadnym
stiZznostem.

V piipadé hodnoceni tymovych soutézi, predeviim fotbalu a hokeje v Cesku
nebo Evropé, o poradi rozhoduje celkovy bodovy zisk, ktery je uréen na zakladé
vysledkt jednotlivych zdpast a predem stanovenych kritérii. V ¢eské fotbalové lize
se kazdy tym s ostatnimi celky potka dvakrat, v ceské extralize ledniho hokeje

2020 MSC. Primarni 15A18.

Klicovd slova. hodnotici, turnajovd a ireducibilni matice, vlastni ¢&islo, vlastni vektor,
Perronova-Frobeniova véta, rankingové metody.

Clének vznikl na zakladé bakaldiské prace autora v oboru Matematické inZenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedouci prace byl Jan Cermék z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.

Velmi bych chtél podékovat prof. RNDr. Janu Cermékovi, CSc. za velmi vstiicny pifstup,
veskerou pomoc, cenné rady a pripominky pfi psani zavérecné price i tohoto ¢lanku.



138 L. PAZOUREK

kazdy s kazdym ctytrikrat. Tymy se mezi sebou potkavaji tedy stejnou mérou,
takze v tomto ohledu nemize nikdo namitat, zZe koneéné poradi neni spravedlivé.

Existuji ale i soutéze, ve kterych tymy mezi sebou nehraji stejny pocet zapast,
nebo se dokonce nékteré nestretnou viibec. Poté poradi sestavené na konci celého
ro¢niku pouhym se¢tenim bodd muze vyvolat velkou nevoli mezi pfiznivci jednot-
livych tymu, protoZe se mohou domnivat, Ze zrovna jejich tym mél tézsi los a diky
tomu skoncil v poradi nize nez mél, a nez fanousci doufali.

Pokusime se tedy najit takové rankingové systémy, které nebudou zohlednovat
jen bodové zisky z utkéani, ale i kvalitu jednotlivych protivnik. V tomto ¢lanku
se zamérime zejména na ty, které vyuzivaji riznych, zajimavych matematickych
metod a teoretickych vysledku z linedrni algebry. Nasledné se pokusime zhodnotit,
jestli by bylo lepsi pouzivat k sestavovani poradi pravé tyto rankingové systémy, v
¢em by byly jejich benefity, a v ¢em naopak ptipadna uskali.

Clanek je rozélenén do sedmi kapitol. V druhé kapitole zavedeme a okomentu-
jeme dulezité souvisejici matematické pojmy. V tieti kapitole se detailnéji podi-
vame na znéni Perronovy-Frobeniovy véty, kterd je matematickym zakladem nékte-
rych vyznamnych rankingovych metod. Ve ¢tvrté kapitole ukdzeme, jak reprezen-
tovat tabulky s body z jednotlivych utkani maticovym zapisem, a tyto specialni
matice a nékteré jejich vlastnosti podrobnéji prozkoumame. Nésledné uvedeme
vyuziti kladnych vlastnich vektort garantovych Perronovou-Frobeniovou vétou
v uvazovanych rankingovych systémech. Prozkouméame také ruzné varianty bodo-
vych ohodnoceni zapasu. V dalsi kapitole si budeme ilustrovat pouziti navrzenych
rankingovych systémii na tirech piikladech z redlného svéta sportu, konkrétné na
fotbalové Premier League, hokejové NHL a lize amerického fotbalu NFL. A v pted-
posledni kapitole si nami popisované metody porovname s metodami, které jsou
pouzivané v Sachovych turnajich.

2. PREHLED MATEMATICKEHO APARATU

Nejprve si pripomeneme nékteré zékladni pojmy teorie matic spolu se zakladnimi
komentari. S témito pojmy dalsi ¢ast tohoto textu pracuje. Pti zavedeni téchto
pojmu budeme predpoklddat, ze A je ¢tvercova matice fadu n (tuto skutecnost
nebudeme opakovat).

2.1. Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Zacneme s pojmem vlastni ¢islo a vlastni vektor, které v tomto ¢lanku hraji velmi
vyznamnou roli.

Definice 2.1. Necht I je jednotkova matice fadu n. Pak algebraickou rovnici
det(A—AI)=0

s neznamou A nazyvame charakteristickou rovnici matice A. Kotfeny této charak-
teristické rovnice pak nazveme vlastni c¢isla matice A. Je-1i X\ vlastni ¢islo A, pak
existuje nenulové feSeni r soustavy

(A= AD)r =0,
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které nazveme vlastnim vektorem matice A prislusny vlastnimu ¢islu A.

Problematika vlastnich ¢isel a vlastnich vektori dané matice je v literatuie
zkouméana z mnoha riznych pohledi. Nés bude zajimat predevsim rozlozeni vlast-
nich ¢isel podle jejich velikosti.

Definice 2.2. Necht Aq,..., A, jsou vlastni ¢isla matice A. Vlastni ¢islo Mg
nazveme dominantnim vlastnim cislem, jestlize plati

[A1] > |A\i] pro vSechnai=2,...,n.

Dominantni vlastni ¢islo tedy udava tzv. spektrdlni polomeér matice A, ktery
uréuje polomér uzavieného kruhu v komplexni roviné (se stiedem v pocatku), ve
kterém lezi vSechna vlastni ¢isla matice A.

Problém nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektort matice A patii do oblasti
numerické matematiky (tyto hodnoty jsme schopni analyticky urcit pouze pro
matice nizkych fdda). Metody, které jsou pritom vyuzivdny, se odlisuji riznymi
hledisky. Jednim z nich je, zda hledame vSechna vlastni ¢isla, nebo jen néktera
vybrané (napifklad dominantni). V nédsledujici kapitole pfipomeneme princip me-
tody, kterd umozni nalézt (za jistych predpokladi) dominantni vlastn{ ¢islo dané
matice, a jemu odpovidajici vlastni vektor. Jak uvidime, tento vektor mize mit,
pri splnéni uréitych pozadavki, vyznamné postaveni pri uziti nékterych rankingo-
vych metod.

V dalsi ¢asti pfipomeneme nékteré specidlni typy ¢tvercovych matic.

2.2. Nékteré typy matic

Definice 2.3. Ctvercova matice P fadu n se nazyva permutacni matice, je-li
mozno P ziskat z jednotkové matice I stejného typu postupnou vyménou radku.

Permutacni matice maji fadu uzitecnych vlastnosti, z nichz prfipomeneme na-
sledujici:

e Vyménu fadk (resp. sloupci) dané matice A miizeme reprezentovat pomoci
souCinu PA (resp. AP).
e Pro kazdou permutaé¢ni matici P plati P~ = PT.

Priklad 2.4. Uvazujme obecnou matici ctvrtého radu

a1 aiz @13 ai4
A— a1 Q22 G23 (424
asz; Q32 Q33 (a34
a41 Q42 Q43 Q44

ve které bychom chtéli zaménit druhy radek se tfetim. Provedme tuto operaci
pomoci permutac¢ni matice. Zvolime si tedy jednotkovou matici, zaménime v ni
stejné radky, které chceme zaménit v matici A, a vzniklou matici oznacime P.
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Poté touto matici vynasobime matici A zleva:

1 0 0 O ail a2 Qi3 aiq

_ 100 10 _ | a31 asx asz as
P= 01 00 — PA= a21 Q22 Q23 Q24
0 0 01 41  G42  A43 Q44

Doslo tedy skutecné k pozadované zaméné radka. Ukazme si, ze naopak pri vy-
nésobeni matice A zprava touto permutacni matici P, se namisto fadki prohodi
sloupce:
ail  aiz a2 Q14
AP = a21 Q23 0422 (24
(31 a3z a3z A34
(41 (43 Q42 Q44

Definice 2.5. Matice A je tzv. horni trojuhelnikovd matice, pravé kdyz plati
a;; =0 pro vsechna i > j.

Pokud je navic nulova i hlavni diagondla, jedné se o tzv. ryze horni trojuhelni-
kovou matici.
Na zaveér zavedeme specidlni typ matice, kterd je v jistém smyslu nerozlozitelna.

Definice 2.6. Matice A se nazyva ireducibilni, pokud je fadu jedna, nebo ne-
existuje z4dnd permuta¢ni matice P takovi, ze PAPT je v tzv. blokové hornim
trojuhelnikovém tvaru, tj.

PTAP _ |:A11 A12:|

0 Ag

kde Aj; (resp. Ago) je ¢tvercovy blok fadu k (resp. n — k). Matice Ajo je pak
rozméru k x (n — k).

Poznamenejme, ze ireducibilita znamenad, ze zadnym prohozenim radku a sloup-
cli v dané matici nedostaneme vyse popsany blokové horni trojuhelnikovy tvar.
Dodejme jesté, ze podminku, aby matice A byla ireducibilni, mtuzeme formulovat
ekvivalentné i v jiném tvaru (viz napt. [3] a [4]).

3. PERRONOVA-FROBENIOVA VETA

Zakladni tvrzeni obsazend v této kapitole byla ¢erpana z knih [3] a [1]. Tato tvr-
zeni se tykaji specidlnich spektralnich vlastnosti matic. Pozdéji uvidime, ze v né-
kterych rankingovych metodach hraje dulezitou roli kladny vlastni vektor dané
¢tvercové matice A (timto terminem rozumime vektor pouze s kladnymi soutad-
nicemi). Cilem této kapitoly je proto zformulovat podminky kladené na matici A4,
které existenci takového vektoru zarudi.

Zacnéme nejprve nasledujici pocetni tivahou. Vezméme pro jednoduchost matici
druhého radu a polozme si otdzku, za jakych podminek, kladenych na koeficienty
této matice, existuje dominantni kladné vlastni ¢islo této matice takové, ze odpo-
vidajici vlastni vektor ma kladné souradnice.
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Priklad 3.1. Uvazujme obecnou matici druhého radu

s charakteristickou rovnici
det(A — )\I) = )\2 — (CL11 + CLQQ))\ + (a11a22 — algagl) = O

Vlastni ¢isla matice A tedy vypocitame takto:

aj; +asy £ \/((111 + ag)” — dayiass + daizas

2
Pozadujeme, aby A; bylo dominantni, kladné, realné vlastni ¢islo. Pokud ma byt
vlastni ¢islo realné, diskriminant musi byt nezdporny. Aby bylo navic dominantni,
musi byt jednoduché. Diskriminant musi byt tudiz kladny. Mame tedy

A2 =

D = (a11 + as)” — dagiass + daizas; > 0,
tj.
D = (a11 — a22)2 —+ 4a12a21 > 0.

Uvedend nerovnost je zarucena mj. tehdy, je-li ajeaq; > 0.

Dominantni vlastni ¢islo ma byt navic kladné, coz je zaruceno tehdy, je-li a11 +
age > 0.

Shrnutim dvou odvozenych nerovnosti dostavame, ze volime-li koeficienty dané
matice jako kladné ¢isla, pak existuje vlastni ¢islo s pozadovanymi vlastnostmi.

Podivejme se, jak pfi podmince na kladnost koeficienti bude vypadat vlastni
vektor 71 prislusny dominantnimu vlastnimu ¢islu A;.

Vlastni vektor r; dostaneme jako Feseni této soustavy rovnic:

ainr — A1 a12 11 0
A—\T = =
( 1)m ( as1 azs — )\1> (7"12) (O> ’

kde 711 a r12 jsou souradnice vektoru 7.
Protoze jsou tyto rovnice linearné zavislé, lze je zjednodusit na tvar

(A1 —a11)ri1 = aiarie.

Podle predpokladu jsou vSechny koeficienty matice A kladné, proto, aby i sourad-
nice vlastniho vektoru prislusného dominantniho vlastniho ¢isla byly kladné, musi
platit Ay > aj;1. Ekvivalentné vyjadfeno

ai1 + ag + \/(an - &22)2 + 4ai2a91
2

> a1,

tj.

2
\/(011 —az2)” +4aizaz > aj1 — ago.
Obé strany posledni nerovnosti umocnime a dostavame
2 2
(@11 — a22)” + 4a12a21 > (a11 — aze)”,
tj.
4aisa9, > 0.
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Tato podminka podle predpokladu plati.

Ukéazali jsme tedy, ze méa-li matice druhého radu kladné prvky, pak existuje
dominantni, kladné, realné vlastni ¢islo, a jemu odpovidajici vlastni vektor 73 ma
kladné soutadnice.

Otéazkou nyni je, zda lze tuto pocetni ivahu rozsitit i na matice obecného radu.
Kladnou odpovéd dal v roce 1907 Oscar Perron'.

Véta 3.2 (Perronova). Necht A je kladnd ¢tvercovd matice. Pak existuje rediné
kladné vlastni cislo A matice A, které je jednoduchym korenem charakteristické
rovnice, a navic predstavuje spektralni polomér pro danou matici A. Tomuto vlast-
nimu ¢islu N odpovidd vlastni vektor r s kladngmi souradnicemi (tj. r; > 0 pro
vdechna i =1,2,...,n).

V roce 1912 rozsiiil znéni Perronovy véty na obecndjsi piipad Georg Frobenius?.

Véta 3.3 (Perronova-Frobeniova). Necht A je nezdpornd ireducibilni ctvercovd
matice. Pak existuje rediné kladné vlastni cislo X\, které je jednoduchym korenem
charakteristické rovnice, a navic predstavuje spektrdlni polomeér pro danou matici
A. Tomuto vlastnimu ¢islu A odpovidd vlastni vektor r s kladnymi souradnicemi
(tj. r; > 0 pro vSechnai=1,2,...,n).

Vektor, jehoz existenci zaruCuje Perronova-Frobeniova véta, budeme nazyvat
Perronoviym vektorem.

Otéazkou, kterou Frobenius v této souvislosti polozil, je, zda uvedené vlastni
¢islo A, které je spektralnim polomérem dané matice A, je navic i dominantnim
vlastnim ¢islem. Proto zavedl nasledujici definici.

Definice 3.4. Neziporna ¢tvercova matice A se nazyva primitivni, pokud je
ireducibilni a ma dominantni vlastni ¢islo.

Jednoduchou podminku, aby matice A byla primitivni, udava nasledujici tvr-
zeni.

Véta 3.5. Je-li ctvercovd matice A nezdpornd, pak je primitivni prdavé tehdy,
kdyz A™ je kladnd matice pro vhodné prirozené m.

Na zavér této kapitoly se zabyvejme otézkou, jak lze urcit Perronuv vektor
dané matice A numericky. Jako G¢innd metoda se jevi zejména mocninnd metoda
(viz napf. [5]), kterd umi nalézt (v pfiblizném tvaru) vlastni vektor odpovidajici
dominantnimu vlastnimu ¢éfslu (coz je za vyse uvedenych podminek prévé Perrontiv
vektor).

LOscar Perron (1880 - 1975) byl matematik némecké narodnosti a profesor na univerzité v
Heidelbergu a Mnichové. Zabyval se hlavné diferencidlnimi, parciadlnimi diferencidlnimi rovnicemi
a linedrni algebrou. Kromé jiz zminéného teorému je naptiklad autorem tzv. Perronova paradoxu.

2Ge01rg Frobenius (1849 - 1917) byl matematik némecké ndrodnosti, ktery se zabyval diferen-
ciadlnimi rovnicemi nebo teorii Cisel. Je autorem rady zndmych vysledkt, napriklad jako prvni
dokézal Cayley-Hamiltonovu vétu. Byl studentem Karla Weierstrasse.
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3.1. Mocninna metoda

Uvazujme ¢tvercovou matici A a predpokladejme, Ze mé dominantni vlastni ¢éislo
A1. Pak mocninnd metoda vychézi ze vztahu

lim A%rg =7,
n—oo

kde rq je startovaci vektor, ktery je linearni kombinaci vlastnich vektorti matice
A, a r je vlastni vektor prislusny dominantnimu vlastnimu ¢islu Aq.

Poznamenejme, 7e metoda m4 i svoje nedostatky, napft. je-li |[A\1| > 1, mtze dojit
k tzv. pfetefeni, a pro |A1| < 1 muze dojit naopak k podteceni. Proto je vhodné
v kazdém aproximaénim kroku vektor 7, = AFrg normovat, a pouzit misto toho
tzv. normalizovanou mocninnou metodu.

3.2. Normalizovani mocninna metoda

Normalizovand mocninna metoda je dana vztahem
n
A To

lim —— =17,
n—oo || Amrol|
kde rg je startovaci vektor, r je vlastni vektor piislusny A; a ||| je euklidovskd

norma.
Poznamenejme jesté, ze prislusné dominantni vlastni ¢islo A\; pak lze dopocitat
z tzv. Rayleighova podilu
rTAr

rTp

A=

4. HopNOTICI A TURNAJOVA MATICE

V této kapitole zavedeme dva specidlni typy matic, které jiz maji pifimou vazbu
na hodnoceni sportovnich tymu.

4.1. Hodnotici matice

Vysledky zapasti v ramci soutéze jsou vzdy nékde zapsdny a reprezentovany rtiz-
nymi zpusoby. Na mnoha turnajich, kde se nehraje hned od zacitku vytazovaci
¢ast, jsou vysledky casto reprezentovany tabulkou. Pokud nepocitame zahlavi a
prvni sloupec s nazvy tymu, tabulka pro turnaj o n tymech ma obvykle n sloupct
a n radku.

Tymim se na zacatku turnaje prifadi jejich pozice v tabulce. Jeji bunky pak
jsou body ze vzajemného stietnuti, pfipadné skére (napiiklad 3:5), nebo kombinace
obou faktor.

Tlustrujme tento pojem na prikladu fotbalového turnaje, jehoZ se ziacastni tymy
Ty az Ty, pricemz ¢asové okolnosti nedovoli, aby se vSechny tymy navzajem utkaly.
Uzijeme pritom tradi¢ni bodové hodnoceni, kde za vyhru se udéli tii body, za
remizu jeden bod a za prohru zadny. V pripadé, ze tymy proti sobé nehrély, policko
nechame proskrtlé. Priklad ptislusné tabulky ukazuje tabulka 4.1. Ta popisuje
turnaj, kdy tym T porazil tym Ts, tym T35 remizoval s tymem T3, tym T3 se
neutkal s tymem 75, atd. Policko tabulky v i-tém fadku a j-tém sloupci tedy
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— T}'/m T1 T)”In T2 T}'/m T3 T)”In T4 Tym T5
Tym 71 | 3 1 0 1
Tym T 0 — 0 3 3
Tym T 1 3 — 0 —
Tym Ty, 0 3 — 0
Tym T 1 0 3 0 —

Tabulka 4.1. Priklad vysledkové tabulky z fotbalového turnaje.

znaci vysledek zapasu tymu T; s 7;. Diagonalni pole z pochopitelnych davodia
proskrtavame.

Turnajovou tabulku lze z hlediska matematického zapisu reprezentovat tzv. hod-
notici matict.

Definice 4.1. Hodnotici matici A rozumime nezipornou c¢tvercovou matici
radu n s nulovymi prvky na hlavni diagonale:

0 a2 -+ ap
a1 0 -+ az,
A P
ap1 Qp2 -+ 0

V této matici tedy prvek a;; reprezentuje celkovy bodovy zisk tymu i proti
tymu j. Je-li tento prvek nulovy, tak to obvykle znamend, ze tym ¢ proti tymu
j vubec nehrél, nebo s nim prohral (kterd z téchto variant nastdva lze snadno
poznat z hodnoty prvki a;;). Poznamenejme, ze v nékterych hodnoticich maticich
se kladny bodovy zisk udéluje i za prohru.

Volbé koeficientti hodnotici matice se budeme prodrobnéji vénovat v nasledu-
jicich kapitolach. Nejprve vsak uvedeme dva priklady bodovani z hokejového a
basketbalového turnaje.

4.1.1. Hokej. Béhem prvniho kola hokejového turnaje o péti tymech T4, Ts, T3,
Ty, Ts bylo odehrano Sest utkani s vysledky uvedenymi v tabulce 4.2.

Doméci | Hosté Vysledek utkani

tym 17 | tym Tp 1:2 v zakladni hraci dobé
tym 77 | tym 73 3:1 v zakladni hraci dobé
tym Ty | tym T3 4:1 v zakladni hraci dobé
tym Ty | tym T5 | 2:1 po samostatnych nédjezdech
tym Ty | tym T3 5:3 v zékladni hraci dobé
tym T3 | tym Ty 3:2 v prodlouzeni

Tabulka 4.2. Vysledky hokejovych zapasu ilustra¢niho prikladu.
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Pokud uvazujeme typické hokejové bodovani, pak prvky hodnotici matice volime
takto:

tym ¢ zvitézil nad tymem j v zdkladni hraci dobé,

tym ¢ zvitézil nad tymem j v prolouzeni nebo SN,

a;j = tym ¢ prohral s tymem j v prolouzeni nebo SN,

O = N W

tym 4 prohral proti tymu j v zédkladni hraci dobé,

nebo se tymy spolu nestretly.

Prislusnd hodnotici matice tohoto turnaje mé tedy tvar

0 0 3 00
30 0 01
A=]0 1 0 2 0
301 0 3
0 2 000

4.1.2. Basketbal. Pri ilustraci basketbalového turnaje predpokladame pro lepsi
nézornost, ze zapasy péti tymu dopadly stejné jako v pripadé hokejového turnaje,
viz tabulku 4.3 (pouze upravime dosazené kose oproti vstielenym gélim do realis-

tym 77 | tym T | 88:92 v zadkladni hraci dobé
tym 77 | tym T3 | 94:64 v zékladni hraci dobé
tym Ty | tym 75 | 106:76 v zdkladni hraci dobé

tym To | tym T5 87:78 v prodlouzeni
tym Ty | tym 77 | 111:98 v zakladni hraci dobé
tym T3 | tym Ty 82:75 v prodlouzeni

Tabulka 4.3. Vysledky basketbalovych zapasi ilustracniho prikladu.

tickych ¢isel). Pti uziti béZzného bodovani basketbalovych zapast

2, tym ¢ vyhral proti tymu j,
a;; = 1, tym ¢ prohrdl s tymem j,

0, tym ¢ neodehral zapas proti tymu j

dostaneme nésledujici hodnotici matici

b

Il
SN - DO
_ o o o
OO O N
— o~ O
OO NO



146 L. PAZOUREK

4.2. Turnajova matice

V této sekci se nejdrive zamérime na maticové popisy tzv. idealnich turnaji. Tim
mame na mysli soutéze, ve kterych vsechny tymy hraji proti sobé pravé jednou,
a kazdy zapas mé svého vitéze (tj. remiza neni moznd). V anglické literatute lze
tento typ turnaje najit pod ndzvem ,single round robin tournament‘, ktery pro
prehlednost zkratime pouze na ,round-robin*.

Vysledky utkéani z takovych turnaji reprezentuje hodnotici matice, kde v pri-
padé vitézstvi tymu ¢ nad tymem j klademe a;; = 1, v pripadé prohry a;; = 0.
Tento specidlni pripad hodnotici matice (obsahujici pouze jednicky nebo nuly) ma
mnoho zajimavych vlastnosti, napiiklad v souvislosti se sestavovanim potradi tymia.
Proto se pro tento typ hodnotici matice zavedl specialni nazev, tzv. turnajovd ma-
tice. Turnajovou matici (popsanou v [2]) tedy rozumime kazdou hodnotici matici
A, jejiz prvky splnujf a;; = 0 nebo 1, pfi¢emz a;; + aj; = 1 pro kazdé i # j.

Prirozenou otazkou je, jak lze z této matice odvodit néjaké zavéry o sile jed-
notlivych tymu. Nez tuto otdzku zodpovime, shrneme nékteré zakladni vlastnosti
turnajovych matic.

4.2.1. Vlastnosti turnajové matice. Nejprve uvedeme ¢tyri zdkladni vlast-
nosti turnajovych matic, které budeme nasledné ilustrovat a komentovat na pfti-
kladu.

Vlastnost 1. Necht [ je jednotkova matice a J je ¢tvercova matice téhoz radu,
jejimiz prvky jsou samé jednicky. Pak pro kazdou turnajovou matici A plati

A+ AT =J -1
Vlastnost 2. Je-li A turnajova matice, pak je AT také turnajovou matici.

Vlastnost 3. Je-li A turnajova matice, pak kazda submatice matice A, vznikla
vynechanim radk a sloupcu stejnych indexd, je turnajova matice.

Vlastnost 4. Necht P je libovolna permutac¢ni matice. Je-li A turnajova matice,
pak PAPT je také turnajova matice.

Priklad 4.2. Uvazujme turnajovou matici

0 0 01

10 0 0
A_1100’

01 10

ktera reprezentuje turnaj, kde tym T; porazil tym Ty, T3 porazil T, tym Ty porazil
T3, atd. Pro upresnéni, vysledky tymu T; zachycuje i-ty radek turnajové matice.
Snadno ovérime, ze vlastnost 1 plati, nebot

0 0 0 1 0 11

A4 AT =

—_ == O
— = O
—_ O = =
O = =

0
1
1
0

O = =
— = O
—_ o O
o O O
o O
o OO
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Podobné, transponovand matice

AT =

—_ o oo
SO O
OO ==
O = = O

je také turnajova.

Vsimnéme si jeji souvislosti s ptivodni turnajovou matici A. Protoze pii transpo-
zici ¢tvercové matice zaménime prvky symetricky podle hlavni diagonaly, matice
AT predstavuje turnaj, béhem kterého dopadly vSechny vysledky zapast presné
naopak ve srovnani s turnajem reprezentovanym puvodnim matici A.

Odvozeni vlastnosti 1 a 2 je trividlni a je tomu i v pripadé vlastnosti 3. Skutecné,
pri vynechani libovolného poctu radki a sloupct stejnych indexti dostaneme matici
s nulovou hlavni diagonélnou, prvky a;; rovny nule nebo jednicce, pricemz a;; +
aj; = 1 pro i # j. Kazd4d takova submatice je proto také turnajovou matici. Pro
ilustraci si uvedeme dva priklady téchto submatic:

0 0 O
A2,3=(8 (1)), Ai=11 0 0
1 1 0

Matice vlevo znaci turnajovou matici pri vynechéni druhého, tretiho radku a sloup-
ce. Napravo pak pfi vynechani radku a sloupce s indexem jedna.

Koneéné vlastnost 4 nam tikd, Ze Ze prohozenim libovolného poctu radku a
sloupci stejnych indext dostaneme také turnajovou matici.

4.2.2. Pocet turnajovych matic a ruznych turnaja. Zajimavou otazkou je,
jaky je celkovy pocet turnajovych matic dimenze n, a dale kolik existuje raznych
turnaji. Mohlo by se zdat, Ze se jedné o ekvivalentni pojmy a neni mezi nimi zadny
rozdil; pozdéji ukazeme, ze ve skutecnosti je tomu ale naopak. Urceme celkovy
pocet zapasu ,round robin“ turnaje o n tymech. Tento pocet je roven vyrazu
n—1
(n—1)+Mn-2)+nm=3)++3+2+1=>Y (n—k).
k=1
Tato hodnota je také ilustrovana na obrazku 4.1 znazornujici pocet utkani turnaje
péti muzstev.

Ekvivalentné, vysledny pocet vsech utkani 1ze také vyjadrit pomoci kombinac-
niho ¢isla, protoze hledame vSechny rizné kombinace dvou tymu z n celkovych.
(Jedn4 se o klasickou kombinaci bez opakovani.) Vysledny pocet je potom roven

n
(Z)Znéme—li celkovy pocet utkani, mizeme urc¢it pocet vSech moznych turnajo-
vych matic. V uvazovaném turnaji muze kazdy zapas dopadnout dvéma zpiisoby.
Nezndme-li vysledek jednoho zépasu, pak mame na vybér ze dvou turnajovych
matic. Pokud nezname vysledky dvou zdpasi, vybirdme mezi ¢tyfmi ruznymi tur-
najovych matice. Pro tfi neznamé vysledky se nabizi osm moznych turnajovych
matic, atd. Obecné, je-li m neznamych vysledki, pak dostavame 2™ moznych tur-

najovych matic. Protoze cely ,round robin® turnaj ma (75) zapasi, existuje 2()
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Obrazek 4.1. Grafické zndzornéni poctu zapasu.

turnajovych matic pro tento turnaj n tymu, kde kazdy hraje s kazdym pouze

jednou.
Nyni se vratme k otdzce jednoznacného vztahu mezi vysledky daného turnaje

a prislusnou turnajovou matici. Uvazujme turnajovou matici

01 10
0 010
B_0001
11 00

Pri srovnani s matici A z Piikladu 4.2 se zd4, Ze matice B reprezentuje jiny turnaj.
Ve skutecnosti vSak muze reprezentovat ten stejny. VSimnéme si, Ze matice B
vznikla z matice A pouhou zdménou prvniho a tiretiho fadku a sloupce. Pokud
bychom tedy ve stejném smyslu zaménili i fadkové a sloupcové indexy jednotlivych
tymu, matice B reprezentuje stejné vysledky turnaje jako matice A.

Pro lepsi ptehlednost je tato operace naznacena ve dvou tabulkach. Tabulka 4.4
odpovida turnajové matici A, tabulka 4.5 turnajové matici B (kterou jsme obdrzeli
vySe uvedenou transformaci matice A véetné zdmeény piislusnych indext). Jinak

— Tym | Tym | Tym | Tym — Tym | Tym | Tym | Tym
T1 T2 T3 T4 T3 T2 T1 T4
Tym 17 | — 0 0 1 Tym 15 | — 1 1 0
Tym T» 1 — 0 0 Tym T» 0 — 1 0
Tym Ts 1 1 — 0 Tym Ty 0 0 — 1
Tym T4 0 1 1 — Tym Ty 1 1 0 —

Tabulka 4.4. Vyjidfeni turnajové matice A. Tabulka 4.5. Vyjadfeni turnajové matice B.

vyjadfeno, ¢islo 2() nam tedy neudéva pocet riznych turnaji, ale pouze pocet
moznych tvar turnajové matice.

Z predchazejici diskuze vyplyva, Ze dva turnaje (reprezentované turnajovymi
maticemi napiiklad C' a D) budeme povazovat za ruzné, jestlize zidnou zdménou
radku a sloupct matice C' neobdrzime matici D, matematicky vyjadreno: neexis-
tuje permutac¢ni matice P takova, ze

D = PCPT.
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Pod pojmem rizné turnaje budeme tedy rozumeét, ze jakoukoliv zdménou radku a
sloupctt matice C' prislusici jednomu turnaji nedostaneme matici D odpovidajici
turnaji druhému.

Tabulka 4.6 ilustruje pocet ruznych turnaju pfi n Géastnicich (n = 2,3,...,8).

Pocet ucastnikt n | pocet trid
2 1
2
4
12
56
456
6880

0O Ui W

Tabulka 4.6. Tabulka poc¢tu raznych ,round robin“ turnaji.

5. PouziTi PERRONOVY-FROBENIOVY VETY V RANKINGOVYCH METODACH

V predchazejici kapitole jsme strucné uvedli pojmy hodnotici a turnajové matice.
Nyni ukdzeme, jak lze téchto matic vyuzit pii sestaveni poradi na zakladé vza-
jemnych utkdni. Uvedeme dva rtzné pristupy, které vedou na zajimavou aplikaci
Perronovy-Frobeniovy véty.

5.1. Stanoveni poradi pomoci turnajové matice (Kendall-Wei metoda)

Zakladni poznatky pro tuto sekei byly brany z ¢ldnku [2]. V turnaji, kde se kazdy
tym utka se vSemi ostatnimi pravé jednou - jednd se o typ ,,round robin®, skoncilo
posledni utkani, a my bychom chtéli za pomoci turnajové matice A sestavit celkové
pofadi ucastnikd (v nasem piipadé tymi), aby na kazdé pozici byl nejlépe pouze
jeden tym. To ucinime tak, ze kazdému tymu prisoudime tzv. skére, tedy nezdporné
realné ¢islo, které vhodnym zpusobem charakterizuje vysledky zdpasu s ostatnimi
tymy. Néasledné skére porovname. Cim vétsi bude hodnota skére tymu, tim vyse
bude v poradi umistén.
Uvazujme tedy obecnou turnajovou matici

0 a2 - a,
a1 0 a2n
A= .
an1 an2 0

Zacneme nejjednodussi a nejprirozenéjsi cestou — skére kazdého tymu zavedeme
jako soucet jeho vitézstvi, tedy soucet vSech prvku v turnajové matici A na pri-
slusném radku.
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Pro tym ¢ bude vysledné skére s; tvaru

n
8; = Qi1 + A2 + a3+ + Qi Zzaij,
j=1
J#i
kde ¢len a;; znaci vysledek utkani proti tymu j.
Uzitim maticového zapisu lze pak skére s jednotlivych tymu psat ve tvaru

S1 0 ai2 ccr Qlp 1 ai2 +a13—|—...+a1n
So a1 0 cee A92p 1 ag1 + ass + ... + a9y,

S = = = . s
Sn apl  Ap2 - 0 1 ap1 + ap2 + ... + A(n—1)n

vektorové zapsano
s = Ae, (5.1)
kde e je sloucovy vektor jednicek.

Dostali jsme tzv. vektor skore s, jehoz i-ta slozka odpovida poctu vitézstvi i-
tého tymu. Pii stanoveni poradi tedy muzeme fici, ze tym ¢ je lepsi nez tym j,
pokud plati nerovnost

S; > S;.
V pripadé, ze kazdy tym bude mit ruzny pocet vitézstvi, tymy jednoduse seradime
na zakladé ostrych nerovnosti
spl > 5172 > > Spn’

kde ((p1 P2 ... pn) je vhodnda permutace prvka 1,...,n. Situace, kdy kazdy

QQQQ .............

Obréazek 5.1. Serazeni tymu v nejjednodusim pripadé.

tym mé odliSny pocet vitézstvi, nastava pouze a jen pouze v pripadé, kdy se nam
turnajovou matici A povede, pomoci permutacni matice P, prevést na ryze horni
trojihelnikovy tvar

01 1 1
00 1 1
PAPT =10 0 0 1
1
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Tento fakt si muzeme ovérit i podle vektoru skore, kdy prvni tym bude mit n — 1
vyher, druhy tym n — 2, atd., az dojdeme k poslednimu tcastnikovi, ktery skoncil
s nula body — tedy nevyhral ani jedno utkéni. Pro vektor skére plati

n—1

n—2

Casto se ale oviem stava, Ze vice tymil ma stejny pocet vitézstvi, takze nékteré
ostré nerovnosti v usporadani tymu podle poc¢tu vyher jsou nahrazeny neostrymi
nerovnostmi. Tymtim ale, jak uz bylo vysSe zminéno, nechceme priradit délené
misto, nebo jich alespon chceme mit co nejméné. Proto se podivame, jak pri této
situaci postupovat.

5.1.1. Blokovy tvar matice. Turnajovou matici bychom mohli vyménou radkt
a sloupcu stejnych indext, tedy pomoci vhodné permutacni matice P, prevést na
blokové horni tvar

A A12}

0 A

kde A1; a Asgs jsou Ctvercové bloky fadu k a n—k. Matice A;5 je dimenze kx (n—k).
Po provedeni této transformace je turnajova matice tvaru

|

PAPT{

All
PAPT =

: : Aga
0 --- 0

Muzeme si vSimnout, Ze blok matice Ao obsahuje samé jednicky. Tato informace
je dulezita predevsim z toho hlediska, ze kazdy z prvnich k& tymu porazil tym ze
skupiny zbyvajich n — k tymt. Mohli bychom tedy konstatovat, ze prvnich k tymu
je lepSich (minimélné podle poctu vitézstvi), nez zbylych n — k tymu. Toto tvrzeni
si mizeme ovérit i na bodovych ziscich. Prvnich k& tymt ma alespon n — k vyher,
a zbytek vyhral maximélné n — k — 1 stfetnuti.

Matematicky vyjadfeno: pro vsechna ¢ = 1,2,...,k, a pro vSechna 5 = k +
1,k+2,...,n plati

S; > S;.

Hodnotit a urcovat poradi pak staci jen v ramci jednotlivych bloka, rozkladat je
dél, a to tak dlouho, dokud je vyse popsana procedura proveditelnd. Vsimnéme si,
ze horni trojihelnikovy tvar matice je vlastné pouze specialnim pripadem blokové
matice, kde se ndm matici podari rozlozit takovym zpusobem, Ze konec¢né bloky
jsou matice fadu jedna.
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5.1.2. Ireducibilni matice. Pokud blok v néjakém kroku jiz dale transformovat
vyse popsanym zpisobem nelze (specidlné, celd turnajovd matice A nelze takto
rozlozit), budou v matici minimdlné dva tymy se stejnym poctem vitézstvi. Bud
se smitime s faktem, ze nékteré tymy budou na stejnych prickach, nebo musime
pokracovat v hledani, jak urcit jejich poradi.

Matici, kterou nemuzeme rozlozit, je pravé matice ireducibilni zavedend v druhé
kapitole. V dalsi ¢asti se proto zamérime pouze na turnaje, kde se takova turnajova
matice vyskytuje, protoze v predchozich pripadech, kdy byla matice tzv. reduci-
bilni, poradi ur¢it umime.

Pojem ireducibility matic jde vysvétlit na orientovanych grafech. Potfebné po-
jmy zde uzijeme pouze v intuitivnim smyslu, protoze ndm predevsim jde o nazor-
nou ukéazku.

5.1.3. Silné souvisly graf. Graf se sklada z vrcholi a hran, které zobrazuji
vztahy pravé mezi vrcholy. V orientovaném grafu se navic d4 urcit, kde mé kazda
hrana zac¢atek a konec. Orientovany graf nazveme silné souvisly, pokud se z kazdého
vrcholu dostaneme do vsech zbyvajicich vrcholi. Matice s nezdpornymi c¢leny je
pak ireducibilni pouze tehdy, pokud odpovidajici orientovany graf je silné souvisly
(vice podrobnosti viz [6]).

Nyni si ukadzeme ilustracni priklad.

Priklad 5.1. Mame matice s vysledky dvou raznych fotbalovych turnaju pro
pét tyma. Tymy ozna¢ime postupné A, B, C, D a E, a pritadime jim indexy v
matici jedna az pét. Matice nazveme naptiklad M a O.

Ucastnici proti sobé v kazdém turnaji hrali jen jednou, za vyhru obdrzeli jeden
bod a za prohru zadny. Vysledky obou turnaji zachycuji nasledujici turnajové
matice

01110 0 0111
0 01 01 1 01 11
M=]0 0 0 0 1], O=10 0 0 0 1
01 100 00100
10 010 00 010

Orientovany graf odpovidajici prislusné turnajové matici sestrojime tak, ze si nej-
prve zakreslime vrcholy odpovidajici jednotlivym tymtum s pridélenymi indexy, viz
obrazek 5.2. Kde neni v matici nula udélame hranu se zacatkem v indexu radku
a koncem v indexu sloupce. Pokud tedy napiiklad as; = 1, tzn. vyhral tym s pfi-
razenym indexem pét nad celkem s indexem jedna, sestrojime hranu s orientaci z

bodu FE do A.

Z obrazku 5.2 lze vidét, ze M je ireducibilni. Naopak turnajova matice O neni,
jedna se o reducibilni matici, kterou jsme schopni dokonce rozlozit do t¥i blokt ve
tvaru

POPT =

S oo oo
[l ool
O = O = =
_ O O = =
OO =
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SN TN

Obrazek 5.2. Orientované grafy prislusné turnajovym maticim M a O.

Shriime zatim nabyté poznatky. Pokud jsme turnajovou matici schopni prevést
na ryze horni trojihelnikovy tvar, ma kazdy tym odlisny pocet vitézstvi, a tymy
jednoduse sefadime pravé podle poctu vyher. V opacném pripadé jsme schopni
turnajovou matici rozlozit do bloku. V rdamci riznych blokti muzeme jednotlivé
tymy porovnat, avSsak uvnitt v jednotlivych blocich jiz ne. Budeme se tedy déle
zabyvat otdzkou, jak urcit poradi v ireducibilnich turnajovych maticich.

Podivejme se na prvky turnajové matice. Pokud soucin ¢lenil a;;a; je nenulovy,
vyplyva z toho, Ze tym ¢ porazil j a tym j porazil k. D4 se tedy Tici, ze tym i je
silngjsi nez j, a ten je silnéjsi nez k. Soucin mizeme zobecnit na

Qi A5k AKIAlm - Arpa

jehoz nenulovost znamena, ze tym ¢ by mél byt silnéjsi nez tym .

Pro kazdou ireducibilni turnajovou matici v ramci téchto soucin narazime
na zajimavou situaci. V ireducibilni matici pro kazdého tucastnika ,round robin“
turnaje se objevi nenulovy soucin tvaru

A Ak AR AL -« Gy Qi

z ¢ehoz vyplyva paradox, ze tym ¢ by mél byt lepsi nez tym 4. V praxi to znamena,
ze silny tym prohral s outsiderem. Pro lepsi predstavu si tento nenulovy soucin
mizeme ukdzat na grafu (Sipka sméfuje od vitézného tymu k porazenému), viz
obrazek 5.3.

@ N ol alm ).

Obrazek 5.3. Grafické znazornéni nenulového soucinu koeficientt turnajové matice.
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Toto je vlastné dalsi zdivodéni, pro¢ se nam ireducibilni matice nepodari nikdy
prevést na blokové horni tvar. V kazdém sloupci bude totiz vzdy minimélné jedna
jednicka a dvé nuly (diagondlni prvek plus minimélné jedna prohra).

5.1.4. Zohlednéni vykonnosti souperi. Smyslem dalSich tvah je navrhnout
zpusob hodnoceni tymu v ramci ireducibilnich turnajovych matic.

Uvédomme si, ze za silny tym se povazuje takovy tym, ktery porazi vétsinu svych
protivniki. Naopak slaby tym moc zapast nevyhravé, a kdyz uz se mu podari
zvitézit, tak porazenym je vétsinou tym podobné vykonnosti. Chtéli bychom tedy,
aby vysledné skére tymu nezalezelo pouze jen na vysledku utkéani, ale i na tom,
proti jakému soupefti se hralo.

Nové skore zadefinujeme jako soucet vyher vSech tymil, které tym ¢ porazil.
Jelikoz v nasem pripadé tym za vitézstvi obdrzi jeden bod, nové navrzené skére
vypada takto:

n
§i = @151 + @282 + @383+ + QinSn = Zaijsj-
j=1
J#i
Vysledny pocet bodu uz tedy nezavisi pouze na vysledcich tymu, ale vice reflektuje
schopnosti protivnika — a o to nam pfesné jde. Pro vSechny tymy by maticovy zapis
takto modifikovaného skére mél tvar
s = Ae. (5.2)

Abychom jesté vice zohlednili kvalitu protivniki, vyndsobme s opét matici A
zleva, ¢imz ziskdme novy vektor skére
s3 = A’e. (5.3)

Jinak vyjadfeno pro i-ty tym ziskdme skore

n
§3; = ;1821 + @;2822 + @;3823 + -+ - + AinSon = Z QijS2;-
j=1
J#i
Slovni interpretace tohoto vyrazu je, Ze se jedna o soucet souctu vSech vitézstvi
tymi, které tym i porazil. U vektoru A3e se ndm tedy jesté vice projevila zavislost
mezi jednotlivymi tymy.
Lze tedy konstatovat, ze s rostouci mocninou n dava vektor skére
s, = A"e
stale vérohodnéjsi vysledek. Uvazime-li tedy vztahy (5.1), (5.2) a (5.3), pak v
jistém smyslu idedlni vektor skore je dan vztahem
lim A"e.
n—oo
Se zvySovanim mocniny matice A mohou slozky vektoru skére neiimérné narustat.
Protoze nam jde pouze o porovnani jednotlivych slozek, provedeme normovani
Ae A%e  Ade Ame
[Ae|” [[A%e]” |A%e|” " [[Amell’
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a na tuto posloupnost opét aplikujeme limitu
A"e
im ———.
n—oc || A”ell
Vsimnéme si, ze ziskany vektor skore je pravé Perrontiv vektor matice A vypocteny
mocninnou metodou. Zduraznéme pritom, ze turnajova matice A je podle predpo-
kladu ireducibilni a nezdpornd, podle Perronovy-Frobeniovy véty musi Perronuv

vektor existovat.
Tlustrujme nové ziskany zptisob hodnoceni na néasledujicich dvou prikladech.

Priklad 5.2. V piikladu 5.1 jsme ukézali, Ze matice

01 1 10
00101
M=|0000 1],
01100
10010

ktera popisuje fotbalovy turnaj péti tyma A, B, C, D a E, je ireducibilni. Vektor
skére, ktery znaci pocet vitézstvi jednotlivych tymu je roven

s=3 21 2 27,

TTi tymy maji stejny pocet vitézstvi, a kdybychom je sefazovali pouze podle poctu
vitéznych zdpast, druhé misto by obsadily tfi tymy, a tomu bychom se chtéli
vyhnout. Spocitejme tedy modifikované skére pomoci normalizované mocninné
metody. Vypocteny Perrontuv vektor (za pomoci Matlabu pfi zvolené presnoti e =
1075) dostdvdme ve tvaru

0,5798
0,4251
0,2765
0,3771
0,5143

Vidime tedy, ze zohlednéni kvality protivnika ndm pomohlo, a tymy uz mizeme
sefadit na zakladé nerovnosti

s4=0,5798 > sp = 0,5143 > sp = 0,4251 > sp = 0,3771 > s, = 0,2765.

Na prvni misté se umistil tym A, druhé misto obsadil tym E, protoZe sva vitézstvi
si uhral proti silnéjsim soupeftim, nez tymy se stejnym poctem vitézstvi, a posledni
volné misto na stupnich vitézu si vybojoval tym B.

Ani vyse popsand metoda, vyuzivajici stanoveni poradi tymi podle Perronova
vektoru, nemusi vést k jednoznacnému zaveéru. Tuto skutecnost ilustruje nasledujici
priklad.
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Priklad 5.3. Druhou matici O uvazovanou v prikladu 5.1 jsme byli schopni
rozlozit do t¥i bloki, strucné

001 11 01 1 11
101 1 1 001 11
Oo=|00 00 1| = POPT=]0 0 0 0 1],
00100 00100
00010 00010

kde dva ¢tvercové bloky jsou fadu jedna, zbyvajici je fadu tii. Vektor skére turna-
jové matice O ma tvar

s=(3 4 1 1 1)

Prvni, resp. druhé misto je jasné, obsadil ho tym B, resp. tym A. Chtéli bychom
urcit, kdo je doplni na stupnich vitézi, tedy pokusit se sestavit poradi mezi tymy
C, D a E. MuzZeme si ale vsimnout, ze poradi mezi nimi urc¢it nepijde, protoze se
nam zde vytvoril cyklus, v jehoz rdmci neni mozné rozhodnout, kdo je lepsi, nebo
horsi. VyzkouSejme, ze tuto okolnost nam potvrdi i metoda zalozend na Perronové
vektoru.

Uvazujme ireducibilni blok matice POPT, ktery znazoriuje vysledky utkani
mezi tymy C, D a F, jako samostatnou turnajovou matici

0 01
B = 0
1

o O

1
0
a poradi urCeme pouze mezi nimi (zduraznéme, ze vysledky jejich utkani s tymi
A a B na tomto nic neméni). Pfimym vypoctem jde ovéfit, ze Perroniv vektor
prislusny vlastnimu ¢éislu Ay = 1 matice B (které je sice spektrdlnim polomérem,
nikoliv vSak dominantnim vlastnim ¢islem matice B) je roven

1
1
1

Vidime, ze i podle Perronova vektoru slozky skore vSech tymi jsou stejné, a tedy
nemuzeme ani touto metodou rozhodnout o poradi mezi nimi.

Zaveér tohoto prikladu mtizeme zobecnit v tom sméru, ze tymy nejsme schopni
jednoznaéné sefadit (pomoci vyse popsanych metod), pokud je v kazdém radku
a kazdém sloupci néjakého ireducibilniho bloku turnajové matice pravé jedna jed-
nicka.

5.2. Stanoveni poradi pomoci hodnotici matice (Keenerova metoda)

Perronova-Frobeniova véta lze vyuzit i v jinych typech soutézi nez jen v ,round
robin“ turnajich. Jednd se predevsim o soutéze, kde tymy proti sobé stejny pocet
zapasu nehraji (napiiklad NHL), nebo dokonce se nékteré tymy neutkaji vibec
(napriklad NFL). Velmi typické je to také pro rtzné univerzitni ligy napfi¢ vsemi
kontinenty.
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Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze bychom mohli bodovy zisk kazdého tymu
jednoduse vydélit poc¢tem jeho zdpasu (aby nebyly zvyhodnény tymy s vétsim po-
¢tem odehranych zdpasi), uréit priumérny zisk bodd na utkéani, a podle toho sesta-
vit poradi. Tento zptlisob ale neni vhodny z nékolika divodi. Naptiklad tymy, které
mély konkurenceschopnéjsi soupete, by byly znevyhodnéné vici celkim, které se
prevazné utkavaly se slabymi tymy, a ziskdvaly tak body snaze. Rozdil v bodech
na zapas by pak mezi témito celky mohl byt opravdu vyrazny, a nezohlednoval by
skutecné rozlozeni sil v soutézi.

Proto bychom chtéli zavést zplisob hodnoceni, kde by vysledny bodovy zisk z
utkani nezavisel pouze na vysledku, ale néjakym zpusobem by reflektoval i pro-
tivnikovy schopnosti. Uvidime, ze dojdeme ke stejnému matematickému principu,
jako v prechozi sekci. Vysledky, které uvedeme, jsou ¢erpany z ¢lanku [1].

5.2.1. Teoretické odvozeni. Chtéli bychom tedy, aby vysledny bodovy zisk
tymu z utkani nezalezel pouze na vysledku, ale i na souperi, tedy na jakési sile
protivnika. Mohli bychom ho tedy ziskat jako soucin bodu z vysledku zdpasu a
praveé sily soupete. Je mozné, ze vSechny tymy nebudou hrat proti sobé. Pokud
se tak stane, pocet bodl proti tomuto tymu je roven automaticky nule. Situaci,
kdy ma kazdy tym jiny pocet zapast, oSetfime vydélenim celkového poctu bodi
poctem odehranych zapast n,; tymu i. Zavérecné skére i-tého tymu bychom mohli
psat tedy ve tvaru

n
S; = L(bilrl +b1'27’2+b1'37’3+' . '+binr7z) = ni Z bijrj pro 1= 17 2, e,y (54)
i ti=1
kde b;; znaci celkovy zisk bodt tymu 7 proti tymu j, r; silu tymu j, a n celkovy
pocet tymi v soutézi.
Sestaveni tvaru skoére bylo jednoduché. Nyni je potfeba vytesit hlavni ¢ast, tedy
najit vektor sily r, ktery byl zatim popsan jen neurcité. Je prirozené zavést silu r;
i-tého tymu jako imérnou jeho bodovému zisku s;, tj.

8; = Ar; pro vSechnai=1,2,...,n, (5.5)

kde A > 0 je konstanta timérnosti.

Do defini¢ntho vztahu (5.4) nyni za s; dosadime (5.5). Pro lepsi ptrehlednost
rovnici jesté zjednodusime tak, ze vyraz %bij nahradime symbolem a;;. Dostdvame
tak

n
S; = E aijrj = )\T‘i,
Jj=1

nebo-li vektorove
s = Ar = Ar, (5.6)
kde A = (a;;) je vySe popsand ¢tvercovd matice fadu n.

Jinak vyjadfeno, ndmi hledany vektor r sily tymu je vlastnim vektorem matice
A, podobné jako u turnaju, kde kazdé dva tymy mezi sebou odehraji pravé jeden
zapas bez moznosti remizy.

Chtéli bychom, aby se body jen pricitaly, a ne odecitaly. Proto mame pozada-
vek, aby hledany vlastni vektor obsahoval pouze kladné slozky. Existenci takového
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vlastniho vektoru zajisti opét Perronova-Frobeniova véta. VSimnéme si pritom,
ze konstanta imérnosti A mezi vektorem skore a sily je pravé spektralni polomér
matice A.

Zduraznéme, ze nyni uz neuvazujeme turnajovou matici, ale pouzivime obec-
néjsi hodnotici matici, i ona je vSak z definice nezdporna. Pro uziti Perronovy-
Frobeniovy véty ndm proto staci pouze ovérit ireducibilitu A. V kladném piipadé
vysledny vektor sily r vypocitdme pomoci normalizované mocninné metody, tedy

r = lim A'ro
n=roo [[Arro|”
kde 7¢ je vhodny startovaci vektor.

5.2.2. Volba koeficientt hodnotici matice. Na zacatek pripomenme, ze moz-
nou volbou koeficientui turnajové matice jsme se nezabyvali, nebot jeji koeficienty
jsou pevné dané (viz sekce 4.2). Naopak vybér koeficienti hodnotici matice je
velmi subjektivni zalezitosti. Omezenim je pouze nezdpornost kazdého prvku ma-
tice. UkazZeme, Ze i na jednoduse vypadajicim rozdéleni bodt, kde po celou dobu
budeme uvazovat, Ze soucet bodl obou tymu b;; + b;; ze vzdjemného zépasu je
rovny jednicce, mizeme dosdhnout velmi zajimavych interpretaci.

Zacneme tim, ze vitéz si z utkani odnese jeden bod, porazeny zadny. Pii vari-
anté, kdy zapas skonéi remizou, si tymy jeden bod rozdéli rovnym dilem, kazdy
ziska polovinu. Tedy

1, tym ¢ vyhral proti tymu j,
bi; = { 1/2, zépas skonéil nerozhodné,

0, tym ¢ prohral proti tymu j.

Zajimavé udaje dostaneme, pokud se startovaci vektor ro (viz mocninnd metoda)
rovnd vektoru samych jednicek, tedy ro = e. Pfi vynasobeni matice A vektorem
1o zprava dostaneme jako v minulé sekci bodovy zisk. Tentokrat se ale nebude
jednat o celkovy, nybrz o prumérny zisk na zapas, protoze délime poc¢tem zapasu.
Tento vysledek se ale da interpretovat i trochu jinak.

V anglosaskych zemich se nékdy pouziva pojem ,winning percentage®, nebo-li
procento vyhranych zéapasi. To dostaneme tak, Zze kazdému vitézstvi pridélime
vahu jedna, a kazdé remize vahu polovicni. Potom tento pojem muzeme zachytit
vyrazem
Wi+ iR
= .
kde W; znaci pocet vyher tymu i, R; pocCet remiz a N; celkovy pocet zapasi.
Pokud se nyni podivame detailnéji, jak vypadd i-ty fadek naseho vektoru Arg, tak
dojdeme k zavéru, ze diky nasemu bodovani (jeden bod za vyhru, pul za remizu
a nula za prohru) je vlastné roven vyrazu w; (vynechdme-li v ném vyndsobeni
procenty), tedy

100 %,

wj

- di_ibij Wi+ IR, +0P;
_ 2 : R j=1"t 7 244 3
(ATO)i a j=1 i = n; n n; ’
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kde pismeno P; zna¢i pocCet proher tymu .
Podivejme se, co dale dostaneme v pripadé, kdyz vektor Arg vynasobime zleva
matic{ A. Pro i-tou slozku vektoru nyni plati

n 1 n
(A%ro)s = _ai;—> bk
j=1 J k=1

1 & I « 1
=ain— Y bkt aio— Y bop+ -+ din— Y buk
0 N "2 [

1 1 — 1 « 1 &
= — bi12b1k+b¢2252k+'“+bmank>-
i ( "o "2 i

Vime, ze n% Zﬂzl bi; je pomér poctu ,vyhranych® zdpast ku celkovému poctu
zapastu (pro pfipomenuti, remizu uvazujeme stile jako polovinu vyhry). Proto i-t4
slozka vektoru A%rg vyjadiuje primér pomért "vyhranych'zédpast ku celkovému
poctu zapasu tymu, se kterymi tym 7 neprohral.

Vektor A%rq je oproti Arg interpretaéné vérohodnéjsi, ale porad obsahuje nevy-
hodu, které bychom se radi zbavili. Velky vliv na pofadi u A?r¢ mé4 totiz naro¢nost
programu — tedy zvyhodnuje celky, které hraji proti silnéjsim tymim castéji.

Tuto nevyhodu odstranime postupnym zvysovanim mocniny matice A. Proto
je vysledny ,idedlni“ vektor sily opét roven vyrazu

I A™rg
r= Im ———.
n—oo || Ampo|

Bodovani popsané vyse muzeme bez problému pouzit, pokud se tymy béhem sezény
utkaji vicekrat (pfi vice zdpasech je b;; soucet vSech ziskanych bodu proti tymu
J). S rostoucim poétem zdpast prvky matice b;; a bj; 1épe vystihuji vazby mezi
obéma tymy.

V nékterych soutézich se ale tymy potkavaji pouze jednou ro¢né. Takova situace
nastane napriklad v nékterych univerzitnich ligdch v Severni Americe. Problémem
potom je, ze pokud byl zdpas velmi vyrovnany a skoncil napiiklad 4:5, pak pouze
vitéz bere cely bod a tésnd vyhra mé stejnou vahu (ohodnocend jednim bodem)
jako jasna prevaha v utkani s vysledkem 5:0.

Mezi dalsi nevyhody této volby koeficientt hodnotici matice bychom mohli také
zatadit fakt, Ze tym se samymi prohrami mé relativni silu nulovou a matice A v
tom pripadé neni ireducibilni. Navic zdpasy proti tymum s nulovou relativni silou
jsou pro ostatni tymy nevyhodné, protoze jim vyhra nic neprida, naopak ubere,
protoze budou mit o zapas navic, a tim nizsi skére.

5.2.3. Spojité rozdélovani bodu. Spravedlivéjsi by tedy bylo mezi tymy jeden
bod rozdélit spojité. Jednim z moznych kritérii, jak bod rozdélit, se nabizi napt.
pocet vstielenych goli.
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Pokud ve vzdjemném zapase tym ¢ vstfelil Gy; gola, a tym j Gj; gold, pak
bychom mohli bod rozdélit pomoci vztahu
Gij + Gji ’

Bodovy zisk druhého tcastnika utkani ziskdme pouou zameénou indexi.

V pripadé nerozhodného stavu, G;; = Gj;, si oba tymy stéle odnesou po polo-
Viné, tj. bij = bji = %

Nevyhodou takového rozdéleni, podobné jako v diskrétnim pripadé je, ze hra
miuize byt po celou dobu utkani velmi vyrovnand, ale skonc¢it dejme tomu 1:0. V tom
pripadé by vitéz bral cely bod a porazeny odeSel s prazdnou. Abychom takovéto
situaci predesli, pfedchozi funkci trochu upravime, aby si tym i pfes prohru alespon
néjakou ¢ast bodu mohl odnést. Tim padem docilime i toho, Ze tym se samymi
prohrami bude mit nenulovy bodovy zisk, a tedy i nenulovou relativni silu.

Bodové ohodnoceni 1ze proto nahradit vyrazem

G]Jrjictﬁ, pokud 7 # j,
L pokud i = j.

bij =

bij =
27
Pokud zapas skon¢i remizou, stale plati, Ze si tymy odnesou po poloviné bodu.
Narazili jsme vSak na dalsi nedokonalost, tudiz ze nase nové rozdéleni neosetiuje
situaci, kdy si velmi silny tym bude chtit nahnat body vysokymi vyhrami proti
slabsim tymtim. Hodilo by se nam tudiz rozdélit bod mezi Gcastniky stfetnuti
nelinedrné. Jako mozny navrh nelinedrniho bodového ohodnoceni uvedme

Gij+1
b= h(— 2 .
! (Gij‘f'Gji“rz)’ (5:7)

kde
1 1 1
h(z) = 5 +§sgn(x— §>\/\2x—1|. (5.8)

Pro lepsi nazornost si funkci h vykreslime do grafu, kde pro srovnani tempa rustu
pridame i graf pfimé imeérnosti, viz obrazek 5.4 Jak lze vidét, remiza porad puli
bod na dvé poloviny. Priibéh této hodnotici funkce vsak zarucuje, ze zatimco mezi
vyhrou a prohrou je citelny rozdil, mezi vyhrami 5:0 nebo 8:0 uz tak velky rozdil
neni.

Abychom ilustrovali uziti této nelinedni hodnotici funkce, prikladame také pti-
slusnou tabulku, viz tabulku 5.1. MizZeme si vS§imnout, ze u nékterych vysledkia
utkani jsou body vitéze totozné. Je to dano tim, ze do funkce h vstupuji stejné
poméry. Pti vyhie 1:0 vitézny tym obdrzi 0,7887 bodu. Podivejme se, pokud by
tym uz v zapase néjaké goly obdrzel, kolikrat by musel celkové skérovat, aby si
odnesl stejny bodovy zisk jako pri vyhie 1:0.

Pro jednoduchost ozna¢me pocet vstrelenych branek vitézného tymu a, pocet
branek soupefe b. Pfi vyhie 1:0 je pomér roven 2/3. Proto muzeme psat

a+1 2

el 2 gt
a+b+2 3 a=2b+
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1 h(z) -~

0.8 +
0.6 + 2

0.4 +

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 5.4. Graf funkce h (tmavé Sedd) a funkce y = x.

remiza 0.5 0.5
1:0 0,7887 0,2113
2:0 0,8536 0,1127
3:0 0,8873 0,1127
2:1 0,7236 0,2734
3:1 0,7887 0,2113
5:3 0,7236 0,2764

Tabulka 5.1. Nelinedrni rozdéleni bodu pfi raznych vysledcich.

7 tohoto vztahu tedy vyplyva, ze pokud si chceme odnést 0,7887 bodu a uz jsme
branku inkasovali, musime vstrelit ti. Pokud jsme dostali dvé, tak musime skéro-
vat pétkrat, atd. Pro jiné typy vysledi bychom uvazovali podobné.

5.3. Nelinearni rozsifeni Keenerovy metody

Metoda vypoctu relativni sily tymi, uvedend v predchézejicich sekcich, je mate-
maticky opodstatnéna. V nékterych pripadech se ale muze projevit jeji slabina ve
smyslu zvyhodnovani tymu s tézsimi souperi v rozpisu zdpasi, a muze vyvolat
nespokojenost mezi fanousky, kteii si mysli, ze pravé jejich tym byl znevyhodnén.

Pokud hraji vsichni proti vSem stejny pocet zapasi, nebo se alespon blizi podob-
nému poctu utkani, k této sitaci nedojde. Tymy ale mohou byt rozdéleny napiiklad
do nékolika divizi (skupin), a hrdt prevdzné s tymy z té své. Pokud ovSem bude
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néjaky tym ve slabé skupiné, nemuze nikdy dosdhnout velkého mnozstvi bodd, i
kdyby vyhral prakticky vSechny své zapasy, protoze vétSina soupert ma nizkou
relativni silu. Existuje nékolik zptisobi, jak tento problém diskutovat.

Hlavni myslenka nasich ivah spociva ve vyjadreni relativni sily r; kazdého tymu
ve tvaru

ri = %Zf(mﬂj% (5.9)
1 ]:1

kde 7; je relativni sila soupert a p;; znaci kladné ¢islo charakterizujici vysledek
utkdni mezi tymy ¢ a j. O funkci f zde budeme predpokladat, Ze je spojitd a
rostouci na intervalu (0, o). Navic pozadujeme, aby tato funkece spliiovala

f(0)>0,  f(oo) =1.

Z uvedenych podminek vyplyva, ze silné tymy si nebudou moci jednozna¢nym
vitézstvim zvysovat tak rychle sviij bodovy stav, a zaroven tymy, které maji nalo-
sované slabsi soupefe, mohou stale dosdhnout na slusny celkovy bodovy zisk.

Vektor relativni sily r ale jednodusSe dosazenim do funkce nespocitame, pro-
toze v argumentu funkce f jsou zastoupeny pravé jeho slozky. Nasim tdkolem je
tedy opét nalézt kladny vektor relativni sily tymu, nyni ale odliSnou cestou nez v
predchozich c¢astech.

Definujme nelinearni funkci F' argumentu r, kterd ma slozky ve tvaru

Fy(r) = %Zf(piﬂj)-
()

Vsimnéme si, ze prava strana predchoziho vztahu je totozna s pravou stranou v
rovnici (5.9), kterou lze tedy psét ve tvaru

r, = Fi(r)7

nebo-li vektorove

r=F(r).
O nelinearni funkci F' mtzeme konstatovat, Ze se jednd o zobrazeni z R do R'}.
Zobrazeni F' je také omezené, nebot sc¢itdme konecny pocet Cisel, jejichz hodnota
je mezi nulou a jednickou, a nasledné soucet jen vydélime poctem zapasi. Pokud
navic budeme pozadovat, aby funkce f splnovala, pro vSechna nezaporna x, vztah

f(tx) > tf(z) pro vsechna t € (0,1),

pak v R} existuje jediny pevny bod tohoto zobrazeni F, ktery ziskdme pomoci
vztahu

lim F"(rg) =7
n—o0

s libovolnym kladnym startovacim vektorem rg. Symbolem F™ pfitom rozumime
n-tou iteraci zobrazeni F (podrobnéjsi komentaie k této procedute lze nalézt v
(1]

Jinou interpretaci vyse popsaného postupu je, ze feSime nelinedrni problém
vlastnich ¢isel, kde se opét snazime najit vlastni vektor r s kladnymi slozkami.
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Cely tento pristup muze tedy byt chapan jako nelinedrni zobecnéni Perronovy-
Frobeniovy véty.
Po fadé exprerimenti (viz [1]) byla vybrana funkce

0.05x + 22
f@) =g
24+ 0.05z + =

a tvar zohlednujici vysledek zapasu
B 5+ Gij + ij/g

5+ Gji + Gij2/3.
Graf funkce f je zobrazen v obrazku 5.5. VSimnéme si, Ze pokud pocet vstielenych
goll obou tymd je stejny, tak p;; = 1 a kazdy tym opét ziska pil bodu. Jistym

Dij

[ f(2)

0.2 +

Obrazek 5.5. Graf funkce f(z).

paradoxem této volby je, Ze zvolend funkce f nespliiuje nékteré z vyse uvedenych
podminek (resp. tyto podminky ,témér* spliuje). Ukazuje se vsak, Ze metoda
postupnych aproximaci i presto konverguje k hledanému vektoru r.

6. APLIKACE

V této kapitole si ukdzeme pouziti rankingovych a bodovacich systému uvede-
nych v sekci 5.2, a to na skutecnych sportovnich soutézich tymu. Ziskané vysledky
poté porovname s oficidlnim poradim. Nejprve se zamérime na britskou fotbalovou
Premier League, nasledné na zamotskou NHL, kterd je mnohymi povazovana za
nejlepsi hokejovou ligu svéta. Kapitolu zakon¢ime aplikaci rankingovych metod na
ligu amerického fotbalu NFL.

Vybér jednotlivych soutézi, ani jejich usporadani, neni ndhodny. Zvolili jsme je
tak, aby ndm ilustrovaly vysledky rankingovych metod na rtznych hernich systé-
mech. Postupné si projdeme soutéze od témét ,idedlniho* rozlosovani (ve smyslu,
Ze se tymy mezi sebou utkaji rovnomérné), az po situaci, kdy se v zakladni ¢4sti
nékteré tymy nestfetnou vibec.



164 L. PAZOUREK

Premier League, konkrétné sezénu 2015/2016, jsme vybrali, kromé toho, Ze tymy
proti sobé odehraji stejny pocet zapasu, také z duvodu, ze zminény roc¢nik vyhral
tym s jednou s nejmensich Sanci na tspéch (podle sdzkovych kanceldfi 5000-1).
Proto bude zajimavé ovérit, jestli by tentyz tym vyhrél i v pripadé, ze by k urceni
poradi na konci roéniku byly pouzity ndmi zminéné rankingové metody.

Hokejovou soutéz NHL jsme zvolili primarné ze dvou duvodu. Jednim z nich
je ten, zZe se vsechny tymy spolu utkaji, ale neodehraji proti sobé stejny pocet
utkani. Druhym davodem je vysoky pocet celkové odehranych zapasu, ktery by
mél zarucit, ze vysledné sefazeni se vice blizi skutecné vykonnosti jednotlivych
tymu.

V lize amerického fotbalu NFL se vsechny tymy béhem zdkladni ¢asti spolu
neutkaji, kazdy tym se utka priblizné pouze s polovinou. Jednotlivé celky odehraji
pouze sedmnact zapasu, bude tedy napinavé sledovat, jak vyznamné se poradi
zméni.

6.1. Premier League 2015/2016

Premier League se uc¢astni dvacet tymu z ruznych koutt Anglie, pripadné Walesu.
Sezdéna zac¢ind v srpnu a kazdy tym hraje vzdy proti ostatnim tymam jeden zapas
na domacim hristi a jeden u protivnika. V kvétnu na konci sezény ma tedy kazdy
tym na svém konté tficet osm odehranych zdpast.

Zapas muze pro kazdy z tyma dopadnout pouze tfemi zpusoby — vyhrou, re-
mizou a prohrou. Za vitézstvi celek obdrzi tii body, za prohru zadny. V pripadé
remizy si oba tymy odnesou po jednom bodé. Pribézné i zavérecné poradi je pak
sestaveno na zakladé zminénych bodovych ziski. Pokud nastane shoda, je roz-
hodujicim faktorem napf. rozdil vstielenych a obdrzenych branek, nebo vysledek
vzajemnych zapasi.

Vitézem celé soutéze se stava tym s nejvétsim celkovym bodovym ziskem. Takto
sestavené poradi rozhoduje i o dalsich vécech. Posledni tfi celky, tzn. na osmnéactém
az dvacatém misté, opousti ligu minimalné na jeden rok a sestupuji do druhé
nejvyssi ligy s ndzvem Championship. Naopak prvni ¢tyfi tymy se kvalifikuji do
prestizni Ligy mistr a urc¢ity pocet tymu od patého mista nize pak do Evropské,
nebo Konferenéni ligy.

6.1.1. Absolutni senzace. Sezéna Premier League 2015/2016 nabidla neuvéri-
telnou podivanou a uchvatila cely fotbalovy svét. Maly klub Leicester City, ktery
se v prechozim roc¢niku jen stézi v soutézi zachranil, opanoval celou ligu naprosto
suverénim zpusobem, a zajistil si tak misto mezi nejvétsimi senzacemi v historii
fotbalu i sportu obecné.

Bylo by tedy zajimavé ovérit, jestli tym z Leicestru porazel i velmi silné pro-
tivniky, nebo jestli jen vyuzil klopytnuti nejvétsich favoriti s celky ze spodni ¢asti
tabulky. To se nam c¢astecné podari diky tomu, ze v systémech hodnoceni zohled-
nujeme i sflu jednotlivych tymi.

6.1.2. Sestaveni poradi. Pro sestaveni poradi pouzijeme Keenerovu metodu.
Nejprve s bodovymi zisky, které jsou uzivany v této soutézi a vyse jsme je uvedli.
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Prislusnou hodnotici matici ozna¢ime A. Néasledné pouzijeme spojité, nelinedrni
bodové ohodnoceni jednotlivych zapasi, které je ddno vztahy (5.7) a (5.8), a jehoz
zakladem jsou vstielené goly. Odpovidajici hodnotici matici oznacime B. Pro na-
zornost si uvedme, jak vypadd matice A. Druhou matici uvadét nebudeme, protoze
obsahuje néktera ¢isla s velmi dlouhym desetinym zdpisem, a matice by byla tedy
velmi neprehledna. Hodnotici matice A je tvaru
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Obé hodnotici matice jsou ireducibilni, takze podle Perronovy-Frobeniovy véty
existuje pro matice Perronoviv vektor. Vysledné vektory, vypoc¢tené normalizova-
nou mocninnou metodou v Matlabu pii zvolené presnosti € = 109, jsou reprezen-
tovany v tabulce 6.1.

7 tabulky muzeme vidét, ze by Leicester City vyhral i v pripadé, kdybychom
pro urceni poradi pouzili tyto rankingové systémy. Z hodnoty Perronova vektoru
prii pouziti turnajové matice A plyne, ze Leicester porazel opravdu i silné tymy a
titul si zaslouzi. Z pouziti matice B plyne zase to, ze nevyhraval vétsinou tésné o
jeden gél, ale vétsim brankovym rozdilem.

Do Ligy mistra by se vzdy kvalifikovaly tymy Leicester, Arsenal a Tottenham.
Jednou by byly doplnény Manchesterem United, podruhé West Hamem United.
Ligu by pokazdé opustily dva stejné tymy - Norwich a Aston Villa. Pfi uziti metody
se standartnim ohodnocenim zépasti by se k nim pfipojil Sunderland a sestupu
by se tudiz vyhnul Newcastle. Naopak pokud aplikujeme nelinearni ohodnocent,
Newcastle by uz sestupu neunikl. Z toho mizeme dedukovat, Ze porazel silngjsi
tymy nez jeho konkurenti v boji o zdchranu, ale malym gélovym rozdilem.
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NAZEV TYMU POR.STZ. | KEEOB | RA | KEENEL | RB

Leicester City 1 1 0,3366 1 0,2867
Arsenal 2 2 0,2969 3 0.2695
Tottenham Hotspur 3 3 0,2878 2 0,2701
Manchester City 4 7 0,2563 6 0,2537
Manchester United 5 4 0,2805 5 0,2539
Southampton 6 6 0,2739 7 0,2486
West Ham United 7 5 0,2754 4 0,2543
Liverpool 8 8 0,2474 8 0,2397
Stoke City 9 9 0,2126 11 0,2089
Chelsea 10 10 0,2068 9 0,2240
Everton 11 13 0,1812 10 0,2145
Swansea, City 12 11 0,1947 12 0,2084
Watford 13 17 0,1686 14 0,1981
West Bromwich Albion 14 12 0.,831 13 0,2028
Crystal Palace 15 15 0,1708 15 0,1947
Bournemouth 16 14 0,1759 17 0,1900
Sunderland 17 18 0,1558 16 0,1904
Newecastle United 18 16 0,1692 18 0,1887
Norwich City 19 19 0,1438 19 0,1743
Aston Villa 20 20 0,0700 20 0,1403

Tabulka 6.1. Porovnani oficidlnich vysledk s Keenerovou metodou. Vyznamy jednotlivych

zkratek: KEENER OB - poradi uréené Keenerovou metodou pti ponechéni oficidlniho bodovani;

RA - slozky Perronova vektoru patiici k KEENER OB; KEENER NEL - pofadi urcené pfi
nelinedrnim rozdéleni bodu; RB - slozky Perronova vektoru pattici k KEENER NEL.

Vsimnéme si, Ze mezi oficidlnim poradim a dvéma dalsimi, které jsme ziskali
Keenerovou metodou, nejsou velké rozdily. Proto mtuzeme konstatovat, ze na tur-
naje, kde tymy spolu navzajem hraji stejny pocet zapast, neni nutné aplikovat
metody uvedené v tomto ¢lanku.

6.2. NHL 2021/2022

Hokejové ligy se od roku 2021 dcastni t¥icet dva tymi z USA a Kanady, které jsou
rozdéleny do Zapadni a Vychodni konference. Kazda je jesté poté rozdélena do
dvou divizi po osmi tymech, viz tabulku 6.2.
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Rozdéleni tymua NHL

Pacificka divize

Centralni divize

Atlanticka divize

Metropolitni divize

Anaheim Ducks

Arizona Coyotes

Boston Bruins

Carolina Hurricanes

Calgary Flames

Chicago Blackhawks

Buffalo Sabres

Clmbs Blue Jackets

Edmonton Oilers

Colorado Avalanche

Detroit Red Wings

New Jersey Devils

Los Angeles Kings

Dallas Stars

Florida Panthers

New York Islanders

San Jose Sharks

Minnesota Wild

Montreal Canadiens

New York Rangers

Seattle Kraken

Nashville Predators

Ottawa Senators

Philadelphia Flyers

Vancouver Canucks

St. Louis Blues

TampaBay Lightning

Pittsburgh Penguins

Vegas Gold. Knights

Winnipeg Jets

Toronto Maple Leafs

Washington Capitals

Tabulka 6.2. Rozdéleni tymia NHL.

Tymy v ramci jedné divize proti sobé hraji béhem zakladni casti tikrat az
¢tytikrat (celkem dvacet Set zdpasi). Proti soupeitium z druhé divize stejné kon-
ference se utkaji t¥ikrdt (24 zdpasi). S protivniky z opa¢né konference se potkaji
dvakrat. Celkové odehraje kazdy tym béhem zdkladni ¢dsti osmdesat dva zapasu.
Dohromady je vsech zapasu v zakladni ¢asti 1312.

Oficialni bodovani vysledka utkani je jednoduché, a tymy si mohou odnést od
nuly do tfi bodid. V pripadé vyhry v zdkladni hraci dobé tym ziskava tri body.
Pokud zapas dospéje do prodlouzeni, nebo dokonce do samostatnych najezdu, a
tym v nich uspéje, odnese si dva body. Pokud ale prodlouzeni nezvladne, pripise
si pouze jeden bod. Za prohru v zdkladni hraci dobé se tymu nepfipise nic.

Na konci zdkladni ¢asti se podle poctu bodt sestavuje vice poradi — celkové, v
ramci konferenci a divizi. Tym s nejvétsim poctem bodu z celé soutéze se raduje
ze zisku Prezidentského poharu. Mozna dilezitéjsi poradi je to, které urcuje, kdo
se kvalifikuje do play-off a zahraje si o Stanley Cup. Do vytazovaci faze postupuji
z kazdé divize tti nejlepsi tymy. Nasledné ze zbyvajicich celka z kazdé konference
postupuji jesté dva tymy s nejvétsim poctem bodu na tzv. divokou kartu.

Zjistéme, jak se zméni ucastnici play-off pfi pouziti Keenerovy metody, po-
kud zachovame bodové ohodnoceni vysledki jednotlivych zapast. Napiiklad jestli
Colorado Avalanche, které v tomto ro¢niku Stanley Cup vyhréalo, se do play-off
kvalifikuje.

6.2.1. Sestaveni poradi. Hodnotici matici faddu n = 32 zde uvadét nebudeme,
pouze si ovérime, ze predpoklady Perronovy-Frobeniovy véty plati. Hodnotici ma-
tice, z definice spliujici nezdpornost, je ireducibilni. Perrontiv vektor sily tymu tedy
existuje. Pro zajimavost, hodnotici matice ma dominantni vlastni ¢islo s pribliznou
hodnotou A = 116,13. Jednd se tedy dokonce o primitivni matici (viz definici 3.4).
Jednotlivé slozky Perronova vektoru, vypocitané znovu pomoci Matlabu pfi zvo-
lené presnosti € = 10~%, budou uvedeny v tabulkéch jednotlivych divizi.
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NAZEV | PK | RANK | PS | PB | A || NAZEV |PK |RANK |PS | PB | A
Calgary 1 | 02154 | 1 | 111 | 0 || Colorado 1 102327 | 1 [119] 0
Edmon. 2 0.2007 | 2 | 104 | O St. Louis 2 0.2152 | 2 | 109 | O
Vegas 3 0.1815 | 4 94 | -1 || Minne. 3 0.2115 | 3 [ 113 | O
Kings 4 0.1801 3 99 | 1 Nashville 4 0.1864 | 4 97 | 0
Vanco. 5 101720 | 5 | 92 | 0 || Dallas 5 101836 | 5 | 98 | O
San Jose | 6 | 0.1373 | 6 | 77 | O || Winnipeg | 6 | 0.1696 | 6 | 89 | O
Anaheim | 7 | 0.1318 | 7 | 76 | O || Chicago 7 101114 | 7 | 68 | O
Seattle 8 | 0.1162 | 8 | 60 | O || Arizona 8 | 01041 | 8 | 57 | O
Tabulka 6.3. Poradi Pacifické divize. Tabulka 6.4. Poradi Centralni divize.
NAZEV | PK | RANK | PS | PB | A || NAZEV PK | RANK | PS | PB | A
Florida 1 02300 | 1 | 122 ] 0O Hurric. 1 0.2315 | 1 [ 116 | O
Toronto 2 0.2272 2 | 115 | 0 NY Rang. 2 0.2111 2 [ 110 | O
Tampa 3 0.2065 | 3 | 110 | O Pittsb. 3 0.1940 | 3 [ 103 | O
Boston 4 | 01996 | 4 | 107 | 0 || Capitals 4 | 0.1904 | 4 | 100 | O
Ottawa 5 101469 | 7 | 73 | -2 || NY IsL 5 101561 | 5 | 84 | 0
Buffalo 6 | 01408 | 5 | 75 | 1 Columbus | 6 | 0.1473 | 6 | 81 | O
Detroit 7 101320 | 6 | 74 | 1 || New Jer. 7 101193 | 7 | 63 |0
Montr. 8 | 0.1067 | 8 | 55 | 0 || Flyers 8 101158 | 8 | 61 | O
Tabulka 6.5. Poradi Atlantické divize. Tabulka 6.6. Poradi Metropolitni divize.

Vyznamy jednotlivych zkratek a barev: NAZEV - néazev tymu; PK - poradi uréené Keenerovou
metodou; RANK - vypoéteny ranking; tedy jednotlivé slozky Perronova vektoru; PS - poradi v
soutézi; PB - pocet bodl; A - rozdil oproti ligou uznavanému poradi (PK - PS), minus znaci

posun smérem nahoru; svétle Sedd barva - postup do play-off.

Kdo cekal néjaké turbuletni zmény v poradi, musi byt zklamén. Pofadi tymu v
jednotlivych divizich se prakticky vibec nezménilo. Presto, do boje o Stanley Cup
nepiijdou stejné tymy. Z Pacifické divize se kvalifikoval tym z Las Vegas na tkor
Kings z Los Angelos. Zmeénil se také vitéz celé zakladni ¢asti. Floridu Panthers
vystiidalo Colorado Avalanche. Otézka, jestli se Colorado viubec dostane do play-
off, je tedy zodpovézena a to jasné. Dostane.

Pred vyslovenim zavéru, se nejprve podivejme na zavérecné poradi celé ligy v
tabulce 6.7.

Vsimnéme si, ze potadi se v rdmci celé soutéze ménilo, a i kdyz posuny nebyly
vyrazné, tak jich bylo hodné. Navic je patrné, ze tabulka se nam rozdélila do
pfiblizné t¥{ blokd (prvni, druhd a tfeti desitka) a jen v rdmci nich dochézi k
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NAZEV TYMU | PORADI KEENER | RANKING | PORADI SOUTEZE | POCET B. | A
Colorado 1 0,2327 2 119 -1
Hurricanes 2 0,2315 3 116 -1
Florida 3 0,2300 1 122 2
Toronto 4 0,2272 4 115 0
Calgary 5 0,2154 6 111 -1
St, Louis 6 0,2152 9 109 -3
Minnesota 7 0,2115 5 113 2
NY Rangers 8 0,2111 7 110 1
Tampa 9 0,2065 8 110 1
Edmonton 10 0,2007 11 104 -1
Boston 11 0,1996 10 107 1
Pittsburgh 12 0,1940 12 103 0
Capitals 13 0,1904 13 100 0
Nashville 14 0,1864 16 97 -2
Dallas 15 0,1836 15 98 0
Vegas 16 0,1815 17 94 -1
Kings 17 0,1801 14 99 3
Vancouver 18 0,1720 18 92 0
Winnipeg 19 0,1696 19 89 0
NY Islanders 20 0,1561 20 84 0
Columbus 21 0,1473 21 81 0
Ottawa 22 0,1469 26 73 -4
Buffalo 23 0,1408 24 75 -1
San Jose 24 0,1373 22 7 2
Detroit 25 0,1320 25 74 0
Anaheim 26 0,1318 23 76 3
New Jersey 27 0,1193 28 63 -1
Seattle 28 0,1162 30 60 -2
Flyers 29 0,1158 29 61 0
Chicago 30 0,1114 27 68 3
Montreal 31 0,1067 32 55 -1
Arizona 32 0,1041 31 57 1

Tabulka 6.7. Poradi tymu NHL podle Keenerovy metody.

vyméné. Tym, ktery si nejvice polepsil je Ottawa, kterd se umistila o ¢tyfi pozice
lépe, nez v pivodnim poradi. Znamena to, ze porazila i silnéjsi celky. Naopak tymy,
které si nejvice pohorsily, jsou Chicago, Kings a Anaheim.

Cely ptiklad, i kdyz to tak na prvni pohled nevypadd, ndm dava zajimavy vysle-
dek. Cim vice zapast tymy odehraji, tim vice se mezi nimi projevi skuteéna kvalita
jednotlivych muzstev. Z vysledku také plyne, Zze divize jsou celkem dobie rozdé-
lené. V kazdé jsou velmi silné i slabé tymy. Proto ,sila“ aplikaného rankingového
systému neni tolik vidét.
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Zavérem by se dalo konstatovat, ze vliv Keenerovy rankingové metody je v
pripadé NHL oproti Premier League vétsi, avSak je hodné neutralizovan zminénym
vysokym poc¢tem odehranych zapasi.

6.3. NFL 2022

Liga amerického fotbalu NFL je sloZena z tficeti dvou muzstev vyhradné z USA.
Format ligy je velice podobny NHL, kde se po zdkladni ¢asti hraje play-off. Tymy
jsou rozdéleny do dvou konferenci, které se jesté déli na celkem osm divizi.

Vysledky zapast jsou bodovany jednoduse. Za vyhru si tym pripise jeden bod,
za remizu pul bodu a za prohru zadny. Pri sestaveni zavérecného poradi se body
pouze sectou a vydéli poctem zdpasu. Pripomenme, ze takovéto hodnoceni jsme
uvadéli v minulé kapitole v ¢asti 5.2.2 o volbé koeficienttt hodnotici matice. Pokud
bychom tento tvar vynésobili sto procenty, dostali bychom jiz zminovany ,,winning
percentage“, nebo-li procento vyhranych zapasu.

V zékladni ¢asti kazdy tym odehraje pouze sedmnéct utkani béhem osmnéacti
tydni. Poté jsou tymy sefazeny v prislusnych divizich a z kazdé piimo postupuje
pouze vitéz. Vitézné tymy jsou nasledné doplnény celky, stejné jako v pripadé NHL
na tzv. divokou kartu, tfemi nejlepsimi tymy ze zbylych tymu kazdé konference.

6.3.1. Sestaveni poradi. V tomto pfipadé se avsak nebudeme zabyvat otéaz-
kou, kdo by se kvalifikoval do play-off pfimo, nebo na divokou kartu. Zamérime
se na celkové potradi soutéze, jeho zménu a nasledné srovnani pii pouziti Keene-
rovy metody s nezménénym bodovanim soutéze. Budeme tedy nyni taky uvazovat
hodnoceni, kde tym ziska jeden bod, ptil bodu, nebo zadny.

Nejprve musime opét overit, jestli hledany Perrontv vektor, pri takto zvoleném
bodovani zapasi, existuje. Hodnoti matice je i v tomto pripadé ireducibilni, a
podminky pro existenci Perronova vektoru jsou splnény. Diky tomu, ze vlastni ¢islo
(pFislusné hledanému vlastnimu vektoru) je zarovén i dominatnim vlastnim ¢islem
o priblizné hodnoté A\ = 7,3015, mizeme pouzit na vypocet hledaného Perronova
vektoru normalizovanou mocninnou metodu. Presnost ponechdme nezménénou,
tedy € = 1079, a dostdvame tabulku 6.8.

Hned na prvni pohled je patrné, ze doslo k velkému pohybu tymu vramci umis-
téni v tabulce. Je to hlavné dano z toho divodu, Ze tymy hraly jen proti nékterym
celkiim a kazda vyhra nebo remiza méla stejnou vahu. My jsme ale pomoci ran-
kingového systému zohlednili i vykonnost jednotlivych protivnikd. S takovymto
poradim by urc¢ité byly spokojeny tymy Buffalo Bills, ktefi by zdkladni ¢ast vy-
hrali nebo Washington Commanders, ktefi se posunuli na dvanictou pricku (v
tabulce svétle Sedd). Vysledky vsSak nejsou ,idedlni“. V sekci 5.2 jsme se zminili o
tom, Ze pokud bude mit tym nalosované slabsi soupere, mize se diky tomu pro-
padnout v poradi, které bylo ziskano Keenerovou metodou. Jasnou ukazkou této
nevyhody je tym Kansas City Chiefs (syté Sedd), ktery obsadil az sedmou pozici i
presto, ze v puvodnim poradi byl nejlepsi.

Tato metoda je velmi Géinny néastroj, a pokud zajistime, ze tymy budou mit po-
dobné narocny rozpis zapasu, pak vysledky, které dostaneme, budou velmi presné.
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Buffalo Bills 1 0,3028 3 0,813 | -2
Cincinnati Bengals 2 0,2881 6 0,750 | -4
Philadelphia Eagles 3 0,2879 2 0,824 | 1
Minnesota Vikings 4 0,2643 4 0,765 | 0O
Dallas Cowboys 5 0,2608 7 0,706 | -2
Baltimore Ravens 6 0,2174 8 0,588 | -2
| Kamsas City cies [ 7 [ oz |1 Josu]]
San Francisco 49ers 8 0,2121 5 0,765 | 3
Miami Dolphins 9 0,2055 11 0,529 | -2
Detroit Lions 10 0,1902 14 0,529 | -4
Pittsburgh Steelers 11 0,1884 12 0,529 | -1
Washington Commanders 12 0,1756 16 0,500 | -4
New York Giants 13 0,1694 10 0,559 | 3
Green Bay Packers 14 0,1678 18 0,471 | -4
New England Patriots 15 0,1654 17 0,471 | -2
Jacksonville Jaguars 16 0,1651 13 0,529 | 3
Cleveland Browns 17 0,1639 21 0,412 | -4
New York Jets 18 0,1607 20 0,412 | -2
Tampa Bay Buccaneers 19 0,1438 19 0,471 | O
Los Angeles Chargers 20 0,1411 9 0,588 | 11
Seattle Seahawks 21 0,1368 15 0,529 | 6
New Orleans Saints 22 0,1363 25 0,412 | -3
Carolina Panthers 23 0,1306 24 0,412 | -1
Atlanta Falcons 24 0,1239 23 0,412 | 1
Tennessee Titans 25 0,1006 22 0,412 | 3
Las Vegas Raiders 26 0,0916 26 0,353 | 0
Denver Broncos 27 0,0862 27 0,294 | 0O
Indianapolis Colts 28 0,0801 29 0,265 | -1
Los Angeles Rams 29 0,0672 28 0,294 | 1
Chicago Bears 30 0,0590 32 0,176 | -2
Arizona Cardinals 31 0,0583 30 0,235 | 1
Houston Texans 32 0,0528 31 0,206 | 1

Tabulka 6.8. Srovnani Keenerovy metody s oficidlnim poradim soutéze NFL. Zkratka: WP -
winning percentange bez vynasobeni sto procenty..



172 L. PAZOUREK

V opa¢ném pripadé se nam muze stat, ze budeme moci zpozorovat abnormality
jako v tomto pripadé.

7. POROVNANI S VYBRANYMI METODAMI POUZIVANYMI V SACHU

V této kapitole porovname vyse uvedené metody s metodami Buchholzovou a
Sonnebornovou-Bergerovou, které jsou vyuzivany k stanoveni poradi v sachovych
turnajich.

7.1. Buchholzova metoda

Tato metoda se pouzivd jako pomocné hodnoceni pro turnaje hrané svycarskym®
systémem. Kromé Sachu se tedy také uplatnuje v petanque atd. Slouzi k urceni
poradi ucastnikl turnaje pti shodé boda a uptfednostnuje hrace, kteri méli silnéjsi
protivniky.

Bodovani jednotlivych zapasu je zde bézné — hrac¢, pokud vyhral, ziskd jeden
bod, pokud remizoval, pri¢te si pul bodu. V pripadé prohry si nepripisuje nic.
Celkovy bodovy zisk kazdého hrace je dan souctem ziskanych bodi. V pripadé
shody se hracam priradi nové skére, které je definovano pouze jako suma celkového
zisku bodu jednotlivych soupert. Nezalezi, jestli hra¢ soupere porazil, nebo proti
nému prohrél. Zde se tento zpusob velmi lis{ od ndmi uvedenych systéma.

Pro ziskani nového skére — Buchholzova skére — bychom museli zménit hodnotici
matici, kterd by méla jednicku v prvcich a;; a aj;, pokud proti sobé tcastnici i a
j hrali. V opacném pripadé by na téchto pozicich byla nula. A to je v rozporu s
nasimi metodami, ve kterych pouzivime pouze jednu hodnotici matici.

7.2. Sonnebornova-Bergerova metoda

Vice podobnad nami zkoumanym metodam je Sonnebornova-Bergerova metoda.
Znovu se pouziva pouze jako pomocna metoda pri shodé bodu, nyni ale v sachovych
turnajich, kde kazdy hraje s kazdym praveé jednou.

Vsechna stietnuti{ bodujeme takto: vyhru jednim bodem, remizu polovinou a
prohru zadnym. Vysledny bodovy zisk kazdého hrace je pouhy soucet bodu zis-
kanych z jednotlivych utkani a podle téchto ziskl je sestaveno zavérecné poradi.
Bodovy zisk b; i-tého tcastnika zapiseme takovymto zpusobem:

1
by =W; + iRi-i-OPm

kde pismeno W; znaéi pocet vyher, R; pocet remiz a P; pocet proher i-tého ticast-
nika.
Diky vyuziti hodnotici matice A, kde, jak vime, prvek a;; znaci bodovy zisk
Sachisty ¢ proti j, mizeme tuto operaci pro vSechny hrace zapsat maticové
b= Ae,

kde e je vektor jednicek.

3Hlavni my8lenka Svycarského systému je v tom, aby proti sobé v kazdém kole hrali hraéi s
co nejpodobnéjsi drovni a zaroven aby proti sobé nehrali vicekrat.
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Pokud nastane situace, ve které mé vice hracu stejny celkovy bodovy zisk, po-
krac¢ujeme nésledovné. Vytvorime novy druhy bodovy zisk bf , kde i-tému tucast-
nikovi za kazdého protivnika, kterého porazil, pricteme souperuv celkovy pocet
bodu, a za kazdého soupere, se kterym remizoval, polovinu jeho celkovych bodu z
turnaje. Za soupere, s nimz prohral, se mu nepficte nic.

Diky vhodné zvolenému rozdéleni bodu za zdpas (jeden bod, polovina, nebo
Zadny) muzeme novy bodovy zisk napsat maticove:

b® = Ab= AAe = A’.

Vsimnéme si, ze se nejednd o nic jiného nez pouze o druhou iteraci Keenerovy
metody, pokud za startovaci vektor zvolime e. (Také nedélime poctem utkani — z
divodu stejného poctu zapast to neni pro druhou iteraci nutné.)

Porovnani téchto dvou metod si ukdzeme na realném prikladu a vysledky poté
okomentujeme.

JMENO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Sloth 0 0,5 | 0,5 1 0,5 | 0,5 1 1 0,5 1 0,5 1 1 1 1
Zagarovsky 0,5 0 0 0,5 1 0,5 1 1 1 0,5 1 1 1 1 1
Kosenkov 0,5 1 0 0,5 | 05| 05 | 05 | 05 1 1 , 1 1 1 1
Khasin 0 0,5 | 0,5 0 0,5 1 0,5 0 1 1 0,5 1 0,5 1 0,5
Kletsel 0,5 0 0,5 | 0,5 0 0,5 | 0,5 | 05 | 0,5 0 1 1 0,5 1 1
De Carbonnel | 0,5 | 0,5 | 0,5 0 0,5 0 0,5 | 0,5 0 1 0,5 | 0,5 0 1 1
Arnlind 0 0 0,5 | 0,5 | 0,5 | 0,5 0 0,5 1 0 0,5 | 0,5 1 1 0,5
Dunhaupt 0 0 0,5 1 0,5 | 0,5 | 0,5 0 0 0,5 1 0 1 5 1
Maedler 0,5 0 0 0 0,5 1 0 1 0 1 0,5 | 0,5 | 0,5 | 0,5 1
Estrin 0 0,5 0 0 1 0 1 0,5 0 0 1 1 1
Walther 0,5 0 0,5 | 0,5 0 0,5 | 0,5 0 0,5 0 0 0 1 0,5 1
Boey 0 0 0 0 0 0,5 , 1 0,5 0 1 0,5 | 0,5 1
Abramov 0 0 0 0,5 | 0,5 1 0 0 0,5 0 0 0,5 0 0,5 1
Siklos 0 0 0 0 0 0 0 0,5 | 0,5 1 0,5 5 | 0.5 0 1
Nun 0 0 0 0,5 0 0 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabulka 7.1. Bodové zisky hraca z jednotlivych utkani z néasledujicitho Sachového turnaje.

Priklad 7.1. Sestavme poradi ucastniku turnaje 8. findle mistrovstvi svéta v
koresponden¢nim Sachu. V ptipadé shody bodid pouzijme metody B-S a Keene-
rovu, a jejich vysledky porovnejme. Bodové zisky hracu z jednotlivych utkani jsou
zapsany v tabulce 7.1, které prepiseme do hodnotici matice A a poradi fadka pone-
chame. Vektor s celkovym poc¢tem bodiu jednotlivych hraca poté vyjde nasledovné:

b=Ae=(11 11 105 85 8 7 7 7 7 7 55 55 45 45 1) .

Je patrné, ze nékolik Sachisti méa stejny bodovy zisk, na urceni jednoznac¢ného
poradi proto pouzijeme pomocné metody. Nejprve si vSak musime oveérit existenci
Perronova vektoru. Hodnotici matice A z tohoto piikladu je ireducibilni a uz z de-
finice nezaporna, Perroniv vektor sily tymu tedy existuje. Jednotlivé metody nyni
uz jen vypocitame a jednotlivé slozky ziskanych vektori zapiseme do tabulky 7.2.

7Z vysledki je vidét, ze pti pouziti Keenerovy metody doslo oproti Sonnebornoveé-
Bergerové metodé k prohozeni Arnlinda a Dunhaupta. Je to z toho duvodu, ze
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Dunhaupt ziskal vice bodu proti lépe postavenym hractim v zédvérecném poradi a
az pri vyssi mocniné u hodnotici matice se tato skutecnost projevila.

JMENO CELKEM | PT | SB RANK | PSB | KNR RANK | PK | A
Sloth 11 1 69.5000 1 0,3929 1 |0
Zagarovsky 11 1 66.7500 2 0,3765 2 10
Kosenkov 10,5 3 67.5000 3 0,3795 3 0
Khasin 8.5 4 54.7500 4 0,3068 4 |10
Kletsel 8 5 47.7500 5 0,2719 5 |0
De Carbonnel 7 6 45.2500 6 0,2557 6 |0
Dunhaupt 7 6 41.5000 8 0,2406 7 |-1
Maedler 7 6 41.5000 9 0,2366 0
Estrin 7 6 40,5000 10 0,2282 10 | 0
Walther 5.5 11 33.2500 11 0,1934 11 |0
Boey 5.5 11 28.5000 12 0,1638 12 | 0
Abramov 4.5 13 24.7500 13 0,1428 13 |0
Siklos 4.5 13 22.7500 14 0,1274 14 | 0
Nun 1 15 7.7500 15 0,0457 15 |0

Tabulka 7.2. Vysledné poradi Sachového turnaje ur¢ené dvéma metodami.

V predchozich kapitolach jsme uvadéli, Ze ¢im vyssi je mocnina u hodnotici
matice, tim by vysledky méli byt presnéjsi — s rostouci mocninou se vice projevi
jednotlivé zavislosti mezi tcastniky — a priklad z Sachového turnaje nam tento fakt
jen znovu potvrdil. Bylo by tedy vhodné pro dosazeni presnéjsich vysledkt misto
Sonnebornovy-Bergerovy metody zvolit Keenerovu.

8. ZAVER

Cilem c¢lanku a bakalarské prace, ze které tento cClanek vychézi, bylo vysvétlit
vyznam Perronovy-Frobeniovy véty a dalSich dulezitych teoretickych vysledkt v
nékterych rankingovych systémech.

Po uvedeni zdkladnich pojmt z teorie matic jsme se detailnéji zamérili na zmi-
novanou Perronovu-Frobeniovu vétu, kterd udava podminky, za kterych existuje
kladny vlastni vektor prislusny kladnému vlastnimu ¢islu o velikosti spektralniho
poloméru. Tuto problematiku jsme ilustrovali na motiva¢nim prikladu matice dru-
hého Fadu. Nastinili jsme také numericky vypocet aproximace vlastniho vektoru,
prislusného dominantnimu vlastnimu ¢islu, a to pomoci normalizované mocninné
metody.
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V ¢tvrté kapitole jsme ukazali mozny maticovy zapis turnajové tabulky pomoci
hodnotici a turnajové matice. Turnajovou matici jsme dale podrobné rozebrali a
uvedli jeji zajimavé vlastnosti.

Prvni sekce paté kapitoly byla vénovana sestaveni poradi pomoci turnajové ma-
tice. Zjistili jsme, ze pokud je matice ireducibilni, tymy nejsme schopni podle poctu
vitézstvi seradit, a tato situace vede na pouziti Perronovy-Frobeniovy véty. Apli-
kaci jsme ilustrovali na dvou jednoduchych prikladech. Z nich vyplyva, ze i kdyz
nam vétsinou pouziti této véty pro urceni poradi v ramci ireducibilni matice nebo
ireducibilnim bloku pomiize, existuji i takové situace, ve kterych bez zohlednéni
dalsich faktora poradi neurc¢ime.

Druhé sekce kapitoly paté se zabyvala hleddnim vhodného rankingu, ktery by
zohlednoval nejen vysledek utkani a schopnosti protivnika, ale také nerovnomeérny
pocet zdpast odehrany mezi jednotlivymi soupeti. Odvodili jsme tzv. Keenerovu
metodu, kterd vede znovu na pouziti Perronovy-Frobeniovy véty. Nésledné jsme
také uvedli mozné alternativni rozdéleni bodu, tedy moznou volbu koeficient
hodnotici matice, a popsali jejich prednosti a nevyhody.

V posledni sekci paté kapitoly jsme naznacili myslenku nelinedrniho rozsiteni
Keenerovy metody, a nékteré z toho plynouci benefity pri urcovani poradi. Metoda
muze byt chapana jako nelinearni zobecnéni Perronovy-Frobeniovy véty.

V Sesté kapitole jsme si ukdzali pouziti rankingovych systémi, uvedenych v
druhé sekci kapitoly paté, na ptikladech sportovnich soutézi z redlného svéta. Uké-
zalo se, ze pokud tymy proti sobé hraji stejny pocet zdpast, Keenerovou metodou
dostaneme témér stejné poradi, jaké bylo to oficidlni. Pokud je celkovy pocet utkani
vysoky, vliv rankingu neni tolik viditelny. U NFL se ukazala jedina velka slabina
Keenerovy metody, a to v tom smyslu, ze v pripadé, pokud mé tym pouze slabé
protivniky, nemuze ziskat vysoké ohodnoceni, i kdyby témeér vSechny své zapasy
vyhral.

A v zavérecné kapitole s ¢islem sedm jsme porovnali dvé metody mozného
hodnoceni z sachového prostiedi s nimi navrzenymi metodami a zjistili jsme, ze by
misto Sonnebornovy-Bergerovy metody bylo vhodnéjsi pouzit Keenerovu metodu.

Problematika byla velice zajimava a poucnd. Do budoucna by bylo zajimavé
se pokusit sestrojit komplexnéjsi rozdéleni bodt, které by se zohlednovalo vice
faktoru zaroven, napt. bodovy zisk z vysledka zapasu, pocet vstielenych branek
Ci stfel na branku, atd. Nebo se pokusit najit jinou hodnotici funkci, ktera by
spliovala podminky sekce 5.3, a soucasné by dévala vérohodné ohodnoceni tymu
v ramci uzitych rankingovych metod.
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