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SOUCTY RAD PREVRACENYCH HODNOT VSECH SOUCINU
GENEROVANYCH DVEMA A VICE PRIROZENYMI CiSLY

RADOVAN POTUCEK

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku je prezentovan jeden typ nekonecnych ¢iselnych rad,
které jsou generovany prevracenymi hodnotami ke vSem souc¢inum dvou a vice pfi-
rozenych cisel. Tyto fady tak predstavuji piiklad redukované harmonické rady, tedy
harmonické fady s nékterymi vynechanymi ¢leny. Jsou uvedeny dva zpusoby, jak
tyto fady secist. Jednim zplisobem je zapis téchto fad ve tvaru souctu dil¢ich rad
a urceni prislusnych dil¢ich souc¢ti postupnym uzitim vzorce pro soucet nekonecné
geometrické fady. Druhym, vyrazné jednodussim, zptisobem je zapis téchto rad ve
tvaru soucinu a uziti vzorce pro soucet jednotlivych nekoneénych geometrickych rad.
Ziskané vysledky jsou zobecnény pro n generujicich prirozenych c¢isel a numericky
ovéfeny pro dvé a tfi jednocifernd ¢isla uzitim systému pocitacové algebry Maple.

1. Uvop

Clének je inspirovan tlohou 5.4 z roku 2002 na uréeni souétu specidlni nekonecné
fady obsazenou ve studijnim materidlu [5]. Ulohy z rtiznych oblast{ matematiky
jsou kazdy tyden ve formé studijnich materiali predkladény studentim a dalsim
zéjemcum o hlubsi studium matematiky sdruzenych do skupiny the Berkeley Math
Circle pri Kalifornské univerzité v Berkeley. Touto tilohou bylo urcit soucet vsech
zlomku, které maji v Citateli jednicku a ve jmenovateli souc¢iny generované vsemi
prvociselnymi déliteli ¢isla 2002, tedy prvocisly 2, 7, 11 a 13. Jednalo se tak o tlohu
urc¢it soucet nekonecné ¢iselné rady
1 1 1 1 1 1 1 1
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V tomto ¢lanku se budeme zabyvat jistym zobecnénim této tlohy spocivajicim
v tom, Ze budeme urcovat soucet vsech zlomki, které maji v citateli jednicku a ve
jmenovateli sou¢iny generované vsemi 2-prvkovymi i viceprvkovymi podmnozinami
jednocifernych ¢isel s vyjimkou ¢isla 1, tedy prirozenymi ¢isly 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

2020 MSC. Primérni 40A02.

Klicovd slova. Nekonec¢né rada, geometrickd rfada, harmonické rada, redukovand harmonicka
rada, systém pocitacové algebry Maple.

Prace prezentovana v tomto ¢lanku je podporovana Projektem pro rozvoj organizace ,DZRO
Vojenské autonomni a robotické systémy“.
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Cislo 1 neuvazujeme proto, 7ze budeme hledat souéty konvergentnich fad a soucet
zlomkl majicich ve jmenovateli mocniny ¢isla 1, tj. diléi soucet
1 1 1 1 1
1—’—12—’—13—1_14—1_15
obsazeny v jakékoliv fadé generované i dalsimi jednocifernymi ¢isly, tvori diver-
gentni fadu se souctem oc.
Protoze vyse zminénd tloha i dale feSené tlohy se tykaji redukovanych har-
monickych fad, uvedeme nejprve strucénych prehled nékolika zakladnich a dalsich
potrebnych pojmu z teorie nekonecnych ¢iselnych rad.

2. ZAKLADNI POJMY

Definice 2.1. Pro libovolnou ¢iselnou posloupnost {ay} je odpovidajici neko-
nec¢na rada, dale stru¢néji rada, definovana jako soucet

o0
Zak:a1+a2+a3+~~ .
k=1

o0
Definice 2.2. Posloupnost ¢asteénych soucta {s,} fady > aj je defino-
k=1
vana pro kazdé n € N jako posloupnost koneénych soucti tvaru

n
sn:Zakia1+a2+"'+an-
k=1

Definice 2.3. Jestlize posloupnost ¢dstetnych souétu {s,} méa limitu s, tj.

o0
lim s, = s, potom je fada Y a; konvergentni. Pokud tato limita s neexistuje

&)
nebo je nevlastni, tedy s = +oo, je fada > a, divergentni. V piipadé konver-
k=1
o0 o0
gentni fady Fikdme, ze fada > a; m4d soudet s a piSeme > aj = s.
k=1 k=1

o0 o0
Definice 2.4. Jestlize konverguje fada > aj i fada ) |ag|, pak fikdme, Ze
k=1 k=1
o0

fada > ai je absolutné konvergentni.
k=1
Poznamenejme, ze pro konvergentni fady plati asociativni a distributivni zékon.
Pripomenme, ze prerovnani ¢lent absolutné konvergentni fady neméa vliv ani na
jejl konvergenci, ani na jeji soucet.Souc¢inem dvou absolutné konvergentnich rad
o0 o0
> ar a Y, by se souCty s, a sp je opét absolutné konvergentni fada, kterd ma

k=1 k=1
soucet s45p. Soucin dvou absolutné konvergentnich fad je pritom dan vztahem

() (Er) £

k=1 k=2 (=1
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= aib; + arby + asby + a1bz+
+ a2b2 + [13[)1 + a1b4 + CLng + a3b2 —+ a4b1 + e

Definice 2.5. Geometricka rada je definovana jako soucet nekone¢né mnoha
¢lenti geometrické posloupnosti, tedy posloupnosti s prvnim ¢lenem a, v niz je podil
q - dvou po sobé jdoucich ¢leni konstantni. Geometricka rada je tak fada tvaru

o0
a+aq+aq2+'-~+aq”_1+---ZZaqk.
k=0

Pripomenme, zZe pro soucet s konvergentni geometrické rady s prvnim c¢lenem
a a kvocientem ¢, kde |g| < 1, plati zndmy vzorec
a
$=7_ .
Priklad 2.6. Souc¢tem rady prevracenych hodnot jistych prirozenych ¢isel
rozumime soucet prislusnych zlomku s jednickou v citateli. Prikladem takového
souctu je:
a) Soucet fady prevracenych hodnot druhych mocnin pfirozenych ¢isel (tato tloha
pochézejici z roku 1650 je nazyvdna Basilejsky problém)

(2.1)

2

<1 1 1 1 1 ™
e — b — =y =T 21 644934,
;’@ ettt tet 6

b) Soucet fady prevracenych hodnot tfetich mocnin pfirozenych ¢isel, jehoz vy-
sledkem je tzv. Apéryho konstanta

—~1 1 1 1 1 .
k=1
x 1
Obecné predstavuje soucet ((s) = w takzvanou Riemannovu funkci zeta
k=1

komplexni proménné s. Je zndmo, ze tato fada konverguje, pokud je redlnad cast
¢isla s veétsf nez jedna. Tedy ((2) = 72/6 a ((3) predstavuje Apéryho konstantu.

Definice 2.7. Harmonicka rada je definovana jako fada prevracenych hodnot
ke vsem prirozenym ¢islam, takze je tvaru

= k 2 3 4 5 '

Nézev rady, o niz lze napr. integralnim kritériem konvergence snadno dokéazat,
ze diverguje, je dan tim, ze kazdy c¢len této fady kromé prvniho je harmonickym
primérem jeho dvou sousednich ¢lenti. Takze napr.

2 2 1
1/(1/3)+1/(1/5)  3+5 4°

Definice 2.8. Redukovanou harmonickou radu definujeme jako netiplnou
harmonickou fadu, z niz byly vynechany nékteré jeji Cleny.
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Priklad 2.9. K dulezitym piikladim redukovanych harmonickych fad patii:
a) Rada prevracenych hodnot k prvoéislim a k ¢islu 1
1+1+1+1+1+ ! + ! +
2 3 5 7 11 13 ’
jejiz divergenci dokézal jiz Leonhard Euler (viz napf. knihu [2]).
b) Rada pievracenych hodnot k faktoridlfim nezipornych celjch &isel

L1111, 1,
—k 11 2 6 24 ’

ktera konverguje a jejiz soucet je Eulerovo c¢islo e = 2,718281828. ...

¢) Kempnerova fada K., kterd vznikne z harmonické fady vynechdnim vsech
¢lent 1/n, kde n obsahuje v desitkové soustavé ¢islici ¢. Tedy napf. vynechanim
vsech Clent obsahujicich ve jmenovateli ¢islici 9 obdrzime radu

K—1+1+ +1+1+1+ +1+1+1+ +1+1+1+
P71 8 10 11 18 20 21 88 100 101 ’
kterd byla poprvé studovdna v roce 1914 v ¢&lanku [4]. Touto Ffadou se zabyval

britsky matematik Aubrey John Kempner (1880-1972), ktery v ¢lanku dokézal,
ze fada Kg prekvapivé konverguje.

Lze dokézat, ze vSech dalsich devét Kempnerovych fad Ky, K1, ..., Kg konver-
guje. Kempnerovym faddm je mj. vénovan ¢lanek [1] nebo ¢4st 3. kapitoly v knize

[3].
Nésledujici tabulka udava priblizné hodnoty soucti Sp, Si,..., SS9 téchto rad
zaokrouhlené na t¥i desetinnd mista.

c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S. || 23,103 | 16,177 [ 19,257 | 20,570 | 21,327 | 21,835 | 22,206 | 22,493 | 22,726 | 22,921

Tabulka 1. Priblizné hodnoty sou¢ttt Kempnerovych rad.

Poznamenejme, Ze v ¢ldnku [6] je uveden algoritmus, ktery zobeciiuje problém
chybéjicich cislic na chybéjici fetézec cislic. Napr. soucet zobecnéné Kempnerovy
fady s vynechanym c¢iselnym fetézcem 42 je v tomto clanku vycislen ptiblizné
hodnotou 228,446.

3. DvA zPUSOBY VYPOCTU SOUCTU RAD PREVRACENYCH HODNOT VSECH
SOUCINU GENEROVANYCH DVEMA A TREMI PRIROZENYMI CISLY

Oba dale uvedené zptsoby vypoctu souctu téchto rad nejprve ukdzeme na dvou
konkrétnich prikladech souctu fad generovanych dvéma a tfemi prirozenymi ¢isly.
Druhy, a vyrazné kratsi, zpusob nasledné zobecnime na urceni souctt fad genero-
vanych libovolnym poctem prirozenych ¢isel.
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Priklad 3.1. Urcete soucet fady prevracenych hodnot vsech soucint genero-
vanych ¢isly 2 a 3, tj. soucet fady

1 1 1 1 1 1 1 1 1
23T TR T T T Ty TR
1 1 1 1 1
Ta Tttt ot et
111 1 1 1 1 1
27317 s s T T
1 1 1 1 1 1
R TR TR Y-V IREE T
Reseni:

a) Srovnavacim kritériem lze ukazat, ze dana fada konverguje, coz zarucuje plat-
nost asociativniho zédkona.. Uvazujme majorantni radu, kterd ma oproti dané radé
ve jmenovatelich zlomku pouze zaklady 2:

2 3 4 5 kE+1
gtptmtat t 0
Konvergenci této majorantni rady lze ovérit limitnim podilovym kritériem, kdy
. gy . k+2 2F 1 .. k+2 1
1 =lm — ——=-lm —=-<1
o ar o 2 E41 2wkl 2

Dana rada, kterou budeme dale znacit T', tak ma konecny soucet S. Protoze
vsechny jeji ¢leny jsou kladné, konverguje fada T absolutné, takze jeji Cleny lze
prerovnat. Cleny fady 7 nyni uzdvorkujme podle souétu exponentii. Dostaneme
tak fadu tvaru
T—1—|—1+1—|—1+1 +1+1+1+1
203 \22 32 2.3 23 3% 22.3  32.2
+ ! + ! + ! + ! + ! +
24 3+ 23.3  33.2 22.32
Pro uréeni souctu S fadu T vhodné prerovname, a to na tvar

T = 1+1+1+1+ +1+1+1+1+
T\2 22 93 94 3 32 33 34

(3.1)

S (P U U I S
2.3 223 322 233 332 2232 !

Takto prerovnanou radu T nyni rozdélime na tii diléi fady Ts, T3 a Ts.3, kde

eyttt (3.2)

27992 93 oa ) 9 " 92" 93 ’ '
1 1 1 1 1 1 1 1

Ts=-+4—+—+—+F-==-(1d-F—=+—+-- |, 3.3

s=gtgmtmtat 3(+3+32+33+ ) (3.3)

Tpge 4+ 4 1t 1 1 1

23793 " 92.3 "32.9 "23.3 " 33.2 " 22.32 ’
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tj.
1 1 1 1 1 1
Ts. 1 —_ = 4+ — 3.4
2.3 = 23(+2+3+ +32+23+ ) (3.4)

Soucet S uréime pomoci soucétu dil¢ich rad (3.2)—(3.4). Uzitim vzorce (2.1) pro
soucet konvergentni geometrické rady ziskdme soucty Sz a Ss fad (3.2) a (3.3):

1 1 1 2
= — = — = 1 .
52 21-1/2 22-1 (3:5)
1 1 1 3 1
g 1 _1 . 3.6
T 31-1/3 33-1 2 (36)
Je zfejmé, Ze soudet Sp.3 diléi fady (3.4) miizeme zapsat ve tvaru
1 1
3 = 1 1 . .
Sas=55(1+5) =2(1+9) (3.7)

Na zakladé platnosti absolutni konvergence fady (3.1)) muzeme jeji soucet S
zapsat ve tvaru
S =58+S535+553.
Uzitim vztaht (3.5)—(3.7) obdrZzime rovnici

11
S=1+5+:01+5).

Vynésobenim rovnice ¢islem 6 dostaneme rovnici
65=6+3+1+S5,
tj. 55 = 10, odkud
S=2.
b) Uvazujme dvé geometrické fady U a V' s prvnim ¢lenem 1 a s kvocienty 27! =
a 37! =1 tedy geometrické fady tvaru

1
2

1 1 1
V—1+3+?+3*3+3*4+
se souty Sy a Sy, které podle vzorce (2.1) jsou
1 2
Su = —i2 o1
r 3 3

1-1/3 3-1 2°
Protoze jsou tady U a V absolutné konvergentni, je jejich sou¢inem opét absolutné
konvergentni fada

Sy =

11 11 111
v-v=(1 ot ) (1 = St ).
totm Tttt +3+32+33+34+

Je zfejmé, ze roznasobenim c¢lent obou fad obdrzime fadu tvaru

U-V= 1+++ +1+1+1+1+1+1+
B 2 3 32 .3 23 033 0 92.3  32.9 ’
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tedy fadu 1 + T se souctem 1+ .S. Z rovnice

1+85=SySy
dostavame
S =8ySy —1,
tj. S = 2; — 1, odkud
S =2.

Obéma zpusoby vypoctu jsme tak obdrzeli stejny vysledek: fada T méa soucet
S =2

Priklad 3.2. Urcete soucet rady prevracenych hodnot vsech souc¢inu genero-
vanych ¢isly 4, 5 a 6, tj. soucet tfady
Ly ot iy
4 5 6 42 4.5 4-6 52 5.6 62 43 42.5
~trrnt rr it 1y
4 5 6 16 20 24 25 30 36 64 8
Reseni:
a) Srovnévacim kritériem lze ukdzat, ze dand fada konverguje, coz zarucuje plat-
nost asociativniho zédkona.. Uvazujme majorantni fadu, kterd m4a oproti dané radé
ve jmenovatelich zlomku pouze zaklady 4:
k+2
3 6 10 15 (*39)

agtetptat Ty

+...’

tedy fadu tvaru

i (k+2)(k+1)
2.4k '
k=1
Konvergenci této majorantni fady lze opét ovérit limitnim podilovym kritériem:
2 2.4k 1 1
T T () (G b)) UL S

= lim =- lim —— =

k—oo G k—o00 2 - 4k+1 (k + 2)(k + 1) 4ok +1 4

Dana rada, kterou budeme stejné jako v prikladu 3.1 znacit T, ma tedy konec¢ny

soucet S. Protoze vSechny jeji ¢leny jsou kladné, konverguje fada T absolutné,

takze jeji cleny mtizeme prerovnat. Cleny fady 7' nyni uzédvorkujme podle souctu
exponenti. Dostaneme tak fadu tvaru

T—1+1+1+ 1+1+1+1+1+1
4 5 6 42 52 62 4.5 4.6 5-6
1

Y (LU S I S +
43 53 63 42 .5 42 .6 52.4 52.6
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PR SN S S S —— >+
42.5.6  52.4.-6 ' 62-4-5 @ 42.52 ' 42.62 ' 52.62
Pro uréeni souctu S fadu T vhodné pferovname, a to na tvar
T= (1+1+1+1+~>+(1+1+1+1+~>
4 42 43 44 5 52 53 54

TRy (P .
6 62 6% 6

1 1 1 1 1 1
+(4.5+42.+ — =+ o
1 1 1 1
+(46+4 6+62-4+43-6+63-4+42-62+"'>
1 1 1 1 1 1
+<5 6 52 6+62~5+53~6+63-5+52-62+m>'

Takto prerovnanou fadu 7" nyni rozdélime na Sest dil¢ich rad Ty, T5, T, Ty.5, Ta¢
a T5.6, kde

(3.8)

=iy ly 1 —11+1+1+1+ (3.9)
Ty e T s T4 44273 ’ ’
GO S SR SIS RIS I S (3.10)
5T 552 53 5 5 5 ' 52 53 '
1 1 1 1 1 1 1
Ty == 4+ — ~(1 ), 3.11
s=gtmteEt 6(+6+62+63+ ) (3.11)
- LS SRS SRR SN SR
Ty 5 425 "52.4 " 4.5.6 ' 43.5 ' 53.4
P t 1
256 5246 6245 2.5 ’
tj.
1 1 1 1
Tys = —(14+=4-+2
4:5 4_5< +4+5+6 12
JriJrijLiJriJr—1 P |
52 "62 ' 4.5 ' 4.6 ' 5-6 ’
Tpg=m gty 1 1 1 1
Y6746 426 624 43.6 ' 63-4 ' 42.62 ’
tj.

1 1
T4.6_<1+4+6++62+46+ ) (3.13)
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et -t 4t 1 1 1
67 5.6 " 52.6 ' 62-5 5.6  63-5  52.62 ’
tj.
1 11 1 1 1
Tog=— (144t = = — - ). 3.14
56 5.6<+5+6+52+62+5_6+ ) (3.14)

Hledany soudet S uréime pomoci souétt diléich fad (3.9)—(3.14). Uzitim vzorce
(2.1) pro soucet konvergentni geometrické fady ziskdme soucty Sy, S5 a Sg fad
(3.9), (3.10) a (3.11):

54231—11/4224::%’ (3.15)

55:%1—11/5:%53122’ (3.16)

Sﬁzélfll/()’:éGEl:%' (3.17)
Je zfejmé, Ze soucet Sy.5 diléi fady (3.12) muZeme zapsat ve tvaru

Sy5 = L(HS) = i(1+S). (3.18)

4-5 20
Soulty Si¢ a Ss.¢ Tad (3.13) a (3.14) jsou soucty vsech zlomka s jednickou v
Citateli a ve jmenovateli se vSemi mocninami soucinu Cisel 4, 6 a 5, 6.
Vyraz v zdvorkéch ve vyjadreni souctu Sy.¢ fady (3.13) pferovname a zapiSeme
jako soucet ¢isla 1 a ti{ dil¢ich fad Ty, Ts a Ty.¢ se souéty Sy = 1/3, Sg = 1/5 a
S4.6. Dostavame tak rovnici

1 1 1
54-6 = 46<1+ 3+5+S4~6)-
Vynasobenim ¢islem 360 obdrzime rovnici 360S4.6 = 15 + 5 + 3 4+ 1554.6, odkud
23 1
6= ——=—. 1
546 = 305 = 15 (3.19)

Analogicky obdrzime pro soucet Ss.¢ rovnici

1 1 1
Ss6=—(1+=>4+=4+S56].
5.6 5~6<+ +5+ 56)

4
7 této rovnice obdrzime tpravou rovnici 600S5.¢ = 20 + 5 + 4 + 20S5.¢, odkud
29 1
= — = — . .2
556 = 530 = 20 (3.20)

Na zékladé platnosti absolutni konvergence fady 7" muzeme vzhledem k (3.8)
jeji soucet S zapsat ve tvaru

S =84+ S554+ 56+ S45+ S46+ S5.6-
Uzitim vztahtt (3.15)—(3.20) obdrzime rovnici

1 1 1 1 1 1
S=ct ottt —(1+8)+—+—.
sttty Tttty
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Vynasobenim rovnice ¢islem 60 dostaneme rovnici
60S =20+ 15+ 12+3+35+4+ 3,

tj. 575 = 57, odkud

S=1.
b) Uvazujme tii geometrické fady U, V a W s prvnim élenem 1 a s kvocienty
47t =1 51 =1a6"! =¢, tedy geometrické fady tvaru

1
=1 4.
U +4+42+43+44+ 7
1111
=1 Sl R T
Veltotgtgtagt o,
11 1 1
-1 — ...

W=ltotgtmgtat

se soucty Sy, Sy a Sw, které podle vzorce (2.1) jsou

1 4 4
SU_1—1/4_4—1_§’
1 5 5
S"_1—1/5_5—1 4’
1 6 6
Sw = ==,
WTIS1/6 6-1 5

Protoze jsou rady U, V a W absolutné konvergentni, je jejich soucinem opét ab-
solutné konvergentni rada

1 1 1 1 1 1 1 1
V. 1 fi...)(l,fff..)
U-V-W=(1+3+5+F+a~+ tem gt )X
(1+1+1+1+1+ )
6 62 63 64
Je zfejmé, Ze roznasobenim Clent téchto tii fad obdrzime fadu tvaru

1111 1 11 1 1
U-veow=1 NN
it ts T E TR T e T Is 6 56

PR SRR I N N - i -

PR s e 2426

T i L L et
624 625 456 4 5

tedy fadu 1 + T se souctem 1+ .S. Z rovnice
145 =SuSvSw

dostévame
S = SySySw — 1,

tj. S = — 1, odkud

W~

| Ot
ol >

S=1
Obéma zpusoby vypoctu jsme tak obdrzeli opét stejny vysledek: Dand fada T ma
soucet S = 1.
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Je zfejmé, ze druhy zpusob vypoctu se zapisem dané rady ve tvaru soucinu
dil¢ich konvergentnich geometrickych fad je vyrazné jednodussi a pro vice nez
dvé prirozena ¢isla generujici tyto fady i znac¢né prehlednéjsi. Proto nyni uvedeme
hlavni vysledek tykajici se druhého zptisobu urceni souctu uvazovanych rad.

4. VZOREC PRO VYPOCET SOUCTU RADY PREVRACENYCH HODNOT VSECH
SOUCINU GENEROVANYCH n PRIROZENYMI CISLY

Zobecnénim druhého zpusobu feseni vyse uvedenych priklada 3.1 a 3.2 dostavame
nasledujici tvrzeni.

Véta 4.1. Soucet S(ai,as,...,a,) Tady prevrdcenych hodnot vsech soucini
generovanych n riznymi jednocifernymi cisly ai,as,...,a, vetsimi nez 1, kde
2 <n <8, je din vztahem

n

1
Slay,as,...,an) = —_ 1,
( 152 n) H 1-— l/ak
k=1
tedy vztahem
n
3
S e = —1. 4.1
(a17a27 aan) H akfl ( )
k=1
Pozndmka 4.2. Ve specidlnim pripadu, kdy ¢isla aq, as, . . ., a, tvofi posloupnost
n
n po sobé jdoucich pfirozenych éisel (m, m+1,...,m+n—1), se vsouéinu [] a:il
k=1

ve vztahu (4.1) zFejmé vykréati vSechny ¢itatele a jmenovatele, aZ na posledni ¢itatel
a prvni jmenovatel, takze pro n po sobé jdoucich prirozenych cisel zacinajicich
¢islem m plati jednodussi vztah
m+n—1
S(m,m+1,....m+n—-1)=—— —1,
m—1

tedy vztah

Sm,m+1,....m+n—1)= n

. (4.2)

specialné pak vztah
S(2,3,...,n+1)=n.
2
2=

Takze napiiklad S(2,3) = 52 =2 a S(4,5,6) = {27 = 1, jak jsme vypo¢itali
vyse v ptrikladech 3.1,a 3.2.

Poznamka 4.3. Poznamenejme, Ze vyse uvedeny vzorec (4.1) samoziejmé plati
nejen pro jednocifernd ¢isla, ale pro libovolnd prirozend Cisla s vyjimkou jednicky.
Takze naptiklad v iivodu uvedena motivacni tloha na urceni souc¢tu vsech zlomki,
které maji v Citateli jednicku a ve jmenovateli souciny generované vSemi prvocisel-
nymi déliteli ¢isla 2002, tedy prvocisly 2, 7, 11 a 13, mé soucet

2 7 11 13 2.7-11-13
5(2,7,11,13) = =

= —1=2 0 = 1,7085.
2-17-111-113—-1 1-6-10-12 ;7085
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5. NUMERICKE OVERENI VZORCE

Vzorec (4.1) ovéfime numericky alespon pro dvé a tfi jednocifernd generujici éisla
uzitim zékladniho programovaciho jazyka systému pocitacové algebry Maple 2022.
Uzijeme pfitom néasledujici procedury sum2 a sum3, které porovnavaji hodnoty
souétli vypoctené vzorcem (4.1) s pfibliznymi hodnotami souétt ¢lent téchto rad,
pro které ma soucet p vsech exponentt n jednocifernych c¢initelt ve jmenovateli

vvvvv

kratké. Procedurou sum2 bylo vypocteno (g) = 28 souctt fad béhem 6 sekund a

procedurou sum3 bylo vypocteno (g) = 56 souctu fad béhem 86 sekund.
Pokud bychom vypocty provadéli pro vsechna generujici jednociferné ¢isla s vy-
jimkou jednicky, bylo by takovych dilé¢ich vypoctenych soucti celkem

() () () () () () (5) = svmmormesmemesir oo

Obé niZe uvedené procedury sum2 a sum3 byly nasledné uzity v ramci dvou,
resp. tii, vnorenych cyklu.

sum2:=proc(a,b,p)
local i,j,n,re,s,sf;
s:=0; sf:=(axb)/((a-1)*(b-1))-1;
for n from 1 to p do
for i from 0 to n do
for j from O to n-i do
if i+j = n then
s:=s+1/(a"i*b"j);
end if;
end do;
end do;
end do;
re:=abs(s-sf)/s;
print("sum for the most power",p,"for",a,b,"is",evalf[16](s),
"sf is",sf,"relative error is",evalf[10](re));
end proc:

for a from 2 to 8 do
for b from a+1 to 9 while b <> a do
sum2(a,b,100);
end do;
end do;

sum3:=proc(a,b,c,p)
local i,j,k,n,re,s,sf;
s:=0; sf:=(axb*xc)/((a-1)*(b-1)*(c-1))-1;
for n from 1 to p do
for i from 0 to n do
for j from O to n-i do
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for k from O to n-i-j do
if i+j+k = n then
s:=s+1/(a”i*b" j*c k) ;
end if;
end do;
end do;
end do;
end do;
re:=abs(s-sf)/s;
print("sum for the most power",p,"for",a,b,c,"is",evalf[16](s),
"sf is",sf,"relative error is",evalf[10](xre));
end proc:

for a from 2 to 8 do
for b from a+l1 to 9 while b <> a do
for ¢ from b+l to 9 while ¢ <> b do
sum3(a,b,c,100);
end do;
end do;
end do;

Pro soucet exponenti p = 100 byly soucty fad generovanych dvéma Cisly vy-
poéteny s relativnimi chybami v rozpéti fadové 10730 az 107 a soucty fad gene-
rovanych tiemi éisly s relativnimi chybami v rozpéti fadové 10730 az 10784

Tabulka 2 obsahuje soucty rad generovanych dvéma jednocifernymi ¢isly vétsimi
neZ jedna urcené vzorcem (4.1) a ovéfené procedurou sum2.

Celodiselnych hodnot pifitom nabyvaji pouze dva soucty: s(2,3) = 2 (priklad
3.1) a s(3,4) = 1.

e 3 [ 4 |5 ] 6] 7 [ |59 |
2 2 5/3 | 3/2 | 7/5 | 4/3 | 9/7 | 5/4
3 x 1 7/8 | 4/5 | 3/4 | 5/7 |11/16
4 x X 2/3 | 3/5 | 5/9 |11/21| 1/2
5 X x x 1/2 | 11/24 | 3/7 |13/32
6 X X X X 2/5 |13/35 | 7/20
7 X X X X X 1/3 | 5/16
8 X X X X X X 2/3

Tabulka 2. Soucty fad generovanych dvéma jednocifernymi ¢isly.

Tabulka 3, ktera je uvedena na nésledujici strané, obsahuje soucty fad generova-
nych tfemi jednocifernymi éisly vét$imi nez jedna uréené vzorcem (4.1) a ovéfené
procedurou sum3.
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Celociselnych hodnot nabyvé jen téchto pét souéti: s(2,3,4) = 3, s(2,4,9) = 2,
s(2,5,6) =2, 5(3,7,8) =1 a s(4,5,6) = 1 (priklad 3.2).

“a:Z“ c=4 ‘ c=5 ‘ c=6 ‘ c="7 ‘ c=38 ‘ c=9 "

b=3 3 11/4 | 13/5 5/2 17/7 | 19/8
b=4 X 7/3 | 11/5 | 19/9 | 43/21 | 2
b=5 X X 2 | 23/12| 13/7 | 29/16
b=6 X X X 9/5 | 61/35 | 17/10
b="7 X X X X 5/3 13/8
b=38 X X X X X 11/7
”a:3” X ‘0:5‘626‘6:7‘628‘629”
b=4 X 3/2 7/5 4/3 9/7 5/4
b=5 X X 5/4 | 19/16 | 8/7 | 71/64
b=6 X X x | 11/10 | 37/35 | 41/40
b="7 X X X X 1 31/32
b=38 X X X X X 13/14
”a=4” X ‘ X ‘026‘627‘028‘029”
b=5 X X 1 | 17/18 | 19/21 | 7/8
b==6 X X X 13/15 | 29/35 | 4/5
b="7 X X X X 7/9 3/4
b=38 X X X X X 5/7
”a—5” X ‘ X ‘ X ‘cz?‘czS‘czQ"
b=6 X X X 3/4 | 5/7 | 11/16
b="7 X X X X 2/3 | 41/64
b=38 X X X X X 17/28
[e=el > [« [« [~ [c=5]c=v]
b="7 X X X X 3/5 | 23/40
b=38 X X X X X 19/35
o=l x | x | x [ x [ x [e=9]
Lozl x | < | x| x ] x [12]

Tabulka 3. Soucty fad generovanych tfemi jednocifernymi Cisly.
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6. ZAVER

Clanek se zabyva jednim typem nekoneénych &iselnych fad, které jsou generovany
prevracenymi hodnotami ke vSem souciniim dvou a vice prirozenych ¢isel. Tyto
fady predstavuji specidlni pripad redukované harmonické rady

Na konkrétnich prikladech jsou prezentovany dva zpusoby, jak tyto rfady secist.
Jednak uzitim jejich zépisu ve tvaru souctu dilé¢ich rad, které predstavuji kon-
vergentni nekonecné geometrické rady, a jednak znacné jednodussim zptsobem,
pri kterém rady zapiseme ve tvaru soucinu dil¢ich konvergentnich nekonec¢nych
geometrickych rad.

Na zakladé konkrétnich prikladu téchto rad se dvéma a tfemi generdtory je
uvedena véta obsahujici vzorec pro libovolnych n generujicich pfirozenych ¢isel

n
[
S(ay,ag,...,an) kl;[l a1 1
a rovnéz jeji dusledek pro n generatori, které tvori posloupnost po sobé jdoucich
prirozenych cisel. Ziskané vysledky jsou numericky ovéreny pro dvé a t¥i jednoci-
ferné generdtory uzitim systému pocitacové algebry Maple.

Lze tedy konstatovat, ze fady, které jsou generovany prevracenymi hodnotami ke
vsem soucinum dvou a vice prirozenych ¢isel, predstavuji specialni pripad konver-
gentnich nekonec¢nych rad, podobné jako geometrické fady a fady s teleskopickou
vlastnosti, jejichz soucet je urcen relativné jednoduchym analytickym vzorcem.
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