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HRA HACKENSTRING A DYADICKA CiSLA

VACLAV VOPRAVIL

ABSTRAKT. V prispévku se zabyvame kombinatorickymi hrami pro dva hrace s upl-
nou informaci a bez ndhody. Ukédzeme, ze kratkd hra HACKENSTRING md hodnoty
pouze dyadicka raciondlni cisla.

1. Uvop

Jednim z cil teorie kombinatorickych her je najit vitézné strategie. Jinym cilem je
uré¢it (Conwayovu, viz [1] a [2]) hodnotu hry a tim korigovat své tahy. Tedy odpo-
védét na otazky, kdo vyhraje a o kolik. Dalsim cilem teorie je urcit prvni vitézny
tah. V obecném piipadé se nam to ne vzdy podari. V tomto ¢lanku uvadime vi-
tézné strategie pro urcité pozice hry BILOCERNY HACKENSTRING. BILOCERNY
HACKENSTRING je graf biLiych a c¢eRnych hran, které jsou modelovany kameny
v fadéch a spojeny vlevo s vrcholem nazyvanym zemé (zédkladna). Zakladnu bu-
deme znéazornovat jako svislou ¢ernou ¢aru. Hru hraji dva hrac¢i: Levy a pRavy.
Na tahu Levy musi vybrat biLy kdmen (hrana grafu), ktery odstrani. Vechny
hrany, které jiz nejsou spojeny se zikladnou, jsou také smazany. Tah pRavého
hrace je podobny, ale musi si vybrat ¢eRny kdmen, ktery chce odstranit (sma-
zat). Prvni hraé, ktery nemtize tdhnout, prohrava. Kazdé pozici hry BILOCERNY
HACKENSTRING lze prifadit dyadické raciondlni ¢islo. Tato hodnota zcela urcuje,
kdo hru vyhraje. Dobrou ptredstavou je vlacek s biLymi a ¢eRnymi kameny, vlevo
je lokomotiva. Po odebrani svého vagénku hrac¢ odebira i vSechny vagonky, které
nesouvisi se zakladnou. Hra se hraje i s vice vlacky srovnanymi do radkt pod sebe.

Poznamenejme jesté, Ze hra HACKENSTRING se studuje také v monografii [1],
v niz lze nalézt srozumitelné podany tvod do teorie kombinatorickych her. Clanek
je zalozen na [9, 10]. V éeském jazyce lze doporudit [3, 11, 12]. Pro prvni sezndmeni
s tématem pak prvni dil [2] a [5].

2. BILOCERNY HACKENSTRING

V této Casti je nasim cilem seznamit ¢tenare s kombinatorickou teorii her s dirazem
na analyzu pozic ve hfe BILOCERNY HACKENSTRING. Nyni by mé&l ¢tendi pied-
pokladat, Ze vSechny hry se hraji podle pravidel obvyklych pro BILOCERNY HAC-
KENSTRING. Slova hra a pozice jsou zaménitelna. Témér veskery material v této
sekci 1ze nalézt v [9, 10] a [5].

2020 MSC. Priméarni 91A46.
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2.1. BiLoceRny Hackenstring

Hra BILOCERNY HACKENSTRING je hra, ktera se hraje na grafu biLjch a ¢eRnych
hran. Existuje jedine¢ny vrchol, ktery oznacime jako zakladnu. Je vhodné nakreslit
vrchol zemé jako svislou ¢ernou ¢aru. Hru hraji dva hréaci, Levy a pRavy, v tazich
se hraci stiidaji. Na tahu musi hrac¢ odstranit hranu své barvy. Levy mtze smazat
biLé a pRavy mtize smazat ceRné hrany. Po smazani hrany vSechny ostatni hrany,
které nejsou spojeny se zakladnou cestou, jsou také smazany. Prvni hrac¢, ktery
nemuze tahnout, prohrava.

BiLé hrany budeme modeloval biLymi krouzky (kameny) a ¢eRné budeme mo-
delovat ¢eRnymi kameny (krouzky). Odebird se zprava. Ptiklad takové hry je na
obrazku 2.1. V ném i ve zbytku ¢lanku budeme bilé hrany znédzornovat bilymi ka-
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Obrazek 2.1. Piiklad hry BILOCERNY HACKENSTRING.

meny a ¢eRné hrany ¢eRnymi kameny. Vratime-li se k vyse uvedenému prikladu,

miizeme provést hrubou silou pomoci tuzky a papiru. Vitézem této hry je Levy

hra¢. Levy muze tuto hru vyhrat bez ohledu na to, zda ve hie zacinal, ¢i ne.
Dalsi priklad je uveden na obrazku 2.2. Ten je zvlastni tim, ze ma pfirozenou

Obrazek 2.2. Priiklad hry Tweedle Dee Tweedle Dum.

strategii pro druhého hrace. Druhy hra¢ mitize napodobovat tahy prvniho hréce.
Timto zpusobem druhému hraci nikdy nedojdou tahy diive nez prvnimu hraci.
Strategie jednoho hrace, ktery napodobuje tahy druhého hrace, se nazyva strategie
Tweedle Dee Tweedle Dum (TDTD). Vyse uvedend hra je vitéznou pro druhého
hrace (ten, ktery ve hie nezacinal).
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Obréazek 2.3. Ukdazka hry, pRavy zac¢ind.

Zde zacind ¢eRny hrac¢ a v posledni pozici, protoze tam neni zadny ¢eRny ka-
men, prohrava, nema zadny mozny tah.
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Obrazek 2.4. Nékolik pocate¢nich pozic.

2.2. Zakladni definice

Necht G je hra. Piseme
G={9"|9"},
kde 4T = {mnozina dil¢ich pozic G, kam Levy miiZe zahrat jednim tahem} a d4-
le 9% = {mnozina dil¢ich pozic G, kam mize pRavy zahrat prvnim tahem v G}.
Definujeme prvky 4% jako levé moznosti G. Levou moznost oznac¢ujeme také
jako G. Definujeme analogické terminy pro pravou variantu (moznost). V tomto
¢lanku budeme pséat
G={G"|G"},
kde G zahrnuje vSechny levé moznosti a G zahrnuje véechny mozné pravé moz-
nosti.
Hra G je kratka hra, pokud spliiuje nasledujici dvé vlastnosti:
— G ma konec¢ny pocet dil¢ich pozic.
— V G neexistuje nekonecné posloupnost taht, tj. hra nakonec skondi.
Vsechny hry v této kapitole jsou kratké hry. Hrajeme podle normélni konvence,
ze prvni hrac, ktery neni schopen tahu, prohrava. Predpoklddame také, ze kazda
hra BILOCERNY HACKENSTRING m4 koneény podet hran.

Véta 2.1. Kazdy BILOCERNY HACKENSTRING G je krdtkd hra.

Diikaz. Necht G je hra BILOCERNY HACKENSTRING. Na G se budeme divat
jako na graf biLych a ¢eRnych hran. Podle predpokladu ma G n hran, kde n
néjaké nezaporné celé ¢islo. Kazdy tah na G snizi pocet hran alespon o jednu.
V nejvyse n tazich bude tedy G prazdny. Z toho vyplyva, ze na G neexistuje
nekonecna posloupnost tahi. G mé konecny pocet podgrafi. Kazda podpozice G
je podgrafem G. Muzeme tedy shrnout, ze G je kratka. O

2.3. Kratké hry

V této casti zkonstruujeme vsechny kratké hry. Budeme definovat urcity vztah mezi
kratkymi hrami a uvidime, ze mnozina t¥id ekvivalence spolu s urc¢itym doplnénim
tvori ¢astecné usporadanou abelovskou grupu.

Definujeme 0 = {|} a Gy = {0}. Kratké hry narozené v den n rekurzivné
definujeme takto

Gn = {{GY | GE}; GL,G" C Gy}

&= 6.

neN

Definujeme

jako mnozinu kratkych her.



34 V. VOPRAVIL

Definujeme disjunktni soucet na hrach jako
G+H={G"+HG+H"|G'+HG+H"}.
Véta 2.2. Soucet na hrdach vytvdri abelovskou pologrupu.

Diikaz. Nejprve indukei dokazeme, ze sc¢itani je komutativni. Podivejte se, G +
H={G'+HG+H"|..} ={H+G*H'+G|...} = H+ G Dikaz pro
asociativitu je podobny. O

Tiidu vysledkt hry, ozna¢ovanou v(G), definujeme nésledujicim zptsobem:
e U(G) =% & leva strana muze vyhrat, kdyZ tdhne prvni nebo druh4,
e v(G) = A & vyhrdva hrid, ktery je na tahu jako prvni,
e v(G@) = & < vyhrava druhy hrac na tahu,
o v((G) = # < prava strana muze vyhrat, kdyz tdhne prvni nebo druha.
Hry, patrici do .Z, se nazyvaji kladné, patiici do Z zaporné, patiici do &2 nulové
a patfici do 4 oznacime jako fuzzy.

Véta 2.3 (Zakladni véta teorie kombinatorickych her). Pro libovolnou krdtkou
G muze vyhrdt bud levd strana, kterd hraje prvni, mebo pravd strana, kterd hraje
druhd, ale ne obé soucasné.

Diikaz. Necht G je kratks hra a G* je libovolna levad moznost G. Potom indukci
a pomoci symetrie mize prava strana vyhrat G hrajici jako prvni, nebo miize
vyhrét leva strana G* hrajici jako druhé, ale ne oboji. Jestlize pro vSechny levé
moznosti G, miize vyhrat pRavy hrajici G* jako prvni, pak mize pRavy vyhrat
G hrajici jako druhy. Na druhou stranu, pokud existuje leva moznost G* takova,
7e leva strana muze vyhrat hrajici jako druh&, pak muze leva strana vyhrat G
pfechodem na takovou variantu GF. Je jasné, Ze nastane presné jeden piipad
z téchto dvou moznosti. To dokazuje tvrzeni. Il

Disledek 2.4. Kazdd kratkd hra G patri presné do jedné tridy vysledki.

Diikaz. Podle véty 2.3 patii kazda kratka hra G do £, Z, A4 nebo &. Pokud
hra G pattila do vice nez jedné vysledné tiidy, pak bychom méli protipriklad k ve-
té 2.3. O

Lemma 2.5. Jestlize X patii do &, pak v(G + X) = v(G).

Diikaz. Je tfeba uvazovat dva pripady:

Pripad 1: Predpokladejme, Ze leva strana muze vyhrat G, kdyz hraje jako druha.
Predpoklddejme, ze prava strana tahne jako prvni na G 4+ X. Pak ma levd strana
zarucenou odpovéd na té slozce, ve které prava strana tahla. Leva strana miize
pokracovat v této strategii, dokud pravé strané nedojdou tahy.

Pripad 2: Predpoklddejme, ze Levy mize vyhrat G hrajici jako prvni. Pak ma
leva strana vitézny tah na G, ktery oznac¢ime jako G¥. Vsimnéte si, ze Levy mize
vyhrat G*, hraje-li jako druhy. Z toho plyne, Ze leva strana m4 tah na G* + X,
coz je vitézny tah podle strategie v pripadé 1. (I

Lemma 2.6. Jestlize G a H patii do £ nebo &, pak G + H patri také do £
nebo .
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Diikaz. Staci ukazat indukcei, ze pRavy nemtize vyhrat, kdyz ve he zac¢ina. Po-
kud prava strana tdhne prvni, pak podle indukéni hypotézy musi mit Levy odpovéd
ve stejné komponenté. Levy tak muze vzdy najit spravnou odpovéd v komponenteé,
kde zahral pRavy hrac¢. Proto také levé strané nedojdou tahy dfive nez pravé
strané, a protoze tyto hry jsou kratké, pravé strané musi nakonec dojit tahy. [

Definice 2.7. Definujeme opacnou hodnotu kratké hry jako
-G ={-G"|-G"}.

Definice 2.8 (Kvaziusporadéni na @) Relaci > na G definujeme tak, ze fikame,
7e G > H, jestlize a pouze tehdy, kdyz v(G + (—H)) = £ nebo .

Véta 2.9. > je kvaziuspordaddni na G.

Dikaz. (Reflexivita): Uvazujme hru G + (—G). Pak kazdy tah prvniho hrace
miize byt napodoben druhym hracem ve druhé slozce. Z toho vyplyva, ze druhému
hraci nikdy nedojdou tahy dfive nez prvnimu hraci. Protoze obé hry jsou kratké,
prvnimu hré¢i musi nakonec dojit tahy. Proto G + (—G) patii do & a G > G.

(Tranzitivita): Pfedpoklddejme, 7e G > Ha H > J. Pak G+ (—H) a H+(—J)
pati{ do .Z nebo &. Podle lemmatu 2.6 patii G+ (—H)+ H + (—J) do £ nebo .
Podle lemmatu 2.5 a vzhledem k tomu, ze H + (—H) patfi do &, mdme G + (—J)
patii do .Z nebo Z. O

Lemma 2.10. Necht G, H jsou krdtké hry. Pok —(G+ H) = (—G) + (—H).
Dikaz. Podle definice 2.7 a indukeci dostaneme
—~(G+H)=—-{G"+H,G+H"|...} ={—(G"+H),-(G+H)"|...}
={-G"-H,-G-H"|..} =(-G)+ (-H).
O

Véta 2.11. Pro vsechny krdtké hry G, H, X plati, Ze G > H implikuje G+ X >
H+X.

Diikaz. S pouzitim véty 2.2 a lemmatu 2.10, (G+ X) + (—(H + X)) = G+
(X + (X)) — H. Protoze X + (—X) patii do &, diky lemma 2.5 dostaneme
v(G—H)=v(G+X+(—(H+X)). Protoze G > Hyméme G+ X > H+ X. O

Ukézali jsme, ze (@, +) je kvaziusporadand abelovské pologrupa. Déle definu-
jeme relaci na G jako G = H tehdy a jen tehdy, kdyz G > H a H > G.

Véta 2.12. Vyse definovand relace = je relace ekvivalence na G.

Diikaz. Necht G, H,J € G.

(Reflexivita): Ekvivalentné G > G, coz ukazuje, ze G + (—G) patii do £2.
G=aG.

(Symetri¢nost): Pfedpokladejme, ze G = H. Pak G > H a H > G. Ekvivalentné
plati, ze H > Ga G > H. Tedy H = G.

(Tranzitivita): Predpoklddejme, Ze G = H a H = J. Pak G > Ha H > J.
Protoze > je tranzitivni, mame G > J. Podobné J > G. Takze G = J. [l
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Definujeme G jako mnozinu tiid ekvivalence tvorenou Ga vyse uvedenou relaci.
Prvky G oznacujeme jako herni hodnoty. S¢itani v G definujeme jako [G] + [H] =
[G + H]. Déle definujeme relaci > na G pomoci [G] > [H] tehdy a jen tehdy, kdyz
G' > H' pro néjaké G’ € [G] a néjaké H' € [H]. Rikdme, ze [G] I> [H] tehdy a
jen tehdy, kdyz [G] £ [H]. Ukézeme, Ze (G, +) je Casteéné usporddand abelovskd
grupa.

Véta 2.13. [G]| > [H] plati tehdy a jen tehdy, kdyZ G > H pro néjaké G € [G]
a néjaké H € [H] je dobre definovand.

Diikaz. Necht [G], [H] jsou herni hodnoty a G,G’ € [G] a H,H' € [H']. Pfed-
pokladdejme, 7e G > H. Chceme ukdzat, ze G’ > H’. Vsimnédte si, ze H = H’
znamend, ze —H = —H'. Z toho vyplyvd, ze —H' > —H. Mdme také G’ > G,
G'+ (—H') > G+ (—H') (Podle véty 2.11) G + (—H') > G + (—H) (Podle vé-
ty 2.11) &' + (=H') > G+ (—H) (Protoze > v G je tranzitivn{). Znovu pouzijeme
tranzitivitu a dostaneme G’ + (—H') > 0. Z toho plyne, ze G’ + (—H') patii do
% nebo &, z éehoz vyplyva, ze G' > H'. O

Véta 2.14. > je cdstecné uspordddani na G.

Diikaz. Necht [G], [H], [J] jsou herni hodnoty.

(Reflexivita): Vidime, ze G > G, protoze G+ (—G) patii do &. Proto [G] > [G].

(Tranzitivita): Pfedpokladejme, ze [G] > [H] a [H] > [J]. Pak (G + (—H)) +
(H + (—=J)) je soudet dvou her, které patii do .Z nebo &. Soucet tedy také patii
do .Z nebo &. Soudet mizeme také prepsat jako G + (—H + H) + (—J). Protoze
—H+ H pati{ do &, mlizeme uzaviit, ze vysledek G+ (—J) je stejny jako vysledek
G+ (—H + H) + (—J). Z toho vyplyva, ze G > J. To znamena, ze [G] > [J].

(Antisymetri¢nost): Predpokladejme, ze [G] > [H] a [H] > [G]. Pak G > H a
H > G. Podle nasi definice = mdme G = H, z ¢ehoz vyplyvé [G] = [H]. O

Véta 2.15. Vyse definované scitani je dobre definovdno.

Diikaz. Necht [G], [G'], [H],[H'] € G a pTfedpokladejme, ze [G] = [G'] a [H] =
[H']. Chceme ukdzat [G + H] = [G' + H']. Vidime, ze G > G’ a H > H'. Takze
G -G a H—H jsouv ¥ nebo &. Pak hra (G+ H) — (G'+ H') = (G —
G') + (H — H') patii do .Z nebo Z. Ekvivalentné plati, 7e G+ H > G' + H'.
S pouzitim symetrického argumentu plati, ze G’ + H' > G + H. Toto ukazuje, ze
[G + H] = [G' + H'] a tedy nezdlezi na reprezentantech. O

Véta 2.16. (G, +) je komutativni pologrupa.

Diikaz. Tvrzeni plati, protoze (@, +) je komutativni pologrupa. (]
Véta 2.17. [0] je identita v G.

Diikaz. Vimnéte si, ze [G] + [0] = [G 4 0] = [G] pro vSechna [G] € G. O

Lemma 2.18. Jestlize [G] > [H], pak [G] + [J] = [H] + [J].
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Diikaz. Nejprve ukazeme, ze pokud G > H, pak G+ J > H + J. Vsimnéte si,
ze (G+J)+ (—(H+J)) =(G+ (—H) + (J + (=J)) je soucet her patficich do
% nebo Z. Proto G+ J + (—(H + J)) také pati{ do £ nebo &. To ukazuje, ze
G+J > H+ J. Konkrétng, jestlize [G] > [H], pak G > H. Ukézali jsme, Ze z toho
vyplyvd G + J > H + J. Z toho plyne také, ze [G] + [J] > [H] + [J]. O

Véta 2.19. Jestlize [G] = [H], pak [G] + [J] = [H] + [J].

Diikaz. Piedpokladejme, ze G = H. Pak G+ J > H+JaG+J < H+ J.
7 definice vyplyva, ze plati i rovnost, coz je dikazem véty. (I

Lemma 2.20. v(G) = & tehdy a jen tehdy, kdyz [G] = [0].

Diikaz. (=) : Predpoklddejme, ze v(G) = £. Pak G a —G patii do &. Proto
G > 0 a 0 > G. Ekvivalentné tedy [G] = [0].

(<) : Predpokladejme, Ze [G] = 0. Pak G a —G pati{ do £ nebo . Pokud
jedna z nich, feknéme G, patii do £, pak musime mit: —G patii do Z, coz je
spor. Proto G a —G pati{ do &. Konkrétné G patii do Z. O

Véta 2.21. Pro libovolné [G] € G mdme [G] + [-G] = [0].
Dikaz. Vidime, ze v G 4+ (—G) je vitézem druhy hra¢ pomoci TDTD argu-
mentu.' Podle predchoziho lemmatu 2.20 je [G] + [-G] = [G + (-G)] =[0]. O

Z toho muzeme vyvodit, ze (G, +) je ¢astetné usporddand abelovska grupa. Na
tomto misté upustime od zapisu v zdvorkach.

Disledek 2.22. Necht G, H jsou herni hodnoty. Pak G + (—H) = 0 tehdy a
jen tehdy, kdyz G = H.

Dijkaz. Méme G+ (—H)=0& G+ (-H)+H=0+H < G+0=H < G =
H. O

V dalsich kapitolach vyuzijeme vysSe uvedeny disledek k ditkazu nékterych pra-
videl.

2.4. Kanonické formy

Intuitivné jsou nékteré tahy lepsi nez jiné. V téchto pripadech se zdd byt intuitivni
ignorovat tahy, které nejsou optimalni. Co mame na mysli optimalnimi tahy, bude
predmétem této casti.

Definice 2.23. Necht G je hra a G** a G2 jsou dvé levé moznosti hry G.
Rikame, ze G2 je dominantni G, jestlize G > GF2.

Véta 2.24. Necht G je hra. Predpoklidejme, Ze e je dominantni levd moz-
nost. Uvazujme G = {GL .G ‘ GR} a H= {GL ‘ GR}, kde G* zahrnuje viechny
levé moznosti kromé GX'. Pak G = H.

1Strategie TDTD se také nazyva metodou kradeni strategie, metodou kopirovani taht nebo
strategy stealing.
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Diikaz. Chceme dokazat, ze G — H = 0, coz je ekvivalentni tomu, ze v G — H
je vitézem druhy hra¢. Vimnéte si, ze G — H = {G¥', GV | GR} + {-GF | -G*}.
Predpoklddejme, ze leva strana se nejprve presune do GY — H. Podle predpokladu
existuje G* takovd, ze GF > GY'. Proto se pRavy hra¢ muze presunout do GL —
G' < 0. PRavy si vynutil vyhru. Kazdy dalsi tah jednoho z hraét ma odpovidajici
tah druhého hrace na 0. Zejména pokud Levy tdhne na G¥ — H, pak prava strana
miize odpovédét na G —GT = 0. A pokud Levy tdhne na G—G%, pak pRava strana
miize reagovat na G — GF = 0. Podobny argument plati i pro zahajovaci tahy
pRavého. Muazeme dojit k zavéru, ze v G — H vitézi druhy hrac, tj. ze G =H. O

Lemma 2.25. Pro krdtké hry G, H,J plati, Ze pokud G > H o H > J, pak
G I> J (tj. levd strana md vitézny tah na G — J ).

Diikaz. Poznamenejme, ze G — J = (G — H) + (H — J). Pii hfe G — H méme
dano, ze Levy ma vyhrdvajici tah, feknéme (G — H)%. Ozna¢ime tento tah jako
(G — H)L. Pak (G — H)F > 0. Soucet her, které jsou nulové nebo kladné, je
hra, kterd je nulova nebo kladn. Protoze (G — H)* > 0 a H — J > 0, mame
(G — H)E + (H - J) > 0. To ukazuje, ze (G — H)L' + (H — J) je vitézny tah pro
levou stranu, coz dokazuje lemma. (I

Lemma 2.26. Jestlize J <l H, pak G+ J <1 G+ H.

Diikaz. Uvazujme rozdilovou hru (G + H) — (G + J). Tu muzeme piepsat jako
(G—G)+(H—J). Radi bychom ukdzali, ze 0 2 (G—G)+ (H —J), tj. Ze leva strana
mé vyhru, zac¢ina-li. Protoze J <l H, Levy mé vitézny tah na H — J. Oznacime
takovou moznost (H — J)L. Uvazujme levou moZnost (G — G) + (H — J). To je
soudet her, které jsou > 0. Proto (G — G) + (H — J)¥ > 0. To ukazuje, ze leva
strana ma vitézny tah na (G + H) — (G + J). O

Definice 2.27. Necht G je hra a G je jeji levad moznost. Predpokladejme,
7e existuje pravd moznost GET takova, ze GI® < G. Potom fikdme, ze G¥ je
reverzibilni pies GFE.

Véta 2.28. Necht G = {GL/,GL ‘ GR} je hra. Predpoklidejme, Ze e je re-
verzibilni pres GL'R. Necht H = {GL/RL,GL ‘ GR}, kde GL'RL zahrnuje vsechny
levé moznosti GE'B. Pak G = H.

Diikaz. Necht G a H jsou definovany, jak je uvedeno vyse. Chceme ukazat, ze
G—H =0 (tj. vitézstvi druhého hréce). Vsimnéte si, 7e G— H = {GL/, Gl GR}+
{ - GFR ’ — GL'RL GL}. Uvazujme levou stranu a dvodni tah do GY' — H. Prava
strana mize tdhnout na GL'F — H. Leva strana ma dvé moznosti. Pokud levd
strana se presune do GLRL _ H , pak ma prava strana vitézny tah na H do 0.
V opacném pripadé leva strana tdhne na GE'R _ GE. Mame GL'R < G < GR.
Podle lemmatu 2.25 pRavy zvitézi tahem na GL'R_GR,

Na druhou stranu predpokladejme, ze se pRavy nejprve presune na G — GL'RL,
Uvazujme GL'RL q GL'E 7 toho vyplyva, ze G — GL'BL > @ — GL'R > 0. Podle
lemmatu 2.25 plati, ze G — GL'RL > 0, z ¢ehoz vyplyva, ze Levy méa vitéznou
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odpovéd. Vsechny ostatni prvni tahy maji odpovéd Tweedle Dee Tweedle Dum na
0. Muzeme uzavrit G = H. O

Definice 2.29. Kritka hra G je v kanonické formé (tvaru), jestlize pro libovol-
nou diléi pozici H hry G (véetné samotné G), nemd H 74dné dominované moznosti
a zadné reverzibilni moznosti.

Véta 2.30. Necht G je kratkd hra. Fxistuje krdtkd hra K v kanonické formé
takovd, ze G = K.

Diikaz. Uvazujeme hru G = {GL ‘ GR}. Indukei mtzeme predpokladat, ze
vSechny dil¢i pozice G jsou v kanonickém tvaru. Pro uvedeni G do kanonické
formy méme nasledujici metodu:

1) Nahradime vSechny reverzibilni moznosti G* p¥islusnymi GE#E

vedeme pro reverzibilni moznosti G*.

2) Odstranime vsechny dominantni moznosti.

3) Pokud vyslednd hra nemd zadné reverzibilni moznosti, STOP. V opac¢ném
piripadé se vratime ke kroku 1).

. Totéz pro-

Vyse uvedeny postup musi skonc¢it v kone¢ném poctu kroki, protoze G je kratka.
Definujte vyslednou hru jako G’. Pak G’ = G a G’ je v kanonickém tvaru. O

Definice 2.31. Necht G, H jsou hry. Rikdme, 7e G & H tehdy a jen tehdy,
kdy# jejich herni stromy jsou identické (tj. jsou si rovny v G).”

Véta 2.32. Jestlize H =K a H, K jsou v kanonické forme, pak H = K.

Diikaz. Necht H” je leva moznost H. Pak HY — K <1 0. Jestlize ma pravé strana
vitézny tah na HY, pak H*F — K < 0. To v8ak znamend, 7e H'F < K = H,
tedy H” je reverzibilni pfes H*". To je v rozporu s nasim piedpokladem, ze H je
kanonické. Z toho vyplyva, ze vitézny tah pRavého musi mit tvar H* — K < 0.
Z toho vyplyva, ze HY < KT, K na chvili uvazujeme pevné.

Pfedpokladejme, Ze se pRavy presune nejprve do H — K. Pak m4 leva strana
vitézny tah. Pokud je to na H — KB pak H — K'® > 0, tzn. 7e K > KR
7Z toho vyplyva, ze K je reverzibilni prostfednictvim K¥, coz odporuje nasemu
predpokladu, ze K je kanonicky. Z toho vyplyva, ze Levého vitézny tah musi
mit tvar HX — KL, 7 toho vyplyvé, ze H- < KL < HY. Ale H nemé #dné
dominantni tahy. Z toho vyplyva, ze HX = K = H L,

Pro viechny H”, existuje K takovd, ze H = K a naopak. Totéz mizeme
udélat i s pravymi moznostmi.

Déle ukazeme, 7e H = K. 7 definice kanonického tvaru je kazdé diléi pozice
H a K kanonicka. Konkrétné pro kazdou H” a K* takové, ze H* = K*, mame
HY = KT indukci. Z toho vyplyva, ze H = K. (Il

2Stromy a grafy jsou studovany v [12].
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2.5. Jednoduchost

Nagimi hlavnimi néstroji pro studium HACKENSTRINGOVYCH HER jsou véta o jed-
noduchosti a pravidlo jednoduchosti. UkdZeme, %e kaZd4 pozice hry BILOCERNY
HACKENSTRING je ¢islo (definice 2.33). Podle véty o jednoduchosti 1ze kazdou po-
zici hry BILOCERNY HACKENSTRING identifikovat jako uréité dyadické raciondlni
¢islo. Pravidlo jednoduchosti nam dava zpusob, jak toto dyadické raciondlni ¢islo
nalézt. Vsimnéte si, ze korespondence mezi Cisly a dyadickymi racionalnimi ¢isly
respektuje Gdstecné usporadani. Zejména séitdni ¢isel (definice 2.33) respektuje
bé&Znou aritmetiku. Proto napiiklad pokud lze pozici hry BILOCERNY HACKEN-
STRING |oe identifikovat jako %, pak jeji vysledna trida je .Z, tj. kladn4.

Definice 2.33. Rikame, 7e G je ¢islo, jestlize HY < H' plati pro vsechny diléi
pozice H v G (véetné samotného G).

Lemma 2.34. Je-li G ¢islo, pak G¥' < G < G® pro vsechny levé a pravé
moznosti G.

Diikaz. Necht G je levd moznost G. UkdZzeme, ze v rozdilu G — GF zvitézi
Levy. Leva strana miize vyhréat, kdyz bude za¢inat, presunem do G* — G¥.

Predpokladejme, ze prava strana tdhne jako prvni. Pokud prava strana tdhne na
G, mame G — G > 0 podle definice ¢isla. Z toho vyplyva, Ze leva strana zvitézi.
V opac¢ném pifpadé pokracuje pRavy na —G¥. Vysledna hra je G + (—GLT). Leva
strana odpovidd na G* + (—G*L). Tato hra je kladné ¢islo a levy ma vitézny tah
indukci. MiZeme uzaviit, e G¥ < G pro vechny levé moznosti G. Podobnym
argumentem, G < G plati pro vSechny pravé moznosti G. O

Véta 2.35. Je-li G cislo, pak —G je cislo.

Diikaz. Predpoklidejme, Ze G je &islo. Pak G¥ < G pro viechny levé a pravé
moznosti G. Nerovnost miizeme prepsat jako —G® < —G¥. Levé moznosti —G
viak vypadaji jako —GF a pravé moznosti —G vypadaji jako —G*. Z toho vypljva,
ze (—G)Y < (—G)* pro viechny levé a pravé moznosti G. Z toho miizeme vyvodit,
ze —(@ je cislo. (I

Véta 2.36. Jsou-li G a H cisla, pak G + H je cislo.

Diikaz. 7 definice, ze G a H jsou &isla, vyplyvé, ze G¥ < GR a HY < HE,
Z toho vyplyva, ze G + H < GR + H a G+ HY < G + HE. Proto stac¢i ukizat
G+ H < G+ HR a G+ H* < G® + H. Prvni nerovnost lze piepsat jako
0 < (G —GY) + (HF — H). Tato nerovnost plati podle lemmatu 2.34. Druhou
nerovnost lze prepsat jako 0 < (G — G) + (H — H"). Tato nerovnost plat{ také
podle stejného lemmatu 2.34. O

Mnozina ¢isel je neprazdnd podmnozina G uzaviend pri s¢itani a opacného cisla.
Miuizeme tedy uzaviit, ze mnozina ¢isel tvori podgrupu G.

Definice 2.37. Definujeme Z[%] = {2‘1—17, a,be Z} a tuto mnozinu nazyvame
mnozinou dyadickych racionalnich cisel.
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Vsimnéte si, ze (Z[%] ,+) je podgrupa (Q, +). Nasim dalsim cilem je ukézat, Ze
existuje grupovy izomorfismus z podgrupy ¢isel do grupy dyadickych racionalnich
c¢isel. Nasledovat bude véta o jednoduchosti a pravidlo jednoduchosti kratce poté,
priéemz obé jsou pro studium hry BILOCERNY HACKENSTRING klic¢ové.

Uvazujme nyni jeden biLy kdmen ve hie BILOCERNY HACKENSTRING p. V této
hfe muze zahrat Levy do 0 a pRavy nemd zadny pravidly povoleny tah. Tedy o =
{0 |}. Tato hra se oznadi 1, protoze Levy md vyhodu jednoho tahu. Protoze 1 > 0,
generuje podgrupu grupy vSech her izomorfni se Z. Tedy méme 2 =1+1 = {1 |},
3=241={2]},...aobecnén+1={nl|ta—(n+1)={ —n}

Dalsi pifklady mohou byt pe = {0[1} = 4, B8 = 4+ 4 — 1, pee = §
1

5 1 lze jednoduse dokédzat pomoci rozdilu
% + % — 1, ve kterém vyhraje druhy hra¢. Cisla s vétsim jmenovatelem dosta-
neme podobnou konstrukei: 2,1% = {0 ‘ 2%} a takova cisla generuji podgrupu
her izomorfni s grupou Z[%}, tj. grupou dyadickych raciondlnich ¢isel: Z[%] =
{q € Q; 2"q € Z pro néjaké n > 0} . Kanonickd forma m/2" (zkrdceny tvar) je
’”2;1 m;l } Induktivni struktura cisel se nejlépe zrcadli na obrazku 2.5.
Pro kazdé n je pravé 2" ¢&isel vzniklych v den n. Napriklad jooe = {0, | oo} =
{0,112} ={1]2} = &.

nebo peeeee = . Rovnost 1 +

mo_
2n

/ 0 \ 0. den
—1 1 1. den
/ AN - : N ’
-2 - 3 2 2.den
7 N g 7 TN 17N\ 37N
-3 - — — - = = 3 3.den
2 4 4 | 4 2
1
—w —e € - e w den w
7\ -7\ g N

—w—-1 —w+l 5 2e w—1 w+1 den w+1
€ 3 2w den2w

Obrazek 2.5. Geneze nadredlnych ¢isel, viz [11] a [7].

Je-li x ¢islo, potom zadnému hraci se nechce v x zahrat jako prvni, protoze
ztraci vihodu (tzv. studend hra), tedy 2% < o < 2 pro kazdé 2% a 2%.

Zacneme definici nasledujicich kratkych her: Pfipometime, Zze 0 = {|}. Déle
definujeme [1] = {0 |}. MuZeme si pfedstavit [1] jako hru, ve které ma leva strana
vyhodu v hodnoté 1 tahu. P¥i hrani rozdilové hry vidime, ze [1] = {0 ] [1]} +
{0 | [1]}. Z toho vyplyva, Ze definujeme [1] = {0 [1]}. Podobné vidime, ze [3] =
{0 ‘ [%}} + {0 ‘ [%} } Proto definujeme [i] = {0 | [%} } To naznacuje obecnéjsi
definici:

Definice 2.38. Pro libovolné nezédporné celé ¢islo n definujeme [2%} vztahem
[3=] = {0 [7=]}-

Vsimnéme si, ze [2%] je ostre vétsi nez 0, a to indukci.
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Lemma 2.39. [2%] + [2%] = [2%1} pro libovolné celé ¢islon > 1.

Diikaz. Ukézeme, ze ve hie [2n1 1} — [QH — [2%} vyhraje druhy hrac. Pred-
pokladejme, Ze Levy tahne jako prvni. Pokud Levy tdahne dale [2n 1] pak se
prava strana nutné pohybuje na jednom z — [2n] ktera je zaporna. Na druhou

stranu leva strana muze oteviit presunem do polohy [in 1] - [2n1 1} - [an] =

[QJ ktera je zaporna. Z toho muzeme vyvodit, ze Levy nemtze vyhrat, pokud

zacinal. Déle ukazeme, 7ze pRavy nemuze vyhrat, kdyz tahne jako prvni. Pokud

pravé strana postupuje déle [2,,%1}, pak vysledna hra je [2,,%2} — [in} — [i}

Indukc, ] - [3] — (3] = (] + ] — [36] = (5] = ] - 3] +

[2,,%1} — [2%] > 0. Na druhou stranu pRavy muze hru oteviit tim, Ze se pfesune

na — [—] Vyslednd hra je [2n 1] +0— [—] Levéa strana vyhrava presunem do

2’71
[Qn 1} +0 - [2,,—1} = 0. Z toho vyplyva, ze nemize zvitézit, pokud tdahne jako
prvni. Z toho mizeme vyvodit pozadovanou rovnost. (I

Lemma 2.40. Necht A, B jsou posety. Je-li f: A — B zobrazeni, které respek-
tuje cdstecné usporaddni, pak je f injektivnd.

Diikaz. Predpokladejme, ze f(x) = f(y). Pak f(z) > f(y) a f(z) < f(y).
Protoze f respektuje ¢astecné usporaddni, mame =z > y a x < y. Ekvivalentné
x = y. To ukazuje, ze f je injektivni. O

Véta 2.41. FExistuje injektivni grupovy homomorfismus z Z[%} do G.
Diikaz. Pro liché a definujeme zobrazeni f pomoci 55 — a[ ] kde a[ } =

1 1
[?} 4.+ [?} Necht o, 3% € Z[ ] Pak &5 + 5% se zobrazi na (2770 +

a krat

m) [2%} = q2"t [ ] +m [ ] =a [ ] +m [ ] Posledni rovnost je pravdiva,
protoze opakované aplikace lemmatu 2.39 ukazuje 27° [2n] = [Q—b] Z toho mu-
zeme vyvodit, ze f je grupovy homomorfismus. Navic toto zobrazeni respektuje
castecné usporadani G. Proto je f také injektivni. O

Nyni muzeme ztotoznit hru a [21,} s dyadickou raciondlni hrou Z7. Z tohoto

davodu nyni upustime od zapisu v zavorkach.

Definice 2.42. Necht I C Z[%] Pak I je interval, jestlize pro libovolné z,y € I
s x >y mame z € I pro vsechna z takova, ze x > z > y.

Definice 2.43. Necht G je kratkd hra. Definujme narozeniny G, oznacené b(G),
jako nejmensi celé ¢islo n takové, ze G € G,,. Pro tplnost definujeme také formalni
narozeniny G, oznacené b(G), jako nejmensi celé &slo n takové, ze G € Gn.

Viimnéte si, ze b(G) se zajimé pouze o herni hodnotu G, zatimco b(G) se zajim4
o strukturu G, tj. o jeji moznosti.

Lemma 2.44. Necht &% € Z[3], kde a je liché. Pak % = {3 | %5} je

kanonicky tvar 5.
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1 1
. i a _ 1
Diikaz. Napiseme o5 9 + 9
a krat

Existuje tedy presné jedna levd moznost, a to je 0+ 2% 4+ 2% = a;bl. Podobné

. . . v . . > . 1 1 1 2 1
ex1stu31e presme1 jedna prava moznost To je »T T 3 1—1— ---1 % = 35 Tt 3 +
t 5 = a;g . Mizeme dojit k zévéru, ze 55 = {'12;1, ’ ";@ } Vsimnéte si, ze
55 nemd zddné dominantni moZnosti, protoze by to vyzadovalo alespon dvé levé

strany nebo alespon dvé pravé moznosti. Déle ukédzeme 53 nemé zadné reverzibilni

1
+---+§ Pripometime, Ze 55 = {0 | 5= |-

’
moznosti. Pro piehlednost zépisu definujeme G' = 5. Vsimnéte si, Ze a;bl = o7 Je
< : I inTiché o B : ysoa _ Ja—1 1 | a=1 1
v zakladnim tvaru, kde a' je liché a b < b. Vime, Ze 7 = { 7 o7 | T W}

7 toho vyplyva, ze GFE = “2—_171 + 2—}),, kde b’ < b. Proto plati G > a2l 4

217%1 = “2—*;1 > (. Z toho vyplyva, ze G* neni reverzibilni pfes GF%. Z toho
mizeme vyvodit, Ze G nemé reverzibilni levé moznosti. Podobnym argumentem
muzeme dokazat, ze G nemd zadné reverzibilni pravé moznosti. Tim je dokazano

lemma. O

Lemma 2.45. Je-li G v kanonické formé, pak b(G) = b(G).

Diikaz. Necht b(G) = n. Je jisté, ze herni hodnota G se vyskytuje ve formalnim
tvaru nebo pfed nim. b(G) > b(G). Pfedpokléddejme sporem, ze b(G) > b(G). Pak
existuje kratkd hra H takova, ze b(G) = b(H). Ale kanonicks forma H, nazvéme
ji K, se jisté narodila v dobé, kdy se H narodila. Takze b(G) = b(H) > b(K).
Ale G = K, protoze kanonické formy jsou jedineéné, proto mame b(G) > b(QG).
Podle naseho predpokladu to davé b(G) > b(G) > b(G), co je spor. Mizeme tedy
uzaviit, ze b(G) = b(G). O

Lemma 2.46. Je-li G v kanonické formé, pak b(G*) < b(G) a b(G®) < b(G)
pro vsechny G, GE.

Diikaz. Necht G a G® jsou moznosti v G. Mame za to, ze G je v kanonické
formé. Z definice kanonické formy vyplyva, ze vsechny moznosti G jsou kanonické.
Z toho vyplyva, 7e b(G) = b(G) > b(G*) = b(G"), kde prostiedni nerovnost
vyplyva z nasi rekurzivni konstrukce kratkych her. Podobny argument ukazuje, ze
b(GT) < b(G). O

Lemma 2.47. Necht I € Z[%} je meprazdny interval. Pak existuje jedinecné
x € I z minimdlnich narozenin.

Diikaz. Predpoklddejme, ze x,y € I maji stejné narozeniny, feknéme n, a jsou
v kanonické formé. Muazeme predpokladat, ze x > y. Pak © —y > 0. Levy ma
tedy vyhravajici tah tvaru 2 —y > 0 nebo z — y® > 0. V prvnim piipadé mame
x>zl >y, z éehoz vyplyva, ze ¥ € I. V druhém piipadé, mame z > yf* > v,
z ¢ehoz vyplyva, ze yf* € I. Poznamenejme, Ze ¥ a y* maji narozeniny ostfe mensi
nez n. Nasli jsme tedy prvek s narozeninami ostfe mensimi nez n. Opakovanim
tohoto postupu n-krat ziskame jedine¢ny prvek s minimalnimi narozeninami. [
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Véta 2.48 (Véta o jednoduchosti). Necht G je krdtkd hra a definujme I(G) =
{z € Z[%]; VGE,GR, G* <z <« GR}. Pokud I(G) # @, pak G = z, kde z je
jedinecny tvar, prvek v I s minimdlnimi narozeninams.

Diikaz. Predpokladejme, ze I(G) # &, a necht z je jedineény prvek v I(G)
s minimalnim datem narozeni. Ukazeme, ze G — x = 0. Staci ukazat, ze v G —
x vyhraje druhy hrac¢. Predpokladejme, Ze Levy zac¢ind. Levy ma dvé moznosti:
GY — z, nebo G — xf. Ale G — z <11 0 podle nasi definice I(G), takze tento tah
je pro Levého prohrévajici. Na druhou stranu, 2% & I(G), protoze m4 ostfe mensi
datum narozenin nez x. Proto existuje levi moznost G takova, ze GL > 2 nebo
existuje prava moznost G takova, ze G < 2®. Pokud plati druhd moznost, pak
mé pRavy vitéznou variantu, totiz odpovéd na G — z*. Pokud pRavy zacind, pak
Gl > 2 > z, coz je v rozporu s tim, ze x € I(G). Z toho miizeme vyvodit,
ze Levy nemuze vyhrat, kdyz tdhne jako prvni. Pomoci podobného argumentu
muzeme usoudit ze pRavy nemuze vyhrat, kdyz tahne jako prvni. Z toho vyplyva,
7e G = . O

Véta 2.49 (Pravidlo jednoduchosti). Necht G je krdtkd hra a definujme I(G) =
{z € Z[%}; VGE, G GE <z <t GRY. Predpoklddejme, Ze I(G) neni prazdny.
Pak jedinecny proek v I(G) s minimdlnimi narozeninami lze najit takto:

1) Pokud I(G) obsahuje celé cislo, pak x je celé ¢islo nejmensi velikosti.
2) V opacném pripadé je x jedinecny prvek minimdlniho jmenovatele.

Diikaz. Nejprve predpoklddejme, Ze I(G) obsahuje kladné a zdporné ¢&islo. Pak
I(G) obsahuje 0 a jedineénym prvkem minimélniho jmenovatele je 0. Proto mu-
zeme predpoklddat, ze I(G) obsahuje pouze kladnd ¢isla. Predpokladejme, ze
I(G) obsahuje celé ¢islo. NapiSeme celd ¢isla I(G) ve vzestupném poradi jako
ny <ng <ng<---. Mame n; = {ny — 1 |}. UkdZeme, Ze G — n; = 0. Pfedpokld-
dejme, Ze prvni je Levy hra¢. M4 jedinou moznost: G¥ —n — 1. Protoze ny € I(G),
méme G —n; <1 0. PRavy si tedy mfize vynutit vyhru. Pfedpoklddejme, ze prava
strana tdhne jako prvni. Ma dvé moznosti: G —ny a G — (ny — 1). V prvnim
pripadé mame G® —ny > 0, a tak si Levy miize vynutit vyhru. V druhém piipadé
méame n; — 1 ¢ I(G). Proto miizeme najit takovou levou moznost, ze G > n; —1,
nebo miiZeme najit pravou variantu takovou, ze G < n; — 1. Druhy piipad ne-
muize nastat, protoze by to znamenalo, ze G < n —1 < n. Musime tedy mit
G — (n1 — 1) > 0. To ukazuje, %e Levy m4 vitéznou odpovéd na G — (n; — 1).
7 toho muzeme vyvodit zadvér G = ny.

Nyni predpoklddejme, ze I(G) neobsahuje zddna celd cisla. Necht x = 5 je je-
dine¢ny prvek minimalniho jmenovatele. Nejprve dokazeme, ze takovy prvek exis-
tuje. Za timto ucelem ukazeme, Ze pokud existuji dva rizné prvky se stejnym
jmenovatelem v I(G), pak muZeme najit prvek v I(G) s ostfe mensim jmenova-
telem. Predpokladejme, Ze 3 a ’”Qt’“ jsou prvky v I(G), v zakladnim tvaru. Je-li
k > 2, pak (m+1)/2" € I(G). Na druhé stranég, je-li k = 1, pak bud m/2" nebo
(m 4+ k)/2™ neni v zdkladnim tvaru. To dokazuje tvrzeni.

Nyni ukdzeme G — z = 0. Predpokladejme, ze Levy tdhne prvni. M4 dvé moz-
nosti: G — x a G — zf. Protoze G* < 2, mame, Ze pRavy mé vitéznou odpovéd
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na G — z. Co se tyée G — 2%, protoze 2% je ¢islo ostfe mensiho jmenovatele
nez x, mame z* ¢ I. Pak miizeme najit takovou variantu G, ze G* > 2 nebo
G < oft. Prvnf z nich v8ak implikuje G > 2% > z, coz je spor. TakZze musime
mit GF — 2% < 0, coz ukazuje, Ze pRavy ma vitéznou odpovéd na G — . Po-
dobné se ukazuje, ze pRavy nemutze vyhrat, kdyz tdhne jako prvni. Z toho mizeme
vyvodit, ze v G — x vitézi druhy hrac, tj. G = . (|

Podle predchézejici véty dostaneme: {—2| 5} = 0, {% ‘ 3} =1, {% ‘ %} =
{z15} =1

Priklad 2.50. Budeme hledat hodnotu hry G = {i ‘ 2}. Prvnim kandidatem
hodnoty je ¢islo mezi levou a pravou c¢asti G, muze to byt aritmeticky primér
Z—‘gy. Ptejme se tedy, zda G — % = 0. Tuto hypotézu vyvratime: Podle definice
dyadického zlomku plati % = {% ‘ %} = {1 ‘ %} Dokézat (nebo vyvratit) v nasi
teorii hypotézu znamend zahrat si hru. Jak se asi bude hrat {i ‘ 2} + {72 | 71}?
Zacne-li pRavy hrac, asi nezahraje do hry 2, ale spise zahraje do hry —1. Hra se
posune do postaveni {1 ‘ 2} + {] 0}. Levy hra¢ je donucen zahrat do ;. Ve hfe
i— 1 < 0 existuje vitézna strategie pro pRavého hrace a tedy hra G—2 neni nulova.

Musime tedy vybrat jiného kandidata pro hodnotu hry G. Nabizi se fi/ybrat krajni
body hry %. Vezmeme jednodussi ¢islo 1 a budeme vySetiovat, zda G — 1 = 0,
tj. zda ve hie G — 1 existuje vitéznd strategie pro druhého hréce. Zahrajme si
tedy hru { | 2} + {| 0}. Zaéne-li Levy hré¢, nemiize zahrat ve druhé hie a bude
hrat do hry i. Hra se posune do pozice % — 1 < 0, kde existuje vitézna strategie
pro pRavého hrace. Zacne-li ve hfe G — 1 naopak pRavy hrac¢, mize zahrat do
nuly (neni vyhodné, Levy odpovi do %), nebo do 2, a hra bude pokracovat hrou
2—1=1 > 0, ve které opét existuje vitézna strategie pro Levého hrace. Tedy ve

hie G — 1 existuje vitézna strategie pro druhého hrace. Odtud ziskavame G = 1.

1
2 a

Véta 2.51. Je-li G cislo, pak I(G) neni prdzdné. Zejména je-li G éislo, pak G
je dyadické raciondlni c¢islo.

Diikaz. Predpoklddejme, ze G je ¢islo. Pak kazda moznost G je ¢islo. Indukei
zjistime, Ze mizeme piedpokladat, ze I(GF) a I(G') jsou neprazdné pro kazdou
moznost G. Podle jednoduchosti je kazdé G* a G dyadické racionélni ¢islo. Pro-
toze G je kratka, musi mit koneéné moznosti. Proto miizeme najit maximum G*

a minimum G?. Ozna¢me je jako G* = 55 GF = 57, kde a, ¢ jsou liché. Pak
L R . . 7 . ’ 7 V7 . . . 7 v

z=2C JQFG je dyadické raciondlni ¢islo mezi nimi. Konkrétné G < = < G¥ pro

v8echny moznosti G. Muzeme uzaviit, ze I(G) je neprdzdné. O

Ukéazali jsme, ze pokud je G kratka hra a ¢islo, pak je G dyadické racionalni ¢islo.
Obecné vSak muize byt I(G) prazdnd. V takovém pripadé G neni éislo. Nékteré
priklady ne-¢isla jsou {56 | =56}, {0 | 0} a {0 | {0 | 0}}. Posledni dvé hry se obvykle
oznacuji jako x a 1.
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3. DYADICKA RACIONALNI{ ¢isLa

Po nezbytném teoretickém struéném tivodu CGT (teorie kombinatorickych her) se
budeme dale vénovat predevsim dyadickym raciondlnim ¢islim a jejich aplikaci na
hru HACKENSTRING. NaSe dyadickd raciondln ¢isla se také oznacuji Z[3]. Jedna
se 0 obor integrity celych ¢isel s adjungovanym prvkem % Je to nejmensi podobor
integrity télesa raciondlnich ¢isel Q (ve smyslu inkluze) obsahujici soucasné véechna
celd cisla a ¢islo % Diky konstrukeci dyadickych ¢isel je jich spocetné. Z druhé strany
jednd se o podmnozinu spocetné mnoziny vsech racionalnich ¢isel Q, tedy Z[%] je
spocetna.
Poznamka 3.1. Uvazujme Z x N a zavedeme relaci = takto:
1) (a,b) = (a/,b) = a-2" =d -2V

~

Relace = je na mnoziné Z x N ekvivalence, tj. relaci reflexivni, symetrickou a
tranzitivni. Tato relace vytvari rozklad (Z x N)/~ na t¥idy. Typickd t¥ida rozkladu
je Tiapy) = {(a',V'); (a,b) = (a’,V')}, druhy obor relace = piislusny k prvku (a, b).
Na t¥idach rozkladu definujme dvé bindrni operace:

2) T(a,b) @ T(a’,b’) = T(a~2b'+a’-2b,b+b’)’

3) Tiap) ® Tar vy = T(aa’ ptr)-
Operace @, ® jsou dobfe definovany, nezdlezi na reprezentantech tiid. Oznacme
Z[3] = (Z x N)/~. Zobrazeni f: Z — (Z x N)/~ definujeme takto: f(a) = T{4,0)-
Toto zobrazeni je homomorfismus. Tradicné piseme T, ) = 55

4) Pomoci struktury (Z, <) definujeme < na tfidach takto: T, ) < T(a’pr) <

a-2" <a - 2b

Strukturu Z[%] = (Z x N)/~ nazyvame oborem dyadickych raciondlnich ¢isel,
podobné vznikaji i p-adickd ¢isla, specidlné desetinnd (raciondlni) ¢isla.

Absolutni hodnotu ziskame takto: [T(4 5)| = T(|a|,b)-

Priklad 3.2. Plati nasledujici tvrzeni: Dyadickd raciondlni c¢isla jsou hustd
v redlnych cislech.

Diikaz. Predpokladejme, ze a < b, a a b jsou redlnd ¢isla. Diky Archimédovu
axiomu existuje n € N takové, ze

1
0<—-<b—a,
n
COZ znamena, ze
1 1
0<—=<-=<b—a.
2n n
Plati
1 <2 —2"a
a tedy existuje celé ¢islo m takové, ze
2"a < m < 2"b,
tj.

m
a<2—n<b.
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Tedy dyadické raciondlni ¢isla jsou hustd v R (mezi kazdymi dvéma riaznymi
redlnymi ¢isly lezi alespon jedno dyadické racionélni ¢islo). (I

Pozorovani 3.3. Necht z > 0; z € Z[3],x € Z (kladné necelé dyadické racio-
ndlng ¢islo x). Potom x se miZe zapsat jednoznacéné ve tvaru

1+1 1 L + L + L + + L
r=1+1+---+ 5 1 3 5
Diikaz. Uvazujme 5 > 0 v zdkladnim tvaru, tedy a > 0, a je liché¢, n > 0.
Potom a —1 a a+1 jsou suda. Jedno z nich je dokonce délitelné ¢tyrmi. Bez ijmy
na obecnosti, necht 4|(a —1). Pro n = 1 dostaneme § a je jasné, Ze je pouze jeden
zpusob zapisu x v pozadovaném tvaru.
Necht nyni n > 1. Jisté plati 41 (a + 1). Potom

a+1 4
on _2n71'

Podle indukéni hypotézy lze to napsat jednoznacéné v odpovidajicim tvaru,

at+1 o 1 1 1 1
- —p =141+ dlo-dtodod. .t .
T T R 2n1
Potom ale
a 1 1 1 1 1
= il bl e —
T S on—1 " on

Na konci musime odecist, protoze po predani bychom dostali “2;7} jako vyraz s 27%1,
coz by bylo v rozporu s tvrzenim 4|(a — 1). Z konstrukee je zfejmé, ze vyjadient
je jednoznacné. O

Nyni muzeme pro kazdé dyadickd raciondlni ¢islo definovat odpovidajici hru
HACKENSTRING. Pro kazdé x € Z[3]. Pro & > 0 nas¢itdme 1, které odpovidajf
pocatecnimu segmentu hry HACKENSTRING, prvni ¢eRny kdmen oznacime f% a
dale piseme 2—11 se znaménkem — a +, které odpovidaji nasledujicim ¢eRnym a

biLym kamenum. Analogicky postupujeme i pro = < 0.

Priklad 3.4. 23 =242 =1+1+41— 1 + 1, odpovidajici hra HACKENSTRING
je fpooeo.

Jiné metody jsou uvedeny na strané 59 a 58.
Pozorovani 3.5. Zobrazeni x — [x] zachovdvd uspordddni.
Zlomky muzeme také psat ve tvaru

=1 [ ])

2n] 2" 2 ||

To je také nova definice této hry a navic v kanonickém tvaru.

Véta 3.6. Pro z,y € Z[3] plati [x + y] = [z] + [y].
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Diikaz. Pripad 1 pro z,y € Z jsme jiz ovérili.
Pripad 2. Uvazujme x € Z, y ¢ Z. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze
x je kladné (pro x = 0 je tvrzeni trividlni). Potom:

a+ b= G-+ {15 | |

{e-nwi 52 e [50]}

er- o2l
{lrvo-g] |l )

Podobné pro y € Z. b

Ptipad 3. Nechf z,y nejsou celd ¢isla. Ozna¢me x = 5 a y = 5% a nejdiive
predpokladejme, ze n > m. Pak

[ + y].

=[w+y]-

Konecné uvazme také pripad n = m. Ukézeme, ze plati

[z] +[y] = {[m+y—2in] ‘ [m-l—y—f—;n]}.

Tento piipad vyzaduje vice kontrol, protoZe toto neni kanonicky tvar = + y. Cislo
T 4+ y ma mensi jmenovatel nez 2. Vime, ze

= {fero-] o))

je ¢islo, které je nejjednodussi a lezf mezi (levou a pravou moznosti). Cislo  + y
samoziejmeé splnuje vhodné nerovnosti, ale predpoklddejme, Ze z je nyni opravdu
nejjednodussi. Potom z ziskdme pro vyraz x + y, kde |z — (x + 2)| > 2%, kde
2% je jmenovatelem z + y a tedy 2% > 2,,%1 Vsimnéte si, ze z a  + y se snazi
lezet v otevieném intervalu, jehoz délka je presné %%1, coz neni mozné. Proto
z=x+y. (I

Zavér 3.7. Vytvorili jsme izomorfismus usporddané Abelovy grupy Z[%] do cisel.
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3.1. Dyadicka reprezentace racionalnich céisel

Necht a je nenulové prirozené ¢islo. Diky algoritmu opakovaného déleni se zbytkem
lze a reprezentovat ve tvaru

l
a=>Y ¢, (3.1)
=0

s prirozenymi ¢isly 0 < ¢; < 1 pro j =0,...,l a ¢ # 0. Pro takovy soucet (3.1)
zavadime dyadickou (dvojkovou) reprezentaci

a=qq_1---9190-

Dyadicky zapis 1ze jednoduse rozsitit pro cela ¢isla. Je-li celé ¢islo a zaporné,
potom a = —|a|. Tedy dyadické reprezentace celého ¢isla |a| bude dyadickd repre-
zentace a tvaru

a = —qiq;-1 ---49190-
Nase pozorovani nyni rozsifime na vsechna racionalni ¢isla a jejich dyadickou re-
prezentaci (tvar). Takze budeme predpokladat, Ze § reprezentuje racionalni cislo;
a,b € Z a b # 0. Bez ohledu na obecnost budeme dale predpokladat, ze b > 0.
Pouzijeme-li algoritmus déleni se zbytkem na celé ¢isla, pro a, b najdeme celé cisla
q,r takova, ze 0 < r < b tak, ze
a r
a:qb+r<i>gzq+g

Pro kladné celé ¢islo g ziskdme dyadickou reprezentaci

l
=Y 42 =qa-1... a0
§=0

a pro zaporné —qiqi—1 - .- q1qo- Tedy
q==%qq-1--- q14-

Nyni pedpoklddejme dyadickou reprezentaci racionalniho ¢isla 0 < 7 < 1. Také
muzeme zapsat jako
T 1 2-r

b 2 b
Zamérime se na podil 2—1')’” se zbytkem. Ziskame prirozend ¢isla q_1,7_1, takova, ze
0 <r_y; <ba plati

(3.2)

2-r r_1

2~T:q,1'b+7’71<:>T:q71+T. (33)
Z nerovnosti 7 < 1 ziskdme:
2-r r_, 2-r
0<q ="t -t o2l oy
= Ty STy S
tak, ze 0 < ¢_1 < 1. Dosadime-li (3.3) do (3.2), dostaneme
r_ 1 2.0 1 T_1\  q-1 1 r1 g 1 2-r_4
=3 5 =t ) =y T = e
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Je-li r—1 # 0, vydélime (opét) 2 -r_; se zbytkem b a ziskdme prirozend ¢isla
q—2,7_2, takova, ze 0 < r_o < b takova, ze

2- r—1 -
=g+ —2.

b T

Tak jako diive, 0 < g_2 < 1 a spojime-li nase vysledky, dostaneme

T - q—1 1 2 T o q—1 1 ( T'_Q) o q-1 q—2 1 2- r—_o

b2 T Ty T tm\et ) Tty et T

Budeme-li postupovat dél, ziskdme prirozena ¢isla q_3,7_3, takova, ze 0 < g_3 < 1

a0 < r_3 <ba plati

2'7’,1:(],2'1)4*7’,2@

Po k krocich ziskame prirozend ¢isla q_g,r_x takova, ze 0 < q_p <1a0<r_ <b

a plati .
r_N4, L 2
b_;2j+2k+1 b

Timto postupem ziskdme dvé moznosti. Bud existuje k € N, k > 0 tak, ze r_; = 0,
nebo zbytek r_; je vzdy nenulovy pro vSechna j =1,2,3,...

Definice 3.8. S oznacenim viz vyse definujeme pro a,b € Z a b # 0 dyadickou
reprezentaci nasledovné:

1) Je-li r = 0 nebo existuje k € N, k > 0 a r_; = 0 polozime

k
_ 9=
*q-.-q0,q-1---q-k = E Z 5
j=—1

a +q...q0,g-1 - ..q—k nazyvame dyadickou (bindrni, dvojkovou) reprezen-

taci nebo dyadickym rozvojem raciondlniho ¢isla 3 .
2) Pokud vSechny zbytky r_; jsou nenulové, polozime formélné
= 17
+q...9,9-1.. . G-k ... =* >

j=—1

a+q...q0,9-1---9—k ... stejné nazyvame dyadickou (bindrni, dvojkovou)
reprezentaci nebo dyadickym rozvojem racionédlniho ¢isla §.

Definice 3.9. Nekone¢ny dyadicky rozvoj +q;...q0,9—1...9—k ... nazyvame
periodickym, pokud existuji pfirozend ¢isla v > 0 a p > 0 takovd, Ze q_(y4j) =
q—(v+j+p) = G—(v4+j+2p) = "+ pro j = 1,2,... p. PiSeme zjednodusené¢ pruh na-
hote pro periodu:

£ 90:9-1 - - 4—vq—(v11) - - - 4—(vtp)-
Nejmensi takové p se nazyva perioda dyadického rozvoje raciondlntho cisla 7.
Nekonec¢na dyadicka reprezentace racionalniho ¢isla je periodicka.

Véta 3.10. Necht a,b € Z, b # 0. Je-li dyadicky rozvoj raciondlniho cisla 3
nekoncici, potom je periodicky.
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Diikaz. Ptedpokladejme, zZe raciondlni ¢islo 3 nemd konecny dyadicky rozvoj.
Podle konstrukce dyadického rozvoje cisla ¢ ziskdvame nekonecnou posloupnost
zbytkd ro :=r,7_1,7_2,7_3, ..., ovem vSechny jsou podmnozinou {0,...,b — 1}.
Odtud jisté musi existovat dva zbytky r_j; a r_j, tak, Ze jsou identické. Bez
Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze jo > j; > 0 a pro pevné zvolené j;
vybereme minimalni rozdil p := j, — j1. Diky algoritmu ziskani dyadického rozvoje

cisla 7, ziskdme

T—jr =T=(Git+p) = "=(Git+2p) = ">

T—(j14+1) = T—(r+1+p) = T—(j1+1+2p) = """ »

T—(1+p=1) = T=(r+2p-1) = "~(j1+3p-1) = """ -

Diky tomu, zZe jsme vybrali j; minimélni, dostavime tvrzeni véty. (I
3.2. Dalsi vlastnosti dyadickych racionalnich ¢éisel

V dalsim kroku prozkoumame hru
G = pee.

KdyZ napiSeme moznosti hry G, dostaneme G = {0 | 1/2,1}. Podle pravidla
o zjednoduseni muzeme odstranit 1, takze G = {0| 1/2}. Trocha prace by vés
méla presvédéit, ze G+ G+ (—1/2) = 0 (tj. je to vyhra druhého hrace). Definujme
tedy 1/4={0| 1/2}.

Obecnéji uvazujme nasledujici hru HACKENSTRING:

eeese - e

R4di bychom oznacili G,, = 1/2™. K tomu potfebujeme ukézat, ze G,, + G,, =
Gn_1pron=1,23,.... Dikaz provedeme indukci.

Diikaz. Predpokladejme, ze jiz vime, ze G, + G, = G—1 pron=1,2, ..., t—1.
Pak pro n =t mame

Gy ={0|Go,G1,Ga,...,Gi_1}.

Je snadné vidét, ze Go > G1 > G2 > --- (neni to tak tézké, takze to nechdme
jako cviceni), takze hra se zjednodusi na Gy = {0 | G¢—1}. Zbyvé tedy ukdzat, ze

{0 | Gt—l} + {0 | Gt71} + (*thl) =0.

Vsimnéte si, ze —Gy—1 = {—Gi—2 | 0}. Dikaz, Ze ve vySe uvedené hie zvitézi druhy
hrac:
e Predpokladejme, ze zacind Levy hrac.
— Pokud Levy vezme z {0 | G;_1} 0, pak pRavy muze vzit z {0 | G;_1}
Gt_1, ¢imz ponechd soucet 0 a vyhraje.
— Pokud Levy vezme z (—Gi—1) (—Gi—2), pak pRavy vezme z {0 | G¢—_1}
G¢_1. Podle indukéni hypotézy Gi_1—Gi_o2 = —Gy_o, takze hra je nyni
Gy — Gy_o < 0. PRavy vyhrava.
e Predpokladejme, ze zacind pRavy.
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— Pokud pRavy vezme z {0 | Gi—1} G¢—1, Levy vezme ze hry {0 | G;—1}
0, tedy ponecha 0 a vyhraje.
— Pokud pRavy vezme (—Gi_1) 0, pak Levy vezme z {0 | Gt_1}. 0. To
déva {0 | Gt—1} = G4, kterd je jednoznacné kladné. Levy tedy vyhrava.
Tim je dikaz dokoncen. (I

Na zavér muzeme oznacit Gy, = 1/2". Formalné dostaneme nasledujici rekur-
zivni definici:

1/2={0]1}, 1/4={0]1/2}, 1/8={0|1/4}, 1/16 ={0|1/8},...

Nyni méme tendenci si naivné myslet, Zze mizeme prosté brat pruméry {a | b} =
“T'H). Bohuzel to neplati obecné, jak ukazuji nasledujici priklady.

3.2.1. Priklady.

1) Uvazujme hru G = {—5 | 2}. Pokud zac¢ind Levy, nechdvd zaporné ¢islo a
vyhrava pRavy. Pokud za¢ne pRavy, nechd kladné ¢islo a Levy vyhrava.
Vyhrava tedy druhy hrac¢. To znamend, ze G = 0.

2) Uvazujme G = {1/4 | 1}. Tvrdime, ze G = 1/2. Ve skutecnosti sta¢i ukazat,
ze v G—1/2 = G+ {-1]0} vyhraje 2. hra¢. To je ale snadné, dikaz
prenechame Ctenari.

I pres tento drobny netspéch muzeme v nékterych pripadech brat prameéry.
Je-li p celé ¢islo a m nezaporné celé ¢islo, pak:

P |p+l] _2p+1
om om _2m+1'

Diikaz. Nejprve uvazujme pripad 2p+1 > 0. ZapisSme pravou stranu jako soucet
(2p + 1) ¢lenti, z nichz kazdy je roven 1/2™*1 = {0 | 1/2™}. Pokud tedy v tomto
hernim sou¢tu za¢ing Levy, nemd jinou moznost nez hrat {0 | 1/2™}. Stejné tak,
pokud zac¢ind pRavy, je jeho jedinym tahem z {0 | 1/2™} do 1/2™. Uvazime-li tyto

moznosti, dostaneme hru Qjﬁl ’ 23}11 + 2%}, coz je presné leva strana. Ptipad,
kdy 2p + 1 < 0, je podobny a je ponechédn na ¢tenari. (I

3.2.2. Analyza. Ptjde nam predevsim o to, abychom zjistili, pro kterého hrace
je dand hra vyhodnéa. Koncova pozice pozice je vyhodnd pro druhého hrace v nor-
maln{ varianté hry. Zacéinajici hra¢ nemiZe tdhnout. Mnozina tahti je tedy 0, coz
také zapisujeme {|}, kde vlevo piSeme tahy biLého a vpravo tahy ¢eRného, a
oznacujeme 0. Je-li v jednom fadku jeden biLy kdmen |, ceRny hrd¢ nemize
tdhnout a biLy hra¢ mé vyhodu jednoho tahu. Hra je tedy vyhodna pro biLého
hrace. TakZe mozné tahy jsou {jo |} = 1. Bude-li podatecni pozice tvorena dvéma
biLymi kameny, tfeba o, biLy mtze zahrat do 0 nebo do 1, zatimco ¢eRny hric¢
nemuze tdhnout. Tuto situaci piSeme {0,1 |} a jeji hodnotu oznacujeme 2 (dva
tahy k dobru pro biLého hréaée). Indukei pro n biLych kamenti ziskdme

n=40,1,2,...,(n—1) |}.
Stejné jsme mohli postupovat pro ¢eRné kameny a ziskali bychom
-n={0,-1,-2,...,—(n—1)}.
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Nyni pfiddme k n biLym kamentm jeden ¢eRny |po...oce. Mozné tahy jsou

{0,1,2,...,(n—=1) | n} = n — 1/2. Pfiddme k n biLym kamenim dva ¢eRné
bo...oee, dostaneme tyto moznosti {0,1,2,...,(n—1) [n,n—1/2} =n—-1/2—
1/4. Zleva muzeme vynechat vSechny nevyhodné tahy a nechat tah s nejvétsi
hodnotou, zprava obdobné vynechame slabé tahy a nechame pouze nejmensi hod-
notu. Tak dostaneme celkem prehledny zapis {n —1|n—1/2} =n—1/2—1/4.
Pfiddme-li vpravo jeden biLy kdmen, hodnota bude n — 1/2 —1/4 4+ 1/8, atd.
3.2.3. Cisla 1/2". Ve hie HACKENSTRING miizeme pozicim piifadit jejich dya-
dickd raciondlni ¢&isla takto: o = 1, e = 1/2, pbee = 1/4, peee = 1/8, ...,
be---e=1/2" Toto pfifazeni je celkem pfirozené (odhalite pravidlo?).
3.2.4. Analyza 1/2. Dyadickému raciondlnimu éislu 1/2 jsme pfifadili hodnotu
hry joe. Pokud ukazeme, Ze o + e+ (—1) =0, tj. o® + e + |@ = 0, tedy ve hie
e + joe + @ existuje vitézna strategie pro druhého hréce ( ~~ 2). Jak se bude asi
hrat?

Zacne-li pRavy hra¢: Hra¢ nezahraje v posledni hie (tento tah mtze udélat i
pozdéji) a zahraje v prvni (druhé) hie do postaveni @o. Ze stejného duvodu Levy
hra¢, hra¢ na tahu, nezahraje sviij tah v prvni hie a zahraje ve druhé hre do
postaveni ﬁ (odebere cely druhy Fadek). V této pozici je na tahu pRavy hric¢ a
prohraje. Tedy R ~» L.

Zacne-li Levy z postaveni @: bude analyza podobné. Svym tahem se dostane hra
do postaveni [g®, kde hraje pRavy. Hrac jisté neodebere celou posledni hroméadku

(pro¢?), ale zahraje do postaveni [g a vyhraje. Tedy ve hie @: ~ 2. Analogicky

se postupuje i v pripadé @5: ( ~ 2), atd.

Priklad 3.11. Vime, ze % + % = 1. Uvazujme nyni hru HACKENSTRING 399 a
porovnejme ji s hrou % = |pe. Tedy budeme hrat hru 339 + |ec.

Zahraje-li Levy do [g®®, rychle prohraje, protoze pRavy zahraje do nulové hry
oY Tedy Levy zahraje jinak a po jeho tahu hry vypadd postaveni tato: E::
Vyhodnéjsi pro pRavého hrace je odebrani nejpravéjsi kdmen, tedy zahraje do

° PR o , .
@oo, kde Levy mé& méné taht a také prohraje.

Obracené: Zacne-li pRavy, neodebere kamen z posledniho radku, coz mtze udé-
lat i pozdéji, ale dostane se do postaveni @go, kde okamzité vyhraje Levy, protoze
prvni a tiet{ fadek je opacny (nulovd hra) a druhy fadek zac¢ind biLym kamenem.

Tedy hra 388 + @0 je nulovd a 388 = —jeo = pe = 1. M4-li pee ¢iselnou
hodnotu, nutné pee = 1.

Priklad 3.12. Ukazeme, ze

bee---@et+pee - -0=[ee---0

n n n—1

primo, indukci a strategicky.
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Je potieba dokézat, ze ve hte
bee---@+ee---@+@0c0O---0
—— —— ——
n n n—1
existuje vitézna strategie pro druhého hrace.

R: Zacne pRavy. Nezacne urcité v posledni hie, tento tah muze udélat kdykoliv
pozdé&ji. Zahraje svij optimalni tah v prvni (druhé) hie a odebere svij
nejpravejsi kamen. Hra je tedy v postaveni

bee---@+pee---@+@co-- 0
—— —— ~——
n—1 n n—1

Zde prvni a posledni hra je opacnou ( ~ 2) a tedy Levy zahraje v druhé
hie a vyhraje (R ~~ L).

L: Levy hra¢ nezahraje v prvnich dvou hrach (zde jisté vyhraje) a své tahy muze
udélat kdykoliv pozdéji (naopak, zahraje-li, prohraje). Zahraje tedy v po-
sledni hre. Zde zahraje sviij nejlepsi tah, tj. nejpravéjsi a hra se posune do
postavent:

bee---@+pee---@+@0c0O---0
—— —— —
n—1 n n—2
a na tahu je pRavy hrac¢. Tento hrac nesebere sviij prvni kdmen v posledni
hie (prohral by) a ve hréch

bee---e+ee-- o
N—— ——
n—1 n
si vybere sviij lepsi tah.® Zahraje do pozice
bee - -e+pee:--e.
—— ——
n—1 n—1

Tato pozice je diky indukénimu predpokladu rovna hre

b......
——
n—2
a prohraje.
Plati tedy véta:
Véta 3.13. Pron € N plati
L1 1
on on __2n71'
5 pee---e = {||b,e,pee,peve,....cee- -0} = {0]|1,1 1. . L} =
n n—1
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Piiklad 3.14. Vezméme hru (half) h = {0 ] 1} je ¢islo mezi 0 a 1. Ukdzeme,
7e h je 1/2. Spocitdme

l—h=1+4(=h)=1+(={0|1})=1+{=1]0}
—{0—h,1+(=1)[1+0} = {—h,0|1}
= {oly=n
h je kladna

odtud 1 — h = h a tedy h = 1/2. Rovnice 1 = h + h m4 i netrividlni feSeni.

3.2.5. Hra¢ ma vyhodu 1/2" tahu. Pomoci Conwayova formalismu (sendvi-
¢ovy princip) oznacujeme:

b={0f}=1 bee={0]1/2,1} = {0 1/2} = 1/4

be={0]1}=1/2 beee = {0|1/4,1/2,1} ={0]1/4}=1/8
atd.

V kanonickém tvaru dostaneme o = 1, pe = 1/2, pee = 1/4 a peee = 1/8.
Obecné pee---@ =1/27.

——
nx
Muzeme ukéazat, ze plati nasledujici pravidlo.

Véta 3.15. Plati1>1/2>1/4>--->1/2" > ...

Diikaz. Piipad 1 > 1/2 pfenechdme ¢tenaii. UkédZzeme, Ze z platnosti vztahu
1/2F > 1/2k! plyne pro k > 1 platnost 1/281 > 1/28+2 Jinymi slovy d;, =
{0] 1281} + {~1/2%| 0} > 0 implikuje

dipr = {0] 1/2"} + {-1/2"*1 | 0} > 0,

pro k > 1. Pokud ve hie dy41 zac¢ind Levy hrac¢, zahraje ve druhé komponenté
a ziskd 1/2FF1 — 1/2k*1 = 0 a tedy vyhraje. Pokud za¢ind pRavy a zahraje ve
druhé komponenté do 0, odpovi Levy v prvni komponenté do 0 a vyhraje. Pokud
by pRavy el svym prvnim tahem v diy; do 1/2F — 1/2F+2 Levy odpovi do
1/2F — 1/2F+1) ktera je kladna ( ~» L) diky indukéni hypotéze. Tim je dikaz
hotov. (I

Véta 3.16. Pro kaZdé celé n > 1 je zlomek 1/2™ ekvivalentni ¢islu {0 ’ 1/2”_1}.

Diikaz. Necht x = 1/2"! a y = {0 | z}. Diky indukci je # = {0 | 22}. ProtoZe
0<y<z<z+ty< 2z, jexrmeziyaxty,aleproz” az tato vlastnost neplati.
Podle véty o zjednoduseni je také z = {y | x + y}, které je ekvivalentni 2y podle
definice s¢itani. O

Nyni méme k dispozici vSechny mocniny 1/2. Z toho také plyne, 7ze kazdé celé
¢islo mizeme vydélit mocninou 1/2. Z definice je vidét, ze ve vSech hrach 1/2™
~ L, zatimco ve hrach —1/2™ ~» R. Ve hfe HACKENSTRING ziskdme opaéné
pozice zadménou barev.

Cisla tvaru m/2" jsou definovana prostiednictvim souétu her.
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Definice 3.17. Pro kazdé celé ¢éislo m > 0, ¢islo m/2™ je
/2" +1/2" +---1/2™.
mX

Lemma 3.18. Pro kaZdé celé ¢islo n > 0 plati 2/2" = 1/2"~1.

Podotknéme, ze 1/2+ 1/2 =1 a tedy toto lemma je zobecnénim této rovnosti.
Ditikaz indukci prenechame Ctenari.

Véta 3.19. Pro celd ¢isla 0 < m < n plati 2™ /2™ = 1/2"~™,

Dikaz. Protoze 2/2% = 1/27=1, je 2/27 + 2/27 = 1/27~1 4 1/2"~! nebho
4/2™ = 2/2n~1, Aplikujeme-li predchazejici vétu, dostaneme: 2/2"~1 = 1/2"72,
Tedy 22/2" = 1/2"~2. Budeme-li pokracovat naznac¢enym zptisobem ziskame tvr-
zeni véty (indukei). O

Dtisledkem predchézejici véty je tvrzeni, ze kazdé dyadické racionalni ¢islo lze
zapsat ve tvaru, kde v Citateli je liché celé ¢islo. Zabyvejme se nyni optimalnimi
tahy.

Véta 3.20. Pro kaZdé nezaporné celé cislo n > 0 a libovolné liché celé cislo k
plati
ko [k—=1]k+1
on | 2n on [’

A | 1 k-1 k-1 1 k—1|k+1
— =ttt = +0 - = :

an an oan—1 n an

O

Nabizi se otdzka, co lze vytézit z optimélniho tahu ve hie 1/24+1/2—1. Obecné
hrajeme-li ve hrach typu

(2¢+1)/2" + (2¢+1)/2™ nebo (2q+1)/2" — (2q +1)/2™
pro n > m > 0. Nasledujici véta shrne nase pozorovani.

Véta 3.21. Pron > m > 0 optimdind tah ve hrdch 1/2"™ +1/2™ nebo 1/2™ —
1/2™ je zacit ve hie 1/2™ (s vyssi mocninou dvojky).

Dijkaz. Oznaéme s =1/2" +1/2m = {0 | 1/2"~'} + {0 | 1/2m~1}.

Piedpoklddejme, ze Levy zac¢ind ve hie s. Pokud Levy zahraje, dostane bud 1/2™
nebo 1/2™. Lepsim tahem je zahréat v prvni hie (hra je delsi), protoze 1/2™ > 1/2™
(podle predpokladu) a tedy vyhraje.

Necht dale ve hie s za¢ne pRavy hrac¢. Zahraje-li v prvni hte, ziska postaveni
1/27=1 +1/2™ nebo 1/2" 4 1/2m~1. Zde lepsi tah je zahrat v prvni hie, protoZe
1/20=1 4 1/2m < 1/27 4+ 1/2m71 & 2/27 +1/2™ < 1/20 +2/2™ & 1/2™ > 1/2m.

Zbytek dikazu, tj. ¢ = 1/2™ — 1/2™, kde je lepsi zahrdt pro n > m > 0,
prenechame ¢tenari. (I
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Disledek 3.22. Pro n > m > 0 optimdlni tah ve hrdch
2p+1)/2" + (2¢+1)/2™ nebo (2p+1)/2" — (2g+ 1)/2™
je zahrdt ve hie (2p + 1)/2™ (s vyssi mocninou dvojky).

Toto zobecnéni a jeho dikaz prenechame ¢tendri, plyne z predchazejici véty.

3.2.6. Dyadické &isla obecng. Vime, 7e 3/8 = 3888, 1/8+1/8+1/8 = 3/8.

Cislo 3/8 1ze ale zapsat i jinak.

Véta 3.23. Necht r > 0 an > 1 jsou celd cisla. Potom dyadické raciondlni
¢islo md hernt vyjadrent

2r+1 r r+1
on - on—1 on—1 [~
Diikaz. 2r+1 kopif 1/2™ je 2;[1. Zacne-li Levy hrac, odebere celou jednu vétev
a hru zanechd s hodnotou (v postaveni) 5—2 = gw=7. Z druhé strany, zacne-li pRavy,
odebere jeden sviij nejpravejsi kdmen a hru zanecha v postaveni s hodnotou
2r 1 T 1 r+1
2_n + on—1 = on—1 + on—1 = on—1"
Tedy
2r+1 _ r r+1
on = on—1 on—1 [~

Alternativni zapis hry je

beeo = {pee,|| be, p} ={1/4,0|1/2,1} ={1/4|1/2} =3/8
(viz predchézejici véta pror =1 a n = 3).

3.2.7. Algoritmy vypocti. Nyni na chvili zapomeneme na zapis ¢isel pomoci
dvou zdvorek {- | -} a budeme se vénovat jednofadkovému zépisu moznych pozic ve
hfe HACKENSTRING. S minimem znalosti tak budeme schopni vypocitat hodnoty
takovych her HACKENSTRING pomoci dvojkové soustavy. Tato metoda je extrémneé
uzitecnd i pro analyzu nékterych nekonec¢nych her, kde se ndm podafi nalézt pravi-
dlo a umozni nam sestrojit herni hodnoty vsech racionalnich ¢isel. Pomoci binarni
reprezentace a této metody bude uzitecné nejen pro vysetrovani racionalnich ¢i-
sel @, ale umozni ndm pocitat i nékterd neraciondlni redlné ¢isla (redlné hodnoty
téchto her). Pomoci tohoto pravidla budeme schopni vypoétu hodnot hry Hac-
KENSTRINGU na jednom fadku. Pro HACKENSTRING vytvorime jednoradkovy zapis
pozice. Hodnoty vyjadiime pomoci zlomki nebo jako decimalni hodnoty s uréenim
opakovaci sekvence (pravidla pokracovani).

Nyni za¢neme s tim, ze budeme vypocitavat hodnoty danych jednoradkovych
her.
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Pravidlo: Pravidlo popiSeme pomoci nékolika kroku takto:

1) Méjme néjaky jednorddkovy HACKENSTRING a jeho pozici. Jednotlivé ka-
meny budeme po fadé kédovat zleva do prava pomoci pismen L a R. Kazdy
biLy kdmen zakédujeme L a ¢eRny kdmen R. Naptiiklad hodnotu hry 1%
zakédujeme jako [LLRRL], protoZe hra je v postaveni poeeo.

2) Prvni zménu L, R ozna¢ime (desetinnou) éarkou, tj. napf. [LLRRL] =
[L,RL] nebo jiny piiklad [RRRLRLR] = [RR,RLR].

3) Déle za (desetinnou) ¢arkou zaménime kazdé R nulou 0 a kazdé L jednickou
1. Napf. [L,RL] = [L,01] nebo jiny piiklad [RR,RLR] = [RR,010].

4) Na konec nasi posloupnosti zapiSeme jesté jednu jednicku, takze dostaneme
L,011 nebo RR,0101.

5) Podet pocétecnich (stejnorodych) znakii odpovidd celému &islu, napt. 1 +
0,011 nebo (—2) + 0,101.

6) Pred (desetinnou) ¢arkou méme celé éislo v desitkové soustavé a za ¢arkou
je cislo ve dvojkové soustave.

Tato metoda se nazyvd Berlekampovo pravidlo (1974). Uzitetné je také obratit
toto pravidlo, tj. k dané hodnoté sestrojit konkrétni pozici hry HACKENSTRING.
Tato metoda se ukaze jako zvlast zajimava pri vysetfovani nekonecnych her.
Naésledujici pravidlo je prirozenéjsi. Pravidlo ziskdvani hodnot her je vcelku
jednoduché (T. van Roode (2002), viz [8]). Zacina-li hra biLym kamenem, oznadi-
me ho +1, naopak —1. Dale budeme predpokladat bez jmy na obecnost, ze radek
zacing biLym kamen (pro ¢eRny kdmen je situace opacnd). Nasc¢itdme hodnoty
biLych kamenti od zadatku bez preskoku néjakého ceRného kamene (dostaneme
celé kladné ¢islo). Bude-li nasledovat ¢eRny kdmen, pfipoéteme —2~", v opa¢ném
pripadé pfipo¢teme 27 ™. V nasem prvnim piikladé pozice peeceeeo ma hodnotu

+1-1/2—1/4+1/8—1/16—1/32—1/64+ 1/128.

Maé-li hra vice radki, seCteme hodnoty vsech radku. Pokud vyslednd hodnota je
kladnd vyhraje biLy hrac¢, v opa¢ném pripadé ¢eRny. Je-li hodnota nulové, prvni
hré¢ nemuze zahrat dobfe (bez chyb druhého) a nemtize si zajistit vitézstvi. Pro
nulovou hodnotu existuje vitézna strategie pro druhého hrace.

Dale se budeme zabyvat také ,zlomky“ s nedvojkovym jmenovatelem.
Pravidlo: Metodu popiseme v nékolika krocich:

1) Pro libovolné racionalni ¢islo n oddélime celou ¢ést k a desetinnou ¢ést g.
- 11 _ _ 11
Napfi'. pro 335 dostaneme k =3 a ¢ = 55.
2) Celé ¢islo prozatim nechdme a desetinnou ¢ast prevedeme do dvojkové sou-
stavy. Pro zlomek ¢ dostaneme

qzzai' (5) 5 a; € {0,1}.
i=0

Napft. je-li ¢ = é—é, potom

1 1 1 1 1
=0.=41.= 41— 41—,
¢=0-5+1-7+0- g+ l-q5+1l-53
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Posloupnost a; zaznamename do zavorek, tj. v nasem prikladé ziskdme
[,01011]

3) K této posloupnosti piidame celé éislo k, tj. [k,aias...]. V nasem piikladu
3,01011 .

4) Nyni zakédujeme celou ¢dst k pomoci L (pokud je k& > 0) nebo R (je-li
k < 0). V nasem pfipadé je to n = [LLL,01011].

5) Posledn{ jedni¢ku vynechdme a dvojkovou (necelou) ¢dst opét zakédujeme,
misto 0 piseme R, misto 1 piseme L.

6) Znak , zaménime za LR.

7) Koneéné nakreslime herni situaci ve hfe HACKENSTRING, zaménime-li L
biLym kamenem a R ¢eRnym, tedy

NS
booceeceo = 35.

Tlustrujte tuto metodu jesté na prikladu 2%.
Nyni tuto metodu pouzijeme pro komplikovanéjsi racionalni ¢isla. Budeme hle-

dat pozici pro hru s hodnotou 1/3. Jak uz vime, pozice bude nekonecna.

Piiklad 3.24. Necht n = 1/3,k = 0a q = 1/3. Cislo 1/3 vyjadifme ve dvojkové
soustave:

3= a (A) o bertio ki o Lo Ly
_izol 2/ 7 2 4 8 16 32 64 '

Vidime, ze dostdvame posloupnost [LRRL]. Pro 1/5 dostaneme [LRRRLL]
nebo pro 20/7 = 28 = 2,710 = [LLLRLLE) atd.

3.2.8. Rekurzivni formule. Rekurzivni formule ndm pomuze spocitat hodnotu
libovolného HACKENSTRINGU, viz [3]. Pro jednoduchost uvazujme pG |, tj. na-
na:o/j:ni
pojeni hry G za hru o. Toto napojovan{ budeme nyni oznacovat (1 : G). Levy hraé
na tahu v pozici (1 : G) mtize zahrét do pozice (1 : GL), tj. sviij tah udéld nékde
ve hie G, nebo do hry 0. Pravy hra¢ mize tdhnout pouze ve hie G a svym tahem
se dostane do pozice (1 : GF).
Tedy hodnota hry je

(1:G)={0,(1:G") | (1:G")}.

Pro napojovani (—1 : G) plati analogickd formule.
Spocitame nékolik prvnich hodnot, pro celé ¢islo n dostaneme:

n= ... =5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ...,
(l:m)= ... 35 & & 1 3 123456 ..,
tj. pron =0,1,... plati
(I:n)=n+1
apron=1,2,... mdme
(1:—n)= i (3.4)
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Hodnota hry |ee---e je —n. Hodnota hry jooo---0 je (1 : n) a hodnota
—— ——

nx nx
bee---@ je (1 : —n). Ve hie (1 : —n) mé Levy hrd¢ jedinou moznost odebrat
——
nx
prvni souvisejici biLy kamen o, zatimco pRavy hra¢ mize odebirat své ¢eRné
kameny.

Tedy hodnota bude
(1:=n)={0](1:0),(1:-1),...,(1: =(n—1))}.

Indukei pfedpoklddejme, ze (1: —k) = 2% for k=0,1,...,n— 1, potom dosta-

1 1 1 1
(1:—n)= {0 ‘ 1’5""’271—1} - {0} 2n—1} ~ on’
viz (3.4).

Funkce f(z) = (1 : z) je po ¢astech linedrni. Pro dyadickd ¢isla x dostaneme
pron<z<n+l, (L:2)=f(z)=(fln+1) = f(n) - (x—n)+ f(n).
Samoziejmé situace pro (—1 : z) je analogicka. Nékolik prvnich hodnot (-1 : z)
pro cela ¢isla x jsou
r= ... =b -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 )
-l:z= ... -6 =5 -4 -3 -2 -1 -1 -1 -% —-& —%

Poznamenejme, ze vSechny pozice HACKENSTRINGU jsou cisla.

neme:

Priklad 3.25. Nalezené zakonitosti nAm pomohou efektivné vypocitavat hod-
noty ¢eRnobiLych fad. Naptiklad uréime hodnotu poece.

1) Nejdiive pomoci rekurzivni formule ziskdme postupné tyto hodnoty:
a’) I. = 717
b) be=(1:-1)=1/2,
c) eoe = (—1:1/2)=-3/4,
d) pece = (1:-3/4)=5/8,
e) poece =(1:5/8)=13/8.

2) Vypodet piimo, viz [0]: Idea je skdkani po ¢iselné ose, pro biLé na zacatku
budeme skakat po jednicce, zbylé skoky vzdy zkracujeme o poloviny, pro
¢eRny kdmen se vracime. Takze hodnota jpoece = 1+1—-1/24+1/4—1/8 =
13/8.

3) Je jednoduché odvodit také (z : 1) = {2, ‘ 2®Y = {z ’ R} a(z:—1)=
{xL ’ x} (Napojovani shora, zprava.) Postupné dostaneme:

a) b=1,

) po=(1:1)=2,

) poe=(2: —1)= ({1]}: —1) = {1] 2} = 3/2,

) boso = (3/2:1) = ({1]2}:1) = {3/2| 2} = 7/4,

) loocece = (7/4: —1)=({3/2|2}:-1)={3/2|7/4} = 13/8.

4) (Berlekampovo pravidlo)

a) Okédujeme Fadu kamenu tak, Ze misto biLého kamene o piSeme 1
a ¢eRného kamene 0. Pro nas priklad tedy 11010.

b
¢
d
e
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b) Vyzna¢ime prvni zménu cifer zdvorkou: 1(10)10.

c¢) Sefteme &isla pred zavorkou, misto zavorky piSeme desetinnou ¢arku
a dalsi cifry reprezentuji dvojkovy zapis. Nakonec pridame jesté jednu
jednicku. Pro néds priklad je tedy (1,101)o =1+41/2+1/8 = 13/8.

Piiklad 3.26. Nalezneme hodnotu HACKENSTRINGU peeo. Nalezneme pozici
HACKENSTRINGU s hodnotou 7/8

Resent:

1) Hodnota je1 —1/2—-1/441/8=(8—-4—-2+1)/8=3/8.

2) Hodnota je (0,011); = 1/4+ 1/8 = 3/8 (Berlekampovo pravidlo).

3) Hodnota je {|cee,0 | pe,p} = {1/4]1/2} =3/8.
Protoze 7/8 = 1 —1/8, je také [g5o0- Cislo 7/8 je také 7-1/8. Jednoiadkova verze
je:

1) 7/8=1-1/24+1/4+1/8 = peoo,

2) 7/8 =(0,111)3 = joeco (Berlekampovo pravidlo),

3) 7/8={3/4| 1} = {peo | b} = |peco.
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