Milé ¢tenarky, mili ¢tendii,

méte v rukou nové dvojéislo casopisu Kvaternion. Casopisu, ktery se uz od roku
2012 snazi — s duirazem na ¢tivost a srozumitelnost — pfindset mix odbornych
a pirehledovych matematickych ¢lanku, dale piispévku zalozenych na vybranych
pracich studentu oboru Matematického inzenyrstvi na FSI VUT v Brné a pii-
padnych dalsich typu textu (jako napf. informaci o matematickych soutézich, ¢i
rozboru zajimavych tloh).

Véiime, Ze i letosni dvojéislo pfindsi Vam, Ctenaium, pestrou nabidku témat,
kterd odpovidd naSim ptivodnim zdmérim. Posudte sami. Sekci odbornych a
piehledovych ¢lanku otevira studie Jifiho Klasky vénovand Jakébezykové hypotéze
o Fermatovych ¢islech; na tomto misté lze doporucit i souvisejici autoruv ¢lanek
o Mersennovych ¢islech, ktery vysel v Kvaternionu v r. 2021. Néasleduje pfispévek
Radovana Potucka prezentujici elegantni zptusoby, jak secist jisté redukované har-
monické fady, tedy harmonické fady, kde jsou nékteré ¢leny vynechany. Auto-
rem c¢lanku o kombinatorickych hrach je Véaclav Vopravil. Konkrétné je uvazovana
hra Hackenstring, pro kterou jsou analyzovany vitézné strategie pro urcité po-
zice. Ctendf jisté oceni detailni rozpracovéni textu. Prvnim ze ,studentskych®
clank je prispévek Alzbéty Kocendové, ktery jednak popisuje matematicky aparat
Hausdorffovy dimenze, dale se vénuje detekci blesku v obraze a téz poskytuje
vypocet Hausdorffovy dimenze blesku. Dalsim textem zalozenym na bakalarské
préaci je prispévek Jana Michalka zabyvajici se analyzou, ktera odhaluje vyhody
pouziti geometrickych algeber pro aplikace v kvantovém pocitani. Dusan Oberta
ve svém c¢lanku pribliZzuje ¢tendium tzv. regresni stromy a ndhodné lesy, coz jsou
uzitecné statistické nastroje. Stoji za zminku, Ze fada autorovych teoretickych
uvah je v literatufe novd. Poslednim ¢lankem tohoto dvojécisla je prispévek Lu-
bomira Pazourka. Je rovnéz zalozen na bakaldrské praci a zabyvé se matematic-
kou podstatou nékterych rankingovych metod, kde jejich jednoticim prvkem je
Perronova-Frobeniova véta.

Zabavné a inspirativni ¢teni Vam jménem redakéniho kolektivu pieje

Pavel Rehsk
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JAKOBCZYKOVA HYPOTEZA O FERMATOVYCH CISLECH

JIRT KLASKA
Vénovdno profesoru Michalu Krizkovi

ABSTRAKT. Clanek je volnym pokracovanim piedchozi autorovy studie [I5], kterd
byla vénovédna hypotéze polského matematika Franciszka Jakébczyka (1905-1992)
o Mersennovych ¢islech. Neméné zajimava je Jakdbczykova hypotéza o Fermatovych
c¢islech, ktera tvrdi, ze kazdé Fermatovo ¢islo je bud prvocislo, nebo je sou¢inem
riznych prvocisel. Hypotéza byla poprvé publikovana v roce 1951 a jeji diikaz nebyl
do dnesni doby nalezen.

1. FERMATOVA CISLA

Fermatova ¢isla jsou prirozena c¢isla tvaru
F, =2%" 41, kde n € NU {0}. (1.1)
Na zékladé definice (|1.1)) muzeme snadno uré¢it hodnoty prvnich péti Fermatovych
Cisel:
Fo=3, Fy =5, Fy =17, F3 =257, F, = 65537. (1.2)
Cisla F,, poprvé podrobné studoval francouzsky matematik Pierre de Fermat
(1601-1665) v souvislosti s otdzkou, kterd z ¢isel tvaru 2™ + 1, m € N U {0},
mohou byt prvocisla. Tento problém byl pfirozenym rozsitenim Fermatovych tivah
o prvociselnosti Mersennovych &isel, to je ¢isel M, = 2™ — 1, kde m € NU {0}.
Pripomenme, ze pro Mersennova ¢isla plati nasledujici zajimava implikace:
Je-li 2™ — 1 prvocislo, pak m je prvocislo. (1.3)
Opacna implikace k implikaci (1.3)) ale neplati, protoze napiiklad 2'* — 1 = 23 -
89. Ve skutec¢nosti je do roku 2023 znadmo pouze 51 Mersennovych prvocisel a
dalsf se intenzivné hledaji [13]. Vice podrobnosti o Mersennovych ¢islech 1ze nalézt
v knihach [7] a [20] nebo téz v autorové ¢lanku [15].
Pro ¢isla 2™ + 1 plati nasledujici tvrzeni:
Je-li 2™ 4+ 1 prvocislo a m > 1, pak m = 2" pro néjaké n € N. (1.4)

Je zfejmé, Ze pravé objev implikace (1.4)) vedl Fermata ke studiu éisel (1.1]), kterd
dnes nazyvame jeho jménem. Dalsi ¢asti pribéhu Fermatovych ¢isel bylo zjisténi, ze

2020 MSC. Primérni 11A41; Sekundarni 11A07, 11-02.
Klicovd slova. Fermatova cisla, Franciszek Jakdbczyk, Wieferichova prvocisla.
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vSechna ¢isla uvedend v seznamu ([1.2)) jsou prvodéisla. To vedlo Fermata k formulaci
Hypotézy

Hypotéza 1.1 (Fermat, 1640). KaZdé Fermatovo cislo F,, = 22" 41 je prvo-
cislo.

I kdyz byl Fermat o spravnosti Hypotézy zcela presvédcen, jeji diukaz ne-
predlozil. Naznacoval vSak, ze Hypotézu bude mozné dokazat metodou neko-
nec¢ného sestupu [8), str. 375]. Na zdkladé dochované korespondence se rovnéz zd4,
ze dalsi vyznamny francouzsky matematik Bernard Frénicle de Bessy (1604-1674)
s Fermatovym tvrzenim souhlasil. Historické podrobnosti o korespondenci mezi
Fermatem a Fréniclem z roku 1640 lze nalézt v Fletcherové élanku [I1]. Navic Ma-
rin Mersenne (1588-1648) v knize Novarum Physico-Matematicarum z roku 1647
uvedl, ze kazdé Fermatovo ¢islo je prvocislo. Uvedené skutecnosti byly pri¢inou,
ze Hypotéza [I.I] byla povazovana za dokézané tvrzeni a téméf sto ndsledujicich
let se problémem nikdo nezabyval. Teprve v roce 1732 Svycarsky matematik Le-
onhard Euler (1707-1783) pomoci protiptikladu dokézal, Ze tvrzeni Hypotézy
neni pravdivé. Euler nalezl rozklad ¢isla

Fs = 4294967297 = 641 - 6700417.

Tento objev ozivil zajem matematikl o studium Fermatovych cisel a jejich vlast-
nosti. Eulerovym objevem také vznikla nova otazka, totiz zda Fermatovych prvo-
¢isel je konecné nebo nekonec¢né mnoho.

Mezi nejkrasnéjsi doposud dokazand tvrzeni o Fermatovych ¢islech patii véta,
kterou dokézal Svycarsky matematik Christian Goldbach (1690-1764) a kterou
dnes nazyvame Goldbachova véta.

Véta 1.2 (Goldbach, 1730). Zddnd dvé riznd Fermatova ¢isla nejsou délitelnd

v

stejngm prvocislem (tj. nemaji spolecného délitele vétstho nez jedna).

Snadnym dusledkem Goldbachovy véty je fundamentalni matematické tvrzeni,
totiz ze mnozina vSech prvocisel je nekonec¢na. Dalsi krasné a zcela mimoradné
tvrzeni objevil a dokézal némecky matematik Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
Toto tvrzeni necekanym zpiisobem propojilo problematiku Fermatovych prvocisel
s geometrii.

Véta 1.3 (Gauss, 1796). Pravidelny mnohothelnik je eukleidovsky konstruova-
telng (tj. pouze pomoci pravitka a kruzitka) prdavé tehdy, kdyz pocet jeho vrcholi je
roven éislu n = 2" - py---ps, kden € N, n >3, r,s € NU{0} a p1,...,ps jsou
navzdjem riuznd Fermatova prvocisla.

Protoze doposud nevime, zda seznam obsahuje vSechna Fermatova prvocis-
la, nevime ani kolik existuje pravidelnych mnohotihelniki, které lze eukleidovsky
zkonstruovat. Na zdkladé Gaussovy véty ale vime, ze existuje aspon 31 pravi-
delnych mnohothelniki s lichym poctem vrcholti, které lze zkonstruovat pomoci
pravitka a kruzitka.

V roce 1854 nalezl dansky matematik Thomas Clausen (1801-1885) rozklad
¢isla

Fg = 18446744073709551617 = 274177 - 67280421310721.
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Clausen o svém vysledku informoval Gausse v korespondenci ze dne 1. ledna 1855,
tedy kratce pred Gaussovou smrti. Gauss zemrel 23. inora 1885. Clausenuv dule-
zity objev nebyl nikdy publikovan, az v roce 1964 Kurtem Reinhardem Bierman-
nem v historické studii [I} str. 185]. Tato skuteénost vysvétluje, pro¢ jako objevitel
rozkladu &isla Fyg je ve vétsiné ¢lanka [4 str. 431], [6, str. 175] i knih [7] str. 172], [8]
str. 377] uvddén francouzsky matematik Fortuné Landry (1799-1895), ktery roz-
klad nalezl v roce 1880 a publikoval v Comptes rendus [2I]. Analyzou Landryho
vysledku se podrobné vénoval H. C. Williams v ¢lanku [39]. Mezi literarni zdroje,
které uvadi informaci o prvnim objeviteli rozkladu Fermatova ¢isla Fg spravné, jsou
napiiklad velmi obsazné a kvalitni knihy [20] [32]. To, Ze se informace o Bierman-
nové ¢lanku sifi matematickou komunitou jen pomalu, svédéi poznamka v knize
Paula Ribenboima [32] str. 85] z roku 1996, kde sdéluje, Ze na Biermannovu studii
ho upozornil jeho kolega A. Hinz.

Dulezitou vétu, ktera popisuje tvar prvociselnych déliteli Fermatovych ¢isel pu-
blikoval v roce 1878 [24] francouzsky matematik Frangois Edouard Anatole Lucas
(1842-1891).

Véta 1.4 (Lucas, 1878). Necht m € N, m > 1 a nechl p je libovolné prvocislo
takové, Zep | Fy,. Pakp =1 (mod 2™+2). To znamend, Ze p je tvarup = k-2"+1,
kde k,n e N an>m+ 2.

V roce 1903 Alfred Edward Western [6] ispésné pouzil Lucasovu vétu k nalezeni
prvociselnych déliteli nékolika Fermatovych cisel:

37-210 41| Fy, 397216 4+ 1| Fip, 7-139-2'0 £ 1| Fip, 13-22° 41| Fis. (1.5)

Do druhé svétové valky pak bylo nalezeno nékolik dalsich délitelti Fermatovych
Cisel, ale zadny vyrazny pokrok ve studiu problematiky Fermatovych ¢isel nenastal.
S nastupem pocitaci bylo logické ocekévat, ze nové vypocetni moznosti prinesou
nové vysledky a dalsi kompletni rozklady Fermatovych ¢isel. To nastalo az v roce
1970, kdy Michael A. Morrison a John Brillhart [26] objevili rozklad Fermatova
¢isla F:

F7 = 59649589127497217 - 5704689200685129054721.

Pro dalsi vyklad bude vhodné zavést, v souladu s oznacenim [4, str. 429], na-
sledujici konvenci. Pro dané n € N necht P, oznacuje prvocislo majici v dekadické
soustavé pravé n cifer a a C), necht oznacuje slozené prirozené ¢islo majici pravé n
cifer. Bude-li v dalsim textu tfeba rozlisit dvé rizné prvocisla se stejnym poctem
cifer, pouzijeme u jednoho z ¢isel jako horni index symbol hvézdicka. Zavedenou
konvenci pouzijeme jiz pti formulaci nésledujiciho objevu. V roce 1980 nalezli Ri-
chard P. Brent a John M. Pollard [3] kompletni rozklad Fermatova ¢&isla Fy:

Fy = 1238926361552897 - Pgo,
kde

Pso = 93461639715357977769163558199606896585051237541638188580280321.
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V roce 1990 A. K. Lestra, H. W. Lestra, M. S. Manasse a J. M. Pollard [23]
za asistence mnoha spolupracovniki a vyuziti priblizné riznych 700 pracovist do-
kon¢ili rozklad Fermatova ¢isla Fy:

Fy = 2424833 - 7455602825647884208337395736200454918783366342657 - Pyg,
kde

Pyg =74164006262753080152478714190193747405994078109751
9023905821316144415759504705008092818711693940737.

Pfipomenme, ze faktor 2424833 = 37 - 216 4 1 objevil jiz Western v roce 1903, viz

)
V roce 1995 nalezl Richard P. Brand [4] kompletni rozklad ¢éisla Fio:

Fy = 45592577 6487031809 - 4659775785220018543264560743076778192897 - Py5o,
kde

Posy =130439874405488189727484768796509903946608530841611892186895295
776832416251471863574140227977573104895898783928842923844831149
032913798729088601617946094119449010595906710130531906171018354
491609619193912488538116080712299672322806217820753127014424577.

Pro tplnost poznamenejme, ze faktor 45592577 objevil jiz v roce 1953 Selfridge
a faktor 6487031809 nalezl Brillhart v roce 1962.

Je jisté pozoruhodné, ze rozklad Fermatova ¢isla Fy; byl znam drive nez kom-
pletni rozklady ¢isel Fy a Fyo. Rozklad ¢isla F; byl nalezen jiz v roce 1988 a ma
tvar

Fy1 = 319489 - 974849 - 167988556341760475137 - 3560841906445833920513 - Psga.

Faktory 319489 a 974849 cisla Fy; objevil jiz v roce 1899 Cunningham [6] str.
175]. Hlavni, zbyvajici ¢ast rozkladu ¢éisla Fy; nalezl Richard P. Brand [2]. Pfesnou
hodnotu velkého prvoéisla Psgq muze ¢tendf nalézt napiiklad v knize [20] str. 209].

Kompletni rozklad ¢isla Fo a ani zadného dalsiho Fermatova ¢isla neni do roku
2023 znam. Césteény rozklad ¢isla Fio ma tvar

Fio =114689 - 26017793 - 63766529 - 190274191361 - 1256132134125569-
568630647535356955169033410940867804839360742060818433 - C1133.
Faktor 114689 objevili v roce 1877 Lucas a Pervouchine, faktory 26017793 a
63766529 nalezl v roce 1903 Western, faktor 190274191361 objevili v roce 1974
Hallyburton a Brillhart a faktor 1256132134125569 nalezl v roce 1986 Baillie. Po-

sledni pokrok v rozkladu ¢isla Fis nastal v roce 2010, kdy Michael Vang objevil
faktor

P54 = 568630647535356955169033410940867804839360742060818433.

Problém urcit vsechny prvociselné délitele slozeného ¢isla Cy133 je jednou z velkych
vyzev pred kterymi vyzkumnici Fermatovych ¢isel v soucasné dobé stoji. Pokud je
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¢islo C1133 rovno soucinu dvou priblizné stejné velkych prvocisel, pak miize nale-
zeni jeho rozkladu trvat jesté velmi dlouhou dobu. Na druhé strané nelze vyloucit,
ze pokrok v konstrukei kvantovych pocitacit spolu s objevy novych postupua fak-
torizace prirozenych ¢isel umozni rozlozit toto ¢islo mnohem rychleji, nez si dnes
dokazeme predstavit. Sledovat dalsi vyvoj faktorizace ¢isla C1133 mize byt proto
velmi zajimavé a pouc¢né. Aktudlni informace o nové nalezenych délitelich Fer-
matovych ¢isel F), je mozné sledovat napiiklad na internetové strance Distributed
Search for Fermat Number Divisors [9] nebo na strdnce Prime factors k- 2" + 1
of Fermat numbers F,, and complete factoring status [29]. Internetové stranky [9]
a [29] nejsou jedinymi strankami, které se Fermatovymi ¢isly zabyvaji. Seznam
dalsich stranek lze nalézt v [20 str. 243].

Védomosti dosazené o prvociselnych rozkladech Fermatovych ¢isel Fy, - -+, Fio
za 383 let jejich vyzkumu (1640-2023) lze shrnout do nédsledujictho chronologického
prehledu.

Fs=Ps- Py, (1732)

Fs = Ps - Py, (1854)

F; = Py - Py, (1970)

Fg = Pig - Pso, (1980)

Fo = P7 - Pyg - Py, (1990) (16)
Fio=Fs - Pio- Pao - Paso, (1995)
Fi1=Ps-P{ - Pay - Pay - Psgu, (1988)

Fig =PFs- Pg- P - Pia- Pig - Py - Crazs. (2023)

Pripomenme také, ze jiz v roce 1925 byl zahdjen obecnéji zaméfeny projekt,
ktery se zabyva prvociselnymi rozklady ¢isel tvaru b™ + 1, kterd se nazyvaji Cun-
ninghamova ¢isla. Tento nazev byl zaveden na pocest Allana J. C. Cunninghama
(1842-1928), ktery spolu s Herbertem J. Woodallem tento projekt zalozili. Vysled-
kem jejich snazeni je, ze v dnesni dobé existuji jiz tTi tiSténé verze tabulek rozklada
¢isel O™ + 1, z nichz nejnovéjsi je z roku 2002. Nejvétsi piinos projektt [9 [13] 29]
a jim podobnym, spoc¢iva ve vytvareni novych efektivnich metod pro testovani pr-
vociselnosti a pro hledani kompletnich prvociselnych rozkladu prirozenych cisel.
Tyto metody maji v dnesni dobé velky strategicky vyznam.

Konec¢né je vhodné pripomenout, ze o problematice Fermatovych ¢isel byly na-
psany stovky publikaci. Ctenare lze odkézat napiiklad na patnictou kapitolu prv-
niho svazku zndmé Dicksonovy Historie teorie ¢isel [§], ve které jsou shrnuty nej-
nebo na ¢lanky nasich autortt Eduarda Fuchse [12] str. 70-74], Michala Kiizka
[18, 19], Karla Lepky [22, str. 148] a Stefana Porubského [28].

2. JAKOBCZYKOVA HYPOTEZA
V roce 1951 publikoval polsky knéz a matematik Franciszek Jakébezyk (1905—

1992) dva zajimavé a obt{Zné problémy tykajici Fermatovych a Mersennovych ¢isel.
Puvodni formulace hypotéz byla uverejnéna ve francouzsting [14] str. 127]:
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Hypothése. Les nombres de Fermat et de Mersenne sont des nombres impairs
du type n =p1 -pa---pr ot k > 1.

O Jakodbcezykoveé hypotéze, kterd se tykda Mersennovych ¢isel se zminuje zndmy
polsky matematik Waclaw Sierpinski (1882-1969) v knize Co wiemy a czego nie
wiemy o liczbach pierwszych [33), str. 70], kterd byla publikovana ve Varsavé v roce
1961. Tuto hypotézu lze rovnéz nalézt v Sierpiniského knize A Selection of Problems
in the Theory of Numbers [34, str. 92], kterd vysla v New Yorku v roce 1964. Ve
skuteénosti druhd ¢ast knihy [34] str. 25-97] obsahuje anglicky preklad polského
origindlu [33]. Je zajimavé, Ze Sierpiniski do svych knih nezafadil také formulaci
Jakébezykovy hypotézy o Fermatovych cislech. Tato skutecnost je mozna jednou
z pric¢in, pro¢ dodnes neni Jakdébcezykovo jméno v souvislosti s jeho hypotézou
o Fermatovych ¢islech uvadéno. Podrobnosti o zivoté a dile Franciszka Jakébczyka
mize Ctendf nalézt v ¢ldnku [27].

Pripomenme, ze Jakébezykové hypotéze tykajici se pripadu Mersennovych ¢isel
je vénovéna samostatnd prehledovd studie [15]. V souvislosti s Mersennovymi ¢isly
je také vhodné upozornit na dvé neddvné autorovy publikace [16] a [I7]. Clanek [16]
je vénovan alternativnimu dikazu hlavni Skulovy véty prezentované v [35]. Viz téz
[15] str. 55]. V [I7] je pak Skulova véta zobecnéna pro ptfipad Cunninghamovych
Cisel b™ £ 1.

Zamérme nyni pozornost na Jakébezykovu hypotézu o Fermatovych cislech.

Hypotéza 2.1 (Jakébezyk, 1951). Kazdé Fermatovo cislo F,, = 22" 41 je bud
prvocislo nebo je soucinem ruznych prvocisel.

Je zfejmé, ze Hypotézu[2.1]1ze formulovat nasledujicim ekvivalentnim zptisobem:

Zddné Fermatovo ¢islo nend délitelné druhou mocninou prvocisla.
I kdyZ se Hypotéza[2.1]objevuje ve zndmych knihdch [7, str. 192], [20] str. 160] a [32,
str. 88], z nichz [7] a [20] jsou specidlné vénovany Fermatovym ¢islim, neobsahuji
tyto publikace zadné informace o jejim autoru, ani o dobé jejiho vzniku.
Pro formulaci hlavnich vysledkt dosazenych o Hypotéze bude vhodné pfi-
pomenout nékteré zakladn{ definice. Necht a, m € N, m > 2 a necht ged(a, m) = 1.

Pak ¢islo
a®(m) _ 1

qm(a) = T (2.1)

se nazyva Bulertiv kvocient ¢isla m se zakladem a. Cislo ¢(m) vyskytujici se v de-
finicnim vztahu je rovno poc¢tu vSech k € N, kde 1 < k < m, kterd jsou
nesoudélnd s m. Funkce ¢ se nazyvd Eulerova funkce. Podle Eulerovy véty (viz
napifklad [7, str. 14], [20, str. 20]) plati, Ze a®(™ =1 (mod m). Odtud plyne, Ze
gm(a) je celé ¢islo. Je-li m prvocislo, pak ¢(m) = m — 1 a kvocient se nazyva
Fermattv kvocient. Podrobnéjsi informace muze ¢tendf nalézt v [I5, str. 51-52].
Déle, nejmensi ¢islo k € N takové, ze a® = 1 (mod m) se nazyva multiplikativni
fad ¢isla a modulo m a oznacuje se ord,,(a). Zakladni vlastnosti multiplikativniho
fadu lze nalézt naptiklad v [7] str. 30] nebo v [I'7, str. 3-4].

V roce 1909 dokazal némecky matematik Arthur Wieferich (1884-1954) pozo-
ruhodné tvrzeni, tykajici se prvniho piipadu velké Fermatovy véty [38].
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Véta 2.2 (Wieferich, 1909). Necht p je liché prvocislo a necht x,y, z jsou celd
¢isla nedélitelnd p, vyhovujici rovnici P + yP = zP. Pak 2=t =1 (mod p?).

Na podest Wieferichova objevu jsou prvoéisla p spliiujici kongruenci 2P~ = 1
(mod p?) nazyvéina Wieferichova prvoéisla. Na zdkladé vyse uvedenych definic neni
obtizné dokazat, ze podminky (i)—(iii) jsou ekvivalentni:

(i) 227'=1 (mod p?),

(i) ¢p(2)=0 (mod p), (2.2)
(iii)  ordy2(2) = ordy(2).

Je jisté zajimavé, ze v roce 1909, kdy Arthur Wieferich svoje slavné tvrzeni dokazal,
nebylo zddné Wieferichovo prvocislo jesté znamo. Do dnesni doby byla objevena
pouze dvé prvocisla splinujici . Prvni, w; = 1093, objevil v roce 1913 Waldemar
Meissner [25] a druhé, we = 3511, objevil v roce 1922 Nicolas Beeger [5]. Podrobnd
historickd fakta tykajici se Wieferichovych prvocisel jsou uvedena v ¢ldnku [I5]
str. 52-54]. P¥ipometime, Ze neddvny projekt PrimeGrid [30] zaméfeny na hleddni
Wieferichovych prvocisel prokazal, ze treti Wieferichovo prvocislo, pokud existuje,
musi byt vétsi nez

264 — 18446744073709551616 = 1,8 - 10%°. (2.3)

Projekt PrimeGrid byl ukoncen v prosinci 2022. Tedy ani po sto letech od Be-
egerova objevu nebylo pres velkou snahu mnoha matematiki dalsi Wieferichovo
prvocislo nalezeno. Sam Beeger v roce 1939 vyslovil domnénku, ze zadné dalsi
Wieferichovo prvodislo jiz neexistuje.

Prvni dulezité tvrzeni, které propojilo Jakébczykovu hypotézu o Fermatovych
¢islech s Wieferichovymi prvocisly dokédzali v roce 1967 Le Roy J. Warren a Henry
G. Bray [31].

Véta 2.3 (Warren, Bray, 1967). Nechtn € N, n > 1 a nechl p je libovolné liché
prvocislo. Jestlize p | F,,, pak

p—1

27 =1 (mod Fp,).
Z Véty 2.3 snadno plyne nésledujici disledek.

Dusledek 2.4. Necht n € N, n > 1 a necht p je libovolné liché prvocislo.
Jestlize p? | F,,, pak p je Wieferichovo prvocislo, tj. 2P~ =1 (mod p?).

ProtoZe v ¢lanku [37] neni dikaz Disledku uveden, uvedeme dikaz nyni.

Driikaz. PYedpokladejme, 7e p? | F,,. Pak p | F, a podle Vétyplati 2(p—1)/2 =
1 (mod F,). To véak znamend, ze F, | (2?~1/2 — 1)(2p=1/2 ;1) = 2r=1 — 1.
Protoze relace délitelnosti | je tranzitivni, konjunkce podminek p? | F,, a F, |
2P=1 — 1 implikuje p? | 2P~! — 1. Tato relace ale podle &sti (i) vztahu
znamenad, ze p je Wieferichovo prvocislo. O

V roce 1979 Paulo Ribenboim [31], str. 86-88] publikoval nésledujici dvé tvrzeni.
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Véta 2.5 (Ribenboim, 1979). Necht n € N, n > 2 a necht p je libovolné pr-
vocislo. Jestlize p* | F,, pak p = k-2" + 1, kde k,r € N, r > n + 2, k je liché
a

kp=t —1
qp(k) = — =1 (mod p).

Véta 2.6 (Ribenboim, 1979). Necht a,n € N, a > 2 a necht p je libovolné liché
prvocislo. Jestlize p | Fy, = a® +1 a gy(a) =0 (mod p), pak p? | Fy.

Specidlng, je-li a = 2, pak Véta [2.6] spoletné s &sti (ii) vztahu (2.2)), zarucuje
platnost néasledujici implikace:

Jestlize p | F, a 227 =1 (mod p?), pak p* | F,. (2.4)
Dusledek spolu s implikaci (2.4)) pak dokazuje platnost Véty

Véta 2.7. Necht n € NU {0}, a > 2 a necht p je libovolné liché prvocislo.
Jestlize p | F,,, pak p* | F,, prdvé tehdy, kdyZ 2°~* =1 (mod p?).

Kompletn{ ditkaz Véty [2.7]1ze nalézt v [20} str. 68]. Z diivodu historické korekt-
nosti poznamenejme, ze autorstvi implikace (2.4)) neni zcela ziejmé. Michal Kiizek
v ¢lanku [I8] str. 252] nepiimo uvadi jako autora Véty [2.7] Wilfrida Kellera a od-
kazuje zde ¢tendfe na nepublikovany Kelleruv rukopis. Také odkazy uvedené v [20),
str. 68] ptivod implikace (2.4)) neobjastiuji. Kromé toho, Paulo Ribenboim v [31],
str. 87] uvadi, ze jeho Véta je preformulovanim vysledkt uvedenych v ¢lanku
[10], jehoZz autorkou je Jeanne Ferentinou—Nicolacopoulou.

V souvislosti s Vétou 2.7 je rovnéz vhodné zminit, ze v roce 2023 autor tohoto
¢ldnku publikoval tvrzeni (viz [I7), str. 19]), které zjednodusuje logickou strukturu
Véty [2.7] nésledujicim zptsobem:

Véta 2.8 (Klaska, 2023). Necht n € NU{0} a necht p je libovolné liché prvo-
¢islo. Pak p? | F,, prdvé tehdy, kdyZ p je Wieferichovo prvocislo a ord,(2) = 2"+1.

Neni obtizné ovérit, ze pro jedind dvé znama Wieferichova prvocisla plati

ordiggs(2) = ordyges2 (2) = 364 = 22 . 713,
ordss;1(2) = ordssiq2(2) = 1755 = 3% - 5 - 13.

Odtud a z (2.3) nyni plyne, ze zddné Fermatovo ¢islo neni délitelné druhou
mocninou 7adného prvoéisla p, kde p < 1,8 - 10'?. Zkouméni &etnosti vyskytu
prvoéisel p spliiujicich podminku ord,(2) = 2* pro néjaké k € N vede rovnéz
k zajimavym zévéram. Napiiklad je zndmo, Ze pro p < 4,18 - 10'® existuje pouze
padesat prvocisel spliujicich podminku ord,(2) = 2% pro néjaké k € N. Seznam
téchto prvocisel je néasledujici:

3, 5, 17, 257, 641, 65537, 114689, 274177, 319489, 974849, 2424833, 6700417,
13631489, 26017793, 45592577, 63766529, 167772161, 825753601, 1214251009,
6487031809, 70525124609, 190274191361, 646730219521, 2710954639361,
2748779069441, 4485296422913, 6597069766657, 25409026523137,
25991531462657, 31065037602817, 46179488366593, 67280421310721,
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76861124116481, 151413703311361, 640126220763137, 1095981164658689,
1238926361552897, 1256132134125569, 2327042503868417, 2405286912458753,
2917004348489729, 59649589127497217, 204393464266227713,
231292694251438081, 1033434552359452673, 1529992420282859521,
2170072644496392193, 2663848877152141313, 3603109844542291969,
4179340454199820289.

Déle je mozné dokazat [20, str. 37], Ze prvocisla uvedend v tomto seznamu jsou
pravé ta prvocisla, ktera déli nékteré z Fermatovych cisel. Presnéji formulovano,

plati Véta [2.9]

Véta 2.9. Necht n € NU{0} a necht p je libovolné liché prvocislo. Pak p | F,
pravé tehdy, kdyz ord,(2) = 27+,

Vice informaci o posloupnosti prvociselnych délitel Fermatovych ¢isel 1ze nalézt
na webové strénce The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences [36, A023394]
a také v knize [20] str. 37].

Clanek zakonéime formulaci Problému ktery byl inspirovan prehledem
znémych rozkladi Fermatovych ¢isel uvedenych v (1.6), viz [20, str. 159] a [I8]
str. 249].

Problém 2.10 (Kfizek, 1995). Dokazte nebo vyvratte ndsledujict turzend. Necht
0(F,) oznacuje pocet vSech prvociselngch déliteli Fermatova cisla F,. Pak pro
kazdé n € NU{0} plati 6(F,) < 0(Fry1)-

Z prehledu (1.6)) okamzité vidime, ze
(0(Fp))oe,=1(1,1,1,1,1,2,2,2,2,3,4,5,...).

Je zfejmé, Ze pokud je posloupnost (§(F,))52, neklesajici, pak seznam (1.2)) ob-
sahuje viechna Fermatova prvoéisla. Specidlni ¢4st Problému kterd se tyka
vyskytu prvocisel v posloupnosti (F},)52, lze formulovat jako samostatnou hypo-

tézu, viz [20, str. 163].
Hypotéza 2.11 (Kiizek, 1995). §(F,,) = 1 prdvé tehdy, kdyz n < 4.

Na zékladé nasich soucasnych védomosti mtizeme predpokladat, ze feSeni pro-
blémi formulovanych Michalem Kiizkem a nalezeni dikazu Jakébezykovy hypo-
tézy bude velmi obtizné. Nelze ani vyloucit, ze feSeni téchto jednoduse formulova-
telnych problémi lezi zcela mimo hranice lidskych moznosti.
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SOUCTY RAD PREVRACENYCH HODNOT VSECH SOUCINU
GENEROVANYCH DVEMA A VICE PRIROZENYMI CiSLY

RADOVAN POTUCEK

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku je prezentovan jeden typ nekonecnych ¢iselnych rad,
které jsou generovany prevracenymi hodnotami ke vSem souc¢inum dvou a vice pfi-
rozenych cisel. Tyto fady tak predstavuji piiklad redukované harmonické rady, tedy
harmonické fady s nékterymi vynechanymi ¢leny. Jsou uvedeny dva zpusoby, jak
tyto fady secist. Jednim zplisobem je zapis téchto fad ve tvaru souctu dil¢ich rad
a urceni prislusnych dil¢ich souc¢ti postupnym uzitim vzorce pro soucet nekonecné
geometrické fady. Druhym, vyrazné jednodussim, zptisobem je zapis téchto rad ve
tvaru soucinu a uziti vzorce pro soucet jednotlivych nekoneénych geometrickych rad.
Ziskané vysledky jsou zobecnény pro n generujicich prirozenych c¢isel a numericky
ovéfeny pro dvé a tfi jednocifernd ¢isla uzitim systému pocitacové algebry Maple.

1. Uvop

Clének je inspirovan tlohou 5.4 z roku 2002 na uréeni souétu specidlni nekonecné
fady obsazenou ve studijnim materidlu [5]. Ulohy z rtiznych oblast{ matematiky
jsou kazdy tyden ve formé studijnich materiali predkladény studentim a dalsim
zéjemcum o hlubsi studium matematiky sdruzenych do skupiny the Berkeley Math
Circle pri Kalifornské univerzité v Berkeley. Touto tilohou bylo urcit soucet vsech
zlomku, které maji v Citateli jednicku a ve jmenovateli souc¢iny generované vsemi
prvociselnymi déliteli ¢isla 2002, tedy prvocisly 2, 7, 11 a 13. Jednalo se tak o tlohu
urc¢it soucet nekonecné ¢iselné rady
1 1 1 1 1 1 1 1

§+27+7+273+7+E+2 TR N TS TR N R

SR +1+1+1+1+1+1+1+
T2717778 13 16 26 28

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat jistym zobecnénim této tlohy spocivajicim
v tom, Ze budeme urcovat soucet vsech zlomki, které maji v citateli jednicku a ve
jmenovateli sou¢iny generované vsemi 2-prvkovymi i viceprvkovymi podmnozinami
jednocifernych ¢isel s vyjimkou ¢isla 1, tedy prirozenymi ¢isly 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

2020 MSC. Primérni 40A02.

Klicovd slova. Nekonec¢né rada, geometrickd rfada, harmonické rada, redukovand harmonicka
rada, systém pocitacové algebry Maple.

Prace prezentovana v tomto ¢lanku je podporovana Projektem pro rozvoj organizace ,DZRO
Vojenské autonomni a robotické systémy“.
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Cislo 1 neuvazujeme proto, 7ze budeme hledat souéty konvergentnich fad a soucet
zlomkl majicich ve jmenovateli mocniny ¢isla 1, tj. diléi soucet
1 1 1 1 1
1—’—12—’—13—1_14—1_15
obsazeny v jakékoliv fadé generované i dalsimi jednocifernymi ¢isly, tvori diver-
gentni fadu se souctem oc.
Protoze vyse zminénd tloha i dale feSené tlohy se tykaji redukovanych har-
monickych fad, uvedeme nejprve strucénych prehled nékolika zakladnich a dalsich
potrebnych pojmu z teorie nekonecnych ¢iselnych rad.

2. ZAKLADNI POJMY

Definice 2.1. Pro libovolnou ¢iselnou posloupnost {ay} je odpovidajici neko-
nec¢na rada, dale stru¢néji rada, definovana jako soucet

o0
Zak:a1+a2+a3+~~ .
k=1

o0
Definice 2.2. Posloupnost ¢asteénych soucta {s,} fady > aj je defino-
k=1
vana pro kazdé n € N jako posloupnost koneénych soucti tvaru

n
sn:Zakia1+a2+"'+an-
k=1

Definice 2.3. Jestlize posloupnost ¢dstetnych souétu {s,} méa limitu s, tj.

o0
lim s, = s, potom je fada Y a; konvergentni. Pokud tato limita s neexistuje

&)
nebo je nevlastni, tedy s = +oo, je fada > a, divergentni. V piipadé konver-
k=1
o0 o0
gentni fady Fikdme, ze fada > a; m4d soudet s a piSeme > aj = s.
k=1 k=1

o0 o0
Definice 2.4. Jestlize konverguje fada > aj i fada ) |ag|, pak fikdme, Ze
k=1 k=1
o0

fada > ai je absolutné konvergentni.
k=1
Poznamenejme, ze pro konvergentni fady plati asociativni a distributivni zékon.
Pripomenme, ze prerovnani ¢lent absolutné konvergentni fady neméa vliv ani na
jejl konvergenci, ani na jeji soucet.Souc¢inem dvou absolutné konvergentnich rad
o0 o0
> ar a Y, by se souCty s, a sp je opét absolutné konvergentni fada, kterd ma

k=1 k=1
soucet s45p. Soucin dvou absolutné konvergentnich fad je pritom dan vztahem

() (Er) £

k=1 k=2 (=1
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= aib; + arby + asby + a1bz+
+ a2b2 + [13[)1 + a1b4 + CLng + a3b2 —+ a4b1 + e

Definice 2.5. Geometricka rada je definovana jako soucet nekone¢né mnoha
¢lenti geometrické posloupnosti, tedy posloupnosti s prvnim ¢lenem a, v niz je podil
q - dvou po sobé jdoucich ¢leni konstantni. Geometricka rada je tak fada tvaru

o0
a+aq+aq2+'-~+aq”_1+---ZZaqk.
k=0

Pripomenme, zZe pro soucet s konvergentni geometrické rady s prvnim c¢lenem
a a kvocientem ¢, kde |g| < 1, plati zndmy vzorec
a
$=7_ .
Priklad 2.6. Souc¢tem rady prevracenych hodnot jistych prirozenych ¢isel
rozumime soucet prislusnych zlomku s jednickou v citateli. Prikladem takového
souctu je:
a) Soucet fady prevracenych hodnot druhych mocnin pfirozenych ¢isel (tato tloha
pochézejici z roku 1650 je nazyvdna Basilejsky problém)

(2.1)

2

<1 1 1 1 1 ™
e — b — =y =T 21 644934,
;’@ ettt tet 6

b) Soucet fady prevracenych hodnot tfetich mocnin pfirozenych ¢isel, jehoz vy-
sledkem je tzv. Apéryho konstanta

—~1 1 1 1 1 .
k=1
x 1
Obecné predstavuje soucet ((s) = w takzvanou Riemannovu funkci zeta
k=1

komplexni proménné s. Je zndmo, ze tato fada konverguje, pokud je redlnad cast
¢isla s veétsf nez jedna. Tedy ((2) = 72/6 a ((3) predstavuje Apéryho konstantu.

Definice 2.7. Harmonicka rada je definovana jako fada prevracenych hodnot
ke vsem prirozenym ¢islam, takze je tvaru

= k 2 3 4 5 '

Nézev rady, o niz lze napr. integralnim kritériem konvergence snadno dokéazat,
ze diverguje, je dan tim, ze kazdy c¢len této fady kromé prvniho je harmonickym
primérem jeho dvou sousednich ¢lenti. Takze napr.

2 2 1
1/(1/3)+1/(1/5)  3+5 4°

Definice 2.8. Redukovanou harmonickou radu definujeme jako netiplnou
harmonickou fadu, z niz byly vynechany nékteré jeji Cleny.
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Priklad 2.9. K dulezitym piikladim redukovanych harmonickych fad patii:
a) Rada prevracenych hodnot k prvoéislim a k ¢islu 1
1+1+1+1+1+ ! + ! +
2 3 5 7 11 13 ’
jejiz divergenci dokézal jiz Leonhard Euler (viz napf. knihu [2]).
b) Rada pievracenych hodnot k faktoridlfim nezipornych celjch &isel

L1111, 1,
—k 11 2 6 24 ’

ktera konverguje a jejiz soucet je Eulerovo c¢islo e = 2,718281828. ...

¢) Kempnerova fada K., kterd vznikne z harmonické fady vynechdnim vsech

¢lent 1/n, kde n obsahuje v desitkové soustavé ¢islici ¢. Tedy napf. vynechanim

vsech Clent obsahujicich ve jmenovateli ¢islici 9 obdrzime radu

K—1+1+ +1+1+1+ +1+1+1+ +1+ ! + ! +
P71 8 10 11 18 20 21 88 100 101 ’

kterd byla poprvé studovdna v roce 1914 v ¢lanku [4]. Touto fadou se zabyval

britsky matematik Aubrey John Kempner (1880-1972), ktery v ¢ldanku dokazal,

ze fada Kg prekvapivé konverguje.

Lze dokézat, ze vSech dalsich devét Kempnerovych fad Ky, K1, ..., Kg konver-
guje. Kempnerovym faddm je mj. vénovan ¢lanek [I] nebo ¢dst 3. kapitoly v knize
3.
Nésledujici tabulka udava priblizné hodnoty soucti Sp, Si,..., SS9 téchto rad
zaokrouhlené na t¥i desetinna mista.

c 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
S. || 23,103 | 16,177 [ 19,257 | 20,570 | 21,327 | 21,835 | 22,206 | 22,493 | 22,726 | 22,921

Tabulka 1. Priblizné hodnoty sou¢ttt Kempnerovych rad.

Poznamenejme, Ze v ¢ldnku [0] je uveden algoritmus, ktery zobeciiuje problém
chybéjicich cislic na chybéjici fetézec cislic. Napr. soucet zobecnéné Kempnerovy
fady s vynechanym c¢iselnym fetézcem 42 je v tomto clanku vycislen ptiblizné
hodnotou 228,446.

3. DvA zPUSOBY VYPOCTU SOUCTU RAD PREVRACENYCH HODNOT VSECH
SOUCINU GENEROVANYCH DVEMA A TREMI PRIROZENYMI CISLY

Oba dale uvedené zptsoby vypoctu souctu téchto rad nejprve ukdzeme na dvou
konkrétnich prikladech souctu fad generovanych dvéma a tfemi prirozenymi ¢isly.
Druhy, a vyrazné kratsi, zpusob nasledné zobecnime na urceni souctt fad genero-
vanych libovolnym poctem prirozenych ¢isel.
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Priklad 3.1. Urcete soucet fady prevracenych hodnot vsech soucint genero-
vanych ¢isly 2 a 3, tj. soucet fady

1 1 1 1 1 1 1 1 1
23T TR T T T Ty TR
1 1 1 1 1
Ta Tttt ot et
111 1 1 1 1 1
27317 s s T T
1 1 1 1 1 1
R TR TR Y-V IREE T
Reseni:

a) Srovnavacim kritériem lze ukazat, ze dana fada konverguje, coz zarucuje plat-
nost asociativniho zédkona.. Uvazujme majorantni radu, kterd ma oproti dané radé
ve jmenovatelich zlomku pouze zaklady 2:

2 3 4 5 kE+1
gtptmtat t 0
Konvergenci této majorantni rady lze ovérit limitnim podilovym kritériem, kdy
. gy . k+2 2F 1 .. k+2 1
1 =lm — ——=-lm —=-<1
o ar o 2 E41 2wkl 2

Dana rada, kterou budeme dale znacit T', tak ma konecny soucet S. Protoze
vsechny jeji ¢leny jsou kladné, konverguje fada T absolutné, takze jeji Cleny lze
prerovnat. Cleny fady 7 nyni uzdvorkujme podle souétu exponentii. Dostaneme
tak fadu tvaru
T—1—|—1+1—|—1+1 +1+1+1+1
203 \22 32 2.3 23 3% 22.3  32.2
+ ! + ! + ! + ! + ! +
24 3+ 23.3  33.2 22.32
Pro uréeni souctu S fadu T vhodné prerovname, a to na tvar

T = 1+1+1+1+ +1+1+1+1+
T\2 22 93 94 3 32 33 34

(3.1)

S (P U U I S
2.3 223 322 233 332 2232 !

Takto prerovnanou radu T nyni rozdélime na tii diléi fady Ts, T3 a Ts.3, kde

eyttt (3.2)

27992 93 oa ) 9 " 92" 93 ’ '
1 1 1 1 1 1 1 1

Ts=-+4—+—+—+F-==-(1d-F—=+—+-- |, 3.3

s=gtgmtmtat 3(+3+32+33+ ) (3.3)

Tpge 4+ 4 1t 1 1 1

23793 " 92.3 "32.9 "23.3 " 33.2 " 22.32 ’
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tj.
1 1 1 1 1 1
Ts. 1 —_ = 4+ — 3.4
2.3 = 23(+2+3+ +32+23+ ) (3.4)

Soudet S uréime pomoci soucti diléich fad (3.2)—(3.4). Uzitim vzorce (2.1) pro
soucet konvergentni geometrické rady ziskame Souéty Sy a S3 fad (3.2) a (3.3)):

1 1 1 2
S = - = - = 1 3.5
T21-1/2 22-1 7 (3:5)
1 1 1 3 1
Sy == = - =-. 3.6
T 31-1/3 33-1 2 (36)
Je zfejmé, Ze soudet Sp.3 diléi fady (3.4) miizeme zapsat ve tvaru
1 1
3= 1 1 . .
So.3 = 7. 3( +9) = 6( +5) (3.7)

Na zakladé platnosti absolutni konvergence rady ) muzeme jeji soucet S
zapsat ve tvaru
S =58+S535+553.
Uzitim vztahu f obdrzime rovnici

11
S=1+5+:01+5).

Vynésobenim rovnice ¢islem 6 dostaneme rovnici
65=6+3+1+S5,
tj. 55 = 10, odkud
S=2.
b) Uvazujme dvé geometrické fady U a V' s prvnim ¢lenem 1 a s kvocienty 27! =
a 37! =1 tedy geometrické fady tvaru

1
2

1 1 1
V=1 o
tytgtagta T
se soucty Sy a Sy, které podle vzorce (2.1)) jsou
1 2
Sp=— ==
UT1Z12 2-1

1 3 3

1-1/3 3-1 2°
Protoze jsou tady U a V absolutné konvergentni, je jejich sou¢inem opét absolutné
konvergentni rada

Sy =

1 1 1 1 1 1 1 1
vv=( Lol et d L)
+2+22+23+24+ +3+32+33+34+
Je zfejmé, ze roznésobenim ¢lenti obou fad obdrzime fadu tvaru
1 1 1 1 1 1

U-V=1 S S R SR
+2+3+ +32+ StmTEtagtagt
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tedy fadu 1 + T se souctem 1+ .S. Z rovnice

1+85=SySy
dostavame
S =8ySy —1,
tj. S = 2; — 1, odkud
S =2.

Obéma zpusoby vypoctu jsme tak obdrzeli stejny vysledek: fada T méa soucet
S =2

Priklad 3.2. Urcete soucet rady prevracenych hodnot vsech souc¢inu genero-
vanych ¢isly 4, 5 a 6, tj. soucet tfady
Ly ot iy
4 5 6 42 4.5 4-6 52 5.6 62 43 42.5
~trrnt rr it 1y
4 5 6 16 20 24 25 30 36 64 8
Reseni:
a) Srovnévacim kritériem lze ukdzat, ze dand fada konverguje, coz zarucuje plat-
nost asociativniho zédkona.. Uvazujme majorantni fadu, kterd m4a oproti dané radé
ve jmenovatelich zlomku pouze zaklady 4:
k+2
3 6 10 15 (*39)

agtetptat Ty

+...’

tedy fadu tvaru

i (k+2)(k+1)
2.4k '
k=1
Konvergenci této majorantni fady lze opét ovérit limitnim podilovym kritériem:
2 2.4k 1 1
T T () (G b)) UL S

= lim =- lim —— =

k—oo G k—o00 2 - 4k+1 (k + 2)(k + 1) 4ok +1 4

Dan4 fada, kterou budeme stejné jako v prikladu[3.1]znacit 7', ma tedy konecny

soucet S. Protoze vSechny jeji ¢leny jsou kladné, konverguje fada T absolutné,

takze jeji cleny mtizeme prerovnat. Cleny fady 7' nyni uzédvorkujme podle souctu
exponenti. Dostaneme tak fadu tvaru

T—1+1+1+ 1+1+1+1+1+1
4 5 6 42 52 62 4.5 4.6 5-6
1

Y (LU S I S +
43 53 63 42 .5 42 .6 52.4 52.6
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PR SN S S S —— >+
42.5.6  52.4.-6 ' 62-4-5 @ 42.52 ' 42.62 ' 52.62
Pro uréeni souctu S fadu T vhodné pferovname, a to na tvar
T= (1+1+1+1+~>+(1+1+1+1+~>
4 42 43 44 5 52 53 54

TRy (P .
6 62 6% 6

1 1 1 1 1 1
+(4.5+42.+ — =+ o
1 1 1 1
+(46+4 6+62-4+43-6+63-4+42-62+"'>
1 1 1 1 1 1
+<5 6 52 6+62~5+53~6+63-5+52-62+m>'

Takto prerovnanou fadu 7" nyni rozdélime na Sest dil¢ich rad Ty, T5, T, Ty.5, Ta¢
a T5.6, kde

(3.8)

=iy ly 1 —11+1+1+1+ (3.9)
Ty e T s T4 44273 ’ ’
GO S SR SIS RIS I S (3.10)
5T 552 53 5 5 5 ' 52 53 '
1 1 1 1 1 1 1
Ty == 4+ — ~(1 ), 3.11
s=gtmteEt 6(+6+62+63+ ) (3.11)
- LS SRS SRR SN SR
Ty 5 425 "52.4 " 4.5.6 ' 43.5 ' 53.4
P t 1
256 5246 6245 2.5 ’
tj.
1 1 1 1
Tys = —(14+=4-+2
4:5 4_5< +4+5+6 12
JriJrijLiJriJr—1 P |
52 "62 ' 4.5 ' 4.6 ' 5-6 ’
Tpg=m gty 1 1 1 1
Y6746 426 624 43.6 ' 63-4 ' 42.62 ’
tj.

1 1
T4.6_<1+4+6++62+46+ ) (3.13)
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1 1 1 1 1

B

Y65 6526 625 5.6 655 5262
tj.
1 1 1 1 1 1
Tog=— (144t = = — - ). 3.14
56 5.6<+5+6+52+62+5'6+ ) (3.14)

Hledany soucet S uréime pomoci souétu diléich fad (3.9)—(3.14). Uzitim vzorce
(2.1) pro soucet konvergentni geometrické fady ziskdme soucty Sy, S5 a Sg Tad

(89), (B10) a B11):

54231—11/4:%4::%’ (3.15)

55:%1—11/5:%53123’ (3.16)

Sﬁ:él—ll/ﬁzéesfl:%' (3.17)
Je ztejmé, ze soucet Sy.5 diléi fady muzeme zapsat ve tvaru

Sy5 = L(HS) = %(1—#5). (3.18)

4-5
Soucty Sy¢ a Ss.¢ Tad a jsou soucty vsech zlomki s jednickou v
Citateli a ve jmenovateli se vSemi mocninami soucinu Cisel 4, 6 a 5, 6.
Vyraz v zavorkach ve vyjadreni souctu Sy.¢ fady prerovname a zapiseme
jako soucet ¢isla 1 a ti{ dil¢ich fad Ty, Ts a Ty.¢ se souéty Sy = 1/3, Sg = 1/5 a
S4.6. Dostavame tak rovnici

1 1 1
54-6 = 46<1+ 3+5+S4~6)-
Vynasobenim ¢islem 360 obdrzime rovnici 360S4.6 = 15 + 5 + 3 4+ 1554.6, odkud
23 1
6= ——=—. 1
546 = 305 = 15 (3.19)

Analogicky obdrzime pro soucet Ss.¢ rovnici

1 1 1
Ss6=—(1+=>4+=4+S56].
5.6 5~6<+ +5+ 56)

4
7 této rovnice obdrzime tpravou rovnici 600S5.¢ = 20 + 5 + 4 + 20S5.¢, odkud
29 1
= — = — . .2
556 = 530 = 20 (3.20)

Na zékladé platnosti absolutni konvergence fady 7" muzeme vzhledem k ({3.8])
jeji soucet S zapsat ve tvaru

S =84+ S554+ 56+ S45+ S46+ S5.6-
Uzitim vztaha (3.15)—(3.20) obdrzime rovnici

1 1 1 1 1 1
S=ct ottt —(1+8)+—+—.
sttty Tttty
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Vynasobenim rovnice ¢islem 60 dostaneme rovnici
60S =20+ 15+ 12+3+35+4+ 3,

tj. 575 = 57, odkud

S=1.
b) Uvazujme tii geometrické fady U, V a W s prvnim élenem 1 a s kvocienty
47t =1 51 =1a6"! =¢, tedy geometrické fady tvaru

1
=1 4.
U +4+42+43+44+ 7
1111
=1 Sl R T
Veltotgtgtagt o,
11 1 1
-1 — ...

W=ltotgtmgtat

se soucty Sy, Sy a Sw, které podle vzorce (2.1]) jsou

1 4 4
SU_1—1/4_4—1_§’
1 5 5
S"_1—1/5_5—1 4’
1 6 6
Sw = ==,
WTIS1/6 6-1 5

Protoze jsou rady U, V a W absolutné konvergentni, je jejich soucinem opét ab-
solutné konvergentni rada

1 1 1 1 1 1 1 1
V. 1 fi...)(l,fff..)
U-V-W=(1+3+5+F+a~+ tem gt )X
(1+1+1+1+1+ )
6 62 63 64
Je zfejmé, Ze roznasobenim Clent téchto tii fad obdrzime fadu tvaru

1111 1 11 1 1
U-veow=1 NN
it ts T E TR T e T Is 6 56

PR SRR I N N - i -

PR s e 2426

T i L L et
624 625 456 4 5

tedy fadu 1 + T se souctem 1+ .S. Z rovnice
145 =SuSvSw

dostévame
S = SySySw — 1,

tj. S = — 1, odkud

W~

| Ot
ol >

S=1
Obéma zpusoby vypoctu jsme tak obdrzeli opét stejny vysledek: Dand fada T ma
soucet S = 1.
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Je zfejmé, ze druhy zpusob vypoctu se zapisem dané rady ve tvaru soucinu
dil¢ich konvergentnich geometrickych fad je vyrazné jednodussi a pro vice nez
dvé prirozena ¢isla generujici tyto fady i znac¢né prehlednéjsi. Proto nyni uvedeme
hlavni vysledek tykajici se druhého zptisobu urceni souctu uvazovanych rad.

4. VZOREC PRO VYPOCET SOUCTU RADY PREVRACENYCH HODNOT VSECH
SOUCINU GENEROVANYCH n PRIROZENYMI CISLY

Zobecnénim druhého zptisobu feseni vyse uvedenych ptikladii[3.1] a[3.2] dostdvame
nasledujici tvrzeni.

Véta 4.1. Soucet S(ai,as,...,a,) Tady prevrdcenych hodnot vsech soucini
generovanych n riznymi jednocifernymi cisly ai,as,...,a, vetsimi nez 1, kde
2 <n <8, je din vztahem

n

1
Slay,as,...,an) = —_ 1,
( 152 n) H 1-— l/ak
k=1
tedy vztahem
n
3
S e = —1. 4.1
(a17a27 aan) H akfl ( )
k=1
Pozndmka 4.2. Ve specidlnim pripadu, kdy ¢isla aq, as, . . ., a, tvofi posloupnost
n
n po sobé jdoucich pfirozenych éisel (m, m+1,...,m+n—1), se vsouéinu [] a:il
k=1

ve vztahu ({4.1]) zFejmé vykréati vSechny Citatele a jmenovatele, aZ na posledni ¢itatel
a prvni jmenovatel, takze pro n po sobé jdoucich prirozenych cisel zacinajicich
¢islem m plati jednodussi vztah
m+n—1
S(m,m+1,....m+n—-1)=—— —1,
m—1

tedy vztah

Sm,m+1,....m+n—1)= n

. (4.2)

specialné pak vztah
S(2,3,...,n+1)=n.
2
2=

Takze napiiklad S(2,3) = 52 =2 a S(4,5,6) = {27 = 1, jak jsme vypo¢itali
vyse v piikladech 3.1} a

Poznamka 4.3. Poznamenejme, ze vyse uvedeny vzorec samoziejmeé plati
nejen pro jednocifernd ¢isla, ale pro libovolnd prirozend Cisla s vyjimkou jednicky.
Takze naptiklad v iivodu uvedena motivacni tloha na urceni souc¢tu vsech zlomki,
které maji v Citateli jednicku a ve jmenovateli souciny generované vSemi prvocisel-
nymi déliteli ¢isla 2002, tedy prvocisly 2, 7, 11 a 13, mé soucet

2 7 11 13 2.7-11-13
5(2,7,11,13) = =

= —1=2 0 = 1,7085.
2-17-111-113—-1 1-6-10-12 ;7085
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5. NUMERICKE OVERENI VZORCE

Vzorec ovéfime numericky alespoii pro dvé a tii jednocifernd generujici ¢isla
uzitim zékladniho programovaciho jazyka systému pocitacové algebry Maple 2022.
Uzijeme pfitom néasledujici procedury sum2 a sum3, které porovnavaji hodnoty
souctt vypoctené vzorcem s pribliznymi hodnotami sou¢tu ¢lentu téchto rad,
pro které ma soucet p vsech exponentt n jednocifernych c¢initelt ve jmenovateli

vvvvv

kratké. Procedurou sum2 bylo vypocteno (g) = 28 souctt fad béhem 6 sekund a

procedurou sum3 bylo vypocteno (g) = 56 souctu fad béhem 86 sekund.
Pokud bychom vypocty provadéli pro vsechna generujici jednociferné ¢isla s vy-
jimkou jednicky, bylo by takovych dilé¢ich vypoctenych soucti celkem

() () () () () () (5) = svmmormesmemesir oo

Obé niZe uvedené procedury sum2 a sum3 byly nasledné uzity v ramci dvou,
resp. tii, vnorenych cyklu.

sum2:=proc(a,b,p)
local i,j,n,re,s,sf;
s:=0; sf:=(axb)/((a-1)*(b-1))-1;
for n from 1 to p do
for i from 0 to n do
for j from O to n-i do
if i+j = n then
s:=s+1/(a"i*b"j);
end if;
end do;
end do;
end do;
re:=abs(s-sf)/s;
print("sum for the most power",p,"for",a,b,"is",evalf[16](s),
"sf is",sf,"relative error is",evalf[10](re));
end proc:

for a from 2 to 8 do
for b from a+1 to 9 while b <> a do
sum2(a,b,100);
end do;
end do;

sum3:=proc(a,b,c,p)
local i,j,k,n,re,s,sf;
s:=0; sf:=(axb*xc)/((a-1)*(b-1)*(c-1))-1;
for n from 1 to p do
for i from 0 to n do
for j from O to n-i do
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for k from O to n-i-j do
if i+j+k = n then
s:=s+1/(a”i*b" j*c k) ;
end if;
end do;
end do;
end do;
end do;
re:=abs(s-sf)/s;
print("sum for the most power",p,"for",a,b,c,"is",evalf[16](s),
"sf is",sf,"relative error is",evalf[10](xre));
end proc:

for a from 2 to 8 do
for b from a+l1 to 9 while b <> a do
for ¢ from b+l to 9 while ¢ <> b do
sum3(a,b,c,100);
end do;
end do;
end do;

Pro soucet exponenti p = 100 byly soucty fad generovanych dvéma Cisly vy-
poéteny s relativnimi chybami v rozpéti fadové 10730 az 107 a soucty fad gene-
rovanych tiemi éisly s relativnimi chybami v rozpéti fadové 10730 az 10784

Tabulka[2]obsahuje soucty Fad generovanych dvéma jednocifernymi ¢isly vétsimi
nez jedna urcené vzorcem a ovérené procedurou sum?2.

Celodiselnych hodnot pifitom nabyvaji pouze dva soucty: s(2,3) = 2 (priklad

as(3,4)=1.

e 3 [ 4 |5 ] 6] 7 [ |59 |
2 2 5/3 | 3/2 | 7/5 | 4/3 | 9/7 | 5/4
3 x 1 7/8 | 4/5 | 3/4 | 5/7 |11/16
4 x X 2/3 | 3/5 | 5/9 |11/21| 1/2
5 X x x 1/2 | 11/24 | 3/7 |13/32
6 X X X X 2/5 |13/35 | 7/20
7 X X X X X 1/3 | 5/16
8 X X X X X X 2/3

Tabulka 2. Soucty fad generovanych dvéma jednocifernymi ¢isly.

Tabulka[3] kterd je uvedena na nésledujici strané, obsahuje souéty fad generova-
nych tfemi jednocifernymi ¢isly vétsimi nez jedna uréené vzorcem (4.1]) a ovérené
procedurou sum3.
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Celociselnych hodnot nabyvé jen téchto pét souéti: s(2,3,4) = 3, s(2,4,9) = 2,
$(2,5,6) =2, 5(3,7,8) =1 a s(4,5,6) = 1 (priklad .

“a:Z“ c=4 ‘ c=5 ‘ c=6 ‘ c="7 ‘ c=38 ‘ c=9 "

b=3 3 11/4 | 13/5 5/2 17/7 | 19/8
b=4 X 7/3 | 11/5 | 19/9 | 43/21 | 2
b=5 X X 2 | 23/12| 13/7 | 29/16
b=6 X X X 9/5 | 61/35 | 17/10
b="7 X X X X 5/3 13/8
b=38 X X X X X 11/7
”a:3” X ‘0:5‘626‘6:7‘628‘629”
b=4 X 3/2 7/5 4/3 9/7 5/4
b=5 X X 5/4 | 19/16 | 8/7 | 71/64
b=6 X X x | 11/10 | 37/35 | 41/40
b="7 X X X X 1 31/32
b=38 X X X X X 13/14
”a=4” X ‘ X ‘026‘627‘028‘029”
b=5 X X 1 | 17/18 | 19/21 | 7/8
b==6 X X X 13/15 | 29/35 | 4/5
b="7 X X X X 7/9 3/4
b=38 X X X X X 5/7
”a—5” X ‘ X ‘ X ‘cz?‘czS‘czQ"
b=6 X X X 3/4 | 5/7 | 11/16
b="7 X X X X 2/3 | 41/64
b=38 X X X X X 17/28
[e=o] [« [« [ = [e=v]c=0]
b="7 X X X X 3/5 | 23/40
b=38 X X X X X 19/35
o=l x | x | x [ x [ x [e=9]
Lozl x | < | x| x ] x [12]

Tabulka 3. Soucty fad generovanych tfemi jednocifernymi Cisly.
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6. ZAVER

Clanek se zabyva jednim typem nekoneénych &iselnych fad, které jsou generovany
prevracenymi hodnotami ke vSem souciniim dvou a vice prirozenych ¢isel. Tyto
fady predstavuji specidlni pripad redukované harmonické rady

Na konkrétnich prikladech jsou prezentovany dva zpusoby, jak tyto rfady secist.
Jednak uzitim jejich zépisu ve tvaru souctu dilé¢ich rad, které predstavuji kon-
vergentni nekonecné geometrické rady, a jednak znacné jednodussim zptsobem,
pri kterém rady zapiSseme ve tvaru soucinu dil¢ich konvergentnich nekonecnych
geometrickych rad.

Na zakladé konkrétnich prikladu téchto rad se dvéma a tfemi generdtory je
uvedena véta obsahujici vzorec pro libovolnych n generujicich pfirozenych ¢isel

n

S(al,ag,...7an):H Ok 1

ap — 1
k=1 'k

a rovnéz jeji dusledek pro n generatori, které tvori posloupnost po sobé jdoucich
prirozenych cisel. Ziskané vysledky jsou numericky ovéreny pro dvé a t¥i jednoci-
ferné generdtory uzitim systému pocitacové algebry Maple.

Lze tedy konstatovat, ze fady, které jsou generovany prevracenymi hodnotami ke
vsem soucinum dvou a vice prirozenych ¢isel, predstavuji specialni pripad konver-
gentnich nekonec¢nych rad, podobné jako geometrické fady a fady s teleskopickou
vlastnosti, jejichz soucet je urcen relativné jednoduchym analytickym vzorcem.
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HRA HACKENSTRING A DYADICKA CiSLA

VACLAV VOPRAVIL

ABSTRAKT. V prispévku se zabyvame kombinatorickymi hrami pro dva hrace s upl-
nou informaci a bez ndhody. Ukédzeme, ze kratkd hra HACKENSTRING md hodnoty
pouze dyadicka raciondlni cisla.

1. Uvop

Jednim z cil teorie kombinatorickych her je najit vitézné strategie. Jinym cilem je
uréit (Conwayovu, viz [4] a [2]) hodnotu hry a tim korigovat své tahy. Tedy odpo-
védét na otazky, kdo vyhraje a o kolik. Dalsim cilem teorie je urc¢it prvni vitézny
tah. V obecném piipadé se nam to ne vzdy podari. V tomto ¢lanku uvadime vi-
tézné strategie pro urcité pozice hry BILOCERNY HACKENSTRING. BILOCERNY
HACKENSTRING je graf biLiych a c¢eRnych hran, které jsou modelovany kameny
v fadéch a spojeny vlevo s vrcholem nazyvanym zemé (zékladna). Zakladnu bu-
deme znéazornovat jako svislou ¢ernou ¢aru. Hru hraji dva hrac¢i: Levy a pRavy.
Na tahu Levy musi vybrat biLy kdmen (hrana grafu), ktery odstrani. Vechny
hrany, které jiz nejsou spojeny se zikladnou, jsou také smazany. Tah pRavého
hrace je podobny, ale musi si vybrat ¢eRny kdmen, ktery chce odstranit (sma-
zat). Prvni hraé, ktery nemtize tdhnout, prohrava. Kazdé pozici hry BILOCERNY
HACKENSTRING lze prifadit dyadické raciondlni ¢islo. Tato hodnota zcela urcuje,
kdo hru vyhraje. Dobrou ptredstavou je vlacek s biLymi a ¢eRnymi kameny, vlevo
je lokomotiva. Po odebrani svého vagénku hrac¢ odebira i vSechny vagonky, které
nesouvisi se zakladnou. Hra se hraje i s vice vlacky srovnanymi do radkt pod sebe.

Poznamenejme jesté, Ze hra HACKENSTRING se studuje také v monografii [1],
v niz lze nalézt srozumitelné podany tvod do teorie kombinatorickych her. Clanek
je zalozen na [9, 10]. V éeském jazyce lze doporuéit [3, 11, 12]. Pro prvni sezndmeni
s tématem pak prvni dil [2] a [5].

2. BILOCERNY HACKENSTRING

V této Casti je nasim cilem seznamit ctenare s kombinatorickou teorii her s dirazem
na analyzu pozic ve hfe BILOCERNY HACKENSTRING. Nyni by mé&l ¢tendi pied-
pokladat, Ze vSechny hry se hraji podle pravidel obvyklych pro BILOCERNY HAC-
KENSTRING. Slova hra a pozice jsou zaménitelna. Témér veskery material v této
sekci 1ze nalézt v [9, 10] a [5].

2020 MSC. Priméarni 91A46.
Klicovd slova. teorie kombinatorickych her, hra hackenstring, dyadické cisla.
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2.1. BiLoceRny Hackenstring

Hra BILOCERNY HACKENSTRING je hra, ktera se hraje na grafu biLjch a ¢eRnych
hran. Existuje jedine¢ny vrchol, ktery oznacime jako zakladnu. Je vhodné nakreslit
vrchol zemé jako svislou ¢ernou ¢aru. Hru hraji dva hréaci, Levy a pRavy, v tazich
se hraci stiidaji. Na tahu musi hrac¢ odstranit hranu své barvy. Levy mtze smazat
biLé a pRavy mtize smazat ceRné hrany. Po smazani hrany vSechny ostatni hrany,
které nejsou spojeny se zakladnou cestou, jsou také smazany. Prvni hrac¢, ktery
nemuze tahnout, prohrava.

BiLé hrany budeme modeloval biLymi krouzky (kameny) a ¢eRné budeme mo-
delovat ¢eRnymi kameny (krouzky). Odebird se zprava. Ptiklad takové hry je na
obrazku 2.1. V ném i ve zbytku ¢lanku budeme bilé hrany znédzornovat bilymi ka-

00e00e
Boooo
CO®e0

Obrazek 2.1. Piiklad hry BILOCERNY HACKENSTRING.

meny a ¢eRné hrany ¢eRnymi kameny. Vratime-li se k vyse uvedenému prikladu,

miizeme provést hrubou silou pomoci tuzky a papiru. Vitézem této hry je Levy

hra¢. Levy muze tuto hru vyhrat bez ohledu na to, zda ve hie zacinal, ¢i ne.
Dalsi priklad je uveden na obrazku 2.2. Ten je zvlastni tim, Ze ma pfirozenou

Obrazek 2.2. Priiklad hry Tweedle Dee Tweedle Dum.

strategii pro druhého hrace. Druhy hra¢ mitize napodobovat tahy prvniho hréce.
Timto zpusobem druhému hraci nikdy nedojdou tahy diive nez prvnimu hraci.
Strategie jednoho hrace, ktery napodobuje tahy druhého hrace, se nazyva strategie
Tweedle Dee Tweedle Dum (TDTD). Vyse uvedend hra je vitéznou pro druhého
hrace (ten, ktery ve hie nezacinal).

838" = B3 = 8°

oe 0oe ooo:égiggigoig:b:|

Obréazek 2.3. Ukdazka hry, pRavy zac¢ind.

Zde zacind ¢eRny hrac¢ a v posledni pozici, protoze tam neni zadny ¢eRny ka-
men, prohrava, nema zadny mozny tah.
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Obrazek 2.4. Nékolik pocate¢nich pozic.

2.2. Zakladni definice

Necht G je hra. Piseme
G={9"|9"},
kde 4T = {mnozina dil¢ich pozic G, kam Levy miiZe zahrat jednim tahem} a d4-
le 9% = {mnozina dil¢ich pozic G, kam mize pRavy zahrat prvnim tahem v G}.
Definujeme prvky 4% jako levé moznosti G. Levou moznost oznac¢ujeme také
jako G. Definujeme analogické terminy pro pravou variantu (moznost). V tomto
¢lanku budeme pséat
G={G"|G"},
kde G zahrnuje vSechny levé moznosti a G zahrnuje véechny mozné pravé moz-
nosti.
Hra G je kratka hra, pokud spliiuje nasledujici dvé vlastnosti:
— G ma konec¢ny pocet dil¢ich pozic.
— V G neexistuje nekonecné posloupnost taht, tj. hra nakonec skondi.
Vsechny hry v této kapitole jsou kratké hry. Hrajeme podle normélni konvence,
ze prvni hrac, ktery neni schopen tahu, prohrava. Predpoklddame také, ze kazda
hra BILOCERNY HACKENSTRING m4 koneény podet hran.

Véta 2.1. Kazdy BILOCERNY HACKENSTRING G je krdtkd hra.

Diikaz. Necht G je hra BILOCERNY HACKENSTRING. Na G se budeme divat
jako na graf biLych a ¢eRnych hran. Podle predpokladu ma G n hran, kde n
néjaké nezaporné celé ¢islo. Kazdy tah na G snizi pocet hran alespon o jednu.
V nejvyse n tazich bude tedy G prazdny. Z toho vyplyva, ze na G neexistuje
nekonecna posloupnost tahi. G mé konecny pocet podgrafi. Kazda podpozice G
je podgrafem G. Muzeme tedy shrnout, ze G je kratka. O

2.3. Kratké hry

V této casti zkonstruujeme vsechny kratké hry. Budeme definovat urcity vztah mezi
kratkymi hrami a uvidime, ze mnozina t¥id ekvivalence spolu s urc¢itym doplnénim
tvori ¢astecné usporadanou abelovskou grupu.

Definujeme 0 = {|} a Gy = {0}. Kratké hry narozené v den n rekurzivné
definujeme takto

Gn = {{GY | GE}; GL,G" C Gy}

&= 6.

neN

Definujeme

jako mnozinu kratkych her.
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Definujeme disjunktni soucet na hrach jako
G+H={G"+HG+H"|G'+HG+H"}.
Véta 2.2. Soucet na hrdach vytvdri abelovskou pologrupu.

Diikaz. Nejprve indukei dokazeme, ze sc¢itani je komutativni. Podivejte se, G +
H={G'+HG+H"|..} ={H+G*H'+G|...} = H+ G Dikaz pro
asociativitu je podobny. O

Tiidu vysledkt hry, ozna¢ovanou v(G), definujeme nésledujicim zptsobem:
e U(G) =% & leva strana muze vyhrat, kdyZ tdhne prvni nebo druh4,
e v(G) = A & vyhrdva hrid, ktery je na tahu jako prvni,
e v(G@) = & < vyhrava druhy hrac na tahu,
o v((G) = # < prava strana muze vyhrat, kdyz tdhne prvni nebo druha.
Hry, patrici do .Z, se nazyvaji kladné, patiici do Z zaporné, patiici do &2 nulové
a patfici do 4 oznacime jako fuzzy.

Véta 2.3 (Zakladni véta teorie kombinatorickych her). Pro libovolnou krdtkou
G muze vyhrdt bud levd strana, kterd hraje prvni, mebo pravd strana, kterd hraje
druhd, ale ne obé soucasné.

Diikaz. Necht G je kratks hra a G* je libovolna levad moznost G. Potom indukci
a pomoci symetrie mize prava strana vyhrat G hrajici jako prvni, nebo miize
vyhrét leva strana G* hrajici jako druhé, ale ne oboji. Jestlize pro vSechny levé
moznosti G, miize vyhrat pRavy hrajici G* jako prvni, pak mize pRavy vyhrat
G hrajici jako druhy. Na druhou stranu, pokud existuje leva moznost G* takova,
7e leva strana muze vyhrat hrajici jako druh&, pak muze leva strana vyhrat G
pfechodem na takovou variantu GF. Je jasné, Ze nastane presné jeden piipad
z téchto dvou moznosti. To dokazuje tvrzeni. Il

Disledek 2.4. Kazdd kratkd hra G patri presné do jedné tridy vysledki.

Diikaz. Podle véty 2.3 patii kazda kratkd hra G do £, #Z, A4 nebo &. Pokud
hra G pattila do vice nez jedné vysledné tiidy, pak bychom méli protipriklad k ve-
té 2.3. O

Lemma 2.5. Jestlize X patii do &, pak v(G + X) = v(G).

Diikaz. Je tfeba uvazovat dva pripady:

Pripad 1: Predpokladejme, Ze leva strana muze vyhrat G, kdyz hraje jako druha.
Predpoklddejme, ze prava strana tahne jako prvni na G 4+ X. Pak ma levd strana
zarucenou odpovéd na té slozce, ve které prava strana tahla. Leva strana miize
pokracovat v této strategii, dokud pravé strané nedojdou tahy.

Pripad 2: Predpoklddejme, ze Levy mize vyhrat G hrajici jako prvni. Pak ma
leva strana vitézny tah na G, ktery oznac¢ime jako G¥. Vsimnéte si, ze Levy mize
vyhrat G*, hraje-li jako druhy. Z toho plyne, Ze leva strana m4 tah na G* + X,
coz je vitézny tah podle strategie v pripadé 1. (I

Lemma 2.6. Jestlize G a H patri do £ nebo &, pak G + H patri také do £
nebo &.
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Diikaz. Staci ukazat indukcei, ze pRavy nemtize vyhrat, kdyz ve he zac¢ina. Po-
kud prava strana tdhne prvni, pak podle indukéni hypotézy musi mit Levy odpovéd
ve stejné komponenté. Levy tak muze vzdy najit spravnou odpovéd v komponenteé,
kde zahral pRavy hrac¢. Proto také levé strané nedojdou tahy dfive nez pravé
strané, a protoze tyto hry jsou kratké, pravé strané musi nakonec dojit tahy. [

Definice 2.7. Definujeme opacnou hodnotu kratké hry jako
-G ={-G"|-G"}.

Definice 2.8 (Kvaziusporadéni na @) Relaci > na G definujeme tak, ze fikame,
7e G > H, jestlize a pouze tehdy, kdyz v(G + (—H)) = £ nebo .

Véta 2.9. > je kvaziuspordaddni na G.

Dikaz. (Reflexivita): Uvazujme hru G + (—G). Pak kazdy tah prvniho hrace
miize byt napodoben druhym hracem ve druhé slozce. Z toho vyplyva, ze druhému
hraci nikdy nedojdou tahy dfive nez prvnimu hraci. Protoze obé hry jsou kratké,
prvnimu hré¢i musi nakonec dojit tahy. Proto G + (—G) patii do & a G > G.

(Tranzitivita): Pfedpoklddejme, 7e G > Ha H > J. Pak G+ (—H) a H+(—J)
pati{ do .Z nebo &. Podle lemmatu 2.6 patii G+ (—H)+ H + (—J) do £ nebo .
Podle lemmatu 2.5 a vzhledem k tomu, ze H + (—H) patfi do &, mdme G + (—J)
patii do .Z nebo Z. O

Lemma 2.10. Necht G, H jsou krdtké hry. Pok —(G+ H) = (—G) + (—H).
Dikaz. Podle definice 2.7 a indukeci dostaneme
—(G+H)=-{G"+HG+H"|..} ={-(G*"+H),-(G+H)"| ..}
={-G"-H,-G-H"|..} =(-G)+ (-H).
O

Véta 2.11. Pro vsechny krdtké hry G, H, X plati, Ze G > H implikuje G+ X >
H+X.

Diikaz. S pouzitim véty 2.2 a lemmatu 2.10, (G + X) + (—(H + X)) = G +
(X + (X)) — H. Protoze X + (—X) patii do &, diky lemma 2.5 dostaneme
v(G—H)=v(G+X+(—(H+X)). Protoze G > Hyméme G+ X > H+ X. O

Ukézali jsme, ze (@, +) je kvaziusporadand abelovskéd pologrupa. Déle definu-
jeme relaci na G jako G = H tehdy a jen tehdy, kdyz G > H a H > G.

Véta 2.12. Vyse definovand relace = je relace ekvivalence na G.

Diikaz. Necht G, H,J € G.

(Reflexivita): Ekvivalentné G > G, coz ukazuje, ze G + (—G) patii do £2.
G=aG.

(Symetri¢nost): Pfedpokladejme, ze G = H. Pak G > H a H > G. Ekvivalentné
plati, ze H > Ga G > H. Tedy H = G.

(Tranzitivita): Predpoklddejme, zZe G = H a H = J. Pak G > Ha H > J.
Protoze > je tranzitivni, mame G > J. Podobné J > G. Takze G = J. [l
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Definujeme G jako mnozinu tiid ekvivalence tvorenou Ga vyse uvedenou relaci.
Prvky G oznacujeme jako herni hodnoty. S¢itani v G definujeme jako [G] + [H] =
[G + H]. Déle definujeme relaci > na G pomoci [G] > [H] tehdy a jen tehdy, kdyz
G' > H' pro néjaké G’ € [G] a néjaké H' € [H]. Rikdme, ze [G] I> [H] tehdy a
jen tehdy, kdyz [G] £ [H]. Ukézeme, Ze (G, +) je Casteéné usporddand abelovskd
grupa.

Véta 2.13. [G]| > [H] plati tehdy a jen tehdy, kdyZ G > H pro néjaké G € [G]
a néjaké H € [H] je dobre definovand.

Diikaz. Necht [G], [H] jsou herni hodnoty a G,G’ € [G] a H,H' € [H']. Pfed-
pokladdejme, 7e G > H. Chceme ukdzat, ze G’ > H’. Vsimnédte si, ze H = H’
znamend, ze —H = —H'. Z toho vyplyvd, ze —H' > —H. Mdme také G’ > G,
G'+ (—H') > G + (—H') (Podle véty 2.11) G + (—H') > G + (—H) (Podle vé-
ty 2.11) &' + (=H') > G+ (—H) (Protoze > v G je tranzitivn{). Znovu pouzijeme
tranzitivitu a dostaneme G’ + (—H') > 0. Z toho plyne, ze G’ + (—H') patii do
% nebo &, z éehoz vyplyva, ze G' > H'. O

Véta 2.14. > je cdstecné uspordddani na G.

Diikaz. Necht [G], [H], [J] jsou herni hodnoty.

(Reflexivita): Vidime, ze G > G, protoze G+ (—G) patii do &. Proto [G] > [G].

(Tranzitivita): Pfedpokladejme, ze [G] > [H] a [H] > [J]. Pak (G + (—H)) +
(H + (—J)) je soudet dvou her, které patii do .Z nebo &. Soucet tedy také patii
do .Z nebo . Soudet mizeme také prepsat jako G + (—H + H) + (—J). Protoze
—H+ H pati{ do &, mlizeme uzaviit, ze vysledek G+ (—J) je stejny jako vysledek
G+ (—H + H) + (—J). Z toho vyplyva, ze G > J. To znamena, ze [G] > [J].

(Antisymetri¢nost): Predpokladejme, ze [G] > [H] a [H] > [G]. Pak G > H a
H > G. Podle nasi definice = mame G = H, z ¢ehoz vyplyvéd [G] = [H]. O

Véta 2.15. Vyse definované scitani je dobre definovdno.

Diikaz. Necht [G], [G'], [H],[H'] € G a predpokladejme, ze [G] = [G'] a [H] =
[H']. Chceme ukédzat [G + H] = [G' + H']. Vidime, ze G > G’ a H > H'. Takze
G -G a H—H jsouv ¥ nebo &. Pak hra (G+ H) — (G'+ H') = (G —
G') + (H — H') patii do .Z nebo Z. Ekvivalentné plati, 7e G+ H > G' + H'.
S pouzitim symetrického argumentu plati, ze G' + H' > G + H. Toto ukazuje, ze
[G + H] =[G’ + H'] a tedy nezdlezi na reprezentantech. O

Véta 2.16. (G, +) je komutativni pologrupa.

Diikaz. Tvrzeni plati, protoze (@, +) je komutativni pologrupa. (]
Véta 2.17. [0] je identita v G.

Diikaz. Vimnéte si, ze [G] + [0] = [G + 0] = [G] pro vSechna [G] € G. O

Lemma 2.18. Jestlize [G] > [H], pak [G] + [J] = [H] + [J].
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Diikaz. Nejprve ukazeme, ze pokud G > H, pak G+ J > H + J. Vsimnéte si,
ze (G+J)+ (—(H+J)) =(G+ (—H) + (J + (=J)) je soucet her patficich do
% nebo Z. Proto G+ J + (—(H + J)) také pati{ do £ nebo &. To ukazuje, ze
G+J > H+ J. Konkrétng, jestlize [G] > [H], pak G > H. Ukézali jsme, Ze z toho
vyplyvd G + J > H + J. Z toho plyne také, ze [G] + [J] > [H] + [J]. O

Véta 2.19. Jestlize [G] = [H], pak [G] + [J] = [H] + [J].

Diikaz. Piedpokladejme, ze G = H. Pak G+ J > H+JaG+J < H+ J.
7 definice vyplyva, ze plati i rovnost, coz je dikazem véty. (I

Lemma 2.20. v(G) = & tehdy a jen tehdy, kdyz [G] = [0].

Diikaz. (=) : Predpoklddejme, ze v(G) = £. Pak G a —G patii do &. Proto
G > 0 a 0 > G. Ekvivalentné tedy [G] = [0].

(<) : Predpokladejme, Ze [G] = 0. Pak G a —G pati{ do £ nebo . Pokud
jedna z nich, feknéme G, patii do £, pak musime mit: —G patii do Z, coz je
spor. Proto G a —G pati{ do &. Konkrétné G patii do Z. O

Véta 2.21. Pro libovolné [G] € G mdme [G] + [-G] = [0].
Dikaz. Vidime, ze v G 4+ (—G) je vitézem druhy hra¢ pomoci TDTD argu-
mentu.! Podle predchoziho lemmatu 2.20 je [G] + [-G] = [G + (-G)] =[0]. O

Z toho muzeme vyvodit, ze (G, +) je ¢dstetné usporddand abelovska grupa. Na
tomto misté upustime od zapisu v zavorkach.

Disledek 2.22. Necht G, H jsou herni hodnoty. Pak G + (—H) = 0 tehdy a
jen tehdy, kdyz G = H.

Dijkaz. Méme G+ (—H)=0& G+ (-H)+H=0+H < G+0=H < G =
H. O

V dalsich kapitolach vyuzijeme vysSe uvedeny disledek k diikazu nékterych pra-
videl.

2.4. Kanonické formy

Intuitivné jsou nékteré tahy lepsi nez jiné. V téchto pripadech se zdd byt intuitivni
ignorovat tahy, které nejsou optimalni. Co mame na mysli optimalnimi tahy, bude
predmétem této casti.

Definice 2.23. Necht G je hra a G** a G2 jsou dvé levé moznosti hry G.
Rikdme, ze G2 je dominantni G, jestlize G > GF2.

Véta 2.24. Necht G je hra. Predpoklidejme, Ze e je dominantni levd moz-
nost. Uvazujme G = {GL .G ‘ GR} a H= {GL ‘ GR}, kde G* zahrnuje viechny
levé moznosti kromé GX'. Pak G = H.

1Strategie TDTD se také nazyva metodou kradeni strategie, metodou kopirovani taht nebo
strategy stealing.
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Diikaz. Chceme dokazat, ze G — H = 0, coz je ekvivalentni tomu, ze v G — H
je vitézem druhy hra¢. Vimnéte si, ze G — H = {G¥', GV | GR} + {-GF | -G*}.
Predpoklddejme, ze leva strana se nejprve presune do GY — H. Podle predpokladu
existuje G* takovd, ze GF > GY'. Proto se pRavy hra¢ muze presunout do GL —
G' < 0. PRavy si vynutil vyhru. Kazdy dalsi tah jednoho z hraét ma odpovidajici
tah druhého hrace na 0. Zejména pokud Levy tdhne na G¥ — H, pak prava strana
miize odpovédét na G —GT = 0. A pokud Levy tdhne na G—G%, pak pRava strana
miize reagovat na G — GF = 0. Podobny argument plati i pro zahajovaci tahy
pRavého. Muazeme dojit k zavéru, ze v G — H vitézi druhy hrac, tj. ze G =H. O

Lemma 2.25. Pro krdtké hry G, H,J plati, Ze pokud G > H o H > J, pak
G I> J (tj. levd strana md vitézny tah na G — J ).

Diikaz. Poznamenejme, ze G — J = (G — H) + (H — J). Pii hfe G — H méme
dano, ze Levy ma vyhrdvajici tah, feknéme (G — H)%. Ozna¢ime tento tah jako
(G — H)L. Pak (G — H)F > 0. Soucet her, které jsou nulové nebo kladné, je
hra, kterd je nulova nebo kladn. Protoze (G — H)* > 0 a H — J > 0, mame
(G — H)E + (H - J) > 0. To ukazuje, ze (G — H)L' + (H — J) je vitézny tah pro
levou stranu, coz dokazuje lemma. (I

Lemma 2.26. Jestlize J <l H, pak G+ J <1 G+ H.

Diikaz. Uvazujme rozdilovou hru (G + H) — (G + J). Tu muzeme piepsat jako
(G—G)+(H—J). Radi bychom ukdzali, ze 0 2 (G—G)+ (H —J), tj. Ze leva strana
mé vyhru, zac¢ina-li. Protoze J <l H, Levy mé vitézny tah na H — J. Oznacime
takovou moznost (H — J)L. Uvazujme levou moZnost (G — G) + (H — J). To je
soudet her, které jsou > 0. Proto (G — G) + (H — J)¥ > 0. To ukazuje, ze leva
strana ma vitézny tah na (G + H) — (G + J). O

Definice 2.27. Necht G je hra a G je jeji levad moznost. Predpokladejme,
7e existuje pravd moznost GET takova, ze GI® < G. Potom fikdme, ze G¥ je
reverzibilni pies GFE.

Véta 2.28. Necht G = {GL/,GL ‘ GR} je hra. Predpoklidejme, Ze e je re-
verzibilni pres GL'R. Necht H = {GL/RL,GL ‘ GR}, kde GL'RL zahrnuje vsechny
levé moznosti GE'B. Pak G = H.

Diikaz. Necht G a H jsou definovany, jak je uvedeno vyse. Chceme ukazat, ze
G—H =0 (tj. vitézstvi druhého hréce). Vsimnéte si, 7e G— H = {GL/, Gl GR}+
{ - GFR ’ — GL'RL GL}. Uvazujme levou stranu a dvodni tah do GY' — H. Prava
strana mize tdhnout na GL'F — H. Leva strana ma dvé moznosti. Pokud levd
strana se presune do GLRL _ H , pak ma prava strana vitézny tah na H do 0.
V opacném pripadé leva strana tdhne na GE'R _ GE. Mame GL'R < G < GR.
Podle lemmatu 2.25 pRavy zvitézi tahem na GL'R_GR,

Na druhou stranu predpokladejme, ze se pRavy nejprve presune na G — GL'RL,
Uvazujme GL'RL q GL'R 7 toho vyplyva, ze G — GL'BL > @ — GL'R > 0. Podle
lemmatu 2.25 plati, ze G — GL'RL > 0, z ¢ehoz vyplyva, ze Levy méa vitéznou
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odpovéd. Vsechny ostatni prvni tahy maji odpovéd Tweedle Dee Tweedle Dum na
0. Muzeme uzavrit G = H. O

Definice 2.29. Kritka hra G je v kanonické formé (tvaru), jestlize pro libovol-
nou diléi pozici H hry G (véetné samotné G), nemd H 74dné dominované moznosti
a zadné reverzibilni moznosti.

Véta 2.30. Necht G je kratkd hra. Fxistuje krdtkd hra K v kanonické formé
takovd, ze G = K.

Diikaz. Uvazujeme hru G = {GL ‘ GR}. Indukei mtzeme predpokladat, ze
vSechny dil¢i pozice G jsou v kanonickém tvaru. Pro uvedeni G do kanonické
formy méme nasledujici metodu:

1) Nahradime vSechny reverzibilni moznosti G* p¥islusnymi GE#E

vedeme pro reverzibilni moznosti G*.

2) Odstranime vsechny dominantni moznosti.

3) Pokud vyslednd hra nemd zadné reverzibilni moznosti, STOP. V opac¢ném
piripadé se vratime ke kroku 1).

. Totéz pro-

Vyse uvedeny postup musi skonc¢it v kone¢ném poctu kroki, protoze G je kratka.
Definujte vyslednou hru jako G’. Pak G’ = G a G’ je v kanonickém tvaru. O

Definice 2.31. Necht G, H jsou hry. Rikdme, 7e G & H tehdy a jen tehdy,
kdy# jejich herni stromy jsou identické (tj. jsou si rovny v G).?

Véta 2.32. Jestlize H =K a H, K jsou v kanonické forme, pak H = K.

Diikaz. Necht HT je leva moznost H. Pak HY — K <1 0. Jestlize m4 pravé strana
vitézny tah na HY, pak H*F — K < 0. To v8ak znamend, 7e H'F < K = H,
tedy H” je reverzibilni pfes H*". To je v rozporu s nasim piedpokladem, ze H je
kanonické. Z toho vyplyva, ze vitézny tah pRavého musi mit tvar H* — K < 0.
Z toho vyplyva, ze HY < KT, K na chvili uvazujeme pevné.

Pfedpokladejme, Ze se pRavy presune nejprve do H — K. Pak m4 leva strana
vitézny tah. Pokud je to na H — KB pak H — K'® > 0, tzn. 7e K > KR
7Z toho vyplyva, ze K je reverzibilni prostfednictvim K¥, coz odporuje nasemu
predpokladu, ze K je kanonicky. Z toho vyplyva, ze Levého vitézny tah musi
mit tvar HX — KL, 7 toho vyplyvé, ze H- < KL < HY. Ale H nemé #dné
dominantni tahy. Z toho vyplyva, ze HX = K = H L,

Pro viechny H”, existuje K takovd, ze H = K a naopak. Totéz mizeme
udélat i s pravymi moznostmi.

Déle ukazeme, 7e H = K. 7 definice kanonického tvaru je kazdé diléi pozice
H a K kanonicka. Konkrétné pro kazdou H” a K* takové, ze H* = K*, mame
HY = KT indukci. Z toho vyplyva, ze H = K. (Il

2Stromy a grafy jsou studovany v [12].
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2.5. Jednoduchost

Nagimi hlavnimi néstroji pro studium HACKENSTRINGOVYCH HER jsou véta o jed-
noduchosti a pravidlo jednoduchosti. UkdZeme, %e kaZd4 pozice hry BILOCERNY
HACKENSTRING je ¢islo (definice 2.33). Podle véty o jednoduchosti 1ze kazdou po-
zici hry BILOCERNY HACKENSTRING identifikovat jako uréité dyadické racionalni
¢islo. Pravidlo jednoduchosti nam dava zpusob, jak toto dyadické raciondlni ¢islo
nalézt. Vsimnéte si, ze korespondence mezi Cisly a dyadickymi racionalnimi ¢isly
respektuje Casteéné usporddani. Zejména séitani ¢isel (definice 2.33) respektuje
bé&Znou aritmetiku. Proto napiiklad pokud lze pozici hry BILOCERNY HACKEN-
STRING |oe identifikovat jako %, pak jeji vysledna trida je .Z, tj. kladn4.

Definice 2.33. Rikame, 7e G je ¢islo, jestlize HY < H' plati pro vsechny diléi
pozice H v G (véetné samotného G).

Lemma 2.34. Je-li G ¢islo, pak G¥' < G < G® pro vsechny levé a pravé
moznosti G.

Diikaz. Necht G je levd moznost G. UkdZzeme, ze v rozdilu G — GF zvitézi
Levy. Leva strana miize vyhréat, kdyz bude za¢inat, presunem do G* — G¥.

Predpokladejme, ze prava strana tdhne jako prvni. Pokud prava strana tdhne na
G, mame G — G > 0 podle definice ¢isla. Z toho vyplyva, Ze leva strana zvitézi.
V opac¢ném pifpadé pokracuje pRavy na —G¥. Vysledna hra je G + (—GLT). Leva
strana odpovidd na G* + (—G*L). Tato hra je kladné ¢islo a levy ma vitézny tah
indukci. MiZeme uzaviit, e G¥ < G pro vechny levé moznosti G. Podobnym
argumentem, G < G plati pro vSechny pravé moznosti G. O

Véta 2.35. Je-li G cislo, pak —G je cislo.

Diikaz. Predpoklidejme, Ze G je &islo. Pak G¥ < G pro viechny levé a pravé
moznosti G. Nerovnost miizeme prepsat jako —G® < —G¥. Levé moznosti —G
viak vypadaji jako —GF a pravé moznosti —G vypadaji jako —G*. Z toho vypljva,
ze (—G)Y < (—G)* pro viechny levé a pravé moznosti G. Z toho miizeme vyvodit,
ze —(@ je cislo. (I

Véta 2.36. Jsou-li G a H cisla, pak G + H je cislo.

Diikaz. 7 definice, ze G a H jsou &isla, vyplyvé, ze G¥ < GR a HY < HE,
Z toho vyplyva, ze G + H < GR + H a G+ HY < G + HE. Proto stac¢i ukizat
G+ H < G+ HR a G+ H* < G® + H. Prvni nerovnost lze piepsat jako
0 < (G — GY) + (HF — H). Tato nerovnost plati podle lemmatu 2.34. Druhou
nerovnost lze prepsat jako 0 < (G — G) + (H — H"). Tato nerovnost plat{ také
podle stejného lemmatu 2.34. O

Mnozina ¢isel je neprazdnd podmnozina G uzaviend pri s¢itani a opacného cisla.
Miuizeme tedy uzaviit, ze mnozina ¢isel tvori podgrupu G.

Definice 2.37. Definujeme Z[%] = {2‘1—17, a,be Z} a tuto mnozinu nazyvame
mnozinou dyadickych racionalnich cisel.
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Vsimnéte si, ze (Z[%] ,+) je podgrupa (Q, +). Nasim dalsim cilem je ukézat, Ze
existuje grupovy izomorfismus z podgrupy ¢isel do grupy dyadickych racionalnich
c¢isel. Nasledovat bude véta o jednoduchosti a pravidlo jednoduchosti kratce poté,
priéemz obé jsou pro studium hry BILOCERNY HACKENSTRING klic¢ové.

Uvazujme nyni jeden biLy kdmen ve hie BILOCERNY HACKENSTRING p. V této
hfe muze zahrat Levy do 0 a pRavy nemd zadny pravidly povoleny tah. Tedy o =
{0 |}. Tato hra se oznadi 1, protoze Levy md vyhodu jednoho tahu. Protoze 1 > 0,
generuje podgrupu grupy vSech her izomorfni se Z. Tedy méme 2 =1+1 = {1 |},
3=241={2]},...aobecnén+1={nl|ta—(n+1)={ —n}

Dalsi pifklady mohou byt pe = {0[1} = 4, B8 = 4+ 4 — 1, pee = §
1

5 1 lze jednoduse dokédzat pomoci rozdilu
% + % — 1, ve kterém vyhraje druhy hra¢. Cisla s vétsim jmenovatelem dosta-
neme podobnou konstrukei: 2,1% = {0 ‘ 2%} a takova cisla generuji podgrupu
her izomorfni s grupou Z[%}, tj. grupou dyadickych raciondlnich ¢isel: Z[%] =
{q € Q; 2"q € Z pro néjaké n > 0} . Kanonickd forma m/2" (zkrdceny tvar) je
o = ’”2;1 m;l } Induktivni struktura cisel se nejlépe zrcadli na obrazku 2.5.
Pro kazdé n je pravé 2" &isel vzniklych v den n. Napiiklad jooe = {0, | po} =
{012} ={1]2}=3.

nebo peeeee = . Rovnost 1 +

0. den

1. den

2 2.den

| =

3 3.den

—w —e € - e w den w

2e w—1 w+1 den w+1

[INQ

€ = 2w den2w

Obrazek 2.5. Geneze nadredlnych ¢isel, viz [11] a [7].

Je-li x ¢islo, potom zadnému hraci se nechce v x zahrat jako prvni, protoze
ztraci vihodu (tzv. studend hra), tedy 2% < o < 2 pro kazdé 2% a 2%.

Zacneme definici nasledujicich kratkych her: Pfipometime, Ze 0 = {|}. Déle
definujeme [1] = {0 |}. MuZeme si pfedstavit [1] jako hru, ve které ma leva strana
vyhodu v hodnoté 1 tahu. P¥i hran{ rozdilové hry vidime, ze [1] = {0 ] [1]} +
{0 | [1]}. Z toho vyplyva, Ze definujeme [1] = {0 [1]}. Podobné vidime, ze [3] =
{0 | [%} } To naznacuje obecnéjsi

{0 ‘ [%}} + {0 ‘ [%} } Proto definujeme [i]
definici:

Definice 2.38. Pro libovolné nezédporné celé ¢islo n definujeme [2%} vztahem
[3=] = {0 [7=]}-

Vsimnéme si, ze [2%] je ostre vétsi nez 0, a to indukci.
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Lemma 2.39. [2%] + [2%] = [2%1} pro libovolné celé ¢islon > 1.

Diikaz. Ukézeme, ze ve hie [2n1 1} — [QH — [2%} vyhraje druhy hrac. Pred-
pokladejme, Ze Levy tahne jako prvni. Pokud Levy tdahne dale [2n 1] pak se
prava strana nutné pohybuje na jednom z — [2n] ktera je zaporna. Na druhou

stranu leva strana muze oteviit presunem do polohy [in 1] - [2n1 1} - [an] =

[QJ ktera je zaporna. Z toho muzeme vyvodit, ze Levy nemtze vyhrat, pokud

zacinal. Déle ukazeme, 7ze pRavy nemuze vyhrat, kdyz tahne jako prvni. Pokud

pravé strana postupuje déle [2,,%1}, pak vysledna hra je [2,,%2} — [in} — [i}

Indukc, ] - [3] — (3] = (] + ] — [36] = (5] = ] - 3] +

[2,,%1} — [2%] > 0. Na druhou stranu pRavy muze hru oteviit tim, Ze se pfesune

na — [—] Vyslednd hra je [2n 1] +0— [—] Levéa strana vyhrava presunem do

2’71
[Qn 1} +0 - [2,,—1} = 0. Z toho vyplyva, ze nemize zvitézit, pokud tdahne jako
prvni. Z toho mizeme vyvodit pozadovanou rovnost. (I

Lemma 2.40. Necht A, B jsou posety. Je-li f: A — B zobrazeni, které respek-
tuje cdstecné usporaddni, pak je f injektivnd.

Diikaz. Predpokladejme, ze f(x) = f(y). Pak f(z) > f(y) a f(z) < f(y).
Protoze f respektuje ¢astecné usporaddni, mame =z > y a x < y. Ekvivalentné
x = y. To ukazuje, ze f je injektivni. O

Véta 2.41. FExistuje injektivni grupovy homomorfismus z Z[%} do G.
Diikaz. Pro liché a definujeme zobrazeni f pomoci 55 — a[ ] kde a[ } =

1 1
[?} 4.+ [?} Necht o, 3% € Z[ ] Pak &5 + 5% se zobrazi na (2770 +

a krat

m) [2%} = q2"t [ ] +m [ ] =a [ ] +m [ ] Posledni rovnost je pravdiva,
protoze opakované aplikace lemmatu 2.39 ukazuje 27° [2n] = [Q—b] Z toho mu-
zeme vyvodit, ze f je grupovy homomorfismus. Navic toto zobrazeni respektuje
castecné usporadani G. Proto je f také injektivni. O

Nyni muzeme ztotoznit hru a [21,} s dyadickou raciondlni hrou Z7. Z tohoto

davodu nyni upustime od zapisu v zavorkach.

Definice 2.42. Necht I C Z[%] Pak I je interval, jestlize pro libovolné z,y € I
s x >y mame z € I pro vsechna z takova, ze x > z > y.

Definice 2.43. Necht G je kratkd hra. Definujme narozeniny G, oznacené b(G),
jako nejmensi celé ¢islo n takové, ze G € G,,. Pro tplnost definujeme také formalni
narozeniny G, oznacené b(G), jako nejmensi celé &slo n takové, ze G € Gn.

Viimnéte si, ze b(G) se zajimé pouze o herni hodnotu G, zatimco b(G) se zajim4
o strukturu G, tj. o jeji moznosti.

Lemma 2.44. Necht &% € Z[3], kde a je liché. Pak % = {3 | %5} je

kanonicky tvar 5.
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1 1
. i a _ 1
Diikaz. Napiseme o5 9 + 9
a krat

Existuje tedy presné jedna levd moznost, a to je 0+ 2% 4+ 2% = a;bl. Podobné

. . . v . . > . 1 1 1 2 1
ex1stu31e presme1 jedna prava moznost To je »T T 3 1—1— ---1 % = 35 Tt 3 +
t 5 = a;g . Mizeme dojit k zévéru, ze 55 = {'12;1, ’ ";@ } Vsimnéte si, ze
55 nemd zddné dominantni moZnosti, protoze by to vyzadovalo alespon dvé levé

strany nebo alespon dvé pravé moznosti. Déle ukédzeme 53 nemé zadné reverzibilni

1
+---+§ Pripometime, Ze 55 = {0 | 5= |-

’
moznosti. Pro piehlednost zépisu definujeme G' = 5. Vsimnéte si, Ze a;bl = o7 Je
< : I inTiché o B : ysoa _ Ja—1 1 | a=1 1
v zakladnim tvaru, kde a' je liché a b < b. Vime, Ze 7 = { 7 o7 | T W}

7 toho vyplyva, ze GFE = “2—_171 + 2—}),, kde b’ < b. Proto plati G > a2l 4

217%1 = “2—*;1 > (. Z toho vyplyva, ze G* neni reverzibilni pfes GF%. Z toho
mizeme vyvodit, Ze G nemé reverzibilni levé moznosti. Podobnym argumentem
muzeme dokazat, ze G nemd zadné reverzibilni pravé moznosti. Tim je dokazano

lemma. O

Lemma 2.45. Je-li G v kanonické formé, pak b(G) = b(G).

Diikaz. Necht b(G) = n. Je jisté, ze herni hodnota G se vyskytuje ve formalnim
tvaru nebo pfed nim. b(G) > b(G). Pfedpokléddejme sporem, ze b(G) > b(G). Pak
existuje kratkd hra H takova, ze b(G) = b(H). Ale kanonicks forma H, nazvéme
ji K, se jisté narodila v dobé, kdy se H narodila. Takze b(G) = b(H) > b(K).
Ale G = K, protoze kanonické formy jsou jedineéné, proto mame b(G) > b(QG).
Podle naseho predpokladu to davé b(G) > b(G) > b(G), co je spor. Mizeme tedy
uzaviit, ze b(G) = b(G). O

Lemma 2.46. Je-li G v kanonické formé, pak b(G*) < b(G) a b(G®) < b(G)
pro vsechny G, GE.

Diikaz. Necht G a G® jsou moznosti v G. Mame za to, ze G je v kanonické
formé. Z definice kanonické formy vyplyva, ze vsechny moznosti G jsou kanonické.
Z toho vyplyva, 7e b(G) = b(G) > b(G*) = b(G"), kde prostiedni nerovnost
vyplyva z nasi rekurzivni konstrukce kratkych her. Podobny argument ukazuje, ze
b(GT) < b(G). O

Lemma 2.47. Necht I € Z[%} je meprazdny interval. Pak existuje jedinecné
x € I z minimdlnich narozenin.

Diikaz. Predpoklddejme, ze x,y € I maji stejné narozeniny, feknéme n, a jsou
v kanonické formé. Muazeme predpokladat, ze x > y. Pak © —y > 0. Levy ma
tedy vyhravajici tah tvaru 2 —y > 0 nebo z — y® > 0. V prvnim piipadé mame
x>zl >y, z éehoz vyplyva, ze ¥ € I. V druhém piipadé, mame z > yf* > v,
z ¢ehoz vyplyva, ze yf* € I. Poznamenejme, Ze ¥ a y* maji narozeniny ostfe mensi
nez n. Nasli jsme tedy prvek s narozeninami ostfe mensimi nez n. Opakovanim
tohoto postupu n-krat ziskame jedine¢ny prvek s minimalnimi narozeninami. [
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Véta 2.48 (Véta o jednoduchosti). Necht G je krdtkd hra a definujme I(G) =
{z € Z[%]; VGE,GR, G* <z <« GR}. Pokud I(G) # @, pak G = z, kde z je
jedinecny tvar, prvek v I s minimdlnimi narozeninams.

Diikaz. Predpokladejme, ze I(G) # &, a necht z je jedineény prvek v I(G)
s minimalnim datem narozeni. Ukazeme, ze G — x = 0. Staci ukazat, ze v G —
x vyhraje druhy hrac¢. Predpokladejme, Ze Levy zac¢ind. Levy ma dvé moznosti:
GY — z, nebo G — xf. Ale G — z <11 0 podle nasi definice I(G), takze tento tah
je pro Levého prohrévajici. Na druhou stranu, 2% & I(G), protoze m4 ostfe mensi
datum narozenin nez x. Proto existuje levi moznost G takova, ze GL > 2 nebo
existuje prava moznost G takova, ze G < 2®. Pokud plati druhd moznost, pak
mé pRavy vitéznou variantu, totiz odpovéd na G — z*. Pokud pRavy zacind, pak
Gl > 2 > z, coz je v rozporu s tim, ze x € I(G). Z toho miizeme vyvodit,
ze Levy nemuze vyhrat, kdyz tdhne jako prvni. Pomoci podobného argumentu
muzeme usoudit ze pRavy nemuze vyhrat, kdyz tahne jako prvni. Z toho vyplyva,
7e G = . O

Véta 2.49 (Pravidlo jednoduchosti). Necht G je krdtkd hra a definujme I(G) =
{z € Z[%}; VGE, G GE <z <t GRY. Predpoklddejme, Ze I(G) neni prazdny.
Pak jedinecny proek v I(G) s minimdlnimi narozeninami lze najit takto:

1) Pokud I(G) obsahuje celé cislo, pak x je celé ¢islo nejmensi velikosti.
2) V opacném pripadé je x jedinecny prvek minimdlniho jmenovatele.

Diikaz. Nejprve predpoklddejme, Ze I(G) obsahuje kladné a zdporné ¢&islo. Pak
I(G) obsahuje 0 a jedineénym prvkem minimélniho jmenovatele je 0. Proto mu-
zeme predpoklddat, ze I(G) obsahuje pouze kladnd ¢isla. Predpokladejme, ze
I(G) obsahuje celé ¢islo. NapiSeme celd ¢isla I(G) ve vzestupném poradi jako
ny <ng <ng<---. Mame n; = {ny — 1 |}. UkdZeme, Ze G — n; = 0. Pfedpokld-
dejme, Ze prvni je Levy hra¢. M4 jedinou moznost: G¥ —n — 1. Protoze ny € I(G),
méme G —n; <1 0. PRavy si tedy mfize vynutit vyhru. Pfedpoklddejme, ze prava
strana tdhne jako prvni. Ma dvé moznosti: G —ny a G — (ny — 1). V prvnim
pripadé mame G® —ny > 0, a tak si Levy miize vynutit vyhru. V druhém piipadé
méame n; — 1 ¢ I(G). Proto miizeme najit takovou levou moznost, ze G > n; —1,
nebo miiZeme najit pravou variantu takovou, ze G < n; — 1. Druhy piipad ne-
muize nastat, protoze by to znamenalo, ze G < n —1 < n. Musime tedy mit
G — (n1 — 1) > 0. To ukazuje, %e Levy m4 vitéznou odpovéd na G — (n; — 1).
7 toho muzeme vyvodit zadvér G = ny.

Nyni predpoklddejme, ze I(G) neobsahuje zddna celd cisla. Necht x = 5 je je-
dine¢ny prvek minimalniho jmenovatele. Nejprve dokazeme, ze takovy prvek exis-
tuje. Za timto ucelem ukazeme, Ze pokud existuji dva rizné prvky se stejnym
jmenovatelem v I(G), pak muZeme najit prvek v I(G) s ostfe mensim jmenova-
telem. Predpokladejme, Ze 3 a ’”Qt’“ jsou prvky v I(G), v zakladnim tvaru. Je-li
k > 2, pak (m+1)/2" € I(G). Na druhé stranég, je-li k = 1, pak bud m/2" nebo
(m 4+ k)/2™ neni v zdkladnim tvaru. To dokazuje tvrzeni.

Nyni ukdzeme G — z = 0. Predpokladejme, ze Levy tdhne prvni. M4 dvé moz-
nosti: G — x a G — zf. Protoze G* < 2, mame, Ze pRavy mé vitéznou odpovéd
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na G — z. Co se tyée G — 2%, protoze 2% je ¢islo ostfe mensiho jmenovatele
nez x, mame z* ¢ I. Pak miizeme najit takovou variantu G, ze G* > 2 nebo
G < oft. Prvnf z nich v8ak implikuje G > 2% > z, coz je spor. TakZze musime
mit GF — 2% < 0, coz ukazuje, Ze pRavy ma vitéznou odpovéd na G — . Po-
dobné se ukazuje, ze pRavy nemutze vyhrat, kdyz tdhne jako prvni. Z toho mizeme
vyvodit, ze v G — x vitézi druhy hrac, tj. G = . (|

Podle predchézejici véty dostaneme: {—2| 5} = 0, {% ‘ 3} =1, {% ‘ %} =
{z15} =1

Priklad 2.50. Budeme hledat hodnotu hry G = {i ‘ 2}. Prvnim kandidatem
hodnoty je ¢islo mezi levou a pravou c¢asti G, muze to byt aritmeticky primér
Z—‘gy. Ptejme se tedy, zda G — % = 0. Tuto hypotézu vyvratime: Podle definice
dyadického zlomku plati % = {% ‘ %} = {1 ‘ %} Dokézat (nebo vyvratit) v nasi
teorii hypotézu znamend zahrat si hru. Jak se asi bude hrat {i ‘ 2} + {72 | 71}?
Zacne-li pRavy hrac, asi nezahraje do hry 2, ale spise zahraje do hry —1. Hra se
posune do postaveni {1 ‘ 2} + {] 0}. Levy hra¢ je donucen zahrat do ;. Ve hfe
i— 1 < 0 existuje vitézna strategie pro pRavého hrace a tedy hra G—2 neni nulova.

Musime tedy vybrat jiného kandidata pro hodnotu hry G. Nabizi se fi/ybrat krajni
body hry %. Vezmeme jednodussi ¢islo 1 a budeme vySetiovat, zda G — 1 = 0,
tj. zda ve hie G — 1 existuje vitéznd strategie pro druhého hréce. Zahrajme si
tedy hru { | 2} + {| 0}. Zaéne-li Levy hré¢, nemiize zahrat ve druhé hie a bude
hrat do hry i. Hra se posune do pozice % — 1 < 0, kde existuje vitézna strategie
pro pRavého hrace. Zacne-li ve hfe G — 1 naopak pRavy hrac¢, mize zahrat do
nuly (neni vyhodné, Levy odpovi do %), nebo do 2, a hra bude pokracovat hrou
2—1=1 > 0, ve které opét existuje vitézna strategie pro Levého hrace. Tedy ve

hie G — 1 existuje vitézna strategie pro druhého hrace. Odtud ziskavame G = 1.

1
2 a

Véta 2.51. Je-li G cislo, pak I(G) neni prdzdné. Zejména je-li G éislo, pak G
je dyadické raciondlni c¢islo.

Diikaz. Predpoklddejme, ze G je ¢islo. Pak kazda moznost G je ¢islo. Indukei
zjistime, Ze mizeme piedpokladat, ze I(GF) a I(G') jsou neprazdné pro kazdou
moznost G. Podle jednoduchosti je kazdé G* a G dyadické racionélni ¢islo. Pro-
toze G je kratka, musi mit koneéné moznosti. Proto miizeme najit maximum G*

a minimum G?. Ozna¢me je jako G* = 55 GF = 57, kde a, ¢ jsou liché. Pak
L R . . 7 . ’ 7 V7 . . . 7 v

z=2C JQFG je dyadické raciondlni ¢islo mezi nimi. Konkrétné G < = < G¥ pro

v8echny moznosti G. Muzeme uzaviit, ze I(G) je neprdzdné. O

Ukéazali jsme, ze pokud je G kratka hra a ¢islo, pak je G dyadické racionalni ¢islo.
Obecné vSak muize byt I(G) prazdnd. V takovém pripadé G neni éislo. Nékteré
priklady ne-¢isla jsou {56 | =56}, {0 | 0} a {0 | {0 | 0}}. Posledni dvé hry se obvykle
oznacuji jako x a 1.
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3. DYADICKA RACIONALNI{ ¢isLa

Po nezbytném teoretickém struéném tivodu CGT (teorie kombinatorickych her) se
budeme dale vénovat predevsim dyadickym raciondlnim ¢islim a jejich aplikaci na
hru HACKENSTRING. NaSe dyadickd raciondln ¢isla se také oznacuji Z[3]. Jedna
se 0 obor integrity celych ¢isel s adjungovanym prvkem % Je to nejmensi podobor
integrity télesa raciondlnich ¢isel Q (ve smyslu inkluze) obsahujici soucasné véechna
celd cisla a ¢islo % Diky konstrukeci dyadickych ¢isel je jich spocetné. Z druhé strany
jednd se o podmnozinu spocetné mnoziny vsech racionalnich ¢isel Q, tedy Z[%] je
spocetna.
Poznamka 3.1. Uvazujme Z x N a zavedeme relaci = takto:
1) (a,b) = (a/,b) = a-2" =d -2V

~

Relace = je na mnoziné Z x N ekvivalence, tj. relaci reflexivni, symetrickou a
tranzitivni. Tato relace vytvari rozklad (Z x N)/~ na t¥idy. Typickd t¥ida rozkladu
je Tiapy) = {(a',V'); (a,b) = (a’,V')}, druhy obor relace = piislusny k prvku (a, b).
Na t¥idach rozkladu definujme dvé bindrni operace:

2) T(a,b) @ T(a’,b’) = T(a~2b'+a’-2b,b+b’)’

3) Tiap) ® Tar vy = T(aa’ ptr)-
Operace @, ® jsou dobfe definovany, nezdlezi na reprezentantech tiid. Oznacme
Z[3] = (Z x N)/~. Zobrazeni f: Z — (Z x N)/~ definujeme takto: f(a) = T{4,0)-
Toto zobrazeni je homomorfismus. Tradicné piseme T, ) = 55

4) Pomoci struktury (Z, <) definujeme < na tfidach takto: T, ) < T(a’pr) <

a-2" <a - 2b

Strukturu Z[%] = (Z x N)/~ nazyvame oborem dyadickych raciondlnich ¢isel,
podobné vznikaji i p-adickd ¢isla, specidlné desetinnd (raciondlni) ¢isla.

Absolutni hodnotu ziskame takto: [T(4 5)| = T(|a|,b)-

Priklad 3.2. Plati nasledujici tvrzeni: Dyadickd raciondlni c¢isla jsou hustd
v redlnych cislech.

Diikaz. Predpokladejme, ze a < b, a a b jsou redlnd ¢isla. Diky Archimédovu
axiomu existuje n € N takové, ze

1
0<—-<b—a,
n
COZ znamena, ze
1 1
0<—=<-=<b—a.
2n n
Plati
1 <2 —2"a
a tedy existuje celé ¢islo m takové, ze
2"a < m < 2"b,
tj.

m
a<2—n<b.
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Tedy dyadické raciondlni ¢isla jsou hustd v R (mezi kazdymi dvéma riaznymi
redlnymi ¢isly lezi alespon jedno dyadické racionélni ¢islo). (I

Pozorovani 3.3. Necht z > 0; z € Z[3],x € Z (kladné necelé dyadické racio-
ndlng ¢islo x). Potom x se miZe zapsat jednoznacéné ve tvaru

1+1 1 L + L + L + + L
r=1+1+---+ 5 1 3 5
Diikaz. Uvazujme 5 > 0 v zdkladnim tvaru, tedy a > 0, a je liché¢, n > 0.
Potom a —1 a a+1 jsou suda. Jedno z nich je dokonce délitelné ¢tyrmi. Bez ijmy
na obecnosti, necht 4|(a —1). Pro n = 1 dostaneme § a je jasné, Ze je pouze jeden
zpusob zapisu x v pozadovaném tvaru.
Necht nyni n > 1. Jisté plati 41 (a + 1). Potom

a+1 4
on _2n71'

Podle indukéni hypotézy lze to napsat jednoznacéné v odpovidajicim tvaru,

at+1 o 1 1 1 1
- —p =141+ dlo-dtodod. .t .
T T R 2n1
Potom ale
a 1 1 1 1 1
= il bl e —
T S on—1 " on

Na konci musime odecist, protoze po predani bychom dostali “2;7} jako vyraz s 27%1,
coz by bylo v rozporu s tvrzenim 4|(a — 1). Z konstrukee je zfejmé, ze vyjadient
je jednoznacné. O

Nyni muzeme pro kazdé dyadickd raciondlni ¢islo definovat odpovidajici hru
HACKENSTRING. Pro kazdé x € Z[3]. Pro & > 0 nas¢itdme 1, které odpovidajf
pocatecnimu segmentu hry HACKENSTRING, prvni ¢eRny kdmen oznacime f% a
dale piseme 2—11 se znaménkem — a +, které odpovidaji nasledujicim ¢eRnym a

biLym kamenum. Analogicky postupujeme i pro = < 0.

Priklad 3.4. 23 =242 =1+1+41— 1 + 1, odpovidajici hra HACKENSTRING
je fpooeo.

Jiné metody jsou uvedeny na strané 59 a 58.
Pozorovani 3.5. Zobrazeni x — [x] zachovdvd uspordddni.
Zlomky muzeme také psat ve tvaru

=17 [ ])

2n] 2" 2n | J”

To je také nova definice této hry a navic v kanonickém tvaru.

Véta 3.6. Pro z,y € Z[3] plati [x + y] = [z] + [y].
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Diikaz. Pripad 1 pro z,y € Z jsme jiz ovérili.
Pripad 2. Uvazujme x € Z, y ¢ Z. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, ze
x je kladné (pro x = 0 je tvrzeni trividlni). Potom:

a+ b= G-+ {15 | |

{e-nwi 52 e [50]}

er- o2l
{lrvo-g] |l )

Podobné pro y € Z. b

Ptipad 3. Nechf z,y nejsou celd ¢isla. Ozna¢me x = 5 a y = 5% a nejdiive
predpokladejme, ze n > m. Pak

[ + y].

=[w+y]-

Konecné uvazme také pripad n = m. Ukézeme, ze plati

[z] +[y] = {[m+y—2in] ‘ [m-l—y—f—;n]}.

Tento piipad vyzaduje vice kontrol, protoZe toto neni kanonicky tvar = + y. Cislo
T 4+ y ma mensi jmenovatel nez 2. Vime, ze

= {fero-] o))

je ¢islo, které je nejjednodussi a lezf mezi (levou a pravou moznosti). Cislo  + y
samoziejmeé splnuje vhodné nerovnosti, ale predpoklddejme, Ze z je nyni opravdu
nejjednodussi. Potom z ziskdme pro vyraz x + y, kde |z — (x + 2)| > 2%, kde
2% je jmenovatelem z + y a tedy 2% > 2,,%1 Vsimnéte si, ze z a  + y se snazi
lezet v otevieném intervalu, jehoz délka je presné %%1, coz neni mozné. Proto
z=x+y. (I

Zavér 3.7. Vytvorili jsme izomorfismus usporddané Abelovy grupy Z[%] do cisel.
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3.1. Dyadicka reprezentace racionalnich céisel

Necht a je nenulové prirozené ¢islo. Diky algoritmu opakovaného déleni se zbytkem
lze a reprezentovat ve tvaru

l
a=>Y ¢, (3.1)
=0

s prirozenymi ¢isly 0 < ¢; < 1 pro j =0,...,l a ¢ # 0. Pro takovy soucet (3.1)
zavadime dyadickou (dvojkovou) reprezentaci

a=qq_1---9190-

Dyadicky zapis 1ze jednoduse rozsirit pro cela ¢isla. Je-li celé ¢islo a zaporné,
potom a = —|a|. Tedy dyadické reprezentace celého ¢isla |a| bude dyadickd repre-
zentace a tvaru

a = —qiq;-1 ---49190-
Nase pozorovani nyni rozsifime na vSechna racionalni ¢isla a jejich dyadickou re-
prezentaci (tvar). Takze budeme predpokladat, Ze § reprezentuje racionalni cislo;
a,b € Z a b # 0. Bez ohledu na obecnost budeme dale predpokladat, ze b > 0.
Pouzijeme-li algoritmus déleni se zbytkem na celé ¢isla, pro a, b najdeme celé cisla
q,r takova, ze 0 < r < b tak, ze
a r
a:qb+r<i>gzq+g

Pro kladné celé ¢islo g ziskdme dyadickou reprezentaci

l
=Y 42 =qa-1... a0
§=0

a pro zaporné —qiqi—1 - .- q1qo- Tedy
q==%qq-1--- q14-

Nyni pedpoklddejme dyadickou reprezentaci racionalniho ¢isla 0 < 7 < 1. Také
muzeme zapsat jako
T 1 2-r

b 2 b
Zamérime se na podil 2—1')’” se zbytkem. Ziskame prirozend ¢isla q_1,7_1, takova, ze
0 <r_y; <ba plati

(3.2)

2-r r_1

2~T:q,1'b+7’71<:>T:q71+T. (33)
Z nerovnosti 7 < 1 ziskdme:
2-r r_, 2-r
0<q ="t -t o2l oy
= Ty STy S
tak, ze 0 < ¢_1 < 1. Dosadime-li (3.3) do (3.2), dostaneme
r_ 1 2.0 1 T_1\  q-1 1 r1 g 1 2-r_4
=3 5 =t ) =y T = e
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Je-li r—1 # 0, vydélime (opét) 2 -r_; se zbytkem b a ziskdme prirozend ¢isla
q—2,7_2, takova, ze 0 < r_o < b takova, ze

2- r—1 -
=g+ —2.

b T

Tak jako diive, 0 < g_2 < 1 a spojime-li nase vysledky, dostaneme

T - q—1 1 2 T o q—1 1 ( T'_Q) o q-1 q—2 1 2- r—_o

b2 T Ty T tm\et ) Tty et T

Budeme-li postupovat dél, ziskdme prirozena ¢isla q_3,7_3, takova, ze 0 < g_3 < 1

a0 < r_3 <ba plati

2'7’,1:(],2'1)4*7’,2@

Po k krocich ziskame prirozend ¢isla q_g,r_x takova, ze 0 < q_p <1a0<r_ <b

a plati .
r_N4, L 2
b_;2j+2k+1 b

Timto postupem ziskdme dvé moznosti. Bud existuje k € N, k > 0 tak, ze r_; = 0,
nebo zbytek r_; je vzdy nenulovy pro vSechna j =1,2,3,...

Definice 3.8. S oznacenim viz vyse definujeme pro a,b € Z a b # 0 dyadickou
reprezentaci nasledovné:

1) Je-li r = 0 nebo existuje k € N, k > 0 a r_; = 0 polozime

k
_ 9=
*q-.-q0,q-1---q-k = E Z 5
j=—1

a +q...q0,g-1 - ..q—k nazyvame dyadickou (bindrni, dvojkovou) reprezen-

taci nebo dyadickym rozvojem raciondlniho ¢isla 3 .
2) Pokud vSechny zbytky r_; jsou nenulové, polozime formélné
= 17
+q...9,9-1.. . G-k ... =* >

j=—1

a+q...q0,9-1---9—k ... stejné nazyvame dyadickou (bindrni, dvojkovou)
reprezentaci nebo dyadickym rozvojem racionédlniho ¢isla §.

Definice 3.9. Nekone¢ny dyadicky rozvoj +q;...q0,9—1...9—k ... nazyvame
periodickym, pokud existuji pfirozend ¢isla v > 0 a p > 0 takovd, Ze q_(y4j) =
q—(v+j+p) = G—(v4+j+2p) = "+ pro j = 1,2,... p. PiSeme zjednodusené¢ pruh na-
hote pro periodu:

£ 90:9-1 - - 4—vq—(v11) - - - 4—(vtp)-
Nejmensi takové p se nazyva perioda dyadického rozvoje raciondlntho cisla 7.
Nekonec¢na dyadicka reprezentace racionalniho ¢isla je periodicka.

Véta 3.10. Necht a,b € Z, b # 0. Je-li dyadicky rozvoj raciondlniho cisla 3
nekoncici, potom je periodicky.
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Diikaz. Ptedpokladejme, zZe raciondlni ¢islo 3 nemd konecny dyadicky rozvoj.
Podle konstrukce dyadického rozvoje cisla ¢ ziskdvame nekonecnou posloupnost
zbytkd ro :=r,7_1,7_2,7_3, ..., ovem vSechny jsou podmnozinou {0,...,b — 1}.
Odtud jisté musi existovat dva zbytky r_j; a r_j, tak, Ze jsou identické. Bez
Gjmy na obecnosti mizeme predpokladat, ze jo > j; > 0 a pro pevné zvolené j;
vybereme minimalni rozdil p := j, — j1. Diky algoritmu ziskani dyadického rozvoje

cisla 7, ziskdme

T—jr =T=(Git+p) = "=(Git+2p) = ">

T—(j14+1) = T—(r+1+p) = T—(j1+1+2p) = """ »

T—(1+p=1) = T=(r+2p-1) = "~(j1+3p-1) = """ -

Diky tomu, zZe jsme vybrali j; minimélni, dostavime tvrzeni véty. (I
3.2. Dalsi vlastnosti dyadickych racionalnich ¢éisel

V dalsim kroku prozkoumame hru
G = pee.

KdyZ napiSeme moznosti hry G, dostaneme G = {0 | 1/2,1}. Podle pravidla
o zjednoduseni muzeme odstranit 1, takze G = {0| 1/2}. Trocha prace by vés
méla presvédéit, ze G+ G+ (—1/2) = 0 (tj. je to vyhra druhého hrace). Definujme
tedy 1/4={0| 1/2}.

Obecnéji uvazujme nasledujici hru HACKENSTRING:

eeese - e

R4di bychom oznacili G,, = 1/2™. K tomu potfebujeme ukézat, ze G,, + G,, =
Gn_1pron=1,23,.... Dikaz provedeme indukci.

Diikaz. Predpokladejme, ze jiz vime, ze G, + G, = G—1 pron=1,2, ..., t—1.
Pak pro n =t mame

Gy ={0|Go,G1,Ga,...,Gi_1}.

Je snadné vidét, ze Go > G1 > G2 > --- (neni to tak tézké, takze to nechdme
jako cviceni), takze hra se zjednodusi na Gy = {0 | G¢—1}. Zbyvé tedy ukdzat, ze

{0 | Gt—l} + {0 | Gt71} + (*thl) =0.

Vsimnéte si, ze —Gy—1 = {—Gi—2 | 0}. Dikaz, Ze ve vySe uvedené hie zvitézi druhy
hrac:
e Predpokladejme, ze zacind Levy hrac.
— Pokud Levy vezme z {0 | G;_1} 0, pak pRavy muze vzit z {0 | G;_1}
Gt_1, ¢imz ponechd soucet 0 a vyhraje.
— Pokud Levy vezme z (—Gi—1) (—Gi—2), pak pRavy vezme z {0 | G¢—_1}
G¢_1. Podle indukéni hypotézy Gi_1—Gi_o2 = —Gy_o, takze hra je nyni
Gy — Gy_o < 0. PRavy vyhrava.
e Predpokladejme, ze zacind pRavy.
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— Pokud pRavy vezme z {0 | Gi—1} G¢—1, Levy vezme ze hry {0 | G;—1}
0, tedy ponecha 0 a vyhraje.
— Pokud pRavy vezme (—Gi_1) 0, pak Levy vezme z {0 | Gt_1}. 0. To
déva {0 | Gt—1} = G4, kterd je jednoznacné kladné. Levy tedy vyhrava.
Tim je dikaz dokoncen. (I

Na zavér muzeme oznacit Gy, = 1/2". Formalné dostaneme nasledujici rekur-
zivni definici:

1/2={0]1}, 1/4={0]1/2}, 1/8={0|1/4}, 1/16 ={0|1/8},...

Nyni méme tendenci si naivné myslet, Zze mizeme prosté brat pruméry {a | b} =
“T'H). Bohuzel to neplati obecné, jak ukazuji nasledujici priklady.

3.2.1. Priklady.

1) Uvazujme hru G = {—5 | 2}. Pokud zac¢ind Levy, nechdvd zaporné ¢islo a
vyhrava pRavy. Pokud za¢ne pRavy, nechd kladné ¢islo a Levy vyhrava.
Vyhrava tedy druhy hrac¢. To znamend, ze G = 0.

2) Uvazujme G = {1/4 | 1}. Tvrdime, ze G = 1/2. Ve skutecnosti sta¢i ukazat,
ze v G—1/2 = G+ {-1]0} vyhraje 2. hra¢. To je ale snadné, dikaz
prenechame Ctenari.

I pres tento drobny netspéch muzeme v nékterych pripadech brat prameéry.
Je-li p celé ¢islo a m nezaporné celé ¢islo, pak:

P |p+l] _2p+1
om om _2m+1'

Diikaz. Nejprve uvazujme pripad 2p+1 > 0. ZapisSme pravou stranu jako soucet
(2p + 1) ¢lenti, z nichz kazdy je roven 1/2™*1 = {0 | 1/2™}. Pokud tedy v tomto
hernim sou¢tu za¢ing Levy, nemd jinou moznost nez hrat {0 | 1/2™}. Stejné tak,
pokud zac¢ind pRavy, je jeho jedinym tahem z {0 | 1/2™} do 1/2™. Uvazime-li tyto

moznosti, dostaneme hru Qjﬁl ’ 23}11 + 2%}, coz je presné leva strana. Ptipad,
kdy 2p + 1 < 0, je podobny a je ponechédn na ¢tenari. (I

3.2.2. Analyza. Ptjde nam predevsim o to, abychom zjistili, pro kterého hrace
je dand hra vyhodnéa. Koncova pozice pozice je vyhodnd pro druhého hrace v nor-
maln{ varianté hry. Zacéinajici hra¢ nemiZe tdhnout. Mnozina tahti je tedy 0, coz
také zapisujeme {|}, kde vlevo piSeme tahy biLého a vpravo tahy ¢eRného, a
oznacujeme 0. Je-li v jednom fadku jeden biLy kdmen |, ceRny hrd¢ nemize
tdhnout a biLy hra¢ mé vyhodu jednoho tahu. Hra je tedy vyhodna pro biLého
hrace. TakZe mozné tahy jsou {jo |} = 1. Bude-li podatecni pozice tvorena dvéma
biLymi kameny, tfeba o, biLy mtze zahrat do 0 nebo do 1, zatimco ¢eRny hric¢
nemuze tdhnout. Tuto situaci piSeme {0,1 |} a jeji hodnotu oznacujeme 2 (dva
tahy k dobru pro biLého hréaée). Indukei pro n biLych kamenti ziskdme

n=40,1,2,...,(n—1) |}.
Stejné jsme mohli postupovat pro ¢eRné kameny a ziskali bychom
-n={0,-1,-2,...,—(n—1)}.
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Nyni pfiddme k n biLym kamentm jeden ¢eRny |po...oce. Mozné tahy jsou

{0,1,2,...,(n—=1) | n} = n — 1/2. Pfiddme k n biLym kamenim dva ¢eRné
bo...oee, dostaneme tyto moznosti {0,1,2,...,(n—1) [n,n—1/2} =n—-1/2—
1/4. Zleva muzeme vynechat vSechny nevyhodné tahy a nechat tah s nejvétsi
hodnotou, zprava obdobné vynechame slabé tahy a nechame pouze nejmensi hod-
notu. Tak dostaneme celkem prehledny zapis {n —1|n—1/2} =n—1/2—1/4.
Pfiddme-li vpravo jeden biLy kdmen, hodnota bude n — 1/2 —1/4 4+ 1/8, atd.
3.2.3. Cisla 1/2". Ve hie HACKENSTRING miizeme pozicim piifadit jejich dya-
dickd raciondlni ¢&isla takto: o = 1, e = 1/2, pbee = 1/4, peee = 1/8, ...,
be---e=1/2" Toto pfifazeni je celkem pfirozené (odhalite pravidlo?).
3.2.4. Analyza 1/2. Dyadickému raciondlnimu éislu 1/2 jsme pfifadili hodnotu
hry joe. Pokud ukazeme, Ze o + e+ (—1) =0, tj. o® + e + |@ = 0, tedy ve hie
e + joe + @ existuje vitézna strategie pro druhého hréce ( ~~ 2). Jak se bude asi
hrat?

Zacne-li pRavy hra¢: Hra¢ nezahraje v posledni hie (tento tah mtze udélat i
pozdéji) a zahraje v prvni (druhé) hie do postaveni @o. Ze stejného duvodu Levy
hra¢, hra¢ na tahu, nezahraje sviij tah v prvni hie a zahraje ve druhé hre do
postaveni ﬁ (odebere cely druhy Fadek). V této pozici je na tahu pRavy hric¢ a
prohraje. Tedy R ~» L.

Zacne-li Levy z postaveni @: bude analyza podobné. Svym tahem se dostane hra
do postaveni [g®, kde hraje pRavy. Hrac jisté neodebere celou posledni hroméadku

(pro¢?), ale zahraje do postaveni [g a vyhraje. Tedy ve hie @: ~ 2. Analogicky

se postupuje i v pripadé @5: ( ~ 2), atd.

Priklad 3.11. Vime, ze % + % = 1. Uvazujme nyni hru HACKENSTRING 399 a
porovnejme ji s hrou % = |pe. Tedy budeme hrat hru 339 + |ec.

Zahraje-li Levy do [g®®, rychle prohraje, protoze pRavy zahraje do nulové hry
oY Tedy Levy zahraje jinak a po jeho tahu hry vypadd postaveni tato: E::
Vyhodnéjsi pro pRavého hrace je odebrani nejpravéjsi kdmen, tedy zahraje do

° PR o , .
@oo, kde Levy mé& méné taht a také prohraje.

Obracené: Zacne-li pRavy, neodebere kamen z posledniho radku, coz mtze udé-
lat i pozdéji, ale dostane se do postaveni @go, kde okamzité vyhraje Levy, protoze
prvni a tiet{ fadek je opacny (nulovd hra) a druhy fadek zac¢ind biLym kamenem.

Tedy hra 388 + @0 je nulovd a 388 = —jeo = pe = 1. M4-li pee ¢iselnou
hodnotu, nutné pee = 1.

Priklad 3.12. Ukazeme, ze

bee---@et+pee - -0=[ee---0

n n n—1

primo, indukci a strategicky.
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Je potieba dokézat, ze ve hte
bee---@+ee---@+@0c0O---0
—— —— ——
n n n—1
existuje vitézna strategie pro druhého hrace.

R: Zacne pRavy. Nezacne urcité v posledni hie, tento tah muze udélat kdykoliv
pozdé&ji. Zahraje svij optimalni tah v prvni (druhé) hie a odebere svij
nejpravejsi kamen. Hra je tedy v postaveni

bee---@+pee---@+@co-- 0
—— —— ~——
n—1 n n—1

Zde prvni a posledni hra je opacnou ( ~ 2) a tedy Levy zahraje v druhé
hie a vyhraje (R ~~ L).

L: Levy hra¢ nezahraje v prvnich dvou hrach (zde jisté vyhraje) a své tahy muze
udélat kdykoliv pozdéji (naopak, zahraje-li, prohraje). Zahraje tedy v po-
sledni hre. Zde zahraje sviij nejlepsi tah, tj. nejpravéjsi a hra se posune do
postavent:

bee---@+pee---@+@0c0O---0
—— —— —
n—1 n n—2
a na tahu je pRavy hrac¢. Tento hrac nesebere sviij prvni kdmen v posledni
hie (prohral by) a ve hréch

bee---e+ee-- o
—— ——
n—1 n

si vybere sviij lepsi tah.® Zahraje do pozice

bee---e+jee---e.

n—1 n—1

Tato pozice je diky indukénimu predpokladu rovna hre

b......
——
n—2
a prohraje.
Plati tedy véta:
Véta 3.13. Pron € N plati
L1 1
on on __2n71'
5 pee---e = {||b,e,pee,peve,....cee- -0} = {0]|1,1 1. . L} =
n n—1
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Piiklad 3.14. Vezméme hru (half) h = {0 ] 1} je ¢islo mezi 0 a 1. Ukdzeme,
7e h je 1/2. Spocitdme

l—h=1+4(=h)=1+(={0|1})=1+{=1]0}
—{0—h,1+(=1)[1+0} = {—h,0|1}
= {oly=n
h je kladna

odtud 1 — h = h a tedy h = 1/2. Rovnice 1 = h + h m4 i netrividlni feSeni.

3.2.5. Hra¢ ma vyhodu 1/2" tahu. Pomoci Conwayova formalismu (sendvi-
¢ovy princip) oznacujeme:

b={0f}=1 bee={0]1/2,1} = {0 1/2} = 1/4

be={0]1}=1/2 beee = {0|1/4,1/2,1} ={0]1/4}=1/8
atd.

V kanonickém tvaru dostaneme o = 1, pe = 1/2, pee = 1/4 a peee = 1/8.
Obecné pee---@ =1/27.

——
nx
Muzeme ukéazat, ze plati nasledujici pravidlo.

Véta 3.15. Plati1>1/2>1/4>--->1/2" > ...

Diikaz. Piipad 1 > 1/2 pfenechdme ¢tenaii. UkédZzeme, Ze z platnosti vztahu
1/2F > 1/2k! plyne pro k > 1 platnost 1/281 > 1/28+2 Jinymi slovy d;, =
{0] 1281} + {~1/2%| 0} > 0 implikuje

dipr = {0] 1/2"} + {-1/2"*1 | 0} > 0,

pro k > 1. Pokud ve hie dy41 zac¢ind Levy hrac¢, zahraje ve druhé komponenté
a ziskd 1/2FF1 — 1/2k*1 = 0 a tedy vyhraje. Pokud za¢ind pRavy a zahraje ve
druhé komponenté do 0, odpovi Levy v prvni komponenté do 0 a vyhraje. Pokud
by pRavy el svym prvnim tahem v diy; do 1/2F — 1/2F+2 Levy odpovi do
1/2F — 1/2F+1) ktera je kladna ( ~» L) diky indukéni hypotéze. Tim je dikaz
hotov. (I

Véta 3.16. Pro kaZdé celé n > 1 je zlomek 1/2™ ekvivalentni ¢islu {0 ’ 1/2”_1}.

Diikaz. Necht x = 1/2"! a y = {0 | z}. Diky indukci je # = {0 | 22}. ProtoZe
0<y<z<z+ty< 2z, jexrmeziyaxty,aleproz” az tato vlastnost neplati.
Podle véty o zjednoduseni je také z = {y | x + y}, které je ekvivalentni 2y podle
definice s¢itani. O

Nyni méme k dispozici vSechny mocniny 1/2. Z toho také plyne, 7ze kazdé celé
¢islo mizeme vydélit mocninou 1/2. Z definice je vidét, ze ve vSech hrach 1/2™
~ L, zatimco ve hrach —1/2™ ~» R. Ve hfe HACKENSTRING ziskdme opaéné
pozice zadménou barev.

Cisla tvaru m/2" jsou definovana prostiednictvim souétu her.
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Definice 3.17. Pro kazdé celé ¢éislo m > 0, ¢islo m/2™ je
/2" +1/2" +---1/2™.
mX

Lemma 3.18. Pro kaZdé celé ¢islo n > 0 plati 2/2" = 1/2"~1.

Podotknéme, ze 1/2+ 1/2 =1 a tedy toto lemma je zobecnénim této rovnosti.
Ditikaz indukci prenechame Ctenari.

Véta 3.19. Pro celd ¢isla 0 < m < n plati 2™ /2™ = 1/2"~™,

Dikaz. Protoze 2/2% = 1/27=1, je 2/27 + 2/27 = 1/27~1 4 1/2"~! nebho
4/2™ = 2/2n~1, Aplikujeme-li predchazejici vétu, dostaneme: 2/2"~1 = 1/2"72,
Tedy 22/2" = 1/2"~2. Budeme-li pokracovat naznac¢enym zptisobem ziskame tvr-
zeni véty (indukei). O

Dtisledkem predchézejici véty je tvrzeni, ze kazdé dyadické racionalni ¢islo lze
zapsat ve tvaru, kde v Citateli je liché celé ¢islo. Zabyvejme se nyni optimalnimi
tahy.

Véta 3.20. Pro kaZdé nezaporné celé cislo n > 0 a libovolné liché celé cislo k
plati
ko [k—=1]k+1
on | 2n on [’

A | 1 k-1 k-1 1 k—1|k+1
— =ttt = +0 - = :

an an oan—1 n an

O

Nabizi se otdzka, co lze vytézit z optimélniho tahu ve hie 1/24+1/2—1. Obecné
hrajeme-li ve hrach typu

(2¢+1)/2" + (2¢+1)/2™ nebo (2q+1)/2" — (2q +1)/2™
pro n > m > 0. Nasledujici véta shrne nase pozorovani.

Véta 3.21. Pron > m > 0 optimdind tah ve hrdch 1/2"™ +1/2™ nebo 1/2™ —
1/2™ je zacit ve hie 1/2™ (s vyssi mocninou dvojky).

Dijkaz. Oznaéme s =1/2" +1/2m = {0 | 1/2"~'} + {0 | 1/2m~1}.

Piedpoklddejme, ze Levy zac¢ind ve hie s. Pokud Levy zahraje, dostane bud 1/2™
nebo 1/2™. Lepsim tahem je zahréat v prvni hie (hra je delsi), protoze 1/2™ > 1/2™
(podle predpokladu) a tedy vyhraje.

Necht dale ve hie s za¢ne pRavy hrac¢. Zahraje-li v prvni hte, ziska postaveni
1/27=1 +1/2™ nebo 1/2" 4 1/2m~1. Zde lepsi tah je zahrat v prvni hie, protoZe
1/20=1 4 1/2m < 1/27 4+ 1/2m71 & 2/27 +1/2™ < 1/20 +2/2™ & 1/2™ > 1/2m.

Zbytek dikazu, tj. ¢ = 1/2™ — 1/2™, kde je lepsi zahrdt pro n > m > 0,
prenechame ¢tenari. (I
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Disledek 3.22. Pro n > m > 0 optimdlni tah ve hrdch
2p+1)/2" + (2¢+1)/2™ nebo (2p+1)/2" — (2g+ 1)/2™
je zahrdt ve hie (2p + 1)/2™ (s vyssi mocninou dvojky).

Toto zobecnéni a jeho dikaz prenechame ¢tendri, plyne z predchazejici véty.

3.2.6. Dyadické &isla obecng. Vime, 7e 3/8 = 3888, 1/8+1/8+1/8 = 3/8.

Cislo 3/8 1ze ale zapsat i jinak.

Véta 3.23. Necht r > 0 an > 1 jsou celd cisla. Potom dyadické raciondlni
¢islo md hernt vyjadrent

2r+1 r r+1
on - on—1 on—1 [~
Diikaz. 2r+1 kopif 1/2™ je 2;[1. Zacne-li Levy hrac, odebere celou jednu vétev
a hru zanechd s hodnotou (v postaveni) 5—2 = gw=7. Z druhé strany, zacne-li pRavy,
odebere jeden sviij nejpravejsi kdmen a hru zanecha v postaveni s hodnotou
2r 1 T 1 r+1
2_n + on—1 = on—1 + on—1 = on—1"
Tedy
2r+1 _ r r+1
on = on—1 on—1 [~

Alternativni zapis hry je

beeo = {pee,|| be, p} ={1/4,0|1/2,1} ={1/4|1/2} =3/8
(viz predchézejici véta pror =1 a n = 3).

3.2.7. Algoritmy vypocti. Nyni na chvili zapomeneme na zapis ¢isel pomoci
dvou zdvorek {- | -} a budeme se vénovat jednofadkovému zépisu moznych pozic ve
hfe HACKENSTRING. S minimem znalosti tak budeme schopni vypocitat hodnoty
takovych her HACKENSTRING pomoci dvojkové soustavy. Tato metoda je extrémneé
uzitecnd i pro analyzu nékterych nekonec¢nych her, kde se ndm podafi nalézt pravi-
dlo a umozni nam sestrojit herni hodnoty vsech racionalnich ¢isel. Pomoci binarni
reprezentace a této metody bude uzitecné nejen pro vysetrovani racionalnich ¢i-
sel @, ale umozni ndm pocitat i nékterd neraciondlni redlné ¢isla (redlné hodnoty
téchto her). Pomoci tohoto pravidla budeme schopni vypoétu hodnot hry Hac-
KENSTRINGU na jednom fadku. Pro HACKENSTRING vytvorime jednoradkovy zapis
pozice. Hodnoty vyjadiime pomoci zlomki nebo jako decimalni hodnoty s uréenim
opakovaci sekvence (pravidla pokracovani).

Nyni za¢neme s tim, ze budeme vypocitavat hodnoty danych jednoradkovych
her.
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Pravidlo: Pravidlo popiSeme pomoci nékolika kroku takto:

1) Méjme néjaky jednorddkovy HACKENSTRING a jeho pozici. Jednotlivé ka-
meny budeme po fadé kédovat zleva do prava pomoci pismen L a R. Kazdy
biLy kdmen zakédujeme L a ¢eRny kdmen R. Naptiiklad hodnotu hry 1%
zakédujeme jako [LLRRL], protoZe hra je v postaveni poeeo.

2) Prvni zménu L, R ozna¢ime (desetinnou) éarkou, tj. napf. [LLRRL] =
[L,RL] nebo jiny piiklad [RRRLRLR] = [RR,RLR].

3) Déle za (desetinnou) ¢arkou zaménime kazdé R nulou 0 a kazdé L jednickou
1. Napf. [L,RL] = [L,01] nebo jiny piiklad [RR,RLR] = [RR,010].

4) Na konec nasi posloupnosti zapiSeme jesté jednu jednicku, takze dostaneme
L,011 nebo RR,0101.

5) Podet pocétecnich (stejnorodych) znakii odpovidd celému &islu, napt. 1 +
0,011 nebo (—2) + 0,101.

6) Pred (desetinnou) ¢arkou méme celé éislo v desitkové soustavé a za ¢arkou
je cislo ve dvojkové soustave.

Tato metoda se nazyvd Berlekampovo pravidlo (1974). Uzitetné je také obratit
toto pravidlo, tj. k dané hodnoté sestrojit konkrétni pozici hry HACKENSTRING.
Tato metoda se ukaze jako zvlast zajimava pri vysetfovani nekonecnych her.
Naésledujici pravidlo je prirozenéjsi. Pravidlo ziskdvani hodnot her je vcelku
jednoduché (T. van Roode (2002), viz [8]). Zac¢ina-li hra biLym kamenem, oznadi-
me ho +1, naopak —1. Dale budeme predpokladat bez jmy na obecnost, ze radek
zacing biLym kamen (pro ¢eRny kdmen je situace opa¢nd). Nasc¢itdme hodnoty
biLgch kamenti od zadatku bez preskoku néjakého ceRného kamene (dostaneme
celé kladné ¢islo). Bude-li nasledovat ¢eRny kdmen, pfipo¢teme —2~", v opa¢ném
pripadé pfipo¢teme 27 ™. V nasem prvnim piikladé pozice [peeceeeo ma hodnotu

+1-1/2—1/4+1/8—1/16—1/32—1/64+ 1/128.

Maé-li hra vice radki, seCteme hodnoty vsech radku. Pokud vyslednd hodnota je
kladnd vyhraje biLy hrac¢, v opa¢ném pripadé ¢eRny. Je-li hodnota nulové, prvni
hré¢ nemuze zahrat dobfe (bez chyb druhého) a nemtize si zajistit vitézstvi. Pro
nulovou hodnotu existuje vitézna strategie pro druhého hrace.

Dale se budeme zabyvat také ,zlomky“ s nedvojkovym jmenovatelem.
Pravidlo: Metodu popiseme v nékolika krocich:

1) Pro libovolné racionalni ¢islo n oddélime celou ¢ést k a desetinnou ¢ést g.
- 11 _ _ 11
Napfi'. pro 335 dostaneme k =3 a ¢ = 55.
2) Celé ¢islo prozatim nechdme a desetinnou ¢ast prevedeme do dvojkové sou-
stavy. Pro zlomek ¢ dostaneme

qzzai' (5) 5 a; € {0,1}.
i=0

Napft. je-li ¢ = é—é, potom

1 1 1 1 1
=0.=41.= 41— 41—,
¢=0-5+1-7+0- g+ l-q5+1l-53
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Posloupnost a; zaznamename do zavorek, tj. v nasem prikladé ziskdme
[,01011]

3) K této posloupnosti piidame celé éislo k, tj. [k,aias...]. V nasem piikladu
3,01011 .

4) Nyni zakédujeme celou ¢dst k pomoci L (pokud je k& > 0) nebo R (je-li
k < 0). V nasem pfipadé je to n = [LLL,01011].

5) Posledn{ jedni¢ku vynechdme a dvojkovou (necelou) ¢dst opét zakédujeme,
misto 0 piseme R, misto 1 piseme L.

6) Znak , zaménime za LR.

7) Koneéné nakreslime herni situaci ve hfe HACKENSTRING, zaménime-li L
biLym kamenem a R ¢eRnym, tedy

NS
booceeceo = 35.

Tlustrujte tuto metodu jesté na prikladu 2%.
Nyni tuto metodu pouzijeme pro komplikovanéjsi racionalni ¢isla. Budeme hle-

dat pozici pro hru s hodnotou 1/3. Jak uz vime, pozice bude nekonecna.

Piiklad 3.24. Necht n = 1/3,k = 0a q = 1/3. Cislo 1/3 vyjadifme ve dvojkové
soustave:

3= a (A) o bertio ki o Lo Ly
_izol 2/ 7 2 4 8 16 32 64 '

Vidime, ze dostdvame posloupnost [LRRL]. Pro 1/5 dostaneme [LRRRLL]
nebo pro 20/7 = 28 = 2,710 = [LLLRLLE) atd.

3.2.8. Rekurzivni formule. Rekurzivni formule ndm pomuze spocitat hodnotu
libovolného HACKENSTRINGU, viz [3]. Pro jednoduchost uvazujme pG |, tj. na-
na:o/j:ni
pojeni hry G za hru o. Toto napojovan{ budeme nyni oznacovat (1 : G). Levy hraé
na tahu v pozici (1 : G) mtize zahrét do pozice (1 : GL), tj. sviij tah udéld nékde
ve hie G, nebo do hry 0. Pravy hra¢ mize tdhnout pouze ve hie G a svym tahem
se dostane do pozice (1 : GF).
Tedy hodnota hry je

(1:G)={0,(1:G") | (1:G")}.

Pro napojovani (—1 : G) plati analogickd formule.
Spocitame nékolik prvnich hodnot, pro celé ¢islo n dostaneme:

n= ... =5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ...,
(l:m)= ... 35 & & 1 3 123456 ..,
tj. pron =0,1,... plati
(I:n)=n+1
apron=1,2,... mdme
(1:—n)= i (3.4)
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Hodnota hry |ee---e je —n. Hodnota hry jooo---0 je (1 : n) a hodnota
—— ——

nx nx
bee---@ je (1 : —n). Ve hie (1 : —n) mé Levy hrd¢ jedinou moznost odebrat
——
nx
prvni souvisejici biLy kamen o, zatimco pRavy hra¢ mize odebirat své ¢eRné
kameny.

Tedy hodnota bude
(1:=n)={0](1:0),(1:-1),...,(1: =(n—1))}.

Indukei pfedpoklddejme, ze (1: —k) = 2% for k=0,1,...,n— 1, potom dosta-

1 1 1 1
(1:—n)= {0 ‘ 1’5""’271—1} - {0} 2n—1} ~ on’
viz (3.4).

Funkce f(z) = (1 : z) je po ¢astech linedrni. Pro dyadickd ¢isla x dostaneme
pron<z<n+l, (L:2)=f(z)=(fln+1) = f(n)-(x—n)+ f(n).
Samoziejmé situace pro (—1 : z) je analogicka. Nékolik prvnich hodnot (-1 : z)
pro cela ¢isla x jsou
r= ... =b -4 -3 -2 -1 O 1 2 3 4 )
-l:z= ... =6 =5 -4 -3 -2 -1 -1 -1 -% —-& —%

Poznamenejme, ze vSechny pozice HACKENSTRINGU jsou cisla.

neme:

Priklad 3.25. Nalezené zakonitosti nAm pomohou efektivné vypocitavat hod-
noty ¢eRnobiLych fad. Naptiklad uréime hodnotu poece.

1) Nejdiive pomoci rekurzivni formule ziskdme postupné tyto hodnoty:
a’) I. = 717
b) be=(1:-1)=1/2,
c) eoe = (—1:1/2)=-3/4,
d) pece = (1:-3/4)=5/8,
e) poece =(1:5/8)=13/8.

2) Vypodet piimo, viz [6]: Idea je skdkani po ¢iselné ose, pro biLé na zacatku
budeme skékat po jednicce, zbylé skoky vzdy zkracujeme o poloviny, pro
¢eRny kdmen se vracime. Takze hodnota jpoece = 1+1—-1/24+1/4—1/8 =
13/8.

3) Je jednoduché odvodit také (z : 1) = {2, ‘ 2®Y = {z ’ R} a(z:—1)=
{xL ’ x} (Napojovani shora, zprava.) Postupné dostaneme:

a) b=1,

) po=(1:1)=2,

) poe=(2: —1)= ({1]}: —1) = {1] 2} = 3/2,

) boso = (3/2:1) = ({1]2}:1) = {3/2| 2} = 7/4,

) loocece = (7/4: —1)=({3/2|2}:-1)={3/2|7/4} = 13/8.

4) (Berlekampovo pravidlo)

a) Okédujeme Fadu kamenu tak, Ze misto biLého kamene o piSeme 1
a ¢eRného kamene 0. Pro nas priklad tedy 11010.

b
¢
d
e
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b) Vyzna¢ime prvni zménu cifer zdvorkou: 1(10)10.

c¢) Sefteme &isla pred zavorkou, misto zavorky piSeme desetinnou ¢arku
a dalsi cifry reprezentuji dvojkovy zapis. Nakonec pridame jesté jednu
jednicku. Pro néds priklad je tedy (1,101)o =1+41/2+1/8 = 13/8.

Piiklad 3.26. Nalezneme hodnotu HACKENSTRINGU peeo. Nalezneme pozici
HACKENSTRINGU s hodnotou 7/8

Resent:

1) Hodnota je1 —1/2—-1/441/8=(8—-4—-2+1)/8=3/8.

2) Hodnota je (0,011); = 1/4+ 1/8 = 3/8 (Berlekampovo pravidlo).

3) Hodnota je {|cee,0 | pe,p} = {1/4]1/2} =3/8.
Protoze 7/8 = 1 —1/8, je také [g5o0- Cislo 7/8 je také 7-1/8. Jednoiadkova verze
je:

1) 7/8=1-1/24+1/4+1/8 = peoo,

2) 7/8 =(0,111)3 = joeco (Berlekampovo pravidlo),

3) 7/8={3/4| 1} = {peo | b} = |peco.
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HAUSDORFFOVA DIMENZE BLESKU

ALZBETA KOCENDOVA

ABSTRAKT. V tomto ¢ldnku je popsana teorie souvisejici s Hausdorffovou dimenzi.
Hausdorffova dimenze je vyuzivina k popisu miry c¢lenitosti fraktdlu. Mezi frak-
taly patii spousta prirodnich objekti a jevi. Jednim z takovych jeva je pravé
blesk, na ktery se tento ¢lanek zaméruje. Soucdsti ¢lanku je popis tvorby programu
v MATLABu na detekci blesku v obraze a nésledny vypocet Hausdorffovy dimenze
tohoto blesku.

Uvop

Tento clanek se zabyva matematickou teorii Hausdorffovy dimenze a naslednou
aplikaci této teorie na obrazky bleskt. Hausdorffova dimenze mé velky vyznam
ve fraktdlni geometrii. Udava miru ¢lenitosti jednotlivych fraktala. Mezi fraktély
nepatii jen uméle vytvorené, na pohled velmi zajimavé ttvary, ale i pfirodni ob-
jekty, ¢i jevy. Napiiklad blesk lze chapat také jako fraktal. Blesky jsou fascinuji-
cim a zaroven nebezpecnym prirodnim jevem, ktery se vyskytuje po celém svété.
Studium Hausdorffovy dimenze blesku miize pomoci porozumét jeho strukture a
vyvoji. Soucasti této prace je program v MATLABu na detekci blesku v obraze a
nasledny vypocet jeho Hausdorffovy dimenze.

1. TEORIE K HAUSDORFFOVE DIMENZI

V této kapitole si vysvétlime matematické pojmy, které jsou nezbytné k definovani
Hausdorffovy dimenze. Zaméiime se na metriky a metrické prostory, nasledné se
dostaneme k definicim Hausdorffovy miry a Hausdorffovy dimenze. Poté si vysvét-
lime pojem fraktal. Definice a véty, které se vyskytuji v této kapitole, jsou prevzaty
z 2,4, 5,6, [7].

1.1. Motivacni priklad

Predstavme si, ze mame tsecku, ¢tverec a krychli vytvorenou z néjaké hmoty.
U vsSech téchto Utvaru zmenseme rozmeéry na % puvodnich rozméru, viz obra-
zek Podivejme se, kolik hmoty je potfeba na takto vzniklé dtvary ve srovnani

2020 MSC. Primarni 68U10; Sekundarni 28A78.

Klicéova slova. Hausdorffova mira, Hausdorffova dimenze, fraktal, detekce, blesk, metoda box-
counting, aproximace.

Clének vznikl na zdkladé bakalaiské prace autorky v oboru Matematické inZenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedouci prace byla Jana Hoderové z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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s puvodnimi dtvary. Na zmensenou usecku potrebujeme % mnozstvi hmoty pu-

vodni usecky, u ¢tverce je to % mnozstvi hmoty ptvodniho ¢tverce a u krychle %
mnozstvi hmoty ptvodni krychle. Relativni mnozstvi hmoty novych ttvara vyja-
dreme jako mocninu koeficientu zvétseni, ktery je v nasem ptipadé % Pro tisecku

ziskame % = (%)1, pro ¢tverec i = (%)2 a pro krychli % = (%

exponent je souhlasny s dimenzi itvaru. Usecka je jednorozmérny dtvar, ¢tverec
dvourozmérny a krychle trojrozmérna.

3 . « .
) . VSimnéme si, ze

Obrazek 1.1. Znazornéni zmenseni tsecky, ¢tverce a krychle

Stejny postup aplikujme na Sierpifiského trojihelnik, ktery je na obrazku
vlevo. Tento trojthelnik se skldda ze ti{ trojihelniku o polovi¢nich rozmérech zob-

Obrazek 1.2. Sierpinského trojuhelnik

razenych na obrazku [I.2] vpravo. VSechny t¥i mensi trojuhelniky jsou v podstaté
stejné jako cely trojihelnik, pokud nebereme ohled na méritko. Tato vlastnost se
nazyva sobépodobnost. Vidime tedy, Ze zmenseni rozméru na % zpusobi zmenseni

potirebné hmoty na % a podle predchozich tvah hleddme takové k, pro které plati

(;)k - é (1.1)

ReSenim rovnice (1.1 ziskdme k, které md vyznam fraktalni dimenze Sier-
pinského trojuhelniku. Tu uréime tpravami

k
1 1 1 1 In3
In <2> 71n§7 kh’li —h’lg, k= m 1,58496

Dimenze Sierpifiského trojihelniku nam vysla necelociselnd, coz je prave typicka
vlastnost fraktalu.
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1.2. Metricky prostor a metrika

Definice 1.1 (metrického prostoru a metriky). Necht M # () je libovolnd
mnozina a p: M x M — (0, 00) zobrazeni spliiujici pro vSechna z,y,z € M

(ml) p(z,y) =0 < x =y, (axiom totoznosti)
(m2) p(zy) = ply, 2), (axiom symetric)
(m3) p(z,y) < p(x, 2) + p(z,9). (trojihelnikovd nerovnost)

Potom zobrazeni p nazyvame metrika na M, dvojici (M, p) nazyvame metricky
prostor. Prvky mnoziny M se nazyvaji body metrického prostoru (M, p) a Cislo
p(x,y) se nazyva vzddlenost bodi x, y v prostoru (M, p).

Definice 1.2 (pruméru mnoziny). Necht (M, p) je metricky prostor a A C
M je neprazdnd mnozina. Je-li mnozina {p(z,y) : z,y € A} shora ohranic¢end,
definujeme primeér mnoziny A jako

d(A) := sup{p(z,y) : z,y € A}.
Jestlize mnozina {p(x,y) : x,y € A} neni shora ohranicend, tak klademe d(A) :=

0o. Mnozina A C M se nazyvd omezend, jestlize d(A) < oo.

Definice 1.3 (vzdalenosti dvou mnozin). Necht (M, p) je metricky prostor
a A, B C M jsou neprazdné mnoziny. Potom definujeme vzddlenost mnozin A a B
vztahem

p(A, B) :=inf{p(a,b) : a € A,b € B}.

Vzdélenost bodu x od mnoziny A definujeme jako

p(z, A) == p({z}, 4).

Definice 1.4 (d-pokryti mnoziny). Necht (M, p) je metricky prostor a A C M.
Konecny nebo spocetny systém mnozin U; C M takovy, ze d(U;) < ¢ pro kazdé i,
se nazyva 0-pokryti mnoZiny A, pokud plati A C |JU;.

i

Obrazek 1.3. §-pokryti dvourozmérné mnoziny

1.3. Mira

Definice 1.5 (o-algebry a méfitelného prostoru). Necht X je libovolnad ne-
prazdnad mnozina. Systém S jejich podmnozin se nazyva o-algebra, jestlize plati
(s1) X €5,
(s2) AeS= X\AeS,
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oo
(83) ApeS,neN= |J 4, €5;
n=t
tedy systém S je uzavieny vzhledem k operaci doplnku a operaci spoc¢etného sjed-
noceni. Dvojice (X, S) se nazyvad méritelny prostor.
Definice 1.6 (miry na o-algebte). Necht (X, S) je méfitelny prostor. Funkci
w: S — R nazveme mirou na méritelném prostoru (X, S), jestlize plati

(p1) u(0) =0,
(p2) u(A) >0 pro kazdou mnozinu A € S,

(p3) A, € S, n € N, jsou po dvou disjunktni mnoziny — u( U An> =

o0
2. 11(An).
n=1
Vlastnost (p3) z definice se nazyva o-aditivita. Trojice (X, S, p) se nazyva
meéritelny prostor s mirou L.

Definice 1.7 (vnéjsi miry na mnoziné). Necht X je neprédzdnd mnozina. Funkce
w*: 2% — (0, 00) se nazyva vnéjsi mira na X, jestlize plati
(v1) p*(0) =0,
(v2) 4, BC X, AC B = p*(4) < u*(B),
(

v3) A, C X, neN= ,u*( U An) < ST pr(4y).
n=i n=1
Vlastnost (v3) z definice se nazyva subaditivita vnéjsi miry, coz je slabsi

vlastnost nez o-aditivita miry. Na obrazku vidime zndzornéni vlastnosti (v2)
a (v3) z definice Po vnéjsi mife nechceme zadné zvlastni vlastnosti. Leva ¢ést

X

Obrézek 1.4. Vlastnosti vnéjsi miry

obrazku znazornuje fakt, ze libovolna podmnozina mnoziny bude mit mensi miru
nez tato podmnozina. Na pravé Casti obrazku muzeme vidét, Ze sjednoceni mnozin
bude mit mensi miru nez soucet mér téchto mnozin.

Definice 1.8 (p*-méritelné mnoziny). Necht p* je vnéjsi mira na X. MnozZina
M C X se nazyva p*-meéritelnd pravé tehdy, kdyz pro libovolnou mnozinu A C X
plati

1 (A) = w* (AN M) + " (A\ M).
K predstavé této vlastnosti p*-méritelné mnoziny M pomuze nazorny obré-

zek [LEl

Véta 1.9 ([6]). Necht p* je vnéjsi mira na X. Systém M p*-méritelngch mno-
Zin je o-algebra a ziZeni u* na M je mira.
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X

Obrézek 1.5. p*-méfitelnd mnozina M

Definice 1.10 (vnéjsi metrické miry). Necht (M, p) je metricky prostor a p*
je vnéjsi mira na M. Pokud pro vSechny mnoziny E, F C M spliujici p(E, F') > 0
plati
p(EUF) = p*(E)+p"(F),
pak vnéjsi miru p* nazyvame vnéjsi metrickd mira.
Déle se budeme pohybovat v prostoru R?. Body tohoto prostoru a € R? budeme
zapisovat ve tvaru a := (a,...,aq).

Definice 1.11 (polouzavieného intervalu). Polouzaviengm intervalem rozu-
mime mnozinu

(a,b) :={zeR:q; <z; <b;, j€{1,...,d}}.
Systém vsech polouzavienych intervali zna¢ime J?.

Na obrazku vidime priklady polouzavienych interval v prostorech R a
R2. V prostoru R se jedné o intuitivni piedstavu polouzavieného intervalu neboli

Y

a ; a
Obrazek 1.6. Polouzavieny interval v R a R?

tsecky bez jednoho bodu. V prostoru R? tuto predstavu pouze rozsifime o jednu
dimenzi a ziskdme tak obdélnik bez dvou stran, tedy i bez tfech vrcholu.

Definice 1.12 (objemu intervalu). Necht I € J¢. Potom objem \g(I) intervalu

I := (a,b) definujeme jako \;(I) = H?Zl(bj —aj).

Objem intervalu lze interpretovat pro jednorozmérny interval Iy = (a,b) jako
délku tohoto intervalu Ay (l1) = b — a, pro dvourozmérny interval Is = (aq,b;) X
(az, ba) jako obsah obdélniku Ay (I3) = (by —a1)(ba — as), pro trojrozmeérny interval
by se jednalo o objem kvadru a podobné bychom mohli pokracovat do vyssich
dimenzi.
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Ve

Definice 1.13 (vnéjsi Lebesgueovy miry). Necht A C RY. Definujeme vnéjsi

d-rozmérnou Lebesgueovu miru mnoziny A jako

(o]
Ai(A) == inf{ > Xalln):IL,eJ Ac 1}
n=1 neN
Priklad 1.14. Zaméfme se nejprve na jednorozmérnou vnéjsi Lebesgueovu

miru mnoziny A. Nejdiive sestrojime systém polouzavienych intervalu I,, tako-
vych, Ze jejich sjednocenim pokryjeme celou mnozinu A. Poté seCteme objemy
vSech téchto intervali. Pokryti mnoziny polouzavienymi intervaly mtzeme ovsem
provést mnoha zptsoby a ze vSech téchto zptisobi hleddme infimum souc¢tu objem
intervalil. Na obrdzku[L.7] vidime dva mozné zptsoby pokryt{ mnoziny A = A;UA,
polouzavienymi intervaly I,,.

A A, A, A,
o\— *—0 *—0 *\—a

Obrézek 1.7. Pokryti jednorozmérné mnoziny polouzavienymi intervaly

Analogicky si muzeme predstavit dvourozmeérnou vnéjsi Lebesgueovu miru. Pri-
klad dvourozmérné mnoziny a jeji mozné pokryti vidime na obrazku Mnozina
A = A; U Ay U Az je slozend ze ti{ obdélnikt. V prvnim piipadé ji pokryjeme
jednim intervalem, ve druhém pripadé tfemi intervaly, které maji zajisté mensi
soucet objemt. Snadno si tedy predstavime, ze k infimu tohoto sou¢tu dospé&jeme
zmensovanim intervalii co nejtésnéji k jednotlivym mnozindm A,,.

Obrazek 1.8. Pokryti dvourozmérné mnoziny polouzavienymi intervaly

1.4. Hausdorffova mira

Véta 1.15 ([6]). Necht (M,p) je metricky prostor, § > 0 a s > 0. Potom
zobrazeni H}®: 2M — (0, 00) definované vztahem
H;*(A) = inf { Z (d(Uy))” - {U;}32, je 5-pokryti mnoziny A} pro AC M
i=1

je vnéjsi mira na mnozine M.
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Infimum v pfedchozi vété bereme pres vSechna moznd d-pokryti {U;}32; mno-
ziny A C M, viz obrazek [1.9

Obréazek 1.9. Pokryti mnoziny A v (M, p)

Definice 1.16 (Hausdorffovy s-rozmérné vnéjsi miry). Necht (M, p) je met-
ricky prostor a s > 0. Definujeme zobrazeni H**: 2™ — (0, 00) vztahem

H*S(A):ali%ﬂH‘; (A) pro AC M,

kde zobrazeni H}® je definovano ve vété Zobrazeni H*® nazveme Hausdorffova
s-rozmeérnd vnéjsi mira.

Definice 1.17. Necht (M, p) je metricky prostor a s > 0 je libovolné redlné
¢islo. Zuzeni Hausdorffovy s-rozmérna vnéjsi miry H*® na o-algebru vsech H™*®-
méfitelnych mnozin je mira na mnoziné M, kterou nazyvame Hausdorffova s-
rozmeérnd mira H?.

Véta 1.18 ([6]). Necht (M, p) je metricky prostor a s > 0 je libovolné re-
dlné cislo. Hausdorffova s-rozmeérnd vné&jsi mira H*® je vnéjsi metrickou mirou na
mnoziné M.

Véta 1.19 ([6]). Necht (M, p) je metricky prostor a A C M je H*-méritelnd
mnozina. Potom existuje pravé jedno redlné cislo t > 0 takové, Ze
(hl) 0 < H'(A) < oo,
(h2) H"(A) = oo pro kaZdé r € R spliufici 0 < r < t,
(h3) H"(A) =0 pro kazdé r € R spliugici r > t.
Definice Hausdorffovy dimenze je zaloZena na této vlastnosti Hausdorffovy vnéjsi

miry. Cislo t, pro které plati vlastnosti z véty je Hausdorffova dimenze mno-
ziny A C M.

Pozndmka. Hausdorffovu vnéjsi miru na (M, p) lze definovat jako
H*(A) = lim H}*(A) pro AC M,
n—oo
kde pro n € N je

BM—‘

H'*(A 1nf{z t A ©M, d(A,) < CUAM}-

i€N
Kdyz nerovnost zaménime za rovnost, dostaneme tzv. miizkovou vnéjsi miru.
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Definice 1.20 (mfizkové vnéjsi miry). Necht (M, p) je metricky prostor a s > 0.
Zobrazeni G**: 2M — (0, 00) definované vztahem

G*(A) = li_>m G:*(A) pro AC M,

kde pro n € N je

o0
G;‘LS(A) = inf {Z (d(An,i))s : An,i C M, d(An,i) = %, AC U An,i} ,
i=1 iEN
nazyvame mirizkovd vnéjsi mira na M.

Lze ukazat, ze G** je vnéjsi mira na M a ze jeji zizeni na mnozinu vsSech
G**-meéfitelnych mnozin je mira na M. Tuto miru znac¢ime G° a nazyvame ji s-
rozmérnou mrizkovou mirou. Pro m¥fzkovou miru plati analogie véty [I.19] Dale
plati, Ze je-li mnozina A G*-méfitelnd, pak je také H*-méfitelnd a G°(A) = H*(A).

1.5. Fraktal

Definice 1.21 (Hausdorffovy dimenze). Hausdorffovou dimenzi mnoziny A C
M, kde (M, p) je metricky prostor, rozumime ¢islo

D =sup{s>0:H*(A)=o0}.

Dtlezité vlastnost Hausdorffovy dimenze je, Ze na rozdil od dimenze topologické
nemusi byt nutné celoc¢iselna. Topologickou dimenzi geometrického utvaru U se
obvykle rozumi nejmensi n € NU{0} takové, ze pro kazdé § > 0 existuje d-pokryti
tohoto Gtvaru otevienymi mnozinami tak, ze kazdy bod itvaru U je pokryt nejvyse
n + 1 okolimi.

Definice 1.22 (mfizkové dimenze). M7izkovou dimenzi mnoziny A C M, kde
(M, p) je metricky prostor, rozumime &islo

D¢ =sup{s >0:G*(A) = oo}.
Jestlize A je G*-méfitelnd mnozina, pak jeji miizkova dimenze je rovna Hausdor-
ffové dimenzi.

Pozndmka. Fraktdlni dimenzi rozumime takovou dimenzi, kterda pripousti ne-
celociselné hodnoty.

Véta 1.23. Necht A C R™ je H®-meéritelnd mnoZina. Potom 0 < s < n. Tedy
Hausdorffova dimenze mnoziny A muze byt nejvyse rovna dimenzi prostoru R™.

Definice 1.24 (fraktalu). Fraktdlem nazveme takovou mnozinu, kterd je H*-
méfitelnd a jejiz Hausdorffova dimenze je ostie vetsi nez topologickd dimenze.

2. TEORIE K DETEKCI BLESKU

V této kapitole si vysvétlime matematicky aparat, ktery budeme nasledné potre-
bovat pro detekci blesku v obraze. Jedna se zejména o diskrétni konvoluci, diky
které budeme schopni aproximovat gradient obrazu. Samotny gradient je také né-
plni této kapitoly a budeme ho potiebovat pro detekci hran. Definice v této kapitole
je prevzata z [3].
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2.1. Konvoluce

Definice 2.1 (konvoluce funkeci dvou proménnych). Predpoklddejme, Ze pro
funkce f, g: R? — C integraly

77|f(x,y)|dxdy, 779($7y)dl’dy

existuji a jsou konec¢né. Potom konvoluci funkci f a g znacéime f x g a definujeme
jako

(F+g)(t,s) = / / F@.y)glt — 2,5 — y)dedy  pro (t,5) € B2,

—00 —00

Funkce g se nazyva konvolucni jadro.

Definice [2.1] popisuje konvoluci dvou spojitych funkei. Pfi zpracovani obrazu
je obvykle potfeba konvoluce diskrétnich funkci dvou proménnych, protoze obraz

je popsan pomoci jednotlivych pixeli v roviné. Pro obraz f: {0,1,...,m — 1} x
{0,1,...,n — 1} = R o rozmérech m x n pouzijeme vztah
k—1£—1
(frg)ts)=> > flt+z,5+y)g(x,y)
x=0y=0

prot€{0,....,m—k}, se{l,...,n— ¢},
kde konvolué¢ni jadro g: {0,1,...,k—1} x {0,1,...,£—1} — R m4 rozméry k x £.
Priklad 2.2. Diskrétni funkci dvou proménnych lze reprezentovat pomoci ma-
tice. Hodnoty z,y jsou soufadnice prvku matice a funkén{ hodnota f(x,y) je hod-

nota na této pozici matice. Uvedme tedy konkrétni priklad diskrétni konvoluce
v maticovém tvaru

0316410

5188135 1o 10 22 -14/-11] 3
5085594 . 90 2 _ 11 21-12+1 5
2044528 101 114 -2 2 12
7011037 -13 5 5 6 18
4110748

zdrojovy obraz konvolucnf jadro vysledek konvoluce

2.2. Gradient

Gradient se vyuziva v oblasti zpracovani obrazu pro detekci hran. Norma gradientu
funkce dvou proménnych udava, jak moc se v danych mistech méni funkéni hod-
nota. Hrany se v obraze vyznacuji velkymi zménami hodnot, takze vysoké hodnoty
normy gradientu znaci velkou pravdépodobnost, Ze se jedna o hranu. My budeme
ale potifebovat diskrétni aproximaci gradientu, protoze mame obraz slozeny z pi-
xeli. Jednou z takovych aproximaci je diskrétni konvoluce obrazu se Sobelovym
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operatorem. Tak jako gradient funkce dvou proménnych ma dvé slozky, tak i So-
beltv operator budeme muset aplikovat ve dvou smérech pro aproximaci derivace
ve sméru osy x a ve sméru osy y. Pro ziskani z-ové slozky aproximace gradientu
provedeme konvoluci s konvoluénim jadrem

-1 0 1
g, =|-2 0 2 (2.1)
-1 0 1

a pro ziskani y-ové slozky aproximace gradientu provedeme konvoluci s konvoluc-
nim jadrem

1 2 1
g,=[0 0o o]. (2.2)
-1 -2 -1

Provedenim téchto operaci ziskdme dvé matice, jedna obsahuje hodnoty z-ové
slozky aproximace gradientu, tu oznac¢ime G, a druha hodnoty y-ové slozky aproxi-
mace gradientu, tu ozna¢ime G,,. Aproximovany gradient ozna¢ime G = (G, G).
Naés zajima norma gradientu G, takze po prvcich provedeme vypocet normy apro-

ximovaného gradientu
|G| = /G, + G,>. (2.3)

Poté pro detekci hran najdeme maximum této normy a hleddme vsechny pixely,
které maji hodnotu dostatecné vysokou vici tomuto maximu.

3. TEORIE K VYPOCTU HAUSDORFFOVY DIMENZE

V této kapitole se zamérime na teorii potfebnou k vypoc¢tu Hausdorffovy dimenze.
Vysvétlime si metodu nejmensich ¢tvercl, kterou budeme potfebovat k proklé-
dani dat primkou. Poté si popiseme metodu box-counting, kterou pouzijeme pro
vypocet Hausdorffovy dimenze a kterd vyuzivd zminovanou metodu nejmensich
¢tverci. V této kapitole je ¢erpano z [1J.

3.1. Metoda nejmensich ¢tverci

Pri vypoctu Hausdorffovy dimenze potrebujeme prolozit piimku danymi body
a nasledné zjistit jeji smérnici. K tomu vyuzijeme numerickou metodu zvanou
metoda nejmensich étvercii (MNC). Tato metoda zvoli pifmku tak, aby soucet
druhych mocnin vzdalenosti vSech bodl od pfimky ve sméru osy y byl minimalni.

3.1.1. Matematicka formulace MNC. Necht ¢ je nezévisle proménnd a y(t) je
neznama funkce proménné ¢, kterou chceme aproximovat. Provedli jsme m méfeni
a priblizné jsme tedy zjistili hodnoty y pro ur¢ité ruzné ¢, takze y; ~ y(t;), pro
i=1,2,...,m. Chceme modelovat ¥ linedrni kombinaci n bazovych funkci ¢; pro
néjaké n < m, tedy

y(t) = 1p1(t) + 2002(F) + -+ - + o (t) =t Ry(2).

Funkce R, se ve statistice nazyva linedrni regresni funkce. Bazové funkce ¢; navr-
hujeme podle ocekavaného prubéhu funkce y. Urcujeme parametry xq,xo, ..., Ty,
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tak, aby
yi = R,(t;), i=1,2,...,m, neboli y~ Ax,

kde y = (y1,¥2,---,Ym)? jsou naméiené hodnoty, x = (z1,22,...,7,)7 je vektor
neznamych parametra a

<,01Et1; ‘P2Et1; @nghg

1(t2 o(t2) ... n(t2

A= w: 80: v : ::(¢17¢2a"'7¢n)'
wl(tm) 902(757”) @n(tm)

Matice A se nazyva ndvrhovd matice. Vektor ¢; = (@;(t1), ;(t2), ..., @;(tm))T,
j=1,2,...,n, je j-ty sloupec matice A. Rozdily mezi naméfenymi hodnotami y;
a aproximovanymi hodnotami R, (t;) se nazyvaji rezidua a plati pro né

n n
ri =y — Ro(ti) = yi — Z%(ti)ﬂﬁj =Yi— Zaiﬂj, i=12,...,m,
i=1 i=1

kde a;; = ¢;(t;). Pro reziduum tedy plati r = y — Ax. Nasim cilem je ur¢it para-
metry x; tak, aby rezidua byla co nejmensi. Minimalizujeme tedy soucet druhych
mocnin rezidui, jinymi slovy

Irll3 = r? — min. (3.1)
1=1

3.1.2. Normalni soustava rovnic. ReSeni minimaliza¢ni tlohy (3.1)) musi spl-
novat nutnou podminku pro extrém

ol _ 0 ; o kel
=1 Jj=1
Provedme naznacenou derivaci:
o||r|l3 - -
2
m:22(yi—2aijxj>(—aik):0, ]{7:1,2,...,77,.
i=1 Jj=1
Odtud upravou ziskame vztah
n m m
Z( aik%‘j)%‘—zaikyi; k:1727"'7n7
i=1 \j=1 i=1
ktery je mozné zapsat jako
ATAx = ATy. (3.2)

Tato soustava linedrnich rovnic (3.2)) se nazyvé normdaini soustava rovnic.
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3.1.3. Prokladani dat primkou. V pripadé vypoctu Hausdorffovy dimenze po-
tfebujeme aproximovat data primkou, neboli polynomem prvniho stupné. Bazové
funkee tedy budou pouze dvé a to ¢1(t) =t a po(t) = 1. TakZe méme dva nezndmé
parametry. Vektor téchto parametri oznac¢ime (a,b)”, aby nedochazelo ke kolizi

s rovnici primky. Zméfime hodnoty y; pro t;, kde ¢ = 1,2,..., m. Pro matici A
plati
e1(t1)  2(t1) tr 1
e1(t2)  2(t2) tz 1
A= . . =1 . .
1(tm)  p2(tm) tm 1
Dosazenim do vztahu (3.2)) ziskdme
m m m
PR IR > tiyi
i=1 i=1 ay _ | i=1 (3.3)
b o . .
Z Yi

m
Z ti m
i=1

7 této soustavy dopocitdme parametry a a b. Tim ziskdme predpis piimky y =
at + b.

3.2. Metoda box-counting

K vypoctu Hausdorffovy dimenze lze pouzit metodu box-counting. Jednd se o me-
todu odvozenou piimo z definice Hausdorffovy miry. Hausdorffova mira mnoziny
A je definovéna jako

H?(A) = lim H;°(A), (3.4)

kde
H;*(A) = inf { Z (d(Ui))s AU }2, je d-pokryti mnoziny A},

i=1
viz definici m Déle budeme uvazovat metricky prostor (R?, ps), kde poo je
maximalni metrika definovand na mnoziné R? jako

Poo(T,Y) = maLX{|3L°1 =y, w2 —yz\}-

Jednotkova koule, neboli mnozina bodu se vzdalenosti mensi nebo rovnou 1 od
néjakého bodu a, by v této metrice vypadala jako ¢tverec. Polozme 6 = % Mnozinu
A pokryjeme ¢tverci s prumeérem ¢, které mezi sebou po dvojicich maji prunik
nejvyse jednu stranu. Pocet Ctvercti obsahujicich ¢ast mnoziny A ozna¢ime N (k).

Dosazenim téchto parametri do (3.4) dostaneme

S
H?(A) = lim N(k) (1> .
k—o0 k
Znazornéni takovych pokryti mizeme vidét na obrazku kde k zvolime tak, ze
prumér étvercu je % a potom N (k) je pocet Sedych Ctverct.
P1i vypocétu Hausdorffovy dimenze z obrazku jsme omezeni poc¢tem pixelid. Hod-
notu k£ nemutzeme zvétsovat do nekonecna, protoze tim zmensujeme prumeér ¢tverct
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Obrézek 3.1. Pokryti kruznice ¢tverci

% k nule a ten nemtze byt mensi nez pramér pixelu. Limitu tedy neuvazujeme
a dostéavame pouze aproximaci

H*(A) ~ N(k) (/1)

Odtud vyjadiime nasledujicimi tpravami Hausdorffovu dimenzi s:

In H¥(A) ~ In <N(k) (;))

InH°(A) ~InN(k)+s-In (;),

“mN(E)~s-In (i) I H(A),

InN(k)~s-Ink+1nH°(A).

Vztah In N (k) ~ sln k+1n H*(A) pfipomind rovnici piimky y = at+b v logarit-
mickych souradnicich, kde a = s, b = ln H*(A), t = Ink, y = In N(k). Koeficient
b = In H*(A) je logaritmus Hausdorffovy miry mnoziny A, takze b je vskutku
konstanta. Pro vypocet Hausdorffovy dimenze pocitdme N (k) pro riznd k, jinymi
slovy pocitame y pro ruzna t. Tim ziskdvame body, které by mély priblizné lezet
na primce. Mtzeme tedy pouzit metodu nejmensich ¢tvercti k prolozeni primky
témito body a pomoci smérnice a této primky priblizné urcit Hausdorffovu di-
menzi s. Uvazujme tedy m pfibliznych hodnot y; ~ y(t;). Dosazenim za a, b, t a y

do (3.3)) dostaneme

S (k) S Ink, . S I ky In N (k)
i=1 i=1 — =
Sk m (m Hé(A)> S In N (k)

i=1 i=1
7 této soustavy dopocitame Hausdorffovu dimenzi s. Nejdfive vynasobime matice
a tim ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmgych s a In H%(A), tedy

m

sy (Ink)” + I H(A)Y Ink; =Y Ink; InN(k,), (3.5)
=1 =1

i=1
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silnkzi—i—mlan(A):ilnN(ki). (3.6)

i=1
Z rovnice (3.6 vyjadiime

SSInN(ki)—s>. Ink;

In H*(A) = = - =1 (3.7)

a dosadime do rovnice (3.5)):

2 = 1=
sy (Ink)* + = - ! > k= Ink; In N (k).
=1 =1 1=1

Odtud uz snadno vyjadiime s:

m m m 2 m
smy _ (Ink;) +ZlnN i)Zlnki—s<Zlnki> =mYy Ink; InN(k),
i=1 i=1 i=1

=1

m

lenk In N(k;) — ZlnN( )Z

i=1 =1 1=1

i(lnk) (Zlnk)2

=1

S =

Ziskali jsme vztah pro Hausdorffovu dimenzi, do kterého stac¢i uz jen dosadit rtizna
k; a k nim pfislusnd N (k;).

K implementaci této metody je potfeba zavést pojem skdlovaci faktor. Méjme
pri prvni iteraci pokryti mnoziny ¢tverci o prumeéru %, v ostatnich iteracich zmen-
Sujeme primér étvercii na polovinu priméru étvercit predchozi iterace. Skalovacim
faktorem pro i-tou iteraci rozumime hodnotu zmenseni priméru ¢tvercu oproti
prvni iteraci Prvni iterace ma tedy skédlovaci faktor 1, protoie je % nasobkem pru-
méru - Druhd iterace mé skdlovaci faktor 2, protoze je 5 L nasobkem prameéru %
Podobne i-t4 iterace ma skalovaci faktor 2¢~ 1.

Priklad 3.1. Postup pri vypoctu Hausdorffovy dimenze metodou box-counting
si ukdzeme na kruznici. Na obrézku [3.2] vidime tii iterace pokryti kruznice ¢tverci.
Pocty téchto ¢tvercu a k nim prislusné hodnoty skélovaciho faktoru jsou uvedeny

/] N 7 i

AN 4R N A

Obrazek 3.2. Pokryti kruznice ctverci




HAUSDORFFOVA DIMENZE BLESKU 77

v tabulce 3.1} Zaroveri zde vidime i prirozené logaritmy téchto hodnot, které bu-
deme potfebovat k prokladani piimky daty. Hodnoty log S a log N znazornime

iterace skalovaci faktor S pocet ¢tvercd N logS log N

prvni 1 12 0 24849
druh4 2 28 0,6931 3,3322
tieti 4 60 1,3863  4,0943

Tabulka 3.1. Hodnoty skélovaciho faktoru a pocty pokryvajicich ctvercia

graficky jako body a pomoci metody nejmensich ¢tverca témito body prolozime
piimku. Body a prolozenou primku vidime na obrazku [3.3] Smérnice této pFmky

5

0 1 2 3 4 5
log(S)

Obrazek 3.3. Prolozeni dat primkou

je 1,1610. Hausdorffova dimenze kruznice nam tedy vysla 1,1610. Pro pfesnéjsi

vysledky bychom mohli provést vice iteraci, ale pro vysvétleni postupu nam tyto
tTi iterace staci.

4. TVORBA PROGRAMU

V této kapitole si popiSeme postup pri tvorbé programu na detekci blesku v obraze,
jeho zjednoduseni na jednopixelovou krivku a néasledny vypocet Hausdorffovy di-
menze tohoto blesku Nejdiive prevedeme obrazek na cernobily, nasledné najdeme

v obrazku blesk a zjednodusime ho na jednopixelovou kiivku. Nakonec spocitame
Hausdorffovu dimenzi takto zjednoduseného blesku.

4.1. Priprava obrazku

Nejdiive nacteme barevny obrazek o rozmérech, které si oznac¢ime m x n. Tento
obrazek lze tedy chépat jako matici m x n, kterou si ozna¢ime O. V MATLABu
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ma tato matice prvky, kterymi jsou jednorozmeérnda pole o tfech prvcich, kde jsou
ulozené hodnoty jednotlivych slozek RGB, coz si lze predstavit také jako tii ma-
tice, kde kazda obsahuje informace pouze o jedné ze t¥i slozek. Obrazek nésledné
prevedeme na cernobilou verzi tak, aby se co nejvice eliminoval sSum. K tomu po-
uZijeme soucet poméru slozek RGB. Cervenou slozku nasobime koeficientem 0,25,
zelenou 0,5 a modrou 0,25. Ozna¢me matici ¢ernobilého obrizku BW a matice
barevnych slozek R,G,B. Potom plati BW = 0,25R + 0,5G + 0,25B.

4.2. Detekce blesku

Po prevodu obrazku na ¢ernobily je nutno v ném najit blesk. Hledani blesku prove-
deme na zakladé myslenky, ze blesk by mél byt nejsvétlejsi ¢ast obrazku a zaroven
by hrany blesku mély byt velmi vyrazné. Vytvorime si tedy dvé matice. Jedna
bude obsahovat informace o tom, kde se nachazi pixely s dostatecné velkou inten-
zitou a druhd matice bude obsahovat vysledek po detekci hran. Obé tyto matice
obsahuji hodnoty pouze 0 a 1, kde 1 znamen4, ze pixel je soucasti blesku a 0, ze
nikoliv. U takovych matic lze tedy provadét logické operace. Hledané pixely blesku
maji vysokou intenzitu nebo se v jejich okoli prudce méni intenzita. Matici nesouci
informaci o blesku tim padem ziskame jako logicky soucet téchto dvou matic.

4.2.1. Hledani dostatecné intenzity. Projdeme tedy vsSechny prvky matice
BW a najdeme jejich maximalni hodnotu, jinymi slovy projdeme vsechny pixely
obrazku a najdeme hodnotu nejsvétlejsitho pixelu. Tuto hodnotu si ulozime a vy-
tvorime si nulovou matici V. Zvolime si hodnotu parametru p tak, ze 0 < p < 1,
ktery znaci minimalni hodnotu intenzity vi¢i maximu, kterou musi blesk mit.
Znovu projdeme vSechny prvky matice BW a tém, které maji hodnotu alespon p,
pritadime v matici V hodnotu 1. Ostatni pixely této matice maji hodnotu 0.

Piiklad 4.1. Hledani dostateéné intenzity si predvedeme na obrazku
ktery uz je preveden na Cernobilou verzi. Najdeme maximalni hodnotu mezi vSemi
pixely a nasledné volime rtzné hodnoty parametru p. Hledame pixely s hodnotou
vétsi nebo rovnou p-nasobku nalezeného maxima a tém priradime hodnotu 14,
neboli bilou barvu. Ostatni pixely maji hodnotu 0 a jsou cerné. Vysledky lze vidét

na obrazcich {10 az [4.11

Priklad |4.1] je realizovan na obrazku o malém rozliseni, abychom mohli sledovat,
co se déje na pixelové trovni a tim ziskali predstavu, jak metoda funguje.

4.2.2. Detekce hran. Detekci hran realizujeme pomoci Sobelova operatoru, pro-
vedeme tedy konvoluci ¢ernobilého obrazu BW s konvolu¢nim jadrem g, ze vztahu
, tim ziskdme matici G, a poté i s konvoluénim jadrem g, ze vztahu
a tim ziskdme matici G. Nédsledné vypocitame normu aproximovaného gradientu
G podle vztahu . Projdeme vSechny prvky matice s hodnotami této normy
a najdeme mezi nimi maximum. Poté se budeme fidit hodnou parametru g, ktery
volime tak, ze 0 < g < 1. Projdeme znovu vsechny prvky a pokud maji hodnotu
alespon g krat nalezené maximum, nahradime je hodnotou 1, v opa¢ném pripadé je
nahradime hodnotou 0. Tim ziskdme matici nesouci informaci o tom, které prvky
povazujeme za hrany a které ne.
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(a) Obrézek blesku (b) Intenzita od 40% (c) Intenzita od 45%

=
a
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(d) Intenzita od 50% (e) Intenzita od 55% (f) Intenzita od 60%

Obrazek 4.1. Obrazek blesku a pixely s urc¢itou minimalni intenzitou
Priklad 4.2. Pro ndzornost provedeme konvoluci obrézku se Sobelovym

operatorem. Na obrazku vidime vysledek konvoluce s konvoluénim jadrem
g, a na obrazku vysledek konvoluce s konvolu¢nim jédrem g, . Zndme prvky

=
=

(a) Obrézek blesku (b) Derivace ve sméru osy x (¢) Derivace ve sméru osy y

Obrazek 4.2. Obrazek blesku a smérové derivace

matic G, a Gy, takZe spoc¢itdme normu aproximovaného gradientu G = (G:,;, Gy)

jako
IGl = /6.2 +G,2.
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Tato norma je zobrazena na obrazku Vidime, Ze ¢erné pixely reprezentujici
zaporné hodnoty se zde uz nevyskytuji, to je zptsobeno druhou mocninou matic

(g

Obréazek 4.3. Norma aproximovaného gradientu

Nésledné najdeme maximalni hodnotu v matici normy gradientu a zvolime si
rizné parametry g, které ndm udévaji miniméalni pozadovanou hodnotu relativné
k hodnoté tohoto maxima. Pro tyto hodnoty ¢ nalezneme vsechny pixely splnujici
tuto podminku. Vysledky tohoto postupu provedeného pro ruzna g vidime na

obrazcich .40 az (.41

(a) Obrézek blesku (b) Norma gradientu od 5%

-l

%
- - "
il

(d) Norma gradientu od 15% (e) Norma gradientu od 20% (f) Norma gradientu od 25%

Obrazek 4.4. Obrazek blesku a pixely s ur¢itou minimalni hodnotou normy
gradientu
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4.2.3. Konstrukce blesku. Provedli jsme hledani dostateéné intenzity obrazku
a detekci hran. Ted se vratime k tvaze, ze blesk je logicky soucet téchto dvou
vysledki.

Priklad 4.3. Na vysledcich z prikladu a si ukdzeme provedeni logic-
kého souctu. Mame dvé matice, jejichz prvky nabyvaji pouze hodnot 0 a 1. Logicky
soucet téchto matic nam da matici, kde bude na prvku hodnota 1, pokud je hod-
nota 1 na alespon jedné ze séitanych matic, jinak je zde 0. Realizaci vidime na
obrazku [4.5] Tento vysledek uz lze povazovat za detekovany blesk.

l"‘i i

1

(a) Intenzita od 45% (b) Norma gradientu od 10% (c) Logicky soucet

Obrézek 4.5. Zndzornéni logického souctu

4.3. Aproximace jednopixelovou krivkou

K aproximaci blesku jednopixelovou kfivkou, tedy krivkou, kterd ma tloustku
pouze velikosti jednoho pixelu, vyuzijeme funkci bwmorph, ktera slouzi k prova-
déni morfologickych operaci na binarnich obrazech. Vstupy této funkce jsou obraz,
nazev provadéné operace a pripadné dalsi specifikace. V nasem pripadé potiebu-
jeme provést skeletonizaci, kterd mé jakozto vstupni parametr funkce bwmorph,
v MATLABu nazev ’skel’. Vystupem této funkce je ,kostra® vstupniho obrazu,
neboli jednopixelova kiivka.

Priklad 4.4. Priklad si ukdZeme na obrizku ktery jsme uz v predchozi
kapitole pripravili k aproximaci jednopixelovou ktivkou. Na obrazku vidime
srovnani detekovaného blesku s vyslednou aproximaci.

4.4. Vypocet Hausdorffovy dimenze

K vypoctu Hausdorffovy dimenze pouzijeme metodu box-counting. Tato metoda
vyzaduje déleni obrazu na stejné velké ¢tverce, kde se méni velikost ¢tvercu v kazdé
iteraci. Pro usnadnéni takového déleni si rozsitime obraz o éerné pixely tak, aby
byl obraz ¢tvercovy o délce strany néjaké mocniny dvojky. Tuto mocninu dvojky
volime nejnizsi moznou. Po této tpravé se bude obraz snadno délit na ctverce.
Zvolime prvni déleni a nasledné déleni ziskdme rovnomérnym rozdélenim jednoho
¢tverce na ¢tyri mensi ¢tverce. Upravené rozméry nam zarucuji, ze timto zptisobem
muzeme pokracovat v déleni az do iterace, ve které maji ¢tverce velikost jednoho
pixelu.
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(a) Detekovany blesk (b) Jednopixelové kfivka

Obrazek 4.6. Aproximace blesku jednopixelovou kfivkou

Vytvorime si tedy dvé pole. Prvni pole S bude slouzit k zapisovani hodnot skalo-
vaciho faktoru. Do druhého pole N budeme zapisovat pocet ¢tverci, které obsahuji
alespon jeden bily pixel. V kazdé iteraci ¢ zapiSeme hodnoty S(i) a N(i). Mame
tedy namérené hodnoty Skélovaciho faktoru a k nim piislusné pocty ¢tvercta. Té-
mito daty potfebujeme po jejich zlogaritmovani prolozit pfimku. K tomu vyuzijeme
metodu nejmensich ¢tvercti. Jakmile mame prolozenou primku, staci zjistit jaka
je jeji smérnice. Ta je totiz rovna vypocitané Hausdorffové dimenzi.

Priklad 4.5. V predchozi kapitole jsme si pripravili jednopixelovou krivku
aproximujici blesk. Na ni si ted ukdzeme vysledky po vypoctu Hausdorffovy di-
menze. Na obrizku vidime jednopixelovou kfivku a prolozeni ziskanych bodu
primkou. Smérnice piimky, tedy i Hausdorffova dimenze kiivky, vychazi v tomto
pripadé 1,45722.

log(N)

0
0 1 2 3 4 5 6
log(S)

(a) Jednopixelova kiivka (b) Prolozeni dat piimkou

Obrazek 4.7. Vypocet Hausdorffovy dimenze

5. HAUSDORFFOVA DIMENZE BLESKU

Vtéto kapitole se kone¢né dostavame k vypoc¢tu Hausdorffovy dimenze blesku. Po-
moci programu vypocitdme Hausdorffovu dimenzi nékolika obrazka bleski, které
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nejdiive vhodné upravime. Vysledky vypoctu Hausdorffovy dimenze vidime v ta-
bulce Hausdorffova dimenze se u riuznych bleski lisi. Ve zkoumanych ptipadech
této kapitoly se pohybuje mezi 1,156 a 1,501.

Hausdorffova dimenze obrazka blesku

1,501 1,333 1,271 1,270 1,156 1,373 1,204 1,235

Tabulka 5.1. Vypocitané hodnoty Hausdorffovy dimenze

ZAVER

V tomto ¢lanku byla popsana teorie souvisejici s Hausdorffovou dimenzi. Nasledné
byl vytvoren program na detekci blesku v obraze, aproximaci blesku jednopixelo-
vou kfivkou a nésledny vypocet Hausdorffovy dimenze. Tento program byl pouzit
na vypocet Hausdorffovy dimenze bleskii. Tato dimenze se u ruznych blesku lisi
podle miry zmenseni napéti mezi mraky nebo mezi mrakem a zemi. Rozdilné hod-
noty Hausdorffovy dimenze jsou zptsobené také tim, ze blesk je trojrozmeérny
objekt, ale my detekujeme jeho tvar z pramétu do roviny.
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APLIKACE GEOMETRICKYCH ALGEBER V KVANTOVEM
POCITANI

JAN MICHALEK

ABSTRAKT. Tato prace se zabyva vyuzitim geometrickych algeber v kvantovém po-
Citdni. Zacind definici obecné Cliffordovy algebry a poté odvozuje specifickou kom-
plexni geometrickou algebru, kterd je vhodna pro reprezentaci kvantovych vypoctu.
Tento pristup je porovnavan s tradi¢ni metodou pouziti klasické maticové reprezen-
tace. Analyzou a porovnanim téchto dvou metod si tato prace klade za cil poskyt-
nout poznatky o potencidlnich vyhodédch pouziti geometrickych algeber pro aplikace
v kvantovém pocitani.

Uvobp

Kvantové pocitani je relativné novym, i kdyz velmi dynamickym oborem infor-
matiky. Pro dalsi rozvoj je nezbytné solidni matematické ukotveni. V soucasné
dobé je nejbéznéjsim zpusobem reprezentace kvantovych stavi a operaci takzvany
Diractv formalismus. Jednd se o elegantni nastroj, ktery nam poméha zvladnout
vsechny komplikace, které nam kvantové pocitani prinasi. Vede k maticové re-
prezentaci, kde jsou qubity chédpany jako vektory a kvantovO br8nz jako matice.
Dimenze matic vsak s vys$sim pocCtem vstupnich qubiti roste a stava se vypocetné
naro¢néjsi.

Tato prace se pokusi poskytnout alternativu. Bude ukazano, ze aparat geo-
metrickych algeber mtize byt pro kvantové vypocty stejné vhodny a v nékterych
konkrétnich aplikacich dokonce vyhodnéjsi. Bude zavedena obecné Cliffordova al-
gebra a odvozena specialni geometrickd algebra. Kvantové stavy pak budou repre-
zentovany prvky geometrické algebry. Kvantové brany jsou také asociovany s prvky
této algebry a to umoznuje primou aplikaci a vypocty v ramci jedné algebraické
struktury. Tento pristup bude porovnan s maticovou reprezentaci na jednoduchych
prikladech.

1. ALGEBRAICKY ZAKLAD

V teto kapitole jsou uvedeny a vysvétleny klicové pojmy potfebné k pochopeni
prezentovanych konceptu.

2020 MSC. Primarni 68Q12; Sekundarni 15A66.

Klicova slova. Cliffordova algebra, geometrickd algebra, kvantové pocitani.

Clének vznikl na zakladé bakaldiské prace autora v oboru Matematické inZenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedouci prace byl Petr Vagik z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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1.1. Tenzorové prostory

Tenzory jsou abstraktni objekty, které lze definovat nékolika zpisoby. Nejprve
predstavime univerzalni vlastnost, kterd nam dava omezeni, ktera musi byt vzdy
splnéna. Tato definice vSak neni konstruktivni. Proto uvedeme také alternativni
definici tenzoru.

Definice 1.1 (Univerzalni vlastnost). Tenzorovy soudin dvou vektorovych pro-
stora V' a W, které jsou nad stejnym polem K, je vektorovy prostor V & W spolu
s bilinedrnim zobrazenim ® : (v,w) —» v w, ® : Vx W — V @ W, takovym,
ze pro kazdé bilinedrni zobrazeni h : V x W — Z existuje jednoznacné linearni
zobrazeni h: V@ W — Z, které splituje h = ho® (nasledujici diagram komutuje).

VxW—2  _vew
h

Z

Univerzalni vlastnost by ndm méla slouzit jako ovéreni, zda je dané konstrukce ten-
zorového soucinu platnd. Pokud plati univerzalni vlastnost, pak je zkonstruovany
tenzorovy soucin spravny.

Definice 1.2 (Tenzorovy sou¢in). Méjme dva vektorové prostory V a W nad
stejnym polem K. Tenzorovy souc¢in V®W je vektorovy prostor spolu s prislusnym
bilinearnim zobrazenim V x W — V ® W které vezme prvky ve Vaw € W a
zobraz{ je na prvek vektorového prostoru V@ W, (v,w) — v ® w.

Definice 1.3 (Dimenze tenzorového prostoru). Mé&jme dva vektorové prostory
VaWsdimV =nadimW = m. Pak tenzorovy prostor V ® W ma dimenzi
dimV @ W = mn.

Jednim zvlasté zajimavym piikladem tenzorového soucinu je Kroneckeriv sou-
¢in. Je Siroce vyuzivan v kvantovém pocitani. Kroneckeriiv soucin bere jako vstupni
prvky dvé matice a jako vystup vytvari jinou matici s vyssi dimenzi.

Definice 1.4 (Kroneckeriv souéin). Vezméme dvé matice A, B ve tvaru

a1 ... Gip bii ... by
A= : . : , B=
Aml -  Qmn bpr ... byg
Pak jejich Kroneckeriuv soudin, znaceny C = A ® B, m4 tvar
annB ... a1,B
C=A®B= : . : : (1.1)

amiB ... amnB
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1.2. Tenzorova algebra
Po zavedeni tenzorovych prostorii 1ze nyni zkonstruovat tenzorovou algebru.

Definice 1.5 (Tenzorovd mocnina). Necht V je vektorovy prostor nad polem
K. Pro kazdé k € N je definovana k-ta tenzorova mocnina V jako tenzorovy soucin
V' k-krat sam se sebou:

TV =V =V eVe---aV.

Definice 1.6 (Tenzorova algebra). Tenzorovd algebra T(V) je konstruovana
jako pfima suma T*V pro k =0,1,2,..., tj.

T(V):éT’“V:K@V@(V®V)€B(V®V®V)@---. (1.2)
k=0

Pod T°V je rozuméno zékladni pole K.

Definice 1.7 (Gradovana algebra). Algebra A nad polem K je nazyvdna gra-
dovanou, pokud miize byt zapsina jako pfima suma A = EB,CO';OA’“ vektorovych
prostortt nad K, takovych Ze zobrazeni nasobeni spliiuje A* x Al — AR+

7 definice tenzorové algebry je ziejmé, Ze tato algebra je gradovana. Naptiklad
skaldr (T°V) je tenzor fadu 0 a m4 stupeii 0, vektor (T'V) je tenzor fadu 1 a
ma stupen 1 a tak dale. Tato vlastnost tenzorové algebry umoznuje manipulaci
s objekty raznych stupnu v ramci jedné algebraické struktury.

1.3. Cliffordova algebra

Cliffordova algebra je znacena CI(V,Q), kde V je vektorovy prostor a Q je kva-
dratickd forma definovand na vektorovém prostoru V. Presna definice pak muze
byt zapsana nasledovné.

Definice 1.8 (Cliffordova algebra, [6]). Necht V' je n-rozmérny vektorovy pro-
stor nad zdkladnim polem K a @ je kvadraticka forma na V. Cliffordova algebra
je pak definovana jako

TWV)/1(Q)=T(V)/(vev—-Q(v)l)
kde T(V') je tenzorova algebra vektorového prostoru V', I(Q) je oboustranny idedl
generovany kvadratickou formou @ a 1 je multiplikativni identita ve V.

Budeme se soustredit zejména na pripady, kde zédkladni pole K je R nebo C.
Cliffordova algebra mé také nékteré zajimavé vlastnosti. Tato algebra je volna,
unitarni, asociativni a také gradovana.

Alternativnim zpusobem popisu Cliffordovy algebry je univerzdlni vlastnosti.
Tento pristup neni konstruktivni, ale poskytuje dobry kontext pro hlubsi porozu-
méni.

Definice 1.9 (Univerzalni vlastnost Cliffordovy algebry). Necht V' je vektorovy
prostor nad polem K, necht A je unitarni asociativni algebra s operaci ®. Necht
Cl(V,Q) je Cliffordova algebra s operaci *. Déle necht i je linedrni zobrazeni i :
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V — Cl(V,Q) splijici i(v) xi(v) = Q(v)1 pro viechna v € V. Toto zobrazeni je
definovdno pomoci univerzalni vlastnosti: Pro libovolnou unitarni asociativni
algebru A nad K a libovolné linedrni zobrazeni j : V' — A, které spliiuje j(v) ®
j(v) = Q(v)14, kde 14 znaéi multiplikativni jednotku v A, pro vSechna v € V,
existuje jednoznacény algebraicky homomorfismus f : Cl(V,Q) — A, pro ktery
plati, ze nasledujici diagram komutuje.

v = CUV,Q)

S

Komutovanim je mysleno, foi = j.

Vektorovy prostor V' je vybaven kvadratickou formou ), a proto muze byt
vytvorena ortogondalni baze. S vyuzitim symetrické bilinedrni formy asociované
kvadratické formé @ muzeme psét: (e;,e;) =0 proi # j a (e;,e;) = Q(e;).

Casto se setkavame s Cliffordovymi algebrami zapsanymi ve formé Clpq(V,Q).
Ty jsou nazyvany p, g Cliffordovymi algebrami. Nyni ukdzeme obecny piiklad vy-
svétlujici vyznam koeficient p, ¢, spravné oznacovanych jako signatura Cliffordovy
algebry.

Necht K = R je zdkladni pole pro vektorovy prostor V' = span{vy,...,v,}
vybaveny kvadratickou formou Q(c1vy + - - + a,vy,), kde @ € R. Formu mizeme
zapsat nasledujicim zpusobem:

Qg
(Oél PN an) A s
75
kde uvazujeme «; jako koeficienty vektoru v zapsaného v bézi, a A znaci matici
odpovidajici dané kvadratické formé.
ProtoZe vime, Ze matice A je symetrickd, A = A7, z definice kvadratické formy
plyne, ze A je ortogondlné diagonalizovatelnd:
Al
UTAU = A =
An

Nyni je baze zménéna vzhledem k diagonalizaci, V' = span {x1,...,x,}. Kvadra-
tickd forma je nyni prepsana do tvaru

Q(lel ++ﬂnxn) :)\IB%++A71B72L7 Bi eR.

To znamen4, Ze miizeme jednoduse psat Q(x;) = A;, odkud odvodime x? = \;.
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Podivejme se nyni detailné ¢emu mize byt A\; rovno. Moznosti se rozpadnou do
t¥1 neizomorfnich ptipadi:

—1.

Lze ukazat, ze jiné ptipady, napriklad 2, jsou izomorfni bud s 1 nebo —1.

Shrnuti vSech poznatki a informaci je nasledujici. Necht A je Cliffordova alge-
bra A = CI(V,Q) s n generatory, pak vektorovy prostor V a kvadratickd forma
@ mohou byt zapsédny nasledovné (kvadratickd forma je jiz ortogonalizovdna s
nenulovymi prvky na diagonéle):

V:Span{xla"'7Xp7yla"'7yqazla"'7zr}7 ptg+r=n,

Qarxy + -+ apXp + S1iy1 + -+ Beyg + Mz + -+ %zr), @iy Bisvi ER
Pro kazdé x, y, z nyni plati, jiz dfive popsany, specidlni pripad:
xle, y?:—l, z?z().
V této praci se budeme zajimat o algebry, kde r = 0. Koeficienty p, ¢ lze nyni
snadno vysvétlit. Pocet prvka v bazi, jejichz druha mocnina je 1, je koeficient p, a
pocet prvkl v bézi, jejichz druhd mocnina je —1, je koeficient q. Konkrétni algebra
je potom zapsana se svou signaturou:

Cly.q(V; Q)-

1.4. Vnéjsi algebra
Vnéjsi algebra, znamé také jako Grassmannova algebra, se pouzivd zejména v
geometrii pri studiu ploch, objemt a objektti vyssi dimenze. Vyuziva vnéjsi soucin.
Definice 1.10 (Vnégjsi algebra). Necht V' je n-rozmérny vektorovy prostor nad
zédkladnim polem K a I je ideédl generovany (u®u). Vnéjsi algebrou pak rozumime:
T(V)/(u@u),
coz se obvykle znaci jako A(V).
Na této algebre je definovan tzv. vnéjsi soucin, v anglictiné znamy jako wedge
product, viz [0].
Definice 1.11 (Vnéjsi soucin). Necht V je vektorovy prostor nad zdkladnim

polem K. Potom zobrazeni A\ : V x V — V ® V se nazyva vnéjsi soucin, jestlize
ma nasledujici vlastnosti:

(A1) Antisymetrie:
uAv=-vAu,
(A2) Skdlovdni:
(cu) Av=a(uAv),
(A3) Distributivita:
uA(v+w)=(uAVv)+ (uAw)
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pro vSechna u,v,iw eV aa € K.

Tato definice miize byt rozsfiena na A : V x --- x V. — V®* &imy se piida
asociativita. Linearni kombinace soucinti dvou vektortt u A v se nazyva bivektor,
podobné linearni kombinace soucint t¥i vektort se nazyva trivektor a linearni
kombinace soucint k vektoru se nazyva k-vektor. Linearni kombinace smiSenych
k-vektoru se nazyva multivektor. Budeme také pouzivat termin blade. Blade k-
tridy se skladd z vnéjsiho soucinu k vektort. Bivektor lze chapat jako orientovanou
rovinu a trivektor jako orientovany objem.

Definice 1.12 (Vnégjsi mocnina). k-t4 vnéjsi mocnina, /\k(V)7 je definovana
jako vektorovy podprostor A(V) generovany prvky ve tvaru x3 Axa A-- - Axy, kde
x;, €V.

1.5. Bra-Ket notace

Pri praci s vektory bude pouzita bra-ket notace. Tato notace je ¢asto vyuzivana
v kvantovém pocitani k popisu kvantovych stavi. Poskytuje zpusob, jak popsat
vektor v v komplexnim vektorovém prostoru. Ket je oznacovan jako |a), a bra je
oznacovan jako (al.

Pouziti bra-ket notace je efektivnéjsi nez zapis vektorit do sloupct ¢i radki a
umoznuje snadnéjsi manipulaci s vektory. Bra reprezentuje sloupcovy vektor a ket
vznikne jeho transpozici a komplexnim sdruzenim:

‘a> - . ) <Cl| = (al

Obecné lze psat: (a|l = |a), |a)T = (a|, kde symbol { je pouzivin pro oznaceni
konjugované transpozice.

Vnitini soucin dvou vektoru je pak zapsan ve tvaru (a||b), coz se zkracuje na
(alb).

2. KVANTOVE POCITANT

2.1. Qubit

Qubit je zakladni jednotkou v kvantové informatice a lisi se od klasického bitu,
ktery ma pouze dva mozné stavy - 0 nebo 1. Qubit totiz mize existovat v superpo-
zici obou stavu. To znamend, Ze qubit muze uchovavat nejen 0 nebo 1, ale vSechny
mozné kombinace téchto stavi soucasné. To otevird siroké spektrum moznosti pro
zpracovani a ukladani informaci zptisoby, které klasické bity neumoznuji. Tato zvy-
Send flexibilita ma vsak svou protivahu. Hlavni vyzvou v kvantovém pocitani je
najit zpusoby, jak pomoci matematického aparatu reprezentovat a manipulovat s
témito superpozicemi. Dalsi vyzvou je navrhnout a sestavit hardware, které by
tyto vypocty mohl efektivné implementovat.
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Pro reprezentaci qubiti budou definovany dva ortonormalni bazové stavy. Bu-
. 1 0 . " L
dou znaceny |0) = (O> a|l) = <1> Tyto dva stavy jsou vétSinou nazyvany
vypocetni bazi.
Obecny kvantovy stav je ztotoznén s normalizovanym vektorem, generovanym
z ortonormdalni vypocetni baze v dvoudimenziondlnim prostoru. Jak jsme jiz diive

zminili, qubit je kombinaci, v nasem piipadé linedrni kombinaci, zakladnich stavi
a muze byt napsan nasledujicim zpusobem:

) =l + 811} = (5). )

kde koeficienty « a 8 jsou komplexni ¢isla.

Koeficienty « a § jsou spravné nazyvany pravdépodobnostni amplitudy. Pokud
zméifme dany qubit, pravdépodobnosti ziskani vysledkit |0) nebo |1) jsou |a|?
piipadné |3]2. Druhy axiom pravdépodobnosti ndm dava omezeni |a|? + |3]? = 1,
které musi vzdy platit. Koeficienty a a S jsou komplexni ¢isla a pravé kvili tomu
mé qubit CtyTi stupné volnosti. Existuje vice zpusobu, jak se vyrovnat s tim, Ze
pracujeme s objektem, ktery mé ¢tyri stupné volnosti. Daji se také nalézt zpusoby,
jak qubit vhodné vizualizovat.

2.2. Blochova sféra

Elegantnim zpusobem reprezentace qubitu je Blochova sféra.

Vratme se ke vztahu 7 muzeme vidét, ze k popsani jednoho qubitu je potieba
kombinace dvou zdkladnich stavi. Také vime, ze koeficienty « a 8 jsou komplexni
c¢isla. Kazdy dany stav tak muze byt popsan Ctyrmi redlnymi ¢isly. Takovy systém
by bylo obtizné vizualizovat.

Ovsem vzhledem k tomu, ze jsme identifikovali kvantové stavy s komplexnimi
vektory, kde koeficienty jsou pravdépodobmnostni amplitudy, mizeme nyni zavést
fdzi. Faze je ihel mezi redlnou a imagindrni slozkou komplexniho vektoru. Ve sku-
teCnosti existuji dva druhy fazi. Relativnd fdze se tyka fizového rozdilu mezi dvéma
pravdépodobnostnimi amplitudami. Je to mira toho, jak se amplitudy vzajemné
ovliviiuji. Globdlni faze se tyka celkové faze kvantového stavu. Je to spolecny fa-
zovy faktor, ktery ovliviiuje vSechny pravdépodobnostni amplitudy ve stavu. Zdu-
raznéme vsak, ze globdalni faze neovliviiuje pravdépodobnosti méreni konkrétniho
vysledku. Navic globdlni faze nemd fyzikalni vyznam, protoze se zrusi pfi vypo-
¢tu pravdépodobnosti. To znamend, ze jeden stupen volnosti 1ze odstranit. Pokud
vezmeme v Gvahu omezeni dané druhym axiomem pravdépodobnosti, zbavime se
dalstho stupné volnosti. To nés vede k systému se dvéma stupni volnosti.

Jak jiz ndzev napovida, k reprezentaci qubitu bude pouzita sféra. A protoze
mame dva stupné volnosti, lze efektivné vyuzit sférickych souradnic. Obecny qubit
Ize pak zapsat nasledujicim zpusobem:

[9) = cos(0/2)|0) 4 € sin(6/2)|1) = cos(8/2)]0) + (cos ¢ + isin ¢) sin(¢/2)[1),

kde 0 <O <mal<¢p<2m.
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z = |0)

—z=1)

Obrazek 2.1. Blochova sféra.

Pfi vhodném vybéru parametru 6 a ¢ lze kazdy stav jednoznacné popsat, viz
Obrazek Presnéji feceno plati jednozna¢na korespondence mezi kvantovymi
stavy (reprezentovanymi qubity) a body na sféfe. Je dilezité si uvédomit, Ze qubit
mé podobu dvourozmérného vektoru. Volba baze je zcela libovolna. V této praci
jsme od zacatku pracovali s |0) a |1). Tyto stavy lze ztotoznit se severnim a jiznim
pélem nasi sféry. Nicméné kazdy par dvou protilehlych bodu je ortogonalni, jejich
vnitini soucin je nulovy. Mohou tedy slouzit jako ortogonalni baze. Z praktickych
duvodu se vSak budeme drzet volby |0) a |1).

Stavy |0) a |1} jsou umistény na z-ové ose. Nyni se podivejme bliZe na z-ovou a
y-ovou osu. Maji svij vlastni par protilehlych bodi. Na x-ové ose obvykle hovorime
o |+), |-), a na y-ové ose o |i), | — 7). Tyto pary také mohou tvofit bazi, jak jsme
jiz dffve uvedli. Jelikoz byla zvolena baze |0), |1), vyjadiime nyni tyto pary bodu
v této bazi a dostaneme

1 1
4= 50+ 10). =)= (0 = 1)
i) = —=([0) + 1)), | — i) = —=(0) — i[1)).

V2 V2
Tyto body jsou poté vizualizovany na sféfe, viz Obrazek [2.2]

Pokusime se pochopit klasicky bit z tohoto nového pohledu. Bylo feceno, ze bit
muze nabyvat pouze dvou hodnot, 0 a 1. Muze tedy byt bud na severnim pélu nebo
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10)

11

Obrazek 2.2. Blochova sféra — osy.

na jiznim polu nasi sféry a nikde jinde. Qubit mize zaujmout libovolnou pozici
na sfére, zatimco klasicky bit si musi vybrat mezi dvéma protilehlymi body, které
jsou zvoleny jako baze. Zde je jasné vidét obrovska variabilita, kterou poskytuje
pouziti qubiti pro vypocty.

2.3. Multi qubity

Qubity byly spojeny se stavovymi vektory a stavovy vektor o dimenzi 2 byl po-
uzit pro reprezentaci jednoho qubitu. K reprezentaci multi qubiti staci zvysit
dimenzi vektoru. Jeden qubit je reprezentovan 2-dimenzionalnim vektorem, dva
qubity jsou reprezentovany 4-dimenzionalnim vektorem a m-qubit je reprezento-
van 2"-dimenziondlnim vektorem. Dimenze také urcuje, kolik bazovych vektoru je
potieba. Podivejme se na priklad dvou qubitu a jak je zde stavovy vektor konstru-
ovan.

aoo
ao1l
aio
ail

|a> = a00|00> + 001|01> + a10|10> + 011|11> =

Pripomenme si, Ze koeficienty a;; jsou pravdépodobnostni amplitudy. Kvadrat ko-
eficientu |a;;|? je pravdépodobnost zmé¥eni stavu |ij).

Druhy axiom pravdépodobnosti musi platit i zde a proto dospivame k nasledujici
normaliza¢ni podmince:

\a00|2 + |a01\2 + \a10|2 + |CL11|2 =1.
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Stejnéd konstrukce bude pouzita pro n-qubity. Normalizacni podminka musi vzdy
platit.

Pro dva oddélené qubity definujeme kolektivni stav pomoci Kroneckerova sou-
¢inu, viz vztah . K reprezentaci kolektivniho stavu také pouzijeme stavovy
vektor. Dimenze stavového vektoru je 2™, kde n je pocet qubiti, které popisujeme.
Podivejme se na priklad, jak je kolektivni stav dvou qubitu ziskan

_ (ag _(bo
=) m=().
b ag boag
0((11) _ boaq
b (@0 brag
! al bray

Vstupem byly dva qubity a pouzili jsme Kroneckeruv soucin k sestaveni stavo-
vého vektoru reprezentujictho kolektivni stav. Konec¢ny stavovy vektor mé dimenzi
4. Bylo Teceno, ze stavovy vektor popisujici kolektivni stav ma dimenzi 2". Vzali
jsme dva qubity, tedy 22, coz je vskutku 4.

|ba) = |b) ® |a) =

2.4. Meéreni

Uvedli jsme, ze qubit mutze ziskat nejen hodnoty 0 a 1, ale vSechny jejich kom-
binace. Avsak po provedeni méfeni je qubit zméfen bud na pozici odpovidajici 0
nebo na pozici odpovidajici 1. Je dilezité objasnit, v jaké bazi se méfeni provadi.
Stejny qubit mtzeme mérit v ruznych bazich a ziskat rizné vysledky. Méreni v
bézi |0),]1) davd mozné vysledky |0) |1). Ale pokud zménime bézi napiiklad na
[+),]—), pak jsou mozné vysledky |+) a |—). Volba baze je kli¢ova pro spravny
vyklad méfeni. Budeme se drzet béze |0), |1).

Ve skutecnosti je pomérné jednoduché spocitat pravdépodobnost vysledkt pro
libovolny qubit. Vypocet vnitiniho souc¢inu mezi bdzovym stavem a stavovym vek-
torem reprezentujicim qubit dava pravdépodobnost, ze qubit skonéi v konkrétnim
bazovém stavu. Presnéji feceno, druhd mocnina této hodnoty je pozadovana prav-
dépodobnost. Vezméme si napiiklad obecny vektor |1) a podivejme se, jak ziskat
pravdépodobnosti zméfeni v bazovych stavech |0), |1),

p(10)) = [O[)1%  p(1)) = [(1])[*.
3. KVANTOVE BRANY

Identifikovali jsme qubit se stavovym vektorem a nyni ho mizeme transformovat.
Transformace qubitu je ve své podstaté pouze rotaci na Blochové sfére. V klasické
informatice pracuji vypocty s logickymi branami. Tyto brany berou jako vstup
jeden nebo vice bitl, provadi operace definované matematickou logikou a jako
vystup vracd opét bit nebo vice bita.

Pro smysluplné kvantové pocitani je nutné zavést tyto logické brany. Blochova
sféra je velmi uziteCna pro vizualizaci toho, jak funguji brany na konkrétnim qu-
bitu. Pro brany na vice qubitech bude pouzito tensorového soucinu.
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3.1. Brany na qubitu

Brany na qubitu berou jako vstup jeden qubit reprezentovany stavovym vektorem,
aplikuji operator a ddvaji jako vystup jiny stavovy vektor

M) = 1)

(3.1)

Miuzeme vidét, ze operator M zméni nés stavovy vektor na jiny. Z linearni algebry
je dobre znamo, ze matice se pouzivaji k transformaci vektora. Matice tedy budou
reprezentovat kvantové brany.

Tyto matice musi byt unitarni, protoze norma vektoru musi byt zachovana.

Definice 3.1 (Unitdrni matice). Invertibilni ¢tvercovd matice se nazyva uni-
tdrni, kdyz jeji komplexné sdruzend transpozice A* je také jeji inverzni matice,
AA* = A*A =1, kde I je jednotkova matice.

Existuje nekoneéné mnoho zptsobi, jak napsat obecny tvar operatoru M. Jeden
z moznych tvara je nasledujici:

cos(6 —e*sin(6
M(¢,0,4) = (eid) 5151(/92/)2) el(0+2) co(s(éi)2)> '

Tento tvar je vsak neprakticky a zbytecné slozity. Proto bude definovina mno-
zina zakladnich matic a pozadovany operator bude poté ziskan kombinaci téchto
matic. S relativné malou mnozinou bazovych matic 1ze ziskat libovolnou pozado-
vanou matici. Navic sou¢in dvou unitarnich matic je také unitarni matice. Zvolené
matice budou nasobeny, vytvori novou matici, ktera bude reprezentovat operator.
Stavovy vektor je pak nasoben konetnou matici a tim se provede transformace.

Protoze jsme zavedli Blochovu sféru pro reprezentaci qubiti, mtizeme si pred-
stavit transformace jako rotace na Blochové sfére. Pokud je splnéna podminka
unitarity matice, zustava stavovy vektor na sfére a jen se kolem ni otaci.

3.1.1. NOT brany. Zakladni logickou branou v klasické informatice je NOT
brana. Prepisuje hodnotu bitu na opa¢nou moznost. Bit s hodnotou 0 resp. 1 je
nabyvat libovolné hodnoty na Blochové sfére, nemiize byt NOT brana tak snadno
definovana.

Zacnéme nejjednodussim prikladem. Pokud je qubit na severnim po6lu Blochovy
sféry, coz reprezentuje hodnotu |0), pak by NOT bréna méla zménit jeho hodnotu
na |1). Toho lze dosdhnout rotaci stavového vektoru kolem x-ové nebo y-ové osy.
Kdyz je NOT brana aplikovana na stavovy vektor, jeho hodnota je zménéna na
hodnotu portilehlého bodu. Matice, které tuto transformaci provadéji, se ne vzdy
daji snadno nalézt. Prozatim bude stacit definovat rotace kolem osy x, y a z:

v () -5 e )
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tani je takzvanid Hadamardova brana. Zaujima zvlastni pozici v mnoziné elemen-
tarnich matic. Na prvni pohled nemusi byt zfejmé, proc je tato matice tak zasadni.
Jeji dilezitost bude vysvétlena pozdéji, nyni bude poskytnuta pouze definice. Kdyz
Hadamardova brdna pusobi na stavovy vektor, otac¢i vektor kolem osy (z — z).
Forma matice reprezentujici Hadamardovu branu je nésledujici:

1
H=— b .
V2 1l -1
3.1.3. Fazova brana. Fazova brana slouzi k otaceni stavového vektoru kolem osy
z. Jako parametr prijimé realné cislo ¢, které urcuje thel otoceni. Forma matice

je nasledujici:
1 0
P - <O ei¢> .
Parametr ¢ mizeme ménit a ziskdme tak tzv. rodinu fazovych bran.

3.2. Brany pro multi qubity

Brany pro multi qubity jsou klicovym prvkem kvantového pocitani, protoze umoz-
nuji provadét operace na vice qubitech soucasné. Stejné jako u bran pro jednotlivé
qubity i u bran pro multi qubity se spoléha na matematické operace s maticemi
pro transformaci stavovych vektori. Nicméné matice pouzivané pro multi qubitové
brany jsou mnohem vétsi, s rozméry zavislymi na poc¢tu vstupnich qubiti. Rozmér
matice brany pro multi qubit je roven 2 x 2™, kde n je pocet vstupnich qubita.
Tyto matice musi splinovat stejné vlastnosti jako matice pro jednotlivé qubity a
jejich konstrukce vyzaduje peclivé zvazeni toho, jak brana ptisobi na bazové stavy.

Pro ilustraci tohoto konceptu muzeme zminit nékteré bézné priklady bran pro
multi qubity. Naptiklad existuji 2-qubitové brany jako je CNOT (Controlled NOT)
brana, SWAP bréana a CZ bréna (controlled phase gate). Kromé toho existuji
3-qubitové brany, jako je Toffoliho brdna (také zndma jako CCNOT brana). Je
dulezité poznamenat, Ze tyto brany jsou jen nékolika priklady z mnoha moznych
bran pro multi qubity a volba konkrétni brany bude zdviset na pozadovaném ucelu
daného vypocetniho systému. Nicméné porozuméni zakladtim toho, jak tyto brany
funguji a jak ovlivnuji stavové vektory, je klicovym krokem pii néavrhu efektivnich
kvantovych obvodi.

3.2.1. CNOT brana. Controlled-NOT bréna je nejpouzivanéjsi branou pro mul-
ti qubity. Ptijima dva qubity jako vstup, zkontroluje hodnotu prvniho qubitu nazy-
vaného controlled qubit, a pokud je 1, obrati hodnotu druhého qubitu nazyvaného
target qubit. Podivejme se, jak brana ptisobi na bazové stavy:

CNOT|00) = [00), CNOT|01) = [01), CNOT|10) = [11), CNOT|11) = |10).
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Matice reprezentujici CNOT branu mé nasledujici formu:

10 00
01 00
CNOT = 000 1
0 010

Prvn{ dva fddky odpovidaji pfipadtim, kdy je controlled qubit ve stavu |0) a
proto se nic neméni. Tteti a ¢tvrty radek odpovida situaci, kdy je controlled qubit
ve stavu |1) a tedy se hodnota target qubitu obrati.

3.2.2. SWAP brana. SWAP brana je velmi jednoducha. Jednoduse prohodi
stavy dvou qubiti. Nemd vliv na stavy |00), |11), ale ovliviluje stavy |10}, |01).
Matice, ktera ji reprezentuje je nasledujici:

10 0 0
0 010
SWAP = 010 0
0 0 01

3.2.3. CZ brana. Také nazyvana Controlled-Z brana provadi rotaci kolem osy
z, pokud je prvni qubit (controlled qubit) roven 1. M4 naptiklad vliv na stav |11),
ktery je poté zménén na —|11). Obecnd forma je nésledujic:

1.0 0 O
01 0 O
CZ = 001 O
0 0 0 -1

3.3. Kvantovy obvod

Nyni mtzeme zacit s konstrukcemi kvantovych obvodi. Budeme pouzivat nastroj
Qiskit [II]. Podivejme se na pfiklad na Obrézku

q0o —.— q0¢
q0; —.— g0,
g0, —.— q0>

3 3,
0 =— c0 =

Obrazek 3.2. Hadamardova brana a C-NOT
brana.

Obrézek 3.1. Zikladni brany.
Tento obvod bere jako vstup t¥i qubity. Kazdy z nich je uloZen na samostatném
vlakné. Tyto vlakna budou oznaceny jako ¢0; a budou pouzity k ulozeni qubiti.
Zajima nés pouze dolni index i a nula ve vyrazech pro qubity pro nis nema zadny
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zvlastni vyznam. Klasické bity jsou také pouzity v obvodech. Pouzivaji se k ulo-
zeni hodnoty ziskané z méreni qubitu. Jsou oznaceny jako c0 a spojeny do jednoho
vlakna, aby se uSetfilo misto a obvody byly srozumitelnéjsi. Mtzeme vidét, ze
na kvantovych dratech jsou jiz kvantové brany, konkrétné brany X, Y a Z. Tyto
brany pusobi na konkrétni qubity. Nyni mohou byt pridany dalsi brany, napiiklad
Hadamardova bréana a C-NOT brana, viz Obrazek Vsimnéme si, ze C-NOT
brana je brana 2-qubitova, coz znamend, ze ma jako vstup dva qubity. Poslednim
krokem k funkénimu obvodu je pridani méreni. Zde jsou klasické bity uzitecné.
Méfeni je umisténo na vlakno s qubitem a vysledek je ulozen do klasického bitu.
Protoze existuji pouze dvé moznosti, jak méfeni muze skoncit, je mozné tuto hod-
notu ulozit do klasického bitu. Na Obrazku je vidét, jak je méreni provadéno
a kde jsou vysledky ulozeny.

Q2o
q2;
o

3, w0 w1l 2

c2

Obrazek 3.3. Méreni.

Tento obvod nema zadny konkrétni ucel, ale mize slouzit jako ptiklad. V né-
sledujici kapitole bude ukazano, jak mtzeme tyto obvody reprezentovat pomoci
geometrickych algeber.

4. GEOMETRICKE ALGEBRY V KVANTOVEM POCITANI{

Myslenka implementace geometrickych algeber (GA) v kvantovém pocitani (QC)
spoc¢iva ve specidlnim zplisobu reprezentace qubitli. Jednotlivé qubity jsou aso-
ciovany s prvky GA a stejné tak i kvantové brany jsou asociovany s prvky GA.
Diky tomu se ndm otevird cesta pro pfimou implementaci. Jednotlivé transformace
qubitd pomoci kvantovych bran se daji reprezntovat jako soucin prvki, které re-
prezentuji kvantovy stav a kvantovou branu.

4.1. Geometricka algebra

Nyni definujeme vhodny apardt GA pro ucely QC. V prvni kapitole byly disku-
tovany a obecné definovany zakladni algebraické pojmy. Tyto definice budou nyni
mirné upraveny pro konkrétni ticely. Za¢neme s pripadem redlné GA. Abychom
mohli spravné definovat GA, musi byt zaveden novy pojem nazyvany geomet-
ricky soucin, viz [3, M]. Geometricky soucin je kombinaci vnitintho a vnéjstho
souéinu. Méjme redlny vektorovy prostor R™. Vektorovy prostor ma ortonorméalni
bézi (e1,...,e,). Je také vybaven bilinedrnim formou B se signaturou (p, q).
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1, je-lii=353=1,...,p,
B(ej,ej) =1 -1, jelii=j=p+1,...,m, (4.1)
0, jeliij.
Vsimnéme si, ze bilinedrni forma B je symetricka. Proto lze definovat k ni
asociovanou kvadratickou formu ). Vztah je nasledujici:

Bla,b) = L (Q(a +b) ~ Q(a) ~ Q(b)). (42)

Definice 4.1. V pripadé vektorového prostoru R™ s bilinearni formou B je
vnitini soucin definovan jako

e; - ej = B(ei7ej).

Pro definici vnéjsiho soucinu pouzijeme definici z vnéjsi algebry, Definice [I.11]
Secteni téchto dvou soucini vede k tzv. geometrickému soudinu, viz [§].

Definice 4.2 (Geometricky soucin). Geometricky soucin, oznacovany jako e;e;,
dvou bazovych vektort je kombinaci vnitintho a vnéjsiho soucinu

€,6; =€;-€; +e; /\ej.

Je dilezité si vSimnout vSech uzitecnych vlastnosti, které geometricky soucin
ma. Tyto vlastnosti budou Siroce vyuzivany, protoze ndm umoznuji zjednodusit
vypocty.

Pozndmka. Vzhledem k tomu, Ze vnitini souc¢in dvou ortonormélnich prvku je
roven nule, viz , redukuje se geometricky soucin dvou ortonormélnich prvka
na jejich vnéjsi soucin,

e;e; =e; Nej.
Podobné chovani ma také vnéjsi soucin. V pripadé bazovych prvki vime, ze vnéjsi
soucin prvku se sebou samym je roven nule. Proto muzeme odvodit, Ze geometricky

soucin dvou ortonormalnich bazovych prvkl se redukuje na vnitfni soucin, ktery
je bud plus nebo minus jedna,

1, pokudi=j=1,...,p,
€, =€, € = . .
—1, pokudi=j=p+1,...,m.

Tyto definice jsou nyni rozsifeny na obecny stupen r bladu. Pro vnitini soucin

dostaneme tvar
T

E
ej ey — Z(—l) B(ej,eik)eA\{ik}.
k=1
Pro vnéjsi soucin ziskdme
o Aea = ejNej A---Nej;, pokud]i g A,
0 pokud j € A.
A pro geometricky soucin jednoduse definujeme

eeqs =e€j-este;ey.
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Zkonstruovand algebra se nazyva realnd geometricka algebra s prislusnym geo-
metrickym soucinem, ktery se také nazyva Cliffordiv soucin. Obvykle je znacena
jako Gy, 4. Tato algebra je ve skuteénosti dobie zndmou Cliffordovou algebrou, viz
Definice [I.8] Kvadratickd forma, kterd generuje idedl, je ta asociovand s biline-
arni formou . S védomim toho, Ze zkonstruovana geometrickd algebra je ve
skutecnosti Cliffordova algebra, muzeme vyuzit vSsechny vlastnosti, které Cliffor-
dova algebra ma. Tato algebra je asociativni a také volna, coz znamenad, zZe ji lze
generovat z bazovych prvki pomoci geometrického soucinu.

Vnitfni a vnéjsi soucin lze povazovat za symetricky a antisymetricky soucin,
a-b=1(ab+ba)aaAb=1i(ab— ba). Tyto vlastnosti lze odvodit piimo z
definice téchto operaci a poté jsou zapsany ve formé geometrického soucinu.

4.2. Komplexifikace

Tato kapitola vyuzivd mnoho definic z [5]. Rozsifuje tyto koncepty, propojuje je s
jiz definovanymi a poskytuje priklady pro lepsi porozumeéni.

Abychom mohli reprezentovat komplexni povahu qubiti, je nutné zavést kom-
plexni ¢isla. Nastaveni zédkladniho pole na C ale samo o sobé nestaci, protoze potie-
bujeme komplexni chovani pfenést primo do algebry. Toho lze dosdhnout definici
specialni ortogonalni linearni transformace a také nastavenim béze vektorového
prostoru na sudy. Uvazujme linedrni ortogonalni transformaci .J : R?" — R2" ta-
kovou, ze J%2 = —1, kde 1 je identita. Akce J na ortonormélni bazi (ey,...,ez,) je
nésledujici, viz [5]:

J(ej) = —€jin, J(ej1n) = ey,

kde j = 1,...,n. S pouzitim J nyni predstavime novou transformovanou bézi,
kterd se v kontextu QC ukazuje byti velmi praktickou, viz [5].

Definice 4.3. Wittova baze je tvaru
1 ) 1 ) )
fi=5A+id)(e)) = 5(ej —iejin), J=1,....m,
i1 ) 1 . .
f :5(1—1J)(ej):§(ej+zej+n), ji=1,...,n.

Tato definice je zvlasté elegantni, protoze mizZeme ovérit, ze pro kazdé j =
1,....nplati f2 =0a fI* = 0. Skutecn,

1 , 1 .
2= 5lej —iejin); (e —iejin)
= Z(e? —iej€jin — i€jyne; + i2e§+n) (4.3)

1 1
= 1(1 — iejej+n + iejej+n — 1) = *(0) =0.



APLIKACE GEOMETRICKYCH ALGEBER V KVANTOVEM POCITANI 101

Volba tohoto konkrétniho f, f1 je také motivovana skutecnosti, ze jsou splnény
jak Grassmanovy tak dualni identity:

Fife+ fofi =L+ (LFL G k=1 n, (4.4)

kde symbol 4,1, je Kroneckerovo delta.

Jednoduchym zptisobem, jak zkonstruovat bazi celé Cliffordovy algebry Cs,, je
pouziti geometrického soucinu. Mizeme pouzit Grassmannovy blady Wittovych
prvki. Konstrukce je nésledujici;

fifk =1 fe+ i N =Fi N fe
A= f+pinrl=ringd (4.5)
G = i f A= g+ Fi A S
Pro rozsiteni Wittovy béze na celou algebru Cs,, staci vzit 22" moznych geomet-
rickych soucinu
U ()™ (FDY, g €{0,1) prok =1,....n.
4.3. Qubit v GA

Jak jsme jiz drive zminili, qubit bude reprezentovan prvkem lezicim v komplexni
Cliffordové algebie Cy. Mtzeme pouzit Wittovy bazové vektory (f, fT) k vytvo-
feni baze pro komplexni Cliffordovu algebru. Bazi lze néasledné zapsat ve tvaru
(1, f, f, £fT). Pfedtim, nez identifikujeme qubit s konkrétnim prvkem, zminme
podrobnéji vliastnosti této algebry. Volba baze nés vede k dvéma primitivnim idem-
potent@im v této algebfe, konkrétné I = ff a K = f1f. Konvence v oblasti fyziky,
do kterych zde nebudeme do detailu zabihat, ndm pro pouziti urcuji idempotent
1. S touto volbou lze dospét k nésledujici reprezentaci stavi |0) a |1) u qubitu:

0)=T=Ff" ) =fI=ff =0t =7t
Nyni mzeme prejit k definici qubitu, viz vztah (2.1)), a pouzit nasi reprezentaci
stavt |0) a |1):

) = al0) + B[1) = af fT+ BfT = (a+ BfN)I.
4.4. Brany v GA

Po zbytek této prace budeme drzet tuto reprezentaci stavii |0) a |1). Nyni mizeme
pristoupit ke konstrukci bran. Zakladni brany 1ze snadno ziskat s ohledem na jejich
ucinek na bazové stavy. K odliSeni mezi maticovou reprezentaci a GA reprezentaci
budeme pouzivat ruznou notaci, viz [5]:

X-bréna: Ay = fT+ f,
Y-bréna: Ay =iff —if,
Z-brana: Ay = ff1— 17,
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Uvedli jsme formu Z-brany v GA. Vime vsak, ze Z-brana je pouze specidlnim
piipadem obecnéjsi fazové brany. V jazyce GA m4 tato brana nésledujici tvar, viz
[5]:

Fazové brana: Ap = ffT — el fTf.

Konkrétni fazové brany, o kterych jsme drive mluvili, se ziskavaji obdobnym
zpusobem. Parametr ¢ se méni a vznikaji ruzné brany. A pri volbé ¢ = m dostavame
Z-branu. Posledni dulezitou branou, ktera nebyla zminéna, je Hadamardova brana.
Jeji konstrukce neni intuitivni, proto prechazime rovnou ke konec¢nému tvaru, viz
[5]:

1
Am = ﬁ(ffT AR ENUE

Vsechny zékladni brany jsou zadefinovany a lze dojit k zavéru, ze kazdou branu

lze zapsat jako
A=affl+bf +cff +dfff,
kde a,b,c,d € C tak, ze plati a®> + 2 =b2>+d> =1 a ba + dc = 0.

Tyto omezeni zietelné pripominaji podminky, které jsme specifikovali pri defi-
novani obecné matice pro reprezentaci kvantové brany pfi maticové reprezentaci.
Neni to ndhoda a také to ukazuje ekvivalenci mezi témito dvéma typy reprezentace.
Mtizeme dokonce vyjadrit vztah

affT+bf+ch+dfo<—><(cl g)

4.5. Multi qubity a jejich brany v GA

Pripomenme si nejprve, ze pro bazi komplexni algebry Cs, pouzivime prvky
(f1, f{r voo oy frs f1) a s nimi konstruujeme 22" kombinaci jejich geometrického sou-
¢inu. To vede k dvéma primitivnim idempotentium I a K. Idempotent I bude opét
pouzit

I=I...5L,=ffl . fufl,

kde I; = f;f].
Nyni bude zavedena definice obecného n-qubitu. Realizace je provedena v pro-
storu dimenze N = 22" s ortonormalni béazi

v in) = (fD) L (FD L

kde 7:1,. .. ,’in S {0, 1}

Nésledujicim krokem je zkonstruovani bran pro multi qubity. Zakladni brany
budou zapsany ve formé matice. Brany reprezentujici matice jsou obvykle ridké.
Proto neni obtizné zapsat matici ve formé sumy, ve které ma kazda matice pouze
jednu nenulovou hodnotu:

10 00
CNOT =

o O O
OO =
_ o O
o = O



APLIKACE GEOMETRICKYCH ALGEBER V KVANTOVEM POCITANI 103

100 0 000 0 000 0 000 0
000 0 010 0 000 0 0000
“lo oo ofT{ooooflT{ooooflT|ooo1
000 0 000 0 00 1 0 000 0

Kazda matice v sumé je nyni zapsdna ve formé vnéjsiho soucinu. A vnéjsi soucin
1ze velmi jednoduse prepsat do GA. Také vime, Ze stav (i1i2| je pouze hermitovskou
konjugaci stavu |i1iz). Proto muZeme odvodit

|00)(00] + 01)(01| + |11)(10] 4 |10)(11]
= 11"+ fIT fo + fLTLf + T fo o
=1+ filfo+ fLBLA + f1f211
= WPt WL fe = HL LS = fL e
= fifl = A+ F)
Forma ostatnich bran pro vice qubiti je ziskdna stejnym zptsobem. Tedy
Xevor = fifi — LA + f2),
Aoz = fifl + fL1i(faf] - ff2), (4.6)
Aswap = Fuflof3 + LSS fa 4 fL 2 = LS.
Tato konstrukee lze pouzit pro libovolnou branu. Maticova reprezentace je za-
psana ve formé vnéjsiho soucinu a pak prevedena do GA.
4.6. Paralelni brany

Podobné jako v maticové reprezentaci i v.GA reprezentaci je tfeba vyftesit, jak
reprezentovat paralelni brany ptsobici na multi qubity. Resenim bude pouziti ten-
zorového soucinu.

Definice 4.4 (Tenzorovy souéin bran). Tenzorovy souin A; ® -+ ® A, kde
Ak € {fk.f,];, f,;rfk, fr, f,I} pro kazdé k = 1,...,n, je reprezentovan geometrickym
souc¢inem (—1)%A;...\,, kde znaménko je urceno kardinalitou mnozin S;, tak ze

s=>,15i|, kde
S; = {z <i:M=f nebo N = flel} v piipads, Ze \; = fi nebo A; = f7.

4.7. Méreni

Posledni véci, kterou je treba zavést, je méreni. Pro vypocet pravdépodobnosti ur-
¢itého vysledku v maticové reprezentaci jsme pouze provedli vnitini soucin urc¢itého
vysledku s transformovanym qubitem. A druh& mocnina tohoto vnitiniho souc¢inu
byla konkrétni pravdépodobnosti. V GA se pouzije takzvana skalarni projekce,
oznacovand jako [-],. Skalarni projekce vezme pouze skalarni ¢ast multivektoru.
Mtizeme pro ni pouzit nasledujici vzorec

(pl) =2"[p"],,
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kde n je pocet qubitia. Tento faktor je tfeba zavést kvuli nasemu vybéru baze a
kvuli spinorové povaze reprezentace, kterou zde nebudeme diskutovat podrobnéji.
Podivejme se na priklad, jak tato skalarni projekce funguje:

Oy =2'[ff1fT]y=0,  (0jo) =2"[ff], =1
Vysledky jsou dle o¢ekavani. Pfipomeiime pouze, ze fff = % + f A fTa tedy
[f f T] 0o %
4.8. Priklad obvodu
V této kapitole si ukdzeme nékteré jednoduché priklady, jak reprezentovat kvantové
obvody v GA. Za¢neme piikladem sériového sestaveni bran, kde se nesetkdme s

tenzorovym soucinem. Vzdy budeme porovnavat maticovou reprezentaci a GA
reprezentaci.

Priklad 4.5 (Sériové sestaveni bran). Prvni piiklad ukazuje obvod, kde jsou
vSechny brany umistény na jedno vlakno, jak lze vidét na Obrézku

tex ez

Obrazek 4.1. Sériové sestaveni bran.

Zacneme s maticovou reprezentaci. Vsechny matice se vynasobi a ziskdme matici
reprezentujici obvod

wemns-( 050 )0 DG w

Pro libovolny qubit nyni muazeme spocitat pravdépodobnost, ze qubit skonci v
konkrétnim bazovém stavu. Qubit je vyndsoben matici obvodu, a poté se provede
vnitfni soucin s konkrétnim bazovym stavem. Budeme pouzivat bazové qubity
[b) =10) a |p) = |1). Spoéitdme transformovany qubit a pak provedeme vnitini
soucin s bazovym stavem pro ziskani pravdépodobnosti:

o= ) (0)- 5 ()

o= (D) 50

V2
o) = fow =| =0 0) ()] =] - 25 =5,
pim =l = |20 0 ()] =] 5] =3,
i) = o = 200y ()] =] =1
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i) = = 20 ()] =] =5

Pro oba vektory je soucet pravdépodobnosti roven 1. Omezeni dano druhym axi-
omem pravdépodobnosti je splnéno, a muzeme dospét k zavéru, ze nase vypocty
jsou spravné:

p(I0) +p(1) = 5 +5 =1

Nyni si ukdzme alternativu. Obvod bude reprezentovan pomoci apardtu GA.
Pak

vt = AzAmAx = (ffT _ f*f)%(ff* N T,
(ffT FF =R F+ L+ DT+ )

%\

Uﬂ+f+ﬁf MU+ 1)

%\

7(ff*f*+ff*f+ff*+ff AP+ =1 = f15)
(fP=fIf+f+ ).

S5l

Tento vyraz miize byt povazovan za ekvivalent k findlni matici ziskané v maticové
reprezentaci. Nyni budou spocteny transformované qubity:

W) = Aul) = —= (1 = 1+ F+ £

G-

(fofT UL+ Frf 1)

%\

(fT + ffh,

10) =Aulp) = —=(fT = FTf+ F+ fFO)f

Sl %\

*(foT U+ 10

g

Lret— .

Sl

Mtzeme pristoupit k vypoctu pravdépodobnosti zméfreni qubitti v konkrétnich
bazovych stavech:

p(10)) = [(0l")? = \ I f<fT+fff>} 2=‘f[ff*f*+ffofT] 2
o -1l - -3
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Ostatni pravdépodobnosti jsou spocteny stejnym zptsobem a proto je ukazéna
pouze zkricend verze:
2

_ N2 — 1 T T :1
p([1)) = [(1[¢")] ‘Q{fﬂ(f +ff )L 5
Ol 2 — p L] P2
w100 = 1017 = |2 £ 5051 = 1] | =3
2 = Lot _on] 21
p10) = ) = |2 | f st = 10) | =3

Nyni mizeme ovérit, ze soucet pravdépodobnosti je pro oba vektory 1. Prav-
dépodobnosti spoéitané pomoci GA reprezentace jsou stejné jako pravdépodob-
nosti spocitané pomoci maticové reprezentace. GA reprezentace se ukazuje jako
korektni.

Piiklad 4.6 (Paralelni sestaveni bran). V tomto pfikladu je zkouméno cho-
vani paralelniho sestaveniho bran. Na jednom vldkné je Hadamardova brana a na
druhém X-brana. Poté je pouzita CNOT brana, pricemz prvni qubit je controlled
qubitem, viz Obrézek 1.2}

q0o
q0;

Obrazek 4.2. Obvod s CNOT brénou.

Nejprve bude ukazana maticova reprezentace. Bude proveden tenzorovy soucin
Hadamardovy bréany a X-brdny. Forma CNOT brdny je zndmd, viz rovnice

1 0 00
01 00
CNOT = 000 1
0 010

1011(01)
1 /1 1 0 1 1 10 10
vox- 4ot )-
V2 \1l -1 10 \/§101_101
10 10
01 0 1
1 fr 0 1 o0
V2101 0 -1
1 0 -1 0
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Finalni matice je ziskana sou¢inem CNOT brany s H ® X, tj.

1000/01 0 1
1 {o1o0oo|lf[to 1 o
M=CNOTH®X) =510 0 0 1|0 1 0 -1
0010/\1o0o -1 o0
01 0 1
110 1 0
2110 -1 0
01 0 -1

UkézZeme si G¢inek obvodu na dvou piikladech qubiti, a to konkrétné na ¢ = |00)
ap=[01):

0 1 1 1 0
111 0 1 0 0 1

/_ —_— =
01 0 -1 0 0
0 1 1 0 1
111 0 1 0 1 0

/_ P =
01 0 -1 0 1

Ziskali jsme transformované qubity a muzeme provést méreni:

0
p(00) = |00} = | = (1 0 0 o) ||| =0

0

0\ |° .
p(101)) = [01|)[* = \%(0 1o 0] :‘\2 L

0

0\ |° .
p(110)) = [{01[")]* = \%(0 01 0! :‘\g -1

0

0 2

N2 1 1

(1) = i) = | 2= 0 0 1) ]| <o

0
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Méfeni druhého qubitu bude zkraceno.
p(]00)) = [{00]p")[* = p(|01)) = [{01]p")> = 0,
1

2’
p(]10)) = [(10]p")]* =0, p(|11) = [(1]p")* = 5

Jedndoduse lze ovérit ze soucet pravdépodobnosti je 1 pro oba pripady.
Tentyz obvod je nyni realizovan ve formé GA. Je proveden tenzorovy soucin
Hadamardovy brény a X-brany. Forma CNOT hradla je zndma, viz (4.6). Proto

—_

Mﬂzhwmxzégﬁﬁ—ﬂﬁ+ﬁ+ﬂﬂﬁ+ﬁ%

=ﬁaﬁﬂﬁ+ﬁﬂﬁ+ﬁﬁﬁ+ﬁﬁﬁ—ﬁﬂ—ﬁh+ﬁﬁ+ﬁm

Xewvor = fifi — HAfs — fHfifs.

Konecna reprezentace obvodu je ziskdna jednoduse vynasobenim vyrazi Agx a
Aonor- S vyuzitim pravidel uvedenych v (4.3)), (4.4) a (4.5) muZeme zjednodusit

na finalni tvar

AM = AeNoTAHX
1
= (A Rl = fud = fife = AL+ A
+ fL bt + 5.

Vsimnéme si, ze v maticové reprezentaci ma findlni matice 8 nenulovych prvka.
Vyraz v GA reprezentaci ma také 8 prvkia. Pro ovéfeni spravnosti vypocitame
pravdépodobnosti vysledkii méfeni pro qubity ¢ = |00) a p = |01):

[9") = Arlep) = %(flf{rf;r il = = fufe = A o+ A 1
nfatl 5l earl) (B Rf)) = (RS + AL 1A)).

IM=Amm=&%hﬂﬁ+ﬁﬁﬁ—ﬁﬂ—ﬁh—ﬂhﬁh+ﬂﬁh
1
tilnni+ ) (il nid) = S (n i+ i)

K vypoctu pravdépodobnosti jednotlivych vysledk pouzijeme skalarni projekci.
Je dilezité zménit ¢len pred skalarni projekci. Tento priklad pracuje se dvéma
qubity, proto zménima na 2" = 22 = 4 a dostaneme

2

p(|00)) = [(00[¢")| |:f1f1f2f2 f(f1f1f2 +f1f2fz)}

0

%
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2

p(101)) = [{00[4) ‘[ﬁhﬁ qﬁmg+ﬁhfuﬂ

2 ’

‘ [flrf],

p(10)) = [(10[¢")]* =

N =

p(11)) = [(11[¢")]* = 0
Soucet vSech pravdépodobnosti je 1, coz je spravné. Nyni mizeme porovnat vy-
sledky s témi ziskanymi pomoci maticové reprezentace. VSechny pravdépodobnosti
jsou stejné. Pro druhy multi qubit je postup analogicky a ukazany jsou pouze ko-
necné pravdépodobnosti:

p(100)) = [{00l")* = 5. p(lon)) = (011" =0,
1

p(|10)) = [(10]p")|* = 0, p(I11)) = [(1]p)]* = 5

V pripadé druhého multi qubitu je soucet pravdépodobnosti také 1. Jsou stejné
jako v maticové reprezentaci, a lze tedy dospét k zavéru, ze reprezentace pomoci
GA je ve vSech smérech spravna a funkéni.

Je zfejmé, ze s vyssim pocCtem vstupnich qubitii se rozmér matic exponenci-
alné zvétsuje. Vypocet se stdva velmi naroénym, protoze pracujeme s obrovskymi
maticemi. Reprezentace v GA je velmi intuitivni a umoznuje mnoho zjednoduseni
béhem vypoctu. Pocet prvku reprezentujicich kvantové stavy nebo kvantové brany
se také zvétsuje, ale obvykle se vyraz béhem vypoctu zjednodusi a mnoho prvka
zcela vypadne. Je také tfeba poznamenat, ze geometricky soucin nékterych prvki
v GA je roven 0. Toto vlastnost zjednodusuje vypocet a také Set¥i spoustu paméti.

Nejvétsi problém s GA reprezentaci je ten, Ze neexistuje zadny software pro
pfimou implementaci. GAALOPWeb nabizi nékteré moznosti, ale s mnoha ome-
zenimi. P¥i vhodné implementaci lze pomoci GA realizovat QC velmi efektivné.
Ekvivalence maticové a GA reprezentace také umoznuje pouziti vhodnéjsi repre-
zentace pro konkrétni problém.

5. SHRNUTI

V prvni kapitole se definuji klicové pojmy z algebry a jsou dany do patfi¢ného
kontextu. Obecné je popsan tenzorovy soucin a tenzorové prostory. Je odvozena
Cliffordova algebra a diskutovany vSechny jeji dilezité vlastnosti, [6].

Druhé kapitola zac¢ina definici qubitu. Zduraznén je rozdil mezi klasickym bitem
a qubitem. Abychom mohli fesit problém s vizualizaci qubitu, snizime pocet stupnt
volnosti na dva a poté prepiseme definici qubitu do sférickych souradnic. To umozni
definovat tzv. Blochovu sféru, ktera se pouziva k vizualizaci riznych qubiti a jejich
transformaci. Definice qubitu je rozsifena na multi qubity pomoci Kroneckerova
soucinu. V jednoduchosti je také popsano, jak se provadi méreni. Tato kapitola je
zaloZena na znalostech ziskanych z [2] [7] [13].
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Dalsi kapitola ukazuje, jak odvodit obecnou kvantovou branu a jaké vlastnosti
musi spliiovat. Jsou definovany zakladni brany a demonstrovan jejich tcinek na
konkrétni qubity. Definice brany pro jeden qubit je rozsifena na branu pro multi
qubity pomoci Kroneckerova soucinu.

Hlavni ¢ast prace aplikuje znalosti a konstruuje aparat geometrické algebry
(GA) vhodné pro kvantové vypoéty (QC). Zaéindme definici GA nad redlnymi
Cisly. Zvlastni pozornost je vénovana geometrickému soucinu, kterym je tato alge-
bra vybavena. Tento soucin hraje klicovou roli po celou préci, a proto je peclivé
odvozen z vnitintho a vnéjstho soucinu. Jsou zdiraznény dilezité vlastnosti ge-
ometrického souc¢inu. Abychom vSak mohli spravné reprezentovat qubity v GA,
musime do nasi definice zahrnout i komplexni ¢isla. Nastaveni zdkladniho pole na
komplexni ¢isla nestaci, protoze komplexni chovani musi byt preneseno piimo do
algebry. Proto je predstavena ortogonalni linearni transformace. Baze zkonstruo-
vana pomoci této transformace se nazyva Wittova baze a hraje velmi dilezitou
roli. Jsou zkoumamy dulezité vlastnosti Wittovy baze pro tcely dalsich vypocta.
Dalsi uziteéné informace k této konstrukci GA lze nalézt v [5].

S vhodnym aparatem GA muzeme prejit k definici qubitu. Klicovym konceptem
je identifikovat qubity s prvky GA. Je popséna obecnd definice qubitu a poté
rozsifena na multi qubity. Kvantové brany jsou také identifikovany s prvky GA,
coz umoznuje vypocet v ramci jedné algebraické struktury. Je prozkoumén vztah
mezi maticovou a GA reprezentaci. Poté je peclivé odvozena forma kvantovych
bran zapsanych v GA. Je ukdzan univerzalni zpusob, jak sestavit libovolnou branu
pro multi qubity. Stru¢né diskutujeme také to, jak provadét méreni v GA.

Povedlo se sestavit aparat GA, ktery umoznuje intuitivni a pfimocary vypocet.
Vsechny ziskané vysledky potvrdily spravnost tohoto pristupu. Elegantni definice
baze umoznuje mnoho zjednoduseni béhem vypoctu, coz ho déla rychlejsim a po-
tencidlné i méné ndroénym na pameét. Maticova reprezentace méa problém se zvy-
Sujicim se rozmérem matic. Tento rist je exponencialni a i pro maly pocet qubit
muze byt vypocet velmi narocny. Rozmér vyrazu reprezentujicich kvantové brany
v GA také roste, ale neni tak dramaticky a ¢asto se dd zjednodusit. Nejvétsim
problémem je samotna implementace GA. Komplexni ¢isla jsou obtizné reprezen-
tovatelnd a v soucasné dobé neexistuje zadny software vhodny pro vypocty v GA.
GAALOPWEeb nabizi alternativu, ale pracuje s GA nad realnymi ¢isly a pouziva
trochu odlisny pristup.
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REGRESSION TREES AND RANDOM FORESTS
FOR PREDICTIONS

DUSAN OBERTA

ABSTRAKT. Regression trees are widely used in statistics to capture, not always
trivial, relationships between predictors (i.e. independent variables) and a response
variable (i.e. dependent variable). They can be used in a variety of situations where
other statistical tools are not suitable, even in situations where the number of predic-
tors is greater than the number of observations in the set of training data. Random
forests generalize the concept of regression trees to reduce variance and improve sta-
bility of simple regression trees. Apart from the classical regression trees based on
the least squares method, the concept of maximum likelihood with the assumption
of gamma distribution of the response variable is described and derived by the au-
thor. Compared to literature found, slightly different proofs of theorems regarding
pruning of regression trees are offered, as well as a thorough derivation of confidence
intervals for the expected value of the response variable is offered as own work of
the author. Introduction to the concept of random forests is covered in the last part
of the article.

1. INTRODUCTION

Nowadays, we are surrounded by huge amounts of data. Considering the fact that
more and more data are obtained every day from numerous human activities, it
is crucial to know how to process the data and model the relationship between,
usually multiple, predictor variables and a response variable properly. Predictor
variable (i.e. predictor), also known as an explanatory variable, is an independent
variable that can be changed by an observer in order to obtain an outcome (i.e.
response variable). Predictors can be either real-valued (called continuous predic-
tors), or they can take only the values from a finite set (in this case, they are
called categorical predictors). A response variable is a dependent variable, which
is influenced by predictors. Our goal is to create a statistical model which best

2020 MSC. Priméarni 62F40; Sekundarni 62F25, 62H30, 68T05.

Klicova slova. Regression trees, least squares, maximum likelihood estimation, confidence
intervals, k-fold cross-validation, bagging, bootstrapping, random forests.
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captures the relationship, based on some observations made (i.e. a set of training
data).

Imagine we know that a response variable Y is explained by an explanatory
variable X by the relationship Y = a + X + ¢. Based on a set of n observations
{(z1,91),- .., (Tn,yn)} we have done, we want to compute the estimations &, B of
the real values of parameters «, 8. In real world, each of the observations satisfies
the equation y; = o + Bx; +¢; (for ¢ = 1,...,n), where ¢; is a random variable
known as a random error, which is the difference between the observed and the
real value of an experiment. Thought this article we assume that €;,...,€, are
independent, meaning that a random error which occurs while making one ob-
servation does not affect any other observations made. This is quite a reasonable
assumption, anyway it is not always fulfilled in real world applications. The case
where the random errors are not independent is not discussed in this article, and
more information regarding this topic can be found in [5]. Also, when deriving
confidence intervals for the expected value of the response variable for regression
trees (see Section , we assume that €;,...,€, are normally distributed with
zero mean and constant variance. Moreover, it is definitely a reasonable require-
ment that the computed estimations a, B are the “best” (in some sense), whatever
the “best” means. Depending on the “best” criterion used, we obtain different sta-
tistical models. The two “best” criterions used for regression trees in this article
are a well-known least squares criterion (see Section and a maximum likeli-
hood criterion (see Section with the assumption of gamma distribution of the
response variable (for simplicity, the words “assumption of gamma distribution”
will be sometimes omitted, since in this article we will only consider maximum
likelihood estimation with the assumption of gamma distribution of the response
variable).

Probably the best-known tool for making predictions is linear regression. Being
the best-known comes with certain limitations, such as the relationship between
predictors and the expected value of the response variable must be linear. In
order to derive interval estimates of unknown parameters using linear regression,
normal distribution of the response variable is assumed. Generalization of linear
regression is offered by generalized linear models, where the distribution of the
response variable can be any distribution from the so called exponential family,
and the expected value of the response variable is connected to the predictors by
a link function, which is a strictly monotone, differentiable function. Nevertheless,
there are still some limitations concerning this statistical models (e.g. the number
of observations must be at least equal to the number of unknown parameters).
More detailed information regarding linear regression can be found in [I] or [4],
and regarding the generalized linear models, in [2].

Regression trees, described in Section [2] have no limitations concerning the re-
lationship between predictors and the response variable. Also, as mentioned in the
abstract, there are no limitations regarding the number of unknown parameters
and the number of observations, which is not true for both linear regression and
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generalized linear models. They are also known for their simplicity and interpreta-
bility. On the other hand, they might be unstable, meaning that a slightly diffe-
rent data set might result in quite different predictions. Two different approaches
of growing the trees are described, least squares (see Section and maximum
likelihood estimation (see Section , with the latter being own derivation of the
author. Confidence intervals for the expected value of the response variable (assu-
ming a fixed partition of the sample space) are derived thoroughly in Section
Also, k-fold cross-validation is shown as a tool for finding optimal values of tuning
parameters (not only) for regression trees. More information regarding regression
trees can be found in [4].

As mentioned in the previous paragraph, regression trees tend to be unstable.
Section |3| provides an introduction to the concept of random forests, which are
built using the basic concepts of bootstrapping, bagging and regression trees in
order to reduce variance of the model when compared to single regression trees
and improve its stability. As in the previous section, confidence intervals for the
expected value of the response variable (assuming a fixed partition of the sample
space) are stated, with a sketch of their derivation. Also specific algorithm for the
practical implementation of random forests is described. More detailed information
regarding random forests can be found in [4] and [8], and regarding the confidence
intervals in [3].

2. REGRESSION TREES

In this chapter, we will introduce some basic concepts regarding regression trees.
Proper mathematical definition of a tree (see Deﬁnition requires defining some
terms from graph theory. However, for purposes of this article, more intuitive and
vague definitions of the terms and concepts (e.g. Definition will be sufficient.

Regression trees are used to model a relationship between predictors and a re-
sponse variable. They are, for example, suitable to use in situations where either
the relationship is too complicated to capture by a simple model, or the num-
ber of independent variables is relatively large when compared to the number of
observations.

2.1. Basic Concepts

Definition 2.1. A tree is an undirected graph, in which any two vertices are
connected by exactly one path.

Definition 2.2. A binary tree T consists of a non-empty set of nodes, such
that each node (called parent node) contains either no subnodes, or precisely two
subnodes (called child nodes), and that there is exactly one node (called the root),
which is not a child node of any other node. Nodes containing no child nodes are
called the leaves or terminal nodes.

Remark. Since we are interested only in binary trees, for simplification, instead
of the term binary tree, we will be using only the term tree (omitting the word
“binary”).
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2.2. Introduction to Regression Trees

The main idea behind regression trees is that by starting with all the data at
the root, we move downwards until a leaf is reached. At each parent node, we
move towards one of its two child nodes depending on the values of predictors —
we select a predictor and its value, which provide the “best” partition (according
to some criterion), and then each data sample, which was originally in the parent
node is moved into the corresponding child node (depending on the selected “best”
predictor and its value). The selected predictor is called a split predictor, its value
is called a split value, and together they are called a split. We stop the splitting
process when some minimal node size (i.e., the minimal number of observations in
a node) is reached.

Let Xi,...,X; be continuous predictors and X;1,..., X, be categorical pre-
dictors with myy, ..., my, categories (ie., X; € R and X; € Gj = {gj,...,9;" },
fori=1,...,land j=1+1,...,k). Denote the sample space

k
D:=R! x H G;.
i=1+1
Let {R;}*, be a finite partition of D, such that for j = 1,...,m, each region R;

is of the form
1 k
R; = H(ai;bi} x H Si,
i=1 i=l+1
where S; is a non-empty subset of G; and a;,b; € RU {—00, 00} (in case b; = o0,
the corresponding interval is considered to be open from the right side).

Let Y7,...,Y, be random variables, X € D™ an n x k matrix (each of the n
rows of X being an element of D), f1,..., B, unknown parameters and e1, ... &,
random variables such that E (g;) = 0 and var (g;) = o2, for i = 1,...,n. Denote
Xi = (i1, oy acik)T € D and X; = (15, ... ,xnj)T. We can write X in the form

T11 N Tk X,{
Tpl .. Tpk x1

Now assume a regression model, where only a constant function is fitted in each
of the partition regions, i.e. the corresponding model is of the form

m

Yi=f(xi)+ei= Bixg () +e;i=1,...,n, (2.1)
=1

where xg; is an indicator function of subset R; of set D, i.e.

1, ifxe Rj,
x) =
X, (%) {0, else.

Remark. The model defined in (2.1)) is typically used for regression trees, when
the partition is done according to the least squares criterion (see Section [2.3)).
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When considering the maximum likelihood criterion with the assumption of ga-
mma distribution of the response variable (see Section [2.7)), this model is no longer
valid.

Remark. The partition {R;}7 described in this section simply means, that the
R! part of the sample space is divided into I-dimensional rectangles for continuous
predictors, and the finite sets corresponding to categorical predictors are divided
into non-empty subsets.

2.3. Growing a Regression Tree

2.3.1. Parameters Estimation. Consider a set of training data

{(leyl) P (men)}7

where x; = (x;1, . .. ,xik)T, for i = 1,...,n. Notice that there are no assumptions
regarding the relationship between n and k. Suppose, in this section, that we
already have a partition of D into m regions Ry, ..., R,,. Assuming that the model
is of the form , we want to estimate the values of parameters fi,..., Bm.
Denote f; := f(x;) and consider the criterion of minimizing the residual sum of
squares, i.e. minimizing the expression
n n n n
RSS := RSS (B, ..., Bm) = Z(yz - fz‘)z = ny - QZyifi +Zfi2’ (2.2)
i=1 i=1 i=1 i=1

Differentiating both sides of (2.2) with respect to 8, and setting it to 0, we obtain

ORSS .
W:-~-:—2 Z y; +2card ({i | x; € Ry}) Bu = 0, (2.3)
{ilxi€Ru}
where card (A) denotes the cardinality of set A. Denote C,, := card ({i | x; € Ry, }).
Assuming that {i | x; € R, } is non-empty (i.e., each of the partition regions con-
tains at least one element), (2.3) has a unique solution

Bu = Cf Z Yi- (24>
Y {ilxi€R.}

Hence Eu is just the average of y; | x; € R,. It is an easy exercise to verify that the
Hessian matrix of (2.2)) is positive definite, thus the expression (2.4)) minimizes

22).

Remark. Details of (2.3), as well as verifying the positive definiteness of the
Hessian matrix of (2.2]) can be found in [7].

2.3.2. Finding an Optimal Partition. Now, assuming is the least squares
estimator of S,, we need to find an optimal partition of the sample space D.

For a categorical predictor X; (j € {{+1,...,k}), define the set of all possible
non-empty binary splits as

Bj = {{S;G;\ S} S C G NS ¢{0;Gj}}
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Denote J; the number of all possible non-empty binary splits for a categorical
predictor X

J; = card (B;) =

card (P(G)\{0:GH) _ 29 =2 o,
2 )

2
where P (A) denotes the power set of A. Thus we can write B; as

T . ) J;
B = (B}, = {{B"B°}} .

i=1

where B; denotes the i-th element of B;.

Remark. Remember that G; denotes the set of all values a categorical predictor
X can take. Then B, is a set of unordered tuples, where each of the tuples contains
a non-empty subset of G; and its complement.

Finding a best binary partition in terms of minimal residual sum of squares is
generally computationally infeasible. Instead, we use a greedy algorithm. Starting
with all the data samples, consider a split predictor X; (j € {1,...,k}). For a split
predictor X; and split point s define Ry (j,s) and R (4, s) as

{x|z; <s}, if X, is a continuous predictor,

{x|z; € B;;l}, if X; is a categorical predictor,

Ra(j.3) {x|z; > s}, if X; is a continuous predictor,

3 S = : . . . .
2V {x | z; € B;-’2}, if X; is a categorical predictor,
where s € R for continuous variable and s € {1,...,J;} for categorical variable
and z; denotes the j-th element of x.

It is obvious that for every pair (j,s), {R1 (J,s); Rz (j,5)} form a partition of
D. For classical regression trees, the index j of split predictor X; and split point s
are chosen as the solution of the optimization problem

. . ¢ 2
min ( ,min ; (yi — f3) ) (2.6)
For every pair (j,s), the inner minimization of is solved by (2.4). If for
continuous predictors we restrict ourselves to the set of values taken by training
data, the outer minimization can be simply solved by iterating through all the
predictors and possible values of s. Finding the best split, we divide the data into
two regions R; and R, and repeat the splitting process on both the regions. The
whole process is then repeated again and again on all of the resulting regions, until
the minimal node size (i.e. the number of observations in a node).

Remark. Note that we have found an optimal partition, not the optimal parti-
tion. Due to the fact that we have a finite number of observations, for the parti-
tion obtained in the previous paragraph, there is an (actually uncountable) infinite
number of partitions minimizing , if for continuous predictors we do not re-
strict ourselves just to the set of values taken by our training data.
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2.4. Pruning a Regression Tree

A very large tree might overfit the data, while a ¢ree which is too small might
not capture the important structure of the data. In this section, we will describe
how to grow an optimal sized tree. Theorems stated in this section are stated and
proved in [8], nevertheless the proofs of Theorem and Theorem were
modified and more clarified by the author.

Definition 2.3. A subtree of a tree T is a tree Ts with root a node of T', such
that each node of Ty is also a node of T. It is denoted as: Tg C 1. Then Ts is
called a rooted subtree of a tree T, if its root is the root of T.

Remark. If not specified otherwise or being clear from the context, the term
subtree means the maximum possible subtree (in terms of the number of nodes).

Definition 2.4. A branch T at a non-terminal node t of a tree T is the subtree
rooted at one of its child nodes.

Definition 2.5. The number of leaves of a tree T is called the size of a tree,
i.e.
size (T') := card ({t | t is a leaf of T'}).

Instead of simply finding a tree with the minimal residual sum of squares, we
need to consider also the size of the tree. For a given tree T and real number «,
define the cost complexity criterion as

R, (T) :=R(T) + asize (T), (2.7)

where R (T) is the residual sum of squares as defined in .

Consider growing a large tree Ty, stopping the splitting process only when some
minimum node size (sample size at the specific node) is reached. The idea is to
find for a given «, a subtree T (o) C Ty minimizing . Note that for a < 0,
the solution is the full tree Ty. We will show that for a given tree Ty, there is
a nested sequence of subtrees {Ty}{_, (i.e. T, € --- C Tp) and an increasing
sequence of real numbers {O‘k}Z=1 such that for k =1,...,q— 1, T} is an optimal
tree for o € [ou; auy1), Ty is an optimal tree for a > a4 and Ty is an optimal
tree for a < a;. We will also provide an algorithm on how to construct the nested
sequence {1y }7_,.

Remark. Consider a node t of a tree T. Values R, (t),R(t) and size (t) are
defined in the sense of R, (Tt,) , R (T3,) and size (T, ), where Ty, is a trivial subtree
(consisting only of the root) rooted at the node t. It is easy to see that size (t) = 1.

Remark. For a node t of a tree T, denote T; the subtree of T rooted at t.

Definition 2.6. Consider a tree T. The reduction function g (¢,7) for a non-
terminal node t of a tree T is defined as
R(t) — R(T,
g(t,T):=— ®) (t) .
size (T}) — size (t)
Definition 2.7. Pruning of a tree T at a non-terminal node t is to replace T}
by t.

(2.8)
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Lemma 2.8. Consider a tree T' and a non-terminal node t. Then for a given

aeR
g(t,T) > a if and only if Ry (t) > Ro (T%) .
Proof. The proof follows directly from definitions (2.7) and ({2.8). O

Remark. For a non-terminal node t of a tree T it follows that:

Ro (Ty) = > R, (Tg).

{Ts|Tg is a branch at t}

Theorem 2.9. Consider a tree T and o € R. Suppose that we wvisit all the
nodes of T in the bottom-up order (i.e. starting from the leaves, finishing with the
root, and visiting each node before its parent) and prune at a non-terminal node t
only if

Rq (t) < Ra (T), (2.9)

for the current tree T'. Then the resulting tree is T ().

Proof. The proof will be done using mathematical induction. Suppose that when
a node t is considered, all the branches at t are optimally pruned. It is obvious
that this is true for the leaves. At node t, we either prune it with the value R,, (),
or not with the value R, (T7) if this is strictly smaller. If there is a subtree T}’
rooted at t with a smaller value of R, it must be non-trivial and there must be
a branch T with R, (Tf) < Rq (T) and so T is not optimally pruned, which
is a contradiction. Thus after a node t is considered, T} is optimally pruned. After
the root is considered, the resulting tree is optimally pruned, hence it is T' (o). O

Remark. Theorem gives us an algorithm to find T («) for a single « € R.
Theorem 2.10. Consider a tree T. Denote
ap = min g,T). (2.10)

{t|t is a non-terminal node of T}
The optimally pruned tree is T for o < ay and Ty := T (av1) is obtained by pruning
at all the nodes t with g (t,T) = 1. Further, g (t,T1) > a1 for all non-terminal
nodes t of T .

Proof. Assume a < ;. From it follows that g (¢t,T) > a3 > «, for all
non-terminal nodes t, thus R, (t) > R, (T};) (see Lemma [2.8). The optimality
of T is then a direct consequence of Theorem [2.9] Now consider & = «; and
pruning by Theorem Since ¢ (¢,T) > aq, then also R, (t) > R, (T3) for all
non-terminal nodes t, hence pruning is only applied at all nodes t with ¢ (¢,T) =
a1 (see condition (2.9)). Thus the second part of the theorem is proved. As a
consequence, whenever the tree is pruned, R, (T7) is unchanged for all the nodes s
of the new tree. Since there were no nodes with Ry, (t) < Rq, (T3) and all the nodes
with Ry, (t) = Rq, (T}) were pruned, all the remaining non-terminal nodes satisfy
Ry, (t) > Rq, (Th:), which, according to Lemma [2.8|is equivalent to ¢ (¢,71) > a1
for all non-terminal nodes t of T;. O
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Theorem 2.11. For 8 > «, T (8) is a subtree of T () and is the result of
B-pruning of T (c).

Proof. To show that T (8) is a subtree of T (a), it is sufficient to show that T”
is a subtree of T}* for every node t during S-pruning and a-pruning, respectively.
It is obviously true at the leaves. At node t we compare Ry, (t) to Ro (T7*) (Rp (t)

to Ra (T{B )) and prune the tree if the first is weakly smaller. We must show that if
R, (t) < Ro(T7*) then Rg (t) < Ry (Tt/ﬁ). Suppose that R, (t) < Rq (T{*). During
a-pruning, the current tree T/* is optimal at each step, thus also R, (Tt"") <
R, (thﬁ) at each step. Then
2.7 2.7
Ry () B2 R(t) + Bsize (1) B2 R, (1) + (B — a) size (1)
< Ro(T/*) + (B — a)size (t) < Ra(T}°) + (8 — @) size (t)

R(T)%) + asize (T;") + (8 — a) size (t)

¥
g g

D Ry (17%) + (o — B)sine (T1°) + (5 — a)sine (1

= Ry (T") = (6 = ) ((size (T}°) = size (1))

B>a & size (Ttlﬁ) >size(t)
< Rﬂ (Tﬁt/ﬁ).

Thus T (B) is a subtree of T (). Since T () minimizes Rg (T”) over all the rooted
subtrees T' of T and is a subtree of T (o), it also minimizes Rg (T”) over all the
rooted subtrees T' of T (). O

The algorithm from Theorem [2.10]can be applied to the new tree T} := T (ay) to
find g > aq and T3 := T (a2) and so on until T} is the trivial tree (i.e. the root of
To :=T). From Theorem and Theorem it follows that for o < a < g,
T (a) = Ty and T (o2) = T5. Repeating the process, a1 < ag < -+ < 4 and
To D Ty D --- D T, are obtained such that T (o) = T; for o < a < @41
(i=1,...,q—1). Finally, the full tree Ty is optimal for o < a (see Theorem
and the trivial tree Ty is optimal for o > vy, which follows from Theorem 2.1}

Algorithm 2.12. The following algorithm can be used to find for a given tree
T, the tree sequence {T}};_, and {ax}{_, as described above:
1. Set k:=0and Ty :=T.
2. Visit all the non-terminal nodes t in bottom-up order, compute g (¢, Ty)
using (2.8) and set a1 as

Qpy1 1= min g(t,Ty) .

{t|t is a non-terminal node of T} }

bl

Visit all the nodes in top-down order and prune whenever g (¢,Tx) = agq1.
Set Ty, 1 := T}’, where T} is the tree obtained by ayj41-pruning of Tj.
5. If Ty is & non-trivial tree, set k := k + 1 and go to Step 2}

=
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2.5. k-Fold Cross-validation

Assume using Algorithm to obtain a sequence of nested trees {T}}}_,, each
tree being optimal for some o € I, C R. Our goal is to choose the best subtree
for our data. We already know that Ty might overfit the data, but the trivial tree
T, is probably not the right model either. For choosing the best subtree, k-fold
cross-validation can be used (more information regarding this topic can be found
in [4]).

Consider a problem as described in Section Denote A the set of training
data, i.e.

A= {(Xl,yl),--~7(xnayn)}'

Consider splitting A into k “roughly equal-sized” non-empty subsets A, ..., A
such that

k
UAZ- =ANANA; =0; i #j A max k}{|card(Ai) —card (4;)]} < 1.

et Je{l
We define an indexing function « as
k:{1l,...,n} = {1,...,k},
1= | X; € Aj.

Denote by f7 (x) the fitted model using data from the set: A\ A;. The cross-
validation estimate of prediction error is defined as

CV(f) = 5 3 Ll 0 ),
i=1

where L(y7 f (x) ) is the loss function measuring errors between the observed value

y and the predicted value f (x). Typical choices for the loss function are squared
error

and an absolute error
Ly, f(x)) =y~ f(x)|.

The case k = n is called the leave-one-out cross-validation. In this case k is an
identity function (i.e. k (7) = i), and for the i-th observation, the fit is computed
using all the data samples except the i-th.

Consider a set of models f (x, «) indexed by a tuning parameter «. Denote by
fP (x, @) the a-th model fit on sample A\ A,. Define the cross-validation estimate
of prediction error for this set of models as

n

1 Fr(i

CV(f,a) ::;ZL(yi,f ()(xi,a)). (2.11)
i=1

Our goal is to find parameter @ minimizing (2.11)). Our final chosen model is then

f(x7 &), which is fitted to all the data.
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2.6. Confidence Intervals for the Expected Value

Consider a problem as described in Section 2:2] Consider a model of the form
(2.1). Assume that e1,...,¢&, are independent. Then also Y7, ...,Y,,, each ¥; being
a function of ¢;, are independent. Defining an indexing function 7 as

T:D—=A{1,...,m},

2.12
Xx—j|x€Rj, (2.12)
we can write (2.1f) as

Y= f(xi) +& = Brx) +&i- (2.13)
Theorem 2.13. For B\j (where j = 1,...,m) as defined in (2.4)), it follows that
E(B;) = B, (2.14)

2

~ o
var (B;) = 1 (2.15)

j

Proof. Firstly we need to compute the expected value and variance of Y; (where
1=1,...,n)

(2.13) E(e;)=0
2.13] var(e;) =02
var (Y;) B2 var (Br(x;) +€i) = var (&) (=" 52, (2.17)

Using ([2.4), both the desired equalities can be computed directly
~ 1 1 I 1
E () =E(C > Yi) =5 > BM) =5 > B

I {ilx:€R;} I {ilxi€R;} I {ilxi€R;}
1 1
=& X Bi=50CBi=8
7 {ilxi€R;} !
var (Bj) = var i Z Y; | = %Var Z Y;
C c: |
{ilxi€R;} J {ilxi€R;}
are independen 1 . 1
Y1,....Yn are independ t7 Z var (Y;) 17 = Z o2
J {ilx;€R;} J {ilx;€R;}
1 o?
=_—Cio’=—.
CJQ- ! C;

Remark. According to (2.14)), Bj is an unbiased estimator of 3;.

Remark. Denote the residual sum of squares as

Sei=>» (Y- Brixn)’ = >, (vi- B). (2.18)

i=1 =1 {ilx:i€R;}



124 D. OBERTA

Remark. Further on, define 1 := (1,..., 1)T, 0:=(0,.. .,O)T and denote I as
the identity matrix. If the size of I (1 or 0) is not clear from the context, we will
use I (1, or 0y), where the lower index ¢ indicates the matrix (vector) of size g.

Denote Y := (le, cee chj)T the vector of all Y;’s, for which x; € R;. From

, and independence of Y;’s, it follows that
E(Y,) = 41,
var (Y;) = o°L
Using , it is easy to see that

Remark. Notice that

Lemma 2.14. Define M; as

1
M; = ch — Elcj 12;1
J

Then M is symmetric, idempotent and it follows that

T T
Proof. The proof of symmetry is trivial. Idempotence follows from
2 T 1 T T
M;M; = I¢; - ?lcj 1c, + @lcj le 1e;1c;
J J
lcTV lcj =C; 2 T 1 T
J

Equation (2.24)) can be obtained simply by direct computation. Indeed

1CT. 1c; =C;

1 1

T T T T T T T

1e,M; =1¢, — 7 lele1e, = 1 - *C-lecﬂ‘ =0".
J J

Theorem 2.15. Define random variable s as

2 Se
5= ,
n—m

where S, was defined in ([2.18)). Then s is an unbiased estimate of o2, i.e.

E (52) =0,

(2.19)
(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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Proof. Firstly we compute E (S.) as follows

5.) E(i S (Yi—@»)?)

J=1{ilx:€R;}

1(, 5, (8o

=L (ilxie )
z:: (( z 1TY) (Yj—cljnTYjD

ez i E (YT MTM,Y;) Lem@mil«j (YIM;Y;)
=t - =t (2.27)
TS (T (M var (Y)) + (B(Y,) T ME(Y)))

=1

Theorem 4.18 in |

<.

N
g
<
|| &
N
o
S
NE
—

TI‘ (M]‘U2I) + 5j1TMjﬂj1>

o2 Tr (M o2i( ( 11C 1c)>

<.
Il
-

T
H'ﬁg

j=1 j=1
N
:022((371) o2 (n—m),
j=1
Dividing (2.27)) by (n — m), (2.26) is obtained. O
Further on in this section, assume that for i = 1,...,n, &; are normally distri-

buted (i.e., g; ~ N (O, 02), where the expected value and variance of ¢; was defined
in Section [2.2)). Then also Y; are normally distributed, for ¢ =1,...,n.

Lemma 2.16. Matriz M; (see (2.23))) is positive semi-definite.
Proof. Multiplying M; by vector ¢ (of length C;) from left and right, we obtain
cTMjc cle— ichc, lg C
Cj
=6 1 (e 1816, ~ (¢"1¢))") 20,
J

where the last inequality is a well-known Cauchy-Schwarz inequality for RS

[(u, v)[> < (u,u) (v,v); Vu,veR%,

where (u,v) denotes the inner product of vectors u,v (in this case, u = ¢ and
v=1lg, ). O
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Theorem 2.17. Consider s*> as defined in (2.25). Assume that o* > 0 and
C;>2, forj=1,...,m. Then
(n —m) s>

2
o2 ~ Xn—m -

Proof. Define random variable Z; as

Y — Brx,

7, = Y17 ). (2.28)

o

It is easy to see that
Y — 8. @@ B — B;
i Z Z7, Z ( T ﬁ]) 6] 6.7 . (229)
J CJ g
{i|x;€R;} {i|x;€R;}

Denote Z; := (Zjl, .. .,chj)T the vector of all Z;’s, for which x; € R;. From
, and Z; being a linear combination of Y;, which is normally dis-
tributed, it follows that Z; ~ N (0,1) (for i = 1,...,n). Finally, since Y;’s are
independent, Z;’s are also independent, thus Z; ~ N (Ocj , ch). Furthermore, not
only Z;’s are independent, but Z, and Z, are also independent for p # ¢. Then

_ 1 & =N
nom)ot EHLED 1§ 5 (g
J=1{i|x;€R;}

z’”: > (mm (@m))z

1{i[x;€R;}

EDLE - (ch ) zk>2 (2:30)

3=1{ilx;€R;} T {k|xx€R;}
m T 1
Z ( 11Tz ) <zj - 11sz>
= Cj

Lemma [2.14] T
= Z Z'M,Z;.
j=1
From Lemma and Lemma it follows that M; is symmetric, idempotent,
non-zero and positive semi-definite, hence by Theorem 4.16 in [I] we obtain

Z;"FMJ' Zj~ X'zfr(MjI)’

which yields

Z]M;Zj ~ X¢, 1 (2.31)
Finally, using Theorem 4.13 in [I], independence of Z;’s, (2.22)), (2.30) and (2.31)),
we obtain

(n—m)s> <~,r >
T =D LMZ G

o) :
J=1
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Theorem 2.18. Assume that 0> > 0 and C; > 2, for j = 1,...,m. Then Ej
and s% are independent.

Proof. Using (2.30), we can write s? as
o? - E29 — r 1
82 = Z Z,JTMJZJ = Z (Y] — ﬂjl) m Mj (Yj — 6]1) .

n—m
j=1 j=1

From ([2.19), (2.20) and normality of Y;’s it follows that Y, ~ N (le, O'QI). Denote
B:= ng Then

o?
M,)=-—"17IM, =" 0". 2.32
j) Cj(n—m) J (2.32)

Since —L M; is positive semi-definite (see Lemma ) and using ([2.32)), we ob-

tain from Theorem 4.19 in [1] that (Y; — 8;1)" —L-M, (Y; — ;1) and 3; = BY;
are independent. Moreover, (Y; — B,;l)T n_lm M, (Y; — 8;1) and Bj are indepen-
dent for i # j, since Y;’s are independent. Finally, since s? is a sum of m indepen-

dent random variables, where each of them is independent with Bj, then s2 and

1

n—m

Bvar (Y;) (

Bj are also independent. O

Theorem 2.19. Consider £ € D. Then

Brz) — Br(z)

Criz ~ tn—m,
. (@)

where ty_pm, is a Student’s t-distribution with n —m degrees of freedom.

Proof. Tt follows from Theorem and Bj being normally distributed, that

B By 2
T(~)NN< () >,
x x CT(E)
thus
Br@ — Pr@) Crizy ~ N (0,1). (2.33)

g

Using Theorem 4.22 in [I], (2.33), Theorem and Theorem [2.18] we obtain

23\7—(5:)*57(;() C - 2 ~
o V Yr(x) r— = B‘r(x) ﬁ'r(x) C
(n—m)s? S
52

T(x) ™~ tn—m-

O

Remark. Using Theorem [2.19} we can construct the (1 — a)-confidence interval
for E (Y), where Y is an independent future observation associated with x

~ ~ S
<BT(§() —tn—m (@) s Br(z) +tnem () )>v

C‘r(i

S
VCrx)
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where for a random variable T ~ t,, value t, («) is defined as (1 — %)—quantile,
i.e.

P{T|>t,(a)} = a. (2.34)

Remark. In Theorem and Theorem we assumed that C; > 2, which
is quite reasonable, since we do not want to grow trees with leaves containing only
one observation. Such trees would be probably overfitted and we would need to use
e.g. k-fold cross-validation (see Section in order to obtain an optimal subtree.

2.7. Maximum Likelihood Estimation for Gamma Distribution of the
Response Variable

In Section for a given partition of D, the values of fi,..., 3, were estima-
ted by minimizing the residual sum of squares (see ) If the response variable
has gamma distribution, we might use another approach, maximum likelihood
estimation. Maximum likelihood is described in detail in [2] in the context of ge-
neralized linear models. The crucial difference between least squares and maximum
likelihood is that instead of minimizing a loss function, we estimate the values of
unknown parameters in such way, that amongst all the possible considered models,
the probability of making such observations as we have done, is the greatest.

Let Y; ~ T'(a, i), for i = 1,...,n, where, f1,...,0, are the parameters of
interest and « > 0 is regarded as a nuisance parameter. Consider k predictors and

denote x; = (@1, ... ,xik)T € D, for i = 1,...,n. Consider a partition of D into
m regions Ry, ..., R,,. We are not interested in parameters (31, ..., 3, directly, but
instead we estimate parameters p1, ..., li;,, where for j = 1,...,m it follows that
E(Y:) =y Vilx € R, (2.35)
According to [1, for Y; ~ T («, 3;) it follows that
E(Y;) = —. (2.36)
Bi

Combining (2.35)) and ([2.36]), we obtain

Bi=: Vi|xi€Rj j=1,...,m. (2.37)
Mg

Using this notation, our model of interest (compare with (2.1)) is now of the
form

Yo=Y wy-xm, (i) e i=1,...,m,

j=1
The probability density function f; := f; (y:; 5;) of Y; (see [1) is of the form
fi=exp(—yiBi+alnp; +(a—1)Iny; —Inl'(a)), (2.38)

where T' («) is the gamma function.

Remark. Do not confuse the notation f; with the notation used in Section [2.3
In this subsection, f; denotes the probability density function of Y;.
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Denote y = (y1, - - - ,yn)T and B = (f,... ,ﬁn)T. Assuming that Yi,...,Y,, are
independent, we can write the joint log-likelihood function as

Y1,...,Y, are independent . -
Cim Oy ) = In f (y; ) T e ln(Hfl-)Zlnfi
i=1 1=1

n
239 Zlnexp(_yiﬁi+alnﬁi+(0‘_ ny; —InT(a))

=1

(—yiBi +alnB;+ (@ —1)Iny; —InT (a)) (2.39)
=1

2

—nlnT (@) —|—Z Z (—yiBi + alnp; + (o — 1) Iny;)

J=1{i|x;€R;}

D@+ Y (—ulrantsa- )
j=1 {ilx;€R;} Hi Hi

Our goal is to find the values of ug, ..., w,; maximizing the expression (2.39)).
Differentiating both sides of (2.39)) with respect to u,, and setting it to 0, we obtain

19)4 0 ( o «
= Z 7yi—+aln—+(o¢fl)lnyi>
Opu (iR} Ot P "
o Iy o o
= 2 (yi2+aa(—uz)> =2 Y Wi (240
{i|xi€Ry} “ u U {i|x;€Ry}
o
:’ug( Z yi_cuﬂu) =0,
“ {i‘xieRu}

where C, has the same meaning as in Section Assuming that {i | x; € R,} is
non-empty, we obtain a unique solution of ([2.40))

h=v Y (2.41)
Y {ilxi€ Ry}

Similarly as in Section it is an easy exercise to verify that maximizes
, by verifying that the Hessian matrix of is negative definite. Details
of these computations can be found in [7].

Notice that is formally the same as . For a given partition of D
and for a future independent observation Y (associated with %), the predicted
value, 11 | X € R;, is the same as it was for the least squares estimator derived in
Section 2.3

The difference between the least squares minimization approach and maximum
likelihood estimation is how the split predictor X; and split point s are obtained.
Instead of solving , different optimization problem is considered
max( max 8(y;,u)>, (2.42)

758 Hiyeees H
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where the meaning of j and s was explained in Section and g = (1, -« fom)-
For every pair (j,s), the inner maximization of solved by . Simi-
larly as in Section [2.3:2] the outer maximization can be simply computed by ite-
rating through all the predictors and possible values of s and choosing the pair
with the greatest value of evaluated at the point g = (fi1,. .. ,ﬁn)T com-
puted according to . If we assume o > 0 to be fixed, it is obvious that
maximizing the value of evaluated at the point g for different partitions
{R1 (jg, q) ; R2 (Jg, 8¢)} (for ¢ being from some finite index set) is the same as
maximizing the expression

Em: Z <—yii+alni+(a—1)lnyi>

=1 {ijx;€R; ) Hi K

n=p

=(a— 1)i Z Iny; + nalna

J=1{ilx;€R;}

az</} Z yi+cj'1nﬁj>
j=1

Hi {ilxi€R;}

(2.43)

n m
. & (2. —~
€4 & @23 (a— 1)2111% +nalna fnafazcjlnpj .
i=1 j=1
We can see that the first three terms of (2.43]) do not depend on the partition of
D, hence for fixed o > 0, the outer maximization of (2.42) is solved by computing
and comparing the values of

== Cilnj (2.44)
j=1

for all the pairs (j, s) and selecting the pair with the greatest value of (2.44]).

Remark. The outer maximization of (2.42)) can be replaced by minimization of
so called deviance, which provides exactly the same results. Details of this approach
can be found in [7].

3. RANDOM FORESTS

Regression trees as described in Section [2 have some disadvantages, e.g. instability
or the chance of overfitting the data easily. These issues can be overcome by
random forests, which improve the predictions in terms of variance, by simply
growing multiple regression trees, each of them on a slightly different dataset (as
we will see in this chapter). Firstly, we will briefly introduce the basic concepts of
bootstrap and bagging, which will be important for growing random forests.

3.1. Bootstrapping and Bagging

This section provides only a brief introduction into the bootstrapping and bagging.
More detailed information regarding this topic can be found in [4].
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Consider a set of training data A = {(x1,%1),--,(Xn,yn)}. Denote S (A)
some quantity computed from data A4 (e.g. a prediction at some input point based
on some model). The basic idea of bootstrapping is to randomly draw datasets
with replacement from the set of training data, each sample the same size as the
original one. This is done B times, producing B bootstrapped datasets. Then the
quantity S (-) is computed from each of the B bootstrapped datasets. According
to [4], using bootstrap sampling, we can compute the estimation var (S (A)) of the
variance of S (A) as

B
@S (A) = 5 D (5 (A) - §)°, (3.1)

b=1

where A" denotes the b-th bootstrapped dataset from A and S is defined as

1 B
S::EIZ;S(.A”).

Now we will show how to use bootstrap to improve the prediction itself. Sup-
pose we fit a model f to our training data A and obtain a prediction f (%) at
input X. Bagging averages this prediction over B bootstrapped samples. For b-th
bootstrapped sample A, we fit our model to obtain prediction f? (%). The bagging
estimate is defined as

. 1 E .
foag (X) = EZfb(i)~
b=1

When bagging is applied on regression trees, each bootstrapped tree might con-
tain different splits and might have a different number of leaves. The bagged esti-
mate is the average prediction at X over all the B trees.

Bagging can significantly reduce the variance of unstable procedures like re-
gression trees (see [4]). Applying bagging on regression trees, any simple structure
is lost. Hence interpretability is lost as a result of improving the stability of the
model. Instability of a regression tree means that a small change in the training
data can result in a very different series of splits, hence providing quite different
results.

The key difference between bootstrapping and bagging is that bootstrapping
is a random sampling with replacement, and bagging is performing the bootstrap
multiple times and training an estimator for each of the bootstrapped data and
then aggregating the predictions to make a final prediction. So bootstrapping is
a sampling technique, whereas bagging, also known as bootstrap aggregation, is a
machine learning ensemble technique designed to improve accuracy of statistical
models used for prediction and classification.

3.2. Introduction to Random Forests

In Section basic idea of bagging was introduced, where we fit a regression
tree many times to bootstrapped samples of the training data and average the
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results. Random forests technique is a modification of bagging, that builds a large
collection of trees, while reducing correlation amongst them at the same time.

An important feature of trees obtained by bagging is that they are identically
distributed (i.d.), since each tree is built on a data sample randomly drawn with
replacement from the same population. As a result, the expectation and variance
of each tree is the same, so also the bias of bagged trees (i.e., squared distance
between predicted and real values) is unchanged in comparison to the individual
trees. Hence the only improvement can be through variance reduction of bagged
trees when compared to individual trees.

Theorem 3.1. Let Xi,...,X, be i.d. random variables (i.e., var (X;) = o2,
fori=1,...,n). Assume that cor (X;, X;) =p >0, fori#jandi,j=1,...,n.
Denote X,, the average of X := (X1, ... ,Xn)T, i.e.

_ 1< 1
X, ==Y X;,=-1TX. 3.2
- ; - (3.2)
Then variance of X, is of the form
_ 11—
var (X,,) = po® + ST P2 (3.3)
n
Proof. The variance-covariance matrix of X is of the form
a2 po? ... po?
pa? o? ... po?
var (X) = [ . . =po?11T + 02 (1 - p) L (3.4)
po? po? ... o2

Using basic properties of variance, we obtain
- 32 1 1

var (Xn) 2 var (flTX) = —; var (lTX)
n n

var = var T 1
(AX)=A var(X)A —21T var (X) 1
n

B4 o2
= S (" +(1-pT)1
0.2
=— (p1"1171 4+ (1-p)171)
n

1T1=pn 0
=" (n*p+n(l-p) =po”+

1—
TP
n
(]

Remark. Notice that if X;’s are independent (i.e., p = 0) in Theorem we
obtain var (Xn) = 152, which is a well-known property of variance of a mean of

independent, identigally distributed (i.i.d.) random variables.
Remark. An important result obtained from Theorem is
lim var (Xn) E3) po? < o% =var(X;); i €N,

n—oo
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since 0 < p < 1.

Knowing that regression trees obtained by bagging are i.d. and assuming that
correlation between the trees is constant and less than 1, we can decrease the
variance of a single regression tree model by growing a sufficiently large number
of trees. The basic idea of random forests is to improve the variance reduction
obtained by bagging by reducing the correlation between trees without increasing
their variance too much. This is achieved by selecting a random subset of m < k
predictors before each split when growing a tree.

Algorithm 3.2. Consider a set of training data A := {(x1,41),.-., (Xn,¥n)},
where x; = (241, ... ,xik)T, for i« = 1...,n. Each of the k predictors is either
continuous or categorical. The following algorithm can be used to grow a random
forest.

1. For b=1 to B:

(a) Draw a bootstrap data sample A" of size n from original data A.

(b) Grow a regression tree T, on bootstrapped data A®, by recursively re-
peating the following steps for each leaf of the tree, until the minimum
node size is reached for all the leaves of the current tree:

(i) Select a random subset of m < k predictors from k original
predictors.
(ii) Select the best split predictor and split point (see Sectionand
Section respectively) from the selected m predictors.
(iii) Split the node into two nodes only if the resulting nodes satisfy
the condition of minimum node size, and perform Steps [I(b)j(i)
1l(b)i(iii)| on both of the resulting nodes.

(c) If needed, perform pruning of the tree Tp, (see Section and use the
k-fold cross-validation (see Section to select the best subtree T},
and set Ty, :=Tj.

2. Output the ensemble of regression trees {Tb}szl.
3. Prediction at a point X is computed as

_ 18
b=1

where T}, (X) is a prediction at % obtained from b-th tree.

According to [4], recommended minimum node size is 5, and the recommended

value for m in Step [I{b){i) is L%J, where |z] is the floor function defined as

|z] :=max{m € Z|m < z}.

In practice, the best values for both these parameters depend on the particular
problem and can be considered as tuning parameters.

When growing a regression tree, only the most relevant predictors are selected
for splits, whereas predictors that do not affect Y;’s very much are not selected.
When the number of predictors k is large, but the number of relevant predictors is
relatively very small when compared to k, random forests are not likely to perform
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good for small values of m, since there is small chance of a relevant predictor being
selected at each split. Before each split, the probability of a relevant predictor being
selected follows a hypergeometric distribution.

3.3. Confidence Intervals for the Expected Value

Consider a random sample A from an unknown distribution F. Consider a pa-
rameter of interest # = ¢ (F) and its estimate § = s (A). For b = 1,..., B, con-
sider a bootstrap dataset A from A and define a bootstrap replication of 0 as
§ := s (A). Then according to [3], the bootstrap estimate § of the standard error
of a statistic § can be computed as

1 5 =\ 2
5= ﬁz(eb—e) : (3.5)

where 5 is defined as
5o 1 Ab
bi=15 > 6.
b=1
Remark. Notice the similarity between (3.1) and (3.5)). Indeed, the standard

error of a statistic is the estimation of the square root of variance of its sampling
distribution.

Now, consider an independent future observation Y associated with %. The
value Ty, (X) (defined in Step [3| of Algorithm can be considered as a bootstrap
replication of E (}7), and from , the estimate § of the standard error of E (}7)
can be computed as

w>
Il

12 (X -T (),

b=1

where T (%) was defined also in Step
Using bootstrap, we can obtain confidence intervals without making any as-
sumptions about data. For each of the B bootstrapped data samples we compute

Ty (%) — T (%

R
S

where s;, is the estimated standard error for the b-th tree and can be computed as

(also compare with (2.15]))

52

Sp = C-r(i() ’

where s? was defined in (2.25). Consider a random variable Z
_TE-E()

S
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According to [3], the (1 — a)-quantile of Z can be estimated by the value 7 (a),
which satisfies the following condition
card ({b | Z, <1 (a)})
B

If Ba is not an integer, then e.g. interpolation can be used to compute t(c).
Finally, using (3.6)), the bootstrap-t (1 — «)-confidence interval for E (Y) can be

computed as
— R ay - N
(T(f{) Y (1 - 5) T (%) — 84 (E)) .
Another approach to compute confidence intervals is using the empirical distri-
bution function. Define the empirical (1 — a)-quantile £, (o) as the value satisfying

=a. (3.6)

~

card ({b| Ty (%) < e (a)}) _
5 =
From ({3.7)), the empirical (1 — «)-confidence interval for E (}7) can be computed

simply as
(- ()7 (1-3))
t 2 t 2
Remark. Notice a slight difference in notations of different quantiles defined in
this article. In , the value ¢, (o) denotes (1 — %)—quantile, whilst in and
(7). values Fy, ,, (@), £ () and £, (o) denote (1 — a)-quantiles. This is because of

the symmetry of Student’s t-distribution. Since reader might be used to different
notation, we’d rather emphasize the notation used in this article.

(3.7)

4. CONCLUSION

Section [2] provides an introduction to the concept of regression trees. Two princi-
ples, least squares and maximum likelihood estimation, of growing the trees are
described and confidence intervals for the expected value were also derived. Intro-
duction to regression trees can be found in [4] and more detailed information can
be found in [8], according to which Section was written. Proofs of theorems
in Section can also be found in [§], but were slightly modified (especially the
proof of Theorem , since the author was not completely satisfied by the proofs
provided in [8]. Since we could not find literature covering the topic of confidence
intervals from Section to the desired extent, the results in this section were
derived by the author, following the derivation of confidence intervals for the ex-
pected value for linear regression from [1], since the process was quite similar. Also,
for the same reason, the maximum likelihood estimation with the assumption of
gamma distribution of the response variable of regression trees from Section
was derived by the author, inspired by the process of derivation of generalized
linear models described in [2].

Section [3] deals with random forests. Although this chapter might seem to be
short when compared to the previous one, the opposite is true. Most of the required
apparatus for random forests has been already derived in Section [2] since random
forests use regression trees together with bootstrapping and bagging to reduce



136 D. OBERTA

the variance of single regression trees and provide even more accurate predictions.
Confidence intervals for the expected value were also derived for random forests.
The introduction to random forests (Section and Section can be found in
[]). Confidence intervals from Section were application of confidence intervals
for bootstrap described in [3].

Application of described statistical models (i.e. regression trees and random
forests) on real data can be found in [7], as well as comparison of those two
models with linear regression and generalized linear models. Due to skewness of
the distribution of our data, we decided to derive a maximum likelihood estimation
for regression trees (see Section , assuming a response variable with gamma
distribution. This gamma distribution reflects skewness of the distribution of our
data in [7], which was also reflected in the final results, since maximum likelihood
method for regression trees provided better results when compared to ordinary
least squares (see Section (and also the best results amongst all the studied
statistical models).
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MATEMATICKE METODY V NEKTERYCH RANKINGOVYCH
MODELECH

LUBOMIR PAZOUREK

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek, napsan na zdkladé stejnojmenné bakaldiské préce autora,
se zabyvd matematickou podstatou nékterych rankingovych metod. Jejich jednoti-
cim prvkem je tzv. Perronova-Frobeniova véta pro nezdporné a ireducibilni matice,
ktera formuluje podminky pro existenci kladného vlastniho ¢isla a kladného vlast-
niho vektoru dané matice. Cilem ¢lanku je uvést prehled potfebnych teoretickych
vysledku, vysvétlit jejich aplikaci v rdmci nékterych rankingovych metod a provést
simulace pri vyhodnoceni nékterych soutézi. Nasledné porovnat uvedené metody
s nékterymi, které se casto pouzivaji v Sachovych turnajich.

1. Uvop

Uz od pradévna lidé mezi sebou navzajem soupefili a snazili se byt témi nejlep-
$fmi. Pro respektovani dosazenych vysledku a jednotlivych umisténi v co nejvétsi
mite musela byt nastavena pravidla, podle kterych se rizné véci bodovaly a podle
kterych se urcovalo priubézné i zavéreéné poradi. At uz to bylo ve sportovnich sou-
tézich tymi, které budeme rozebirat pravé my, nebo v libovolnych jinych, kde je
cilem sestavit néjaky zebticek podle vykonnosti ¢i dspésnosti.

Otéazka rankingu — tedy sestaveni poradi na zakladé vybranych faktoru — je
nékdy velmi jednoduchd, nékdy zase velmi obtiznd. Existuji napiiklad atletické
discipliny, ve kterych rozhoduje o potradi pouze vykonnost. Ve skoku vysokém
poradi atleta ¢i atletky urcuje nejvyssi zdolana vyska, v béhu na 1000 metri pouze
cas. Klasifikace je z tohoto hlediska objektivni a nezavdava pricinu k pripadnym
stiZznostem.

V piipadé hodnoceni tymovych soutézi, predeviim fotbalu a hokeje v Cesku
nebo Evropé, o poradi rozhoduje celkovy bodovy zisk, ktery je uréen na zakladé
vysledkt jednotlivych zdpast a predem stanovenych kritérii. V ¢eské fotbalové lize
se kazdy tym s ostatnimi celky potka dvakrat, v ceské extralize ledniho hokeje

2020 MSC. Primarni 15A18.

Klicovd slova. hodnotici, turnajovd a ireducibilni matice, vlastni ¢&islo, vlastni vektor,
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kazdy s kazdym ctytrikrat. Tymy se mezi sebou potkavaji tedy stejnou mérou,
takze v tomto ohledu nemize nikdo namitat, zZe koneéné poradi neni spravedlivé.

Existuji ale i soutéze, ve kterych tymy mezi sebou nehraji stejny pocet zapast,
nebo se dokonce nékteré nestretnou viibec. Poté poradi sestavené na konci celého
ro¢niku pouhym se¢tenim bodd muze vyvolat velkou nevoli mezi pfiznivci jednot-
livych tymu, protoZe se mohou domnivat, Ze zrovna jejich tym mél tézsi los a diky
tomu skoncil v poradi nize nez mél, a nez fanousci doufali.

Pokusime se tedy najit takové rankingové systémy, které nebudou zohlednovat
jen bodové zisky z utkéani, ale i kvalitu jednotlivych protivnik. V tomto ¢lanku
se zamérime zejména na ty, které vyuzivaji riznych, zajimavych matematickych
metod a teoretickych vysledku z linedrni algebry. Nasledné se pokusime zhodnotit,
jestli by bylo lepsi pouzivat k sestavovani poradi pravé tyto rankingové systémy, v
¢em by byly jejich benefity, a v ¢em naopak ptipadna uskali.

Clanek je rozélenén do sedmi kapitol. V druhé kapitole zavedeme a okomentu-
jeme dulezité souvisejici matematické pojmy. V tieti kapitole se detailnéji podi-
vame na znéni Perronovy-Frobeniovy véty, kterd je matematickym zakladem nékte-
rych vyznamnych rankingovych metod. Ve ¢tvrté kapitole ukdzeme, jak reprezen-
tovat tabulky s body z jednotlivych utkani maticovym zapisem, a tyto specialni
matice a nékteré jejich vlastnosti podrobnéji prozkoumame. Nésledné uvedeme
vyuziti kladnych vlastnich vektort garantovych Perronovou-Frobeniovou vétou
v uvazovanych rankingovych systémech. Prozkouméame také ruzné varianty bodo-
vych ohodnoceni zapasu. V dalsi kapitole si budeme ilustrovat pouziti navrzenych
rankingovych systémii na tirech piikladech z redlného svéta sportu, konkrétné na
fotbalové Premier League, hokejové NHL a lize amerického fotbalu NFL. A v pted-
posledni kapitole si nami popisované metody porovname s metodami, které jsou
pouzivané v Sachovych turnajich.

2. PREHLED MATEMATICKEHO APARATU

Nejprve si pripomeneme nékteré zékladni pojmy teorie matic spolu se zakladnimi
komentari. S témito pojmy dalsi ¢ast tohoto textu pracuje. Pti zavedeni téchto
pojmu budeme predpoklddat, ze A je ¢tvercova matice fadu n (tuto skutecnost
nebudeme opakovat).

2.1. Vlastni ¢isla a vlastni vektory

Zacneme s pojmem vlastni ¢islo a vlastni vektor, které v tomto ¢lanku hraji velmi
vyznamnou roli.

Definice 2.1. Necht I je jednotkova matice fadu n. Pak algebraickou rovnici
det(A—AI)=0

s neznamou A nazyvame charakteristickou rovnici matice A. Kotfeny této charak-
teristické rovnice pak nazveme vlastni c¢isla matice A. Je-1i X\ vlastni ¢islo A, pak
existuje nenulové feSeni r soustavy

(A= AD)r =0,
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které nazveme vlastnim vektorem matice A prislusny vlastnimu ¢islu A.

Problematika vlastnich ¢isel a vlastnich vektori dané matice je v literatuie
zkouméana z mnoha riznych pohledi. Nés bude zajimat predevsim rozlozeni vlast-
nich ¢isel podle jejich velikosti.

Definice 2.2. Necht Aq,..., A, jsou vlastni ¢isla matice A. Vlastni ¢islo Mg
nazveme dominantnim vlastnim cislem, jestlize plati

[A1] > |A\i] pro vSechnai=2,...,n.

Dominantni vlastni ¢islo tedy udava tzv. spektrdlni polomeér matice A, ktery
uréuje polomér uzavieného kruhu v komplexni roviné (se stiedem v pocatku), ve
kterém lezi vSechna vlastni ¢isla matice A.

Problém nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektort matice A patii do oblasti
numerické matematiky (tyto hodnoty jsme schopni analyticky urcit pouze pro
matice nizkych fdda). Metody, které jsou pritom vyuzivdny, se odlisuji riznymi
hledisky. Jednim z nich je, zda hledame vSechna vlastni ¢isla, nebo jen néktera
vybrané (napifklad dominantni). V nédsledujici kapitole pfipomeneme princip me-
tody, kterd umozni nalézt (za jistych predpokladi) dominantni vlastn{ ¢islo dané
matice, a jemu odpovidajici vlastni vektor. Jak uvidime, tento vektor mize mit,
pri splnéni uréitych pozadavki, vyznamné postaveni pri uziti nékterych rankingo-
vych metod.

V dalsi ¢asti pfipomeneme nékteré specidlni typy ¢tvercovych matic.

2.2. Nékteré typy matic

Definice 2.3. Ctvercova matice P fadu n se nazyva permutacni matice, je-li
mozno P ziskat z jednotkové matice I stejného typu postupnou vyménou radku.

Permutacni matice maji fadu uzitecnych vlastnosti, z nichz prfipomeneme na-
sledujici:

e Vyménu fadk (resp. sloupci) dané matice A miizeme reprezentovat pomoci
souCinu PA (resp. AP).
e Pro kazdou permutaé¢ni matici P plati P~ = PT.

Priklad 2.4. Uvazujme obecnou matici ctvrtého radu

a1 aiz @13 ai4
A— a1 Q22 G23 (424
asz; Q32 Q33 (a34
a41 Q42 Q43 Q44

ve které bychom chtéli zaménit druhy radek se tfetim. Provedme tuto operaci
pomoci permutac¢ni matice. Zvolime si tedy jednotkovou matici, zaménime v ni
stejné radky, které chceme zaménit v matici A, a vzniklou matici oznacime P.
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Poté touto matici vynasobime matici A zleva:

1 0 0 O ail a2 Qi3 aiq

_ 100 10 _ | a31 asx asz as
P= 01 00 — PA= a21 Q22 Q23 Q24
0 0 01 41  G42  A43 Q44

Doslo tedy skutecné k pozadované zaméné radka. Ukazme si, ze naopak pri vy-
nésobeni matice A zprava touto permutacni matici P, se namisto fadki prohodi
sloupce:
ail  aiz a2 Q14
AP = a21 Q23 0422 (24
(31 a3z a3z A34
(41 (43 Q42 Q44

Definice 2.5. Matice A je tzv. horni trojuhelnikovd matice, pravé kdyz plati
a;; =0 pro vsechna i > j.

Pokud je navic nulova i hlavni diagondla, jedné se o tzv. ryze horni trojuhelni-
kovou matici.
Na zaveér zavedeme specidlni typ matice, kterd je v jistém smyslu nerozlozitelna.

Definice 2.6. Matice A se nazyva ireducibilni, pokud je fadu jedna, nebo ne-
existuje z4dnd permuta¢ni matice P takovi, ze PAPT je v tzv. blokové hornim
trojuhelnikovém tvaru, tj.

PTAP _ |:A11 A12:|

0 Ag

kde Aj; (resp. Ago) je ¢tvercovy blok fadu k (resp. n — k). Matice Ajo je pak
rozméru k x (n — k).

Poznamenejme, ze ireducibilita znamenad, ze zadnym prohozenim radku a sloup-
cli v dané matici nedostaneme vyse popsany blokové horni trojuhelnikovy tvar.
Dodejme jesté, ze podminku, aby matice A byla ireducibilni, mtuzeme formulovat
ekvivalentné i v jiném tvaru (viz napt. [3] a [4]).

3. PERRONOVA-FROBENIOVA VETA

Zakladni tvrzeni obsazend v této kapitole byla ¢erpana z knih [3] a [4]. Tato tvr-
zeni se tykaji specidlnich spektralnich vlastnosti matic. Pozdéji uvidime, ze v né-
kterych rankingovych metodach hraje dulezitou roli kladny vlastni vektor dané
¢tvercové matice A (timto terminem rozumime vektor pouze s kladnymi soutad-
nicemi). Cilem této kapitoly je proto zformulovat podminky kladené na matici A4,
které existenci takového vektoru zarudi.

Zacnéme nejprve nasledujici pocetni tivahou. Vezméme pro jednoduchost matici
druhého radu a polozme si otdzku, za jakych podminek, kladenych na koeficienty
této matice, existuje dominantni kladné vlastni ¢islo této matice takové, ze odpo-
vidajici vlastni vektor ma kladné souradnice.
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Priklad 3.1. Uvazujme obecnou matici druhého radu

s charakteristickou rovnici
det(A — )\I) = )\2 — (CL11 + CLQQ))\ + (a11a22 — algagl) = O

Vlastni ¢isla matice A tedy vypocitame takto:

aj; +asy £ \/((111 + ag)” — dayiass + daizas

2
Pozadujeme, aby A; bylo dominantni, kladné, realné vlastni ¢islo. Pokud ma byt
vlastni ¢islo realné, diskriminant musi byt nezdporny. Aby bylo navic dominantni,
musi byt jednoduché. Diskriminant musi byt tudiz kladny. Mame tedy

A2 =

D = (a11 + as)” — dagiass + daizas; > 0,
tj.
D = (a11 — a22)2 —+ 4a12a21 > 0.

Uvedend nerovnost je zarucena mj. tehdy, je-li ajeaq; > 0.

Dominantni vlastni ¢islo ma byt navic kladné, coz je zaruceno tehdy, je-li a11 +
age > 0.

Shrnutim dvou odvozenych nerovnosti dostavame, ze volime-li koeficienty dané
matice jako kladné ¢isla, pak existuje vlastni ¢islo s pozadovanymi vlastnostmi.

Podivejme se, jak pfi podmince na kladnost koeficienti bude vypadat vlastni
vektor 71 prislusny dominantnimu vlastnimu ¢islu A;.

Vlastni vektor r; dostaneme jako Feseni této soustavy rovnic:

ainr — A1 a12 11 0
A—\T = =
( 1)m ( as1 azs — )\1> (7"12) (O> ’

kde 711 a r12 jsou souradnice vektoru 7.
Protoze jsou tyto rovnice linearné zavislé, lze je zjednodusit na tvar

(A1 —a11)ri1 = aiarie.

Podle predpokladu jsou vSechny koeficienty matice A kladné, proto, aby i sourad-
nice vlastniho vektoru prislusného dominantniho vlastniho ¢isla byly kladné, musi
platit Ay > aj;1. Ekvivalentné vyjadfeno

ai1 + ag + \/(an - &22)2 + 4ai2a91
2

> a1,

tj.

2
\/(011 —az2)” +4aizaz > aj1 — ago.
Obé strany posledni nerovnosti umocnime a dostavame
2 2
(@11 — a22)” + 4a12a21 > (a11 — aze)”,
tj.
4aisa9, > 0.
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Tato podminka podle predpokladu plati.

Ukéazali jsme tedy, ze méa-li matice druhého radu kladné prvky, pak existuje
dominantni, kladné, realné vlastni ¢islo, a jemu odpovidajici vlastni vektor 73 ma
kladné soutadnice.

Otéazkou nyni je, zda lze tuto pocetni ivahu rozsitit i na matice obecného radu.
Kladnou odpovéd dal v roce 1907 Oscar Perror]

Véta 3.2 (Perronova). Necht A je kladnd ¢tvercovd matice. Pak existuje rediné
kladné vlastni cislo A matice A, které je jednoduchym korenem charakteristické
rovnice, a navic predstavuje spektralni polomér pro danou matici A. Tomuto vlast-
nimu ¢islu N odpovidd vlastni vektor r s kladngmi souradnicemi (tj. r; > 0 pro
vdechna i =1,2,...,n).

V roce 1912 rozsiril znéni Perronovy véty na obecnéjsi pripad Georg Frobeniu&ﬂ

Véta 3.3 (Perronova-Frobeniova). Necht A je nezdpornd ireducibilni ctvercovd
matice. Pak existuje rediné kladné vlastni cislo X\, které je jednoduchym korenem
charakteristické rovnice, a navic predstavuje spektrdlni polomeér pro danou matici
A. Tomuto vlastnimu ¢islu A odpovidd vlastni vektor r s kladnymi souradnicemi
(tj. r; > 0 pro vSechnai=1,2,...,n).

Vektor, jehoz existenci zaruCuje Perronova-Frobeniova véta, budeme nazyvat
Perronoviym vektorem.

Otéazkou, kterou Frobenius v této souvislosti polozil, je, zda uvedené vlastni
¢islo A, které je spektralnim polomérem dané matice A, je navic i dominantnim
vlastnim ¢islem. Proto zavedl nasledujici definici.

Definice 3.4. Neziporna ¢tvercova matice A se nazyva primitivni, pokud je
ireducibilni a ma dominantni vlastni ¢islo.

Jednoduchou podminku, aby matice A byla primitivni, udava nasledujici tvr-
zeni.

Véta 3.5. Je-li ctvercovd matice A nezdpornd, pak je primitivni prdavé tehdy,
kdyz A™ je kladnd matice pro vhodné prirozené m.

Na zavér této kapitoly se zabyvejme otézkou, jak lze urcit Perronuv vektor
dané matice A numericky. Jako G¢innd metoda se jevi zejména mocninnd metoda
(viz napf. [9]), kterd umi nalézt (v pfiblizném tvaru) vlastni vektor odpovidajici
dominantnimu vlastnimu ¢éfslu (coz je za vyse uvedenych podminek prévé Perrontiv
vektor).

LOscar Perron (1880 - 1975) byl matematik némecké narodnosti a profesor na univerzité v
Heidelbergu a Mnichové. Zabyval se hlavné diferencidlnimi, parciadlnimi diferencidlnimi rovnicemi
a linedrni algebrou. Kromé jiz zminéného teorému je naptiklad autorem tzv. Perronova paradoxu.

2Ge01rg Frobenius (1849 - 1917) byl matematik némecké ndrodnosti, ktery se zabyval diferen-
ciadlnimi rovnicemi nebo teorii Cisel. Je autorem rady zndmych vysledkt, napriklad jako prvni
dokézal Cayley-Hamiltonovu vétu. Byl studentem Karla Weierstrasse.



MATEMATICKE METODY V RANKINGOVYCH MODELECH 143

3.1. Mocninna metoda

Uvazujme ¢tvercovou matici A a predpokladejme, Ze mé dominantni vlastni ¢éislo
A1. Pak mocninnd metoda vychézi ze vztahu

lim A%rg =7,
n—oo

kde rq je startovaci vektor, ktery je linearni kombinaci vlastnich vektorti matice
A, a r je vlastni vektor prislusny dominantnimu vlastnimu ¢islu Aq.

Poznamenejme, 7e metoda m4 i svoje nedostatky, napft. je-li |[A\1| > 1, mtze dojit
k tzv. pfetefeni, a pro |A1| < 1 muze dojit naopak k podteceni. Proto je vhodné
v kazdém aproximaénim kroku vektor 7, = AFrg normovat, a pouzit misto toho
tzv. normalizovanou mocninnou metodu.

3.2. Normalizovani mocninna metoda

Normalizovand mocninna metoda je dana vztahem
n
A To

lim —— =17,
n—oo || Amrol|
kde rg je startovaci vektor, r je vlastni vektor piislusny A; a ||| je euklidovskd

norma.
Poznamenejme jesté, ze prislusné dominantni vlastni ¢islo A\; pak lze dopocitat
z tzv. Rayleighova podilu
rTAr

rTp

A=

4. HopNOTICI A TURNAJOVA MATICE

V této kapitole zavedeme dva specidlni typy matic, které jiz maji pifimou vazbu
na hodnoceni sportovnich tymu.

4.1. Hodnotici matice

Vysledky zapasti v ramci soutéze jsou vzdy nékde zapsdny a reprezentovany rtiz-
nymi zpusoby. Na mnoha turnajich, kde se nehraje hned od zacitku vytazovaci
¢ast, jsou vysledky casto reprezentovany tabulkou. Pokud nepocitame zahlavi a
prvni sloupec s nazvy tymu, tabulka pro turnaj o n tymech ma obvykle n sloupct
a n radku.

Tymim se na zacatku turnaje prifadi jejich pozice v tabulce. Jeji bunky pak
jsou body ze vzajemného stietnuti, pfipadné skére (napiiklad 3:5), nebo kombinace
obou faktor.

Tlustrujme tento pojem na prikladu fotbalového turnaje, jehoZ se ziacastni tymy
Ty az Ty, pricemz ¢asové okolnosti nedovoli, aby se vSechny tymy navzajem utkaly.
Uzijeme pritom tradi¢ni bodové hodnoceni, kde za vyhru se udéli tii body, za
remizu jeden bod a za prohru zadny. V pripadé, ze tymy proti sobé nehrély, policko
nechdme proskrtlé. Priklad pfislusné tabulky ukazuje tabulka [{.I] Ta popisuje
turnaj, kdy tym T porazil tym Ts, tym T35 remizoval s tymem T3, tym T3 se
neutkal s tymem 75, atd. Policko tabulky v i-tém fadku a j-tém sloupci tedy
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— T}'/m T1 T)”In T2 T}'/m T3 T)”In T4 Tym T5
Tym 71 | 3 1 0 1
Tym T 0 — 0 3 3
Tym T 1 3 — 0 —
Tym Ty, 0 3 — 0
Tym T 1 0 3 0 —

Tabulka 4.1. Priklad vysledkové tabulky z fotbalového turnaje.

znaci vysledek zapasu tymu T; s 7;. Diagonalni pole z pochopitelnych davodia
proskrtavame.

Turnajovou tabulku lze z hlediska matematického zapisu reprezentovat tzv. hod-
notici matict.

Definice 4.1. Hodnotici matici A rozumime nezipornou c¢tvercovou matici
radu n s nulovymi prvky na hlavni diagonale:

0 a2 -+ ap
a1 0 -+ az,
A P
ap1 Qp2 -+ 0

V této matici tedy prvek a;; reprezentuje celkovy bodovy zisk tymu i proti
tymu j. Je-li tento prvek nulovy, tak to obvykle znamend, ze tym ¢ proti tymu
j vubec nehrél, nebo s nim prohral (kterd z téchto variant nastdva lze snadno
poznat z hodnoty prvki a;;). Poznamenejme, ze v nékterych hodnoticich maticich
se kladny bodovy zisk udéluje i za prohru.

Volbé koeficientti hodnotici matice se budeme prodrobnéji vénovat v nasledu-
jicich kapitolach. Nejprve vsak uvedeme dva priklady bodovani z hokejového a
basketbalového turnaje.

4.1.1. Hokej. Béhem prvniho kola hokejového turnaje o péti tymech T4, Ts, T3,
Ty, Ts bylo odehrano Sest utkdn{ s vysledky uvedenymi v tabulce [£.2]

Doméci | Hosté Vysledek utkani

tym 17 | tym Tp 1:2 v zakladni hraci dobé
tym 77 | tym 73 3:1 v zakladni hraci dobé
tym Ty | tym T3 4:1 v zakladni hraci dobé
tym Ty | tym T5 | 2:1 po samostatnych nédjezdech
tym Ty | tym T3 5:3 v zékladni hraci dobé
tym T3 | tym Ty 3:2 v prodlouzeni

Tabulka 4.2. Vysledky hokejovych zapasu ilustra¢niho prikladu.
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Pokud uvazujeme typické hokejové bodovani, pak prvky hodnotici matice volime
takto:

tym ¢ zvitézil nad tymem j v zdkladni hraci dobé,

tym ¢ zvitézil nad tymem j v prolouzeni nebo SN,

a;j = tym ¢ prohral s tymem j v prolouzeni nebo SN,

O = N W

tym 4 prohral proti tymu j v zédkladni hraci dobé,

nebo se tymy spolu nestretly.

Prislusnd hodnotici matice tohoto turnaje mé tedy tvar

0 0 3 00
30 0 01
A=]0 1 0 2 0
301 0 3
0 2 000

4.1.2. Basketbal. Pri ilustraci basketbalového turnaje predpokladame pro lepsi
nézornost, ze zapasy péti tymu dopadly stejné jako v pripadé hokejového turnaje,
viz tabulku (pouze upravime dosazené kose oproti vstfelenym gélim do realis-

tym 77 | tym T | 88:92 v zadkladni hraci dobé
tym 77 | tym T3 | 94:64 v zékladni hraci dobé
tym Ty | tym 75 | 106:76 v zdkladni hraci dobé

tym To | tym T5 87:78 v prodlouzeni
tym Ty | tym 77 | 111:98 v zakladni hraci dobé
tym T3 | tym Ty 82:75 v prodlouzeni

Tabulka 4.3. Vysledky basketbalovych zapasi ilustracniho prikladu.

tickych ¢isel). Pti uziti béZzného bodovani basketbalovych zapast

2, tym ¢ vyhral proti tymu j,
a;; = 1, tym ¢ prohrdl s tymem j,

0, tym ¢ neodehral zapas proti tymu j

dostaneme nésledujici hodnotici matici

b

Il
SN - DO
_ o o o
OO O N
— o~ O
OO NO
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4.2. Turnajova matice

V této sekci se nejdrive zamérime na maticové popisy tzv. idealnich turnaji. Tim
mame na mysli soutéze, ve kterych vsechny tymy hraji proti sobé pravé jednou,
a kazdy zapas mé svého vitéze (tj. remiza neni moznd). V anglické literatute lze
tento typ turnaje najit pod ndzvem ,single round robin tournament‘, ktery pro
prehlednost zkratime pouze na ,round-robin*.

Vysledky utkéani z takovych turnaji reprezentuje hodnotici matice, kde v pri-
padé vitézstvi tymu ¢ nad tymem j klademe a;; = 1, v pripadé prohry a;; = 0.
Tento specidlni pripad hodnotici matice (obsahujici pouze jednicky nebo nuly) ma
mnoho zajimavych vlastnosti, napiiklad v souvislosti se sestavovanim potradi tymia.
Proto se pro tento typ hodnotici matice zavedl specialni nazev, tzv. turnajovd ma-
tice. Turnajovou matici (popsanou v [2]) tedy rozumime kazdou hodnotici matici
A, jejiz prvky splnujf a;; = 0 nebo 1, pfi¢emz a;; + aj; = 1 pro kazdé i # j.

Prirozenou otazkou je, jak lze z této matice odvodit néjaké zavéry o sile jed-
notlivych tymu. Nez tuto otdzku zodpovime, shrneme nékteré zakladni vlastnosti
turnajovych matic.

4.2.1. Vlastnosti turnajové matice. Nejprve uvedeme ¢tyri zdkladni vlast-
nosti turnajovych matic, které budeme nasledné ilustrovat a komentovat na pfti-
kladu.

Vlastnost 1. Necht [ je jednotkova matice a J je ¢tvercova matice téhoz radu,
jejimiz prvky jsou samé jednicky. Pak pro kazdou turnajovou matici A plati

A+ AT =J -1
Vlastnost 2. Je-li A turnajova matice, pak je AT také turnajovou matici.

Vlastnost 3. Je-li A turnajova matice, pak kazda submatice matice A, vznikla
vynechanim radk a sloupcu stejnych indexd, je turnajova matice.

Vlastnost 4. Necht P je libovolna permutac¢ni matice. Je-li A turnajova matice,
pak PAPT je také turnajova matice.

Priklad 4.2. Uvazujme turnajovou matici

0 0 01

10 0 0
A_1100’

01 10

ktera reprezentuje turnaj, kde tym T; porazil tym Ty, T3 porazil T, tym Ty porazil
T3, atd. Pro upresnéni, vysledky tymu T; zachycuje i-ty radek turnajové matice.
Snadno ovéime, ze vlastnost [I] plati, nebot

0 0 0 1 0 11

A4 AT =

—_ == O
— = O
—_ O = =
O = =

0
1
1
0

O = =
— = O
—_ o O
o O O
o O
o OO
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Podobné, transponovand matice

AT =

—_ o oo
SO O
OO ==
O = = O

je také turnajova.

Vsimnéme si jeji souvislosti s pavodni turnajovou matici A. Protoze pri transpo-
zici ¢tvercové matice zaménime prvky symetricky podle hlavni diagonaly, matice
AT predstavuje turnaj, béhem kterého dopadly vSechny vysledky zapast presné
naopak ve srovnani s turnajem reprezentovanym puvodnim matici A.

Odvozeni vlastnosti[T]a[2]je trividlni a je tomu i v pfipadé vlastnosti[3] Skuteéné,
pri vynechani libovolného poctu radki a sloupct stejnych indexti dostaneme matici
s nulovou hlavni diagonélnou, prvky a;; rovny nule nebo jednicce, pricemz a;; +
aj; = 1 pro i # j. Kazd4d takova submatice je proto také turnajovou matici. Pro
ilustraci si uvedeme dva priklady téchto submatic:

0 0 O
A2,3=(8 (1)), Ai=11 0 0
1 1 0

Matice vlevo znaci turnajovou matici pri vynechéni druhého, tretiho radku a sloup-
ce. Napravo pak pfi vynechani radku a sloupce s indexem jedna.

Koneéné vlastnost [] ndm Fiké, ze ze prohozenim libovolného poétu fadka a
sloupci stejnych indext dostaneme také turnajovou matici.

4.2.2. Pocet turnajovych matic a ruznych turnaja. Zajimavou otazkou je,
jaky je celkovy pocet turnajovych matic dimenze n, a dale kolik existuje raznych
turnaji. Mohlo by se zdat, Ze se jedné o ekvivalentni pojmy a neni mezi nimi zadny
rozdil; pozdéji ukazeme, ze ve skutecnosti je tomu ale naopak. Urceme celkovy
pocet zapasu ,round robin“ turnaje o n tymech. Tento pocet je roven vyrazu
n—1
(n—1)+Mn-2)+nm=3)++3+2+1=>Y (n—k).
k=1
Tato hodnota je také ilustrovana na obrazku znazornujici pocet utkani turnaje
péti muzstev.

Ekvivalentné, vysledny pocet vsech utkani 1ze také vyjadrit pomoci kombinac-
niho ¢isla, protoze hledame vSechny rizné kombinace dvou tymu z n celkovych.
(Jedn4 se o klasickou kombinaci bez opakovani.) Vysledny pocet je potom roven

n
(Z)Znéme—li celkovy pocet utkani, mizeme urc¢it pocet vSech moznych turnajo-
vych matic. V uvazovaném turnaji muze kazdy zapas dopadnout dvéma zpiisoby.
Nezndme-li vysledek jednoho zépasu, pak mame na vybér ze dvou turnajovych
matic. Pokud nezname vysledky dvou zdpasi, vybirdme mezi ¢tyfmi ruznymi tur-
najovych matice. Pro tfi neznamé vysledky se nabizi osm moznych turnajovych
matic, atd. Obecné, je-li m neznamych vysledki, pak dostavame 2™ moznych tur-

najovych matic. Protoze cely ,round robin® turnaj ma (75) zapasi, existuje 2()
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Obrazek 4.1. Grafické zndzornéni poctu zapasu.

turnajovych matic pro tento turnaj n tymu, kde kazdy hraje s kazdym pouze
jednou.

Nyni se vratme k otdzce jednoznacného vztahu mezi vysledky daného turnaje
a prislusnou turnajovou matici. Uvazujme turnajovou matici

01 10
0 010
B_0001
11 00

Pfi srovnani s matici A z Piikladu[4.2]se zd4, Ze matice B reprezentuje jiny turnaj.
Ve skutecnosti vSak muze reprezentovat ten stejny. VSimnéme si, Ze matice B
vznikla z matice A pouhou zdménou prvniho a tiretiho fadku a sloupce. Pokud
bychom tedy ve stejném smyslu zaménili i fadkové a sloupcové indexy jednotlivych
tymu, matice B reprezentuje stejné vysledky turnaje jako matice A.

Pro lepsi prehlednost je tato operace naznacena ve dvou tabulkach. Tabulka
odpovida turnajové matici A, tabulkaturnajové matici B (kterou jsme obdrzeli
vySe uvedenou transformaci matice A véetné zdmeény piislusnych indext). Jinak

— Tym | Tym | Tym | Tym — Tym | Tym | Tym | Tym
T1 T2 T3 T4 T3 T2 T1 T4
Tym 17 | — 0 0 1 Tym 15 | — 1 1 0
Tym T» 1 — 0 0 Tym T» 0 — 1 0
Tym Ts 1 1 — 0 Tym Ty 0 0 — 1
Tym T4 0 1 1 — Tym Ty 1 1 0 —

Tabulka 4.4. Vyjidfeni turnajové matice A. Tabulka 4.5. Vyjadfeni turnajové matice B.

vyjadfeno, ¢islo 2() nam tedy neudéva pocet riznych turnaji, ale pouze pocet
moznych tvar turnajové matice.

Z predchazejici diskuze vyplyva, Ze dva turnaje (reprezentované turnajovymi
maticemi napiiklad C' a D) budeme povazovat za ruzné, jestlize zidnou zdménou
radku a sloupct matice C' neobdrzime matici D, matematicky vyjadreno: neexis-
tuje permutac¢ni matice P takova, ze

D = PCPT.
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Pod pojmem rizné turnaje budeme tedy rozumeét, ze jakoukoliv zdménou radku a
sloupctt matice C' prislusici jednomu turnaji nedostaneme matici D odpovidajici
turnaji druhému.

Tabulka ilustruje pocet ruznych turnaju pfi n acastnicich (n = 2,3,...,8).

Pocet ucastnikt n | pocet trid
2 1
2
4
12
56
456
6880

0O Ui W

Tabulka 4.6. Tabulka poc¢tu raznych ,round robin“ turnaji.

5. PouziTi PERRONOVY-FROBENIOVY VETY V RANKINGOVYCH METODACH

V predchazejici kapitole jsme strucné uvedli pojmy hodnotici a turnajové matice.
Nyni ukdzeme, jak lze téchto matic vyuzit pii sestaveni poradi na zakladé vza-
jemnych utkdni. Uvedeme dva rtzné pristupy, které vedou na zajimavou aplikaci
Perronovy-Frobeniovy véty.

5.1. Stanoveni poradi pomoci turnajové matice (Kendall-Wei metoda)

Zakladni poznatky pro tuto sekci byly brany z ¢ldnku [2]. V turnaji, kde se kazdy
tym utka se vSemi ostatnimi pravé jednou - jednd se o typ ,,round robin®, skoncilo
posledni utkani, a my bychom chtéli za pomoci turnajové matice A sestavit celkové
pofadi ucastnikd (v nasem piipadé tymi), aby na kazdé pozici byl nejlépe pouze
jeden tym. To ucinime tak, ze kazdému tymu prisoudime tzv. skére, tedy nezdporné
realné ¢islo, které vhodnym zpusobem charakterizuje vysledky zdpasu s ostatnimi
tymy. Néasledné skére porovname. Cim vétsi bude hodnota skére tymu, tim vyse
bude v poradi umistén.
Uvazujme tedy obecnou turnajovou matici

0 a2 - a,
a1 0 a2n
A= .
an1 an2 0

Zacneme nejjednodussi a nejprirozenéjsi cestou — skére kazdého tymu zavedeme
jako soucet jeho vitézstvi, tedy soucet vSech prvku v turnajové matici A na pri-
slusném radku.
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Pro tym ¢ bude vysledné skére s; tvaru

n
8; = Qi1 + A2 + a3+ + Qi Zzaij,
j=1
J#i
kde ¢len a;; znaci vysledek utkani proti tymu j.
Uzitim maticového zapisu lze pak skére s jednotlivych tymu psat ve tvaru

S1 0 ai2 ccr Qlp 1 ai2 +a13—|—...+a1n
So a1 0 cee A92p 1 ag1 + ass + ... + a9y,

S = = = . s
Sn apl  Ap2 - 0 1 ap1 + ap2 + ... + A(n—1)n

vektorové zapsano
s = Ae, (5.1)
kde e je sloucovy vektor jednicek.

Dostali jsme tzv. vektor skore s, jehoz i-ta slozka odpovida poctu vitézstvi i-
tého tymu. Pii stanoveni poradi tedy muzeme fici, ze tym ¢ je lepsi nez tym j,
pokud plati nerovnost

S; > S;.
V pripadé, ze kazdy tym bude mit ruzny pocet vitézstvi, tymy jednoduse seradime
na zakladé ostrych nerovnosti
spl > 5172 > > Spn’

kde ((p1 P2 ... pn) je vhodnda permutace prvka 1,...,n. Situace, kdy kazdy

QQQQ .............

Obréazek 5.1. Serazeni tymu v nejjednodusim pripadé.

tym mé odliSny pocet vitézstvi, nastava pouze a jen pouze v pripadé, kdy se nam
turnajovou matici A povede, pomoci permutacni matice P, prevést na ryze horni
trojihelnikovy tvar

01 1 1
00 1 1
PAPT =10 0 0 1
1
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Tento fakt si muzeme ovérit i podle vektoru skore, kdy prvni tym bude mit n — 1
vyher, druhy tym n — 2, atd., az dojdeme k poslednimu tcastnikovi, ktery skoncil
s nula body — tedy nevyhral ani jedno utkéni. Pro vektor skére plati

n—1

n—2

Casto se ale oviem stava, Ze vice tymil ma stejny pocet vitézstvi, takze nékteré
ostré nerovnosti v usporadani tymu podle poc¢tu vyher jsou nahrazeny neostrymi
nerovnostmi. Tymtim ale, jak uz bylo vysSe zminéno, nechceme priradit délené
misto, nebo jich alespon chceme mit co nejméné. Proto se podivame, jak pri této
situaci postupovat.

5.1.1. Blokovy tvar matice. Turnajovou matici bychom mohli vyménou radkt
a sloupcu stejnych indext, tedy pomoci vhodné permutacni matice P, prevést na
blokové horni tvar

A A12}

0 A

kde A1; a Asgs jsou Ctvercové bloky fadu k a n—k. Matice A;5 je dimenze kx (n—k).
Po provedeni této transformace je turnajova matice tvaru

|

PAPT{

All
PAPT =

: : Aga
0 --- 0

Muzeme si vSimnout, Ze blok matice Ao obsahuje samé jednicky. Tato informace
je dulezita predevsim z toho hlediska, ze kazdy z prvnich k& tymu porazil tym ze
skupiny zbyvajich n — k tymt. Mohli bychom tedy konstatovat, ze prvnich k tymu
je lepSich (minimélné podle poctu vitézstvi), nez zbylych n — k tymu. Toto tvrzeni
si mizeme ovérit i na bodovych ziscich. Prvnich k& tymt ma alespon n — k vyher,
a zbytek vyhral maximélné n — k — 1 stfetnuti.

Matematicky vyjadfeno: pro vsechna ¢ = 1,2,...,k, a pro vSechna 5 = k +
1,k+2,...,n plati

S; > S;.

Hodnotit a urcovat poradi pak staci jen v ramci jednotlivych bloka, rozkladat je
dél, a to tak dlouho, dokud je vyse popsana procedura proveditelnd. Vsimnéme si,
ze horni trojihelnikovy tvar matice je vlastné pouze specialnim pripadem blokové
matice, kde se ndm matici podari rozlozit takovym zpusobem, Ze konec¢né bloky
jsou matice fadu jedna.
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5.1.2. Ireducibilni matice. Pokud blok v néjakém kroku jiz dale transformovat
vyse popsanym zpisobem nelze (specidlné, celd turnajovd matice A nelze takto
rozlozit), budou v matici minimdlné dva tymy se stejnym poctem vitézstvi. Bud
se smitime s faktem, ze nékteré tymy budou na stejnych prickach, nebo musime
pokracovat v hledani, jak urcit jejich poradi.

Matici, kterou nemuzeme rozlozit, je pravé matice ireducibilni zavedend v druhé
kapitole. V dalsi ¢asti se proto zamérime pouze na turnaje, kde se takova turnajova
matice vyskytuje, protoze v predchozich pripadech, kdy byla matice tzv. reduci-
bilni, poradi ur¢it umime.

Pojem ireducibility matic jde vysvétlit na orientovanych grafech. Potfebné po-
jmy zde uzijeme pouze v intuitivnim smyslu, protoze ndm predevsim jde o nazor-
nou ukéazku.

5.1.3. Silné souvisly graf. Graf se sklada z vrcholi a hran, které zobrazuji
vztahy pravé mezi vrcholy. V orientovaném grafu se navic d4 urcit, kde mé kazda
hrana zac¢atek a konec. Orientovany graf nazveme silné souvisly, pokud se z kazdého
vrcholu dostaneme do vsech zbyvajicich vrcholi. Matice s nezdpornymi c¢leny je
pak ireducibilni pouze tehdy, pokud odpovidajici orientovany graf je silné souvisly
(vice podrobnosti viz [6]).

Nyni si ukadzeme ilustracni priklad.

Priklad 5.1. Mame matice s vysledky dvou raznych fotbalovych turnaju pro
pét tyma. Tymy ozna¢ime postupné A, B, C, D a E, a pritadime jim indexy v
matici jedna az pét. Matice nazveme naptiklad M a O.

Ucastnici proti sobé v kazdém turnaji hrali jen jednou, za vyhru obdrzeli jeden
bod a za prohru zadny. Vysledky obou turnaji zachycuji nasledujici turnajové
matice

01110 0 0111
0 01 01 1 01 11
M=]0 0 0 0 1], O=10 0 0 0 1
01 100 00100
10 010 00 010

Orientovany graf odpovidajici prislusné turnajové matici sestrojime tak, ze si nej-
prve zakreslime vrcholy odpovidajici jednotlivym tymtum s pridélenymi indexy, viz
obrazek B2l Kde neni v matici nula udéldme hranu se zac¢atkem v indexu radku
a koncem v indexu sloupce. Pokud tedy napiiklad as; = 1, tzn. vyhral tym s pfi-
razenym indexem pét nad celkem s indexem jedna, sestrojime hranu s orientaci z

bodu FE do A.

Z obrazku [5.2]1ze vidét, ze M je ireducibilni. Naopak turnajovd matice O neni,
jedna se o reducibilni matici, kterou jsme schopni dokonce rozlozit do t¥i blokt ve
tvaru

POPT =

S oo oo
[l ool
O = O = =
_ O O = =
OO =
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SN TN

Obrazek 5.2. Orientované grafy prislusné turnajovym maticim M a O.

Shriime zatim nabyté poznatky. Pokud jsme turnajovou matici schopni prevést
na ryze horni trojihelnikovy tvar, ma kazdy tym odlisny pocet vitézstvi, a tymy
jednoduse sefadime pravé podle poctu vyher. V opacném pripadé jsme schopni
turnajovou matici rozlozit do bloku. V rdamci riznych blokti muzeme jednotlivé
tymy porovnat, avSsak uvnitt v jednotlivych blocich jiz ne. Budeme se tedy déle
zabyvat otdzkou, jak urcit poradi v ireducibilnich turnajovych maticich.

Podivejme se na prvky turnajové matice. Pokud soucin ¢lenil a;;a; je nenulovy,
vyplyva z toho, Ze tym ¢ porazil j a tym j porazil k. D4 se tedy Tici, ze tym i je
silngjsi nez j, a ten je silnéjsi nez k. Soucin mizeme zobecnit na

Qi A5k AKIAlm - Arpa

jehoz nenulovost znamena, ze tym ¢ by mél byt silnéjsi nez tym .

Pro kazdou ireducibilni turnajovou matici v ramci téchto soucin narazime
na zajimavou situaci. V ireducibilni matici pro kazdého tucastnika ,round robin“
turnaje se objevi nenulovy soucin tvaru

A Ak AR AL -« Gy Qi

z ¢ehoz vyplyva paradox, ze tym ¢ by mél byt lepsi nez tym 4. V praxi to znamena,
ze silny tym prohral s outsiderem. Pro lepsi predstavu si tento nenulovy soucin
mizeme ukdzat na grafu (Sipka sméfuje od vitézného tymu k porazenému), viz
obréazek [5.3

@ N ol alm ).

Obrazek 5.3. Grafické znazornéni nenulového soucinu koeficientt turnajové matice.
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Toto je vlastné dalsi zdivodéni, pro¢ se nam ireducibilni matice nepodari nikdy
prevést na blokové horni tvar. V kazdém sloupci bude totiz vzdy minimélné jedna
jednicka a dvé nuly (diagondlni prvek plus minimélné jedna prohra).

5.1.4. Zohlednéni vykonnosti souperi. Smyslem dalSich tvah je navrhnout
zpusob hodnoceni tymu v ramci ireducibilnich turnajovych matic.

Uvédomme si, ze za silny tym se povazuje takovy tym, ktery porazi vétsinu svych
protivniki. Naopak slaby tym moc zapast nevyhravé, a kdyz uz se mu podari
zvitézit, tak porazenym je vétsinou tym podobné vykonnosti. Chtéli bychom tedy,
aby vysledné skére tymu nezalezelo pouze jen na vysledku utkéani, ale i na tom,
proti jakému soupefti se hralo.

Nové skore zadefinujeme jako soucet vyher vSech tymil, které tym ¢ porazil.
Jelikoz v nasem pripadé tym za vitézstvi obdrzi jeden bod, nové navrzené skére
vypada takto:

n
§i = @151 + @282 + @383+ + QinSn = Zaijsj-
j=1
J#i
Vysledny pocet bodu uz tedy nezavisi pouze na vysledcich tymu, ale vice reflektuje
schopnosti protivnika — a o to nam pfesné jde. Pro vSechny tymy by maticovy zapis
takto modifikovaného skére mél tvar

59 = A%e. (5.2)
Abychom jesté vice zohlednili kvalitu protivniki, vyndsobme s opét matici A
zleva, ¢imz ziskdme novy vektor skére

s3 = A’e. (5.3)

Jinak vyjadfeno pro i-ty tym ziskdme skore

n
§3; = (41521 + (32522 + 33523 + +* + AinS2n = E j52;-
=1
i
Slovni interpretace tohoto vyrazu je, Ze se jedna o soucet souctu vSech vitézstvi
tymi, které tym i porazil. U vektoru A3e se ndm tedy jesté vice projevila zavislost
mezi jednotlivymi tymy.
Lze tedy konstatovat, ze s rostouci mocninou n dava vektor skére
s, = A"e

stale vérohodnéjsi vysledek. Uvazime-li tedy vztahy (5.1), (5.2) a (5.3), pak v
jistém smyslu idedlni vektor skore je dan vztahem
lim A"e.
n— o0
Se zvySovanim mocniny matice A mohou slozky vektoru skére neiimérné narustat.
Protoze nam jde pouze o porovnani jednotlivych slozek, provedeme normovani
Ae A%e  Ade Are
|Ael|” [|A%e|” [[Ael|” "7 [[Ame]’
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a na tuto posloupnost opét aplikujeme limitu
A"e
im ———.
n—oc || A”ell
Vsimnéme si, ze ziskany vektor skore je pravé Perrontiv vektor matice A vypocteny
mocninnou metodou. Zduraznéme pritom, ze turnajova matice A je podle predpo-
kladu ireducibilni a nezdpornd, podle Perronovy-Frobeniovy véty musi Perronuv

vektor existovat.
Tlustrujme nové ziskany zptisob hodnoceni na néasledujicich dvou prikladech.

Priklad 5.2. V prikladu jsme ukézali, ze matice

01 1 10
00101
M=|0000 1],
01100
10010

ktera popisuje fotbalovy turnaj péti tyma A, B, C, D a E, je ireducibilni. Vektor
skére, ktery znaci pocet vitézstvi jednotlivych tymu je roven

s=3 21 2 27,

TTi tymy maji stejny pocet vitézstvi, a kdybychom je sefazovali pouze podle poctu
vitéznych zdpast, druhé misto by obsadily tfi tymy, a tomu bychom se chtéli
vyhnout. Spocitejme tedy modifikované skére pomoci normalizované mocninné
metody. Vypocteny Perrontuv vektor (za pomoci Matlabu pfi zvolené presnoti e =
1075) dostdvdme ve tvaru

0,5798
0,4251
0,2765
0,3771
0,5143

Vidime tedy, ze zohlednéni kvality protivnika ndm pomohlo, a tymy uz mizeme
sefadit na zakladé nerovnosti

s4=0,5798 > sp = 0,5143 > sp = 0,4251 > sp = 0,3771 > s, = 0,2765.

Na prvni misté se umistil tym A, druhé misto obsadil tym E, protoZe sva vitézstvi
si uhral proti silnéjsim soupeftim, nez tymy se stejnym poctem vitézstvi, a posledni
volné misto na stupnich vitézu si vybojoval tym B.

Ani vyse popsand metoda, vyuzivajici stanoveni poradi tymi podle Perronova
vektoru, nemusi vést k jednoznacnému zaveéru. Tuto skutecnost ilustruje nasledujici
priklad.
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Priklad 5.3. Druhou matici O uvazovanou v piikladu jsme byli schopni
rozlozit do t¥i bloki, strucné

001 11 01 1 11
101 1 1 001 11
Oo=|00 00 1| = POPT=]0 0 0 0 1],
00100 00100
00010 00010

kde dva ¢tvercové bloky jsou fadu jedna, zbyvajici je fadu tii. Vektor skére turna-
jové matice O ma tvar

s=(3 4 1 1 1)

Prvni, resp. druhé misto je jasné, obsadil ho tym B, resp. tym A. Chtéli bychom
urcit, kdo je doplni na stupnich vitézi, tedy pokusit se sestavit poradi mezi tymy
C, D a E. MuzZeme si ale vsimnout, ze poradi mezi nimi urc¢it nepijde, protoze se
nam zde vytvoril cyklus, v jehoz rdmci neni mozné rozhodnout, kdo je lepsi, nebo
horsi. VyzkouSejme, ze tuto okolnost nam potvrdi i metoda zalozend na Perronové
vektoru.

Uvazujme ireducibilni blok matice POPT, ktery znazoriuje vysledky utkani
mezi tymy C, D a F, jako samostatnou turnajovou matici

0 01
B = 0
1

o O

1
0
a poradi urCeme pouze mezi nimi (zduraznéme, ze vysledky jejich utkani s tymi
A a B na tomto nic neméni). Pfimym vypoctem jde ovéfit, ze Perroniv vektor
prislusny vlastnimu ¢éislu Ay = 1 matice B (které je sice spektrdlnim polomérem,
nikoliv vSak dominantnim vlastnim ¢islem matice B) je roven

1
1
1

Vidime, ze i podle Perronova vektoru slozky skore vSech tymi jsou stejné, a tedy
nemuzeme ani touto metodou rozhodnout o poradi mezi nimi.

Zaveér tohoto prikladu mtizeme zobecnit v tom sméru, ze tymy nejsme schopni
jednoznaéné sefadit (pomoci vyse popsanych metod), pokud je v kazdém radku
a kazdém sloupci néjakého ireducibilniho bloku turnajové matice pravé jedna jed-
nicka.

5.2. Stanoveni poradi pomoci hodnotici matice (Keenerova metoda)

Perronova-Frobeniova véta lze vyuzit i v jinych typech soutézi nez jen v ,round
robin“ turnajich. Jednd se predevsim o soutéze, kde tymy proti sobé stejny pocet
zapasu nehraji (napiiklad NHL), nebo dokonce se nékteré tymy neutkaji vibec
(napriklad NFL). Velmi typické je to také pro rtzné univerzitni ligy napfi¢ vsemi
kontinenty.
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Na prvni pohled by se mohlo zdat, ze bychom mohli bodovy zisk kazdého tymu
jednoduse vydélit poc¢tem jeho zdpasu (aby nebyly zvyhodnény tymy s vétsim po-
¢tem odehranych zdpasi), uréit priumérny zisk bodd na utkéani, a podle toho sesta-
vit poradi. Tento zptlisob ale neni vhodny z nékolika divodi. Naptiklad tymy, které
mély konkurenceschopnéjsi soupete, by byly znevyhodnéné vici celkim, které se
prevazné utkavaly se slabymi tymy, a ziskdvaly tak body snaze. Rozdil v bodech
na zapas by pak mezi témito celky mohl byt opravdu vyrazny, a nezohlednoval by
skutecné rozlozeni sil v soutézi.

Proto bychom chtéli zavést zplisob hodnoceni, kde by vysledny bodovy zisk z
utkani nezavisel pouze na vysledku, ale néjakym zpusobem by reflektoval i pro-
tivnikovy schopnosti. Uvidime, ze dojdeme ke stejnému matematickému principu,
jako v prechozi sekci. Vysledky, které uvedeme, jsou ¢erpany z ¢lanku [IJ.

5.2.1. Teoretické odvozeni. Chtéli bychom tedy, aby vysledny bodovy zisk
tymu z utkani nezalezel pouze na vysledku, ale i na souperi, tedy na jakési sile
protivnika. Mohli bychom ho tedy ziskat jako soucin bodu z vysledku zdpasu a
praveé sily soupete. Je mozné, ze vSechny tymy nebudou hrat proti sobé. Pokud
se tak stane, pocet bodl proti tomuto tymu je roven automaticky nule. Situaci,
kdy ma kazdy tym jiny pocet zapast, oSetfime vydélenim celkového poctu bodi
poctem odehranych zapast n,; tymu i. Zavérecné skére i-tého tymu bychom mohli
psat tedy ve tvaru

n
S; = L(bilrl +b1'27’2+b1'37’3+' . '+binr7z) = ni Z bijrj pro 1= 17 2, e,y (54)
i ti=1
kde b;; znaci celkovy zisk bodt tymu 7 proti tymu j, r; silu tymu j, a n celkovy
pocet tymi v soutézi.
Sestaveni tvaru skoére bylo jednoduché. Nyni je potfeba vytesit hlavni ¢ast, tedy
najit vektor sily r, ktery byl zatim popsan jen neurcité. Je prirozené zavést silu r;
i-tého tymu jako imérnou jeho bodovému zisku s;, tj.

8; = Ar; pro vSechnai=1,2,...,n, (5.5)

kde A > 0 je konstanta timérnosti.

Do definiéntho vztahu (5.4) nyni za s; dosadime (5.5)). Pro lepsi prehlednost
rovnici jesté zjednodusime tak, ze vyraz %bij nahradime symbolem a;;. Dostdvame
tak

n
S; = E aijrj = )\T‘i,
Jj=1

nebo-li vektorove
s = Ar = Ar, (5.6)
kde A = (a;;) je vySe popsand ¢tvercovd matice fadu n.

Jinak vyjadfeno, ndmi hledany vektor r sily tymu je vlastnim vektorem matice
A, podobné jako u turnaju, kde kazdé dva tymy mezi sebou odehraji pravé jeden
zapas bez moznosti remizy.

Chtéli bychom, aby se body jen pricitaly, a ne odecitaly. Proto mame pozada-
vek, aby hledany vlastni vektor obsahoval pouze kladné slozky. Existenci takového



158 L. PAZOUREK

vlastniho vektoru zajisti opét Perronova-Frobeniova véta. VSimnéme si pritom,
ze konstanta imérnosti A mezi vektorem skore a sily je pravé spektralni polomér
matice A.

Zduraznéme, ze nyni uz neuvazujeme turnajovou matici, ale pouzivime obec-
néjsi hodnotici matici, i ona je vSak z definice nezdporna. Pro uziti Perronovy-
Frobeniovy véty ndm proto staci pouze ovérit ireducibilitu A. V kladném piipadé
vysledny vektor sily r vypocitdme pomoci normalizované mocninné metody, tedy

r = lim A'ro
n=roo [[Arro|”
kde 7¢ je vhodny startovaci vektor.

5.2.2. Volba koeficientt hodnotici matice. Na zacatek pripomenme, ze moz-
nou volbou koeficientui turnajové matice jsme se nezabyvali, nebot jeji koeficienty
jsou pevné dané (viz sekce . Naopak vybér koeficientit hodnotici matice je
velmi subjektivni zalezitosti. Omezenim je pouze nezdpornost kazdého prvku ma-
tice. UkazZeme, Ze i na jednoduse vypadajicim rozdéleni bodt, kde po celou dobu
budeme uvazovat, Ze soucet bodl obou tymu b;; + b;; ze vzdjemného zépasu je
rovny jednicce, mizeme dosdhnout velmi zajimavych interpretaci.

Zacneme tim, ze vitéz si z utkani odnese jeden bod, porazeny zadny. Pii vari-
anté, kdy zapas skonéi remizou, si tymy jeden bod rozdéli rovnym dilem, kazdy
ziska polovinu. Tedy

1, tym ¢ vyhral proti tymu j,
bi; = { 1/2, zépas skonéil nerozhodné,

0, tym ¢ prohral proti tymu j.

Zajimavé udaje dostaneme, pokud se startovaci vektor ro (viz mocninnd metoda)
rovnd vektoru samych jednicek, tedy ro = e. Pfi vynasobeni matice A vektorem
1o zprava dostaneme jako v minulé sekci bodovy zisk. Tentokrat se ale nebude
jednat o celkovy, nybrz o prumérny zisk na zapas, protoze délime poc¢tem zapasu.
Tento vysledek se ale da interpretovat i trochu jinak.

V anglosaskych zemich se nékdy pouziva pojem ,winning percentage®, nebo-li
procento vyhranych zéapasi. To dostaneme tak, Zze kazdému vitézstvi pridélime
vahu jedna, a kazdé remize vahu polovicni. Potom tento pojem muzeme zachytit
vyrazem
Wi+ iR
= .
kde W; znaci pocet vyher tymu i, R; pocCet remiz a N; celkovy pocet zapasi.
Pokud se nyni podivame detailnéji, jak vypadd i-ty fadek naseho vektoru Arg, tak
dojdeme k zavéru, ze diky nasemu bodovani (jeden bod za vyhru, pul za remizu
a nula za prohru) je vlastné roven vyrazu w; (vynechdme-li v ném vyndsobeni
procenty), tedy

100 %,

wj

- di_ibij Wi+ IR, +0P;
_ 2 : R j=1"t 7 244 3
(ATO)i a j=1 i = n; n n; ’
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kde pismeno P; zna¢i pocCet proher tymu .
Podivejme se, co dale dostaneme v pripadé, kdyz vektor Arg vynasobime zleva
matic{ A. Pro i-tou slozku vektoru nyni plati

n 1 n
(A%ro)s = _ai;—> bk
j=1 J k=1

1 & I « 1
=ain— Y bkt aio— Y bop+ -+ din— Y buk
0 N "2 [

1 1 — 1 « 1 &
= — bi12b1k+b¢2252k+'“+bmank>-
i ( "o "2 i

Vime, ze n% Zﬂzl bi; je pomér poctu ,vyhranych® zdpast ku celkovému poctu
zapastu (pro pfipomenuti, remizu uvazujeme stile jako polovinu vyhry). Proto i-t4
slozka vektoru A%rg vyjadiuje primér pomért "vyhranych'zédpast ku celkovému
poctu zapasu tymu, se kterymi tym 7 neprohral.

Vektor A%rq je oproti Arg interpretaéné vérohodnéjsi, ale porad obsahuje nevy-
hodu, které bychom se radi zbavili. Velky vliv na pofadi u A?r¢ mé4 totiz naro¢nost
programu — tedy zvyhodnuje celky, které hraji proti silnéjsim tymim castéji.

Tuto nevyhodu odstranime postupnym zvysovanim mocniny matice A. Proto
je vysledny ,idedlni“ vektor sily opét roven vyrazu

I A™rg
r= Im ———.
n—oo || Ampo|

Bodovani popsané vyse muzeme bez problému pouzit, pokud se tymy béhem sezény
utkaji vicekrat (pfi vice zdpasech je b;; soucet vSech ziskanych bodu proti tymu
J). S rostoucim poétem zdpast prvky matice b;; a bj; 1épe vystihuji vazby mezi
obéma tymy.

V nékterych soutézich se ale tymy potkavaji pouze jednou ro¢né. Takova situace
nastane napriklad v nékterych univerzitnich ligdch v Severni Americe. Problémem
potom je, ze pokud byl zdpas velmi vyrovnany a skoncil napiiklad 4:5, pak pouze
vitéz bere cely bod a tésnd vyhra mé stejnou vahu (ohodnocend jednim bodem)
jako jasna prevaha v utkani s vysledkem 5:0.

Mezi dalsi nevyhody této volby koeficientt hodnotici matice bychom mohli také
zatadit fakt, Ze tym se samymi prohrami mé relativni silu nulovou a matice A v
tom pripadé neni ireducibilni. Navic zdpasy proti tymum s nulovou relativni silou
jsou pro ostatni tymy nevyhodné, protoze jim vyhra nic neprida, naopak ubere,
protoze budou mit o zapas navic, a tim nizsi skére.

5.2.3. Spojité rozdélovani bodu. Spravedlivéjsi by tedy bylo mezi tymy jeden
bod rozdélit spojité. Jednim z moznych kritérii, jak bod rozdélit, se nabizi napt.
pocet vstielenych goli.
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Pokud ve vzdjemném zapase tym ¢ vstfelil Gy; gola, a tym j Gj; gold, pak
bychom mohli bod rozdélit pomoci vztahu
Gij + Gji ’

Bodovy zisk druhého tcastnika utkani ziskdme pouou zameénou indexi.

V pripadé nerozhodného stavu, G;; = Gj;, si oba tymy stéle odnesou po polo-
Viné, tj. bij = bji = %

Nevyhodou takového rozdéleni, podobné jako v diskrétnim pripadé je, ze hra
miuize byt po celou dobu utkani velmi vyrovnand, ale skonc¢it dejme tomu 1:0. V tom
pripadé by vitéz bral cely bod a porazeny odeSel s prazdnou. Abychom takovéto
situaci predesli, pfedchozi funkci trochu upravime, aby si tym i pfes prohru alespon
néjakou ¢ast bodu mohl odnést. Tim padem docilime i toho, Ze tym se samymi
prohrami bude mit nenulovy bodovy zisk, a tedy i nenulovou relativni silu.

Bodové ohodnoceni 1ze proto nahradit vyrazem

G]Jrjictﬁ, pokud 7 # j,
L pokud i = j.

bij =

bij =
27
Pokud zapas skon¢i remizou, stale plati, Ze si tymy odnesou po poloviné bodu.
Narazili jsme vSak na dalsi nedokonalost, tudiz ze nase nové rozdéleni neosetiuje
situaci, kdy si velmi silny tym bude chtit nahnat body vysokymi vyhrami proti
slabsim tymtim. Hodilo by se nam tudiz rozdélit bod mezi Gcastniky stfetnuti
nelinedrné. Jako mozny navrh nelinedrniho bodového ohodnoceni uvedme

Gij+1
b= h(— 2 .
! (Gij‘f'Gji“rz)’ (5:7)

kde
1 1 1
h(z) = 5 +§sgn(x— §>\/\2x—1|. (5.8)

Pro lepsi nazornost si funkci h vykreslime do grafu, kde pro srovnani tempa rustu
pfiddme i graf pfimé imérnosti, viz obrdzek [5.4] Jak lze vidét, remiza porad puli
bod na dvé poloviny. Priibéh této hodnotici funkce vsak zarucuje, ze zatimco mezi
vyhrou a prohrou je citelny rozdil, mezi vyhrami 5:0 nebo 8:0 uz tak velky rozdil
neni.

Abychom ilustrovali uziti této nelinedni hodnotici funkce, prikladame také pti-
slusnou tabulku, viz tabulku Miuzeme si vsimnout, ze u nékterych vysledk
utkani jsou body vitéze totozné. Je to dano tim, ze do funkce h vstupuji stejné
poméry. Pti vyhie 1:0 vitézny tym obdrzi 0,7887 bodu. Podivejme se, pokud by
tym uz v zapase néjaké goly obdrzel, kolikrat by musel celkové skérovat, aby si
odnesl stejny bodovy zisk jako pri vyhie 1:0.

Pro jednoduchost ozna¢me pocet vstrelenych branek vitézného tymu a, pocet
branek soupefe b. Pfi vyhie 1:0 je pomér roven 2/3. Proto muzeme psat

a+1 2

el 2 gt
a+b+2 3 a=2b+
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1 h(z) -~

0.8 +
0.6 + o

0.4 +

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Obrazek 5.4. Graf funkce h (tmavé Sedd) a funkce y = x.

remiza 0.5 0.5
1:0 0,7887 0,2113
2:0 0,8536 0,1127
3:0 0,8873 0,1127
2:1 0,7236 0,2734
3:1 0,7887 0,2113
5:3 0,7236 0,2764

Tabulka 5.1. Nelinedrni rozdéleni bodu pfi raznych vysledcich.

7 tohoto vztahu tedy vyplyva, ze pokud si chceme odnést 0,7887 bodu a uz jsme
branku inkasovali, musime vstrelit ti. Pokud jsme dostali dvé, tak musime skéro-
vat pétkrat, atd. Pro jiné typy vysledi bychom uvazovali podobné.

5.3. Nelinearni rozsifeni Keenerovy metody

Metoda vypoctu relativni sily tymi, uvedend v predchézejicich sekcich, je mate-
maticky opodstatnéna. V nékterych pripadech se ale muze projevit jeji slabina ve
smyslu zvyhodnovani tymu s tézsimi souperi v rozpisu zdpasi, a muze vyvolat
nespokojenost mezi fanousky, kteii si mysli, ze pravé jejich tym byl znevyhodnén.

Pokud hraji vsichni proti vSem stejny pocet zapasi, nebo se alespon blizi podob-
nému poctu utkani, k této sitaci nedojde. Tymy ale mohou byt rozdéleny napiiklad
do nékolika divizi (skupin), a hrdt prevdzné s tymy z té své. Pokud ovSem bude
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néjaky tym ve slabé skupiné, nemuze nikdy dosdhnout velkého mnozstvi bodd, i
kdyby vyhral prakticky vSechny své zapasy, protoze vétSina soupert ma nizkou
relativni silu. Existuje nékolik zptisobi, jak tento problém diskutovat.

Hlavni myslenka nasich ivah spociva ve vyjadreni relativni sily r; kazdého tymu
ve tvaru

ri = %Zf(mﬂj% (5.9)
1 ]:1

kde 7; je relativni sila soupert a p;; znaci kladné ¢islo charakterizujici vysledek
utkdni mezi tymy ¢ a j. O funkci f zde budeme predpokladat, Ze je spojitd a
rostouci na intervalu (0, o). Navic pozadujeme, aby tato funkece spliiovala

f(0)>0,  f(oo) =1.

Z uvedenych podminek vyplyva, ze silné tymy si nebudou moci jednozna¢nym
vitézstvim zvysovat tak rychle sviij bodovy stav, a zaroven tymy, které maji nalo-
sované slabsi soupefe, mohou stale dosdhnout na slusny celkovy bodovy zisk.

Vektor relativni sily r ale jednodusSe dosazenim do funkce nespocitame, pro-
toze v argumentu funkce f jsou zastoupeny pravé jeho slozky. Nasim tdkolem je
tedy opét nalézt kladny vektor relativni sily tymu, nyni ale odliSnou cestou nez v
predchozich c¢astech.

Definujme nelinearni funkci F' argumentu r, kterd ma slozky ve tvaru

Fy(r) = %Zf(piﬂj)-
()

Vsimnéme si, ze prava strana predchoziho vztahu je totozna s pravou stranou v
rovnici (5.9)), kterou lze tedy psét ve tvaru

r, = Fi(r)7

nebo-li vektorove

r=F(r).
O nelinearni funkci F' mtzeme konstatovat, Ze se jednd o zobrazeni z R do R'}.
Zobrazeni F' je také omezené, nebot sc¢itdme konecny pocet Cisel, jejichz hodnota
je mezi nulou a jednickou, a nasledné soucet jen vydélime poctem zapasi. Pokud
navic budeme pozadovat, aby funkce f splnovala, pro vSechna nezaporna x, vztah

f(tx) > tf(z) pro vsechna t € (0,1),

pak v R} existuje jediny pevny bod tohoto zobrazeni F, ktery ziskdme pomoci
vztahu

lim F"(rg) =7
n—o0

s libovolnym kladnym startovacim vektorem rg. Symbolem F™ pfitom rozumime
n-tou iteraci zobrazeni F (podrobnéjsi komentaie k této procedute lze nalézt v
).

Jinou interpretaci vyse popsaného postupu je, ze feSime nelinedrni problém
vlastnich ¢isel, kde se opét snazime najit vlastni vektor r s kladnymi slozkami.
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Cely tento pristup muze tedy byt chapan jako nelinedrni zobecnéni Perronovy-
Frobeniovy véty.
Po fadé exprerimenti (viz [I]) byla vybrana funkce

0.05x + 22
1@ = 5 0+ 2
a tvar zohlednujici vysledek zapasu
5+ Gij +Gi°
C 5+ Gy + Gig?
Graf funkce f je zobrazen v obrézku Vsimnéme si, ze pokud pocet vstielenych
goll obou tymd je stejny, tak p;; = 1 a kazdy tym opét ziska pil bodu. Jistym

Dij

[ f(2)

0.2 +

Obrazek 5.5. Graf funkce f(z).

paradoxem této volby je, Ze zvolend funkce f nespliiuje nékteré z vyse uvedenych
podminek (resp. tyto podminky ,témér* spliuje). Ukazuje se vsak, Ze metoda
postupnych aproximaci i presto konverguje k hledanému vektoru r.

6. APLIKACE

V této kapitole si ukdzeme pouziti rankingovych a bodovacich systému uvede-
nych v sekcif5.2] a to na skuteénych sportovnich soutézich tymi. Ziskané vysledky
poté porovname s oficidlnim poradim. Nejprve se zamérime na britskou fotbalovou
Premier League, nasledné na zamotskou NHL, kterd je mnohymi povazovana za
nejlepsi hokejovou ligu svéta. Kapitolu zakon¢ime aplikaci rankingovych metod na
ligu amerického fotbalu NFL.

Vybér jednotlivych soutézi, ani jejich usporadani, neni ndhodny. Zvolili jsme je
tak, aby ndm ilustrovaly vysledky rankingovych metod na rtznych hernich systé-
mech. Postupné si projdeme soutéze od témét ,idedlniho* rozlosovani (ve smyslu,
Ze se tymy mezi sebou utkaji rovnomérné), az po situaci, kdy se v zakladni ¢4sti
nékteré tymy nestfetnou vibec.
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Premier League, konkrétné sezénu 2015/2016, jsme vybrali, kromé toho, Ze tymy
proti sobé odehraji stejny pocet zapasu, také z duvodu, ze zminény roc¢nik vyhral
tym s jednou s nejmensich Sanci na tspéch (podle sdzkovych kanceldfi 5000-1).
Proto bude zajimavé ovérit, jestli by tentyz tym vyhrél i v pripadé, ze by k urceni
poradi na konci roéniku byly pouzity ndmi zminéné rankingové metody.

Hokejovou soutéz NHL jsme zvolili primarné ze dvou duvodu. Jednim z nich
je ten, zZe se vsechny tymy spolu utkaji, ale neodehraji proti sobé stejny pocet
utkani. Druhym davodem je vysoky pocet celkové odehranych zapasu, ktery by
mél zarucit, ze vysledné sefazeni se vice blizi skutecné vykonnosti jednotlivych
tymu.

V lize amerického fotbalu NFL se vsechny tymy béhem zdkladni ¢asti spolu
neutkaji, kazdy tym se utka priblizné pouze s polovinou. Jednotlivé celky odehraji
pouze sedmnact zapasu, bude tedy napinavé sledovat, jak vyznamné se poradi
zméni.

6.1. Premier League 2015/2016

Premier League se uc¢astni dvacet tymu z ruznych koutt Anglie, pripadné Walesu.
Sezdéna zac¢ind v srpnu a kazdy tym hraje vzdy proti ostatnim tymam jeden zapas
na domacim hristi a jeden u protivnika. V kvétnu na konci sezény ma tedy kazdy
tym na svém konté tficet osm odehranych zdpast.

Zapas muze pro kazdy z tyma dopadnout pouze tfemi zpusoby — vyhrou, re-
mizou a prohrou. Za vitézstvi celek obdrzi tii body, za prohru zadny. V pripadé
remizy si oba tymy odnesou po jednom bodé. Pribézné i zavérecné poradi je pak
sestaveno na zakladé zminénych bodovych ziski. Pokud nastane shoda, je roz-
hodujicim faktorem napf. rozdil vstielenych a obdrzenych branek, nebo vysledek
vzajemnych zapasi.

Vitézem celé soutéze se stava tym s nejvétsim celkovym bodovym ziskem. Takto
sestavené poradi rozhoduje i o dalsich vécech. Posledni tfi celky, tzn. na osmnéactém
az dvacatém misté, opousti ligu minimalné na jeden rok a sestupuji do druhé
nejvyssi ligy s ndzvem Championship. Naopak prvni ¢tyfi tymy se kvalifikuji do
prestizni Ligy mistr a urc¢ity pocet tymu od patého mista nize pak do Evropské,
nebo Konferenéni ligy.

6.1.1. Absolutni senzace. Sezéna Premier League 2015/2016 nabidla neuvéri-
telnou podivanou a uchvatila cely fotbalovy svét. Maly klub Leicester City, ktery
se v prechozim roc¢niku jen stézi v soutézi zachranil, opanoval celou ligu naprosto
suverénim zpusobem, a zajistil si tak misto mezi nejvétsimi senzacemi v historii
fotbalu i sportu obecné.

Bylo by tedy zajimavé ovérit, jestli tym z Leicestru porazel i velmi silné pro-
tivniky, nebo jestli jen vyuzil klopytnuti nejvétsich favoriti s celky ze spodni ¢asti
tabulky. To se nam c¢astecné podari diky tomu, ze v systémech hodnoceni zohled-
nujeme i sflu jednotlivych tymi.

6.1.2. Sestaveni poradi. Pro sestaveni poradi pouzijeme Keenerovu metodu.
Nejprve s bodovymi zisky, které jsou uzivany v této soutézi a vyse jsme je uvedli.
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Prislusnou hodnotici matici ozna¢ime A. Néasledné pouzijeme spojité, nelinedrni
bodové ohodnoceni jednotlivych zapast, které je dano vztahy a , a jehoz
zakladem jsou vstielené goly. Odpovidajici hodnotici matici oznacime B. Pro na-
zornost si uvedme, jak vypadd matice A. Druhou matici uvadét nebudeme, protoze
obsahuje néktera ¢isla s velmi dlouhym desetinym zdpisem, a matice by byla tedy
velmi neprehledna. Hodnotici matice A je tvaru

WO N WEHFRRFEFRFEFODWHEFNODOFEOLDGDOOO
=R OO R OO WD R DR WDHY WO D
WHFRF NI OO WWWWOOHDOTN kPR, WO WS
R NN W WO R NI R RWOWOoOOo
=W WO N RO WO WD WOHNOD WK Wk
W NN R WWR P OO RODODNRFREEFEF O
R P ORFROORFR PP OONRF WOODORFNRFEO
DA WDN WHFRF O P ROODODODWERFE WEHFE OON
O OO O WWFE HBODDR P, OOO -
WO WWWWWWwNhnNoO R ONOODHFEDNDWOW
W WO O W R PR WONNEREFPFOODO Wk WO
DN WWO WWEk WOWWhk RO OO WWk
W = WO WO WHF WWHF B PR WWWR
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BER RO, ORFR R WRE WO RO WR Wk RF &
== W O RO W W Wk WO R NRFERROW
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Obé hodnotici matice jsou ireducibilni, takze podle Perronovy-Frobeniovy véty
existuje pro matice Perronoviv vektor. Vysledné vektory, vypoc¢tené normalizova-
nou mocninnou metodou v Matlabu pii zvolené presnosti € = 109, jsou reprezen-
tovany v tabulce

7 tabulky muzeme vidét, ze by Leicester City vyhral i v pripadé, kdybychom
pro urceni poradi pouzili tyto rankingové systémy. Z hodnoty Perronova vektoru
prii pouziti turnajové matice A plyne, ze Leicester porazel opravdu i silné tymy a
titul si zaslouzi. Z pouziti matice B plyne zase to, ze nevyhraval vétsinou tésné o
jeden gél, ale vétsim brankovym rozdilem.

Do Ligy mistra by se vzdy kvalifikovaly tymy Leicester, Arsenal a Tottenham.
Jednou by byly doplnény Manchesterem United, podruhé West Hamem United.
Ligu by pokazdé opustily dva stejné tymy - Norwich a Aston Villa. Pfi uziti metody
se standartnim ohodnocenim zépasti by se k nim pfipojil Sunderland a sestupu
by se tudiz vyhnul Newcastle. Naopak pokud aplikujeme nelinearni ohodnocent,
Newcastle by uz sestupu neunikl. Z toho mizeme dedukovat, Ze porazel silngjsi
tymy nez jeho konkurenti v boji o zdchranu, ale malym gélovym rozdilem.
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NAZEV TYMU POR.STZ. | KEEOB | RA | KEENEL | RB

Leicester City 1 1 0,3366 1 0,2867
Arsenal 2 2 0,2969 3 0.2695
Tottenham Hotspur 3 3 0,2878 2 0,2701
Manchester City 4 7 0,2563 6 0,2537
Manchester United 5 4 0,2805 5 0,2539
Southampton 6 6 0,2739 7 0,2486
West Ham United 7 5 0,2754 4 0,2543
Liverpool 8 8 0,2474 8 0,2397
Stoke City 9 9 0,2126 11 0,2089
Chelsea 10 10 0,2068 9 0,2240
Everton 11 13 0,1812 10 0,2145
Swansea, City 12 11 0,1947 12 0,2084
Watford 13 17 0,1686 14 0,1981
West Bromwich Albion 14 12 0.,831 13 0,2028
Crystal Palace 15 15 0,1708 15 0,1947
Bournemouth 16 14 0,1759 17 0,1900
Sunderland 17 18 0,1558 16 0,1904
Newecastle United 18 16 0,1692 18 0,1887
Norwich City 19 19 0,1438 19 0,1743
Aston Villa 20 20 0,0700 20 0,1403

Tabulka 6.1. Porovnani oficidlnich vysledk s Keenerovou metodou. Vyznamy jednotlivych

zkratek: KEENER OB - poradi uréené Keenerovou metodou pti ponechéni oficidlniho bodovani;

RA - slozky Perronova vektoru patiici k KEENER OB; KEENER NEL - pofadi urcené pfi
nelinedrnim rozdéleni bodu; RB - slozky Perronova vektoru pattici k KEENER NEL.

Vsimnéme si, Ze mezi oficidlnim poradim a dvéma dalsimi, které jsme ziskali
Keenerovou metodou, nejsou velké rozdily. Proto mtuzeme konstatovat, ze na tur-
naje, kde tymy spolu navzajem hraji stejny pocet zapast, neni nutné aplikovat
metody uvedené v tomto ¢lanku.

6.2. NHL 2021/2022

Hokejové ligy se od roku 2021 dcastni t¥icet dva tymi z USA a Kanady, které jsou
rozdéleny do Zapadni a Vychodni konference. Kazda je jesté poté rozdélena do
dvou divizi po osmi tymech, viz tabulku
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Rozdéleni tymua NHL

Pacificka divize

Centralni divize

Atlanticka divize

Metropolitni divize

Anaheim Ducks

Arizona Coyotes

Boston Bruins

Carolina Hurricanes

Calgary Flames

Chicago Blackhawks

Buffalo Sabres

Clmbs Blue Jackets

Edmonton Oilers

Colorado Avalanche

Detroit Red Wings

New Jersey Devils

Los Angeles Kings

Dallas Stars

Florida Panthers

New York Islanders

San Jose Sharks

Minnesota Wild

Montreal Canadiens

New York Rangers

Seattle Kraken

Nashville Predators

Ottawa Senators

Philadelphia Flyers

Vancouver Canucks

St. Louis Blues

TampaBay Lightning

Pittsburgh Penguins

Vegas Gold. Knights

Winnipeg Jets

Toronto Maple Leafs

Washington Capitals

Tabulka 6.2. Rozdéleni tymia NHL.

Tymy v ramci jedné divize proti sobé hraji béhem zakladni casti tikrat az
¢tytikrat (celkem dvacet Set zdpasi). Proti soupeitium z druhé divize stejné kon-
ference se utkaji t¥ikrdt (24 zdpasi). S protivniky z opa¢né konference se potkaji
dvakrat. Celkové odehraje kazdy tym béhem zdkladni ¢dsti osmdesat dva zapasu.
Dohromady je vsech zapasu v zakladni ¢asti 1312.

Oficialni bodovani vysledka utkani je jednoduché, a tymy si mohou odnést od
nuly do tfi bodid. V pripadé vyhry v zdkladni hraci dobé tym ziskava tri body.
Pokud zapas dospéje do prodlouzeni, nebo dokonce do samostatnych najezdu, a
tym v nich uspéje, odnese si dva body. Pokud ale prodlouzeni nezvladne, pripise
si pouze jeden bod. Za prohru v zdkladni hraci dobé se tymu nepfipise nic.

Na konci zdkladni ¢asti se podle poctu bodt sestavuje vice poradi — celkové, v
ramci konferenci a divizi. Tym s nejvétsim poctem bodu z celé soutéze se raduje
ze zisku Prezidentského poharu. Mozna dilezitéjsi poradi je to, které urcuje, kdo
se kvalifikuje do play-off a zahraje si o Stanley Cup. Do vytazovaci faze postupuji
z kazdé divize tti nejlepsi tymy. Nasledné ze zbyvajicich celka z kazdé konference
postupuji jesté dva tymy s nejvétsim poctem bodu na tzv. divokou kartu.

Zjistéme, jak se zméni ucastnici play-off pfi pouziti Keenerovy metody, po-
kud zachovame bodové ohodnoceni vysledki jednotlivych zapast. Napiiklad jestli
Colorado Avalanche, které v tomto ro¢niku Stanley Cup vyhréalo, se do play-off
kvalifikuje.

6.2.1. Sestaveni poradi. Hodnotici matici faddu n = 32 zde uvadét nebudeme,
pouze si ovérime, ze predpoklady Perronovy-Frobeniovy véty plati. Hodnotici ma-
tice, z definice spliujici nezdpornost, je ireducibilni. Perrontiv vektor sily tymu tedy
existuje. Pro zajimavost, hodnotici matice ma dominantni vlastni ¢islo s pribliznou
hodnotou A = 116,13. Jedn4 se tedy dokonce o primitivni matici (viz deﬁnici.
Jednotlivé slozky Perronova vektoru, vypocitané znovu pomoci Matlabu pfi zvo-
lené presnosti € = 10~%, budou uvedeny v tabulkéch jednotlivych divizi.
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NAZEV | PK | RANK | PS | PB | A || NAZEV |PK |RANK |PS | PB | A
Calgary 1 | 02154 | 1 | 111 | 0 || Colorado 1 102327 | 1 [119] 0
Edmon. 2 0.2007 | 2 | 104 | O St. Louis 2 0.2152 | 2 | 109 | O
Vegas 3 0.1815 | 4 94 | -1 || Minne. 3 0.2115 | 3 [ 113 | O
Kings 4 0.1801 3 99 | 1 Nashville 4 0.1864 | 4 97 | 0
Vanco. 5 101720 | 5 | 92 | 0 || Dallas 5 101836 | 5 | 98 | O
San Jose | 6 | 0.1373 | 6 | 77 | O || Winnipeg | 6 | 0.1696 | 6 | 89 | O
Anaheim | 7 | 0.1318 | 7 | 76 | O || Chicago 7 101114 | 7 | 68 | O
Seattle 8 | 0.1162 | 8 | 60 | O || Arizona 8 | 01041 | 8 | 57 | O
Tabulka 6.3. Poradi Pacifické divize. Tabulka 6.4. Poradi Centralni divize.
NAZEV | PK | RANK | PS | PB | A || NAZEV PK | RANK | PS | PB | A
Florida 1 02300 | 1 | 122 ] 0O Hurric. 1 0.2315 | 1 [ 116 | O
Toronto 2 0.2272 2 | 115 | 0 NY Rang. 2 0.2111 2 [ 110 | O
Tampa 3 0.2065 | 3 | 110 | O Pittsb. 3 0.1940 | 3 [ 103 | O
Boston 4 | 01996 | 4 | 107 | 0 || Capitals 4 | 0.1904 | 4 | 100 | O
Ottawa 5 101469 | 7 | 73 | -2 || NY IsL 5 101561 | 5 | 84 | 0
Buffalo 6 | 01408 | 5 | 75 | 1 Columbus | 6 | 0.1473 | 6 | 81 | O
Detroit 7 101320 | 6 | 74 | 1 || New Jer. 7 101193 | 7 | 63 |0
Montr. 8 | 0.1067 | 8 | 55 | 0 || Flyers 8 101158 | 8 | 61 | O
Tabulka 6.5. Poradi Atlantické divize. Tabulka 6.6. Poradi Metropolitni divize.

Vyznamy jednotlivych zkratek a barev: NAZEV - néazev tymu; PK - poradi uréené Keenerovou
metodou; RANK - vypoéteny ranking; tedy jednotlivé slozky Perronova vektoru; PS - poradi v
soutézi; PB - pocet bodl; A - rozdil oproti ligou uznavanému poradi (PK - PS), minus znaci

posun smérem nahoru; svétle Sedd barva - postup do play-off.

Kdo cekal néjaké turbuletni zmény v poradi, musi byt zklamén. Pofadi tymu v
jednotlivych divizich se prakticky vibec nezménilo. Presto, do boje o Stanley Cup
nepiijdou stejné tymy. Z Pacifické divize se kvalifikoval tym z Las Vegas na tkor
Kings z Los Angelos. Zmeénil se také vitéz celé zakladni ¢asti. Floridu Panthers
vystiidalo Colorado Avalanche. Otézka, jestli se Colorado viubec dostane do play-
off, je tedy zodpovézena a to jasné. Dostane.

Pred vyslovenim zavéru, se nejprve podivejme na zavérecné poradi celé ligy v
tabulce 6.7

Vsimnéme si, ze potadi se v rdmci celé soutéze ménilo, a i kdyz posuny nebyly
vyrazné, tak jich bylo hodné. Navic je patrné, ze tabulka se nam rozdélila do
pfiblizné t¥{ blokd (prvni, druhd a tfeti desitka) a jen v rdmci nich dochézi k
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NAZEV TYMU | PORADI KEENER | RANKING | PORADI SOUTEZE | POCET B. | A
Colorado 1 0,2327 2 119 -1
Hurricanes 2 0,2315 3 116 -1
Florida 3 0,2300 1 122 2
Toronto 4 0,2272 4 115 0
Calgary 5 0,2154 6 111 -1
St, Louis 6 0,2152 9 109 -3
Minnesota 7 0,2115 5 113 2
NY Rangers 8 0,2111 7 110 1
Tampa 9 0,2065 8 110 1
Edmonton 10 0,2007 11 104 -1
Boston 11 0,1996 10 107 1
Pittsburgh 12 0,1940 12 103 0
Capitals 13 0,1904 13 100 0
Nashville 14 0,1864 16 97 -2
Dallas 15 0,1836 15 98 0
Vegas 16 0,1815 17 94 -1
Kings 17 0,1801 14 99 3
Vancouver 18 0,1720 18 92 0
Winnipeg 19 0,1696 19 89 0
NY Islanders 20 0,1561 20 84 0
Columbus 21 0,1473 21 81 0
Ottawa 22 0,1469 26 73 -4
Buffalo 23 0,1408 24 75 -1
San Jose 24 0,1373 22 7 2
Detroit 25 0,1320 25 74 0
Anaheim 26 0,1318 23 76 3
New Jersey 27 0,1193 28 63 -1
Seattle 28 0,1162 30 60 -2
Flyers 29 0,1158 29 61 0
Chicago 30 0,1114 27 68 3
Montreal 31 0,1067 32 55 -1
Arizona 32 0,1041 31 57 1

Tabulka 6.7. Poradi tymu NHL podle Keenerovy metody.

vyméné. Tym, ktery si nejvice polepsil je Ottawa, kterd se umistila o ¢tyfi pozice
lépe, nez v pivodnim poradi. Znamena to, ze porazila i silnéjsi celky. Naopak tymy,
které si nejvice pohorsily, jsou Chicago, Kings a Anaheim.

Cely ptiklad, i kdyz to tak na prvni pohled nevypadd, ndm dava zajimavy vysle-
dek. Cim vice zapast tymy odehraji, tim vice se mezi nimi projevi skuteéna kvalita
jednotlivych muzstev. Z vysledku také plyne, Zze divize jsou celkem dobie rozdé-
lené. V kazdé jsou velmi silné i slabé tymy. Proto ,sila“ aplikaného rankingového
systému neni tolik vidét.
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Zavérem by se dalo konstatovat, ze vliv Keenerovy rankingové metody je v
pripadé NHL oproti Premier League vétsi, avSak je hodné neutralizovan zminénym
vysokym poc¢tem odehranych zapasi.

6.3. NFL 2022

Liga amerického fotbalu NFL je sloZena z tficeti dvou muzstev vyhradné z USA.
Format ligy je velice podobny NHL, kde se po zdkladni ¢asti hraje play-off. Tymy
jsou rozdéleny do dvou konferenci, které se jesté déli na celkem osm divizi.

Vysledky zapast jsou bodovany jednoduse. Za vyhru si tym pripise jeden bod,
za remizu pul bodu a za prohru zadny. Pri sestaveni zavérecného poradi se body
pouze sectou a vydéli poctem zdpasu. Pripomenme, ze takovéto hodnoceni jsme
uvadéli v minulé kapitole v ¢dsti[5.2.2 o volbé koeficientt hodnotici matice. Pokud
bychom tento tvar vynésobili sto procenty, dostali bychom jiz zminovany ,,winning
percentage“, nebo-li procento vyhranych zapasu.

V zékladni ¢asti kazdy tym odehraje pouze sedmnéct utkani béhem osmnéacti
tydnt. Poté jsou tymy sefazeny v prislusnych divizich a z kazdé primo postupuje
pouze vitéz. Vitézné tymy jsou nasledné doplnény celky, stejné jako v pripadé NHL
na tzv. divokou kartu, tfemi nejlepsimi tymy ze zbylych tymu kazdé konference.

6.3.1. Sestaveni poradi. V tomto pfipadé se avsak nebudeme zabyvat otéaz-
kou, kdo by se kvalifikoval do play-off pfimo, nebo na divokou kartu. Zamérime
se na celkové potradi soutéze, jeho zménu a nasledné srovnani pii pouziti Keene-
rovy metody s nezménénym bodovanim soutéze. Budeme tedy nyni taky uvazovat
hodnoceni, kde tym ziska jeden bod, ptil bodu, nebo zadny.

Nejprve musime opét overit, jestli hledany Perrontv vektor, pri takto zvoleném
bodovani zapasi, existuje. Hodnoti matice je i v tomto pripadé ireducibilni, a
podminky pro existenci Perronova vektoru jsou splnény. Diky tomu, ze vlastni ¢islo
(pFislusné hledanému vlastnimu vektoru) je zarovén i dominatnim vlastnim ¢islem
o priblizné hodnoté A\ = 7,3015, mizeme pouzit na vypocet hledaného Perronova
vektoru normalizovanou mocninnou metodu. Presnost ponechdme nezménénou,
tedy € = 1079, a dostdvame tabulku

Hned na prvni pohled je patrné, ze doslo k velkému pohybu tymu vramci umis-
téni v tabulce. Je to hlavné dano z toho divodu, Ze tymy hraly jen proti nékterym
celkiim a kazda vyhra nebo remiza méla stejnou vahu. My jsme ale pomoci ran-
kingového systému zohlednili i vykonnost jednotlivych protivnikd. S takovymto
poradim by urc¢ité byly spokojeny tymy Buffalo Bills, ktefi by zdkladni ¢ast vy-
hrali nebo Washington Commanders, ktefi se posunuli na dvanictou pricku (v
tabulce svétle Sedd). Vysledky vSak nejsou ,idedlni“. V sekci jsme se zminili o
tom, Ze pokud bude mit tym nalosované slabsi soupere, mize se diky tomu pro-
padnout v poradi, které bylo ziskano Keenerovou metodou. Jasnou ukazkou této
nevyhody je tym Kansas City Chiefs (syté Sedd), ktery obsadil az sedmou pozici i
presto, ze v puvodnim poradi byl nejlepsi.

Tato metoda je velmi Géinny néastroj, a pokud zajistime, ze tymy budou mit po-
dobné narocny rozpis zapasu, pak vysledky, které dostaneme, budou velmi presné.
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Buffalo Bills 1 0,3028 3 0,813 | -2
Cincinnati Bengals 2 0,2881 6 0,750 | -4
Philadelphia Eagles 3 0,2879 2 0,824 | 1
Minnesota Vikings 4 0,2643 4 0,765 | 0O
Dallas Cowboys 5 0,2608 7 0,706 | -2
Baltimore Ravens 6 0,2174 8 0,588 | -2
| Kamsas City cies [ 7 [ oz |1 Josu]]
San Francisco 49ers 8 0,2121 5 0,765 | 3
Miami Dolphins 9 0,2055 11 0,529 | -2
Detroit Lions 10 0,1902 14 0,529 | -4
Pittsburgh Steelers 11 0,1884 12 0,529 | -1
Washington Commanders 12 0,1756 16 0,500 | -4
New York Giants 13 0,1694 10 0,559 | 3
Green Bay Packers 14 0,1678 18 0,471 | -4
New England Patriots 15 0,1654 17 0,471 | -2
Jacksonville Jaguars 16 0,1651 13 0,529 | 3
Cleveland Browns 17 0,1639 21 0,412 | -4
New York Jets 18 0,1607 20 0,412 | -2
Tampa Bay Buccaneers 19 0,1438 19 0,471 | O
Los Angeles Chargers 20 0,1411 9 0,588 | 11
Seattle Seahawks 21 0,1368 15 0,529 | 6
New Orleans Saints 22 0,1363 25 0,412 | -3
Carolina Panthers 23 0,1306 24 0,412 | -1
Atlanta Falcons 24 0,1239 23 0,412 | 1
Tennessee Titans 25 0,1006 22 0,412 | 3
Las Vegas Raiders 26 0,0916 26 0,353 | 0
Denver Broncos 27 0,0862 27 0,294 | 0O
Indianapolis Colts 28 0,0801 29 0,265 | -1
Los Angeles Rams 29 0,0672 28 0,294 | 1
Chicago Bears 30 0,0590 32 0,176 | -2
Arizona Cardinals 31 0,0583 30 0,235 | 1
Houston Texans 32 0,0528 31 0,206 | 1

Tabulka 6.8. Srovnani Keenerovy metody s oficidlnim poradim soutéze NFL. Zkratka: WP -
winning percentange bez vynasobeni sto procenty..
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V opa¢ném pripadé se nam muze stat, ze budeme moci zpozorovat abnormality
jako v tomto pripadé.

7. POROVNANI S VYBRANYMI METODAMI POUZIVANYMI V SACHU

V této kapitole porovname vyse uvedené metody s metodami Buchholzovou a
Sonnebornovou-Bergerovou, které jsou vyuzivany k stanoveni poradi v sachovych
turnajich.

7.1. Buchholzova metoda

Tato metoda se pouziva jako pomocné hodnoceni pro turnaje hrané svycarskym[]
systémem. Kromé Sachu se tedy také uplatnuje v petanque atd. Slouzi k urceni
poradi ucastnikl turnaje pti shodé boda a uptfednostnuje hrace, kteri méli silnéjsi
protivniky.

Bodovani jednotlivych zapasu je zde bézné — hrac¢, pokud vyhral, ziskd jeden
bod, pokud remizoval, pri¢te si pul bodu. V pripadé prohry si nepripisuje nic.
Celkovy bodovy zisk kazdého hrace je dan souctem ziskanych bodi. V pripadé
shody se hracam priradi nové skére, které je definovano pouze jako suma celkového
zisku bodu jednotlivych soupert. Nezalezi, jestli hra¢ soupere porazil, nebo proti
nému prohrél. Zde se tento zpusob velmi lis{ od ndmi uvedenych systéma.

Pro ziskani nového skére — Buchholzova skére — bychom museli zménit hodnotici
matici, kterd by méla jednicku v prvcich a;; a aj;, pokud proti sobé tcastnici i a
j hrali. V opacném pripadé by na téchto pozicich byla nula. A to je v rozporu s
nasimi metodami, ve kterych pouzivime pouze jednu hodnotici matici.

7.2. Sonnebornova-Bergerova metoda

Vice podobnad nami zkoumanym metodam je Sonnebornova-Bergerova metoda.
Znovu se pouziva pouze jako pomocna metoda pri shodé bodu, nyni ale v sachovych
turnajich, kde kazdy hraje s kazdym praveé jednou.

Vsechna stietnuti{ bodujeme takto: vyhru jednim bodem, remizu polovinou a
prohru zadnym. Vysledny bodovy zisk kazdého hrace je pouhy soucet bodu zis-
kanych z jednotlivych utkani a podle téchto ziskl je sestaveno zavérecné poradi.
Bodovy zisk b; i-tého tcastnika zapiseme takovymto zpusobem:

1
by =W; + iRi-i-OPm

kde pismeno W; znaéi pocet vyher, R; pocet remiz a P; pocet proher i-tého ticast-
nika.
Diky vyuziti hodnotici matice A, kde, jak vime, prvek a;; znaci bodovy zisk
Sachisty ¢ proti j, mizeme tuto operaci pro vSechny hrace zapsat maticové
b= Ae,

kde e je vektor jednicek.

3Hlavni my8lenka Svycarského systému je v tom, aby proti sobé v kazdém kole hrali hraéi s
co nejpodobnéjsi drovni a zaroven aby proti sobé nehrali vicekrat.
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Pokud nastane situace, ve které mé vice hracu stejny celkovy bodovy zisk, po-
krac¢ujeme nésledovné. Vytvorime novy druhy bodovy zisk bf , kde i-tému tucast-
nikovi za kazdého protivnika, kterého porazil, pricteme souperuv celkovy pocet
bodu, a za kazdého soupere, se kterym remizoval, polovinu jeho celkovych bodu z
turnaje. Za soupere, s nimz prohral, se mu nepficte nic.

Diky vhodné zvolenému rozdéleni bodu za zdpas (jeden bod, polovina, nebo
Zadny) muzeme novy bodovy zisk napsat maticove:

b® = Ab= AAe = A’.

Vsimnéme si, ze se nejednd o nic jiného nez pouze o druhou iteraci Keenerovy
metody, pokud za startovaci vektor zvolime e. (Také nedélime poctem utkani — z
divodu stejného poctu zapast to neni pro druhou iteraci nutné.)

Porovnani téchto dvou metod si ukdzeme na realném prikladu a vysledky poté
okomentujeme.

JMENO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Sloth 0 0,5 | 0,5 1 0,5 | 0,5 1 1 0,5 1 0,5 1 1 1 1
Zagarovsky 0,5 0 0 0,5 1 0,5 1 1 1 0,5 1 1 1 1 1
Kosenkov 0,5 1 0 0,5 | 05| 05 | 05 | 05 1 1 , 1 1 1 1
Khasin 0 0,5 | 0,5 0 0,5 1 0,5 0 1 1 0,5 1 0,5 1 0,5
Kletsel 0,5 0 0,5 | 0,5 0 0,5 | 0,5 | 05 | 0,5 0 1 1 0,5 1 1
De Carbonnel | 0,5 | 0,5 | 0,5 0 0,5 0 0,5 | 0,5 0 1 0,5 | 0,5 0 1 1
Arnlind 0 0 0,5 | 0,5 | 0,5 | 0,5 0 0,5 1 0 0,5 | 0,5 1 1 0,5
Dunhaupt 0 0 0,5 1 0,5 | 0,5 | 0,5 0 0 0,5 1 0 1 5 1
Maedler 0,5 0 0 0 0,5 1 0 1 0 1 0,5 | 0,5 | 0,5 | 0,5 1
Estrin 0 0,5 0 0 1 0 1 0,5 0 0 1 1 1
Walther 0,5 0 0,5 | 0,5 0 0,5 | 0,5 0 0,5 0 0 0 1 0,5 1
Boey 0 0 0 0 0 0,5 , 1 0,5 0 1 0,5 | 0,5 1
Abramov 0 0 0 0,5 | 0,5 1 0 0 0,5 0 0 0,5 0 0,5 1
Siklos 0 0 0 0 0 0 0 0,5 | 0,5 1 0,5 5 | 0.5 0 1
Nun 0 0 0 0,5 0 0 0,5 0 0 0 0 0 0 0 0

Tabulka 7.1. Bodové zisky hraca z jednotlivych utkani z néasledujicitho Sachového turnaje.

Priklad 7.1. Sestavme poradi ucastniku turnaje 8. findle mistrovstvi svéta v
koresponden¢nim Sachu. V ptipadé shody bodid pouzijme metody B-S a Keene-
rovu, a jejich vysledky porovnejme. Bodové zisky hracu z jednotlivych utkani jsou
zapsany v tabulce které prepiseme do hodnotici matice A a poradi fadka pone-
chame. Vektor s celkovym poc¢tem bodiu jednotlivych hraca poté vyjde nasledovné:

b=Ae=(11 11 105 85 8 7 7 7 7 7 55 55 45 45 1) .

Je patrné, ze nékolik Sachisti méa stejny bodovy zisk, na urceni jednoznac¢ného
poradi proto pouzijeme pomocné metody. Nejprve si vSak musime oveérit existenci
Perronova vektoru. Hodnotici matice A z tohoto piikladu je ireducibilni a uz z de-
finice nezaporna, Perroniv vektor sily tymu tedy existuje. Jednotlivé metody nyni
uz jen vypocitame a jednotlivé slozky ziskanych vektoru zapiseme do tabulky

7Z vysledki je vidét, ze pti pouziti Keenerovy metody doslo oproti Sonnebornoveé-
Bergerové metodé k prohozeni Arnlinda a Dunhaupta. Je to z toho duvodu, ze
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Dunhaupt ziskal vice bodu proti lépe postavenym hractim v zédvérecném poradi a
az pri vyssi mocniné u hodnotici matice se tato skutecnost projevila.

JMENO CELKEM | PT | SB RANK | PSB | KNR RANK | PK | A
Sloth 11 1 69.5000 1 0,3929 1 |0
Zagarovsky 11 1 66.7500 2 0,3765 2 10
Kosenkov 10,5 3 67.5000 3 0,3795 3 0
Khasin 8.5 4 54.7500 4 0,3068 4 |10
Kletsel 8 5 47.7500 5 0,2719 5 |0
De Carbonnel 7 6 45.2500 6 0,2557 6 |0
Dunhaupt 7 6 41.5000 8 0,2406 7 |-1
Maedler 7 6 41.5000 9 0,2366 0
Estrin 7 6 40,5000 10 0,2282 10 | 0
Walther 5.5 11 33.2500 11 0,1934 11 |0
Boey 5.5 11 28.5000 12 0,1638 12 | 0
Abramov 4.5 13 24.7500 13 0,1428 13 |0
Siklos 4.5 13 22.7500 14 0,1274 14 | 0
Nun 1 15 7.7500 15 0,0457 15 |0

Tabulka 7.2. Vysledné poradi Sachového turnaje ur¢ené dvéma metodami.

V predchozich kapitolach jsme uvadéli, Ze ¢im vyssi je mocnina u hodnotici
matice, tim by vysledky méli byt presnéjsi — s rostouci mocninou se vice projevi
jednotlivé zavislosti mezi tcastniky — a priklad z Sachového turnaje nam tento fakt
jen znovu potvrdil. Bylo by tedy vhodné pro dosazeni presnéjsich vysledkt misto
Sonnebornovy-Bergerovy metody zvolit Keenerovu.

8. ZAVER

Cilem c¢lanku a bakalarské prace, ze které tento cClanek vychézi, bylo vysvétlit
vyznam Perronovy-Frobeniovy véty a dalSich dulezitych teoretickych vysledkt v
nékterych rankingovych systémech.

Po uvedeni zdkladnich pojmt z teorie matic jsme se detailnéji zamérili na zmi-
novanou Perronovu-Frobeniovu vétu, kterd udava podminky, za kterych existuje
kladny vlastni vektor prislusny kladnému vlastnimu ¢islu o velikosti spektralniho
poloméru. Tuto problematiku jsme ilustrovali na motiva¢nim prikladu matice dru-
hého Fadu. Nastinili jsme také numericky vypocet aproximace vlastniho vektoru,
prislusného dominantnimu vlastnimu ¢islu, a to pomoci normalizované mocninné
metody.
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V ¢tvrté kapitole jsme ukazali mozny maticovy zapis turnajové tabulky pomoci
hodnotici a turnajové matice. Turnajovou matici jsme dale podrobné rozebrali a
uvedli jeji zajimavé vlastnosti.

Prvni sekce paté kapitoly byla vénovana sestaveni poradi pomoci turnajové ma-
tice. Zjistili jsme, ze pokud je matice ireducibilni, tymy nejsme schopni podle poctu
vitézstvi seradit, a tato situace vede na pouziti Perronovy-Frobeniovy véty. Apli-
kaci jsme ilustrovali na dvou jednoduchych prikladech. Z nich vyplyva, ze i kdyz
nam vétsinou pouziti této véty pro urceni poradi v ramci ireducibilni matice nebo
ireducibilnim bloku pomiize, existuji i takové situace, ve kterych bez zohlednéni
dalsich faktora poradi neurc¢ime.

Druhé sekce kapitoly paté se zabyvala hleddnim vhodného rankingu, ktery by
zohlednoval nejen vysledek utkani a schopnosti protivnika, ale také nerovnomeérny
pocet zdpast odehrany mezi jednotlivymi soupeti. Odvodili jsme tzv. Keenerovu
metodu, kterd vede znovu na pouziti Perronovy-Frobeniovy véty. Nésledné jsme
také uvedli mozné alternativni rozdéleni bodu, tedy moznou volbu koeficient
hodnotici matice, a popsali jejich prednosti a nevyhody.

V posledni sekci paté kapitoly jsme naznacili myslenku nelinedrniho rozsiteni
Keenerovy metody, a nékteré z toho plynouci benefity pri urcovani poradi. Metoda
muze byt chapana jako nelinearni zobecnéni Perronovy-Frobeniovy véty.

V Sesté kapitole jsme si ukdzali pouziti rankingovych systémi, uvedenych v
druhé sekci kapitoly paté, na ptikladech sportovnich soutézi z redlného svéta. Uké-
zalo se, ze pokud tymy proti sobé hraji stejny pocet zdpast, Keenerovou metodou
dostaneme témér stejné poradi, jaké bylo to oficidlni. Pokud je celkovy pocet utkani
vysoky, vliv rankingu neni tolik viditelny. U NFL se ukazala jedina velka slabina
Keenerovy metody, a to v tom smyslu, ze v pripadé, pokud mé tym pouze slabé
protivniky, nemuze ziskat vysoké ohodnoceni, i kdyby témeér vSechny své zapasy
vyhral.

A v zavérecné kapitole s ¢islem sedm jsme porovnali dvé metody mozného
hodnoceni z sachového prostiedi s nimi navrzenymi metodami a zjistili jsme, ze by
misto Sonnebornovy-Bergerovy metody bylo vhodnéjsi pouzit Keenerovu metodu.

Problematika byla velice zajimava a poucnd. Do budoucna by bylo zajimavé
se pokusit sestrojit komplexnéjsi rozdéleni bodt, které by se zohlednovalo vice
faktoru zaroven, napt. bodovy zisk z vysledka zapasu, pocet vstielenych branek
Ci stfel na branku, atd. Nebo se pokusit najit jinou hodnotici funkci, ktera by
spliiovala podminky sekce [5.3] a soucasné by dévala vérohodné ohodnoceni tymu
v ramci uzitych rankingovych metod.

REFERENCE

(1] J. P. Keener: The Perron-Frobenius Theorem and the ranking of football teams, STAM Rev.
35 (1993), No. 1, 80-93.

[2] C.Eschenbach et al.: Properties of Tournaments among Well-Matched Players, Amer. Math.
Monthly 107 (2000), No. 10, 881-892.

[3] F. R. Gantmacher: Applications of the theory of matrices, Dover ed. Prelozil J. L. Brenner,
Mineola: Dover Publications, 2005.

[4] R. A. Horn, C. R. Johnson: Matriz analysis, New York: Cambridge University Press, 1985.



176 L. PAZOUREK

[5] L. Cermak: Numerické metody, Vysoké uéeni technické v Brng, Fakulta strojniho inZzenyrstvi,
2020.

(6] J. L. Gross, J. Yellen: Graph theory and its applications, New York: Chapman and Hall,
2006.

Lubomir Pazourek, Ustav matematiky, Fakulta strojniho inZenyrstvi, Vysoké uceni technické
v Brné, Technicks 2, 616 69 Brno, Ceska republika,

e-mail: lubomir.pazourek@vutbr.cz



