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ROZNE POHLADY NA ROVNICU VEDENIA TEPLA

MATEJ BENKO

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku diskutujeme tri rbézne interpretacie rovnice vedenia
tepla (parabolickd parcidlna diferencidlna rovnica). Najskér ukdzeme, ze pozdiz kaz-
dého jej slabého riesenia klesd funkciondl, ktory reprezentuje energiu systému. Po-
kracujeme tivahou, ze pokial jej riesenie reprezentujeme ako hustotu pravdepodob-
nosti a uvazujeme priestor pravdepodobnostnych mier, riesenie mézeme interpre-
tovat ako krivky, ktoré generuji gradientny tok po funkciondli, ktory reprezentuje
zapornu Boltzmannovu entropiu. Toto zodpovedé fyzikalnym zakonom. Na zaver si
ukédzeme, Ze rieSenie tejto rovnice vieme tiez interpretovat ako hustotou pravdepo-
dobnosti riesenia stochastického procesu (konkrétne Brownovho pohybu).

1. Uvop

Budeme studovat rovnicu vedenia tepla s pociato¢nou podmienkou, uvazujeme
teda tlohu

0o B
oA (1.1)
o(-,0) = oo.

Funkcia o predstavuje teplotu v bode = a v Case t. RieSenie tlohy (1.1) hladdme
na mnozine R? x [0,7), kde T < +o00, a uvazujeme ho v slabom zmysle.

Rovnicu z kazdej strany vynasobime testovacou funkciou ¢ z priestoru C°(R% x
[0,T)), ktory obsahuje funkcie s kompaktnym nosi¢om majice parcidlne derivicie
vSetkych rddov. Tuto funkciu spojito dodefinujeme tak, ze (-, 7)) = 0. Obe strany
zintegrujeme a dostaneme

T ag T
/O/Rdgoadxdt:/() /RdgoAgdxdt Vo € C°(RY x [0,T)).

Na lavej strane zamenime poradie integracie a integrujeme per partes:

T do T 9o
/0 /Rfﬁd”dt*/w/o 022 araa
T 680

2010 MSC. Primarni 60H30, 60J65, 35K05; Sekundarni 49J50, 60HO5.
Klicova slova. Gradientny tok, parabolickd parcidlna diferencidlna rovnica, stochasticka di-
ferencidlna rovnica.
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T
:—/ 50(~,O)Qodx—/ / ga—@dxdt.
Rd 0 Rd 8t

Podobne na pravej strane pouzijeme Greenovu vetu a ziskame

T T
/ / @Agdxdtz—/ Ve - Vodzdt.
0 JR4 0 JRd

Porovnanim upravenej lavej a pravej strany ziskame slabt formuléaciu problému.
Riesenim tlohy (1.1) budeme chépat ,rozumnia* funkciu g, ktord splia

T T
_/ <p(~,0)godx:/ / Qaidxdt—/ V- Vodzdt
Rd 0 Rd 8t 0 Rd (12)
Vo € C2(R? x [0,T)).

V prvej z nasich uvah slovami ,rozumna funkcia® chapeme funkciu g taku, ze
pre skoro kazdé t je funkcia o(+,t) z priestoru W(}’Z(Rd). Je to Sobolevov priestor
funkcif na R?, ktoré v ,nekone¢éne® idd k nule a ich slabé derivacie prvého radu st
Lebesgueovsky integrovatelné v druhej mocnine. Je zname, zZe také riesenie tlohy
(1.1) existuje, ak go € Wy*(R%).

V dalsich dvoch tvahach budeme hladat riesenie g tak, ze pre skoro kazdé t
bude o(+,t) hustotou pravdepodobnosti. Hustoty musia dostato¢ne rychlo klesat
v ,nekonecne“ k nule, aby sa zabezpecil jednotkovy integral hustoty cez cely pries-
tor.

V nasej prvej ivahe chceme rozumiet funkcii teploty g tak, ze priroda sa snazi
minimalizovat energiu uvazovaného systému. To znamena, ze rieSenie o budeme
interpretovat ako krivku v abstraktnom priestore, ktord predstavuje najrychlejsie
klesanie energie telesa. Takuto krivku budeme nazyvat gradientng tok.

Zavedieme pojem gradientného toku na Hilbertovom priestore. Dostaneme sa
k prvému vysledku. Ten hovori, ze na Hilbertovom priestore rovnica vedenia tepla
generuje gradientny tok po Dirichletovej energii (ktort reprezentujeme ako funkci-
ondl na Hilbertovom priestore).

Nésledne definujeme gradientny tok na metrickom priestore ndhodnych veli¢in
s tzv. Wassersteinovou metrikou (tento priestor nie je linedrny) a ukdzeme, ze
rieSenie rovnice vedenia tepla generuje gradientny tok po zdporne vzatej Boltz-
mannovej entropii. V tomto pripade moézeme interpretovat rieSenie ¢ v roéznych
casoch ako hustoty pravdepodobnosti.

Na zaver nadviazeme na myslienku reprezentacie rieSenia ako pravdepodobnost-
nej miery, resp. ndhodnej veli¢iny. Ukazeme si, Ze riesenie g v slabej formulcii je
ekvivalentné rieseniu stochastickej diferencidlnej rovnice. V tomto pripade Bro-
wnovmu pohybu, ktory sa v teérii stochastickych procesov tiez nazyva Wienerov
proces.

V nasledujtcej kapitole diskutujeme gradientny tok na Hilbertovom priestore
L?(R9). Pre nazornost si teraz uvedieme gradientny tok na Euklidovom priestore.
Nech mé funkcia f: R? — R spojité parcidlne derivacie prvého radu (t.j. f €
C*(R%)). Potom pre kazdé zg € R? je fizova trajektéria riesenia z: [0, +00) — R?
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pociato¢nej tlohy

(1.3)

T = —Vf(x),
z(0) = g

krivkou v priestore R, ktorti nazyvame gradientny tok na R% po funkcii f.
Vsimnime si, ze dotykovy vektor i(t) gradientného toku v bode x(t) je rovny

zdporne vzatému gradientu —V f(x(t)) a preto uréuje smer najstrmsieho klesania
funkcie f.

2. GRADIENTNY TOK NA L2(R%)

Pojem gradietny tok na R zovSeobecnime, zavedieme pojem gradietny tok na
priestore L2(R%). Pre stilad s literattirou (a tiez kvoli tomu, Ze smerujeme k popisu
gradientného toku na abstraktnejsich priestoroch), budeme namiesto s pojmom
gradient funkcie pracovat s pojmom subdiferencial funkciondlu.

Definujme teda najskor subdiferencial na vseobecnom Hilbertovom priestore H.

Definicia 2.1 (Fréchetov subdiferencidl na H). Nech je H Hilbertov priestor
a F: H— RU{+oo} je funkciondl definovany na celom H. Fréchetovym subdife-
rencidlom nazyvame viachodnotovy operator OF : H — 2 definovany vzfahom

aF[u]z{feH; F[v]ZF[u]—I—(E,v—u)VUEH} pre u € H.

Teraz, definujeme gradientny tok na L2(R9).

Definicia 2.2 (Gradientny tok na L?(R%)). Abstraktnt funkciu u: [0,7) —
L?(RY) nazveme gradientngm tokom na L?(RY) po funkcionali F': L?(R?) — R
s pociatoénym bodom ug € L?(R?), ak pre skoro vietky t € [0,7T) existuje (t),
OF[u(t)] # 0 a plati

—u(t) € OF[u(t)] pres.v.t€[0,T), u(0)= ug.

Pristapime k vysledku nasej prvej uvahy a to, ze kazdé rieSenie rovnice vedenia
tepla generuje gradientny tok po tzv. Dirichletovej energii.

Veta 2.3. Na L?(R?) wvazujme funkciondl

L IVul|? de reuer’Q]Rd,
Pl { JealVulld 2 () o
400 inak,

ktory popisuje tzv. Dirichletovu energiu. Potom pre kaZdé u € WOI’2 (RY) plati
OF[u] #0 < Auc L*(R%).
Ak u e W3 A(RY) a Au € L2(R?), potom
OF[u] = {—Au}.

Dosledok 2.4. Kazdy gradientny tok po funkciondli F definovanym vztahom
(2.1) na priestore L?(R?) generuje nejaké riesenie rovnice vedenia tepla v slabom
zmysle a naopak.
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Pre ukézku aparatu pouzivaného v teérii gradientnych tokov na priestore L?(R¢)
uvedieme dokaz vety 2.3.

Dékaz vety 2.5. ,=%: Nech u € Wy?(R%) a funkcia & € L2(R%) je prvkom
subdiferencidlu F[u]. Potom podla definicie 2.1 plati

Flv] > Flu] + (§,v —u) Yo € L*(RY). (2.2)

. . 1,2 ’ .
Zoberieme funkciu v = u+cw, kde w € W;*(R?) a ¢ > 0. Dosadime do nerovnosti
v (2.2), vSimneme si, Ze v — u = ew a ziskame vztah

1 1
f/ ||V(u+5w)\|2dm—f/ \|Vu||2dx2€/ cwdz. (2.3)
2 Rd 2 Rd Rd

ijravou
|V (u+ ew)||? = ||Vu + eVwl|]? = [|Vu|®> + 26 Vu - Vu + 2| V)|

a dosadenim do (2.3) ziskame

2
s/ Vu-dex—kE—/ HVszdst/ Ewdz.
Rd 2 Jpa Rd

Vydelime ¢, prejdeme k limite pre ¢ — 0 a ziskame tak

Vu~dex2/ fwdr Yw e Wy?(RY),

Rd Rd

¢o je mozné s vyuzitim Greenovej vety na lavej strane nerovnosti prepisat do tvaru
- / wAudx > fwdz Yw e Wy?(RY). (2.4)
]Rd Rd

Ked7e nerovnost v (2.4) plat{ pre lubovolnt funkciu z priestoru Wy ?(R%), mozeme
uvazovat tiez funkciu —w € Wy *(R?) (pretoze je linedrnym priestorom) a ziskame

/ wAudzr > — [ fwdr Yw e W2 (RY). (2.5)
Rd Rd
Porovnanim nerovnosti (2.4) a (2.5) ziskame
/ wAudz = — [ €wdz Yw e W, *(RY).
R4 R4

Odtial plynie £ = —Auw, a preto —Au € OF[u] a Au € L*(R?).
»,<=%: Predpokladajme, Ze u € W&’Q(Rd) je také, ze Au € L?(R?). Potom podla
(2.1) pre kazdé w € W, *(R?) plati

1 1
Flu+w] — Flu] = §/Rd||v<u+w>||2dm—§/Rd||wn2dz
= Vu-de:c—i—}/ |[Vwl|? da
Rd 2 Rd

> Vu~dex:—/ wAu dx.
Rd Rd
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V pripade, 7e w € L?(R?), aviak w ¢ Wol’Q(Rd), z (2.1) je zrejmé, ze

Flu+w] = +00 > Flu] —/ wAudz.
Rd

Dokazali sme, ze

Flu+ w] — Flu] > _/Rd wAudz = (—Au,w) Yw € L*(RY)

a teda podla definicie subdiferencidlu je —Au € OF[u]. O
3. WASSERSTEINOVA METRIKA

V tejto kapitole zavedieme metriku na priestore pravdepodobnostnych mier, ktory
ozna¢ime 2 (R?). Pravdepodobnostné miery uréuji ndhodné veli¢iny na R?, t.j.
X ~ p, kde p € Z(R?). Pozna¢me, e je mozné (nad ramec tohoto &ldnku)
nahradit R? Hilbertovym priestorom H. V tomto pripade miery uréuji rozdelenie
stochastickych procesov. Priestor H vsak nie je tzv. lokdine kompaktng a teda tieto
miery nemajui hustotu, resp. pravdepodobnostnu funkciu.

Kvoli prehladnosti sa obmedzime na priestor absolitne spojitych pravdepodob-
nostnych mier vo¢i Lebesgueovej miere, ktory budeme znacit 222¢(R9). Tento pod-
priestor urcuje rozdelenie spojitych ndhodnych velicin. Toto mé niekolko dévodov.
Po prvé, popisat vlastnosti, ktoré planujeme na tomto podpriestore je nazornejsie
a strucnejsie, ale je mozné (avSak technicky ndroc¢nejsie) popis rozsirit na vsetky
pravdepodobnostné miery. Po druhé, je mozné ukazat, Ze rieSenie rovnice vedenia
tepla v slabej formulacii uréuje v skoro kazdom cCase hustotu absolitne spojitej
pravdepodobnostnej miery.

Uvazujeme mieru p € 222°(R?) s hustotou g. Potom pre kazdi meratelni mno-
7inu A C RY mdme

1(A) =/ o)dz; o= j—“, (3.1)

A x
kde vyraz dp/dz znadi tzv. Radonovu-Nikodgmovu derivdciu [3, Section 1.6.1].
Kedze hustota o jednoznacne urc¢uje mieru p, stotoznime oznacenie miery a hus-

toty.
Uvedieme si pojem moment ndhodnej veli¢iny, s ktorym budeme pracovat.

Definicia 3.1 (Moment ndhodnej veli¢iny). Nech je rozdelenie ndhodnej veli¢i-
ny X uréené hustotou o. Potom jej moment cez funkciu f: R4 — R definujeme
vztahom

E[f(X)] = / f() olz) d.

]Rd
Uvazujeme miery s koneénym druhym momentom, £23¢(R%) C £(R%), t.j.
2wt = {oe 2@ [ ol ato) do < oo},
Rd

ckvivalentne

73 R?) = {0 € #*(RY); o= Law(X), E[IX||’] < +oo}.
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Teraz si popisSeme, ¢o je push-forward operdtor. Urcuje transforméaciu mier, resp.
zobrazenie medzi nimi. V reci klasickej Statistiky sa jedna zobrazenie nahodnych
velicin. Ak mame ndhodni veli¢inu X ~ g a jej transforméciu dani zobrazenim
T, potom hustotou pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny T'(X) znac¢ime Ty 0 a ope-
rator Ty nazyvame push-forward operator cez zobrazenie T'. To znamend, ze Tl
popisuje transformaciu nahodnych veli¢in v re¢i pravdepodobnostnych mier.

Veta 3.2 (Zmena premennych). Nech je T : X — Y zobrazenie, o € P (R?)
hustota pravdepodobnosti a Ty 0 je jej push-forward hustota pravdepodobnosti cez
zobrazenie T. Potom pre véetky pripustné funkcie f:Y — RU {+oo} plati

/ f(x) Tgo(x)dr = f(T(2)) o(x) dz.
R4 Rd

Popiseme si formu charakterizacie push-forward operatora pomocou vety o sub-
stitucii integralu. Tato charakterizdciu vyuzijeme neskor pri urcovani subdiferen-
cidlu konkrétneho funkciondlu (entropie), vid str. 11.

Veta 3.3 (Zmena premennych cez jakobidn). Nech je T : R — R zobrazenie,
0 € P*(RY) je hustota pravdepodobnosti a ¢ = Tyo. Ak det VT > 0, potom plati

o(T(z)) det VT'(z) = o(z) Ve R™L
Doékaz. 7 vety 3.2 o zmene premennych plynie pre vSetky pripustné funkcie

f:Y > RU{+oc}

/ F(w) o(y) dy = / f(y) dTyo(y) dy = / F(TW)) oly) dy.
Rd Rd Rd

Vykondme transforméciu y = T'(z) v integrdli na lavej strane predchadzajiceho
vztahu a z vety o substiticii tak dostaneme

/Rd f(T(2)p(T (x)) det VT (z) da = y f(T(z))e(x) d.

KedZe funkcia f je Iubovolnd, ziskame o(T'(z)) det VT'(x) = o(x) pre kazdé = €
R<, O

Definovali sme vsetky potrebné pojmy a mézeme pristupit k definicii Wassers-
teinovej vzdialenosti.

Definicia 3.4 (Wassersteinova vzdialenost). Wassersteinova vzdialenost medzi
dvoma pravdepodobnostnymi mierami o', 0> € Z3¢(R?) je definovand vztahom

Wale!, ¢%) = \Jinf {E[|IX ~ Y|P]: X ~ 01, Y ~ 2}

Poznamka 3.5 (W5 je optimélna cena prepravy). Wassersteinovu vzdialenost
Wy vieme interpretovat ako optimalnu cenu prepravy tovaru, ktory je rozdeleny
podla hustoty o' na nové miesta (napr. z tovarni do predajni), ktoré st rozdelené
podla hustoty o?. KedZe pracujeme s hustotami pravdepodobnosti, mnozstvo to-
varu je stéle konsStantné (integral pravdepodobnostnej miery cez cely priestor je

1).
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Uvazovanim diskrétnych mier (nie nds pripad) by integralna formuldcia presla
na sumu a varia¢ny problém na klasicky problém optimalizacie prepravy tovaru
s cenou prepravy, ktord zodpoveda druhej mocnine Euklidovskej vzdialenosti medzi
miestami ||a; — v

Veta 3.6 (]2, Theorem 2.2]). Wassersteinova vzdialenost Wy je metrika na
priestore pravdepodobnostnyjch mier s konecngm druhgym momentom 25°(R?).

4. SUBDIFERENCIAL NA PRIESTORE (3°(R%), W5)

V predchadzajicej kapitole sme ukazali, ze na mnozine Z25°(RY) vieme zaviest
metriku Wy a ziskame metricky priestor. Priestor 223¢(R?) vsak nie je ani line-
arnym priestorom (pre d > 1) a je preto potrebné definovat subdiferencidl inym
spOsobom nez v kapitole 2.

Felix Otto v ¢lanku [38] popisal tento priestor ako isty typ slabej nekonecne
rozmernej Riemannovskej variety. Ku kazdému prvku v € 925¢(R%) zostrojil doty-
kovy priestor (bundle) ako podmnozinu vahového Hilbertovho priestoru L?(v; R%),
tento priestor je zavedeny na str. 10. S takouto ivahou potom bolo mozné definovat
subdiferencial ako podmnozinu dotykového priestoru. S pouzitim subdiferencialu
potom vieme ukazat spojitost medzi rieSeniami niektorych parabolickych parcial-
nych diferencidlnych rovnic (v naom pripade rovnica vedenia tepla) a gradientnych
tokov na priestore 225¢(R).

Budeme pracovat s koneénym c¢asom T' < 400, avsak rovnaké vysledky sa daju
ukézat aj pre T — +o00. Najskor zavedieme pojem absolitne spojitd krivka na
metrickom priestore (25¢(R%), Wy).

Definicia 4.1. Abstraktnd funkcia u: [0,T) — 22°(R?) sa nazyva lokdlne
absolitne spojitd vzhladom k metrike Wo, ak existuje m € L1o.([0,7T)) tak, ze
plati

¢
Wa(u(s),u(t)) < / m(r)dr prekazdé 0<s<t<T.
s
Systém funkcif {u(t)};epo,r) budeme nazyvat (lokdlne) absolitne spojitou krivkou
na metrickom priestore (Z25¢(R%), Ws).

Uvazujme rovnicu kontinuity

do | . B
ET + div(ve) =0, (4.1)

kde v: R? x [0,T) — R? je dand vektorova funkcia, ktord predpisuje vektor rych-
losti hmoty v case t a bode x. Riesenie tejto rovnice budeme chapat v zmysle
distribtcii, t.j. rieSenfm rovnice (4.1) nazyvame funkciu o: R? x [0,T) — R takd,
7e pre skoro vietky t € [0,T) je funkeia o(-,t) z priestoru 23¢(R%) a spliia

T T
Jyp
— -0)o(+,0 dx:/ / —dxdt—/ / v-Vyodrdt
/Rdso( ) o(-,0) ) %o Vel (42)

Y € C(RY x [0,T)).
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Rovnica kontinuity popisuje v hydromechanike sirenie nestlacitelnej kvapaliny.
Kedze transformécia ndhodnej veli¢iny zachovdva objem (integral cez cely priestor
je vzdy 1), je prirodzené ocakavat, ze kazdd absolitne spojita krivka na priestore
pravdepodobnostnych mier je generovana nejakym rieSenim rovnice (4.1). Pri uva-
zovani miery v suvislosti s rieSeniami rovnice kontinuity je integralna podmienka
(4.2) prirodzend, pretoZe miera sama je integral hustoty, vid (3.1).

Definujme najskor priestor, ktorého v je prvkom. Z désledku [2, Remark 1.22]
Brenierovej vety [5, Theorem 2.5.10] plynie, Ze kazdy prvok p (dostato¢ne malého)
okolia hustoty v € 225°(R%) v metrike W5 je tvaru p = (Id + V)4, kde funkcia
¢ je z priestoru C°(R?) a ¢ € R, pric¢om symbolom Id zna¢ime identitu na R?.
Tymto komentarom sme chceli naznacit dévod, preco priestor vektorovych funkcii
popisujucich zmenu hustoty v definujeme ako uzdver mnoziny gradientov hladkych
funkcii, vid nasledujica definicia.

Poznamenajme este, 7Ze pre kazdé v € Z3¢(R?) oznacime L?(v;R?) Hilbertov
priestor vektorovych poli w: R? — R? takych, ze z + w(z) - w(z) je lebesgueov-
sky integrovatelnd na R?, pricom skaldrny stéin v tomto priestore je definovany
vztahom

(u,w), = /]Rd u(x) - w(z) v(z)de.

Definicia 4.2 (Dotykovy priestor). Nech je v € 225¢(R¢) hustota. Potom do-
tykovyj priestor Tan, (225¢(R%)) na 25¢(R?) v v definujeme vztahom

L2 (viRY
Tan, (25°(RY) i= (Vo w € C (D} .

Je mozné dokézat, 7e Tan, (225°(R9)) je podpriestor priestoru L?(v; R?). V na-
sledujucej vete ukazeme vztah medzi absolttne spojitymi krivkami na priestore
(23¢(R%), Ws) a rieSeniami rovnice kontinuity (4.1).

Veta 4.3 ([2, Theorem 2.29]). Ak je {u(t)}icjo,r) absolitne spojitd krivka na
metrickom priestore (25¢(R%), Ws), potom funkcia o: R x [0,T) — R takd, Ze
o(-,t) = u(t) pre skoro vietky t € [0,T), je rieSenim rovnice (4.1) v zmysle distri-
biicit, v ktorej v(-,t) € Tany,) (225°(R?)) pre skoro vsetky t € [0,T).

Opacne, ked o je riesenim rovnice (4.1) v zmysle distribicii, potom je systém
Junkcii {o(-,t)}rejo,1) absolitne spojitd krivka na (25°(R?), Ws).

Teraz pristipime k definicii Fréchetovho subdiferencidlu na metrickom priestore

(Z5°(RY), Wa).

Definicia 4.4 (Fréchetov subdiferencial na priestore (225°(R%), W3)). Nech je
G: 23R4 — R U {+oo} funkciondl. Fréchetovym subdiferencidlom nazjvame

viachodnotovy operdtor 9G: 223¢(R%) — 225°(®") definovany vztahom
0g1v) = {¢ € Tan,(Z5°(R"): Glu] - Glv] > (&, T2 —1d), ¥Vu € Z5°(R")}

pre v € 25°(R%), kde vektorové pole T# spliia u = (T#)4v.
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Pozndmka 4.5. Vyssie sme uviedli, ze Tan, (25¢(R?)) C Ly(v;R?), pravé strana
nerovnice v definicii 4.4 je teda definovand vztahom (£, T# — Id), = [, &(x) -
(TH(x) — z) v(x) dz a vektorové pole T# transformuje hustotu v na hustotu pu.

Teraz zavedieme gradientny tok na metrickom priestore (25¢(R%), W5) tak, aby
analogicky ako v priestore L?(R%), bol v Iubovolnom bode kazdy dotykovy vektor
zaporne vzaty prvok subdiferencialu daného funkciondlu.

Definicia 4.6 (Charakterizdcia gradientného toku pomocou subdiferencidlu,
[I, Definition 11.1.1]). Povieme, Ze absolitne spojita krivka {u(t)},c[,r) na met-
rickom priestore (£25¢(R%), W) je gradientny tok, ak pre skoro kazdé t € [0,7T)
plati

—w € OG[u(t)] Vw € Tan, ) (Z5°(RY)).

Bez dokazu uvedieme tvrdenie, ktoré vyuzijeme pri urcovani subdiferencidlu.
Toto tvrdenie sa nazyva retazové pravidlo na (225¢(R%), Ws).

Tvrdenie 4.7 ([1, Propoposition 10.3.18]). Nech v € 25°(R?%) a ¢ € C(RY).
Polozme v = (Id+eVp) v pre kazdé ¢ € R. Potom pre kaZdé w € L?(v;R?) plati
%}'[1/5} T (w, Vo), < wedF[y].

Pristipime k vysledku, kvoli ktorému sme teériu gradientnych tokov na pries-
tore pravdepodobnostnych mier s Wassersteinovou metrikou budovali. Uvazujeme
funkciondl popisujici tzv. vnutorni energiu (resp. zaporne vzati Boltzmannovu
entropiu) dany vztahom

Felv] = /]R”’ vinvdz pre v € Z5°(RY).

V nasledujicej vete urc¢ime hodnoty subdiferencidlu funkcionalu F, pre vsetky
prvky priestoru (225°(R%), Ws).

Veta 4.8 (Subdiferenciél funkcionélu F,). Nech je v € P5°(RY) také, e v # 0
a gradient Vv je spojity na R?. Potom

OF.[v] = {@}.

v
Myslienka dokazu. Polozme v = (Id + V) xv pre kazdé € € R. Z vety o sub-
stitticii cez jakobidn (vid veta 3.3) ziskame

v=1(d+eVp)det V(Id +eVp) = 15(Id +eVyp) = Y

det(Iy +eV23p)’
kde I; je jednotkova matica a V2p znaéi Hessovu maticu funkcie ¢. Pretoze pre
maticu A € R4 plati

d
= det(I;+eA) =tr A+ o(e),

€

dostaneme

d
= det(I; 4+ eV3p) = Ap + o(e),
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kedze tr V2¢ = Agp. Pre prehladnost polozime u(z) = zIlnz pre z > 0. Potom
mame

d £ d 1>
Isfe[V]—IEAdU(V ) dy

o,

= — [ u@(ld +ep)) det(Iy + eV3p) da
de Rd

d v
= — - T, 2
de /Rdu(det(fd —i—Evzgo)) det(ly + Vi) do

d v
= - - I 9 .
/Rd dsu(det(Id+gv2w)) det(Ig +eV=p)da

Spocitame derivaciu vnitri integralu nasledovne:

d v
B I 2
de u(det(IdJreVZgo)) det(ly +£V7¢)

v -V

= A +
u (det(ld +EV2<p))det2(Id +EV2<,0)( 14 0(6))
v
— (A .
+ u(det(Id ¥ EV2<p)> (Ag +ofe))
Dosadenim ¢ = 0 ziskame
i}" [v°] = / (u’(y)(—yAgo) + u(v) A(p) dx
de ¢ e=0 Rd
a pouzitim Greenovej vety dostaneme
e = / V() — u() - Ve da (4.3)
de” " le=0  Jpa '

Kedze
V(' (v) —u(v)) =u'(v) Vv + v Vi (v) — o' (v) Vv = v Vi (v),

z (4.3) ziskame

= [ Vi (v) Vovdz = (Vi'(v),Ve),.
e=0 R

S vyuzitim tvrdenia 4.7 odtial plynie Vu/(v) € 0Fc[v]. Zrejme v'(z) =Inz+1 pre
z > 0 a preto Vu/(v) = Vv /v, t.j. sme ukézali, ze Vv /v € OF.[v]. O

Désledok 4.9. Nech je o riesenim problému (1.1) v slabom zmysle s pociatoc-
nou podmienkou oy € P5°(RY). Potom {o(-,t)}ieo,r) je gradientngm tokom na
(25°(RY), Wa) po funkciondli F. dangm vztahom

Felv] = /]Rd vinvdz prev e 25R?).
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Dékaz. Z vety 4.8 plynie 0F,[o(-,t)] = Q( IR } pre skoro kazdé t € [0,T"). Do-
o(-t)

sadenim VQ(_ o za v do vztahu (4.2), ktory charakterizuje rieSenie rovnice konti-

nuity v zmysle distribucii, po vykraten{ o(-,t) dostaneme slabii formuldciu rieSenia
rovnice vedenia tepla (1.2). O

Pozndmka 4.10. Teéria gradientnych tokov na priestore (25¢(R%), Ws) je pod-
robne popisand v knihe [1] a tiez [10]. Medzi klasické vysledky tejto tedrie patri,
Ze rieSenia parciélnej diferencialnej rovnice

5{ =V (oVV) + V- (oVIV x 0) + A(o™); m>é (4.4)

generuju gradientné toky po funkcionali popisujticeho volni energiu. Prvy séitanec
na pravej strane rovnice reprezentuje potencidlnu energiu (potenciil V' reprezen-
tuje napr. gravitaént energiu), druhy séitanec interaként energiu (sila, ktorou sa
pritahuji ¢astice hmoty medzi sebou) a posledny vnttornt energiu (diftiziu a pre
m # 1 tzv. nelinedrnu difiziu). Podotknime, Ze kvoli konvoluénému ¢lenu a neli-
nearnej diftzii sa doteraz nepodarilo odvodit rady konvergencie klasickych nume-
rickych metod, napr. metédy koneénych prvkov alebo koneénych objemov pre tiito
rovnicu.

5. DISKRETIZACIA GRADIENTNEHO TOKU

Teéria popisand v kapitolach 3 a 4 bola vytvorend na zaklade pozorovania ne-
meckého matematika Felixa Otta koncom 90. rokov minulého storocia. Pomocou
casovej diskretizacie zistil, Ze riesenia rovnice vedenia tepla generuju gradientné
toky na metrickom priestore pravdepodobnostnych mier. Toto pozorovanie si po-
piseme na diskretizécii gradientného toku na Euklidovom priestore R¢ po hladkej
konvexnej funkcii f a nasledne ho zovSeobecnime na priestor pravdepodobnostnych
mier. Uvazujme spatni/implicitni Eulerovu diskretizaciu systému obycajnych di-
ferencialnych rovnic v (1.3) s ¢asovym krokom 7:

X — X X — X
% =-Vf(ze) = % + Vf(2k41) =0
|z — 2| _
= v( 2’7— + f(.r) T=T 41 a O

l|z— CLkH

Uvedomme si, ze f je konvexnd funkcia a vyraz je rydzo konvexny. Z toho

llz—zk[]” wkl\

plynie, ze vyraz + f(x) je rydzo konvexny a v bode, kde je jeho gra-
dient nulovy, mé tento vyraz jediné minimum. Teda spéatni Eulerovu diskretizaciu
podiatocnej dlohy (1.3) vieme zapisat ako

l — ]|

e A )} k=0,1,2,... (5.1)

Th41 = argming cpa {

Pozndmka 5.1. Diskretizdciu vo vztahu (5.1) moézeme pisat v tvare xp4q =

prox{ (z1), kde prox je tzv. proximalny operator znamy z teérie optimalizécie kon-
vexnych funkeii, vid [9].
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Je zndmy vysledok numerickych metéd, ze problém (5.1) konverguje v norme
Il k presnému rieSeniu dlohy (1.3). Znovu si méZeme vSimnit, Ze na definovanie
tohoto problému potrebujeme len metriku na priestore R%. Prirodzene tak mo-
zeme navrhnuf casovi diskretizaciu problému gradientného toku na Hilbertovom
priestore L?(R?) v definicii 2.2:

lu — w72
2T

V knihe [4, Section 9.6, Theorem 2] je ukdzané, ze diskretizacia (5.2) konverguje
v norme priestoru L?(R?) k presnému rieseniu.

Teraz prejdime k spominanému spojeniu s priestorom 225¢(R%) absoliitne spoji-
tych pravdepodobnostnych mier uréenych hustotou p. Jordan, Kindelehrer a Otto
ukdzali v ¢lanku [6], Ze Casova diskretizdcia (ktorej dnes hovorime JKO schéma)

Ug41 := arg min, e r2(ga) { + F[u]} k=0,1,2,... (5.2)

Inod E=0,1,2,... .
o +/Rd0n9x} 0,1,2, (5.3)

Ok+1 i= arg mingeggc(Rd) {
konverguje k slabému rieseniu rovnice vedenia tepla % = Ap vo Wassersteino-
vej metrike Ws. Hlavnym argumentom pre vyznam tohoto tvrdenia je, ze integral
— [elnpdz je Boltzmannova entropia a priroda sa skuto¢ne pri zanedban{ os-
tatnych vplyvov podla fyzikdlnych zdkonov snazi tuto entropiu ¢o najrychlejsie
navysit, t.j. ¢o najstrmsie klesat po funkciondli vo vztahu (5.3).

Kedze JKO schéma (5.3) napodobiiuje spéatnt/implicitnd diskretizdciu gra-
dientného toku na Euklidovom, resp. Hilbertovom priestore, intuitivne by sa dalo
ocakavat, ze by mala predstavovat diskretizaciu gradientného toku na priestore
pravdepodobnostnych mier s Wassersteinovou metrikou. Toto pozorovanie viedlo
k podrobnejsiemu $tidiu jednak Wassersteinovej metriky [10] a jednak gradient-
nych tokov. Tu je vyznamnd kniha [1], kde sa v kapitoldch 1-4 opisuju toky na
vseobecnych metrickych priestoroch a v kapitolach 5-12 na konkrétnom priestore
pravdepodobnostnych mier s Wassersteinovou metrikou.

6. STOCHASTICKE DIFERENCIALNE ROVNICE

V kapitole 4 sme ukézali, Ze rieSenia rovnice vedenia tepla v zmysle distribucii ge-
neruju absoltutne spojité krivky na priestore pravdepodobnostnych mier. Ukédzeme,
Ze rieSeniam stochastickych diferencidlnych rovnic odpovedajui riesenia niektorych
parabolickych parcidlnych diferencialnych rovnic. Budeme pracovat s pojmom nor-
malne rozdelenie, takze si tento pojem zavedieme. Pre jednoduchost a nazornost
budeme v celej tejto kapitole pracovat v jednorozmernom pripade, t.j. uvazujeme
d=1.

Definicia 6.1 (Normélne rozdelenie, Gaussovska miera). Povieme, Ze ndhodnd
veli¢ina X urcend hustotou o € Z3°(R), t.j. X ~ p, méd normélne rozdelenie (p je
Gaussovskd miera) ak

(z — p)?
o(z) = Vono? eXP(—T

) pre z € R,
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kde p € R a o > 0. PiSeme
X ~ N(u,0?) alebo 0= N(u,0o?).
Veta 6.2 (Momenty ndhodnej veli¢iny). Ak je X ~ N(u,c?), potom
E[X]=p a E[X?] = 0% + u°.

V tejto casti intuitivne popiseme dolezité vlastnosti stochastickych obyc¢ajnych
diferencidlnych rovnic. Medzi klasické motivacné priklady patri nasledujica tloha
(vid [7]). Ak v obycajnej diferencidlnej rovnici

dx

&9y
ac

uvaZujeme parameter A ako normalne rozdelenti nahodni veli¢inu A ~ N(a,o?),
dostaneme Itéovu stochastickd diferencidlnu rovnicu

dXt = aXtdt+JXtdBt,

kde B; predstavuje Brownov pohyb (inak povedané Wienerov proces). Stochasticka
rovnica teda hovori, Ze systém sa v kazdom bode sprava priblizne podla rovnice
dX/dt = a s odchylkou popisanou Sumom o dB;. Poznamenajme, Ze tento zapis
sa uziva preto, nakolko Brownov pohyb nie je diferencovatelny (vid jeho definicia
neskor).

Priklad 6.3 (Stochasticky gradientny tok). Gradientny tok na Euklidovom pries-
tore R generovany pociato¢nou tlohou (1.3) s d = 1, ktory sa vychyluje v kazdom
bode o Sum (t.j. sa pohybuje len priblizne v smere najvicsieho klesania funkcie)
sa dé popisat stochastickou rovnicou

dX; = —Vf(X;)dt + V20 dB;.

Ak je funkcia f rydzo konvexnd, potom existuje jediné x, := argmin,p{f(z)},
ktoré je zaroven staciondrnym rieSenim skaldrnej obycajnej diferencidlnej rovnice
& = =V f(x). V pripade stochastickych diferencidlnych rovnic staciondrnym riese-
nim nie je presne tento bod, ale rozdelenie pravdepodobnosti dané hustotou o
(tak, Ze Xoo ~ 000), ktorej modus je prave hodnota .. Je mozné ukédzat, ze tato
hustota mé tvar

1

_exp(—5f(=))

= 1
Jeexp(—5 f(z)) dz

Tu si mézeme vSimnut, ze ¢im je hodnota ¢ vicSia, tym je rozptyl rozdelenia o

vacsi. Toto je konzistentné s intuitivnym ocakdvanim, ze ¢im zavadzame vicsiu

neurcitost do modelu, tym s va¢sou nepresnostou dosiahneme minimum funkcie f.

000 () pre z € R.

V pripade, ze funkcia f je dand vztahom f(x) = “’—; pre v € R, staciondrne
rozdelenie g, je Gaussovskd miera g, = N(0,1).

Teraz definujeme Brownov pohyb, ktory sa tiez nazyva Wienerov proces.

Definicia 6.4 (Brownov pohyb na R). Stochasticky proces {B;}:>0 sa nazyva
Brownov pohyb (tiez Wienerov proces), ak spliia nasledujice podmienky:
1. (po¢iato¢nd podmienka) By = 0;
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2. (nezavislost prirastkov) Pre vSetky hodnoty 0 < ¢; < --- < t si ndhodné
premenné By, , By, — By, , ..., By, — By, _, vzadjomne nezavislé;
3. (rozdelenie prirastkov) Pre vSetky 0 < s < t < 400 plati
B; — Bs ~ N(0,t — s);
4. (spojitost) Skoro iste je zobrazenie t — By spojité.

Poznamka 6.5. Piseme
t
/ dB; = B; — B, ~ N(0,t — s).
Kedze .
/ dB; = B; ~N(0,t), plati E[B;] =0, E[B}] =t
0

Nasledujica lemma je zakladnym prvkom stochastického poc¢tu. Na prvy po-
hlad je zvlastna, pretoze podla nej v prvom diferenciali transformovanej ndhodnej
veli¢iny vystupuje nenulova druhd priestorova derivacia transformacnej funkcie.
Toto vychddza z vlastnosti Brownovho pohybu, druhy moment E[B?] je totiz radu
t. Jej dokaz spociva v pouziti Taylorovho rozvoja a naslednom vyuziti spomenutej
vlastnosti dB? ~ dt.

Lemma 6.6 (Itoova, [7, Theorem 4.1.2]). Necha € R, b € RY a X; je riesenie
Itoovej stochastickej diferencidlnej rovnice

dX; =adt+bdB,

s jednorozmerngm Brownovym pohybom Byi. Nech dalej f: R x [0,+00) — R je
dostatocne hladkd funkcia. Potom

Y, = f(Xt7 t)
je riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice

L Of  Of 1o of
dn_(at+aax+28x2)dt+baxd3t.

Teraz si ukdzeme prepojenie Brownovho pohybu (jednoduchej SDR) a rovnice
vedenia tepla (opét pre jednorozmerny pripad, vSetky vysledky sa daji samozrejme
ziskat aj pre vyssie dimenzie).

Veta 6.7. Nech je X; riesenie stochastickej diferencidlnej rovnice
dX, = v2dB,, (6.1)

kde B; je jednorozmernyg Brownov pohyb. Potom funkcia o: Rx[0,T) — R takd, Ze
Xt ~ o(-,t) pre skoro vsetky t € [0,T), je riesenim rovnice vedenia tepla v slabom
zmysle.

Dokaz. Polozme Y; = ¢(X¢,t), kde ¢ € CZ(R x [0,T)). Spojito dodefinujeme
o(-,T) = 0, aplikujme Itéovu lemmu (v ktorej a = 0, b = v/2) a zistime, Ze Y; je
rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice

dp 0%

_ dp
ay, = (E+w)dt+\/§%d3t.
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Uvazujeme integrélnu formuldciu SDR (obe strany zintegrujeme na [0, T7):

T T 2 T
_ dp 0% dp
/O dth/O (a+@)dt+/o V23EaB,,

YT_E/O:/OT(&IO-F%)(U-F

T
Oy
ot ' Ox2 V2 50 4Br

0

T 2 T
dp | 9y d¢
Xp,T) — o(Xo,0) = (— —)dt / 2 %% 4B,.
@(T)w(o)/oatJramz +O\faxt
Teraz spocitame na oboch stranich strednti hodnotu vzhladom k X;, vyndsobime
teda jednotlivé cleny o a integrujeme cez R. Vzhladom k vlastnosti Brownovho
pohybu bude strednd hodnota integralu tiplne vpravo nulova. Ziskame teda

T aSD T 82(‘0

Odtial integraciou per partes dostavame

Tl op T [ 9¢ Do

Vo e CZ(R < [0,T)),

pretoze funkcia ¢ bola Tubovoln4. Ukézali sme teda, ze funkcia g je rieSenim rovnice
vedenia tepla v slabom zmysle (1.2). O

Daosledok 6.8. Nech je o riesenim rovnice vedenia tepla v slabom zmysle s po-
¢iatocnou podmienkou oo ~ N(0,ap), kde ag € RT. Potom pre skoro kazdé t > 0
plati p(-,t) ~ N(0, ag + 2t).

Dékaz. Prevedieme (6.1) do integralnej formulécie a vyuzijeme vlastnosti Brow-
novho pohybu (vid definicia 6.4) a druhého momentu (resp. rozptylu) ndhodnej
velic¢iny. O

Pozndmka 6.9. Parcidlne diferencidlne rovnice tvaru (4.4) maji svoju stochas-
tickd interpreticiu v tvare tzv. McKean-Vlasovej SDR

dX, = —(VV(Xy) + VW (Xy) % o(-, 1)) dt + /20" 1 dBy; Xy ~ o(:,1).
7. ZAVER

V tomto ¢lanku sme pracovali s roznymi interpretaciami rovnice vedenia tepla.
Najskor sme definovali pojem gradientného toku na Hilbertovom priestore le-
besgueovsky integrovatelnych funkcii a ukazali sme, Ze riesenia rovnice vedenia
tepla generuju gradientné toky po Dirichletovej energii.
Intuicia nemeckého matematika Felixa Otta viedla k tomu, Ze priestor prav-
depodobnostnych mier by mohol byt vhodnym na popis rieSenia rovnice vedenia
tepla. Pozoroval, Ze rieSenie tejto rovnice konverguje k minimalizacii funkcionalu
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zaporne vzatej Boltzmannovej entropie, ktory mé fyzikalny vyznam pre tato rov-
nicu (teplo sa skutoc¢ne §iri tak, aby maximalizovalo Boltzmannovu entropiu). Toto
viedlo na stiadium metrického priestoru mier, ktorého zakladné vlastnosti sme si
popisali. Dalej sme ukézali, Ze rieSenia rovnice vedenia tepla generuji gradientné
toky po funkcionéli zapornej Boltzmannovej entropie.

Pozorovanie, Ze riesenie parcialnej diferencidlnej rovnice mozeme rozumiet ako
krivku na priestore ndhodnych veli¢in nas posunulo k tvahe, ze by tato krivka
mohla byt zdroven rieSenim stochastického procesu (stochastickej diferencidlnej
rovnice). Ukdzali sme, Ze rieSenie Brownovho pohybu (Wienerovho procesu), kon-
krétne jeho hustota, je slabym riesenim rovnice vedenia tepla.
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