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APLIKACE CELOCISELNYCH BODU ELIPTICKYCH KRIVEK
V TEORII KUBICKYCH A KVARTICKYCH POLYNOMU

JIRT KLASKA
Vénovdno profesoru Michalu Krizkovi

ABSTRAKT. V 16. stoleti doslo k prilomovym objevim, které umoznily nalézt fe-
Seni kubickych a kvartickych rovnic. I kdyz od vydéani slavné Cardanovy knihy Ars
Magna uplynulo témér 500 let, nékteré otazky souvisejici s kubickymi a kvartickymi
polynomy jsou stile aktualni. V nésledujici prehledové studii sezndmime ¢tenére s
nékolika zajimavymi vysledky, které byly dosazeny v teorii kubickych a kvartickych
polynomii s danym diskriminantem.

1. Uvop

Ve 14. a 15. stoleti vynalozili néktefi matematici velké 1sili, aby nalezli obecny
postup pro feseni kubické rovnice. K témto matematiktim pattili Maestro Biaggio,
Antonio de’ Mazzinghi, Maestro Benedetto da Firenze, Maestro Dardi a Piero della
Francesca. V roce 1494 vydal italsky frantiskdnsky mnich Luca Pacioli (1445-1517)
knihu Summa de arithmetica, goeometria, proportioni at proportionalita’ (Souhrn
védomosti o aritmetice, geometrii, pomérech a imérnosti), ve které sdéluje, Ze re-
Seni kubické rovnice nebylo doposud objeveno. Toto sdéleni se stalo intelektualni
vyzvou pro nejlepsi matematiky 16. stoleti. Vyddnim Pacioliho knihy zacal zaji-
mavy a spletity pribéh, ve kterém se v pribéhu nasledujicich stoleti objevovala
jména nejvyznamnéjsich matematickych osobnosti. Jejich lidské osudy jsou casto
stejné zajimavé jako jejich objevy. V obdobi let 1515-1540 doslo k vyznamnému
pokroku a metoda Feseni kubickych rovnic byla nalezena. Na vyTeseni problému
se podileli

1465-1526),

1499-1557),

1501-1576),

1522-1565).

Pribéh Ferro — Tartaglia — Cardano — Ferrari je jednim z nejkontroverznéjsich
pribéhu déjin matematiky. Sled neobycejnych a dramatickych udalosti tykajicich
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IPro zajimavost uvedme, ze jeden vytisk Pacioliho knihy vlastni Moravska zemska knihovna
v Brné.
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se objevu TeSeni kubické rovnice je poutavé popsan ve treti kapitole knihy The
Equation That Couldn’t Be Solved — How Mathematical Genius Discovered the
Language of Symmetry, jejimz autorem je Mario Livio. Kniha byla publikovana v
roce 2005 a cesky preklad této knihy vysel v roce 2008 pod nazvem Neresitelnd
rovnice.

V roce 1545 Cardano publikoval knihu Artis magnae sive de reguli algebraicis
liber unus (Velké uméni neboli prvni kniha pravidel algebry), ve které byl poprvé
uveden postup pro feseni kubické rovnice. Tato kniha, dnes znama jako Ars Magna,
je povazovana za pocatek moderni algebry. Cardanova kniha obsahuje rovnéz te-
Seni kvartické rovnice, které objevil v roce 1540 Lodovicco Ferrari. Podrobnou
historii kubickych a kvartickych rovnic muze ¢tendr nalézt také v knize Rasskazy
o fizikach i matematikach, kterou napsal Semjon Grigorjevi¢ Gindikin v roce 1981.
V angli¢tiné tato kniha vysla v roce 1988 pod nazvem Tules of Physicists and
Mathematicians.

Dnes, témér 500 let od vydani Ars Magna, je velmi obtizné si predstavit jak lidé
v Cardanové dobé zili a premysleli. Diky Cardanovu zivotopisu De Vita Propria
Liber, ktery Cardano napsal v pribéhu posledniho roku svého Zivota, muzeme
ziskat zajimavy pohled na dobu, kdy Ars Magna vznikla. Zivotopisné pojednani
De Vita Propria Liber bylo poprvé publikovano v Parizi roku 1653. V roce 1914 byl
Cardantv zivotopis prelozen do némciny pod nazvem Des Girolamo Cardano von
Mailand eigene Lebensbeschreibung a v roce 1929 také do anglictiny pod nizvem
The Book of My Life. Cesky pieklad z néméciny byl publikovan v roce 2021 pod
nazvem Muj Zivot.

Z historického hlediska je zajimavé pripomenout, ze témeér zadny z dnes bézné
pouzivanych matematickych symbol v Cardanoveé dobé jesté neexistoval. Pro lepsi
predstavu uvedme piehled autoru rtznych symboli, pouzivanych dnes v algebre,
spolu s letopoctem prvniho pouziti symbolu v tisku.

+,—  Widmann (1489)
(,) Tartaglia  (1556)

. Clavius (1593)

X Oughtread (1631)

: Johnson (1633)

v Rudolff (1525)

= Recorde (1557)

<, > Harriot (1631)
<,> Bougere (1734)
i=+/—1 Euler (1794)

Po nalezeni postupu pro feseni kubickych a kvartickych rovnic bylo ziejmé,
ze dalsi problém, ktery na matematiky ceka, je feseni kvintickych rovnic. Pribéh
hledani vzorce pro feseni kvintické rovnice trval od smrti Cardana priblizné dal-
sich 250 let. Tento problém byl vSak nesrovnatelné obtiznéjsi. Na problému reseni
kvintickych rovnic pracovala v pribéhu nasledujicich stoleti celd fada vyznamnych
matematiki. Uvedme alespon nékteré:
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Rafael Bombelli

Francois Viete

Thomas Harriot

James Gregory

Ehrenfried Walther von Tschirnhaus

(1526-1572),
(1540-1603),
(1560-1621),
(1638-1675),
(1651-1708),
Etienne Bézout (1730-1783),
Leonhard Paul Euler (1777-1783),
Erland Samuel Bring (1736-1798),
George Birch Jerrard (1804-1863),
Alexandre-Théophile Vandermonde  (1735-1796),
Edward Waring (1736-1798),
Joseph—Louis Lagrange (1736-1813),
Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Paolo Ruffini (1765-1822),
Niels Henrik Abel (1802-1829),
(

Evariste Galois 1811-1829).

Teprve objevy Abela a Galoise? uzaviely obdobi velkého a marného tsili na-
lézt Teseni kvintické rovnice. Jejich objevy prinesly prekvapujici a znepokojivou
odpovéd. Zadny vzorec pro feseni kvintické rovnice, ktery by vyuzival pouze ¢ty¥i
zékladni aritmetické operace a operaci odmocnovani, nemuze existovat.

Dtikaz, ze kvintické rovnice neni mozné vyresit podobnym zpusobem jako rov-
nice kubické a kvartické, ale neznamend, ze by kvintické rovnice nemohly byt re-
Seny pomoci jinych, slozitéjsich metod, napriklad pomoci eliptickych funkci. Touto
problematikou se v nasledujicim obdobi zabyvali

Charles Hermite (1922-1901),
Leopold Kronecker (1823-1891),
Felix Christian Klein (1849-1925).

Vyvoj teorie rovnic od této chvile pokracoval riznymi sméry, v nichz hrala stéle
dilezitéjsi tlohu teorie grup. Vratme se ale k problematice kubickych rovnic. V roce
1940 Boris Nikolajevi¢ Delone® (1890-1980) a Dmitrij Konstantinovi¢ Faddgjev
(1907-1989) piedlozili nasledujici problém:

Problém 1.1 (1940). Necht D € Z. Naleznéte metodu, kterd umozni uréit
vsechny normované kubické polynomy s celoc¢iselnymi koeficienty majici diskrimi-
nant D.

Problém 1.1 byl poprvé publikovin ve zndmé monografii [3, str. 313], kterd byla
v roce 1964 prelozena do angli¢tiny. Pro zajimavost uvedme, ze na anglickém pre-
kladu [1] se podstatné podilela Emma Lehmer (1906-2007). V [1] mtZe Ctendf na-
1ézt Problém 1.1 na strané 412. Déle je vhodné poznamenat, ze autorem Problému
1.1 je zfejmé pouze Boris Nikolajevi¢c Delone, ktery se nalezenim metody zabyval
jiz. pred rokem 1928. Nékteré diléi Deloneho vysledky, tykajici se Problému 1.1,

2Tragické zivotni piibéhy Abela a Galoise jsou podrobné popsany v kapitoldch 4 a 5 v knize
Neresitelnd rovnice.
3Delone publikoval nékteré ¢lanky pod jménem Delaunay.
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byly publikovény v ¢lanku [2]. V [2, str. 25] Delone nalezl vSechny normované ire-
ducibilni kubické polynomy s celoc¢iselnymi koeficienty pro 16 konkrétnich hodnot
diskriminantu D a sestavil jejich tabulku. Tato tabulka byla rovnéz publikovana v
[3, str. 318] a [4, str. 418]. Metoda, kterou Delone k sestaveni tabulky pouzil, byla
zalozena na dvou podstatnych predpokladech:

(i) Diskriminant D je zaporny.

(ii) Polynomy jsou ireducibilni nad télesem racionédlnich éisel Q.

Deloneho postup tedy neni mozné aplikovat na pripad diskriminanttd D € Z,
kde D > 0. Navic, Deloneho postup neumoznuje urcit kubické polynomy, které
jsou reducibilni nad Q. Obecnd metoda, ktera je feSenim Problému 1.1, byla po-
prvé publikovidna v roce 2021 v ¢ldnku [20]. Tato metoda tzce souvisi s FeSenim
diofantické rovnice

YVZ= X4k, (1.1)
kde k je libovolné celé nenulové ¢islo. Rovnice (1) mé velmi dlouhou a zajimavou
historii, ktera sahd az do 17. stoleti k praci francouzského matematika Gasparda
Bacheta (1581-1638). Diofantickd rovnice (1.1) se ¢asto nazyva Mordellova rov-
nice’ na pocest Louise Joela Mordella (1888-1972), ktery vyznamné piispél k ob-
jasnéni nékterych vlastnosti této rovnice. Elipticka krivka odpovidajici Mordellové
rovnici se pak nazyva Mordellova kfivka.

Prvni objevy tykajici se Mordellovy rovnice je mozno nalézt v knize History of
the Theory of Numbers — Diophantine Analysis [5, str. 533-539)], jejimz autorem je
americky matematik Leonard Eugene Dickson (1874-1954). Literatura tykajici se
Mordellovy rovnice je pomérné rozsahla. Ctenéfi lze doporuéit napiiklad publikace
[1, 6, 11, 12, 19, 25, 26, 27, 28].

Dulezitym vysledkem Louise Mordella je tvrzeni, Ze kazdd rovnice (1.1) mé
nejvySe konefné mnoho celoé¢iselnych fesSeni. Je ziejmé, ze je-li [Xo,Yy] je Te-
Senf rovnice (1.1), pak rovnéz [Xo, —Yy] je FeSeni (1.1). Pro Yy # 0, budeme fe-
seni [Xo,Yo] a [Xo, —Yo] povaZzovat za ruznd. Konefné je vhodné pfipomenout,
ze v soucasné dobé existuje rozsahla literatura tykajici se problematiky poly-
nomu majicich dany diskriminant. Vyznamné vysledky v tomuto oboru dosahli
zejména madarsky matematik Kélman Gyéry (*1940) a holandsky matematik
Jan—Hendrik Evertse (*1958). Z praci téchto autoru pfipomelime alespon pub-
likace [7, 8, 9, 10, 13, 14, 15, 16, 17, 18].

V nésledujici kapitole uvedeme hlavni vysledky dosazené v ¢lanku [20], které
poskytuji feseni Problému 1.1.

2. RESENT DELONEHO PROBLEMU KUBICKYCH POLYNOMU

Necht D € Z a necht
C(D) = {f(z) = 2 + az® + bz + c € Z[z] : D(f) = D},
kde D(f) = a?b? + 18abc — 4a3c — 4b3 — 27¢? je diskriminant f(z). Je ziejmé, 7e

problém uré¢it mnozinu C(D), pro dané D € Z, je ekvivalentni problému nalézt

4Rovnice (1.1) se nékdy nazyvd Bachetova rovnice.
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vSechna celoCiselna reseni diofantické rovnice
a’b? + 18abc — 4a’c — 4% — 2762 = D.

Reseni Deloneho problému mutzeme rozdélit do nékolika casti.

2.1. Ekvivalence na mnoziné C(D)
Necht f(z) = 23 + az?® + bx + ¢ € C(D). Pro kazdé w € Z definujme polynom
fw(z) = f(z4+w). PHimym vypocétem muzeme ovéfit, ze pro libovolné w € Z plati
D(fw) = D(f). (2.1)
Z rovnosti (2.1) snadno plyne nésledujici lemma.
Lemma 2.1. Necht D € Z. Je-li C(D) # (), pak mnozina C(D) je nekoneénd.
Déle je mozné dokazat, Ze pro polynomy fy,(x) plati hezkd a uzitecnd identita

fut) =+ L0002 Ty, 22)
ve které vyrazy f'(w) a f”(w) oznacuji prvn{ a druhou derivaci f(x) v bodé w.
Necht C(D) # 0. Pro f(z),g(x) € C(D) polozme
f@) ~g(@) = 3Twel: g(x) = flz+w)= fu(z)

Lemma 2.2. Relace ~ je ekvivalence na mnoziné C(D).

Necht f(z) = 23 + ax® + bz + ¢ € C(D). Pak existuji jednoznaéné uréend &isla
w € Zaee€{0,1,2} tak, ze a = 3w + e. Polozme

r(z) = f(x —w) = 2> + ex? + (b — 3w? — 2ew)zr + 2w + ew? —bw +c.  (2.3)
Polynom r(z) budeme nazyvat kanonicky reprezentant tridy
[£(@)] = {g(x) € C(D) : glx) ~ f(x)} € C(D)/~ .
Bude uzitecné zavést nasledujici konvenci.

Konvence 2.3. Pro zdpis polynomu f(x) = 2% + ax® + bx + ¢ € Z[z] budeme

vevs

P¥iklad 2.4. Necht f(x) = 2° — 322 — x + 6. Protoze D(f) = 13 je C(13) #
. Podle Lemma 2.1 je mnozina C(13) nekoneénd a z rovnosti (2.2) plyne, zZe
polynomu f(x) odpovidd tfida rozkladu

[f(z)] = {2* + Bw — 3)2* + (Bw? — 6w — D)o +w® — 3w* —w+6:w € Z}.

Aplikaci vztahu (2.3) obdrzime, Ze kanonicky reprezentant ti{dy [f(z)] je polynom
r(x) = 23 — 4z + 3 a podle Konvence 2.3 miizeme r(z) zapsat ve tvaru [0, —4, 3].

Pouziti Konvence 2.3 mtze byt také uzitecné pro kratsi formulace nékterych
tvrzeni.

Lemma 2.5. Necht [a,b,c],[a’,V, ] € C(D). Jestlize [a,b,c] ~ [a', b, ], pak

a=a (mod3).
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Pomoci protiprikladu neni obtizné dokazat, ze opac¢nda implikace neplati. Zrejmé

1,0, -1],[1,2,1] € C(=23) a [1,0, —1] # [1,2,1].

Nésledujici Véta 2.6 mé pro feseni Deloneho problému zasadni vyznam.

Véta 2.6. Necht 0 # D € Z a necht C(D) # (. Pak C(D)/~ md konecné
mnoho trid.

Véta 2.6 je dusledkem obecnéjsiho tvrzeni, které dokézal v roce 1973 Kalman
Gyéry v ¢lanku [13, str. 419]. Viz také [8, str. 109] a [18, str. 475]. Alternativni
dikaz Véty 2.6 mize ¢tendr nalézt v ¢lanku [20, str. 107-108]. Tento dikaz je
zalozen na nasledujicim vyznamném vysledku Louise Mordella [27].

Véta 2.7 (L. J. Mordell, 1920). Necht 0 # k € Z. Pak Mordellova rovnice
Y2=X3+k (2.4)
md nejvyse konecné mnoho celociselnych resen.

Pro nalezeni vSech celodiselnych feSeni rovnice (2.4) je mozné pouzit metodu s
niz se ¢tendf muze podrobné sezndmit v knize [30]. V soucasnosti je tato metoda
implementovana napiiklad v programech Magma a Sage.

Pro formulaci dalsich vysledki budeme potfebovat nékolik oznac¢eni. Pfedné, je-

li A kone¢nad mnozina, pak symbolem # A budeme oznacovat pocet prvkt mnoziny
A. Dale, pro libovolné 0 # D € Z, poloZzme

D)/~, jeli C(D
(D) = #C(D)/~, Je %C( ) # 0,
0, je-li C(D) = 0.

Konecné, symbolem R¢ (D) ozna¢me mnozinu vSech kanonickych reprezentanti
tfid rozkladu mnoziny C(D)/~. Mnozina Rc (D) se nazyvé dplny systém kano-
nickych reprezentanttt mnoziny C(D)/~. Je zifejmé, Ze plati

#Rc(D) = #C(D)/~ = c(D).

Nékteré zékladni vlastnosti mnoziny Re (D) popisuje nédsledujici véta.

Véta 2.8. Necht 0 # D € Z. Pak plati:

(i) [0,u,v] € Re(D) prdvé tehdy, kdyz [0,u, —v] € Rc(D).

(i) [1,u,v] € Rc(D) pravé tehdy, kdyz [2,u+ 1,u — v] € Rc(D).

Jestlize v # 0, pak v ¢asti (i) Véty 2.8 plati [0,u,v] o [0,u, —v]. Podobné v
¢asti (ii) plati [1, u, v] # [2,u+ 1,u —v] pro libovolné wu, v. Déle je mozné dokézat,
Ze Cast (i) Véty 2.8 muze byt formulovdna v nédsledujicim ekvivalentnim tvaru

(2,7, 5] € Ro(D) praveé tehdy, kdyz [1,7 — 1,r — s — 1] € Ro(D).

Je zfejmé, Ze vztahy (i) a (ii) uvedené ve Vété 2.8 maji prakticky vyznam. Napii-
klad, pokud vime, 7e [1, —3077,64681] € Rc(—76), pak také [2, —3076, —67758] €
R (—T76).



APLIKACE CELOCISELNYCH BODU ELIPTICKYCH KRIVEK ... 25

2.2. Pripad mnozin C(0) a R (0)
Mnoziny C(0) a Rc(0) tvori vyjimku celé teorie, kterou je nutné vytesit samo-
statné. Uplny popis mnozin C(0) a Rc(0) uvedeme ve VEété 2.9.

Véta 2.9. Necht f(x) = 2°+ax? + bz +c € Z[x]. Pak f(z) € C(0) prdvé tehdy,
kdyz existuji e € {0,1,2}, v,w € Z tak, Ze

f(z) = 2® + Bw + )2 + (3w? 4 2ew — 3v? — 2ev)z + w? + ew?
— (30% + 2ev)w + 20° + ev?
=(x+w—v)*(z+w+2v+e).

Rozklad C(0)/~ md nekonecné mnoho trid a mnoZina vsech kanonickych repre-
zentanti Re(0) miZe byt zapsana ve tvaru

Rc(0) = {[e, —3v% — 2ev,2v% + ev?] 1 e € {0,1,2},v € Z}.
Dukaz Véty 2.9 lze nalézt v [20, str. 110].

2.3. Mordellova rovnice Y2 = X3 — 432D

Zékladn{ souvislost mezi mnozinou C(D) a Mordellovou rovnici Y2 = X3 — 432D
poskytuje Véta 2.10.
Véta 2.10. Necht 0 # D € Z. Jestlize Mordellova rovnice
Y2 =X%+k, kde k=—432D = —-2'3°D
nemd celociselné resent, pak C(D) = (.
Dukaz této véty lze nalézt v [20, str. 106].
Priiklad 2.11. (i) Necht D € {-1,-2,—5,—6,—9,—10}. Pak z4dna z Mor-
dellovych rovnic Y2 = X3 — 432D nem4 celo¢iselné feseni. Podle Véty 2.10
pak plati

C(—1)=C(-2) =C(-5) = C(—6) = C(—9) = C(-10) = 0.
(ii) Necht D € {2,6,7,9,10}. Pak zadn4 z Mordellovych rovnic Y? = X3—-432D
nema celociselné feseni. Podle Véty 2.10 pak plati
C(2)=0C(6)=C(7) =C(9) = C(10) = C(11) = 0.
Kombinaci Lemma 2.1 a Piikladu 2.11 obdrzime Vétu 2.12.

Véta 2.12. Pro kaZdé D € Z nastane prdvé jedna z moznosti: mnozina C(D)
je bud prdizdnd, nebo nekonecnd.

Pro kazdé 0 # D € Z polozme
Mc(D) = {[Xo, Y] : Xo,Yo € Z,Y{ = X3 — 432D} a me(D) = #Mc(D).

Zamérme nyni kratce pozornost na aritmetické vlastnosti celociselnych reseni
rovnice Y2 = X3 — 432D, kde D # 0. Specidlni tvar koeficientu —432D zpfiso-
buje, ze rovnéz celoc¢iselna feSeni této rovnice maji nékteré specidlni vlastnosti.
Napiiklad pro kazdé [Xo,Ys] € Mc(D) plati Xo = 0 (mod 2) pravé tehdy, kdyz
Yy = 0 (mod 2). Muzeme tedy zavést nésledujici definici.
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(i) Reseni [Xo,Yy] € Mc(D) budeme nazgvat liché, kdyz Xy a Yy jsou licha.
(ii) Reseni [Xo,Yy] € Mo (D) budeme nazyvat sudé, kdyz X a Yy jsou suda

Zkoumani celkového poétu lichych a sudych feseni rovnice Y2 = X3 — 432D
odhalilo nésledujici skutecnost. Necht

G={DeZ:0#|D| <1000} a H= |J Mc(D).
DeG

Pak v mnoziné H existuje priblizné 33% lichych FeSeni a 67% sudych FeSeni.
Tento objev vede k zajimavé hypotéze, totiz ze asymptoticky pomér poctu lichych
a sudych feseni Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 432D je roven 1/2. Podrobnéjs{
informace muze ¢tenar nalézt v [20, str. 112].

P1i konstrukci mnoziny C'(D) hraje dilezitou roli také Lemma 2.13.

Lemma 2.13. Necht Xy,Yy € Z. Pak existuje nejvyse jedno cislo e € {0,1,2}
splnujict soustavu kongruenct

4e? — Xo =0 (mod 12), 4e® —3eXy + Yy = 0 (mod 108). (2.5)
Pro formulaci Véty 2.14 bude vhodné zavést nasledujici oznaceni. Necht
Ec(D) = {[[Xo,Yo), €] € Mc(D) x {0,1,2} : 4e* — X = 0 (mod 12),
4e® — 3eXo + Yy = 0 (mod 108)}.

Véta 2.14. Necht 0 # D € Z a necht f(z) = 2® + az® + bz + ¢ € Z[z]. Pak
f(z) € C(D) praveé tehdy, kdyz existuji w € Z a [[Xo, Yol,€] € Ec(D) tak, Ze

a=3w+e,
4e? — X,
b:3w2+26w+u,
12
4e? — X, 4e® — 3eXy + Y,
- 2 0 0 0
c=w"+ew” + D w + 108 .

Navic, pokud f(x) € C(D), pak

4e? — Xy 4e? —3eXo + Y,
T+

_ o) — 3 2
r(z) = flx —w) =2° + ex” + D 103

je kanonicky reprezentant tridy [f(x)].

Z Véty 2.14 ihned plyne, Ze lichd TeSeni [Xg, Yy] € Mc (D) nemohou splitovat
podminku [[Xo, Yo],e] € Ec(D) pro zadné e € {0,1,2}. V nésledujicim piikladu
ukdzeme, ze i kdyZz mnozina Mc(D) obsahuje sudé feSeni, mnozina C(D) muze
byt prazdna.

Piiklad 2.15. Uvazujme Mordellovu rovnici Y2 = X3 — 432D, kde D = 33.

Pak M (33) = {[25, £37), [36, £180], [108, £:1116], [180, £2412], [2113, £97129]} a
mc(33) = 10. Aplikaci Véty 2.14 obdrzime, ze C(33) = 0 a ¢(33) = 0.
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2.4. Metoda konstrukce mnoziny C(D)

Na zékladé predchozich vysledkii muzeme vytvorit postup, pomoci kterého je
mozné ur¢it mnozinu C(D) pro libovolné 0 # D € Z. Postup lze formalné roz-
délit do ¢tyt nasledujicich kroki:

1) Necht 0 # D € Z. Nejprve nalezneme mnozinu M¢ (D) vsech celoéiselnych
feSeni [Xo, Yy] Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 432D. Podle Véty 2.7 je
mnozina M¢c(D) konecné. Je-li Mo (D) = (), pak vypocet kondi. Z Véty 2.14
totiz plyne, ze C(D) = 0.

2) Pfedpokladejme, ze M (D) # 0. Ve druhém kroku uréime mnozinu E¢ (D).
Pro kazdé [Xo,Yo] € Mc(D) rozhodneme, zda existuje éislo e € {0, 1,2},
spliiujici soustavu kongruenci (2.5). Podle Lemma 2.13 vyhovuje této sou-
stavé nejvyse jedno ¢islo e € {0, 1, 2}. Protoze #E¢(D) = #C(D)/~, plati,
ze C(D) = 0 prave tehdy, kdyz FEc(D) = 0.

3) Predpokladejme, ze Ec (D) # (). Ve tretim kroku uréime mnozinu R (D),
tj. uplny systém kanonickych reprezentant mnoziny C'(D)/~. Vzhledem k
Véte 2.14 plati

4e? — Xo 4e® —3eXo + Y,
RC(D):He, TR T :[[XO,YO],e]eEC(D)}. (2.6)

4) Ve ¢tvrtém, zdvéretném kroku nalezneme mnozinu C(D). Aplikaci vzorce
(2.2) pro vSechna r(z) € Re(D) obdrzime

coy= | {x3 W) T ) i we z} . 2.7)
)

2! 1
r(z)€ERc (D
Vyse uvedeny postup budeme demonstrovat na Ptikladu 2.16.

Priklad 2.16. Necht D = 29. Naleznéte mnozinu C(29).
Nejprve uréfme mnozinu M¢(29). Rovnice Y2 = X3 — 12528 m4 10 fesen{ a

Mc(29) = {[24,+36], [33, £153], [112, +1180], [384, £7524], [528, £12132] }.

Déle, pro kazdé [Xo, Y] € M (29) nalezneme feseni soustavy kongruenci (2.5) a
uréime mnozinu Ex(29).

Ec(29) = {[[112, 1180}, 1], [[112, 1180], 2] }.

Aplikaci vztahu (2.6) obdrzime mnozinu Rc(29), tj. uplny systém kanonickych
reprezentanti mnoziny C(29)/~.

Rc(29) = {2® + 2% — 92 — 14, 2% + 22% — 8z + 5}.

Odtud plyne, ze ¢(29) = #C(29)/~ = #Rc(29) = 2. Podle Konvence 2.3 mu-
zeme mnozinu R (29) zapsat struéné ve tvaru Re(29) = {[1, -9, —14],[2, -8, 5] }.
Konecné aplikaci vzorce (2.7) nalezneme

C(29) = {2® + Bw + 1)z? + Bw? + 2w — N + w* + w? — 9w — 14 : w € Z}U
{23 + (3w + 2)2® + (3w? + 4w — 8)z + w® + 2w? — 8w+ 5: w € Z}.
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2.5. Tabulky kanonickych reprezentantu t¥id rozkladu mnoziny C(D)/~

V roce 2022 byla metoda konstrukce mnoziny C'(D) pouZita pro sestaveni tabulek
kanonickych reprezentanti tfid rozkladu mnoziny C(D)/~ pro vSechna D € Z,
kde 1 < |D| < 1000. Dosazené vysledky byly prezentovany v publikaci [21]. V roce
2023 se podafilo tabulky [21] rozsifit pro v8echna D € Z, kde 1 < |D| < 10000.
Rozsifend verze tabulek byla publikovana v [23].

3. PROBLEM KVARTICKYCH POLYNOMU A JEHO RESENI

Je zfejmé, ze analogicky problém k Problému 1.1 je mozné formulovat také pro
pripad kvartickych polynomi. Pro libovolné D € Z definujme mnozinu

Q(D) = {f(z) = 2" + aa® + ba® + cx + d € Z[z] : D(f) = D},
kde D(f) oznaluje diskriminant polynomu f(x). Je dobfe zndmo, ze pomoci ko-
eficientl1 a, b, ¢, d 1ze diskriminant D(f) vyjadfit ve tvaru
D(f) = a*b*c* — 4a*b*d — 4a>c® + 18abed — 27a*d* — 4632
+ 16b*d + 18abc® — 80ab*cd — 6a>c*d + 144a>bd? (3.1)
—27c¢* 4 144bc*d — 128b%d* — 192acd” + 256d°.
Problém 3.1 (2022). Necht D € Z. Naleznéte metodu, kterd umozni urcit

vSechny normované kvartické polynomy s celo¢iselnymi koeficienty majici diskri-
minant D.

Je zfejmé, ze problém urcit mnozinu Q(D) je ekvivalentni problému nalézt
vSechna celo€iselnd Feseni diofantické rovnice D(f) = D. Hlavnim cilem této ka-
pitoly je poskytnout ¢tenafi zakladni informace o feSeni Problému 3.1, které bylo
nalezeno v ¢ldnku [22].

3.1. Ekvivalence na mnoziné Q(D)

Necht f(z) = 2* +ax®+br? +cx+d € Q(D). Pro kazdé w € Z definujme polynom
fw(x) = f(z+w). Podobné, jako v pfipadé kubickych polynomi, mtizeme ovérit, ze
pro libovolné w € Z plati rovnost D(f,,) = D(f), jejimz disledkem je Lemma 3.2.

Lemma 3.2. Necht D € Z. Je-li Q(D) # 0, pak mnoZina Q(D) je nekonecnd.
Déle je mozné dokézat, Ze pro polynomy f,,(x) plati identita

" 1" /
fulw)=at+L 3(,“’) B+l Q(f”) 2? + fﬁ”) z + f(w), (3.2)
ve které vyrazy f'(w), f”(w) a f"”'(w) oznacuji prvni, druhou a t¥eti derivaci f(x)
v bodé w. Necht Q(D) # 0. Pro f(z),g(z) € Q(D) polozme

f@)~g(@)—=IJFweZ:gx)=flz+w).

Lemma 3.3. Relace ~ je ekvivalence na mnoziné Q(D).
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Necht f(x) = 2t + az3 + bz? + cx + d € Q(D). Pak existuji jednoznaéné uréena
Cislaw e Zaee€{0,1,2,3} tak, ze a = 4w + e. Polozme r(z) = f(z —w) =
i texd +(b—6w? —3ew) x4 (c+ 8w +3ew? —2bw) +d— 3w —ew® +bw? —cw. (3.3)
Polynom r(z) budeme nazyvat kanonicky reprezentant tiidy
[f(@)] = {g(z) € QD) : g(x) ~ f(x)} € QD)/~ .

Konvence 3.4. Pro z4pis kvartického polynomu f(x) = z*+ax®+bz?+cr+d €
Z[z] budeme pouzivat strucnéjsi vyjddieni ve tvaru usporddané ¢tvefice koeficientu
[a7 b7 C7 d]'

P¥iklad 3.5. Necht f(z) = 2* — 2% +22% — 2 + 1. Z (3.1) plyne, ze D(f) = 12,
a tedy Q(12) # (0. Podle Lemma 3.2 je mnozina Q(12) nekonecnd a tiida rozkladu
obsahujici polynom f(z) je tvaru [f(z)] = {&* + (4w — 1)2® + (6w? — 3w + 2)2? +
(4w? — 3w? + 4w — 1)z + w* — w? + 2w? —w+ 1 : w € Z}. Aplikaci vztahu (3.3)
obdrzime, 7e kanonicky reprezentant t¥idy [f(z)] je polynom r(x) = z* + 323 +
522 + 42 + 2 a podle Konvence 3.4 miizeme r(x) zapsat ve tvaru [3,5,4,2].

Lemma 3.6. Necht [a,b,c,d],[a’,b,c,d'] € Q(D). Jestlize plati [a,b,c,d] ~
[@", V', ¢, d], pak

a=a’' (mod4).
Pomoci protiptikladu neni obtizné dokazat, ze opacna implikace neplati. Ziejmé
[17_574a_1]’[1a_67_3a 10} € Q(_23) a [17_5a4a_1] 76 [1a_67_3’ 10}
Nasledujici véta ma pro feseni problému kvartickych polynomi zésadni vyznam.

Véta 3.7. Necht 0 # D € Z a necht Q(D) # (. Pak Q(D)/~ md konecné

mmnoho trid.

Véta 3.7 je rovnéz dusledkem obecnéjsiho tvrzeni, které dokazal Kalméan Gyéry
v ¢lanku [13, str. 419]. Alternativni dikaz Véty 3.7 mtize ¢tendf nalézt v [22) str.
42]. Dukaz prezentovany v [22] vyuzivd podstatného rozsifeni Mordellova vysledku
formulovaného ve Vété 2.7. Toto rozsiteni provedl v roce 1929 némecky matema-
tik Carl Ludwig Siegel (1896-1981) v clanku [29]. Specidlnim pfipadem Siegelova
vysledku je Véta 3.8.

Véta 3.8 (C. L. Siegel, 1929). Necht o, B € Z a necht 4a® + 273 # 0. Pak
eliptickd rovnice

=& +al+p (3.4)

md nejvyse konecné mnoho celociselnych resend.

Pro nalezeni vSech celo¢iselnych FeSeni rovnice (3.4) je mozné pouzit, podobné
jako v piipadé Mordellovy rovnice (2.4), metodu popsanou v knize [30] a imple-
mentovanou v programech Magma a Sage.

Pro formulaci dalsich vysledkti budeme potfebovat nésledujici oznaceni. Pro
libovolné 0 # D € Z, polozme

_ [#Q(D)/~, jeli Q(D) #9,
1= {07 je-li Q(D) =0,
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a symbolem Rg(D) ozna¢me mnozinu vSech kanonickych reprezentantt t¥id roz-
kladu mnoziny Q(D)/~. Mnozinu Rg(D) budeme nazyvat uplny systém kano-
nickych reprezentanttt mnoziny Q(D)/~. Je zfejmé, ze #Rq(D) = #Q(D)/~ =
q(D).

3.2. Souvislost mezi Mordellovou rovnici a mnozinou Q(D)

Zakladnim objevem, ktery umoziiuje uréit véechny prvky mnoziny Q(D) je nalezeni
souvislosti mezi mnozinou Q(D) a Mordellovou rovnici (1.1) pro specidlni hodnotu
koeficientu k. Tuto souvislost popisuje nasledujici véta.

Véta 3.9. Necht 0 # D € Z. Jestlize Mordellova rovnice

Y2=X34k, kde k=—1769472D = —2'33D (3.5)

nemd celociselné resend, pak Q(D) = 0.

Pro kazdé 0 # D € Z polozme
Mq(D) = {[Xo,Yo] : Xo,Yo € Z,Y{ = X§ —2'°3°D} a mg(D) = #Mqg(D).

Je mozné dokazat, ze opacnd implikace k Vété 3.9 neplati. Z predpokladu
Mg (D) # 0 tedy obecné neplyne Q(D) # (.

P¥iklad 3.10. (i) Necht D = 2. Pak Mg (2) = 00 a podle Véty 3.9 plati, ze
Q(2) =0.

(if) Necht D = —7. Pak Mq(—7) = {[-192, £2304], [16, £3520], [960, £29952]},
a tedy mq(—7) = 6. Presto ale Q(—7) = (. Skutecnost, ze Q(—7) = 0
je mozné dokazat pomoci Véty 3.12, ktera bude uvedena v néasledujicim
odstavci.

3.3. Elipticka rovnice n? = £3 — 108X€ + 432Y,
P1i konstrukei mnoziny Q(D) hraje dulezitou roli Lemma 3.11.

Lemma 3.11. Necht &y,n9 € Z. Pak existuje nejvyse jedno cislo e € {0,1,2,3}
spliiugici soustavu kongruenci &y = 36e? (mod 96), ny = 9efy — 108e3 (mod 1728).

Nésledujici Véta 3.12 je nejdtlezitéjsim tvrzenim celé teorie. Poskytuje nutnou
a postacujici podminku pro Q(D) # 0. Véta 3.12 ma konstruktivni charakter, tj.
umoznuje ur¢it konkrétni tvary kanonickych reprezentanti mnoziny Q(D)/~.

Véta 3.12. Necht 0 # D € Z a necht Mg(D) # 0. Pak Q(D) # 0 prdvé tehdy,
kdyz existuje [Xo,Yo] € Mg(D) tak, Ze eliptickd rovnice

n* =& — 108 X€ + 432Y) (3.6)

md aspot jedno celociselné tesent [€y, o] spliujici soustavu kongruenct
36e? — & = 0 (mod 96), (3.7)
108e® — 9e&y + 1o = 0 (mod 1728), (3.8)

432¢* — €2 — 72e%&y + 16eny + 144Xy = 0 (mod 110592) (3.9)
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pro néjaké e € {0,1,2,3}. Pak polynom
36e2 — & o 108e® — 9e&y + o

r@) =at b’ + =g 1728
+4&&—$—m8@+mmmﬂum)
110592

lezi v mnoziné Q(D).

Necht 0 # D € Z a necht Mg(D) # 0. Pak pro kazdé [Xo, Y] € Mgo(D) defi-
nujeme mnozinu ég(Dvx()a YO) = {[X07K)a507 770] : 5077]0 S Za 778 = 68 - 108X0§0 +
432Y;} a klademe e(D, Xy, Yy) = #&(D, Xo, Yy). Déle polozme

&)= |J &(D,Xo.Yo), e(D)=#E(D),

[X0,Yo]leMq (D)
Eq(D) = {[[Xo, Yo,%,m0), €] € &(D) x {0,1,2,3} : e € {0, 1,2,3} splituje pro
[Xo, Yo, &0, mo] soustavu kongruenci (3.7)—(3.9)}.
Véta 3.13 je dtsledkem Véty 3.12.

Véta 3.13. Necht 0 # D € Z a necht f(x) = 2* + az® + ba® + cx + d € Z[x].
Pak f(z) € Q(D) prdvé tehdy, kdyz existuji [[Xo, Yo, 0,0, €] € Eg(D) a w € Z
tak, Ze

a=4w—+e,
36e2 — &
9%
36e2 — & 108¢e3 — 9e&y + 1o
w + ,
48 1728
36e2 — & o, 108e3 —9e&y + 1o
w w
96 1728
+4&&—$—né@+mmm4MX0
110592 '

b= 6w? + 3ew +

¢ = 4w + 3ew? +

d = w*+ ew® +

3.4. Metoda urceni mnoziny Q(D)

Na zakladé teoretickych vysledkti prezentovanych v predchozich odstavcich mi-
Zeme vytvorit postup umoznujici uréit mnozinu Q(D) pro kazdé 0 # D € Z.
Tento postup muze byt formalné rozdélen do péti nasledujicich kroki.
1) Necht 0 # D € Z. Nejprve nalezneme mnozinu Mg (D) vSech celoéiselnych
feSeni [ X, Yy] Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 21633 D. Podle Véty 2.7 je
Mg (D) koneénd mnozina a podle Véty 3.9 plati, ze pokud Mg (D) = 0, pak
Q(D) = 0.
2) Necht Mq(D) # 0. Pro kazdé [Xo,Yy] € Mg(D) sestavime eliptickou rov-
nici 7% = €3 — 108X + 432Y) a uréime mnozinu & (D, X, Yy). Z Véty 3.8
plyne, ze &(D, Xo,Ys) je koneénd mnozina pro kazdé [Xo,Yo] € Mg(D).
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Sjednocenim vSech mnozin &(D, Xy, Yy) obdrzime mnozinu & (D). Je-li
&(D) =0, pak Q(D) = 0.

3) Necht &(D) # 0. Pro kazdou ¢tverici [Xo, Yo, o, m0] € &(D) provedeme
test, zda existuje ¢islo e € {0,1,2,3} spliiujici soustavu kongruenci (3.7)—
(3.9). Na zdkladé téchto testi uréime mnozinu Eq (D). Je-li Eg(D) = 0,
pak Q(D) = 0.

4) Necht Eq(D) # 0 a #Eq(D) = n. Kazdému prvku [[Xo, Yo, &0, M0, €] €
Eq(D) ptifadime polynom

36e%2 — & o, 108e® — 9e&H + o

rle) = ot ea’ 4 =g 1728
N 432e* — €2 — 72e2¢y + 16eny + 144X,
110592
1
e 36e? — & 108e3 — 9eéy + no (3.10)
17 9% 1728 ’
432e* — €2 — 72e%&o + 16eny + 144X,
110592

Podle Véty 3.12 lezi polynom r(z) v mnoziné Rg(D) a pfifazeni je bi-
jektivnim zobrazenim mezi mnozinami Eg(D) a Rg(D). Timto zplsobem
obdrzime tplny systém kanonickych reprezentantt mnoziny Q(D)/~. Necht
Ro(D) = {r1(x),...,r(x)}.

5) V zdvérecném kroku konstrukce mnoziny Q(D) piitadime kazdému r;(x) €
Ro (D) tiidu [ri(z)] = {ri(z + w) : w € Z}. Podle (3.2) plati, ze

[7‘1(56)] _ {1’4 + 7";”3('10) 23 + T;/(ZU) 72 + T;(w) z +T¢(w) Cw e Z}

2! 1!

{20 A ] wer)

(3.11)

Sjednocenim vSech t¥id [r;(z)] obdrzime mnozinu Q(D).

n 1 /

o) = U (o) = Y{ [ 50 50 ] ez

VySe uvedeny postup budeme demonstrovat na dvou prikladech.

P¥iklad 3.14. Necht D = 5. Pak Mordellova rovnice (3.5) méd tvar Y2 =
X3 — 8847360. Tato rovnice mé 6 celo¢iselnych feseni

Mq(5) = {[256, +:2816], [384, +:6912], [5136, £368064]} a mq(5) = 6.

Ke kazdému ze Sesti prvka mnoziny Mg(5) sestavime odpovidajici eliptickou rov-
nici (3.6) a tu vyfesime. Resenim eliptickych rovnic obdrzime nasledujici mnoziny:

&(5,256, —2816) = {[256, —2816, —48, 0]},
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£&(5,256,2816) = {[256, 2816, —96, =1728], [256, 2816, 48, 0],
(256, 2816, 192, £1728]}
&(5,384, —6912) = {[384, —6912, —144, 0]},
&(5,384,6012) = {[384, 6912, 0, £1728], [384, 6912, 144, 0]},
£(5,5136, —368064) = {[5136, —368064, —432, 0], [5136, —368064, —428, +-§],
[5136, —368064, 864, £2592],
[5136, —368064, 103897, +£33488317]},
&(5,5136,368064) = {[5136, 368064, 432, 0]}
Odtud plyne, ze
&(5) = {[256, —2816, —48, 0], [256, 2816, —96, £1728], [256, 2816, 48, 0],
256, 2816, 192, £1728], [384, —6912, —144, 0], [384, 6912, 0, £1728),
[384,6912, 144, 0], [5136, —368064, —432, 0], [5136, —368064, —428, +8],
5136, —368064, 864, £2592], [5136, —368064, 103897, £33488317],
[5136, 368064, 432,0]},
a tedy, e(b) = #&(5) = 18. Déle, pro kazdy z osmnécti prvki mnoziny &(5)
provedeme test, zda existuje ¢islo e € {0,1,2,3} spliiujici soustavu kongruenci
(3.7)-(3.9). Na zékladé téchto testi zjistime, Ze soustavé vyhovuji pouze tii prvky
mnoziny &(5). Z téchto prvku sestavime mnozinu Eg(5).
Eq(5) = {[[256, 2816, 192, —1728], 0], [[256, 2816, 192, 1728], 0],
[[384, 6912, 144, 0],0]}.
Kazdému prvku mnoziny Eq(5) nyni pfifadime uspofadanou ¢tvetici ¢isel defino-
vanou vztahem (3.10). Timto zpisobem vytvorime mnozinu Rg(5).
Ry (5) =4[2,0,-1,0],[0,-2,-1,0],[0,—2,1,0]}.

Na zakladé Konvence 3.4 muzeme kazdou usporadanou ¢tverici lezici v mnoziné
R (5) interpretovat jako polynom. Plati tedy, ze Rg(5) = {ri(z),ro(x),r3(x)},
kde

ri(z) =2 +22° — 2, ro(z) =2t —22% — 2, r3(2) =2t — 227 + 2.

Polynomy ri(z), ro(x), r3(x) tvori dplny systém kanonickych reprezentantti mno-
ziny Q(5)/ ~. Plati tedy, ze #Rqo(5) = #Q(5)/~ = ¢q(5) = 3. V zdvéretném
kroku postupu aplikujeme vztah (3.11), pomoci kterého kazdému reprezentantu
ri(z) € Rg(b) prifadime t¥idu rozkladu [r;(x)]. Sjednocenim vsech tfid [r;(x)] pak
obdrzime mnozinu Q(5).
Q(5) = {[4w, 6w? + 3,4w> + 6w — 1, w* + 2w — w),
[4w, 6w? — 2,4w> — 4w — 1, w* — 2w?* — w),

[4w, 6w? — 2, 4w — 4w + 1, w* — 2w? + w] : w € Z}.
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P¥iklad 3.15. Necht D = —87. Pak Mordellova rovnice (3.5) mé tvar Y2 =
X3 4+153944064. Tato rovnice mé 6 celoéiselnych feseni.

Mo (—87) = {[—320,£11008], [-92, £12376], [448, £15616] }.
Ke kazdému prvku mnoziny Mg (—87) sestavime odpovidajici eliptickou rovnici
(3.6) a tu vyfesime. ReSenim téchto eliptickych rovnic obdrzime nésledujici mno-
Ziny:

&(—87,—320,11008) = {[—320, 11008, —80, £1216], [—320, 11008, —48, £1728],
[—320, 11008, 240, +5184], [—320, 11008, 384, +8640],
320, 11008, 8592, £796608] },

&(—87,-320,—11008) = 0,

&(—87,-92,12376) = {[-92, 12376, —156, 0]},

&(—87,-92,—-12376) = {[-92, —12376, 156, 0] },

&(—87,448,15616) = {[448, 15616, —156, £3240], [448, 15616, 96, £1728]},

&(—87,448, —15616) = 0.

Odtud plyne, ze e(—87) = #&(—87) = 16. Pro kazdy z prvki mnoziny & (—87)
provedeme test, zda existuje ¢islo e € {0,1,2,3} spliiujici soustavu kongruenci
(3.7)—(3.9). Na zdkladé téchto testi zjistime, Ze soustavé vyhovuji pouze Ctyfi
prvky mnoziny &(—87). Z téchto prvki sestavime mnozinu E(—87).
Eq(—87) = {[[—320, 11008, 240, 5184], 2], [[-320, 11008, 240, —5184], 2],
[[448, 15616, —156, —3240], 1], [[448, 15616, —156, 3240], 3]}
Kazdému prvku mnoziny Eq(—87) pfifadime uspofadanou ¢tvefici ¢isel definova-
nou vztahem (3.10). Timto zptisobem vytvorime mnoZinu
Ro(—87) ={[2,-1,1,0],[2,-1,-5,-3],[1,2,-1,0],[3,5, 6, 3]}
Na zakladé Konvence 3.4 muzeme kazdou usporadanou ¢tverici lezici v mnoziné
R (—87) interpretovat jako polynom. Plati tedy, ze

RQ(787) = {7’1(56),7’2(1’),7'3(33),7"4(1')},
kde
ri(z) =2 +22% —2® +x, ro(x) =2 +22% — 2? — 5x - 3,
ra(z) =zt + 2% + 222 —z, r4(x) = 2* + 32° + 522 + 62 + 3.

Polynomy 71 (), ra2(x), r3(x), r4(x) tvori Gplny systém kanonickych reprezentanti
mnoziny Q(—87)/~. Odtud plyne, ze #Rq(—87) = #Q(—87)/~ = ¢q(—87) = 4.
V zévérecném kroku postupu aplikujeme vztah (3.11), pomoci kterého kazdému re-
prezentantu r;(x) € Rg(—87) pfifadime t¥idu rozkladu [r;(x)]. Sjednocenim vsech
tfid [r;(z)] pak obdrzime mnozinu

Q(-87) = {[4w + 2, 6w? 4+ 6w — 1, 4w® + 6w? — 2w + 1, w* + 2w — w? + w),

[4w + 2, 6w? + 6w — 1, 4w + 6w? — 2w — 5,
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w* 4 2w® — w? — 5w — 3],

[4w + 1, 6w? + 3w + 2, 4w® + 3w? + 4w — 1, w* +w? + 2w? — w),
[4w + 3, 6w? + 9w + 5, 4w® + 9w? + 10w + 6,

w* + 3w® + 5w 4+ 6w + 3] 1 w € Z}.

3.5. Tabulky kanonickych reprezentantia tfid rozkladu mnoziny Q(D)/~

V roce 2024 byla metoda konstrukce mnoziny Q(D) pouZita pro sestaveni tabulek
kanonickych reprezentanti t¥id rozkladu mnoZiny Q(D)/~ pro vSechna D € Z,
kde 1 < |D| < 1000. Dosazené vysledky byly prezentoviny v publikaci [24].

3.6. Suda a lichA FeSeni Mordellovy rovnice Y? = X3 —21633D

V nésledujicim lemmatu uvedeme nékteré zakladni vlastnosti celociselnych reseni
Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 21633D,

Lemma 3.16. Necht 0 # D € Z a necht [Xo,Yy] € Mg(D). Pak plati:

(i) Jestlize 2| Xo, pak 4| Xo, 8|Yp.
(i) Jestlize 2|Yy, pak 4| X0, 8|Yp.
(iii) Jestlize 3| Xy, pak 9|Yo.

(iv) Jestlize 3|Yy, pak 3| Xo, 9|Ys.

Kombinaci vlastnosti (i) a (ii) obdrzime, ze Xy = 0 (mod 2) <= Y = 0 (mod 2).
Je tedy prirozené zavést, podobné jako v pripadé kubickych polynomu, nasledujici
definice:

Resen{ [Xo, Yp] € Mg(D) se nazyva sudé, kdyz Xo a Yy jsou suda éfsla.
Reseni [Xo, Yy] € Mg(D) se nazyva liché, kdyz X, a Yy jsou lichd ¢isla.

Déle, pro kazdé 0 # D € Z polozme
£(D) = {[Xo,Ys] € Mo(D) : Xo = Yo = 0 (mod 2)},
O(D) = {[Xo, Y] € Mo(D): Xg =Yy =1 (mod2)}.

~—

Pak E(D)NO(D) =0 a E(D)UO(D) = M (D). Koneéné pro kazdé prirozené éislo
n definujme

e(n) =Y #E(D), e(-n)= Y #E(D),
D=1 D=1
o(n) =Y #0O(D), o(-n)= > #O(D).
D=1 D=—1
Vypocet hodnot éisel e(n), e(—n), o(n) a o(—n) prezentovany v ¢lanku [22, str.

46] odhalil nésledujici vyznamny rozdil mezi poc¢tem sudych a lichych FeSeni:

£(—1000) = 1572, £(1000) = 1090, o(—1000) = 100, o(1000) = 44.
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Z uvedenych hodnot plyne, Ze existuje priblizné 95% sudych a pouze 5% lichych
feSeni Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 21633 D pro 0 # |D| < 1000. Tato pfekvapu-
jici skutecnost se stala inspiraci k podrobnéjsimu studiu sudych feseni. Hlavnim
dosazenym vysledkem je tvrzeni, ze pro kazdé sudé feseni Mordellovy rovnice miize
byt odpovidajici eliptickd rovnice (3.6) nahrazena eliptickou rovnici (3.13), jejiz
celociselné koeficienty jsou v absolutni hodnoté podstatné mensi, nez koeficienty
v rovnici (3.6) .

Véta 3.17. Necht 0 # D € Z a necht [ Xy, Yo] € E(D).
(i) Jestlize kongruence 3aXo + Yo — 4a® = 0 (mod 27) neplati pro Zddné a €
{0,1,2}, pak soustava diofantickgch rovnic
R?>+3T =X,, R®—9RT +1085% =Y, (3.12)

nend resitelnd v oboru celyjch cisel.

(i) Jestlize kongruence 3aXo + Yy — 4o (mod 27) plati pro néjaké o €
{0,1,2}, pak « je jednoznacné uréeno, Xo—4a? = 0 (mod 12), 3aXg+ Yy —
40 = 0 (mod 108) a mnoZina K vsech celociselnych veseni soustavy (3.12)
muze byt ziskana z mnoziny L vsech celociselngch teseni eliptické rovnice

2 3 2 X() - 40[2 3OZXO + YQ - 4053
=g ad ¢ 108 '
Navic mezi mnoZinami L a K ezistuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni
¢ : L — K definované vztahem

3 =

(3.13)

Xy — a?

P(€0.m0) = | =36 + a1, 2060 = 365 + o | = [Ro, S0, To] € K. (3.14)
(iii) Necht [Ro, So,To] € K a necht
R S T
— gt 02 D0 20
glx) =2+ g ¢ + A a:+256 € Q[x].
Dale necht e € {0,1,2,3} a ge(z) = g(x+e/4) € Q[z]. Pak D(g) = D(g.) =
Da

ge(z) € Ro(D) <= ge(x) € Zlx]. (3.15)

Postup nalezeni mnoziny Rg(D) v piipadé sudych feSeni Mordellovy rovnice
budeme demonstrovat na nésledujicim prikladu.

Priklad 3.18. Necht D = —87. Pak [Xo, Yo] = [-320,11008] € £(—87) a pro
a = 1 plati 3aXy + Yy — 40 = 10044 = 0 (mod 27). Podle Véty 3.17 miizeme
mnozinu K vSech celo¢iselnych feseni systému diofantickych rovnic

R? 43T =-320, R®—9RT + 10852 = 11008
ziskat pomoci mnoziny L vSech celoc¢iselnych feseni eliptické rovnice
n? =& — €2 +27¢ 4 93.

Protoze
L ={[-1,£8],[7,£24],[11, +40], [239, +-3688]},
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aplikaci zobrazeni (3.14) obdrzime, Ze
K = {[4,£8, —112], [-20, +24, —240], [~32, £40, —448], [ 716, £3688, —170992]}.

Daéle aplikaci vztahu (3.15) zjistime, Ze pouze dva prvky lezici v mnoziné K
vedou k polynomtim s celo¢iselnymi koeficienty. Z trojice [—20, —24,—240] ob-
drzime pro e = 2 polynom [2,—1,—5,—-3] € Rq(—87) a trojice [—20, 24, —240]
vede pro e = 2 k polynomu [2,—1,1,0] € Rg(—87). VSechny prvky mnoziny
R (—87) ziskdme analogickym postupem, ktery aplikujeme na zbyvajici Feseni
[Xo, Yo] € E(—87) = Mg (—87). Viz Priklad 3.15.

Na zévér poznamenejme, ze mnozina K muze byt urcena také pomoci mnoziny

H = {[—80,4+1216], [—48, £1728], [240, £5184], [384, £8640], [8592, 796608] }
vSech celoéiselnych FeSeni eliptické rovnice (3.6), tj. rovnice
n? = &3 + 34560€ + 4755456.

Mnozinu K nalezneme tak, ze kazdému prvku [£y, 9] € H pritadime trojici
{ §o Mo 144X — &

127 216° 432

a ze vsech ziskanych trojic vybereme pouze ty, které maji vSechny soutadnice
celociselné.
3.7. Nové hypotézy tykajici se Mordellovy rovnice
Necht 0 # D € Z a necht

0, kdyz Mq(D) =

wD) = o
1, kdyz Mqg(D) #

Déle pro kazdé prirozené ¢islo n polozme

n —n

o(n) =3 uD) a o(-n)= 3 u(D).

D=1 D=-1

Vypoctem hodnot o(n) a o(—n) pro n < 1000 bylo v [22, str. 48] zjisténo, ze

o(1000) 280 o(—1000) 426 o(1000) 280
—— = ——=10,280 = = 0,426, ———— = — ~ 0,657.
1000 1000 ” 1000 1000 T o(—1000) 426 ’
Uvedené vysledky mohou vést k nasledujicim hypotézam:
im 27— 2 L0286 1im 25— 3 <029
n—oo N 7 n—oo N 7
(3.16)
. o) 2
lim = — ~ 0,667.

n—oo o(—n) 3
Domnénky prezentované v (3.16) vedou k dalsi zajimavé otédzce, totiz zda po-
dobné hypotézy mohou byt formulovany také pro pripad obecné Mordellovy rov-
nice. Je zfejmé, ze ke stanoveni takovych hypotéz bude zapotfebi mnoha vypo-
¢t na pocitaci. Diky vypoc¢tam, které provedli Michael A. Bennett a Amir Gha-
dermarzi v €ldnku [1], jsou zndma vSechna celo¢iselnd FeSeni Mordellovy rovnice
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Y? = X3 +k pro kazdé k € Z, kde 0 # |k| < 107. Na zakladé vysledkii téchto
autori mohou byt formulovany nové hypotézy.

Pro kazdé 0 # k € Z necht M(k) oznacuje mnozinu vSech celoéiselnych feseni
Mordellovy rovnice Y2 = X3 + k a necht

k 7 =
o) = 4 kv M(k) = 0,
1, kdyz M(k) # 0.
Déle, pro kazdé prirozené ¢islo n polozme
s(n) = Zy(k) a s(—n)= Z v(=k).
k=1 k=—1

Z Tabulky 1 a Tabulky 2, které jsou prezentovany v ¢ldnku [1, str. 642-643] obdr-
zime, 7ze

n

s(107) 1332934 s(—107) 834604 _ 0.083
107 107 107 107 T 7
s(—107) 834604

= ~ 0,626.
s(107) 1332934

Uvedené vysledky mohou vést k néasledujicim hypotézam:

~ 0,133,

2 = — 1 _
im 20— 2 013 S5 L _g0ss,
n—oo N 15 n—oo N 12
)5 (3.17)
lim — 2 —0,625.
n—oo s(n) 8

Domnénky (3.16) a (3.17) byly predloZzeny v ¢lanku [22, str. 49] ve formé pro-
blému: Dokazte nebo vyvratte hypotézy (3.16) a (3.17).

4. PERSPEKTIVY DALSTHO VYZKUMU

Pfedné tabulky uvedené v publikacich [21] a [23] mohou poskytnout dilezitd vo-
ditka pro dalsi vyzkum obtizné problematiky tykajici se zdkona zachovani rozkladu
kubickych polynomt nad koneénymi télesy F,, kde p je prvocislo. Odkazy na li-
teraturu tykajici se tohoto problému muze ¢tenaf nalézt napiiklad v [21, str. 46].
Rovnéz tabulky prezentované v [24] mohou sehrat dilezitou roli p¥i studiu analo-
gického problému pro kvartické polynomy.

Daéle je mozné soustredit pozornost na nalezeni dikazti hypotéz uvedenych v
¢lanku [22, str. 48-49]. Tyto hypotézy se tykaji asymptotického poméru podtu fe-
Sitelnych a nefesitelnych Mordellovych rovnic. Volnym pokracovanim této studie
by mohlo byt urceni asymptotického poméru poctu lichych a sudych reseni Mor-
dellovy rovnice Y? = X3 4+ k, kde k = —432D a k = —1769472D. Nékteré diléi
vysledky tykajici se tohoto problému byly publikoviany v ¢lancich [20, str. 112] a
[22, str. 46].

Jiny mozny smér vyzkumu muze souviset s revizi vysledku, které se tykaji struk-
tury mnoziny Q(D)/~. Revize by méla vést k presnéjsi a ucelenéjsi predstavé o
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po¢tu tiid mnoziny Q(D)/~ a k podrobnéjsimu popisu vztahti mezi reprezentanty
téchto trid.

Konec¢né je mozné zamérit pozornost na popis podobnosti a odlisnosti struktur
mnozin C(D)/~ a Q(D)/~. Lze ocekavat, ze dulezitou roli v této otdzce budou
hrat Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 432D a Y2 = X3 — 1769472D.

Vyfeseni uvedenych problémt by mohlo byt dalsi ¢asti pokracujictho pribéhu
kubickych a kvartickych rovnic.
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