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INVERZE MATIC NAD NEKOMUTATIVNIMI OKRUHY
POMOCI SCHUROVYCH DOPLNKU

ALZBETA KOCENDOVA A MIROSLAV KURES

ABSTRAKT. Je vysvétleno uziti Schurovych doplinku pro vypocet inverzni matice a
uveden ilustrativni priklad pro matice nad okruhem racionalnich kvaternionu s li-
chymi jmenovateli.

1. Uvop

Clanek lze chapat jako rozsifujici text pro kurs linedrni algebry. Zabyvi se me-
todou vypoctu inverzni matice, kterou lze pouzit pro nekomutativni télesa, ale i
nekomutativni okruhy. Lze ji samoziejmé pouzit i pro struktury komutativni. Jak
je obvyklé, inverzni matici pro étvercovou matici A fadu n rozumime matici A~!
spliiujici AA™L = A=1A = I,.

Hlavni uplatnéni vidime pro inverzi kvaternionovych matic nebo dualné kvater-
nionovych matic, které maji aplikace v kinematice a v dalsich oborech.

2. NEJBEZNEJSI METODY VYPOCTU INVERZNI MATICE

2.1. Vypocet uzitim adjungované matice

Zacnéme nejuzivanéjsi metodou uvedenou prakticky v kazdém ucebnim textu z li-
nearni algebry ¢i z algebry (viz napiiklad [1]). Algebraickym doplikem A;; prvku
a;; Ctvercové matice A rozumime determinant matice vzniklé z A vypusténim
i-tého Fadku a j-tého sloupce nisobeny (—1)"+/. Transponovanid matice z alge-
braickych doplnki se nazyva adjungovand matice, oznac¢ime ji adj A a mame tedy
A11 e Anl
adjA=|... ... ...
Ay oo A
Je-li A invertovatelnd s deteminantem d, lze inverzni matici A~! spoéist jako
é-nésobek adj A.
Diikaz tohoto tvrzeni neni tézky, pocitejme A -adj A. Diagonalni prvky soucinu
jsou tvaru 2221 a;r Ak, coz neni nic jiného nez Laplaceuv rozvoj podle i-tého
radku, a tedy diagondalni prvky jsou rovny d. Nediagonalni prvky soucinu jsou
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tvaru > _ ajxAik, j # 4, coZ lze opét chdpat jako Laplaceiv rozvoj podle i-tého
radku, kde hodnoty i-tého radku byly nahrazeny hodnotami j-tého fadku, tedy j-
ty radek je v takové matici dvakrat a ta je tudiz singularni. Proto jsou nediagonalni
prvky rovny 0 a protoze jsme zjistili, ze A - adj A = dI,,, dikaz je tim hotov.

Pro nekomutativni okruhy je ale tento postup problematicky, nebot je proble-

d
nam nekomutativita nasobeni umoznuje ¢tyri zobecnéni obvyklé definice determi-
nantu, a sice ad — be, ad — ¢b, da — bc a da — cb. Pokud akceptujeme prvni moznost,
ad — be, muzeme si vSimnout jevu, nad nimz se pozastavil uz slavny Arthur Cayley

a a .
b b)’ bude mit deter-

. . . . . - -y b
matickd uz samotnd definice determinantu. Uz pro matici druhého radu <(Cl >

(1821-1895): Matice se dvéma stejnymi sloupci, tedy (

minant ab — ab = 0, zatimco matice se dvéma stejnymi radky <Z lg) bude mit

determinant ab — ba, coZ je pri nekomutativnim nasobeni obecné nenulové ¢islo.

2.2. Vypocet uzitim Gaussovy-Jordanovy eliminace

Kvili vyse uvedenym potizim s deteminantem obratme nasi pozornost k dalsi
metodé. Inverzni matici lze najit tak, ze provadime fadkové tipravy matice (A | In)
typu nx2n vzniklé tak, ze k matici A zprava ,,prilepime“ identickou matici I,,. Tyto
radkové upravy provadime takové, abychom v levé poloviné obdélnikové matice
obdrzeli matici I,,, v pravé poloviné pak bude A~!, schematicky

(Al L) ~ o~ (I | A7),

Korektnost postupu je jasna: kazdéa radkova uprava matice A predstavuje nasobeni
matice A vhodnou regularni matici zleva; pro posloupnost fadkovych tuprav A pak
mame nasobeni matice A souc¢inem takovych reguldrnich matic, ktery ozna¢me P.
V levé poloviné (A | I,) tedy méme

PA=1,,
v pravé poloviné nasobeni matici P dava
PI,=A".

Také tento postup nelze pouzit pro libovolny okruh. Existuji totiz okruhy, kde in-
vertovatelnou matici A nelze obdrzet fadkovymi ani sloupcovymi tpravami z jed-
notkové matice (a pochopitelné ani I,, pak nelze obdrzet ipravami z A). P¥ikladem

je okruh R = Z[0] = {x + y0;x,y € Z} pro § = 119 V2_19 a matice

([ 3-6 2490
A‘(%—w maa'

5—-20 —-2-46
. s . . . _1 _ . 2’ V7 _
Tato matice ma inverzi, kterou je A~" = 3499 3-0 ) ale neexistuji rad
kové ani sloupcové upravy prevadéjici I,, na A nebo A na I,,. Uvedenym prikladem

se jako prvni zabyval Paul Moritz Cohn (1924-2006), ktery jej zminuje ve svém
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jiz zhruba Sedesdt let starém ¢lanku [1]. Dikaz neexistence fadkovych ¢i sloupco-
vych Uprav neni trividlni, vyzaduje jistou prupravu, ta je ovsem v ¢lanku popséna.
Existuji i jednodussi okruhy, nad kterymi matice tohoto druhu existuji: dalsi po-
drobnosti k jejich existenci, zejména pro pripad radt imaginarnich kvadratickych
poli, 1ze nalézt v [3].

3. VYPOCET UZITIM SCHUROVYCH DOPLNKU

3.1. Popis metody

Budeme pocitat inverzi ke ¢tvercové matici M. Tu si rozdélme na bloky takto:

A B
kde A je typu m x m, B typu m xn, C typun x m a D typu n x n. Je-li A
invertovatelna, nazveme matici

As=D-CA™'B (3.1)

Schuriv doplnék matice A v M.
Nyni muzeme M vyjadrit jako soucin tif matic. Pfesvéd¢me se ndsobenim, Ze
pro invertovatelné A je

(A BY_( In O\(A O\ (L. A'B
“\C D) \cA!' I,)\O A, (0] I, ’
Prinosem tohoto vyjadreni je, ze ted muzeme invertovat postupné t¥i matice v sou-
¢inu, a to v obrdceném poiadi, tedy aplikujeme (UVW)~! = W=tV -1y Je

zfejmé, ze prvni a tfeti matice invertovatelné jsou a druhd je invertovatelna prave
tehdy, kdyz je invertovatelna matice As. V takovém pripadé tudiz dostaneme

(L. —A'B\ (Al O I, O
M _<0 I, o a')\-ca 1,) (3.2)

Uvédomme si, ze postup nevykazuje nejednoznac¢nosti ani pro ptripad, ze matice
jsou nad nekomutativni strukturou, napiiklad nad kvaterniony. Pro komutativni
pripad pak snadno odvodime dalsi tvrzeni, a sice

det M = det A det As. (3.3)

Ano, prvni a tfeti matice maji prece determinant rovny 1, takze determinant M
je soucinem determinantt bloku prostiedni matice, tedy det A a det A5. Pro neko-
mutativni pripad ale takto zavedeny determinant zustava jen jednou z moznosti
(stejné tak se nabizi soufin det A, det A), takze determinantu zavedenému vzta-
hem (3.3) budeme fikat Schurdv determinant. (V ponékud jiné situaci je timto
zpusobem poéitdn determinant v ¢lanku [5].)

Vratme se k inverzi matice. Algoritmus vypoc¢tu bude prosty. Matici A budeme
brat typu 1 x 1, pak pijde o jeden prvek v levém hornim rohu (fikdme mu pivot),
je-li jednotkou, existuje k nému prvek inverzni. Pokud jednotkou neni, provedeme
fadkové a/nebo sloupcové permutace tak, aby tento prvek jednotkou byl.
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Nyni se otdzka invertovatelnosti matice M pfevede na invertovatelnost matice
As, jejiz tad je o jednicku nizsi. Pro matici Ay proto postup zopakujeme a toto
iterujeme tak dlouho, az se problém zredukuje na invertovatelnost matice prvniho
radu, coz uz je trivialni.

Pokud jsme ptehodili fadky ¢i sloupce proto, aby pivot byl jednotkou, vynasobili
jsme matici jistymi reguldrnimi (tzv. permutacénimi) maticemi zleva nebo zprava.
Tak jsme obdrzeli novou matici

N = PMQ,

kde P a @ jsou permuta¢ni matice. Najdeme-li ovéem inverzi N—!, pak N~! =
(PMQ)™' =Q *M~1P~! a odtud

Mt'=QN'P

3.2. Okruh racionalnich kvaternionu s lichymi jmenovateli

Budeme uvazovat nekomutativni okruh raciondlnich kvaterniont s lichymi jmeno-
vateli !, tj.
R={a+bi+ cj+dk; a,b,c,d jsou racionéln{ ¢isla s lichymi jmenovateli,
i? =42 =k>=—1,ij = —ji = k}.
Vezméme libovolny prvek okruhu ¢ = a+bi+cj+dk. Podivejme se, jaké podminky
musi splnovat cisla a, b, c,d, aby byl prvek ¢ jednotkou okruhu R. To, ze g je
jednotkou znamend, Ze existuje prvek ¢~ = e + fi + gj + hk takovy, Ze plati
9 =q lg=1.
Musi tedy platit
(a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj+hk)=1.
Roznasobenim dostdvame
ae + afi—+ agj + ahk + bei — bf + bgk — bhj
+cej —cfk —cg+ chi+dek +dfj —dgi —dh =1,
coz lze zapsat jako soustavu 4 rovnic pro 4 neznamé e, f, g, h.
ae —bf —cg—dh =1,
af +be+ch—dg=0,
ag — bh 4+ ce 4+ df =0,
ah+bg —cf +de=0.

Lyolba tohoto okruhu pro ilustra¢ni priklad méa své dobré duvody: z pohledu aplikaci je za
nekomutativni okruh vhodné vzit kvaterniony, ale existence multiplikativni inverze pro vSechny
nenulové prvky, kterou maji kvaterniony nad R nebo nad QQ, mnohé usnadnuje: proto jsme vzali
nekomutativni okruh, v némz multiplikativni inverze pro nenulové prvky obecné nemusi existovat;
dutlezité je i to, ze nds okruh R mé jediny maximdlni (oboustranny) ideél
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Reseni této soustavy je tvaru

B a Fe -b
a4 +d? T a4+ d? (3.4)
—c —d '
9 a2+b2+02+d2’ 02+b2+02+d2

x

a, b, c,d jsou racionalni ¢isla tvaru o kde y je liché ¢islo. MuZeme snadno ovérit,

ze také ¢ g =1.7

Potrebujeme zjistit, za jakych podminek budou ¢isla e, f, g, h stejného tvaru.
Vyjadreme jednotlivé koeficienty ve tvaru zakladnich zlomki jako a = %, b= %,
c= 32, d=7* adosadme do (3.4). Dostédvdme

— Y1 _ Y2
€= 22 f—x 2 2 2
4 1

g:"z 2 P 3

¥
|
¥
_|_
¥
_|_
¥
|
S48,
_|_
%
_|_
ks
_|_
M‘»‘-‘-

Zjednodusme vyjadreni e nasledovné:
T YiY3Y3y
v yyRl + 23ytydyd + adyivdvl + 2lyiydus
o Yiyauiyt al
v TRY3Y3YE -+ asyiysyi + ayiysyi + aiyiusys

7Z predpokladt vime, ze hodnoty y;, kde ¢ = 1,...,4, jsou liché. Je tedy zrejmé,
ze Citatel i jmenovatel prvniho zlomku jsou také liché. Parita citatele i jmenovatele
druhého zlomku zavisi pouze na hodnotich z;, kde ¢ = 1,...,4. Jmenovatel je
lichy pravé tehdy, kdyz je lichy pocet jednotlivych z; lichych. Ekvivalentné lze
tuto podminku formulovat tak, ze jmenovatel je lichy prave tehdy, kdyz je ¢islo
T1 + 3 + x3 + x4 liché. Pokud je tento soucet lichy, tak nezédlezi na hodnoté
¢itatele druhého zlomku, tedy hodnoté 1 a e bude ve tvaru %, kde y je liché ¢islo.
Analogicky lze ukézat, ze pokud je soucet x1 + xo + x3 + x4 lichy, tak také f, g, h
budou ve tvaru %, kde ¥ je liché &islo, tedy ¢~ € R. Jinymi slovy pokud je soucet
r1 + x2 + x3 + x4 lichy, tak prvek ¢ je jednotkou okruhu R. Pokud by byl soucet
r1 4 T2 + x3 + x4 sudy a vsechna z;, kde ¢ = 1,...,4, sudd mohl by nastat pripad,
kdy lze ve vyjadreni e, f, g, h kratit a dosdhnout tak také lichého jmenovatele.
Tento pripad ale vylou¢ime néasledujicimi ivahami. Nejdiive vylou¢ime pripad, kdy
je ¢ = 0. Takovy prvek zfejmé jednotkou neni. Dale predpokladejme ¢ nenulové.
Necht n je nejvétsi sudé ¢islo, které déli vSechna x;, kde i = 1,...,4, pak kazdé x;
Ize zapsat jako x; = nz;. Pak musi nutné byt alespon jedno z; liché. Necht je liché
napriklad z;. Potom pro e plati

o _ YIYY3YL nz
Y1 n? (23y3y3v3 + 23yTy3vi + 23yTysvi + 23yiysv3)’

e =

2tento vysledek je dobfe zndmy: inverzni kvaternion lze spocist pomoci konjugovaného kva-
ternionu; ve jmenovateli vidime pravé normu kvaternionu
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. _ Viviylyin !
Y1 n (21y3y3vi + 23yTy3us + 23yivayl + Zuiv3ys)

Vidime, ze v citateli jsou pouze licha ¢isla, takze n ve jmenovateli nelze kratit
a jmenovatel je tim padem sudy. Tedy ¢~! neni prvek okruhu R, neboli ¢ neni
jednotkou okruhu R. Analogicky to lze ukazat i pro liché zs, z3 nebo z4. Celkové
jsme odvodili:

Jednotky okruhu R jsou pravé ty prvky q = Z—i + Z—;z + Z—gj + Z—ik, pro které plati,
Ze soucet x1 + xo + x3 + T4 je lichy.

3.3. Ukazkovy priklad

Méjme okruh R ={a + bi + ¢j + dk; a,b,c,d jsou raciondlni ¢isla s lichymi jme-
novateli, i2 = j2 = k? = —1, ij = —ji = k}. Déle méjme zadanou matici M.
Vypocitejte inverzni matici k My, jestlize

2k 0 2 1

Mo — t4+2i+ij+k 0 0 35
0 — 1. .
4 - 1 3 : 2,

Pro pouziti algoritmu potfebujeme mit jako pivota jednotku. %k neni jednotka.
V prvnim tadku ve ¢tvrtém sloupci je prvek, ktery ovsem jednotkou je. Provedeme
tedy takovou permutaci, ve které prohodime prvni a ¢tvrty sloupec. Tim ziskame
matici kterd ma pivota jednotku. Vezméme permutacni matice

1000 00 01
01 00 01 00
Po=1g 01 0" ©@=]0 01 0
00 0 1 1000
Potom dostavame
10 2 2k
M, = PLMyQ; — 3] 0 0 3+31j—'3j+
J 0 1 3J
Z2i+k 2 2 2i+ ik

Na matici M; lze pouzit algoritmus a vypocitat prislusny Schurtv doplnék Ag;.
K tomu je potfeba rozdélit matici do blokti nasledujicim zptisobem

1 |0 2 2k
My = 3 [0 0 $+2i+ij+k
j |0 37
2i+k|2 2i 4i+ 1k
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Dostéavame tedy submatice

3j
A1:(1>, Blz(o 2 %k) o= i |,
2j+k
0 0 $+2i+3j+k
D=0 1 3J
32 di+ £k

Diky provedenému blokovému rozdéleni matice M; lze snadno spoéitat inverzni
matici k jednoprvkové matici A;. Tedy

ATl = (1)

Nésledné 1ze dosadit do vztahu (3.1) pro vypocet Schurova dopliiku,
0 6k $—%i+ii+k
Agq =Dy —CiA'Bi= |0 1+ 2k -2+
3 2i-2j+3%k 2+ 38+ 1k

Pro vipocet M; ' pomoci vztahu (3.2) je nutné znat A_'. Pro vypocet této in-
verzni matice pouzijeme stejny postup jako pro vypocet Mfl. V matici Ag; vidime
jednotku v prvnim radku ve tretim sloupci. Vezmeme tedy permutacni matice

1 00 0 0 1
P=|0 1 0], Q=10 1 0
0 0 1 1 00
Pak dostédvame
1 4;, 1
My = PyAgQ2 = —%i + %j 1+ 2k 0
2418541k 2i-2j+ 2k 3

Matici opét rozdélime do blokt tak, aby byl pivot v jednoprvkové matici, tedy

L-ditLi+k] 6k 0
M, = —2i+ 1] 1+2k 0
242841k |2i-2j+4k 2

Dostavame submatice

1 4., 1. *%iJr%j
Ap=(L-ditj+k),  Ba=(6k 0), = s g )
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Pro matici Agl plati
-1 . .
At = (b + i &5 -3k).
Spocitejme Schuriv doplnék k matici Ms.

5, 10, 10,

~ 5410510 0
Asz = Dy — C2 4, 'By = 1949 ’ BN 194 3
—135 T 52"' 273 + 135k 3

Pro vypocet M{l je potfeba znét A;21. K vypoctu A;zl opét pouzijeme stejny
postup. V matici Ao je pivotem jednotka, takze neni potieba provadét permutace,
tedy

M3 = ASQ.
Matici M3 rozdélime do bloku

s+ 5it— 97 ‘0
Mz = 194 . 194 3)'
< 135+5Z+273+1 ks

Dostévame submatice

Ay =(5+2i-15),  By=(0). Cy= -1+ %+ 45+ 1),

Inverzni matice k matici Az je

Schurtiv doplnék k matici M3 je
A =Dy - C3A7" By = (3).

K jednoprvkové matici Ag3 vypocitame inverzni matici snadno jako

Ag = (g)

Hodnotu A_;' lze dosadit do vztahu (3.2) a tim ziskdme hodnotu M;*

vl (B ~A7'Bs\ (A3 0 I 0
3 0 I 0 AZ ) \-cs43t 1,

1 2'
_ 53+ 3 a
§-bE- B

Jelikoz Ao = Mg, plati také A = M, '. Opét vyuzijeme vztah (3.2) a vypoci-

tame
Y= ~A7'By\ (A3t 0 I 0
2 0 I 0 AL ) \-CA;t )7
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odkud
1 %—%i—%j—%k —S4 5+ 8 0
My'= |-k +3i— 15— &k *—*Z-‘rSj 0
1 1; 10 . 19 2 62 5
s -gi- gtk —§-3+Hi-8Bk 3
Naésledujicimi dpravami ziskdme vztah pro hodnotu A;l
My = Py A1Q,
— —1
M2 1= (-PQASIQ?) )
M—l _ Qg_lA_
5_1 - Q2 1P2
Dosazenim dostavame
1 1 10 . 19 2 62 5
) 15~ gt~ o)tk *5**”159**5’C 3
-1 _ 1 1 1 . 2 1
R v U YA vl 5 it 3 0
P21l 3k -S54+ 5;4+ 58 0
Nyni vyuzijeme vztah (3.2) pro v¥pocet hodnoty M; '
Y= —AT'By\ (A7 0 I 0
! 0 I 0 A3 \—cait I
1 2 2, 4 -
142k 0 S5l 0
22 1 31 14 1 1 10 19 5
| B-si-5i-5k —H-si-Yitnk —§-3i+3i-8k 3
1 2. 1 1 1 1 2 1 2 2
5~ 50 5k “15 T 50~ 150 5k 5 50t 5] 0
_§_7l+§j %_%2_% _%k r+r2+6k 0
Opét lze odvodit, ze
Myt =M Py
Dosazenim dostavame
S$otied o b-lobioth hebiede o0
22 1, 31 14 1 1, 10 19 2 2. 28 5
Myt=| T8 eIk T et o gi ek 5 -5l i - Bk o3
1 2. 1 1 1; 1. 2 1 2., 2.
55t~ 5k —15 T 5l 15— 5k 5= 5t 5] 0
1 2 2, 4 -
5 + gk 0 *gl - g] 0
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