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KONSTRUKCE KUZELOSECEK POMOCI VNEJSIHO SOUCINU
GEOMETRICKE ALGEBRY PRO KUZELOSECKY

PAVEL LOUCKA

ABSTRAKT. Clének se vénuje konstrukcim kuzelosecek ze skupin bodii a konstruk-
cim zaloZenym na pruniku dvou kuzelosecek; konstrukce jsou pak realizoviany pomoci
vnéjsiho soucinu, ktery se vyskytuje v geometrické algebte pro kuzelosecky. Popsané
postupy jsou umoznény i diky vyuziti projektivni teorie kuzelosecek, naptiklad za-
hrnutim reprezentace bodt v nekonec¢nu. Zvlastni ohled se bere na konstrukci ku-
zelosecek prochazejicich péti body a na hledani specidlnich kuzelosecek ve svazcich
kuzelosecek.

1. Uvop

Kuzelosecky — kiivky zndmé jiz starym Rekiim — nasly od antiky rfizné vyuziti
v architektufe, matematice, inZenyrstvi a v mnoha dalsich odvétvich, [6, 8]. Byl
to zvlasté rapidni rozvoj pocitacovych technologii béhem 20. stoleti, ktery béhem
poslednich desetileti podnitil dalsi vyuziti kuzelosecek, nejcastéji v problémech
spojenych s pocitac¢ovym vidénim a grafikou, [4, 14, 22, 20].

V tomto ¢lanku se ale namisto popsédni konkrétniho aplikaéniho potencialu
téchto kiivek pokusime spise prozkoumat jejich geometrickou krasu, a to za po-
moci spojen{ dvou matematickych ndstroji: 1) projektivni geometrie kuzelosecek
a 2) geometrickych algeber.

V sekci 2 ¢lanku definujeme zdklady geometrické algebry pro kuzelosecky, po-
piSeme, jak se v ni daji kromé vlastnich bodu redlné roviny reprezentovat i body
v nekonecnu, a nakonec stru¢né shrneme i klasifikaci rtiznych typu kuzelosecek.

V sekci 3 se potom zaméiime na pouziti teoretického zdkladu pfi konstrukci
vybranych kuzelosecek z danych prvkia. Kromé jiz zndmych poznatkt z projek-
tivni teorie kuzeloseCek sekce prezentuje také novd zjisténi (ta se zvlasté tykaji
tzv. zobecnénych parabol) a nabizi alternativni, geometricky orientované zpusoby
konstrukei kuzelosecek.

Pro vétsi strucnost ¢lanku bylo nutné zahrnout jen nejdilezitéjsi teoreticky
aparat a demonstrovat jen vybranou ¢ast moznych ptripadi. Detailnéjsi popis pro-
blematiky, dikazy vét a véts{ mnozstvi priklada lze najit v disertaéni praci [17].
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2. GEOMETRICKA ALGEBRA PRO KUZELOSECKY (GAC)

2.1. Struc¢ny Gvod do geometrickych algeber

Pro vétsi porozuméni strukture geometrické algebry pro kuzelosecky popisme nej-
drive vybrané koncepty tykajici se geometrickych algeber. Kvuli vétsi stru¢nosti vy-
birdme jen pojmy, které jsou skutec¢né dilezité pro pochopeni dalsiho textu. Pro de-
tailni popis vlastnosti geometrickych algeber muzeme doporucit knihu C. Perwasse
[25] a knihu P. Lounesta [20], které slouzily jako zdroje informaci pro tuto podsekci.

Zacnéme pojmem kvadraticky prostor, ktery je klicovy pro vystavbu geometric-
kych algeber (pro nase potfeby se omezime pouze na realné kvadratické prostory).

Definice 2.1. Kvadratickym prostorem RP?" se mysli redlny vektorovy pro-
stor dimenze n = p + ¢ + r opatfeny komutativnim pseudoskaldrnim sou¢inem’
x: RPOT x RP9T — R a kanonickou vektorovou bazi

BRI .
=1, €p, €pt1s vy Eptgs €ptgtls - s Cptghr ) s

pro které plati

+1, proi=j, i,5€(l,p),

—1, proi=j, i,57€{p+1,p+q),
0, proi=j, 4,j€P+qg+Llp+q+r),
0, proi#j.

(2.1)

Jinymi slovy, kvadraticky prostor RP-?%" obsahuje p bazovych vektori, jejichz
druhd mocnina vici sou¢inu * je +1, g bazovych vektord, jejichz druha mocnina
je —1, a r bazovych vektort, jejichz druha mocnina je 0; jakdkoliv dvojice riznych
bazovych vektorii je pak na sebe ortogondlni, tedy e; * ¢; = 0 pro ¢ # j. Pozna-
menejme jesté, ze bazovym vektortim, jejichz druhd mocnina je 0, se Fiké vektory
nulové velikosti (angl. null vectors).

Ekvivalentné se dé také fict, ze kvadraticky prostor RP%" je (p + q + r)-
dimenzionalni redlny vektorovy prostor opatfeny kvadratickou formou, kterd je
indukovand bilinedrni formou * s vlastnosti (2.1). Tato kvadratickd forma (stejné
jako bilinedrni forma, ktera ji indukuje) se dé reprezentovat diagondlni matici B,
ktera ma na hlavni diagonéle postupné p jednicek, ¢ minus jednicek a r nul. Kdy-
bychom napf. uvazovali prostor R?3!, jeho kvadratick4 forma by byla reprezento-
vana matici

lBéiny skalarni soucin je symetrickd, pozitivné definitni, bilinedrni forma; pouzity soucin *
nazyvame jako ,pseudoskalarni® v tom smyslu, ze jeho nadsobenim néjakého nenulového vektoru
sama se sebou miuzeme ziskat i 0 nebo dokonce zaporné cislo, viz dalsi text. Pouzity soucin je
symetricka bilinedrni forma, obecné ale neni pozitivné definitni. O bézny skaldrni soucin se jedna
pouze v pripadé, ze ¢ = r = 0.
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1 0 0 0 0 O

0 1 0 0 0 O

B 0 0-1 0 0 O

0O 0 0-1 0 O

0O 0 0 0-1 0

0O 0 0 0 0 O
Matici B také mtizeme vnimat jako prehled vsech moznosti pseudoskalarniho sou-
¢inu mezi bazovymi vektory podle (2.1), napt. ey xe; = 1,egxes = —1,egxeg =0

a pro rozdilné bazové vektory plati e; x e; = 0. Pokud bychom déle chtéli spocitat
v tomto prostoru pseudoskalarni souc¢in dvou obecnych vektoru u a v, 1ze to udélat
pomoci distributivity nebo — ekvivalentné — pomoci bézného maticového nasobeni
s vyuzitim matice B. Uvazujme napf.

u = 3e; — 2ez + ez — 4des + €5 — eg,
v =2e1 + ey — deg — ey + 3es + Teg,
které lze ddle reprezentovat jako vektory koeficientd v bézi {eq,...,eq, }, tedy
u=(3,-2,5-4,1,-1)",
v=(2,1,-4,-1,3,7)".

Potom u * v = u? Bv neboli

uxv=(3,-2,5-4,1,—1)

OO OO O
OO O OO

=312+ (=2)-1-1+ 5:(—1)-(—4)
=6-2+20-4—3+0=17.

(=1)-3+ (=1)07 =

Zminme také, Ze trojici (p, g, ) se ¥kd signatura a kromé poc¢tu bazovych vek-
tort, které se po fadé umocnuji na +1,—1 a 0, znaci tato trojice také signaturu
matice prislusné kvadratické formy, tedy pocty kladnych, zapornych a nulovych
vlastnich ¢isel matice.

Na kvadratickém prostoru lze pak pomoci nésledujici definice vystavét geome-
trickou algebru.

Definice 2.2. Necht je RP'%" kvadraticky prostor s pseudoskaldrnim souci-
nem * a kanonickou vektorovou bazi R”'*". Dale uvazujme volnou, unitarni a aso-
ciativni algebru A (RP%") nad kvadratickym prostorem RP:¢" jejiz soudin zna-
¢{me o. Potom A (RP27") se nazyva geometrickd algebra, jestlize pro libovolny vek-
tor a € RP»" C A (RP¢7) plati

aoa=axa. (2.2)
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Geometrickd algebra nad RP%" se pak znaci G (RP%") nebo jednoduseji G, 4,»
a jejimu soucinu o se pak ¥ikd Cliffordiv nebo geometricky soucin. Ackoli v defi-
nici vyse se tento soucin znadci jako o, obvykle se jeho znacka zcela vypousti; pro
geometricky soucin dvou objektl se tedy pouziva prosta juxtapozice.

Pozndmka 2.3. Casto se lze setkat s kvadratickymi prostory, které nemaji zadné
bazové vektory nulové velikosti; v takovych ptipadech se prostor obvykle znaci
pouze jako RP*? a pridruzend geometricka algebra jako G, ,. Podobné lze také
geometrické algebry budovat nad kvadratickymi prostory R™ s n-tici béznych eu-
klidovskych bazovych vektori, jejichz druhd mocnina je +1; takové geometrické
algebry se potom znaci jednoduse jako G,,.

Naésledné, pokud neni v kvadratickém prostoru ¢i prislusné geometrické algebte
pfitomna trojice hornich (resp. dolnich) indexti, ale napiiklad jen dvojice ¢i pouze
jedno cislo, i této dvojici ¢i jednomu ¢islu se nékdy rika signatura.

Abychom lépe mohli vysvétlit nékteré privliastky popisujici geometrické algebry
zavedené v Definici 2.2, feknéme nejprve néco vic o prvcich geometrickych algeber.

Kromé vektort z RP%" (tedy vektort v bézném slova smyslu) obsahuje G, 4,
i jiné prvky, jak uvidime niZe (prvkim geometrickych algeber se pak obecné
sich pojmu, které mizeme snadno demonstrovat pomoci geometrické algebry Gs
s kanonickou vektorovou bazi {e1, eq, e3}.

Geometrickému soucinu vice riznych bazovych vektori se riké bdzovy blade. Pri-
kladem bazového bladu v této geometrické algebfe muize byt napr. eseser; takové
blady se pak nékdy zapisuji jednoduseji pomoci jednoho pismene, s naslednym
zietézenim spodnich indext, tudiz eseze; = ea31.

Stupen, nebo grade bazového bladu je potom pocet riznych generujicich bazo-
vych vektorit v bladu a znadi se gr. Plat{ tedy gr(esese;) = 3.

Dulezité je také, ze na poradi bazovych vektort v bazovém bladu zdlezi, da se
totiz ukazat, ze geometricky soucin dvou bazovych vektoru je antikomutativni, tj.

€;€; = —€;€4, (23)
z ¢ehoz mimo jiné plyne, ze geometricky soucin bazového vektoru se sebou samym
je nula, tj.
€;e; = 0.
Pomoci vlastnosti (2.3) lze jakykoliv bazovy blade pfesklddat tak, aby byly indexy
tvoricich bazovych vektora ve vzestupném poradi, naptriklad

€9€3€1 — —€92€1€3 — €1€2€3.

Mnozina vSech riznych bazovych bladt se vzestupnym poradim indext tvoficich
bazovych vektord, ve které jsou navic blady sefazeny vzestupné podle stupné, se
pak nazyva kanonickd algebraickd bdze geometrické algebry. Pro Ggs je to baze

Gs = {1,e1,e2,€3,€e1€2,€1€3, €263, €1€2€3} .
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Obecné plati, ze geometrickd algebra G, 4, méa vzdy bazové blady stupii 0 az
n =p+ g+ a jeji kanonickd algebraickd baze obsahuje dohromady 2" rtznych
bazovych bladia. Zde také poznamenejme, ze bazovy blade nulového stupné je 1
a ze bazovému bladu s nejvyssim moznym stupném se tika pseudoskaldr a znaciva
se jako I. Navic, pokud i-ty bazovy blade z kanonické algebraické baze oznac¢ime
jako E;, pak se da jakykoli multivektor A € G, 4, zapsat jako

on

A:ZaiEi, aeR
=1

nebo pomoci Einsteinovy sumac¢ni konvence jednoduse jako A = a’E;. Takovy
multivektor v Gz muze mit napft. formu

A=5— 362 + 76163.

Zminme také, ze multivektor, ktery se sklada jen z bladu k-tého stupné, se na-
zyvé k-vektor. Nékteré k-vektory se vyskytuji tak casto, ze maji i zabéhly jedno-
slovny nazev; napr. 1-vektortim se nékdy pro zjednoduseni riké vektory, 2-vektorim
bivektory a 3-vektorum trivektory.

Nyni, po priblizeni pojmu multivektoru, mizeme algebraické vlastnosti geome-
trickych algeber snadnéji vylozit:

1. To, ze geometricka algebra je volnd algebra, znamena, ze jeji prvky lze volné
konstruovat fetézenim pomoci soucinu algebry — tady konkrétné pomoci
geometrického soucinu, jak jsme vidéli na prikladech vyse.

2. To, ze geometricka algebra je unitdrni algebra, zmamend, ze vici jejimu
soucinu existuje neutralni prvek — neutrdlnim prvkem vici geometrickému
soucinu je 1.

3. To, ze geometrickd algebra je asociativni algebra, se da shrnout ve dvou
bodech:

(a) Multivektory spolecné s operaci s¢itdni multivektort a s operaci ndso-
beni skalarem tvori vektorovy prostor nad R.

(b) Geometricky sou¢in multivektort je viéi algebfe uzavieny, je asoci-
ativni a distributivni a navic plati, Ze geometricky soucin skalaru «
a multivektoru A je shodny se skalarnim nasobkem multivektoru, tedy

aoA=Aoa=aA.

Zasadni rozdil mezi geometrickou algebrou a jinymi asociativnimi algebrami je rov-
nost (2.2), které se ¥ika definujici rovnost (angl. defining equation). Tato rovnost
rika, ze geometrickym soucinem 1-vektoru sama se sebou je skalar.

Jesté popisme dvé zasadni operace mezi multivektory — vnitrni a vnéjsi soucin.
Obé operace lze zavést pomoci tzv. stupriové projekce (angl. grade projection). Tu
nejprve zavedeme mezi bazovymi blady a pak ji rozsirime na multivektory.
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Definice 2.4. Necht E; je i-ty bazovy blade geometrické algebry. Potom stup-
novd projekce bladu E; na stupen k se znaci jako (E;), a je definovina jako

Eia pro gr(E’L) = ka
<E1>k =
0, pro gr(E) £ k.

Definice 2.5. Necht E; a E; je i-ty, resp. j-ty bazovy blade a jejich stupné
jsou po fadé k a l. Potom vnitrni soucin bladi F; a E; je definovan jako

B E — <EiEj>\k—l|v pro i,j >0,
o, pro i = 0 nebo j = 0.

Definice 2.6. Necht E; a F; je i-ty, resp. j-ty bazovy blade a jejich stupné
jsou po fadé k a I. Potom vnéjsi soucin bladi E; a Ej; je definovan jako

Ez' A Ej = <EiEj>k+l .

Pro nézornost uvedme jednoduchy priklad vnitrniho a vnéjsiho souc¢inu dvou
bézovych bladu:

(ere2) - ea = (er€2€2) )y 4 = (e1); = €1,

(6162) Neg = <6162€3>2+1 = <€16263>3 = ej€e9€3.

ProtozZe stupiiové projekce je distributivni, pro multivektor A = a*E; plati
<A>k = a’l <El>k; 9

a predchozi definice vnitiniho a vnéjsiho soucinu se tedy daji prirozené rozsitit na
jakékoliv multivektory.

Nakonec také zminme, ze lze ukazat, jak elegantné v sobé geometricky soucin
1-vektora spojuje vnitini a vnéjsi soucin. Jsou-li a a b 1-vektory, pak plati

ab=a-b+aAb.

Geometricky souc¢in dvou 1-vektoru je tedy formalnim souc¢tem jejich vnitiniho
a vnéjsiho soucinu. Zduraznéme ovSem, ze pro obecné multivektory tato rovnost
neplati. Je také vhodné upozornit na to, Ze pro dva ruzné 1-vektory a a b (a obecné
jakékoli dva blady stejného stupné) vnitini soudin splyva se soucinem pseudoska-
larnim, tj.
a-b=axb,

matici bilinedrni formy lze tedy vnimat i jako matici realizujici vnitini soucin
1-vektort.

2.2. Zaklady GAC

Geometrickd algebra pro kuZelosecky (zkrdcené GAC, z angl. Geometric Algebra
for Conics), puvodné navrzend C. Perwassem v knize [25] a pozdéji rozvinutd
trojicf Hrdina, Navrat a Vasik v ¢lanku [12], rozsifuje koncept dvoudimenziondlni
konformni geometrické algebry Gz ;1 (2D CGA) tak, aby byla novd algebra schopna
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reprezentovat kuzelosecky. Piesnéji fe¢eno, GAC je geometrickd algebra Gs 3 s vno-
fenim C' : R? — R%3 bodu p = we; + yes z roviny R? do 6-dimenzionalniho
podprostoru 1-vektortu ve tvaru
- L oo o L oo o
C(z,y) = ny +xeq +yea + E(ac +y°)ng + 5(37 — Yy )n_ + zyny, (2.4)
kde
{T_LX7’FL—77_-L+7615627n+7n—7n><} (25)

je baze Gs 3, spoleéné s bilinedrni formou danou matici

0 0 0 0 0 0 0-1

0 0 0 0 0 0-1 0
0 0 0 0 0-1 0 O
B— 0 0 01 0 0 0 O
0 0 0 01 0 0 O
0 0-1 0 O O 0 O
0-1 0 0 0 0 0 O
-1 0 0 0 0 0 0 O

Vyznam bazovych vektort je pak nasledujici: vektory n oznacuji tfi vzajemné
ortogonalni vektory, kterym se fika ,pocatky*, vektory e; a es jsou bazové vektory
euklidovské roviny R? a nakonec vektory n predstavuji trojici vzajemné ortogonal-
nich ,nekonecen*.

Poznamenejme, ze GAC jakoZto geometrickd algebra se signaturou (5,3) by
méla ve své vychozi definici obsahovat 5 bazovych vektorti s druhou mocninou
+1 a 3 bazové vektory s druhou mocninou —1; to ale, podle matice bilinearni
formy, zda se, neplati. Pfi¢inou je, Ze zde nepouzivame vychozi bazi, ale bazi
transformovanou, pro kterou plati, Zze vektory e; a ey maji druhou mocninu +1
a pocatky i nekone¢na se umocnuji na 0, jsou to tedy vektory nulové velikosti.
Navic, vnittni soucin kazdého pocatku se sobé odpovidajicim nekonecnem dava
-1, [ ’ ]

Zduraznéme také, Ze ani zménou puvodni baze se nezménila signatura kvad-
ratické formy matice B, jez je shodnd se signaturou geometrické algebry, tedy
(5,3).

Déle pripomenme zdkladni typy reprezentaci objektt v GAC:

Definice 2.7. Rekneme, 7e prvek A; € Gs,3 je reprezentaci geometrického
objektu A C R? wnitrnim soucinem pravé tehdy, kdyz

A:{pERQ:C(p)~A1:O},

kde ,-“ znaci vnitini soucin v GAC. Této reprezentaci se také ¥ika IPNS repre-
zentace (z angl. Inner Product Null Space Representation), [12].

IPNS reprezentace kuzelosecky @ v GAC j pak déna 1-vektorem

Qr =0 Ny +0 n_ +0 0y +vle; +v%ey + vy (2.6)
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a IPNS reprezentace bodu p = ze; + yea, p € R? je dédna vnotenim (2.4), tedy
jako 1-vektor

1 1
Pr =n4 +xer +yes + 5(1“2 +yHng + 5(3:2 — 2 )n_ + xyny.

Je tedy vidét, ze jak bod, tak kuzelosecka, jsou vnoreny do 6-dimenzionalnich
podprostortt R%3.

Objekty GAC muzeme reprezentovat také pomoci vnéjsiho soucinu, kterému se
v geometrickych algebrach fiké wedge a ktery se znaci ,A“. Diky dualité (znacené
hvézdickou) mezi reprezentacemi vnitfnim a vnéjsim soucinem plati

{peR*:C(p)- A1 =0} = {peR*: C(p) A A} =0}.

Je to pravée Aj, které je v geometrickych algebrach obvykle povazovano za repre-
zentaci objektu A pomoci vnéjstho soucinu, v GAC je tomu ovsem trochu jinak.

7 je vzdy multivektor ve formé Ap An_ Any, kde Ao je 5-vektor, ktery obsahuje
pouze bazové vektory zastoupené v 6-dimenziondlnim podprostoru kuzelosecek
(2.6). Vzhledem k tomu je vhodné jako reprezentaci objektu A vnéjsim souinem
v GAC zvolit préavé Ap:

Definice 2.8. Rekneme, ze prvek Ap € Gs,3 je reprezentaci geometrického
objektu A C R? wnéjsim soucinem pravé tehdy, kdyz

A={peR*:C(p) NAo Ali_ Ay =0}.

Této reprezentaci se také ikd OPNS reprezentace (z angl. Outer Product Null
Space Representation),[12].

Dualita mezi IPNS a OPNS reprezentacemi potom vypadd nésledovneé:
Ao = (A] An_ /\nx)* ,
A = (AO ANn_ /\T_lx)* .

Prechod od jedné reprezentace ke druhé se pak d& realizovat pomoci nepravych
pseudoskalarta
lor =nyn_nxejeany,

2.
IIO = ﬁ+€162n+n,nx, ( 7)
a vnitiniho soucinu jako
Ao = Ar - I10,
(2.8)
AI = AO . IO[.

Jak bude podrobnéji popsano v sekci 3, vnéjsi soucin se da vyuzit ke konstrukci
nékterych kuzelosecek — napr. OPNS reprezentace kuzelosecky @, kterd prochéazi
péti riznymi body p1, ..., ps, se di zkonstruovat jako

Qo = PLA Py APy APy A Ps,
kde Py, ..., Ps jsou body p1, ..., ps vnorené do GAC podle (2.4). Pomoci wedge se

da také ziskat IPNS reprezentace pruniku dvou kuzelosecek, konkrétné jako wedge
jejich IPNS reprezentaci, tedy

(@'NQ?), =QI A Q3. (2.9)
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Takto ziskany prunik dvou kuzelosecek se potom nazyva ctyrbod (angl. four-point),

[12].

Pozndamka 2.9. Je tfeba zduraznit, ze reprezentace objektt v GAC jsou ho-
mogenni — nenulovy nasobek reprezentace tedy predstavuje stejny objekt, jako
reprezentace puvodni, [12].

2.3. Projektivizace GAC

Kromé bodi redlné roviny R? lze také uvazovat body v nekonecnu — kazdy z téchto
bodu si lze predstavit jako spoleény bod vSech rovnobézek se stejnym smérem,
takovy bod se pak znadci Sipkou v prislusném sméru a lze ho reprezentovat jako
vektor tohoto sméru, viz Obrézek 1. Mnozina vSech bodt v nekone¢nu (pro vSechny
mozné sméry rovnobézek) potom tvorl primku v nekonecnu lo,. KdyZ redlnou
rovinu déle obohatime o prvky v nekoneénu,vznikne projektivni reslnd rovina RP?,
tedy RP? = R2 U l.. Pro snadné odlien{ se pak bodém z R? ika vlastni body,
bodiim v nekoneénu nevlastni body, a pifmce v nekoneénu nevlastni primka®, [27,

]

g

Obrazek 1. Nevlastni bod pos jako smér rovnobéznych piimek

Pozndmka 2.10. Poznamenejme také, ze slovem smeér se zde mysli spise sklon
primky, takze nenulovy nasobek nevlastniho bodu reprezentuje stale stejny ne-
vlastni bod. Sipka na Obrazku 1 by tedy klidné mohla byt obousmérna.

Ackoli nevlastni body jsou pro teorii kuzelosecek zdsadni, GAC puvodné uvazo-
vala jen vlastni body, [12]. Jak vlastni, tak nevlastni body projektivni roviny RP?
se mimo ramec GAC daji snadno reprezentovat pomoci tzv. homogennich sourad-
nic, [11]:

2v anglicky psané literatufe se obvykle nevlastni bod nazyva point at infinity, ideal point
nebo figurative point, nevlastni primka pak line at infinity. Aby se daly vlastni a nevlastni body

snadno odlisit, pouzival autor ¢lanku v disertaci [17] pojmenovan{ podobnd ¢estiné: vliastni—proper
a nevlastni—improper. I takto rozliSené nazvy lze v anglicky psané literature nékdy potkat.
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Definice 2.11. Necht p = (z,7), p € RP?, je vlastni bod, potom jeho homo-
genni souradnice v RP? jsou

p=k(z,y,1), keR\{0},
zatimco homogenni souradnice nevlastniho bodu pe, = (s,t), (s,) # (0,0), peo €
RP?, jsou

poo:k(satao)v kER\{O}

Pravé diky konceptu homogennich souradnic se v GAC daji reprezentovat jak
vlastni, tak nevlastni body, a to rozsffenim defini¢nfho oboru vnofen{ (2.4) z R?
na RP? podle nasledujici definice, [17, 18, 19]:

Definice 2.12. Upravou vnofeni C' : R? — R%>3 ve formé (2.4) definujeme
rozsirené vnoteni CP : RP? — R>3 bodu p = (a,b,c), (a,b,c) # (0,0,0), redlné
projektivn{ roviny RP? jako

1 1
CP(a,b,c) = c*ny + acey + beey + §(a2 +b6Hny + 5((12 —b*)n_ +abny.

Pozndmka 2.13. Kdybychom misto bodu (a,b,c) € RP? chtéli do GAC vnofit
jeho nenulovy nasobek (tedy geometricky identicky bod), dostaneme po upravé
1 1
2 2
coz je opét jen nenulovy nasobek puvodniho vnoreni. Rozsifené vnofeni je tedy
konzistentni s Poznamkou 2.9, protoze nenulovy nésobek jakéhokoliv geometric-
kého objektu v GAC musi reprezentovat stejnou geometrickou mnozinu.

CP(k(a,b,c)) = k? (02n+ +acey + beey + ~(a* +b*)ny + =(a® — b*)n_ + abnx)7

Obrézek 2. Nevlastni body paraboly a hyperboly: Parabola ma jeden ne-
vlastni bod ve sméru své osy, hyperbola mé dva ve smérech svych asymptot.

Dausledek 2.14. Protoze vlastni bod p = (x,y) lze pomoci homogennich sourad-
nic zapsat jako (x,y,1), rozsirené vnoreni CP i pivodni vnoreni C' vnoruji vlastni
body do GAC stejnym predpisem:

1

1
5 (@ + Y + 5 (@7 —yP)n + ayns.

CP(z,y,1) = C(x,y) = ny + ze; +yea +
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Na druhou stranu, nevlastni bod p, = (s,t) s homogennimi souradnicems (s,t,0)
je do GAC vnoren ve formé

1 1
CP(s,t,0) = 5(32 + ), + 5(52 —t%)n_ + stny.

Poznamenejme také, Ze — na rozdil do vlastniho bodu — vnoreni nevlastniho bodu
obsahuje pouze ,nekonecna“ vektorové baze (2.5).

2.4. Klasifikace kuzelosecéek

Pripomenme také, ze kuzelosecky se daji reprezentovat pomoci symetrické matice
typu 3 x 3, kterou lze ziskat z koeficient IPNS kuzelosecky (2.6) jako

—(@t+07) — 10X ot Q1 Q12 13
M= — 37~ —3t=0v7) $P | =|q2 g2 s (2.10)

50! 3v° —v* 13 g23 ¢33
Pomoci této matice pak lze kuzelosecku plné klasifikovat, tj. urcit jeji typ a dalsi
vlastnosti, [16]. Jeji koeficienty také definuji obvyklé rovnice kuzelosecky v R,

resp. v RP?, [16, 8]:

Qr> :q11° + 2q122y + q22y° + 2q13T +2qa3y +qs3 =0, (2.11)
Q> :qur” + 2q127y + @2y” + 201372 + 2q23y= + q332” = 0. (2.12)

Pro nase tcely bude pozdéji dulezita i hlavni podmatice typu 2 x 2
1+ o 15%
— -5 +v —350
M= My = | 2 ) 20 )= (e (2.13)
+ q12  q22

a dalsi dvé podmatice typu 2 x 2

7 - 1,2
A 5V 22 g23
M11:< 2(12 ) 2+>=< ) (2.14)
5V —v 423 433

1=t 4 = 1,1
—3" v 5V i1 Q13
Mooy = ( 2( 11 ) 2 +> = ( ) (2'15)
3V —v q13 433

Nésledné definujme jesté pomocné veli¢iny
A = det(M),
§ = det(M),
_ (2.16)
J=tr(M) = qu1 + go2,
A" = det(M11) + det(May)
a popisme zakladni rozdéleni kuzelosecek na zakladé vyse definovanych matic a ve-
li¢in:
Definice 2.15. Necht je @ kuZelosecka reprezentovand matici M ve formé
(2.10), podmaticemi (2.13)—(2.15) a pomocnymi veli¢inami definovanymi v (2.16).
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Jestlize A # 0, pak nazyvame @Q reguldrni kuZeloseckou, v opacném pripadé
se jednd o kuzelosecku singuldrni (ve starsi literatufe se ji téz ¥k zvrhld). Ekvi-
valentné se da fict, ze matice M regularni kuzelosecky ma plnou hodnost, tedy
h(M) = 3, a matice singuldrn{ kuzelosecky nemé plnou hodnost, tj. h(M) < 3.

Jestlize § # 0, pak nazyvame Q stredovou kuzeloseckou, v opatném pripadé se
jedna o kuzelosecku nestredovou. Ekvivalentné se d4 Fict, ze podmatice M stfedové
kuzelosecky mé plnou hodnost, tedy h(M ) = 2, a podmatice nestfedové kuzelo-

seCky nemd plnou hodnost, tj. h(M) < 2, [15].

Detailn{ klasifikaci kuZeloseéek v RP? na zékladé vyse definovanych matic a ve-
li¢in lze najit v Tabulce 1.

Umluva 2.16. KuZelosecka reprezentovand nulovou matici by ve skutecnosti
predstavovala vsechny body v RP? a takovd mnoZina obvykle neni za kuZelosecku
povaZovdna. Pokud tedy budeme miluvit o kuZelosecce v RP?, wvaujme vidy, Ze jeji
matice je nenulovd.

Umluva 2.17. V textu wvazujme jen kuielosecky s redlngmi koeficienty. Dru-
hym dechem dodejme, Ze i kuZelosecky popsané rovnicemi s vylucné redlngmi koe-
ficienty miiZou predstavovat mnoZinu v C? (resp. (CPQ), kterd je geometricky smys-
luplnd, jak lze vidét v Tabulce 1.

Pozndmka 2.18. Singularni kuzelosecky lze vzdy algebraicky rozlozit na dvojici
primek, a to véetné pripadu dvou splyvajicich pifimek ¢i dvou imaginarnich primek,
[8]. Jeden z algoritmii schopnych takové dekomporzice lze najit napf. v knize [27].

Dodejme také, ze v RP? mize byt alespoii jednou z dvojice piimek i piimka
v nekoneénu (nevlastni primka), proto se v klasifikaci dané Tabulkou 1 oznacuji
primky, které nejsou primkami v nekonecnu, jako pfimky wvlastni. Nakonec po-
znamenejme, 7e kuzelosecky obsahujici nevlastni pi{mku existuji v RP?, ale nikoli
v R?, takze je lze vyjadfit pouze rovnici ve tvaru (2.12), ale rovnici (2.11) uz ne.

3. KONSTRUKCE KUZELOSECEK PoMOC{ VNEJSfHO SOUCINU (WEDGE)

3.1. Pét ruznych bodu

Jak bylo jiz zminéno, OPNS reprezentaci kuzelosecky @ lze obecné ziskat jako
wedge péti raznych bodu py, ..., ps vnorenych do GAC, tedy:

Qo =P NPy NP3 APy A Ps.

Takto ziskand kuzelosecka poté prochéazi vSemi péti body, nebo — v nékterych
pripadech — nemiize byt geometricky jednoznacné urcena; v takovych ptipadech
plati

P ANP,ANP3; APy A Ps=0.

Existenci, jednoznacnost a regularitu kuzelosecky dané pomoci péti bodu lze po-
soudit na zakladé nejvétstho poctu kolinedrnich boda v dané pétici, [24], jak je
shrnuto v Tabulce 2.
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Tabulka 1. Klasifikace kuzeloseéek v RP? podle hodnosti jejich matic a po-
mocnych veli¢in, [16, 7]

_ Dalsi
h(M) M) 2t Typ kuzelosecky
specifikace
Ay realna elipsa
50 J (redlnd kruznice, pokud g11 = ga2 a g12 = 0)
2 A zadna realnid mnozina
3 7>0 . sl
(imagindrn{ elipsa)
6<0 hyperbola
1 parabola
0<0 dveé vlastni reialné ruznobézky
2 550 vlastni realny bod
(dvé vlastni imaginarn{ riznobézky)
2 A <0 dveé vlastni reialné rovnobézky
1 A0 nevlastni redlny bod
(dvé vlastni imagindrni rovnobézky)
0 vlastni pfimka a nevlastni pifimka
1 1 dvojnasobna vlastni realna pirimka
0 dvojnasobna nevlastni pfimka

Prozkoumejme nyni nékolik priklada konstrukce kuzelosecky prochézejici 5 body
pomoci GAC wedge®.

Priklad 3.1. Regularni kuzelosecku danou 5 body v obecné linearni poloze
(tj. z&dné tii body nejsou kolinedrni) lze vidét na Obrézku 3 (a). Zvolené body
maji soufadnice (—1, —4), (3, —2), (3,3), (=2, 3) a (—4, 0), jejich GAC reprezentanti

jsou tedy

1 1
P =C(-1,-4) =ny —e; —4des + gmr — ?571_ +4ny,
_ 13 5
Py = 0(3, —2) =n4 + 3e; — 2e5 + ?TL_A,_ + 577,_ — 6ny,

P;=C(3,3) = ny + 3e; + 3ea + 9ny + Iny,

13 5
Py =0(-2,3) =ny —2e1 +3e2 + o g 6nyx,

3Pfiklady uvedené v ¢lanku byly napocitdny v softwaru MAPLE s pomoci balicku ,,Clifford“,
[1], ktery umoziiuje vypoéty v prostredi Cliffordovych algeber.
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Tabulka 2. Klasifikace kuzelosecek danych péti body

Nejvétsi pocet Vytvorena kuzelosecka
kolinedrnich bodi existence regularita mozné typy
elipsa,
2 jednoznaéna regularni hyperbola,
parabola
3 jednoznacna singuldrni dvé riznobézky
! & nebo rovnobézky
. ; . (o é 1 ézk
4 nejednoznacné singularni dvé riaznobeézky

nebo rovnobézky

dvé ruznobézky
) nejednoznacna singularni nebo rovnobézky,
dvojnasobné piimka

P5 = 0(74,0) = ’FLJr — 461 -+ 8TL+ + 87’L,,
a OPNS kuzelosecka, kterd jimi prochézi, mé tvar 5-vektoru
Qo=PiANP,ANP3sA\NPy\P5s= —86nyejeanin_ + Tnjpejeanyny

+469nejean_ny —20npenyin_ny + 27npesnin_ny + 3588ejeanin_ny.
Konverze do IPNS reprezentace pomoci rovnic (2.7), (2.8) pak dava 1-vektor
Qr=(Qo)" = —86ny — Th_ + 469n — 27e; — 20e3 — 3588n
a po prevodu do bézné rovnice dostavame elipsu
Q : —2312% + 86xy — 238y* — 27x — 20y + 3588 = 0.

Pro vétsi strucnost uvadime dalsi ukazky této konstrukce kuzelosecky z péti
bodu bez detailngjsiho popisu vypoctu.

Piipady, kdy jsou 3 body z 5 kolinedrni, jsou v témze Obrézku, v ¢dstech (b)
a (¢) — v obou pripadech jsme zkonstruovali kuzelosecku, kterd je jednoznacné ur-
¢end, ale je singuldrni; konkrétné dvojici pfimek (jedna pfimka z dvojice je uréend
tfemi kolinedrnimi body a druhd pfimka zbylymi dvéma body).

Pro dplnost uvedme také Obréazek 4, kde uvazujeme pétici bodu se 4, resp. s 5,
kolinedrnimi body — v obou pfipadech by kuZelosecka prochéazejici vSemi body
musela byt singuldrni{ (tedy dvojice ptimek), ani v jednom z pripadi ale nenf uréena
jednoznacné, takze Py A Po A P3 A Py A Ps = 0. Dtivod je tento: V podobrazku
(a) jedna z pfimek musi prochézet 4 kolinedrnim body a druhd zbylym poslednim
bodem — smér tento primky vsak muze byt jakykoli. Podobny tisudek si lze vytvorit
o podobrazku (b) — 5 kolinedrnimi body musi jedna ze dvou pfimek projit, druha
vsak muze mit jakoukoli polohu i smér.
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-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 3 6

(a) 5 bodu v obecné linedrni (b) 3 kolinedrn{ body (c) 3 kolinedrni body
poloze

Obrazek 3. Kuzelosecky prochézejici 5 vlastnimi body

6 6
4 4 [ ]
[ ]
2 2 [ ]
L]
o 0 [ ]
[ ] [ ]
-2 -2 F [ )
[ ]
-4 -4t °
6 -6
-6 -4 -2 o 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
(a) 4 kolinedrni body (b) 5 kolinearnich bod

Obrazek 4. Pétice vlastnich bodu se 4 a 5 kolinedrnimi body. Kuzelosecka
prochézejici takovymi mnozinami nemuze byt urcena jednoznacné.

Diky inkluzi nevlastnich bodid do GAC navic nemusime jako body konstruované
kuzelosecky uvazovat jen vlastni body; vzdyt nékteré kuzelosecky, jako napt. .
parabola, hyperbola nebo dvojice primek, obsahuji jeden ¢i vice nevlastnich bod.

Priklad 3.2. Piiklad takto nalezené paraboly je na Obrdzku 5 (a) — parabola
prochézi 4 vlastnimi body a 1 nevlastnim bodem, ktery predstavuje smér jeji osy.
Zde také poznamenejme, ze wedge 4 vlastnich a 1 nevlastniho bodu vytvoti para-
bolu pouze za zvlastnich podminek, [17]. To, Ze wedge 4 vlastnich a 1 nevlastniho
bodu muze snadno vytvorit i jiné kuzelosecky, je evidentni na podobrazcich (b)
a (¢) — v prvnim piipadé dostdvdme hyperbolu, jejiz jedna asymptota vede po-
uzitym nevlastnim bodem; v druhém pripadé vznika dvojice primek, z nichz ma
jedna smér nevlastniho bodu a spojuje 2 ze 4 vlastnich bodu (druhd pfimka pak
nutné spojuje posledni 2 zbyvajici body).

Ukéazky wedge 2 a vice nevlastnich bodu s vlastnimi body lze najit v disertacni
préci [17].
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-6 -4 -2 0 2 3 6

(a) parabola (b) hyperbola (¢) rtznobézky

Obrazek 5. Kuzelosecky prochézejici 4 vlastnimi a 1 nevlastnim bodem

3.2. Ctyibod a dalsi bod

Ptipomenme, Ze pomoci GAC se da prunik dvou kuzelosecek reprezentovat jako
takzvany ctyrbod ve tvaru (2.9). Protoze ¢tytbod je algebraicky ekvivalentni vnéj-
$fmu souéinu ¢tyt individualnich bod, 1ze ho také vyuzit ke konstrukci kuzelosecky
prochéazejici ¢tyrbodem a dalsim bodem, ktery na pruniku kuzelosecek nelezi. Vel-
kou vyhodou této reprezentace a konstrukce je, ze takovou kuzelosecku muzeme
zkonstruovat, aniz bychom museli pocitat polohu individualnich bodt priniku,
a to podle nésledujici véty, [17]:

Véta 3.3. Necht Q} a Q% jsou IPNS reprezentace dvou riznych kuZelosecek
Q', Q% C RP?, a P; je IPNS reprezentace bodu p € RIP?, ktery nelezi na Q' N Q2.
Potom OPNS reprezentaci kuzelosecky @Q prochdzejici primikem Q' N Q% a bodem
p lze vyjadrit jako

Qo= (QINQ7) NP1 (3.1)

Piiklad 3.4. Uvazujme dvé riizné kuZelosecky, konkrétné elipsu Q! a hyper-

bolu @? s rovnicemi

Q': 922 + 25y% — 225 = 0,
Q?: 442° — 64xy — 4y* — 1122 + 136y — 31 = 0,
IPNS reprezentacemi
Qf = —34n4 + 167_ + 225n,,
Q% = 64ny —48n_ — 400, — 112e; + 136ey + 31n,,
a déle uvazujme body p; = (=2, —6) a ps = (6,2) s IPNS reprezentacemi
P} = C(p1) = ny — 2e1 — 6ey +20n, — 16n_ + 12n,,
P? = C(py) = ny + 6ey + 2eg + 200, + 16n_ + 12n,.
Nésledné mitzeme udélat wedge étyibodu QF AQ? s body P}, P? podle (3.1), ¢imz
ziskdme OPNS kuzelosecky C*, C? jako

Ch=(Qin@2) AP}
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C3 = (QIA@3) AP}
Po konverzi do IPNS reprezentaci dostavame
Cl = (Ch)" = 25280 — 688n_ — 4147h . — 4424e; + 53725 + 182120,
C? = (C3)" = 63680y — 77287 + 22937, — 11144e; + 13532e5 — 38428n.,..

Vychozi situace a zkonstruované kuzelosecky jsou k vidéni na Obrazku 6.

-10.0 -7.5 -5.0 -25 0.0 25 50 7.5 10.0

Obrazek 6. Ctytbod ziskany jako primik @1, Q2 z Pifkladu 3.4. KuZelosecky
Cla C? byly vytvofeny jako wedge ¢tyfbodu s bodem py, resp. po.

Predtim, nez pouzijeme tento zptisob konstrukce k ziskani specidlnich kuzelo-
secek, zminme pojem tUzce spojeny se ¢tyrbodem a prinikem kuzelosecek — svazek
kuzelosecek, [27, 8].

Definice 3.5. Svazek kuZelosecek generovany kuzeloseckami Q' a Q2 je mno-
zina vsech kuzelosec¢ek prochazejicich skrz jejich spole¢ny prunik. Ekvivalentné se
d4 fict, ze pokud jsou Q' a Q? reprezentovany rovnicemi F; = 0 a Ey = 0, pak se
da svazek charakterizovat pomoci vsech netrividlnich linearnich kombinaci rovnic
E1:OaE2:0,tedy

{Q:)‘E1+/J'E2:Oa A7u6R7(AHU’)7é(O’O)}

E; =0 a Ey = 0 jsou rovnice ve tvaru (2.11) nebo (2.12), a to podle toho, zda
uvazujeme kuzelosecky v R? nebo v RP?.

Prusecéiktun obou generujicich kuzelosecek se pak tiké zdkladni body (volny pre-
klad anglického ,base points®), [24, 27, 3].

Pozndmka 3.6. Z algebraického pohledu maji dvé kuzelosecky vzdy ¢tyti pri-
seCiky, ackoli nékteré z nich mohou byt algebraicky vicendsobné a ne vSechny
musi byt redlné. Je dilezité si uvédomit, ze vsechny kuzelosecky svazku, ktery je
generovan kuzeloseckami Q' a Q2, prochazeji vSemi spoleénymi priseciky, a to
i v pripadech, kdy nejsou vSechny ¢tyrii pruseciky redlné, zahrnujeme tedy i pfi-
pady imaginarnich pruseciku a navic i pruseciky nevlastni. Priklad nékolika svazkt
kuzelosecek s riaznym poctem redlnych pruseciku lze vidét na Obrazku 7.
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-
(d) (e)

Obrazek 7. Svazky kuzeloseCek generované dvéma kuzeloseckami. Pripady
4 az 0 redlnych prisecika.

Se znalosti konceptu ¢tyfbodu a svazku kuzelosecek mizeme tedy konstrukei
kuzelosecky pomoci vnéjsiho soucinu ¢tyrbodu a dalstho bodu vnimat jako vybér
jedné konkrétni kuzelosecky ze svazku, ktera prochdazi jak ¢tyrbodem, tak zvolenym
dalsim bodem. V nésledujicim textu toho muzeme vyuzit k nalezeni geometricky
vyznamnych kuzelosecek, které se ve svazcich vyskytuji.

3.2.1. Dvojice primek ve svazku kuzelosecek. Jednou z dilezitych skupin
kuzelosecek vyskytujicich se ve svazcich, je mnozina singuldrnich kuZelosecek, kteréd
se sklad4 (aZ na specidlni piipady) z nejvyse ti{ dvojic primek, jez prochézeji véemi
zékladnimi body svazku. Bod, kde se primky z dané dvojice protinaji, se pak
nazyvéa dvojity bod nebo diagondlni bod (angl. double point, resp. diagonal point).
Svazky tedy obvykle obsahuji az t¥i dvojice pfimek a odpovidajici dvojité body.
Vyobrazeni svazku a jeho dvojic piimek lze vidét na Obrazku 8. Zdiraznéme jesté,
ze zakladni body, dvojité body a dvojice primek svazku mohou byt i imaginarni,
[27, 29, §].

Jsou to pravé dvojice primek ve svazku, které se Casto pouzivaji k nalezeni
pruseciku dvou kuzelosecek, [27, 2, 3]. Nejobvyklej$im zptisobem nalezeni dvojic
primek ve svazku je vyuziti faktu, Ze singularni kuzelosecky jsou reprezentovany
singuldrni matici. Protoze kazdd kuzelosecka @) ze svazku generovaného kuzelo-
seckami Q' a Q2 miliZze byt vyjadiena jako linedrni kombinace téchto kuzelosecek,
totéz plati i pro jejich maticové reprezentace. Jestlize tedy oznac¢ime matice kuze-
losecek Q' a Q? jako M; a M,, pak matici kuZelosecky Q je M = AM; + uMs.
7 toho plyne, ze aby @ byla singularni, musi platit

det(M) = det(AM; + pMs) =0,
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Obrazek 8. Svazek kuzelosecek prochéazejici ¢tyimi zdkladnimi body a jeho
t¥ singuldrni kuzelosecky, tj. dvojice pfimek ([27])

coz predstavuje kubickou rovnici v proménnych A a p. Jeden z algoritmi na feseni
této rovnice je detailné popsany v knize [27].

Nyni ale popisme i jiny — geometricky motivovany — zptusob nalezeni dvojic pri-
mek ve svazku: Protoze kazdéa dvojice ptimek ve svazku prochézi zakladnimi body
svazku (reprezentovanymi ¢tyibodem) a zdroven svym dvojitym bodem, mizeme
kazdou dvojici primek zkonstruovat jako vnéjsi soucin ¢tyrbodu svazku a dvojitého
bodu dané dvojice primek.

I kdyz je myslenka takové konstrukce pomérné jednoduché, nalezeni dvojitych
bodu svazku neni zdaleka tak ziejmé. Nastésti bylo ukézdno, ze dvojité body
svazku lze vypocitat pomoci tzv. polarity kuzelosecek, [9].

Definice 3.7. Necht Q je kuzelosecka v RP? reprezentovand matici M a p =
(p,Yp, 2p)" je homogenni bod v RP?. Déle (zneuzitim znacenf) ztotoznéme ho-
mogenn{ ptimku [ : az + by + cz = 0 s vektorem jejich koeficientt, tj. I = (a,b,¢)T.
Potom se homogenni primka [ = Mp nazyva poldra bodu p vuci kuzelosecce @
a bod p se nazyva pdl, [27].

Definice 3.8. Necht @ je kuzelosecka a p1,ps,ps jsou tfi homogenni body
v RP?. Jestlize poldra kazdého z téchto boda prochézi zbyvajicim dvéma body,
pak se trojihelniku Apipops ¥1kd autopoldrni trojihelnik kuzelosecky @, [J].

Déle, necht Q! a Q? jsou dvé kuzelosedky a p1, pa, p3 jsou tii homogenni body
v RP?. Jestlize body p1,pa, ps tvoii autopolarni trojihelnik obou kuzelosecek sou-
¢asné, trojihelnik se pak nazyva spolecny autopoldrni trojihelnik kuzelosecek Q'
a Q2.

Véta 3.9. Dwvojité body svazku kuzelosecek tvori vrcholy spolecného autopoldr-
niho trojihelnika generugicich kuzelosecek Q' a Q?, [25].

Diky autopolarité dvojitych bodi svazku muzeme jejich vypoctu dosahnout za

pomoci nésledujici véty:

4Ang1ick§1 nézev pojmu je ,self-polar triangle; Cesky ekvivalent se nepodafilo najit, proto
volné preklddame ,self-polar® jako ,autopoldrni.
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Véta 3.10. Necht Q' a Q? jsou generujict kuzelosecky svazku kuZelosecek a M,
a Ms jsou jejich matice. Potom plati, Ze pokud spolecny autopoldrni trojihelnik
kuzelosecek Q' a Q? existuje, tak jeho vrcholy se daji vypocitat jako vlastni vektory
p zobecnéné ulohy vlastnich cisel a vlastnich vektoru

Mip = AMazp. (3.2)

‘ (b) spoleény autopoldrni trojihelnik kuze-
(a) autopolarni trojuhelnik kuzelosecky Q losecek Q1 a Q2

Obrazek 9. Autopolarni trojihelniky. (a) Pferusované primky jsou tecny
vedené z polu ke kuzeloseéce (poldry protinaji kuzelosecku pravé v bodech
dotyku). (b) Pferusované éary znaéi dvojice piimek ve svazku generovaném
dvéma kuzeloseckami.

Abychom nyni zkonstruovali dvojice pifimek ve svazku generovaném kuzelosec-
kami Q! a Q?, vypoéteme dvojité body svazku jako vlastni vektory tlohy (3.2)
a vytvorime vnéjsi soucin jejich GAC reprezentantii se étyibodem Q' A Q2 jako
v rovnici (3.1). Jinymi slovy, OPNS reprezentaci i-té dvojice piimek svazku na-
jdeme jako

LPy = (Q} A Q) ACP(p).
P¥iklad 3.11. Uvazujme dvé elipsy E', E? s rovnicemi
E: 922 4+ 25y — 225 = 0,
FE? 42?4+ — 162 — 2y +1 =0,

s IPNS reprezentacemi

B} =16n_ — 34n, + 225n,,
E? = —3n_ —5ny — 16e; — 2e9 — ny,
a maticemi
9 0 0 4 0 -8
Mi=10 25 0 , My = 0 1 -1

0 0 =225 -8 -1 1
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Resenfm zobecnéného problému vlastnich éisel a vlastnich vektort (3.2) pak do-
stavame

M 13.0501 24167  2.2320  10.1865
X | ~ | 216502 |, (p1 P p3)% ~1.0921 —6.4631 —0.1261
s 2.7997 1 1 1

a IPNS reprezentace dvojitych bodu Py, P», P3 hledanych dvojic pfimek spoc¢itame
vnorenim ziskanych vlastnich vektori do GAC, tedy

P, = CP(p;), 1=1,2,3.
Nakonec ziskdvame kazdou dvojici piimek ve svazku podle konstrukece (3.1):
LP, = (E}AE) AP, =123
Po konverzi do IPNS reprezentaci dostdvame dvojice pfimek:
LP} ~ —6181.4087_ + 5067.3287, — 11348.626¢; — 1418.578¢5 — 57712.203n ,
LP? ~ 602.7280_ + 341.532n, + 2281.956¢; + 285.245e5 + 2601.605n ,
LP} ~ —3231.034n_ — 2963.6297, — 13826.218¢; — 1728.277ey — 9844.710n .

ODbé generujici kuzelosecky svazku, jeho ¢tyibod a nalezené dvojice primek jsou
k vidéni na Obrazku 10.

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12

Obrazek 10. Ctyibod ziskany jako priinik kuzelosetek z Pifkladu 3.11.
Kazda ze tri dvojic pfimek byla ziskdna jako vnéjsi soucin ctyrbodu a pri-
slusného dvojitého bodu.

V nékterych tlohdch mize byt pak hledani dvojic pfimek obzvlasté jednodu-
ché, napr. pokud jsou dvé generujici kuzeloseCky soustfedné, jak mizeme vidét
v nasledujicim prikladu.
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P¥iklad 3.12. Uvazujme dvé soustiedné elipsy E', E? z Obrazku 11 (a). Pro-
toZe obé jsou soustiedné, je ziejmé, Ze jejich priseciky (reprezentované ¢tyibodem)
jsou soumeérné vici spole¢nému stfedu; jedna z hledanych dvojic primek tedy musi
prochdzet jak ¢tyrbodem, tak stfedem, ktery je v tomto ptipadé bod (0,0, 1). Diky
soustiednosti také plati, ze zbyvajici dvojice primek se sklddaji z rovnobézek, a je-
jich dvojité body jsou tedy nevlastni. Ve zvoleném piipadé maji navic obé generu-
jici elipsy osy rovnobézné se souradnymi osami, tudiz i rovnobézky dvojic primek
povedou rovnobézné se souradnymi osami — nevlastni bod osy x lze zapsat jako
(1,0,0) a nevlastni bod osy y jako (0,1,0). Diky takovému rozlozeni lze v tomto
ptripadé najit dvojice primek generovaného svazku bez nutnosti pocitat jakékoli
vlastni vektory — konstrukce pomoci vnéjsiho soucinu pak vypadé nasledovné:

LPY = (EL AE2) ACP(0,0,1),
LP% = (B} AE2) ACP(0,1,0),
LP3 = (E} A E2) ACP(1,0,0).

Elipsy E', E? na Obrazku 11 (b) maji také spole¢ny stied (0,0, 1), jedna z elips
je ale natocend o 30°. Situace je skoro stejnd jako predtim: Jedna z dvojic primek
pujde spoleénym stredem, a zbyvajici dvé dvojice budou tvorit rovnobézky; tyto
rovnobézky uz ale neptjdou ve smérech souradnych os, ale jejich nevlastni body
musi byt spoéitdny pomoci tlohy (3.2). Vysledné vlastni vektory pak vychdzeji
jako

0 —0.2525 2.2281
(p1 p2 p3)= |0 1 1|,
1 0 0

a konstrukce dvojic primek je pak déana vztahy
LPy = (E} AE}) ACP(py),
LP3 = (E} AE}) ACP(py),
LPS = (E} A E3) A CP().

Pozndmka 3.13. Na zavér podpodsekce poznamenejme, ze konstrukce dvojic
primek demonstrovanym zpusobem neni moznd pro nékteré ze svazki, jejiz gene-
rujici kuzelosedky jsou vuéi sobé ve specidlnich polohéch; pro detaily viz [17].

3.2.2. Zobecnéné paraboly ve svazcich kuzelosecek. Dalsi vyznacnou sku-
pinou kuzelosecek ve svazcich jsou tzv. zobecnéné paraboly. Jak bude detailnéji
popsano dale v textu, svazek kuZeloseCek muze obsahovat pravé zadnou, jednu,
dvé, nebo (ve velice specidlnich piipadech) nekoneéné mnozstvi zobecnénych pa-
rabol; nejobvyklejsim piipadem ale budou dvé zobecnéné paraboly, [17].

Pripomenme, ze parabola je regularni, nestredova kuzelosecka. Pokud je tedy
reprezentovana matici M a hlavni podmatici M, plati

det(M) #0, det(M) = 0.
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7
®— py,LPt
? —— p2,LP?

—— p3,LP?

() (b)

Obrazek 11. Ctytbod jako priseéik dvou soustiednych kuzeloseéek z P¥i-
kladu 3.12. Jedna z vyobrazenych dvojic pfimek vznikla jako wedge ¢tyrbodu
a spolec¢ného stredu kuzelosecek, dalsi dvojice pak jako wedge ¢tyrbodu s pri-
slusnym nevlastnim bodem.

Na druhou stranu, stejné jako hyperbola jakozto reguldrni kuzelosecka muze ,zde-
generovat® v dvojici riznobéZek (tedy kuzelosecku singuldrni), tak muze ,zdege-
nerovat“ parabola, jmenovité do dvojice rovnobézek ¢i jedné dvojnasobné primky
(tato dvojnasobnd pfimka navic muze byt nevlastni). KdyZ budeme tedy hledat pa-
raboly ve svazcich kuzelosecek, nebudeme se omezovat jen na paraboly v obvyklém
smyslu slova, ale zahrneme vSechny nestredové kuzelosecky, a to jak regularni, tak
singularni. Zobecnéné paraboly jsou tedy vSechny kuzelosecky vyhovujici vztahtim

M # 0, (3.3)

det(M) = 0. (3.4)

Kromé zminénych zobecnénych parabol navic muzeme uvazovat i dvojici primek,

z nichz je jedna vlastni a druha nevlastni, nebot takova dvojice také splnuje rov-
nosti (3.3) a (3.4).

Piehled vSech typu zobecnénych parabol lze vidét na Obrazku 12 (nevlastni
primka je v podobrézku (d) zndzornéna jako prerusovand kruznice, protoZe ji mu-
zeme vnimat jako nekonecéné velkou kruznici obepinajici realnou rovinu R?).

Jak bylo ukdzéno v disertacni praci [17], pocet zobecnénych parabol ve svazku
generovaném kuzeloseckami Q' a Q? lze jednoznaéné urcit na zédkladé jejich matic
a podmatic, a to podle nasledujici véty.

Véta 3.14. Uvazujme kuZelosecky _Ql a Qz reprezentované maticemi My a My
tvaru (2.10) a hlavnimi podmaticemi My a My tvaru (2.13). Ddle definujme matici

)
N — 1 712 7

T2 02
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(a) parabola (b) dvé rovnobézky  (c) dvojndsobnd (d) sjednoceni vlastni
primka a nevlastni pfimky

Obrazek 12. Typy zobecnénych parabol

kde
51 = det(Ml),
1 o
M2 =gt (adj (M) Ma)
0o = det(Mg).

Potom pocet zobecnéngjch parabol ve svazku generovaném kuzeloseckami Q' a Q2
muze bijt urcen na zdkladé matic My, My a N podle prehledu v Tabulce 3.

Tabulka 3. Pocet zobecnénych parabol ve svazku generovaném kuzelosec-
kami Q' a Q? s maticemi M7 a My podle jejich vztahu a vié matici N.
Oznaceni pripadu zvyraznéno tucné. Pripady se znackou ,—“ nejsou alge-
braicky mozné.

My # kM, My = kM,
k#£0 k#0
Al B1
det(N) <0 2 realné paraboly -
det(N) = 0, A2 B2
N#0 1 realna parabola zadna parabola
A3 B3
det(N) >0 74dna realnd parabola -
(2 imagindrni paraboly)
A4 B4
N=0 nekoneéné mnozstvi identické redlné paraboly
riznych redlnych parabol QlaQ

Diky klasifikaci moznych pripadi mtzeme nyni vice diskutovat rtizné situace,
které mohou pri konstrukci zobecnénych parabol ve svazcich nastat. Podobné jako
v predchozim oddile, i zde budeme kiivky hledat jako wedge ¢tyibodu Q} A Q%
a dalgfho bodu. Kazd4 zobecnénd parabola (kromé téch, které obsahuji nevlastn{
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piimku) prochdzi pravé jednim nevlastnim bodem, ktery je asociovany se smérem
osy zobecnéné paraboly — z tohoto divodu je prirozené konstruovat vnéjsi soucin
¢tyrbodu a pravé tohoto nevlastniho bodu. Jak bude zanedlouho ukazano, zptisob
vypoctu nevlastnich bodi zobecnénych parabol ma podobnou strukturu jako vy-
pocet dvojitych bodu dvojic pifimek. Tyto nevlastni body muzeme nalézt pomoci
tzv. sdruzengch prumeéri a sdruZengch sméri.

Definice 3.15. Primce d se tika prumer kuzelosecky @, jestlize je polarou
néjakého nevlastniho bodu vici kuzelosecce (). Ekvivalentné se da fict, ze praumér
je jakakoliv primka prochazejici stfedem kuzelosecky.

Dvéma prumérum d; a do kuzeloseCky Q se Tika sdruzené, jestlize oba pruméry
jsou poldrou nevlastniho bodu druhého pruméru vudi Q.

Pokud jsou navic primeéry d; a dy sdruzené viiéi kuzeloseckdm Q' a Q2 soucasné,
k4 se jim spolecné sdruzené priméry kuzeloseéek Q' a Q?, [10, 15].

Definice 3.16. Uvazujme kuZelosecku @ a dva Smery poci = (TpoysYpos)®
A Poo2 = (Tpooys Ypoon) ! - POLOM Do @ Pooa se nazyvaji sdrufené sméry kuzelosecky
Q, jestlize jsou sméry jejich sdruzenych prumeéru.

Pokud jsou navic Smery peci a peca sdruzené vici kuzeloseckam Q' a Q2 sou-
¢asné, k4 se jim spolecné sdruzené sméry kuzelosetek Q' a Q2 [17].

Lze ukédzat, Ze svazek mé (obvykle dva) sdruzené sméry spoleéné vsem kuze-
loseckam ve svazku, takze i generujicim kuzeloseckdm Q' a Q%. Tyto sméry jsou
zaroven smeéry nevlastnich boda zobecnénych parabol. Lze je — stejné jako dvojité
body predtim — najit pomoci zobecnéného problému vlastnich ¢isel a vlastnich
vektort podle nésledujici véty, [17].

Véta 3.17. Necht Q' a Q? jsou generujici kuzelosecky svazku kuZelosecek a M
a My jsou jejich hlavni podmatice. Potom plati, Ze pokud spolecné sdruzené sméry
kuzelosecek Q' a Q? existuji, tak se daji vypocitat jako viastni vektory ps zobecnéné
ulohy vlastnich cisel a vlastnich vektori

Mipoo = AMapoo. (3.5)

Abychom nyni mohli zkonstruovat zobecnéné paraboly ve svazku generova-
ném kuzelosetkami Q! a Q?, musime nejdiive najit spole¢né sdruzené sméry Dooj
podle (3.5), pfiddanim nulové tfeti soufadnice z nich vytvorit nevlastni body peo;
a nakonec jejich GAC reprezentanty ,vywedgovat® se étyfbodem Q' A Q? jako

v (3.1). Re¢eno matematictéji, OPNS reprezentaci j-té zobecnéné paraboly P7
svazku muzeme najit jako

Pl = (Q}AQ2) A CP(pasy). (3.6)

Nyni demonstrujme konstrukei zobecnénych parabol na konkrétnich ptikladech.
Kvli strucnosti textu uvadime konstrukei detailné pouze u jednoho prikladu; kon-
strukce u dalsich prikladu by byly analogické a jejich vysledek je v textu doprovo-
zen obrazkem a alespon struénym komentarem. Pro zevrubnéjsi diskuzi prikladi
viz [17].
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Priklad 3.18. (1) Uvazujme E', E? s rovnicemi
E': —132% + 8xyv/3 — 21y% + 225 = 0,
E? —202% — 24zy — 20y* + 922 + 68y + 19 = 0,
s IPNS reprezentacemi
Er = —8V3n, — 8n_ + 34n, — 2250,
FE? = 240, + 400, + 92e; + 68y — 190,

a hlavnimi podmaticemi

_ —13 4v3 _ —20 —12
M, = V3 . M, = )
4/3 —21 —-12 =20

Reseni zobecnéného problému vlastnich ¢isel a vlastnich vektora (3.5) déva

M 0.2916 o 1.4547 —0.9115
~ ) (pool poo2) ~ ’
Ao 3.0142 1 1

IPNS reprezentace nevlastnich bodil peo1 @ poo2 asociovanych se sSmeéry poo1 a Goo2
os hledanych zobecnénych parabol je jejich vnofenim do GAC, tedy

P; = CP(pooj), ji=1,2.
Zobecnéné paraboly PJ jsou nakonec zkonstruovany pomoci wedge podle (3.1)
jako
Pi=(E}NE2) APwj, =12
Po konverzi do IPNS reprezentace dostavame zobecnéné paraboly ve tvarech
P}~ —20.2775ny — 7.77860_ + 21.7183n, — 26.0840e; — 19.2795¢5 — 213.3868n,
P?x —12.7058n, — 1.1792n_ — 12.76047n., — 40.8760e; — 30.2127ey — 24.7243n,, .

Obé elipsy, Ctyfbod a nalezené zobecnéné paraboly se svymi osovymi sméry lze
vidét na Obrazku 13 (a).

Mimoto jesté poznamenejme, ze tento priklad skutec¢né predstavuje pripad Al
z klasifikace podle Tabulky 3, tj. dvé rizné realné paraboly ve svazku generovaném
kuzeloseckami Q' a Q2. To se d4 ukézat i algebraicky, protoze elipsy E! a E? jsou
ziejmeé ruzné (takze jejich matice nejsou nenulovym nésobkem té druhé) a matice
N formy (3.14) je

N 225 340 4 48/3
340 + 48v/3 256 ’

takze det(N) < 0. Kromé toho uvedme strucné i piiklady pripadi A2, A3 a A4.
(2) Uvazujme dvé hyperboly H', H? z Obrazku 13 (b). Tyto hyperboly se vy-
znacuji tim, ze maji obé jeden spolecny nevlastni bod, ktery je zaroven nevlastnim
bodem p.o1 jediné paraboly ze svazku, ktery tyto hyperboly generuji. V tomto
svazku se tedy nachazi pouze jedna redlnd parabola, kterd ale nemuze byt vyse
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popsanym zpusobem zkonstruovand, protoze obé hyperboly se protinaji ve spolec-
ném nevlastnim bodé, ktery splyva s bodem p.1; plati tedy (HI1 A HIQ)*/\Pool =0.
Dalsi vypocet by potvrdil, Ze se jednd o pripad A2.

(3) Uvazujme dvé hyperboly H', H? z Obrazku 13 (c). Tyto kuzelosecky se
protinaji ve ¢tyrech realnych bodech, které ale dohromady tvori nekonvexni Ctyr-
thelnik, a snadno tedy nahlédneme, Ze skrze tyto ¢tyii body nelze prolozit zadnou
redlnou parabolu. Vypocet by v této konfiguraci vyustil ve dvé imaginarni para-
boly, tedy pripad A3.

(4) Nakonec prozkoumejme jesté svazek generovany parabolami Q*, @2 na Ob-
razku 13 (d), které maji rovnobézné osy — v takovém pripadé svazek obsahuje
nekoneéné mnozstvi zobecnénych parabol. Zajimavé také je, ze zobecnénému pro-
blému (3.5) muze odpovidat jakykoliv nenulovy vlastni vektor. Pokusime-li se
o konstrukci zobecnéné paraboly pomoci nevlastniho bodu po.1, ktery je asoci-
ovany se smeérem osy y, pak konstrukce selze, protoze je to zaroven nevlastni

prusecik obou parabol, takze (Q} A Q%)* A Py1 = 0. Na druhou stranu, pokud
utvorime vnéjsi soucin ¢tyibodu s jakymkoli jinym nevlastnim bodem, dostaneme
zobecnénou parabolu, kterd se sklddd z jedné vlastni piimky (spojujici vlastni
pruseciky obou parabol) a nevlastni pfimky. Lze ukazat, Ze jde o pfipad A4.

Aby priklady k moznym piipadiim z Tabulky 3 byly kompletni, ukazme jesté
B2 a B4.

P¥iklad 3.19. (1) Uvazujme dvé hyperboly H', H? z Obrazku 14 (a), jejichz
rovnice se liSi pouze v nasobku, takze predstavuji obé stejnou hyperbolu. V této
specialni situaci se svazek sklada jen z hyperboly samotné, takze svazek neobsahuje
zadnou zobecnénou parabolu a jedna se o pripad B2.

(2) Necht P!, P? jsou geometricky shodné paraboly z Obrazku 14 (b), jejichz
rovnice se taktéz lisi jen nasobkem. V tomto pripadé se svazek skladé jen z para-
boly samotné, kterd je jedinou zobecnénou parabolou svazku, a neni tedy potieba
zéddnou parabolu konstruovat (pfipad B4).

Protoze konstrukce zobecnénych parabol se ukazuje jako zvlasté uzitecna a ele-
gantni v piipadech Al (tedy, kdyZ jsou ve svazku pravé dvé ruzné redlné paraboly),
uvedme na zavér par dalsich prikladu této kategorie.

Priklad 3.20. (1) Ukazme si dva piiklady, ve kterych oba pary kuzelosecek
maji ¢tyfi ruzné pruseciky (Obrazek 15 (a,b)). V prvnim se kuzelosecky protinaji
ve dvou redlnych a imaginarnich bodech, i tak se ale pomoci naseho postupu
podarilo spocitat osové sméry i prislusné paraboly generovaného svazku. Druhy
piipad je prekvapivéjsi — kuzelosecky nemaji zadné redlné pruseciky (vSechny Ctyti
jsou imaginédrn{), i tak se ale povedlo zkonstruovat dvé paraboly generovaného
svazku.

(2) Uvazujme jesté ¢tyti dalsi priklady, ve kterych jsou generujici kuzelosecky
vuci sobé ve specidlnich polohdch (Obrazek 15 (¢)—(f)). Ve vSech piipadech je ale-
spon jeden z pruseciki vicendsobnym bodem dotyku, konstrukce parabol svazku
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(¢) A3 — z4dn4 redlnd parabola (dvé rizné (d) A4 — nekone¢né mnozstvi redlnych pa-
imagindrni paraboly) rabol (svazek obsahuje jen zobecnéné para-
boly)

Obrazek 13. Kuzelosecky z Prikladu 3.18, jejich pruseciky a paraboly gene-
rovaného svazku. Pferusované paraboly nelze ndmi popsanou konstrukef (3.6)
sestrojit.

byla ale vsude tspésna. Jak je vidét na obrazcich, kromé béznych parabol se v ta-
kovych situacich muzeme setkat i s parabolami v obecngjsim smyslu, jako jsou
rovnobézky nebo dvojndsobnd primka.

Vypocet matice N by potvrdil, ze vSechny tyto priklady skutecné spadaji do
kategorie Al, tedy dvé rizné realné paraboly ve svazku.

Pozndmka 3.21. Jestlize byly néjaké konstrukce parabol uvazovany v pribuzné
literature, obvykle se zabyvaly konstrukei paraboly skrz ¢tyri vlastni body. Pravdé-
podobné prvnim, kdo se takovou konstrukei zabyval, byl Isaac Newton v dile Ari-
thmetica Universalis, [23], kde pfedstavil geometricky zptsob nalezeni sméru os
parabol, které skrz ¢tyti vlastni body vedou.

Tento problém byl pak znovu diskutovén v [5], kde kromé zopakovan{ Newtonova
pristupu bylo také ukazano, ze tyto paraboly jsou az na vyjimky pravé dve.
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(a) B2 — zadné paraboly ve svazku (b) B4 - Q' a Q? jsou vzijemnd
identické a jsou jedinou parabolou ve
svazku

Obrézek 14. Kuzelosecky z Prikladu 3.19 a jimi generované svazky. Vyob-
razené kuzelosecky Q! a Q2 jsou geometricky identické, takze generuji pouze
samy sebe a jsou jedinou kuzeloseckou ve svazku.

Explicitn{ vypoéet rovnic parabol skrz ¢tyti body byl pak uveden v [21], kde se
problém studoval s ohledem na konvexitu ¢tyfuhelniku tvoreného témito body.

Vsechny zminéné zdroje maji vsak spolecné to, ze ke konstrukci parabol pou-
Zivaly zndmé body a nijak nezkoumaly (zobecnéné) paraboly, které se vyskytuji
ve svazcich kuzelosecek a které prirozené se ¢tyrbodem souvisi. Snad jediny zdroj,
ktery se tématu lehce dotkl, je kniha [8], ve které byl néjaky piiklad parabol ve
svazku prezentovan. Jednim z cilt ¢lanku bylo tedy také seznamit ctenare se zobec-
nénymi parabolami jako s nécim, ¢emu se doposud nedostalo nalezité pozornosti.
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Obrazek 15. Kuzelosecky z Prikladu 3.20 v raznych vzajemnych polohach.
Zobecnéné paraboly generovanych svazki.
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