KVATERNION 1-2/2024, 83-90 83

VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ SUTAZE MATHING

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

ABSTRAKT. Cldnok obsahuje dva vybrané priklady z internetovej matematickej st-
taze MATHING. V prvom priklade sa dokazuje implikicia, ktord obsahuje nerov-
nice, a su tu diskutované casto sa vyskytujice chybné postupy pri rieseni tohto typu
aloh. Druhy priklad je takisto dokazovy, na tému sudoku, a okrem diskusie k jeho
rieSeniu je tu zmienend aj motivicia k jeho zaradeniu do sitaze. V tomto pripade
sa riesenie dalo najst aj na internete, co je v stlade s pravidlami sitaze.

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kaZzdoroéne organizuje matematickd st-
taz MATHING pre §tudentov strednych §kél v Cesku a na Slovensku, s pévodnym
nazvom Internetova matematickd olympidda. V novembri v roku 2023 prebehol uz
jej Sestnasty rocnik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa nemalou mierou
podielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi a oboru Aplikovand matema-
tika. Na strankach mathing.fme.vutbr.cz je mozné nijst zadania aj riesenia
prikladov zo vsetkych ro¢nikov.

Tento prispevok je Siesty v poradi na tito tému. Pozrieme sa v nom blizsie na
dva priklady, ktoré boli v stitazi v minulosti zaradené.

1. PRIKLAD NEROVNOSTI

V roku 2022 bol priklad ¢islo 4 venovany nerovnostiam. Uvadzam tu jeho zadanie.
Priklad 1. Dokazte, Ze pokud redlnd cisla a,b splnuji nerovnosti
la+b] <ab+1<2, (1)

potom
la| <1, |b| < 1. (2)

Priklad skiiste vyriesit sami. Dve mozné riesenia prikladu nédjdete aj na stran-
kach sutaze.

Mojim cielom teraz nie je prediskutovat dalsie mozné spravne riesenia tohto
prikladu, ale ukédzat, ¢o vsetko sa pri rieseni dalo pokazit. Teda na ¢o vsetko
si treba dat pozor, ked dokazujeme takéto tvrdenie. Uvediem niekolko moznych
nespravnych postupov. Vsetky tieto chybné postupy sa v rieSeniach dorucenych
od nasich sutaziacich skuto¢ne vyskytovali, prvé tri opakovane, stvrty je perlicka
na pobavenie.
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Pre zaujimavost: Dokazované tvrdenie je v skutocnosti trochu inak zapisand
podmienka stability diferencnich rovnic druhého rddu.

Ak ¢isla a,b st korene kvadratickej rovnice x> + ax + B = 0, potom koefi-
cienty tejto rovnice o, B s dané vztahom o = —(a +b), 8 = ab.

Turdenie z prikladu 1 teda hovori, Ze ak st korene rovnice z2> + oz + 8 =10
redlne ¢isla a |a| < B+ 1 < 2, potom st oba korene rovnice v absolitnej hod-
note mensie ako jedna, co znamend stabilitu.

TakzZe nemusime tito rovnicu riesit, staci overit, ¢i plati |a] < f+1 < 2.

1.1. Prvy chybny postup
Skusam néjst také dve redlne Cisla a, b, Ze plati (1), t.j. [a+b| <ab+1 < 2.
Napriklad to plati prea=0a b=10,5: |0+ 0,5/ <0-0,5+1< 2.
Alebo ajprea=0,5ab=0,5:10,5+0,5/<0,5-05+1<2.
Alebo ajprea=09ab=0,7:10,9+0,7<0,9-0,7+1< 2.
Ale ak sktsim vziat a = 1,2,3..., nedari sa mi najst také b, aby to platilo.
Takze vo vSetkych pripadoch, ktoré som nasla, plati |a| < 1,]b| < 1. Zaver teda
je, ze tvrdenie plati.
Kde je chyba: Overila som to len pre vybrané dvojice. Nemam istotu, ze pre
nejaki int dvojicu a,b, ktortt som vobec neskusala, sa stane, ze bude platit (1),
ale bud to pritom také velké &isla, ze nebude platit |a| < 1, |b] < 1. Co keby to pre
nejakd kombindciu velkych (kladnych alebo zdpornych) ¢isel predsa len platilo?
Ako som uviedla vysSie, je to akysi test stability. Co ak by sa tym testovala
stabilita nejakého zivotne dolezitého systému? A ja by som si povedala: nepodarilo
sa mi najst taka rovnicu, ktorad splinuje podmienky a pritom je systém nestabilny,
budem teda verit tomu, Ze tie podmienky mi zarucia stabilitu. Riskli by ste to?

© Toto bol nespravny postup typu: ,,Skiisam roézne moznosti a pre vsetky z nich
to plati, takze to plati vzdy.

1.2. Druhy chybny postup

Vsimnem si, Ze podmienka (2) vyzerd jednoduchsie nez podmienka (1), za¢nem

teda s nou: Vezmem také a, b, ze plati |a|] < 1,]b] < 1. Potom aj |ab| < 1, a z toho

aj ab < 1. To uz je vlastne druhd z nerovnosti (1), lebo potom ab+ 1 < 2.
Zostava eSte t4 prva nerovnost, |a + b| < ab+ 1. Umocnim ju a upravim:

(Ja+0])* < (ab+1)%,
a? +2ab+b* < a®b* +2ab+1, ) —2ab— a*b? — b?
a? —a%h? <1 -0
a?(1—-0%) <1-b?,
0 < (1—a?)(1—0b%).
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Pretoze viem, Ze |a| < 1,|b| < 1, potom uréite aj a® < 1,b% < 1 a stiéin vpravo je
kladny. Nerovnost 0 < (1—a?)(1—b?) teda plati a plati aj pévodna nerovnost, lebo
tpravy boli ekvivalentné a pévodna nerovnica pred umocnenim mala obe strany
kladné.

Platia teda obe nerovnosti z podmienky (1) a tvrdenie je dokdzané.

Kde je chyba: Nase dokazované tvrdenie je implikacia. Hovori:
Ak pre redlne c¢isla a,b plati (1), potom plati aj (2).
Ale ja som namiesto toho dokazala, ze
Ak pre redlne ¢isla a,b plati (2), potom plati aj (1).
A to nie je to isté. Neoverovala som také redlne ¢isla a, b, pre ktoré neplati (2).
O takych som v mojom ddkaze vobec neuvazovala. Nezistila som, ¢i by aj pre také
¢isla mohli platit nerovnosti (1). Ak dno, tak to by znamenalo, Ze nase dokazované
tvrdenie je nepravdivé.
Platnost opacnej implikdcie nehovori ni¢ o tom, ¢i plati aj pdvodna implikacia!
oo Toto bol nespravny postup typu: ,Dokazujem opac¢nii implikaciu®

Pozndmka: V skutocnosti teda st podmienky (1) a (2) ekvivalentné.

1.3. Treti chybny postup

Vypocty v predchadzajicom priklade nie st Gplne nani¢, mohli by sa pouzit aj pri
dokazovani tej spravnej implikdcie. Napriklad, za¢nem s prvou nerovnicou z (1).
Predpokladam, ze plati a umocnim ju na druhi:

(la+0])* < (ab+1)%,

a? +2ab+b* < a®b* +2ab+1, ) —2ab— a*b? — b?
a? —a%h? <1 -0,
a?(1—-b%) <1 -2

Teraz celt nerovnicu vydelim vyrazom (1 — b?) a dostanem a? < 1, z toho |a| < 1.
Alebo, ak prehodim a, b, z toho istého dostanem

a® 4 2ab+b* < a®b? + 2ab + 1, / —2ab — a®b? — a*
—a?h? + v <1 —ad?,
b’ (1—a?) <1-ad°

Ttto nerovnicu vydelim vyrazom (1—a?) a dostanem b < 1, z toho |b| < 1. Dokaz
je hotovy.

Kde je chyba: Mohlo by mi byt podozrivé, ze som v dokaze vobec nevyuzila
druhi nerovnost z predpokladu, to je, ze ab+1 < 2. Ale nie je to eSte samo o sebe
chyba, obcas sa stane, ze nejaka cast predpokladu je zbytocna.

K chybe doslo pri delenf nerovnice vyrazom (1 —b?) a potom podobne vyrazom
(1—a?). O tychto vyrazoch neviem, ¢i st kladné, zéporné, alebo dokonca by mohli
byt aj nulové. Nemdzem nimi teda len tak delit. Musim to rozdelit na tieto tri



86 V. 8. RUZICKOVA

pripady a kazdy vysetrit zvlast. Pri deleni zapornym vyrazom sa zmeni znamienko
nerovnice!

Na dokoncenie dokazu je potrebnd ta zatial nevyuzitd nerovnica ab+ 1 < 2.
Uz to tu nebudem dokoncovat, podobny postup je pouzity v rieSeni uvedenom na
strankach sutaze.

oo Toto bol nespravny postup typu: ,,Nedavam si pozor pri ipravach nerovnic.

1.4. Stvrty chybny postup

Na zéaver jedna perlicka: v jednom rieSeni autorom z nejakého dévodu vadilo, ze
¢isla a,b maju byt z otvoreného intervalu (—1,1), oni tam chceli mat uzavrety
interval. Vyriesili to velmi origindlne. Nasli ¢islo ¢ < 1, ktoré je ,tesne vedla“ ¢isla
1 a otvoreny interval (—1,1) mohli potom zapisat ako uzavrety interval (—c,c).

Boli si pritom vedomi toho, Ze toto ¢islo ¢ nemdze byt 0,9, aj ked to tak na prvy
pohlad vyzera, pretoze v skutocnosti 0,9 = 1. Dokonca k tomu napisali aj spravny
vypocet pomocou vzorca pre sucet geometrického radu:

0,9=09+0,09+0,009+---=09(1+01+01>+01°+--) = 0,917101 =1.
)

Ale nevzdali to. Tesne vedla ¢isla, ktoré ma za desatinnou ¢iarkou nekonecéne
vela deviatok, logicky bude ¢islo, ktoré tam ma samé deviatky a nejakd osmicku.
To je (podla nich) ¢islo 0,989.

Keby sa zamysleli, asi by ich napadlo, Zze napriklad ¢islo 0,998 je urdite vacsie.
Otézka je, ¢ neexistuje eSte vicsie ¢islo. Podozrivé je napriklad 0,998. Alebo,
mozno by sa mohla t4 osmicka dat eSte dalej od desatinnej ciarky...

Nechavam to Citatelom na premyslenie. Ak by sa vim podarilo toto ¢islo najst
a dokéazaf, ze medzi nim a jednotkou uz zZiadne iné reédlne ¢islo nie je, bol by to
prevratny objav.

2. PRIKLAD SUDOKU

Obcas riesim sudoku. Je to celkom dobré cvicenie na logiku, postreh a na sustre-
denie. S logikou problém nemam, ale vediet dobre riesit sudoku znamend aj mat
schopnost rychle a neomylne najst v tabulke to volné policko, ktoré sa prave da
logicky doplnit. Casto je tam také jediné. Mne to obvykle trva dlho, nez si také
miesto vSimnem, a obcas nie¢o prehliadnem a doplnim nespravne ¢islo. Uvedo-
mujem si, ako to robim nedokonale, a ze lepsie by si s tym poradil pocitacovy
algoritmus... Vzdy ale pri tychto tivahdch nakoniec déjdem k zaveru, ze pouzit na
to pocitac by nebolo ono, a radsej sa s tym trapim sama.

Raz ma pri rieseni sudoku napadlo, ze by na tito tému mohol byt aj priklad
v nasej stutazi. A aby to nebolo az také zlozité, namiesto klasického sudoku 9 x 9
by sa pouzila jeho zmensena verzia, 4 x 4, nazyvana shidoku.

Ulohou by bolo ukézat, Ze najmensi moiny pocet dopredu vyplnenych policok,
aby toto sudoku malo jednoznac¢né riesenie, je 4.

Toto tvrdenie je zndme, a pretoze nasa sitaz dovoluje pouzivat vSetky mozné
zdroje, dalo sa predpokladat, ze niektori stutaziaci si ten dokaz skisia dohladat.
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Skusila som to aj ja. Prekvapilo ma, Ze sa mi to vobec nedarilo. O sudoku sa toho
samozrejme na internete da néjst vela, da sa lahko zistif aj potrebny minimalny
pocet zadanych cisiel pre klasické sudoku, je to 17. Ako to ale byva, vac¢sina textov
uvadza len tvrdenia bez dokazu, casto dokonca aj bez odkazu na zdroj. Ukazkou
takéhoto textu je napriklad prispevok ,Matematika za sudoku®, [1]. A pretoze
takéto ,,jednoduchsie” texty si popularnejsie, vyhladavac ich uprednostni pred
tymi ,seridznejsimi“. Takze skutoc¢nost, ze o sudoku sa na internete pise vela, nam
vyhladavanie nasho dékazu paradoxne skor skomplikuje.

Zhodnotila som, ze najdenie toho dékazu je tak narocné, ze mézeme priklad bez
obdv zaradit. Stalo sa tak v roku 2021 a v sttazi mal ¢islo 8. Priklad bol rozdeleny
na dve Casti, aby sme trochu pomohli slabsim riesitelom. Od tych sa oc¢akéavalo, Ze
zvladnu len prva cast.

Priklad 2. Mdme sudoku 4 x 4, do kterého doplnujeme ¢isla od 1 do 4 tak, Ze
v kazdém rdadku jsou 4 riznd cisla, v kaZdém sloupci jsou 4 riznd cisla, a v kazdém
ze Ctyr tlusté vyznacengch ctvercu 2 X 2 jsou 4 ruznd cisla, viz obrdzek 1.

Obréazek 1. Obrazek k zadani prikladu 2..

Je zndmo, Ze k tomu, aby mohlo mit toto sudoku jediné resent, je potreba mit
zadand 4 cisla.

a) Naleznéte takové zaddni sudoku 4 x 4, Ze budou dopredu vyplnéna prdve 4
c¢isla a poloha zbyjvajicich cisel uz pak bude urcena jednoznacné. Naznacte i postup
resent takto vimi zadaného sudoku.

b) Dokazte, Ze neexistuje takové zaddni sudoku 4x 4, kde budou dopredu vyplnéna
jenom 8 cisla a poloha ostatnich uZ bude urcena jednoznacne.

Pozndmka: O sudoku je spousta informaci na internetu a v literature. Pokud
vas dikaz obsahuje néco, co jste sami nevymysleli, jenom prevzali, je v ném potreba
uvést ¢ odkaz na zdroj s diukazem vdmi pouZitého tvrzend.

Tento priklad bol teda vynimoc¢ny tym, Ze riesitelia mali na vyber dva mozné
pristupy - bud dokaz vymyslia sami, alebo sa ho pokusia niekde dohladat. To bolo
dovolené, ale v takom pripade by museli bud cely dokaz prepisat do svojho riesenia,
alebo uviest odkaz na zdroj — ¢lanok — v ktorom je tento dokaz uvedeny.

Dopadlo to tak, Ze len asi tri timy uviedli odkazy na ¢lanky, kde toto tvrdenie
bolo uvedené, a ani jeden z odkazovanych ¢lankov neobsahoval jeho dokaz.
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Ti riesitelia, ktori poslali nejaky vlastny dokaz, postupovali tak, Ze systematicky
prechédzali mozné rozmiestnenia troch dopredu vyplnenych ¢isiel a pre kazdd moz-
nost ukazali, ze nedava jednoznacné riesenie. Tych moznosti je vSak tolko, Ze skoro
vSetci nejaké vynechali a ich dékazy neboli tiplné.

Moje néadeje, ze behom dvoch hodin, ktoré mali riesitelia k dispozicii, niekto
objavi elegantny dokaz, ¢i uz vlastny, alebo prevzaty z internetu, sa teda nesplnili.

Naopak, bolo sklamanim, kolki z nich za dbkaz povazovali to, ze uviedli len
jedno konkrétne zadanie s dopredu vyplnenymi tromi ¢islami a ukéazali, Ze nema
jednoznacné riesenie.

Dalej, niektor{ sa pokusili o rézne pomocné tvrdenia, konkrétne sa vyskytli tieto
tri:

Tvrdenie 1. Aby existovalo jednoznacné riesenie, musia byt vyplnené tri rozne
c¢isla.

Tvrdenie 2. Aby existovalo jednoznacné riesenie, musi byt v kaZdom Stvorci
vyplnené aspon jedno cislo.

Tvrdenie 3. Aby existovalo jednoznacné riesenie, v kazdom riadku alebo v kaz-
dom stlpci musi byt vyplnené aspor jedno cislo.

Tvrdenie 1 je pravdivé, a da sa Tahko dokazat napriklad vahou: Ak by neboli
vyplnené tri rozne cisla, aspon dve sa v zadani vObec neobjavia. Urcite teda ku
kazdému rieSeniu existuje aj druhé riesenie také, kde si tieto dve ¢isla vymenené.

Tvrdenie 2 a Tvrdenie 3 by ndm sice hned implikovalo hladany ddkaz, obe tieto
tvrdenia st vsak nepravdivé a daji sa vyvratit protiprikladom. Néjdenie tychto
protiprikladov nie je zlozité a nechdavam ho ¢itatelom na pobavenie.

Pri priprave tohto ¢lanku som konecne natrafila aj na text, uvadzajuci dokaz
neexistencie jednoznaéného zadania len s tromi ¢islami pre sudoku 4 x 4, [2]. Au-
torom je indicky fyzik Sourendu Gupta. Ma tam nejaku tedriu, ale aj on nakoniec
v dokaze postupne overuje rozne moznosti.

Na zéver uvadzam svoj dokaz, uvedeny na strankach nasej sutaze ako cast
rieSenia prikladu 8 (14. roénik). Obvykle do tychto ¢lankov nekopirujem autorské
riesenia prikladov, pretoze sa daju jednoducho dohladat na strankach sitaze, ale
v tomto pripade urobim vynimku, vzhladom na to, Ze je to jediny mne znamy
dokaz tohto tvrdenia nevyuzivajici postupné prechddzanie moznosti ani ziadnu
tedriu.

Riesenie prikladu 2 b): (Prevzaté z https://mathing.fme.vutbr.cz)

Dikaz. Ukézeme, ze policka v kazdém vyplnéném sudoku lze rozdélit do 4 sku-
pin tak, ze v kazdé skupiné se mohou ¢isla navzajem prohodit. Pokud jsou doptedu
vyplnéna pouze 3 ¢isla, pak v alespon jedné ze skupin neni vyplnéno nic a tloha
mé tak vice Teseni.

Priklady takového déleni u dvou ruzné vyplnénych sudoku jsou na obrazku 2.
(Pozn.: pro pifpad ¢ernobilého zobrazen{ jsou skupiny vyznaceny i riznym typem
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Obrézek 2. Obréazek k feseni prikladu 2..

cary. Zelena skupina je vyznacena plnou ¢arou a Cervend skupina je vyznacena
teckovanou ¢drou)

V obou pripadech staci, aby existovalo rozdéleni na cervenou a zelenou skupinu,
a pak uz lze i zbyvajicich 8 policek urcité rozdélit na dveé dalsi skupiny vyznacenym
zpusobem. Predpokladejme, Ze existuje vyplnéné sudoku, které nelze rozdélit timto
zpusobem. Oznacme ¢isla v levém hornim c¢tverci v prvnim fadku A a B a ve
druhém radku C' a D. Pak z predpokladu plyne, ze v levém dolnim c¢tverci jsou
¢isla A a B v ruznych fadcich a stejné tak jsou v rtznych fadcich i ¢isla C' a D.
Dostéavame tedy pouze dvé moznosti jejich umisténi, viz obrazek 3.

Q> o=

SHEN SSH S
s | o foils
SRISH HoH S

Obrazek 3. Obrazek k feseni prikladu 2..

Podobné z predpokladu dostaneme, Ze v pravém hornim ¢tverci jsou ¢isla A a
C' v riznych sloupcich a stejné tak i ¢isla B a D. Dostavame tedy opét pouze dvé
moznosti jejich umisténi, viz obrazek 4.

Obrézek 4. Obréazek k feseni prikladu 2..
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Vidime, ze v levém dolnim c¢tverci je urcité radek obsahujici dvojici ¢isel B
a C a v pravém hornim c¢tverci je urcité sloupec obsahujici dvojici ¢isel A a D.
Policko v tomto radku a v tomto sloupci v pravém dolnim ¢tverci uz tedy nemuze
obsahovat zadné z cisel A, B,C, D. To je ve sporu s predpokladem, Ze je sudoku
vyplnéno. O

Na zéver nieco na zamyslenie: Nedal by sa podobne urobit aj dokaz toho, ze
potrebny minimalny pocet zadanych ¢isiel pre klasické sudoku je 177 Ten, ktory je
verejne zndmy, publikovany v ¢lanku [3], totiz tiez vyuziva prechddzanie moznosti
a da sa realizovat jedine na pocitaci.
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