Milé ¢tenarky, mili ¢tenari,

vypada to, ze pravdépodobnost neni objektivni vlastnosti svéta, ale konstrukci
zalozenou na osobnim nebo kolektivnim usudku. Hodim-li minci na stil a rychle ji
zakryju, pak subjektivni pravdépodobnost, Ze padla panna, je jind pro toho, kdo si
vysledku pred zakrytim stihl vSimnout (0 nebo 100 procent) a jind pro toho, kdo
vysledek nevidél (50 procent). A objektivni pravdépodobnost? Ta pravdépodobné
neexistuje.

Tak néjak uvazuje David Spiegelhalter ve svém eseji Why probability probably
does not exist (but it is useful to act like it does) uvefejnéném v ¢asopisu Nature. V
nejnoveéjsim dvojcisle Kvaternionu se v ivodnim ¢lanku Mateje Benka presvédéime,
ze pravdépodobnostni pohled miize byt uzitecny i v proslulém problému, jejz ¢eska
wikipedie oznacuje za pravdépodobné nejznaméjsi priklad parcialni diferencidlni
rovnice parabolického typu: v rovnici vedeni tepla.

Druhy ¢lanek Kvaternionu autora Jiriho Klasky se zabyva kubickymi a kvar-
tickymi polynomy: konkrétné tlohou Borise Deloneho zformulovanou v roce 1940:
jak najit vSechny normované kubické polynomy s celociselnymi koeficienty majici
dany diskriminant — a jeji analogii pro stupen 4.

Kuzelosecky se studuji uz od cast Platénovych; ovSem zdsadni impuls k je-
jich zkouméani dodal Johannes Kepler uciniv je ,klicem k nebesim®. A Ze stile
nejde o téma vycCerpané, dokazuje i ¢lanek Pavla Loucky vénujici se konstrukcim
kuzelosecek ze skupin bodti.

Studentskou praci do dvojcisla piispéla Alzbéta Koc¢endova za drobné asistence
autora této predmluvy: predstavuje uziti Schurovych dopliki pro vypocet inverzni
matice. Mozna vhodné rozsitujici téma pro linedrni algebru. Poslednim ptispév-
kem nového Kvaternionu jsou zajimavé priklady z internetové matematické soutéze
MATHING, které pfesvédéive objasiiuje a $patné postupy vyvraci Viera Stoudkova
Ruzickova.

Milé ¢tenarky a mili ¢tenari, subjektivni pravdépodobnost jevu, ze se Vam do-
stane do rukou dvojéislo Kvaternionu 2024, v tuto chvili znate. Za cely redakéni
kolektiv. Vam preju jeho obohacujici a podnétné ¢teni, které vas bude co nejvic
inspirovat.

Miroslav Kures
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ROZNE POHLADY NA ROVNICU VEDENIA TEPLA

MATEJ BENKO

ABSTRAKT. V tomto ¢lanku diskutujeme tri rbézne interpretacie rovnice vedenia
tepla (parabolickd parcidlna diferencidlna rovnica). Najskér ukdzeme, ze pozdiz kaz-
dého jej slabého riesenia klesd funkciondl, ktory reprezentuje energiu systému. Po-
kracujeme tivahou, ze pokial jej riesenie reprezentujeme ako hustotu pravdepodob-
nosti a uvazujeme priestor pravdepodobnostnych mier, riesenie mézeme interpre-
tovat ako krivky, ktoré generuji gradientny tok po funkciondli, ktory reprezentuje
zapornu Boltzmannovu entropiu. Toto zodpovedé fyzikalnym zakonom. Na zaver si
ukédzeme, Ze rieSenie tejto rovnice vieme tiez interpretovat ako hustotou pravdepo-
dobnosti riesenia stochastického procesu (konkrétne Brownovho pohybu).

1. Uvop

Budeme studovat rovnicu vedenia tepla s pociato¢nou podmienkou, uvazujeme
teda tlohu

0o B
oA (1.1)
o(-,0) = oo.

Funkcia g predstavuje teplotu v bode = a v ¢ase t. RieSenie tlohy hladdme
na mnozine R? x [0,7), kde T < +o00, a uvazujeme ho v slabom zmysle.

Rovnicu z kazdej strany vynasobime testovacou funkciou ¢ z priestoru C°(R% x
[0,T)), ktory obsahuje funkcie s kompaktnym nosi¢om majice parcidlne derivicie
vSetkych rddov. Tuto funkciu spojito dodefinujeme tak, ze (-, 7)) = 0. Obe strany
zintegrujeme a dostaneme

T ag T
/O/Rdgoadxdt:/() /RdgoAgdxdt Vo € C°(RY x [0,T)).

Na lavej strane zamenime poradie integracie a integrujeme per partes:

T do T 9o
/0 /Rfﬁd”dt*/w/o 022 araa
T 680

2010 MSC. Primarni 60H30, 60J65, 35K05; Sekundarni 49J50, 60HO5.
Klicova slova. Gradientny tok, parabolickd parcidlna diferencidlna rovnica, stochasticka di-
ferencidlna rovnica.
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T
:—/ 50(~,O)Qodx—/ / ga—@dxdt.
Rd 0 Rd 8t

Podobne na pravej strane pouzijeme Greenovu vetu a ziskame

T T
/ / @Agdxdtz—/ Ve - Vodzdt.
0 JR4 0 JRd

Porovnanim upravenej lavej a pravej strany ziskame slabt formuléaciu problému.
Riesenim tlohy (1.1)) budeme chapat ,rozumnia* funkciu g, ktord splia

T T
_/ <p(~,0)godx:/ / Qaidxdt—/ V- Vodzdt
Rd 0 Rd 8t 0 Rd (12)
Vo € C2(R? x [0,T)).

V prvej z nasich uvah slovami ,rozumna funkcia® chapeme funkciu g taku, ze
pre skoro kazdé t je funkcia o(+,t) z priestoru W(}’Z(Rd). Je to Sobolevov priestor
funkcif na R?, ktoré v ,nekone¢éne® idd k nule a ich slabé derivacie prvého radu st
Lebesgueovsky integrovatelné v druhej mocnine. Je zname, zZe také riesenie tlohy
(1)) existuje, ak oo € Wy *(R%).

V dalsich dvoch tvahach budeme hladat riesenie g tak, ze pre skoro kazdé t
bude o(+,t) hustotou pravdepodobnosti. Hustoty musia dostato¢ne rychlo klesat
v ,nekonecne“ k nule, aby sa zabezpecil jednotkovy integral hustoty cez cely pries-
tor.

V nasej prvej ivahe chceme rozumiet funkcii teploty g tak, ze priroda sa snazi
minimalizovat energiu uvazovaného systému. To znamena, ze rieSenie o budeme
interpretovat ako krivku v abstraktnom priestore, ktord predstavuje najrychlejsie
klesanie energie telesa. Takuto krivku budeme nazyvat gradientng tok.

Zavedieme pojem gradientného toku na Hilbertovom priestore. Dostaneme sa
k prvému vysledku. Ten hovori, ze na Hilbertovom priestore rovnica vedenia tepla
generuje gradientny tok po Dirichletovej energii (ktort reprezentujeme ako funkci-
ondl na Hilbertovom priestore).

Nésledne definujeme gradientny tok na metrickom priestore ndhodnych veli¢in
s tzv. Wassersteinovou metrikou (tento priestor nie je linedrny) a ukdzeme, ze
rieSenie rovnice vedenia tepla generuje gradientny tok po zdporne vzatej Boltz-
mannovej entropii. V tomto pripade moézeme interpretovat rieSenie ¢ v roéznych
casoch ako hustoty pravdepodobnosti.

Na zaver nadviazeme na myslienku reprezentacie rieSenia ako pravdepodobnost-
nej miery, resp. ndhodnej veli¢iny. Ukazeme si, Ze riesenie g v slabej formulcii je
ekvivalentné rieseniu stochastickej diferencidlnej rovnice. V tomto pripade Bro-
wnovmu pohybu, ktory sa v teérii stochastickych procesov tiez nazyva Wienerov
proces.

V nasledujtcej kapitole diskutujeme gradientny tok na Hilbertovom priestore
L?(R9). Pre nazornost si teraz uvedieme gradientny tok na Euklidovom priestore.
Nech mé funkcia f: R? — R spojité parcidlne derivacie prvého radu (t.j. f €
C*(R%)). Potom pre kazdé zg € R? je fizova trajektéria riesenia z: [0, +00) — R?
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pociato¢nej tlohy

(1.3)

T = —Vf(x),
z(0) = g

krivkou v priestore R, ktorti nazyvame gradientny tok na R% po funkcii f.

Vsimnime si, ze dotykovy vektor i(t) gradientného toku v bode x(t) je rovny
zdporne vzatému gradientu —V f(x(t)) a preto uréuje smer najstrmsieho klesania
funkcie f.

2. GRADIENTNY TOK NA L2(R%)

Pojem gradietny tok na R zovSeobecnime, zavedieme pojem gradietny tok na
priestore L2(R%). Pre stilad s literattirou (a tiez kvoli tomu, Ze smerujeme k popisu
gradientného toku na abstraktnejsich priestoroch), budeme namiesto s pojmom
gradient funkcie pracovat s pojmom subdiferencial funkciondlu.

Definujme teda najskor subdiferencial na vseobecnom Hilbertovom priestore H.

Definicia 2.1 (Fréchetov subdiferencidl na H). Nech je H Hilbertov priestor
a F: H— RU{+oo} je funkciondl definovany na celom H. Fréchetovym subdife-
rencidlom nazyvame viachodnotovy operator OF : H — 2 definovany vzfahom

aF[u]z{feH; F[v]ZF[u]—I—(E,v—u)VUEH} pre u € H.

Teraz, definujeme gradientny tok na L2(R9).

Definicia 2.2 (Gradientny tok na L?(R%)). Abstraktnt funkciu u: [0,7) —
L?(RY) nazveme gradientngm tokom na L?(RY) po funkcionali F': L?(R?) — R
s pociatoénym bodom ug € L?(R?), ak pre skoro vietky t € [0,7T) existuje (t),
OF[u(t)] # 0 a plati

—u(t) € OF[u(t)] pres.v.t€[0,T), u(0)= ug.

Pristapime k vysledku nasej prvej uvahy a to, ze kazdé rieSenie rovnice vedenia
tepla generuje gradientny tok po tzv. Dirichletovej energii.

Veta 2.3. Na L?(R?) wvazujme funkciondl

L IVul|? de reuer’Q]Rd,
Pl { JealVulld 2 () o
400 inak,

ktory popisuje tzv. Dirichletovu energiu. Potom pre kaZdé u € WOI’2 (RY) plati
OF[u] #0 < Auc L*(R%).
Ak u e W3 A(RY) a Au € L2(R?), potom
OF[u] = {—Au}.

Dosledok 2.4. Kazdy gradientny tok po funkciondli F definovanym vztahom
1) na priestore L2(R?) generuje nejaké riesenie rovnice vedenia tepla v slabom
zmysle a naopak.
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Pre ukézku aparatu pouzivaného v teérii gradientnych tokov na priestore L?(R¢)
uvedieme dokaz vety

Dokaz vety[2.3, ,=*: Nech u € W, ?(R%) a funkcia ¢ € L2(R?) je prvkom
subdiferencidlu F[u]. Potom podla definicie [2.1] plati

Flv] > Flu] + (§,v —u) Yo € L*(RY). (2.2)

. . 1,2 ’ .
Zoberieme funkciu v = u+cw, kde w € W,*(R?) a ¢ > 0. Dosadime do nerovnosti
v (2.2)), vSimneme si, Ze v — u = ew a ziskame vztah

1 1
f/ ||V(u+5w)\|2dm—f/ \|Vu||2dx2€/ cwdz. (2.3)
2 Rd 2 Rd Rd

Upravou

|V (u+ ew)||? = ||Vu + eVwl|]? = [|Vu|®> + 26 Vu - Vu + 2| V)|
a dosadenim do (2.3) ziskame

2
s/ Vu-dex—kE—/ HVszdes/ Ewdz.
Rd 2 Jpa Rd

Vydelime ¢, prejdeme k limite pre ¢ — 0 a ziskame tak

Vu-Vwdz > / fwdr Yw e Wy?(RY),
Rd Rd

¢o je mozné s vyuzitim Greenovej vety na lavej strane nerovnosti prepisat do tvaru

—/ wAudx > fwdz Yw e Wy?(RY). (2.4)
R4 Ra

Kedze nerovnost v (2.4) plati pre lubovolnt funkciu z priestoru Wy ?(R%), mozeme
uvazovat tiez funkciu —w € Wy *(R?) (pretoze je linedrnym priestorom) a ziskame

/ wAudzr > — [ fwdr Yw e W2 (RY). (2.5)
R4 R4
Porovnanim nerovnosti (2.4]) a (2.5)) ziskame
/ wAudz = — [ €wdz Yw e W, *(RY).
R4 R4

Odtial plynie £ = —Auw, a preto —Au € OF[u] a Au € L*(R?).
»,<=%: Predpokladajme, Ze u € W&’Q(Rd) je také, ze Au € L?(R?). Potom podla
1) pre kazdé w € Wy*(R?) plati

1 1
Flu+w] — Flu] = §/Rd||v<u+w>||2dm—§/Rd||wn2dz
= Vu-de:c—i—}/ |[Vwl|? da
Rd 2 Rd

> Vu~dex:—/ wAu dx.
Rd Rd
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V pripade, 7e w € L?(R?), aviak w ¢ Wol’Q(Rd), z (2.1) je zrejmé, ze

Flu+w] = +00 > Flu] —/ wAudz.
Rd

Dokazali sme, ze

Flu+ w] — Flu] > _/Rd wAudz = (—Au,w) Yw € L*(RY)

a teda podla definicie subdiferencidlu je —Au € OF[u]. O
3. WASSERSTEINOVA METRIKA

V tejto kapitole zavedieme metriku na priestore pravdepodobnostnych mier, ktory
ozna¢ime 2 (R?). Pravdepodobnostné miery uréuji ndhodné veli¢iny na R?, t.j.
X ~ p, kde p € Z(R?). Pozna¢me, e je mozné (nad ramec tohoto &ldnku)
nahradit R? Hilbertovym priestorom H. V tomto pripade miery uréuji rozdelenie
stochastickych procesov. Priestor H vsak nie je tzv. lokdine kompaktng a teda tieto
miery nemajui hustotu, resp. pravdepodobnostnu funkciu.

Kvoli prehladnosti sa obmedzime na priestor absolitne spojitych pravdepodob-
nostnych mier vo¢i Lebesgueovej miere, ktory budeme znacit 222¢(R9). Tento pod-
priestor urcuje rozdelenie spojitych ndhodnych velicin. Toto mé niekolko dévodov.
Po prvé, popisat vlastnosti, ktoré planujeme na tomto podpriestore je nazornejsie
a strucnejsie, ale je mozné (avSak technicky ndroc¢nejsie) popis rozsirit na vsetky
pravdepodobnostné miery. Po druhé, je mozné ukazat, Ze rieSenie rovnice vedenia
tepla v slabej formulacii uréuje v skoro kazdom cCase hustotu absolitne spojitej
pravdepodobnostnej miery.

Uvazujeme mieru p € 222°(R?) s hustotou g. Potom pre kazdi meratelni mno-
7inu A C RY mdme

1(A) =/ o)dz; o= j—“, (3.1)

A x
kde vyraz dp/dz znadi tzv. Radonovu-Nikodgmovu deriviciu [3, Section 1.6.1].
Kedze hustota o jednoznacne urc¢uje mieru p, stotoznime oznacenie miery a hus-

toty.
Uvedieme si pojem moment ndhodnej veli¢iny, s ktorym budeme pracovat.

Definicia 3.1 (Moment ndhodnej veli¢iny). Nech je rozdelenie ndhodnej veli¢i-
ny X uréené hustotou o. Potom jej moment cez funkciu f: R4 — R definujeme
vztahom

E[f(X)] = / f() olz) d.

]Rd
Uvazujeme miery s koneénym druhym momentom, £23¢(R%) C £(R%), t.j.
2wt = {oe 2@ [ ol ato) do < oo},
Rd

ckvivalentne

73 R?) = {0 € #*(RY); o= Law(X), E[IX||’] < +oo}.
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Teraz si popisSeme, ¢o je push-forward operdtor. Urcuje transforméaciu mier, resp.
zobrazenie medzi nimi. V reci klasickej Statistiky sa jedna zobrazenie nahodnych
velicin. Ak mame ndhodni veli¢inu X ~ g a jej transforméciu dani zobrazenim
T, potom hustotou pravdepodobnosti ndhodnej veli¢iny T'(X) znac¢ime Ty 0 a ope-
rator Ty nazyvame push-forward operator cez zobrazenie T'. To znamend, ze Tl
popisuje transformaciu nahodnych veli¢in v re¢i pravdepodobnostnych mier.

Veta 3.2 (Zmena premennych). Nech je T : X — Y zobrazenie, o € P (R?)
hustota pravdepodobnosti a Ty 0 je jej push-forward hustota pravdepodobnosti cez
zobrazenie T. Potom pre véetky pripustné funkcie f:Y — RU {+oo} plati

/ f(x) Tgo(x)dr = f(T(2)) o(x) dz.
R4 Rd

Popiseme si formu charakterizacie push-forward operatora pomocou vety o sub-
stitucii integralu. Tato charakterizdciu vyuzijeme neskor pri urcovani subdiferen-
cidlu konkrétneho funkciondlu (entropie), vid str.

Veta 3.3 (Zmena premennych cez jakobidn). Nech je T : R — R zobrazenie,
0 € P*(RY) je hustota pravdepodobnosti a ¢ = Tyo. Ak det VT > 0, potom plati

o(T(z)) det VT'(z) = o(z) Ve R™L
Doékaz. Z vety [3.2] o zmene premennych plynie pre vSetky pripustné funkcie
f:Y > RU{+oc}

/ F(w) o(y) dy = / f(y) dTyo(y) dy = / F(TW)) oly) dy.
Rd Rd Rd

Vykondme transforméciu y = T'(z) v integrdli na lavej strane predchadzajiceho
vztahu a z vety o substiticii tak dostaneme

/Rd f(T(2)p(T (x)) det VT (z) da = y f(T(z))e(x) d.

KedZe funkcia f je Iubovolnd, ziskame o(T'(z)) det VT'(x) = o(x) pre kazdé = €
R<, O

Definovali sme vsetky potrebné pojmy a mézeme pristupit k definicii Wassers-
teinovej vzdialenosti.

Definicia 3.4 (Wassersteinova vzdialenost). Wassersteinova vzdialenost medzi
dvoma pravdepodobnostnymi mierami o', 0> € Z3¢(R?) je definovand vztahom

Wale!, ¢%) = \Jinf {E[|IX ~ Y|P]: X ~ 01, Y ~ 2}

Poznamka 3.5 (W5 je optimélna cena prepravy). Wassersteinovu vzdialenost
Wy vieme interpretovat ako optimalnu cenu prepravy tovaru, ktory je rozdeleny
podla hustoty o' na nové miesta (napr. z tovarni do predajni), ktoré st rozdelené
podla hustoty o?. KedZe pracujeme s hustotami pravdepodobnosti, mnozstvo to-
varu je stéle konsStantné (integral pravdepodobnostnej miery cez cely priestor je

1).
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Uvazovanim diskrétnych mier (nie nds pripad) by integralna formuldcia presla
na sumu a varia¢ny problém na klasicky problém optimalizacie prepravy tovaru
s cenou prepravy, ktord zodpoveda druhej mocnine Euklidovskej vzdialenosti medzi
miestami ||a; — v

Veta 3.6 (|2, Theorem 2.2]). Wassersteinova vzdialenost Wy je metrika na
priestore pravdepodobnostnyjch mier s konecngm druhgym momentom 25°(R?).

4. SUBDIFERENCIAL NA PRIESTORE (3°(R%), W5)

V predchadzajicej kapitole sme ukazali, ze na mnozine Z25°(RY) vieme zaviest
metriku Wy a ziskame metricky priestor. Priestor 223¢(R?) vsak nie je ani line-
arnym priestorom (pre d > 1) a je preto potrebné definovat subdiferencidl inym
sposobom nez v kapitole 2]

Felix Otto v ¢lanku [8] popisal tento priestor ako isty typ slabej nekonecne
rozmernej Riemannovskej variety. Ku kazdému prvku v € 925¢(R%) zostrojil doty-
kovy priestor (bundle) ako podmnozinu vahového Hilbertovho priestoru L?(v; R%),
tento priestor je zavedeny na str. S takouto iivahou potom bolo mozné definovat
subdiferencial ako podmnozinu dotykového priestoru. S pouzitim subdiferencialu
potom vieme ukazat spojitost medzi rieSeniami niektorych parabolickych parcial-
nych diferencidlnych rovnic (v naom pripade rovnica vedenia tepla) a gradientnych
tokov na priestore 225¢(R).

Budeme pracovat s koneénym c¢asom T' < 400, avsak rovnaké vysledky sa daju
ukézat aj pre T — +o00. Najskor zavedieme pojem absolitne spojitd krivka na
metrickom priestore (25¢(R%), Wy).

Definicia 4.1. Abstraktnd funkcia u: [0,T) — 22°(R?) sa nazyva lokdlne
absolitne spojitd vzhladom k metrike Wo, ak existuje m € L1o.([0,7T)) tak, ze
plati

¢
Wa(u(s),u(t)) < / m(r)dr prekazdé 0<s<t<T.
s
Systém funkcif {u(t)};epo,r) budeme nazyvat (lokdlne) absolitne spojitou krivkou
na metrickom priestore (Z25¢(R%), Ws).

Uvazujme rovnicu kontinuity

do | . B
ET + div(ve) =0, (4.1)

kde v: R? x [0,T) — R? je dand vektorova funkcia, ktord predpisuje vektor rych-
losti hmoty v case t a bode x. Riesenie tejto rovnice budeme chapat v zmysle
distribicii, t.j. rieSenim rovnice nazyvame funkciu g: R% x [0,7) — R takd,
7e pre skoro vietky t € [0,T) je funkeia o(-,t) z priestoru 23¢(R%) a spliia

T T
Jyp
— -0)o(+,0 dx:/ / —dxdt—/ / v-Vyodrdt
/Rdso( ) o(-,0) ) %o Vel (42)

Y € C(RY x [0,T)).
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Rovnica kontinuity popisuje v hydromechanike sirenie nestlacitelnej kvapaliny.
Kedze transformécia ndhodnej veli¢iny zachovdva objem (integral cez cely priestor
je vzdy 1), je prirodzené ocakavat, ze kazdd absolitne spojita krivka na priestore
pravdepodobnostnych mier je generovana nejakym riesenim rovnice . Pri uva-
zovani miery v suvislosti s rieSeniami rovnice kontinuity je integralna podmienka
prirodzena, pretoze miera sama je integral hustoty, vid .

Definujme najskor priestor, ktorého v je prvkom. Z désledku [2, Remark 1.22]
Brenierovej vety [5, Theorem 2.5.10] plynie, Ze kazdy prvok p (dostato¢ne malého)
okolia hustoty v € 225°(R%) v metrike W5 je tvaru p = (Id + V)4, kde funkcia
¢ je z priestoru C°(R?) a ¢ € R, pric¢om symbolom Id zna¢ime identitu na R?.
Tymto komentarom sme chceli naznacit dévod, preco priestor vektorovych funkcii
popisujucich zmenu hustoty v definujeme ako uzdver mnoziny gradientov hladkych
funkcii, vid nasledujica definicia.

Poznamenajme este, 7Ze pre kazdé v € Z3¢(R?) oznacime L?(v;R?) Hilbertov
priestor vektorovych poli w: R? — R? takych, ze z + w(z) - w(z) je lebesgueov-
sky integrovatelnd na R?, pricom skaldrny stéin v tomto priestore je definovany
vztahom

(u,w), = /]Rd u(x) - w(z) v(z)de.

Definicia 4.2 (Dotykovy priestor). Nech je v € 225¢(R¢) hustota. Potom do-
tykovyj priestor Tan, (225¢(R%)) na 25¢(R?) v v definujeme vztahom

L2 7Rd
Tan, (#3°(RY) i= (Vi p € Co®D} .

Je mozné dokézat, 7e Tan, (225°(R9)) je podpriestor priestoru L?(v; R?). V na-
sledujucej vete ukazeme vztah medzi absolttne spojitymi krivkami na priestore
(23<(R%), Ws) a rieSeniami rovnice kontinuity (4.1]).

Veta 4.3 ([2, Theorem 2.29]). Ak je {u(t)}icjo,r) absolitne spojitd krivka na
metrickom priestore (25¢(R%), Ws), potom funkcia o: R x [0,T) — R takd, Ze
o(-,t) = u(t) pre skoro véetky t € [0,T), je rieSenim rovnice v zmysle distri-
biicit, v ktorej v(-,t) € Tany, ) (225°(R?)) pre skoro vsetky t € [0,T).

Opacne, ked o je riesenim rovnice v zmysle distribicii, potom je systém
Junkcii {o(-,t)}rejo,1) absolitne spojitd krivka na (25°(R?), Ws).

Teraz pristipime k definicii Fréchetovho subdiferencidlu na metrickom priestore

(Z5°(RY), Wa).

Definicia 4.4 (Fréchetov subdiferencial na priestore (225°(R%), W3)). Nech je
G: 23R4 — R U {+oo} funkciondl. Fréchetovym subdiferencidlom nazjvame

viachodnotovy operdtor 9G: 223¢(R%) — 225°(®") definovany vztahom
0g1v) = {¢ € Tan,(Z5°(R"): Glu] - Glv] > (&, T2 —1d), ¥Vu € Z5°(R")}

pre v € 25°(R%), kde vektorové pole T# spliia u = (T#)4v.
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Pozndmka 4.5. Vyssie sme uviedli, ze Tan, (25¢(R?)) C Ly(v;R?), pravé strana
nerovnice v definicii je teda definovand vzahom (£, T —Id), = [;.&(x) -
(TH(x) — z) v(x) dz a vektorové pole T# transformuje hustotu v na hustotu pu.

Teraz zavedieme gradientny tok na metrickom priestore (25¢(R%), W5) tak, aby
analogicky ako v priestore L?(R%), bol v Iubovolnom bode kazdy dotykovy vektor
zaporne vzaty prvok subdiferencialu daného funkciondlu.

Definicia 4.6 (Charakterizdcia gradientného toku pomocou subdiferencidlu,
[T, Definition 11.1.1]). Povieme, Ze absolitne spojita krivka {u(t)}.c[,r) na met-
rickom priestore (£25¢(R%), W) je gradientny tok, ak pre skoro kazdé t € [0,7T)
plati

—w € OG[u(t)] Vw € Tan, ) (Z5°(RY)).

Bez dokazu uvedieme tvrdenie, ktoré vyuzijeme pri urcovani subdiferencidlu.
Toto tvrdenie sa nazyva retazové pravidlo na (225¢(R%), Ws).

Tvrdenie 4.7 ([I, Propoposition 10.3.18]). Nech v € 25°(R?%) a ¢ € C(RY).
Polozme v = (Id+eVp) v pre kazdé ¢ € R. Potom pre kaZdé w € L?(v;R?) plati
%}'[1/5} T (w, Vo), < wedF[y].

Pristipime k vysledku, kvoli ktorému sme teériu gradientnych tokov na pries-
tore pravdepodobnostnych mier s Wassersteinovou metrikou budovali. Uvazujeme
funkciondl popisujici tzv. vnutorni energiu (resp. zaporne vzati Boltzmannovu
entropiu) dany vztahom

Felv] = /]R”’ vinvdz pre v € Z5°(RY).

V nasledujicej vete urc¢ime hodnoty subdiferencidlu funkcionalu F, pre vsetky
prvky priestoru (225°(R%), Ws).

Veta 4.8 (Subdiferenciél funkcionélu F,). Nech je v € P5°(RY) také, e v # 0
a gradient Vv je spojity na R?. Potom

OF.[v] = {@}.

v
Myslienka dokazu. Polozme v° = (Id + V) xv pre kazdé € € R. Z vety o sub-
stiticii cez jakobidn (vid veta ziskame

v=1(d+eVp)det V(Id +eVp) = 15(Id +eVyp) = Y

det(Iy +eV23p)’
kde I; je jednotkova matica a V2p znaéi Hessovu maticu funkcie ¢. Pretoze pre
maticu A € R4 plati

d
= det(I;+eA) =tr A+ o(e),

€

dostaneme

d
= det(I; 4+ eV3p) = Ap + o(e),
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kedze tr V2¢ = Agp. Pre prehladnost polozime u(z) = zIlnz pre z > 0. Potom
mame

d £ d 1>
Isfe[V]—IEAdU(V ) dy

o,

= — [ u@(ld +ep)) det(Iy + eV3p) da
de Rd

d v
= — - T, 2
de /Rdu(det(fd —i—Evzgo)) det(ly + Vi) do

d v
= - - I 9 .
/Rd dsu(det(Id+gv2w)) det(Ig +eV=p)da

Spocitame derivaciu vnitri integralu nasledovne:

d v

B I 2
de u(det(IdJreVZgo)) det(ly +£V7¢)

-V

v
= Ap +
u (det(ld +EV2<p))det2(Id +EV2<,0)( ¥ 0(6))
v
— (A .
+ u(det(Id ¥ EV2<p)> (Ag +ofe))
Dosadenim ¢ = 0 ziskame
i]-" [v°] = / (u’(y)(—VAcp) + u(v) A(p) dz
de ¢ e=0 Rd
a pouzitim Greenovej vety dostaneme
e = / V() — u() - Ve da (4.3)
de” " le=0  Jpa '

Kedze
V(' (v) —u(v)) =u'(v) Vv + v Vi (v) — o' (v) Vv = v Vi (v),
z (4.3]) ziskame

d

— Fe[V°] = [ Vi (v) Vovdz = (Vi'(v),Ve),.

de e=0 R4
S vyuzitim tvrdenia[4.7 odtial plynie Vu'(v) € OF.[v]. Zrejme u/(z) =Inz+1 pre
z > 0 a preto Vu/(v) = Vv /v, t.j. sme ukézali, ze Vv /v € OF.[v]. O

Désledok 4.9. Nech je o riesenim problému (1.1) v slabom zmysle s pociatoc-
nou podmienkou oy € P5°(R%). Potom {o(-,t)}ieo,r) je gradientngm tokom na
(25°(RY), Wa) po funkciondli F. dangm vztahom

Felv] = /]Rd vinvdz prev e 25R?).
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Dokaz. 7 vetyplynie OFclo(- )] = Vol.t) } pre skoro kazdé ¢ € [0,T"). Do-

o(-,t)
sadenim VQL()-(;;) za v do vztahu (4.2)), ktory charakterizuje rieSenie rovnice konti-

nuity v zmysle distribucii, po vykraten{ o(-,t) dostaneme slabii formuldciu rieSenia
rovnice vedenia tepla (1.2]). O

Pozndmka 4.10. Teéria gradientnych tokov na priestore (25¢(R%), Ws) je pod-
robne popisand v knihe [I] a tiez [I0]. Medzi klasické vysledky tejto tedrie patri,
Ze rieSenia parcialnej diferencidlnej rovnice

% =V (oVV)+ V- (o0VW x0) + A(o™); m > % (4.4)
generuju gradientné toky po funkcionali popisujticeho volni energiu. Prvy séitanec
na pravej strane rovnice reprezentuje potencidlnu energiu (potenciil V' reprezen-
tuje napr. gravitaént energiu), druhy séitanec interaként energiu (sila, ktorou sa
pritahuji ¢astice hmoty medzi sebou) a posledny vnttornt energiu (diftiziu a pre
m # 1 tzv. nelinedrnu difiziu). Podotknime, Ze kvoli konvoluénému ¢lenu a neli-
nearnej diftzii sa doteraz nepodarilo odvodit rady konvergencie klasickych nume-
rickych metod, napr. metédy koneénych prvkov alebo koneénych objemov pre tiito

rovnicu.
5. DISKRETIZACIA GRADIENTNEHO TOKU

Teéria popisand v kapitolach [3] a [d] bola vytvorend na zdklade pozorovania ne-
meckého matematika Felixa Otta koncom 90. rokov minulého storocia. Pomocou
casovej diskretizacie zistil, Ze riesenia rovnice vedenia tepla generuju gradientné
toky na metrickom priestore pravdepodobnostnych mier. Toto pozorovanie si po-
piseme na diskretizécii gradientného toku na Euklidovom priestore R¢ po hladkej
konvexnej funkcii f a nasledne ho zovSeobecnime na priestor pravdepodobnostnych
mier. Uvazujme spatni/implicitni Eulerovu diskretizaciu systému obycajnych di-
ferencidlnych rovnic v s casovym krokom 7:

x —x x —x
% =-—Vf(xpq) = % +Vf(xe+1) =0
2
T—x
= v<”2’“' + f(x)) =0.
T T=T 41
. 2
Uvedomme si, ze f je konvexnd funkcia a vyraz % je rydzo konvexny. Z toho
2
plynie, ze vyraz =% 4 f(x) je rydzo konvexny a v bode, kde je jeho gra-
lynie, Ze vyraz 12 2xl dzo k bode, kd h

dient nulovy, mé tento vyraz jediné minimum. Teda spatni Eulerovu diskretizaciu
pociatocnej tlohy (|1.3)) vieme zapisat ako

l — ]|

s +f(:c)} k=0,1,2,... (5.1)

Th41 = argming cpa {

Pozndmka 5.1. Diskretizdciu vo vztahu (5.1)) mo6zeme pisat v tvare xp4q =

proxf (z1), kde prox je tzv. proximalny operator znamy z teérie optimalizécie kon-
vexnych funkeii, vid [9].
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Je znamy vysledok numerickych metod, Ze problém konverguje v norme
||| k presnému rieSeniu tlohy (L.3)). Znovu si méZeme vSimnit, Ze na definovanie
tohoto problému potrebujeme len metriku na priestore R%. Prirodzene tak mo-
zeme navrhnuf casovi diskretizaciu problému gradientného toku na Hilbertovom
priestore L?(R?) v definicii

lu — w72
2T

V knihe [4, Section 9.6, Theorem 2] je ukdzané, ze diskretizécia konverguje
v norme priestoru L?(R?) k presnému rieseniu.

Teraz prejdime k spominanému spojeniu s priestorom 225¢(R%) absoliitne spoji-
tych pravdepodobnostnych mier uréenych hustotou p. Jordan, Kindelehrer a Otto
ukdzali v ¢lanku [6], Ze Casova diskretizdcia (ktorej dnes hovorime JKO schéma)

Ug41 := arg min, e r2(ga) { + F[u]} k=0,1,2,... (5.2)

Inod E=0,1,2,... .
o +/Rd0n9x} 0,1,2, (5.3)

Ok+1 i= arg mingeggc(Rd) {
konverguje k slabému rieseniu rovnice vedenia tepla % = Ap vo Wassersteino-
vej metrike Ws. Hlavnym argumentom pre vyznam tohoto tvrdenia je, ze integral
— [elnpdz je Boltzmannova entropia a priroda sa skuto¢ne pri zanedban{ os-
tatnych vplyvov podla fyzikdlnych zdkonov snazi tuto entropiu ¢o najrychlejsie
navysit, t.j. ¢o najstrmsie klesat po funkcionali vo vzfahu .

Kedze JKO schéma napodobtiuje spéatnt/implicitnt diskretizdciu gra-
dientného toku na Euklidovom, resp. Hilbertovom priestore, intuitivne by sa dalo
ocakavat, ze by mala predstavovat diskretizaciu gradientného toku na priestore
pravdepodobnostnych mier s Wassersteinovou metrikou. Toto pozorovanie viedlo
k podrobnejsiemu $tidiu jednak Wassersteinovej metriky [I0] a jednak gradient-
nych tokov. Tu je vyznamnd kniha [I], kde sa v kapitoldch 1-4 opisuju toky na
vseobecnych metrickych priestoroch a v kapitolach 5-12 na konkrétnom priestore
pravdepodobnostnych mier s Wassersteinovou metrikou.

6. STOCHASTICKE DIFERENCIALNE ROVNICE

V kapitole [] sme ukdzali, Ze rieSenia rovnice vedenia tepla v zmysle distribucif ge-
neruju absoltutne spojité krivky na priestore pravdepodobnostnych mier. Ukédzeme,
Ze rieSeniam stochastickych diferencidlnych rovnic odpovedajui riesenia niektorych
parabolickych parcidlnych diferencialnych rovnic. Budeme pracovat s pojmom nor-
malne rozdelenie, takze si tento pojem zavedieme. Pre jednoduchost a nazornost
budeme v celej tejto kapitole pracovat v jednorozmernom pripade, t.j. uvazujeme
d=1.

Definicia 6.1 (Normélne rozdelenie, Gaussovska miera). Povieme, Ze ndhodnd
veli¢ina X urcend hustotou o € Z3°(R), t.j. X ~ p, méd normélne rozdelenie (p je
Gaussovskd miera) ak

(z — p)?
o(z) = Vono? eXP(—T

) pre z € R,
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kde p € R a o > 0. PiSeme
X ~ N(u,0?) alebo 0= N(u,0o?).
Veta 6.2 (Momenty ndhodnej veli¢iny). Ak je X ~ N(u,c?), potom
E[X]=p a E[X?] = 0% + u°.

V tejto casti intuitivne popiseme dolezité vlastnosti stochastickych obyc¢ajnych
diferencidlnych rovnic. Medzi klasické motivacné priklady patri nasledujica tloha
(vid [7]). Ak v obyc¢ajnej diferencidlnej rovnici

dx

&9y
ac

uvaZujeme parameter A ako normalne rozdelenti nahodni veli¢inu A ~ N(a,o?),
dostaneme Itéovu stochastickd diferencidlnu rovnicu

dXt = aXtdt+JXtdBt,

kde B; predstavuje Brownov pohyb (inak povedané Wienerov proces). Stochasticka
rovnica teda hovori, Ze systém sa v kazdom bode sprava priblizne podla rovnice
dX/dt = a s odchylkou popisanou Sumom o dB;. Poznamenajme, Ze tento zapis
sa uziva preto, nakolko Brownov pohyb nie je diferencovatelny (vid jeho definicia
neskor).

Priklad 6.3 (Stochasticky gradientny tok). Gradientny tok na Euklidovom pries-
tore R generovany pociatoc¢nou tilohou s d = 1, ktory sa vychyluje v kazdom
bode o Sum (t.j. sa pohybuje len priblizne v smere najvicsieho klesania funkcie)
sa dé popisat stochastickou rovnicou

dX; = —Vf(X;)dt + V20 dB;.

Ak je funkcia f rydzo konvexnd, potom existuje jediné x, := argmin,p{f(z)},
ktoré je zaroven staciondrnym rieSenim skaldrnej obycajnej diferencidlnej rovnice
& = =V f(x). V pripade stochastickych diferencidlnych rovnic staciondrnym riese-
nim nie je presne tento bod, ale rozdelenie pravdepodobnosti dané hustotou o
(tak, Ze Xoo ~ 000), ktorej modus je prave hodnota .. Je mozné ukédzat, ze tato
hustota mé tvar

1

_exp(—5f(=))

= 1
Jeexp(—5 f(z)) dz

Tu si mézeme vSimnut, ze ¢im je hodnota ¢ vicSia, tym je rozptyl rozdelenia o

vacsi. Toto je konzistentné s intuitivnym ocakdvanim, ze ¢im zavadzame vicsiu

neurcitost do modelu, tym s va¢sou nepresnostou dosiahneme minimum funkcie f.

000 () pre z € R.

V pripade, ze funkcia f je dand vztahom f(x) = “’—; pre v € R, staciondrne
rozdelenie g, je Gaussovskd miera g, = N(0,1).

Teraz definujeme Brownov pohyb, ktory sa tiez nazyva Wienerov proces.

Definicia 6.4 (Brownov pohyb na R). Stochasticky proces {B;}:>0 sa nazyva
Brownov pohyb (tiez Wienerov proces), ak spliia nasledujice podmienky:
1. (po¢iato¢nd podmienka) By = 0;
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2. (nezavislost prirastkov) Pre vSetky hodnoty 0 < ¢; < --- < t si ndhodné
premenné By, , By, — By, , ..., By, — By, _, vzadjomne nezavislé;
3. (rozdelenie prirastkov) Pre vSetky 0 < s < t < 400 plati
B; — Bs ~ N(0,t — s);
4. (spojitost) Skoro iste je zobrazenie t — By spojité.

Poznamka 6.5. Piseme
t
/ dB; = B; — B, ~ N(0,t — s).
Kedze .
/ dB; = B; ~N(0,t), plati E[B;] =0, E[B}] =t
0

Nasledujica lemma je zakladnym prvkom stochastického poc¢tu. Na prvy po-
hlad je zvlastna, pretoze podla nej v prvom diferenciali transformovanej ndhodnej
veli¢iny vystupuje nenulova druhd priestorova derivacia transformacnej funkcie.
Toto vychddza z vlastnosti Brownovho pohybu, druhy moment E[B?] je totiz radu
t. Jej dokaz spociva v pouziti Taylorovho rozvoja a naslednom vyuziti spomenutej
vlastnosti dB? ~ dt.

Lemma 6.6 (Itoova, [7, Theorem 4.1.2]). Necha € R, b € Ry a X; je riesenie
Itoovej stochastickej diferencidlnej rovnice

dX; =adt+bdB,

s jednorozmerngm Brownovym pohybom Byi. Nech dalej f: R x [0,+00) — R je
dostatocne hladkd funkcia. Potom

Y, = f(Xt7 t)
je riesenim stochastickej diferencidlnej rovnice

L Of  Of 1o of
dn_(at+aax+28x2)dt+baxd3t.

Teraz si ukdzeme prepojenie Brownovho pohybu (jednoduchej SDR) a rovnice
vedenia tepla (opét pre jednorozmerny pripad, vSetky vysledky sa daji samozrejme
ziskat aj pre vyssie dimenzie).

Veta 6.7. Nech je X; riesenie stochastickej diferencidlnej rovnice
dX, = v2dB,, (6.1)

kde B; je jednorozmernyg Brownov pohyb. Potom funkcia o: Rx[0,T) — R takd, Ze
Xt ~ o(-,t) pre skoro vsetky t € [0,T), je riesenim rovnice vedenia tepla v slabom
zmysle.

Dokaz. Polozme Y; = ¢(X¢,t), kde ¢ € CZ(R x [0,T)). Spojito dodefinujeme
o(-,T) = 0, aplikujme Itéovu lemmu (v ktorej a = 0, b = v/2) a zistime, Ze Y; je
rieSenim stochastickej diferencialnej rovnice

dp 0%

_ dp
ay, = (E+w)dt+\/§%d3t.
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Uvazujeme integrélnu formuldciu SDR (obe strany zintegrujeme na [0, T7):

T T 2 T
_ dp 0% dp
/O dth/O (a+@)dt+/o V23EaB,,

YT_E/O:/OT(&IO-F%)(U-F

T
Oy
ot ' Ox2 V2 50 4Br

0

T 2 T
dp | 9y d¢
Xp,T) — o(Xo,0) = (— —)dt / 2 %% 4B,.
@(T)w(o)/oatJramz +O\faxt
Teraz spocitame na oboch stranich strednti hodnotu vzhladom k X;, vyndsobime
teda jednotlivé cleny o a integrujeme cez R. Vzhladom k vlastnosti Brownovho
pohybu bude strednd hodnota integralu tiplne vpravo nulova. Ziskame teda

T aSD T 82(‘0

Odtial integraciou per partes dostavame

Tl op T [ 9¢ Do

Vo e CZ(R < [0,T)),

pretoze funkcia ¢ bola Tubovoln4. Ukézali sme teda, ze funkcia g je rieSenim rovnice
vedenia tepla v slabom zmysle (1.2]). O

Daosledok 6.8. Nech je o riesenim rovnice vedenia tepla v slabom zmysle s po-
¢iatocnou podmienkou oo ~ N(0,ap), kde ag € RT. Potom pre skoro kazdé t > 0
plati p(-,t) ~ N(0, ag + 2t).

Dékaz. Prevedieme (6.1) do integralnej formulécie a vyuzijeme vlastnosti Brow-
novho pohybu (vid definicia [6.4) a druhého momentu (resp. rozptylu) ndhodne;j
velic¢iny. O

Pozndmka 6.9. Parcidlne diferencidlne rovnice tvaru (4.4]) maji svoju stochas-
tickd interpreticiu v tvare tzv. McKean-Vlasovej SDR

dX, = —(VV(Xy) + VW (Xy) % o(-, 1)) dt + /20" 1 dBy; Xy ~ o(:,1).
7. ZAVER

V tomto ¢lanku sme pracovali s roznymi interpretaciami rovnice vedenia tepla.
Najskor sme definovali pojem gradientného toku na Hilbertovom priestore le-
besgueovsky integrovatelnych funkcii a ukazali sme, Ze riesenia rovnice vedenia
tepla generuju gradientné toky po Dirichletovej energii.
Intuicia nemeckého matematika Felixa Otta viedla k tomu, Ze priestor prav-
depodobnostnych mier by mohol byt vhodnym na popis rieSenia rovnice vedenia
tepla. Pozoroval, Ze rieSenie tejto rovnice konverguje k minimalizacii funkcionalu
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zaporne vzatej Boltzmannovej entropie, ktory mé fyzikalny vyznam pre tato rov-
nicu (teplo sa skutoc¢ne §iri tak, aby maximalizovalo Boltzmannovu entropiu). Toto
viedlo na stiadium metrického priestoru mier, ktorého zakladné vlastnosti sme si
popisali. Dalej sme ukézali, Ze rieSenia rovnice vedenia tepla generuji gradientné
toky po funkcionéli zapornej Boltzmannovej entropie.

Pozorovanie, Ze riesenie parcialnej diferencidlnej rovnice mozeme rozumiet ako
krivku na priestore ndhodnych veli¢in nas posunulo k tvahe, ze by tato krivka
mohla byt zdroven rieSenim stochastického procesu (stochastickej diferencidlnej
rovnice). Ukdzali sme, Ze rieSenie Brownovho pohybu (Wienerovho procesu), kon-
krétne jeho hustota, je slabym riesenim rovnice vedenia tepla.
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APLIKACE CELOCISELNYCH BODU ELIPTICKYCH KRIVEK
V TEORII KUBICKYCH A KVARTICKYCH POLYNOMU

JIRT KLASKA
Vénovdno profesoru Michalu Krizkovi

ABSTRAKT. V 16. stoleti doslo k prilomovym objevim, které umoznily nalézt fe-
Seni kubickych a kvartickych rovnic. I kdyz od vydéani slavné Cardanovy knihy Ars
Magna uplynulo témér 500 let, nékteré otazky souvisejici s kubickymi a kvartickymi
polynomy jsou stile aktualni. V nésledujici prehledové studii sezndmime ¢tenére s
nékolika zajimavymi vysledky, které byly dosazeny v teorii kubickych a kvartickych
polynomii s danym diskriminantem.

1. Uvop

Ve 14. a 15. stoleti vynalozili néktefi matematici velké 1sili, aby nalezli obecny
postup pro feseni kubické rovnice. K témto matematiktim pattili Maestro Biaggio,
Antonio de’ Mazzinghi, Maestro Benedetto da Firenze, Maestro Dardi a Piero della
Francesca. V roce 1494 vydal italsky frantiskdnsky mnich Luca Pacioli (1445-1517)
knihu Summa de arithmetica, goeometria, proportioni at pmportionalitaﬂ (Souhrn
védomosti o aritmetice, geometrii, pomérech a imérnosti), ve které sdéluje, Ze re-
Seni kubické rovnice nebylo doposud objeveno. Toto sdéleni se stalo intelektualni
vyzvou pro nejlepsi matematiky 16. stoleti. Vyddnim Pacioliho knihy zacal zaji-
mavy a spletity pribéh, ve kterém se v pribéhu nasledujicich stoleti objevovala
jména nejvyznamnéjsich matematickych osobnosti. Jejich lidské osudy jsou casto
stejné zajimavé jako jejich objevy. V obdobi let 1515-1540 doslo k vyznamnému
pokroku a metoda Feseni kubickych rovnic byla nalezena. Na vyTeseni problému
se podileli

1465-1526),

1499-1557),

1501-1576),

1522-1565).

Pribéh Ferro — Tartaglia — Cardano — Ferrari je jednim z nejkontroverznéjsich
pribéhu déjin matematiky. Sled neobycejnych a dramatickych udalosti tykajicich

Scipione del Ferro
Niccolo Fontana Tartaglia
Gerolamo Cardano
Lodovicco Ferrari

e N e

2020 MSC. Primérni 11D25; Sekundérni 11D45.

Klicova slova. Kubicky polynom, kvarticky polynom, diskriminant, eliptickd krivka, Mor-
dellova rovnice.

IPro zajimavost uvedme, ze jeden vytisk Pacioliho knihy vlastni Moravska zemska knihovna
v Brné.
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se objevu TeSeni kubické rovnice je poutavé popsan ve treti kapitole knihy The
Equation That Couldn’t Be Solved — How Mathematical Genius Discovered the
Language of Symmetry, jejimz autorem je Mario Livio. Kniha byla publikovana v
roce 2005 a cesky preklad této knihy vysel v roce 2008 pod nazvem Neresitelnd
rovnice.

V roce 1545 Cardano publikoval knihu Artis magnae sive de reguli algebraicis
liber unus (Velké uméni neboli prvni kniha pravidel algebry), ve které byl poprvé
uveden postup pro feseni kubické rovnice. Tato kniha, dnes znama jako Ars Magna,
je povazovana za pocatek moderni algebry. Cardanova kniha obsahuje rovnéz te-
Seni kvartické rovnice, které objevil v roce 1540 Lodovicco Ferrari. Podrobnou
historii kubickych a kvartickych rovnic muze ¢tendr nalézt také v knize Rasskazy
o fizikach i matematikach, kterou napsal Semjon Grigorjevi¢ Gindikin v roce 1981.
V angli¢tiné tato kniha vysla v roce 1988 pod nazvem Tules of Physicists and
Mathematicians.

Dnes, témér 500 let od vydani Ars Magna, je velmi obtizné si predstavit jak lidé
v Cardanové dobé zili a premysleli. Diky Cardanovu zivotopisu De Vita Propria
Liber, ktery Cardano napsal v pribéhu posledniho roku svého Zivota, muzeme
ziskat zajimavy pohled na dobu, kdy Ars Magna vznikla. Zivotopisné pojednani
De Vita Propria Liber bylo poprvé publikovano v Parizi roku 1653. V roce 1914 byl
Cardantv zivotopis prelozen do némciny pod nazvem Des Girolamo Cardano von
Mailand eigene Lebensbeschreibung a v roce 1929 také do anglictiny pod nizvem
The Book of My Life. Cesky pieklad z néméciny byl publikovan v roce 2021 pod
nazvem Muj Zivot.

Z historického hlediska je zajimavé pripomenout, ze témeér zadny z dnes bézné
pouzivanych matematickych symbol v Cardanoveé dobé jesté neexistoval. Pro lepsi
predstavu uvedme piehled autoru rtznych symboli, pouzivanych dnes v algebre,
spolu s letopoctem prvniho pouziti symbolu v tisku.

+,—  Widmann (1489)
(,) Tartaglia  (1556)

. Clavius (1593)

X Oughtread (1631)

: Johnson (1633)

v Rudolff (1525)

= Recorde (1557)

<, > Harriot (1631)
<,> Bougere (1734)
i=+/—1 Euler (1794)

Po nalezeni postupu pro feseni kubickych a kvartickych rovnic bylo ziejmé,
ze dalsi problém, ktery na matematiky ceka, je feseni kvintickych rovnic. Pribéh
hledani vzorce pro feseni kvintické rovnice trval od smrti Cardana priblizné dal-
sich 250 let. Tento problém byl vSak nesrovnatelné obtiznéjsi. Na problému reseni
kvintickych rovnic pracovala v pribéhu nasledujicich stoleti celd fada vyznamnych
matematiki. Uvedme alespon nékteré:
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Rafael Bombelli

Francois Viete

Thomas Harriot

James Gregory

Ehrenfried Walther von Tschirnhaus

(1526-1572),
(1540-1603),
(1560-1621),
(1638-1675),
(1651-1708),
Etienne Bézout (1730-1783),
Leonhard Paul Euler (1777-1783),
Erland Samuel Bring (1736-1798),
George Birch Jerrard (1804-1863),
Alexandre-Théophile Vandermonde  (1735-1796),
Edward Waring (1736-1798),
Joseph—Louis Lagrange (1736-1813),
Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Paolo Ruffini (1765-1822),
Niels Henrik Abel (1802-1829),
(

Evariste Galois 1811-1829).

Teprve objevy Abela a Galoiseﬂ uzaviely obdobi velkého a marného tsili na-
lézt Teseni kvintické rovnice. Jejich objevy prinesly prekvapujici a znepokojivou
odpovéd. Zadny vzorec pro feseni kvintické rovnice, ktery by vyuzival pouze ¢ty¥i
zékladni aritmetické operace a operaci odmocnovani, nemuze existovat.

Dtikaz, ze kvintické rovnice neni mozné vyresit podobnym zpusobem jako rov-
nice kubické a kvartické, ale neznamend, ze by kvintické rovnice nemohly byt re-
Seny pomoci jinych, slozitéjsich metod, napriklad pomoci eliptickych funkci. Touto
problematikou se v nasledujicim obdobi zabyvali

Charles Hermite (1922-1901),
Leopold Kronecker (1823-1891),
Felix Christian Klein (1849-1925).

Vyvoj teorie rovnic od této chvile pokracoval riznymi sméry, v nichz hrala stéle
dilezitéjsi ilohu teorie grup. Vratme se ale k problematice kubickych rovnic. V roce
1940 Boris Nikolajevic Deloneﬁ (1890-1980) a Dmitrij Konstantinovi¢ Faddg&jev
(1907-1989) piedlozili nasledujici problém:

Problém 1.1 (1940). Necht D € Z. Naleznéte metodu, kterd umozni uréit
vsechny normované kubické polynomy s celoc¢iselnymi koeficienty majici diskrimi-
nant D.

Problém [1.1 byl poprvé publikovin ve zndmé monografii [3] str. 313], kterd byla
v roce 1964 prelozena do angli¢tiny. Pro zajimavost uvedme, ze na anglickém pre-
kladu [4] se podstatné podilela Emma Lehmer (1906-2007). V [4] mtZe ¢tendf na-
1ézt Problém [I.1] na strané 412. Déle je vhodné poznamenat, ze autorem Problému
[I1] je zfejmé pouze Boris Nikolajevi¢ Delone, ktery se nalezenim metody zabyval
jiz pred rokem 1928. Nékteré diléi Deloneho vysledky, tykajici se Problému

2Tragické zivotni piibéhy Abela a Galoise jsou podrobné popsany v kapitoldch 4 a 5 v knize
Neresitelnd rovnice.
3Delone publikoval nékteré ¢lanky pod jménem Delaunay.



22 J. KLASKA

byly publikoviny v ¢lanku [2]. V [2| str. 25] Delone nalezl vSechny normované ire-
ducibilni kubické polynomy s celoc¢iselnymi koeficienty pro 16 konkrétnich hodnot
diskriminantu D a sestavil jejich tabulku. Tato tabulka byla rovnéz publikovana v
[3, str. 318] a [4l str. 418]. Metoda, kterou Delone k sestaveni tabulky pouzil, byla
zalozena na dvou podstatnych predpokladech:

(i) Diskriminant D je zaporny.

(ii) Polynomy jsou ireducibilni nad télesem racionédlnich éisel Q.

Deloneho postup tedy neni mozné aplikovat na pripad diskriminanttd D € Z,
kde D > 0. Navic, Deloneho postup neumoznuje urcit kubické polynomy, které
jsou reducibilni nad Q. Obecnéd metoda, kterd je FeSenim Problému [T} byla po-
prvé publikovédna v roce 2021 v ¢ldnku [20]. Tato metoda tzce souvisi s FeSenim
diofantické rovnice

YVZ= X4k, (1.1)
kde k je libovolné celé nenulové ¢islo. Rovnice (1) mé velmi dlouhou a zajimavou
historii, ktera sahd az do 17. stoleti k praci francouzského matematika Gasparda
Bacheta (1581-1638). Diofantickd rovnice se ¢asto nazyvd Mordellova rov-
niceﬂ na pocest Louise Joela Mordella (1888-1972), ktery vyznamné prispél k ob-
jasnéni nékterych vlastnosti této rovnice. Elipticka krivka odpovidajici Mordellové
rovnici se pak nazyva Mordellova kfivka.

Prvni objevy tykajici se Mordellovy rovnice je mozno nalézt v knize History of
the Theory of Numbers — Diophantine Analysis [5], str. 533-539)], jejimz autorem je
americky matematik Leonard Eugene Dickson (1874-1954). Literatura tykajici se
Mordellovy rovnice je pomérné rozsahla. Ctenéfi lze doporuéit napiiklad publikace
[T, 16, [T, (12}, 19, 25, 26}, 27, 28]

Dulezitym vysledkem Louise Mordella je tvrzeni, ze kazda rovnice ma
nejvySe konefné mnoho celoé¢iselnych fesSeni. Je ziejmé, ze je-li [Xo,Yy] je Te-
Senf rovnice (L.I), pak rovnéz [Xo, —Yp] je TeSeni (L.I). Pro Yy # 0, budeme fe-
seni [Xo,Yo] a [Xo, —Yo] povaZzovat za ruznd. Konefné je vhodné pfipomenout,
ze v soucasné dobé existuje rozsahla literatura tykajici se problematiky poly-
nomu majicich dany diskriminant. Vyznamné vysledky v tomuto oboru dosahli
zejména madarsky matematik Kélman Gyéry (*1940) a holandsky matematik
Jan—Hendrik Evertse (*1958). Z praci téchto autoru pfipomelime alespon pub-
likace [7, 8, @, [10, (13, 14} (15, 16, 17, [18].

V nésledujici kapitole uvedeme hlavni vysledky dosazené v ¢lanku [20], které
poskytuji feSeni Problému [T.1]

2. RESENT DELONEHO PROBLEMU KUBICKYCH POLYNOMU

Necht D € Z a necht
C(D) = {f(z) = 2 + az® + bz + c € Z[z] : D(f) = D},
kde D(f) = a?b? + 18abc — 4a3c — 4b3 — 27¢? je diskriminant f(z). Je ziejmé, 7e

problém uré¢it mnozinu C(D), pro dané D € Z, je ekvivalentni problému nalézt

4Rovnice (T.1)) se nékdy nazyva Bachetova rovnice.



APLIKACE CELOCISELNYCH BODU ELIPTICKYCH KRIVEK ... 23

vSechna celoCiselna reseni diofantické rovnice
a’b? + 18abc — 4a’c — 4% — 2762 = D.

Reseni Deloneho problému mutzeme rozdélit do nékolika casti.

2.1. Ekvivalence na mnoziné C(D)

Necht f(z) = 23 + az?® + bx + ¢ € C(D). Pro kazdé w € Z definujme polynom
fw(z) = f(z4+w). PHimym vypocétem muzeme ovéfit, ze pro libovolné w € Z plati

D(fw) = D(f). (2.1)
Z rovnosti (2.1)) snadno plyne nésledujici lemma.
Lemma 2.1. Necht D € Z. Je-li C(D) # (), pak mnozina C(D) je nekoneénd.

Déle je mozné dokazat, Ze pro polynomy fy,(x) plati hezkd a uzitecnd identita

fut) =+ L0002 Ty, 22)
ve které vyrazy f'(w) a f”(w) oznacuji prvn{ a druhou derivaci f(x) v bodé w.
Necht C(D) # 0. Pro f(z),g(x) € C(D) polozme
f@) ~g(@) = 3Twel: g(x) = flz+w)= fu(z)

Lemma 2.2. Relace ~ je ekvivalence na mnoziné C(D).

Necht f(z) = 23 + ax® + bz + ¢ € C(D). Pak existuji jednoznaéné uréend &isla
w € Zaee€{0,1,2} tak, ze a = 3w + e. Polozme

r(z) = f(x —w) = 2> + ex? + (b — 3w? — 2ew)zr + 2w + ew? —bw +c.  (2.3)
Polynom r(z) budeme nazyvat kanonicky reprezentant tiidy
[£(@)] = {g(x) € C(D) : glx) ~ f(x)} € C(D)/~ .
Bude uzitecné zavést nasledujici konvenci.

Konvence 2.3. Pro zdpis polynomu f(x) = 2% + ax® + bx + ¢ € Z[z] budeme

vevs

P¥iklad 2.4. Necht f(x) = 2° — 322 — x + 6. Protoze D(f) = 13 je C(13) #
(). Podle Lemma je mnozina C(13) nekoneénd a z rovnosti (2.2) plyne, ze
polynomu f(x) odpovidd tfida rozkladu

[f(z)] = {2* + Bw — 3)2* + (Bw? — 6w — D)o +w® — 3w* —w+6:w € Z}.

Aplikaci vztahu (2.3]) obdrzime, Ze kanonicky reprezentant ti{dy [f(z)] je polynom
r(x) = 23 — 42 + 3 a podle Konvence [2.3| miizeme r(z) zapsat ve tvaru [0, —4, 3].

Pouziti Konvence [2.3] miize byt také uzitecné pro kratsi formulace nékterych
tvrzeni.

Lemma 2.5. Necht [a,b,c],[a’,V, ] € C(D). Jestlize [a,b,c] ~ [a', b, ], pak

a=a (mod3).
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Pomoci protiprikladu neni obtizné dokazat, ze opac¢nda implikace neplati. Zrejmé

1,0, -1],[1,2,1] € C(=23) a [1,0, —1] # [1,2,1].

Nésledujici Véta 2.6 mé pro feseni Deloneho problému zasadni vyznam.

Véta 2.6. Necht 0 # D € Z a necht C(D) # (. Pak C(D)/~ md konecné
mnoho trid.

Véta 2.6 je disledkem obecnéjsiho tvrzeni, které dokdzal v roce 1973 Kdlman
Gyéry v ¢lanku [13] str. 419]. Viz také [8] str. 109] a [I8, str. 475]. Alternativni
dikaz Véty 2.6 mize ¢tendr nalézt v ¢lanku [20] str. 107-108]. Tento dikaz je
zalozen na nasledujicim vyznamném vysledku Louise Mordella [27].

Véta 2.7 (L. J. Mordell, 1920). Necht 0 # k € Z. Pak Mordellova rovnice
Y2=X3+k (2.4)
md nejvyse konecné mnoho celociselnych resen.

Pro nalezeni vSech celo¢iselnych feSeni rovnice (2.4]) je mozné pouzit metodu s
niz se ¢tendf muze podrobné sezndmit v knize [30]. V soucasnosti je tato metoda
implementovana napiiklad v programech Magma a Sage.

Pro formulaci dalsich vysledki budeme potfebovat nékolik oznac¢eni. Pfedné, je-

li A kone¢nad mnozina, pak symbolem # A budeme oznacovat pocet prvkt mnoziny
A. Dale, pro libovolné 0 # D € Z, poloZzme

D)/~, jeli C(D
(D) = #C(D)/~, Je %C( ) # 0,
0, je-li C(D) = 0.

Konecné, symbolem R¢ (D) ozna¢me mnozinu vSech kanonickych reprezentanti
tfid rozkladu mnoziny C(D)/~. Mnozina Rc (D) se nazyvé dplny systém kano-
nickych reprezentanttt mnoziny C(D)/~. Je zifejmé, Ze plati

#Rc(D) = #C(D)/~ = c(D).

Nékteré zékladni vlastnosti mnoziny Re (D) popisuje nédsledujici véta.

Véta 2.8. Necht 0 # D € Z. Pak plati:

(i) [0,u,v] € Re(D) prdvé tehdy, kdyz [0,u, —v] € Rc(D).

(i) [1,u,v] € Rc(D) pravé tehdy, kdyz [2,u+ 1,u — v] € Rc(D).

Jestlize v # 0, pak v ¢éasti (i) Véty plat{ [0, u,v] # [0,u,—v]. Podobné v
¢asti (ii) plati [1, u, v] # [2,u+ 1,u —v] pro libovolné wu, v. Déle je mozné dokézat,
Ze Cast (ii) Véty muze byt formulovina v nasledujicim ekvivalentnim tvaru

(2,7, 5] € Ro(D) praveé tehdy, kdyz [1,7 — 1,r — s — 1] € Ro(D).

Je zfejmé, Ze vztahy (i) a (ii) uvedené ve Vété maji prakticky vyznam. Napri-
klad, pokud vime, 7e [1, —3077,64681] € Rc(—76), pak také [2, —3076, —67758] €
R (—T76).
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2.2. Pripad mnozin C(0) a R (0)
Mnoziny C(0) a Rc(0) tvori vyjimku celé teorie, kterou je nutné vyfesit samo-
statné. Uplny popis mnozin C(0) a Rc(0) uvedeme ve Vété

Véta 2.9. Necht f(x) = 2°+ax? + bz +c € Z[x]. Pak f(z) € C(0) prdvé tehdy,
kdyz existuji e € {0,1,2}, v,w € Z tak, Ze

f(z) = 2® + Bw + )2 + (3w? 4 2ew — 3v? — 2ev)z + w? + ew?
— (30% + 2ev)w + 20° + ev?
=(x+w—v)*(z+w+2v+e).

Rozklad C(0)/~ md nekonecné mnoho trid a mnoZina vsech kanonickych repre-
zentanti Re(0) miZe byt zapsana ve tvaru

Rc(0) = {[e, —3v% — 2ev,2v% + ev?] 1 e € {0,1,2},v € Z}.
Dtikaz Véty 1ze nalézt v [20), str. 110].

2.3. Mordellova rovnice Y? = X3 — 432D
Zékladn{ souvislost mezi mnozinou C(D) a Mordellovou rovnici Y2 = X3 — 432D
poskytuje Véta 2.10]

Véta 2.10. Necht 0 # D € Z. Jestlize Mordellova rovnice

Y2 =X%+k, kde k=—432D = —-2'3°D

nemd celociselné resent, pak C(D) = (.

Dukaz této véty lze nalézt v [20] str. 106].

Priiklad 2.11. (i) Necht D € {-1,-2,—5,—6,—9,—10}. Pak z4dna z Mor-

dellovyrch rovnic Y2 = X3 — 432D nemé4 celoéiselné feseni. Podle Véty
pak plati

C(—1)=C(-2) =C(-5) = C(—6) = C(—9) = C(-10) = 0.
(ii) Necht D € {2,6,7,9,10}. Pak zadn4 z Mordellovych rovnic Y? = X3—-432D
nema celociselné feseni. Podle Véty pak plati
C(2)=0C(6)=C(7) =C(9) = C(10) = C(11) = 0.
Kombinaci Lemma 2.1 a P¥ikladu 2.1T] obdrzime Vé&tu

Véta 2.12. Pro kaZdé D € Z nastane prdvé jedna z moznosti: mnozina C(D)
je bud prdizdnd, nebo nekonecnd.

Pro kazdé 0 # D € Z polozme
Mc(D) = {[Xo, Y] : Xo,Yo € Z,Y{ = X3 — 432D} a me(D) = #Mc(D).

Zamérme nyni kratce pozornost na aritmetické vlastnosti celociselnych reseni
rovnice Y2 = X3 — 432D, kde D # 0. Specidlni tvar koeficientu —432D zpfiso-
buje, ze rovnéz celoc¢iselna feSeni této rovnice maji nékteré specidlni vlastnosti.
Napiiklad pro kazdé [Xo,Ys] € Mc(D) plati Xo = 0 (mod 2) pravé tehdy, kdyz
Yy = 0 (mod 2). Muzeme tedy zavést nésledujici definici.
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(i) Reseni [Xo,Yy] € Mc(D) budeme nazgvat liché, kdyz Xy a Yy jsou licha.
(ii) Reseni [Xo,Yy] € Mo (D) budeme nazyvat sudé, kdyz X a Yy jsou suda

Zkoumani celkového poétu lichych a sudych feseni rovnice Y2 = X3 — 432D
odhalilo nésledujici skutecnost. Necht

G={DeZ:0#|D| <1000} a H= |J Mc(D).
DeG

Pak v mnoziné H existuje priblizné 33% lichych FeSeni a 67% sudych FeSeni.
Tento objev vede k zajimavé hypotéze, totiz ze asymptoticky pomér poctu lichych
a sudych feseni Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 432D je roven 1/2. Podrobnéjs{
informace muze ¢tenar nalézt v [20] str. 112].

Pfi konstrukei mnoziny C(D) hraje dileZitou roli také Lemma [2.13]

Lemma 2.13. Necht Xy,Yy € Z. Pak existuje nejvyse jedno cislo e € {0,1,2}
splnujict soustavu kongruenct

4e? — Xo =0 (mod 12), 4e® —3eXy + Yy = 0 (mod 108). (2.5)
Pro formulaci Véty 2.14] bude vhodné zavést nésledujici oznaceni. Necht
Ec(D) = {[[Xo,Yo), €] € Mc(D) x {0,1,2} : 4e* — X = 0 (mod 12),
4e® — 3eXo + Yy = 0 (mod 108)}.

Véta 2.14. Necht 0 # D € Z a necht f(z) = 2® + az® + bz + ¢ € Z[z]. Pak
f(z) € C(D) praveé tehdy, kdyz existuji w € Z a [[Xo, Yol,€] € Ec(D) tak, Ze

a=3w+e,
4e? — X,
b:3w2+26w+u,
12
4e? — X, 4e® — 3eXy + Y,
- 2 0 0 0
c=w"+ew” + D w + 108 .

Navic, pokud f(x) € C(D), pak

4e? — Xy 4e? —3eXo + Y,
T+

_ o) — 3 2
r(z) = flx —w) =2° + ex” + D 103

je kanonicky reprezentant tridy [f(x)].

7 Véty ihned plyne, Ze licha feseni [Xy, Yy] € M (D) nemohou spliiovat
podminku [[Xo, Yo],e] € Ec(D) pro zadné e € {0,1,2}. V nésledujicim piikladu
ukdzeme, ze i kdyZz mnozina Mc(D) obsahuje sudé feSeni, mnozina C(D) muze
byt prazdna.

Piiklad 2.15. Uvazujme Mordellovu rovnici Y2 = X3 — 432D, kde D = 33.

Pak M (33) = {[25, £37), [36, £180], [108, £:1116], [180, £2412], [2113, £97129]} a
mc(33) = 10. Aplikaci Véty obdrzime, ze C(33) =0 a ¢(33) = 0.
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2.4. Metoda konstrukce mnoziny C(D)

Na zékladé predchozich vysledkii muzeme vytvorit postup, pomoci kterého je
mozné ur¢it mnozinu C(D) pro libovolné 0 # D € Z. Postup lze formalné roz-
délit do ¢tyt nasledujicich kroki:

1) Necht 0 # D € Z. Nejprve nalezneme mnozinu M¢ (D) vsech celoéiselnych
feseni [Xo,Yp] Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 432D. Podle Véty je
mnozina M¢ (D) koneéna. Je-li Mo (D) = 0, pak vypocet konéi. Z Véty
totiz plyne, ze C(D) = 0.

2) Pfedpokladejme, ze M (D) # 0. Ve druhém kroku uréime mnozinu E¢ (D).
Pro kazdé [Xo,Yo] € Mc(D) rozhodneme, zda existuje éislo e € {0, 1,2},
splnujici soustavu kongruenci . Podle Lemma vyhovuje této sou-
stavé nejvyse jedno ¢islo e € {0, 1, 2}. Protoze #E¢(D) = #C(D)/~, plati,
ze C(D) = 0 prave tehdy, kdyz FEc(D) = 0.

3) Predpokladejme, ze Ec (D) # (). Ve tretim kroku uréime mnozinu R (D),
tj. uplny systém kanonickych reprezentant mnoziny C'(D)/~. Vzhledem k
Vété 2.14] plati

4e? — Xo 4e® —3eXo + Y,
RC(D):He, TR T :[[XO,YO],e]eEC(D)}. (2.6)

4) Ve ¢tvrtém, zdvéretném kroku nalezneme mnozinu C(D). Aplikaci vzorce
(2.2)) pro vSechna r(x) € Ro(D) obdrzime

coy= | {x3 W) T ) i we z} . 2.7)
)

2! 1
r(z)€ERc (D
Vyse uvedeny postup budeme demonstrovat na Ptikladu 2.16.

Priklad 2.16. Necht D = 29. Naleznéte mnozinu C(29).
Nejprve uréfme mnozinu M¢(29). Rovnice Y2 = X3 — 12528 m4 10 fesen{ a

Mc(29) = {[24,+36], [33, £153], [112, +1180], [384, £7524], [528, £12132] }.

Déle, pro kazdé [Xo, Y] € M (29) nalezneme feseni soustavy kongruenci (2.5) a
uréime mnozinu Ex(29).

Ec(29) = {[[112, 1180}, 1], [[112, 1180], 2] }.

Aplikaci vztahu (2.6) obdrzime mnoZinu Rc(29), tj. uplny systém kanonickych
reprezentanti mnoziny C(29)/~.

Rc(29) = {2® + 2% — 92 — 14, 2% + 22% — 8z + 5}.

Odtud plyne, ze ¢(29) = #C(29)/~ = #Rc(29) = 2. Podle Konvence [2.3 mi-
zeme mnozinu R (29) zapsat struéné ve tvaru Re(29) = {[1, -9, —14],[2, -8, 5] }.
Konecné aplikaci vzorce (2.7) nalezneme

C(29) = {2® + Bw + 1)z? + Bw? + 2w — N + w* + w? — 9w — 14 : w € Z}U
{23 + (3w + 2)2® + (3w? + 4w — 8)z + w® + 2w? — 8w+ 5: w € Z}.
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2.5. Tabulky kanonickych reprezentantu t¥id rozkladu mnoziny C(D)/~

V roce 2022 byla metoda konstrukce mnoziny C'(D) pouZita pro sestaveni tabulek
kanonickych reprezentanti tfid rozkladu mnoziny C(D)/~ pro vSechna D € Z,
kde 1 < |D| < 1000. Dosazené vysledky byly prezentovany v publikaci [21I]. V roce
2023 se podafilo tabulky [21] rozsifit pro v8echna D € Z, kde 1 < |D| < 10000.
Rozsifend verze tabulek byla publikovana v [23].

3. PROBLEM KVARTICKYCH POLYNOMU A JEHO RESENI

Je zfejmé, ze analogicky problém k Problému [I.]] je mozné formulovat také pro
pripad kvartickych polynomi. Pro libovolné D € Z definujme mnozinu

Q(D) = {f(z) = 2" + aa® + ba® + cx + d € Z[z] : D(f) = D},
kde D(f) oznaluje diskriminant polynomu f(x). Je dobfe zndmo, ze pomoci ko-
eficientl1 a, b, ¢, d 1ze diskriminant D(f) vyjadfit ve tvaru
D(f) = a*b*c* — 4a*b*d — 4a>c® + 18abed — 27a*d* — 4632
+ 16b*d + 18abc® — 80ab*cd — 6a>c*d + 144a>bd? (3.1)
—27c¢* 4 144bc*d — 128b%d* — 192acd” + 256d°.
Problém 3.1 (2022). Necht D € Z. Naleznéte metodu, kterd umozni urcit

vSechny normované kvartické polynomy s celo¢iselnymi koeficienty majici diskri-
minant D.

Je zfejmé, ze problém urcit mnozinu Q(D) je ekvivalentni problému nalézt
vSechna celo€iselnd Feseni diofantické rovnice D(f) = D. Hlavnim cilem této ka-
pitoly je poskytnout ¢tendri zdkladni informace o FeSenf Problému [3.1] které bylo
nalezeno v ¢ldnku [22].

3.1. Ekvivalence na mnoziné Q(D)

Necht f(z) = 2* +ax®+br? +cx+d € Q(D). Pro kazdé w € Z definujme polynom
fw(x) = f(z+w). Podobné, jako v pfipadé kubickych polynomi, mtizeme ovérit, ze
pro libovolné w € Z plati rovnost D(f,,) = D(f), jejimz diisledkem je Lemma 3.2}

Lemma 3.2. Necht D € Z. Je-li Q(D) # 0, pak mnoZina Q(D) je nekonecnd.

Déle je mozné dokézat, Ze pro polynomy f,,(x) plati identita

" 1 /
fulw)=at+L 3(,“’) B+l Q(f”) 2? + fﬁ”) z + f(w), (3.2)
ve které vyrazy f'(w), f”(w) a f"”'(w) oznacuji prvni, druhou a t¥eti derivaci f(x)

v bodé w. Necht Q(D) # 0. Pro f(z),g(z) € Q(D) polozme

f@)~g(@)—=IJFweZ:gx)=flz+w).

Lemma 3.3. Relace ~ je ekvivalence na mnoziné Q(D).
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Necht f(x) = 2t + az3 + bz? + cx + d € Q(D). Pak existuji jednoznaéné uréena
Cislaw e Zaee€{0,1,2,3} tak, ze a = 4w + e. Polozme r(z) = f(z —w) =
i texd +(b—6w? —3ew) x4 (c+ 8w +3ew? —2bw) +d— 3w —ew® +bw? —cw. (3.3)

Polynom r(z) budeme nazyvat kanonicky reprezentant tiidy

[f(@)] = {g(z) € QD) : g(x) ~ f(x)} € QD)/~ .

Konvence 3.4. Pro z4pis kvartického polynomu f(x) = z*+ax®+bz?+cr+d €
Z[z] budeme pouzivat strucnéjsi vyjddieni ve tvaru usporddané ¢tvefice koeficientu
[a’ b’ C7 d]'

P¥iklad 3.5. Necht f(z) = o* — 23 + 222 — 2+ 1. Z (3.1)) plyne, ze D(f) = 12,
a tedy Q(12) # (. Podle Lemma [3.2] je mnoZina Q(12) nekonecn a tfida rozkladu
obsahujici polynom f(z) je tvaru [f(z)] = {&* + (4w — 1)2® + (6w? — 3w + 2)2? +
(4w? — 3w? + 4w — 1)z + w* — w? + 2w? —w + 1 : w € Z}. Aplikaci vztahu (3.3)
obdrzime, 7e kanonicky reprezentant t¥idy [f(z)] je polynom r(x) = z* + 323 +
522 + 4z + 2 a podle Konvence muzeme r(z) zapsat ve tvaru [3,5,4,2].

Lemma 3.6. Necht [a,b,c,d],[a’,b,c,d'] € Q(D). Jestlize plati [a,b,c,d] ~
[@", V', ¢, d], pak

a=a’' (mod4).
Pomoci protiptikladu neni obtizné dokazat, ze opacna implikace neplati. Ziejmé
[17_574a_1]’[1a_67_3a 10} € Q(_23) a [17_5a4a_1] 76 [1a_67_3’ 10}
Nasledujici véta ma pro feseni problému kvartickych polynomi zésadni vyznam.

Véta 3.7. Necht 0 # D € Z a necht Q(D) # (. Pak Q(D)/~ md konecné

mmnoho trid.

Véta 3.7 je rovnéz disledkem obecnéjsiho tvrzeni, které dokdzal Kédlmén Gydry
v ¢lanku [I3] str. 419]. Alternativni dikaz Véty [3.7] mtize ¢tendf nalézt v [22 str.
42]. Dukaz prezentovany v [22] vyuzivd podstatného rozsifeni Mordellova vysledku
formulovaného ve Vété 2.7 Toto rozsifeni provedl v roce 1929 némecky matema-
tik Carl Ludwig Siegel (1896-1981) v clanku [29]. Specidlnim pfipadem Siegelova
vysledku je Véta [3.8]

Véta 3.8 (C. L. Siegel, 1929). Necht o, B € Z a necht 4a® + 273 # 0. Pak
eliptickd rovnice

=& +al+p (3.4)

md nejvyse konecné mnoho celociselnych resend.

Pro nalezeni vSech celoc¢iselnych feSeni rovnice je mozné pouzit, podobné
jako v pripadé Mordellovy rovnice , metodu popsanou v knize [30] a imple-
mentovanou v programech Magma a Sage.

Pro formulaci dalsich vysledkti budeme potfebovat nésledujici oznaceni. Pro
libovolné 0 # D € Z, polozme

_ [#Q(D)/~, jeli Q(D) #9,
1= {07 je-li Q(D) =0,
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a symbolem Rg(D) ozna¢me mnozinu vSech kanonickych reprezentantt t¥id roz-
kladu mnoziny Q(D)/~. Mnozinu Rg(D) budeme nazyvat uplny systém kano-
nickych reprezentanttt mnoziny Q(D)/~. Je zfejmé, ze #Rq(D) = #Q(D)/~ =
q(D).

3.2. Souvislost mezi Mordellovou rovnici a mnozinou Q(D)

Zakladnim objevem, ktery umoziiuje uréit véechny prvky mnoziny Q(D) je nalezeni
souvislosti mezi mnozinou Q(D) a Mordellovou rovnici (1.1]) pro specidlni hodnotu
koeficientu k. Tuto souvislost popisuje nasledujici véta.

Véta 3.9. Necht 0 # D € Z. Jestlize Mordellova rovnice

Y2=X34k, kde k=—1769472D = —2'33D (3.5)

nemd celociselné resend, pak Q(D) = 0.

Pro kazdé 0 # D € Z polozme
Mq(D) = {[Xo,Yo] : Xo,Yo € Z,Y{ = X§ —2'°3°D} a mg(D) = #Mqg(D).

Je mozné dokazat, ze opacnd implikace k Vété neplati. Z predpokladu
Mg (D) # 0 tedy obecné neplyne Q(D) # (.

P¥iklad 3.10. (i) Necht D = 2. Pak Mg (2) = 00 a podle Véty 3.9 plati, ze
Q(2) = 0.

(if) Necht D = —7. Pak Mq(—7) = {[-192, £2304], [16, £3520], [960, £29952]},
a tedy mq(—7) = 6. Presto ale Q(—7) = (. Skutecnost, ze Q(—7) = 0
je mozné dokazat pomoci Véty ktera bude uvedena v néasledujicim
odstavci.

3.3. Elipticka rovnice n? = £3 — 108X€ + 432Y,
P1i konstrukei mnoziny Q(D) hraje dilezitou roli Lemma

Lemma 3.11. Necht &y,n9 € Z. Pak existuje nejvyse jedno cislo e € {0,1,2,3}
spliiugici soustavu kongruenci &y = 36e? (mod 96), ny = 9efy — 108e3 (mod 1728).

Nasledujici Véta [3.12) je nejdulezitéjsim tvrzenim celé teorie. Poskytuje nutnou
a postacujici podminku pro Q(D) # 0. Véta mé konstruktivni charakter, tj.
umoznuje ur¢it konkrétni tvary kanonickych reprezentanti mnoziny Q(D)/~.

Véta 3.12. Necht 0 # D € Z a necht Mg(D) # 0. Pak Q(D) # 0 prdvé tehdy,
kdyz existuje [Xo,Yo] € Mg(D) tak, Ze eliptickd rovnice

n* =& — 108 X€ + 432Y) (3.6)

md aspot jedno celociselné tesent [€y, o] spliujici soustavu kongruenct
36e? — & = 0 (mod 96), (3.7)
108e® — 9e&y + 1o = 0 (mod 1728), (3.8)

432¢* — €2 — 72e%&y + 16eny + 144Xy = 0 (mod 110592) (3.9)
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pro néjaké e € {0,1,2,3}. Pak polynom
36e2 — & o 108e® — 9e&y + o

r(x) = 2t +exd + 96 T 798
N 432e — €2 — 72e%&y + 16eny + 144X,
110592

lezi v mnoziné Q(D).

Necht 0 # D € Z a necht Mg(D) # 0. Pak pro kazdé [Xo, Y] € Mgo(D) defi-
nujeme mnozinu ég(Dvx()a YO) = {[X07K)a507 770] : 5077]0 S Za 778 = 68 - 108X0§0 +
432Y;} a klademe e(D, Xy, Yy) = #&(D, Xo, Yy). Déle polozme

&)= |J &(D,Xo.Yo), e(D)=#E(D),

[Xo0,YoleMq (D)
EQ(D> = {[[X07Yba£07n0]7e] € (”@(D) X {07 172a3} re€ {07 17273} Splﬁuje pro

[ X0, Yo, €0, 70] soustavu kongruenci (3.7)-([B.9) }-
Véta je dtsledkem Véty

Véta 3.13. Necht 0 # D € Z a necht f(x) = 2* + az® + ba® + cx + d € Z[x].
Pak f(z) € Q(D) prdvé tehdy, kdyz existuji [[Xo, Yo, 0,0, €] € Eg(D) a w € Z
tak, Ze

a=4w—+e,
36e2 — &
9
36e2 — & 108¢e3 — 9e&y + 1o
5 T 1728 ’
36e2 — & 2 108¢e3 — 9e&y + 1o
96 1728
432e* — €2 — 72e2¢ + 16eny + 144X,
+ 110592 '

b= 6w? + 3ew +

¢ = 4w + 3ew? +

d = w*+ ew® +

3.4. Metoda urceni mnoziny Q(D)

Na zakladé teoretickych vysledkti prezentovanych v predchozich odstavcich mi-
Zeme vytvorit postup umoznujici uréit mnozinu Q(D) pro kazdé 0 # D € Z.
Tento postup muze byt formalné rozdélen do péti nasledujicich kroki.
1) Necht 0 # D € Z. Nejprve nalezneme mnozinu Mg (D) vSech celo€iselnych
feSeni [ X, Yy] Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 21633 D, Podle Véty je
Mg (D) konetna mnozina a podle Véty [3.9 plati, Ze pokud Mq(D) = 0, pak
Q(D) = 0.
2) Necht Mq(D) # 0. Pro kazdé [Xo,Yy] € Mg(D) sestavime eliptickou rov-
nici 7% = €3 — 108 X€ + 432Y; a uréime mnozinu & (D, X, Yy). Z Véty
plyne, ze &(D, Xo,Ys) je koneénd mnozina pro kazdé [Xo,Yo] € Mg(D).
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Sjednocenim vSech mnozin &(D, Xy, Yy) obdrzime mnozinu & (D). Je-li
&(D) =0, pak Q(D) = 0.

3) Necht &(D) # 0. Pro kazdou ¢tverici [Xo, Yo, o, m0] € &(D) provedeme
test, zda existuje ¢islo e € {0,1,2,3} spliiujici soustavu kongruenci (3.7))—
(3.9). Na zakladé téchto testt uréime mnozinu Eg(D). Je-li Eq(D) = 0,
pak Q(D) = 0.

4) Necht Eq(D) # 0 a #Eq(D) = n. Kazdému prvku [[Xo, Yo, &0, M0, €] €
Eq(D) ptifadime polynom

36e%2 — & o, 108e® — 9e&H + o

rle) = ot ea’ 4 =g 1728
N 432e* — €2 — 72e2¢y + 16eny + 144X,
110592
1
e 36e? — & 108e3 — 9eéy + no (3.10)
17 9% 1728 ’
432e* — €2 — 72e%&o + 16eny + 144X,
110592

Podle Véty lezi polynom r(z) v mnoziné Rg(D) a pfifazeni je bi-
jektivnim zobrazenim mezi mnozinami Eg(D) a Rg(D). Timto zplsobem
obdrzime tplny systém kanonickych reprezentantt mnoziny Q(D)/~. Necht

Ro(D) = {r1(x),...,r(x)}.
5) V zdvérecném kroku konstrukce mnoziny Q(D) piitadime kazdému r;(x) €

Ro (D) tfidu [ri(z)] = {ri(z + w) : w € Z}. Podle (3.2) plati, ze

[7‘1(56)] _ {1’4 + 7";”3('71)) 23 + 7’;’2(:1}) 22 + T;iz'u) z +T¢(w) Cw e Z}

{20 A ] wer)

Sjednocenim vSech t¥id [r;(z)] obdrzime mnozinu Q(D).

(3.11)

n 1 /

o) = U (o) = Y{ [ 50 50 ] ez

VySe uvedeny postup budeme demonstrovat na dvou prikladech.

P¥iklad 3.14. Necht D = 5. Pak Mordellova rovnice (3.5) méd tvar Y2 =
X3 — 8847360. Tato rovnice mé 6 celo¢iselnych feseni

Mq(5) = {[256, +:2816], [384, +:6912], [5136, £368064]} a mq(5) = 6.

Ke kazdému ze Sesti prvka mnoziny Mg(5) sestavime odpovidajici eliptickou rov-
nici (3.6 a tu vyTesime. Resenim eliptickych rovnic obdrzime nasledujici mnoziny:

&(5,256, —2816) = {[256, —2816, —48, 0]},
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£&(5,256,2816) = {[256, 2816, —96, =1728], [256, 2816, 48, 0],
(256, 2816, 192, £1728]}
&(5,384, —6912) = {[384, —6912, —144, 0]},
&(5,384,6012) = {[384, 6912, 0, £1728], [384, 6912, 144, 0]},
£(5,5136, —368064) = {[5136, —368064, —432, 0], [5136, —368064, —428, +-§],
[5136, —368064, 864, £2592],
[5136, —368064, 103897, +£33488317]},
&(5,5136,368064) = {[5136, 368064, 432, 0]}
Odtud plyne, ze
&(5) = {[256, —2816, —48, 0], [256, 2816, —96, £1728], [256, 2816, 48, 0],
256, 2816, 192, £1728], [384, —6912, —144, 0], [384, 6912, 0, £1728),
[384,6912, 144, 0], [5136, —368064, —432, 0], [5136, —368064, —428, +8],
5136, —368064, 864, £2592], [5136, —368064, 103897, £33488317],
[5136, 368064, 432,0]},
a tedy, e(b) = #&(5) = 18. Déle, pro kazdy z osmnécti prvki mnoziny &(5)
provedeme test, zda existuje ¢islo e € {0,1,2,3} spliiujici soustavu kongruenci
(13-7)—(3.9). Na zakladé téchto testl zjistime, Ze soustavé vyhovuji pouze ti prvky
mnoziny &(5). Z téchto prvku sestavime mnozinu Eg(5).
Eq(5) = {[[256, 2816, 192, —1728], 0], [[256, 2816, 192, 1728], 0],
[[384, 6912, 144, 0],0]}.
Kazdému prvku mnoziny Eq(5) nyni pfifadime uspofadanou ¢tvetici ¢isel defino-
vanou vztahem (3.10). Timto zpisobem vytvofime mnozinu Rg(5).
Ry (5) =4[2,0,-1,0],[0,-2,-1,0],[0,—2,1,0]}.

Na zékladé Konvence muzeme kazdou usporadanou ¢tverici lezici v mnoziné
R (5) interpretovat jako polynom. Plati tedy, ze Rg(5) = {ri(z),ro(x),r3(x)},
kde

ri(z) =2 +22° — 2, ro(z) =2t —22% — 2, r3(2) =2t — 227 + 2.

Polynomy ri(z), ro(x), r3(x) tvori dplny systém kanonickych reprezentantti mno-
ziny Q(5)/ ~. Plati tedy, ze #Rqo(5) = #Q(5)/~ = ¢q(5) = 3. V zdvéretném
kroku postupu aplikujeme vztah (3.11]), pomoci kterého kazdému reprezentantu
ri(z) € Rg(b) prifadime t¥idu rozkladu [r;(x)]. Sjednocenim vsech tfid [r;(x)] pak
obdrzime mnozinu Q(5).
Q(5) = {[4w, 6w? + 3,4w> + 6w — 1, w* + 2w — w),
[4w, 6w? — 2,4w> — 4w — 1, w* — 2w?* — w),

[4w, 6w? — 2, 4w — 4w + 1, w* — 2w? + w] : w € Z}.
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Piiklad 3.15. Necht D = —87. Pak Mordellova rovnice (3.5) méa tvar Y2 =
X3 4+153944064. Tato rovnice mé 6 celoéiselnych feseni.

Mo (—87) = {[—320,£11008], [-92, £12376], [448, £15616] }.
Ke kazdému prvku mnoziny Mg (—87) sestavime odpovidajici eliptickou rovnici
(3.6) a tu vyiesime. Resenim téchto eliptickych rovnic obdrzime nésledujici mno-
Ziny:

&(—87,—320,11008) = {[—320, 11008, —80, £1216], [—320, 11008, —48, £1728],
[—320, 11008, 240, +5184], [—320, 11008, 384, +8640],
320, 11008, 8592, +£796608]},

&(—87,-320,—11008) = 0,

&(—87,-92,12376) = {[-92, 12376, —156, 0]},

&(—87,-92,—-12376) = {[-92, —12376, 156, 0] },

&(—87,448,15616) = {[448, 15616, —156, £3240], [448, 15616, 96, +-1728]},

&(—87,448, —15616) = 0.

Odtud plyne, ze e(—87) = #&(—87) = 16. Pro kazdy z prvki mnoziny & (—87)
provedeme test, zda existuje ¢islo e € {0,1,2,3} spliiujici soustavu kongruenci
13- 7)—(3.9). Na zékladé téchto testi zjistime, Ze soustavé vyhovuji pouze Etyri
prvky mnoziny &(—87). Z téchto prvki sestavime mnozinu E(—87).
Eq(—87) = {[[—320, 11008, 240, 5184], 2], [[-320, 11008, 240, —5184], 2],
[[448, 15616, —156, —3240], 1], [[448, 15616, —156, 3240], 3]}
Kazdému prvku mnoziny Eq(—87) pfifadime uspofadanou ¢tvefici ¢isel definova-
nou vztahem (3.10). Timto zptisobem vytvorime mnoZinu
Ro(—87) ={[2,-1,1,0],[2,-1,-5,-3],[1,2,-1,0],[3,5, 6, 3]}
Na zékladé Konvence [3.4 miizeme kazdou uspofddanou ¢tvefici lezicl v mnoziné
R (—87) interpretovat jako polynom. Plati tedy, ze

RQ(787) = {7’1(56),7’2(1’),7'3(33),7"4(1')},
kde
ri(z) =2 +22% —2® +x, ro(x) =2 +22% — 2? — 5x - 3,
ra(z) =zt + 2% + 222 —z, r4(x) = 2* + 32° + 522 + 62 + 3.

Polynomy 71 (), ra2(x), r3(x), r4(x) tvori Gplny systém kanonickych reprezentanti
mnoziny Q(—87)/~. Odtud plyne, ze #Rq(—87) = #Q(—87)/~ = ¢q(—87) = 4.
V zavérecném kroku postupu aplikujeme vztah , pomoci kterého kazdému re-
prezentantu r;(x) € Rg(—87) pfifadime t¥idu rozkladu [r;(x)]. Sjednocenim vsech
tfid [r;(z)] pak obdrzime mnozinu

Q(-87) = {[4w + 2, 6w? 4+ 6w — 1, 4w® + 6w? — 2w + 1, w* + 2w — w? + w),

[4w + 2, 6w? + 6w — 1, 4w + 6w? — 2w — 5,
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w* 4 2w® — w? — 5w — 3],

[4w + 1, 6w? + 3w + 2, 4w® + 3w? + 4w — 1, w* +w? + 2w? — w),
[4w + 3, 6w? + 9w + 5, 4w® + 9w? + 10w + 6,

w* + 3w® + 5w 4+ 6w + 3] 1 w € Z}.

3.5. Tabulky kanonickych reprezentantia tfid rozkladu mnoziny Q(D)/~

V roce 2024 byla metoda konstrukce mnoziny Q(D) pouZita pro sestaveni tabulek
kanonickych reprezentanti t¥id rozkladu mnoZiny Q(D)/~ pro vSechna D € Z,
kde 1 < |D| < 1000. Dosazené vysledky byly prezentoviny v publikaci [24].

3.6. Suda a lichA FeSeni Mordellovy rovnice Y? = X3 —21633D

V nésledujicim lemmatu uvedeme nékteré zakladni vlastnosti celociselnych reseni
Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 21633D,

Lemma 3.16. Necht 0 # D € Z a necht [Xo,Yy] € Mg(D). Pak plati:

(i) Jestlize 2| Xo, pak 4| Xo, 8|Yp.
(i) Jestlize 2|Yy, pak 4| X0, 8|Yp.
(iii) Jestlize 3| Xy, pak 9|Yo.

(iv) Jestlize 3|Yy, pak 3| Xo, 9|Ys.

Kombinaci vlastnosti (i) a (ii) obdrzime, ze Xy = 0 (mod 2) <= Y = 0 (mod 2).
Je tedy prirozené zavést, podobné jako v pripadé kubickych polynomu, nasledujici
definice:

Resen{ [Xo, Yp] € Mg(D) se nazyva sudé, kdyz Xo a Yy jsou suda éfsla.
Reseni [Xo, Yy] € Mg(D) se nazyva liché, kdyz X, a Yy jsou lichd ¢isla.

Déle, pro kazdé 0 # D € Z polozme
£(D) = {[Xo,Ys] € Mo(D) : Xo = Yo = 0 (mod 2)},
O(D) = {[Xo, Y] € Mo(D): Xg =Yy =1 (mod2)}.

~—

Pak E(D)NO(D) =0 a E(D)UO(D) = M (D). Koneéné pro kazdé prirozené éislo
n definujme

cn)= S HED), c(-n)= 3 #E(D),
D=1 D=-1

o(n) =Y #0(D), o(-n)= Y #O(D).
D=1 D=-1

n
Vypocet hodnot éisel e(n), e(—n), o(n) a o(—n) prezentovany v ¢lanku [22] str.
46] odhalil nésledujici vyznamny rozdil mezi poc¢tem sudych a lichych FeSeni:

£(—1000) = 1572, £(1000) = 1090, o(—1000) = 100, o(1000) = 44.
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Z uvedenych hodnot plyne, Ze existuje priblizné 95% sudych a pouze 5% lichych
feSeni Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 21633 D pro 0 # |D| < 1000. Tato pfekvapu-
jici skutecnost se stala inspiraci k podrobnéjsimu studiu sudych feseni. Hlavnim
dosazenym vysledkem je tvrzeni, ze pro kazdé sudé feseni Mordellovy rovnice miize
byt odpovidajici elipticka rovnice nahrazena eliptickou rovnici (3.13)), jejiz
celociselné koeficienty jsou v absolutni hodnoté podstatné mensi, nez koeficienty

v rovnici (3.6) .
Véta 3.17. Necht 0 # D € Z a necht [ Xy, Yo] € E(D).
(i) Jestlize kongruence 3aXo + Yo — 4a® = 0 (mod 27) neplati pro Zddné a €
{0,1,2}, pak soustava diofantickgch rovnic
R?>+3T =X,, R®—9RT +1085% =Y, (3.12)

nend resitelnd v oboru celyjch cisel.

(i) Jestlize kongruence 3aXo + Yy — 4o (mod 27) plati pro néjaké o €
{0,1,2}, pak « je jednoznacné uréeno, Xo—4a? = 0 (mod 12), 3aXg+ Yy —
40 = 0 (mod 108) a mnoZina K vsech celoc¢iselnych veseni soustavy
muze byt ziskana z mnoziny L vsech celociselngch teseni eliptické rovnice

2 3 2 X() - 40[2 3OZXO + YQ - 4053
=g ad ¢ 108 '
Navic mezi mnoZinami L a K ezistuje vzdjemné jednoznacné zobrazeni
¢ : L — K definované vztahem

3 =

(3.13)

Xy — a?

P(€0.m0) = | =36 + a1, 2060 = 365 + o | = [Ro, S0, To] € K. (3.14)
(iii) Necht [Ro, So,To] € K a necht
R S T
— gt 02 D0 20
glx) =2+ g ¢ + A a:+256 € Q[x].
Dale necht e € {0,1,2,3} a ge(z) = g(x+e/4) € Q[z]. Pak D(g) = D(g.) =
Da

ge(z) € Ro(D) <= ge(x) € Zlx]. (3.15)

Postup nalezeni mnoziny Rg(D) v piipadé sudych feSeni Mordellovy rovnice
budeme demonstrovat na nésledujicim prikladu.

Priklad 3.18. Necht D = —87. Pak [X, Yo] = [-320,11008] € £(—87) a pro
a = 1 plati 3aXy + Yy — 40 = 10044 = 0 (mod 27). Podle Véty muizeme
mnozinu K vSech celo¢iselnych feseni systému diofantickych rovnic

R? 43T =-320, R®—9RT + 10852 = 11008
ziskat pomoci mnoziny L vSech celoc¢iselnych feseni eliptické rovnice
n? =& — €2 +27¢ 4 93.

Protoze
L ={[-1,£8],[7,£24],[11, +40], [239, +-3688]},
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aplikaci zobrazeni (3.14]) obdrzime, Ze
K = {[4, £8, —112], [~20, £24, —240], [~ 32, £40, —448], [~ 716, £3688, —170992]}.
Daéle aplikaci vztahu (3.15]) zjistime, Ze pouze dva prvky lezici v mnoziné K
vedou k polynomtim s celo¢iselnymi koeficienty. Z trojice [—20, —24,—240] ob-
drzime pro e = 2 polynom [2,—1,—5,—-3] € Rq(—87) a trojice [—20, 24, —240]
vede pro e = 2 k polynomu [2,—1,1,0] € Rg(—87). VSechny prvky mnoziny
R (—87) ziskdme analogickym postupem, ktery aplikujeme na zbyvajici Feseni
[Xo, Yo] € E(—87) = Mg (—87). Viz Priklad
Na zévér poznamenejme, ze mnozina K muze byt urcena také pomoci mnoziny

H = {[—80, +1216], [—48, £1728], [240, £5184], [384, +:8640], [8592, £796608] }
v8ech celoéiselnych feSeni eliptické rovnice (3.6)), tj. rovnice
n? = &3 4 34560¢ + 4755456.

Mnozinu K nalezneme tak, ze kazdému prvku [£y, 9] € H pritadime trojici
{ §o Mo 144X — &

127 216’ 432

a ze vSech ziskanych trojic vybereme pouze ty, které maji vSsechny souradnice
celociselné.
3.7. Nové hypotézy tykajici se Mordellovy rovnice
Necht 0 # D € Z a necht

0, kdyz Mq(D) =

u(D) = .
1, kdyz Mqg(D) #

Déle pro kazdé prirozené ¢islo n polozme

n —n

o(n) =3 uD) a o(-n)= 3 u(D).

D=1 D=-1

Vypoctem hodnot o(n) a o(—n) pro n < 1000 bylo v [22] str. 48] zjisténo, ze

o(1000) 280 o(—1000) 426 o(1000) 280
—— = ——=10,280 = = 0,426, ———— = — ~ 0,657.
1000 1000 ” 1000 1000 T o(—1000) 426 ’
Uvedené vysledky mohou vést k nasledujicim hypotézam:
im 27— 2 L0286 1im 25— 3 <029
n—oo N 7 n—oo N 7
(3.16)
. o) 2
lim = — ~ 0,667.

n—oo o(—n) 3
Domnénky prezentované v vedou k dalsi zajimavé otazce, totiz zda po-
dobné hypotézy mohou byt formulovany také pro pripad obecné Mordellovy rov-
nice. Je zfejmé, ze ke stanoveni takovych hypotéz bude zapotfebi mnoha vypo-
¢t na pocitaci. Diky vypoc¢tam, které provedli Michael A. Bennett a Amir Gha-
dermarzi v €ldnku [I], jsou zndma vSechna celo¢iselnd FeSeni Mordellovy rovnice
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Y? = X3 +k pro kazdé k € Z, kde 0 # |k| < 107. Na zakladé vysledkii téchto
autori mohou byt formulovany nové hypotézy.

Pro kazdé 0 # k € Z necht M(k) oznacuje mnozinu vSech celoéiselnych feseni
Mordellovy rovnice Y2 = X3 + k a necht

k 7 =
o) = 4 kv M(k) = 0,
1, kdyz M(k) # 0.
Déle, pro kazdé prirozené ¢islo n polozme
s(n) = Zy(k) a s(—n)= Z v(=k).
k=1 k=—1

Z Tabulky 1 a Tabulky 2, které jsou prezentovany v ¢ldnku [I], str. 642-643] obdr-
zime, 7ze

n

s(107) 1332934 s(—107) 834604 _ 0.083
107 107 107 107 T 7
s(—107) 834604

= ~ 0,626.
s(107) 1332934

Uvedené vysledky mohou vést k néasledujicim hypotézam:

~ 0,133,

2 = — 1 _
im 20— 2 013 S5 L _g0ss,
n—oo N 15 n—oo N 12
)5 (3.17)
lim — 2 —0,625.
n—oo s(n) 8

Domnénky (3.16) a (3.17) byly predlozeny v ¢lanku [22 str. 49] ve formé pro-
blému: DokaZte nebo vyvratte hypotézy (3.16) a (3.17).

4. PERSPEKTIVY DALSTHO VYZKUMU

Predné tabulky uvedené v publikacich [2I] a [23] mohou poskytnout dulezitd vo-
ditka pro dalsi vyzkum obtizné problematiky tykajici se zdkona zachovani rozkladu
kubickych polynomt nad koneénymi télesy F,, kde p je prvocislo. Odkazy na li-
teraturu tykajici se tohoto problému muze ¢tenaf nalézt napiiklad v [211 str. 46].
Rovnéz tabulky prezentované v [24] mohou sehrat dilezitou roli p¥i studiu analo-
gického problému pro kvartické polynomy.

Daéle je mozné soustredit pozornost na nalezeni dikazti hypotéz uvedenych v
¢lanku [22] str. 48-49]. Tyto hypotézy se tykaji asymptotického poméru podtu fe-
Sitelnych a nefesitelnych Mordellovych rovnic. Volnym pokracovanim této studie
by mohlo byt urceni asymptotického poméru poctu lichych a sudych reseni Mor-
dellovy rovnice Y? = X3 4+ k, kde k = —432D a k = —1769472D. Nékteré diléi
vysledky tykajici se tohoto problému byly publikoviany v ¢lancich [20, str. 112] a
[22] str. 46].

Jiny mozny smér vyzkumu muze souviset s revizi vysledku, které se tykaji struk-
tury mnoziny Q(D)/~. Revize by méla vést k presnéjsi a ucelenéjsi predstavé o
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po¢tu tiid mnoziny Q(D)/~ a k podrobnéjsimu popisu vztahti mezi reprezentanty
téchto trid.

Konec¢né je mozné zamérit pozornost na popis podobnosti a odlisnosti struktur
mnozin C(D)/~ a Q(D)/~. Lze ocekavat, ze dulezitou roli v této otdzce budou
hrat Mordellovy rovnice Y2 = X3 — 432D a Y2 = X3 — 1769472D.

Vyfeseni uvedenych problémt by mohlo byt dalsi ¢asti pokracujictho pribéhu
kubickych a kvartickych rovnic.
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KONSTRUKCE KUZELOSECEK POMOCI VNEJSIHO SOUCINU
GEOMETRICKE ALGEBRY PRO KUZELOSECKY

PAVEL LOUCKA

ABSTRAKT. Clének se vénuje konstrukcim kuzelosecek ze skupin bodii a konstruk-
cim zaloZenym na pruniku dvou kuzelosecek; konstrukce jsou pak realizoviany pomoci
vnéjsiho soucinu, ktery se vyskytuje v geometrické algebte pro kuzelosecky. Popsané
postupy jsou umoznény i diky vyuziti projektivni teorie kuzelosecek, naptiklad za-
hrnutim reprezentace bodt v nekonec¢nu. Zvlastni ohled se bere na konstrukci ku-
zelosecek prochazejicich péti body a na hledani specidlnich kuzelosecek ve svazcich
kuzelosecek.

1. Uvop

Kuzelosecky — kiivky zndmé jiz starym Rekiim — nasly od antiky rfizné vyuziti
v architektufe, matematice, inZenyrstvi a v mnoha dalsich odvétvich, [6, [8]. Byl
to zvlasté rapidni rozvoj pocitacovych technologii béhem 20. stoleti, ktery béhem
poslednich desetileti podnitil dalsi vyuziti kuzelosecek, nejcastéji v problémech
spojenych s pocitac¢ovym vidénim a grafikou, [4} [14] 22} 26].

V tomto ¢lanku se ale namisto popsédni konkrétniho aplikaéniho potencialu
téchto kiivek pokusime spise prozkoumat jejich geometrickou krasu, a to za po-
moci spojen{ dvou matematickych ndstroji: 1) projektivni geometrie kuzelosecek
a 2) geometrickych algeber.

V sekci 2 ¢lanku definujeme zdklady geometrické algebry pro kuzelosecky, po-
piSeme, jak se v ni daji kromé vlastnich bodu redlné roviny reprezentovat i body
v nekonecnu, a nakonec stru¢né shrneme i klasifikaci rtiznych typu kuzelosecek.

V sekci 3 se potom zaméiime na pouziti teoretického zdkladu pfi konstrukci
vybranych kuzelosecek z danych prvkia. Kromé jiz zndmych poznatkt z projek-
tivni teorie kuzeloseCek sekce prezentuje také novd zjisténi (ta se zvlasté tykaji
tzv. zobecnénych parabol) a nabizi alternativni, geometricky orientované zpusoby
konstrukei kuzelosecek.

Pro vétsi strucnost ¢lanku bylo nutné zahrnout jen nejdilezitéjsi teoreticky
aparat a demonstrovat jen vybranou ¢ast moznych ptripadi. Detailnéjsi popis pro-
blematiky, dikazy vét a véts{ mnozstvi priklada lze najit v disertaéni praci [I7].

2020 MSC. Primarni 15A66; Sekundarni 15A75, 15A18, 14N05.

Klicova slova. Kuzelosecka, svazek kuzelosecek, singuldrni kuzelosecka, geometricka algebra,
Cliffordova algebra, redlna projektivni rovina, vnéjsi soucin.

Clanek vznikl na zékladé diserta¢ni prace autora v oboru Aplikovand matematika na FSI
VUT v Brnsg, skolitelem byl Petr Vasik z Ustavu matematiky.
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2. GEOMETRICKA ALGEBRA PRO KUZELOSECKY (GAC)

2.1. Struc¢ny Gvod do geometrickych algeber

Pro vétsi porozuméni strukture geometrické algebry pro kuzelosecky popisme nej-
drive vybrané koncepty tykajici se geometrickych algeber. Kvuli vétsi stru¢nosti vy-
birdme jen pojmy, které jsou skutec¢né dilezité pro pochopeni dalsiho textu. Pro de-
tailni popis vlastnosti geometrickych algeber muzeme doporucit knihu C. Perwasse
[25] a knihu P. Lounesta [20], které slouzily jako zdroje informaci pro tuto podsekci.

Zacnéme pojmem kvadraticky prostor, ktery je klicovy pro vystavbu geometric-
kych algeber (pro nase potfeby se omezime pouze na realné kvadratické prostory).

Definice 2.1. Kvadratickym prostorem RP?" se mysli redlny vektorovy pro-
stor dimenze n = p 4+ ¢ 4+ r opatfeny komutativnim pseudoskalarnim soucine
x: RPOT x RP9T — R a kanonickou vektorovou bazi

BRI .
=1, €p, €pt1s vy Eptgs €ptgtls - s Cptghr ) s

pro které plati

+1, proi=j, i,5€(l,p),

—1, proi=j, i,57€{p+1,p+q),
0, proi=j, 4,j€P+qg+Llp+q+r),
0, proi#j.

(2.1)

Jinymi slovy, kvadraticky prostor RP-?%" obsahuje p bazovych vektori, jejichz
druhd mocnina vici sou¢inu * je +1, g bazovych vektord, jejichz druha mocnina
je —1, a r bazovych vektort, jejichz druha mocnina je 0; jakdkoliv dvojice riznych
bazovych vektorii je pak na sebe ortogondlni, tedy e; * ¢; = 0 pro ¢ # j. Pozna-
menejme jesté, ze bazovym vektortim, jejichz druhd mocnina je 0, se Fiké vektory
nulové velikosti (angl. null vectors).

Ekvivalentné se dé také fict, ze kvadraticky prostor RP%" je (p + q + r)-
dimenzionalni redlny vektorovy prostor opatfeny kvadratickou formou, kterd je
indukovand bilinearni formou * s vlastnosti . Tato kvadraticka forma (stejné
jako bilinedrni forma, ktera ji indukuje) se dé reprezentovat diagondlni matici B,
ktera ma na hlavni diagonéle postupné p jednicek, ¢ minus jednicek a r nul. Kdy-
bychom napf. uvazovali prostor R?3!, jeho kvadratick4 forma by byla reprezento-
vana matici

lBéiny skalarni soucin je symetrickd, pozitivné definitni, bilinedrni forma; pouzity soucin *
nazyvame jako ,pseudoskalarni® v tom smyslu, ze jeho nadsobenim néjakého nenulového vektoru
sama se sebou miuzeme ziskat i 0 nebo dokonce zaporné cislo, viz dalsi text. Pouzity soucin je
symetricka bilinedrni forma, obecné ale neni pozitivné definitni. O bézny skaldrni soucin se jedna
pouze v pripadé, ze ¢ = r = 0.
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1 0 0 0 0 O
0 1.0 0 0 O
B 0 0-1 0 0 O
0 0 0-1 0 O
0 0 0 0-1 0
0 0 0 0 0 O

Matici B také mtizeme vnimat jako prehled vsech moznosti pseudoskalarniho sou-
¢inu mezi bazovymi vektory podle , napi. ey xe; = l,egxez3 = —1,egxeg =0
a pro rozdilné bazové vektory plati e; x e; = 0. Pokud bychom déle chtéli spocitat
v tomto prostoru pseudoskalarni souc¢in dvou obecnych vektoru u a v, 1ze to udélat
pomoci distributivity nebo — ekvivalentné — pomoci bézného maticového nasobeni
s vyuzitim matice B. Uvazujme napr.

u = 3e; — 2ez + ez — 4des + €5 — eg,
v =2e1 + ey — deg — ey + 3es + Teg,
které lze ddle reprezentovat jako vektory koeficientd v bézi {eq,...,eq, }, tedy
u=(3,-2,5-4,1,-1)",
v=(2,1,-4,-1,3,7)".

Potom u * v = u? Bv neboli

uxv=(3,-2,5-4,1,—1)

OO OO O
OO O OO

=312+ (=2)-1-1+ 5:(—1)-(—4)
=6-2+20-4—3+0=17.

(=1)-3+ (=1)07 =

Zminme také, Ze trojici (p, g, ) se ¥kd signatura a kromé poc¢tu bazovych vek-
tort, které se po fadé umocnuji na +1,—1 a 0, znaci tato trojice také signaturu
matice prislusné kvadratické formy, tedy pocty kladnych, zapornych a nulovych
vlastnich ¢isel matice.

Na kvadratickém prostoru lze pak pomoci nésledujici definice vystavét geome-
trickou algebru.

Definice 2.2. Necht je RP'%" kvadraticky prostor s pseudoskaldrnim souci-
nem * a kanonickou vektorovou bazi R”'*". Dale uvazujme volnou, unitarni a aso-
ciativni algebru A (RP%") nad kvadratickym prostorem RP:¢" jejiz soudin zna-
¢{me o. Potom A (RP27") se nazyva geometrickd algebra, jestlize pro libovolny vek-
tor a € RP»" C A (RP¢7) plati

aoa=axa. (2.2)
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Geometrickd algebra nad RP%" se pak znaci G (RP%") nebo jednoduseji G, 4,»
a jejimu soucinu o se pak ¥ikd Cliffordiv nebo geometricky soucin. Ackoli v defi-
nici vyse se tento soucin znadci jako o, obvykle se jeho znacka zcela vypousti; pro
geometricky soucin dvou objektl se tedy pouziva prosta juxtapozice.

Pozndmka 2.3. Casto se lze setkat s kvadratickymi prostory, které nemaji zadné
bazové vektory nulové velikosti; v takovych ptipadech se prostor obvykle znaci
pouze jako RP*? a pridruzend geometricka algebra jako G, ,. Podobné lze také
geometrické algebry budovat nad kvadratickymi prostory R™ s n-tici béznych eu-
klidovskych bazovych vektori, jejichz druhd mocnina je +1; takové geometrické
algebry se potom znaci jednoduse jako G,,.

Naésledné, pokud neni v kvadratickém prostoru ¢i prislusné geometrické algebte
pfitomna trojice hornich (resp. dolnich) indexti, ale napiiklad jen dvojice ¢i pouze
jedno cislo, i této dvojici ¢i jednomu ¢islu se nékdy rika signatura.

Abychom lépe mohli vysvétlit nékteré privliastky popisujici geometrické algebry
zavedené v Definici[2.2] feknéme nejprve néco vic o prveich geometrickych algeber.

Kromé vektort z RP%" (tedy vektort v bézném slova smyslu) obsahuje G, 4,
i jiné prvky, jak uvidime niZe (prvkim geometrickych algeber se pak obecné
sich pojmu, které mizeme snadno demonstrovat pomoci geometrické algebry Gs
s kanonickou vektorovou bazi {e1, eq, e3}.

Geometrickému soucinu vice riznych bazovych vektori se riké bdzovy blade. Pri-
kladem bazového bladu v této geometrické algebfe muize byt napr. eseser; takové
blady se pak nékdy zapisuji jednoduseji pomoci jednoho pismene, s naslednym
zietézenim spodnich indext, tudiz eseze; = ea31.

Stupen, nebo grade bazového bladu je potom pocet riznych generujicich bazo-
vych vektorit v bladu a znadi se gr. Plat{ tedy gr(esese;) = 3.

Dulezité je také, ze na poradi bazovych vektort v bazovém bladu zdlezi, da se
totiz ukazat, ze geometricky soucin dvou bazovych vektoru je antikomutativni, tj.

€;€; = —€;€4, (23)
z ¢ehoz mimo jiné plyne, ze geometricky soucin bazového vektoru se sebou samym
je nula, tj.
€;e; = 0.
Pomoci vlastnosti ([2.3]) 1ze jakykoliv bazovy blade preskladat tak, aby byly indexy
tvoricich bazovych vektora ve vzestupném poradi, naptriklad

€9€3€1 — —€92€1€3 — €1€2€3.

Mnozina vSech riznych bazovych bladt se vzestupnym poradim indext tvoficich
bazovych vektord, ve které jsou navic blady sefazeny vzestupné podle stupné, se
pak nazyva kanonickd algebraickd bdze geometrické algebry. Pro Ggs je to baze

Gs = {1,e1,e2,€3,€e1€2,€1€3, €263, €1€2€3} .
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Obecné plati, ze geometrickd algebra G, 4, méa vzdy bazové blady stupii 0 az
n =p+ g+ a jeji kanonickd algebraickd baze obsahuje dohromady 2" rtznych
bazovych bladia. Zde také poznamenejme, ze bazovy blade nulového stupné je 1
a ze bazovému bladu s nejvyssim moznym stupném se tika pseudoskaldr a znaciva
se jako I. Navic, pokud i-ty bazovy blade z kanonické algebraické baze oznac¢ime
jako E;, pak se da jakykoli multivektor A € G, 4, zapsat jako

on

A:ZaiEi, aeR
=1

nebo pomoci Einsteinovy sumac¢ni konvence jednoduse jako A = a’E;. Takovy
multivektor v Gz muze mit napft. formu

A=5— 362 + 76163.

Zminme také, ze multivektor, ktery se sklada jen z bladu k-tého stupné, se na-
zyvé k-vektor. Nékteré k-vektory se vyskytuji tak casto, ze maji i zabéhly jedno-
slovny nazev; napr. 1-vektortim se nékdy pro zjednoduseni riké vektory, 2-vektorim
bivektory a 3-vektorum trivektory.

Nyni, po priblizeni pojmu multivektoru, mizeme algebraické vlastnosti geome-
trickych algeber snadnéji vylozit:

1. To, ze geometricka algebra je volnd algebra, znamena, ze jeji prvky lze volné
konstruovat fetézenim pomoci soucinu algebry — tady konkrétné pomoci
geometrického soucinu, jak jsme vidéli na prikladech vyse.

2. To, ze geometricka algebra je unitdrni algebra, zmamend, ze vici jejimu
soucinu existuje neutralni prvek — neutrdlnim prvkem vici geometrickému
soucinu je 1.

3. To, ze geometrickd algebra je asociativni algebra, se da shrnout ve dvou
bodech:

(a) Multivektory spolecné s operaci s¢itdni multivektort a s operaci ndso-
beni skalarem tvori vektorovy prostor nad R.

(b) Geometricky sou¢in multivektort je viéi algebfe uzavieny, je asoci-
ativni a distributivni a navic plati, Ze geometricky soucin skalaru «
a multivektoru A je shodny se skalarnim nasobkem multivektoru, tedy

aoA=Aoa=aA.

Zasadni rozdil mezi geometrickou algebrou a jinymi asociativnimi algebrami je rov-
nost , které se Fiké definujici rovnost (angl. defining equation). Tato rovnost
rika, ze geometrickym soucinem 1-vektoru sama se sebou je skalar.

Jesté popisme dvé zasadni operace mezi multivektory — vnitrni a vnéjsi soucin.
Obé operace lze zavést pomoci tzv. stupriové projekce (angl. grade projection). Tu
nejprve zavedeme mezi bazovymi blady a pak ji rozsirime na multivektory.
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Definice 2.4. Necht E; je i-ty bazovy blade geometrické algebry. Potom stup-
novd projekce bladu E; na stupen k se znaci jako (E;), a je definovina jako

Eia pro gr(E’L) = ka
<E1>k =
0, pro gr(E) £ k.

Definice 2.5. Necht E; a E; je i-ty, resp. j-ty bazovy blade a jejich stupné
jsou po fadé k a l. Potom vnitrni soucin bladi F; a E; je definovan jako

B E — <EiEj>\k—l|v pro i,j >0,
o, pro i = 0 nebo j = 0.

Definice 2.6. Necht E; a F; je i-ty, resp. j-ty bazovy blade a jejich stupné
jsou po fadé k a I. Potom vnéjsi soucin bladi E; a Ej; je definovan jako

Ez' A Ej = <EiEj>k+l .

Pro nézornost uvedme jednoduchy priklad vnitrniho a vnéjsiho souc¢inu dvou
bézovych bladu:

(ere2) - ea = (er€2€2) )y 4 = (e1); = €1,

(6162) Neg = <6162€3>2+1 = <€16263>3 = ej€e9€3.

ProtozZe stupiiové projekce je distributivni, pro multivektor A = a*E; plati
<A>k = a’l <El>k; 9

a predchozi definice vnitiniho a vnéjsiho soucinu se tedy daji prirozené rozsitit na
jakékoliv multivektory.

Nakonec také zminme, ze lze ukazat, jak elegantné v sobé geometricky soucin
1-vektora spojuje vnitini a vnéjsi soucin. Jsou-li a a b 1-vektory, pak plati

ab=a-b+aAb.

Geometricky souc¢in dvou 1-vektoru je tedy formalnim souc¢tem jejich vnitiniho
a vnéjsiho soucinu. Zduraznéme ovSem, ze pro obecné multivektory tato rovnost
neplati. Je také vhodné upozornit na to, Ze pro dva ruzné 1-vektory a a b (a obecné
jakékoli dva blady stejného stupné) vnitini soudin splyva se soucinem pseudoska-
larnim, tj.
a-b=axb,

matici bilinedrni formy lze tedy vnimat i jako matici realizujici vnitini soucin
1-vektort.

2.2. Zaklady GAC

Geometrickd algebra pro kuZelosecky (zkrdcené GAC, z angl. Geometric Algebra
for Conics), puvodné navrzend C. Perwassem v knize [25] a pozdéji rozvinutd
trojicf Hrdina, Navrat a Vasik v ¢lanku [12], rozsifuje koncept dvoudimenziondlni
konformni geometrické algebry Gz ;1 (2D CGA) tak, aby byla novd algebra schopna
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reprezentovat kuzelosecky. Piesnéji fe¢eno, GAC je geometrickd algebra Gs 3 s vno-
fenim C' : R? — R%3 bodu p = we; + yes z roviny R? do 6-dimenzionalniho
podprostoru 1-vektortu ve tvaru
- L oo o L oo o
C(z,y) = ny +xeq +yea + E(ac +y°)ng + 5(37 — Yy )n_ + zyny, (2.4)
kde
{T_LX7’FL—77_-L+7615627n+7n—7n><} (25)

je baze Gs 3, spoleéné s bilinedrni formou danou matici

0 0 0 0 0 0 0-1

0 0 0 0 0 0-1 0
0 0 0 0 0-1 0 O
B— 0 0 01 0 0 0 O
0 0 0 01 0 0 O
0 0-1 0 O O 0 O
0-1 0 0 0 0 0 O
-1 0 0 0 0 0 0 O

Vyznam bazovych vektort je pak nasledujici: vektory n oznacuji tfi vzajemné
ortogonalni vektory, kterym se fika ,pocatky*, vektory e; a es jsou bazové vektory
euklidovské roviny R? a nakonec vektory n predstavuji trojici vzajemné ortogonal-
nich ,nekonecen*.

Poznamenejme, ze GAC jakoZto geometrickd algebra se signaturou (5,3) by
méla ve své vychozi definici obsahovat 5 bazovych vektorti s druhou mocninou
+1 a 3 bazové vektory s druhou mocninou —1; to ale, podle matice bilinearni
formy, zda se, neplati. Pfi¢inou je, Ze zde nepouzivame vychozi bazi, ale bazi
transformovanou, pro kterou plati, Zze vektory e; a ey maji druhou mocninu +1
a pocatky i nekone¢na se umocnuji na 0, jsou to tedy vektory nulové velikosti.
Navic, vnittni soucin kazdého pocatku se sobé odpovidajicim nekonecnem dava
—1, [12,113).

Zduraznéme také, Ze ani zménou puvodni baze se nezménila signatura kvad-
ratické formy matice B, jez je shodnd se signaturou geometrické algebry, tedy
(5,3).

Déle pripomenme zdkladni typy reprezentaci objektt v GAC:

Definice 2.7. Rekneme, 7e prvek A; € Gs,3 je reprezentaci geometrického
objektu A C R? wnitrnim soucinem pravé tehdy, kdyz

A:{pERQ:C(p)~A1:O},

kde ,-“ znaci vnitini soucin v GAC. Této reprezentaci se také ¥ika IPNS repre-
zentace (z angl. Inner Product Null Space Representation), [12].

IPNS reprezentace kuzelosecky @ v GAC j pak déna 1-vektorem

Qr =0 Ny +0 n_ +0 0y +vle; +v%ey + vy (2.6)
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a IPNS reprezentace bodu p = we; + yes, p € R?, je ddna vnotenim (2.4)), tedy
jako 1-vektor

1 1
Pr =n4 +xer +yes + 5(1“2 +yHng + 5(3:2 — 2 )n_ + xyny.

Je tedy vidét, ze jak bod, tak kuzelosecka, jsou vnoreny do 6-dimenzionalnich
podprostortt R%3.

Objekty GAC muzeme reprezentovat také pomoci vnéjsiho soucinu, kterému se
v geometrickych algebrach fiké wedge a ktery se znaci ,A“. Diky dualité (znacené
hvézdickou) mezi reprezentacemi vnitfnim a vnéjsim soucinem plati

{peR*:C(p)- A1 =0} = {peR*: C(p) A A} =0}.

Je to pravée Aj, které je v geometrickych algebrach obvykle povazovano za repre-
zentaci objektu A pomoci vnéjstho soucinu, v GAC je tomu ovsem trochu jinak.

7 je vzdy multivektor ve formé Ap An_ Any, kde Ao je 5-vektor, ktery obsahuje
pouze bazové vektory zastoupené v 6-dimenziondlnim podprostoru kuzelosecek
. Vzhledem k tomu je vhodné jako reprezentaci objektu A vnéjsim soucinem
v GAC zvolit préavé Ap:

Definice 2.8. Rekneme, ze prvek Ap € Gs,3 je reprezentaci geometrického
objektu A C R? wnéjsim soucinem pravé tehdy, kdyz

A={peR*:C(p) NAo Ali_ Ay =0}.

Této reprezentaci se také ikd OPNS reprezentace (z angl. Outer Product Null
Space Representation),[12].

Dualita mezi IPNS a OPNS reprezentacemi potom vypadd nésledovneé:
Ao = (A] An_ /\nx)* ,
A = (AO ANn_ /\T_lx)* .

Prechod od jedné reprezentace ke druhé se pak d& realizovat pomoci nepravych
pseudoskalarta
lor =nyn_nxejeany,

2.
IIO = ﬁ+€162n+n,nx, ( 7)
a vnitiniho soucinu jako
Ao = Ar - I10,
(2.8)
AI = AO . IO[.

Jak bude podrobnéji popsano v sekci [3] vnéjsi soucin se da vyuzit ke konstrukci
nékterych kuzelosecek — napr. OPNS reprezentace kuzelosecky @, kterd prochéazi
péti riznymi body p1, ..., ps, se di zkonstruovat jako

Qo = Py APy APy APy A Ps,
kde Py, ..., Ps jsou body p1,...,ps vnorené do GAC podle (2.4). Pomoci wedge se

da také ziskat IPNS reprezentace pruniku dvou kuzelosecek, konkrétné jako wedge
jejich IPNS reprezentaci, tedy

(@'NQ?), =QI A Q3. (2.9)
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Takto ziskany prunik dvou kuzelosecek se potom nazyva ctyrbod (angl. four-point),
[12].

Pozndamka 2.9. Je tfeba zduraznit, ze reprezentace objektt v GAC jsou ho-
mogenni — nenulovy nasobek reprezentace tedy predstavuje stejny objekt, jako
reprezentace puvodni, [12].

2.3. Projektivizace GAC

Kromé bodi redlné roviny R? lze také uvazovat body v nekonecnu — kazdy z téchto
bodu si lze predstavit jako spoleény bod vSech rovnobézek se stejnym smérem,
takovy bod se pak znadci Sipkou v prislusném sméru a lze ho reprezentovat jako
vektor tohoto sméru, viz Obrazek[I] Mnozina viech bodi v nekoneénu (pro viechny
mozné sméry rovnobézek) potom tvorl primku v nekonecnu lo,. KdyZ redlnou
rovinu déle obohatime o prvky v nekoneénu,vznikne projektivni reslnd rovina RP?,
tedy RP? = R2 U .. Pro snadné odlien{ se pak bodtm z R? ika vlastni body,
bodum v nekoneénu nevlastni body, a primce v nekonecnu nevlastni pﬁmkcﬂ [27,
15).

g

Obrazek 1. Nevlastni bod pos jako smér rovnobéznych piimek

Pozndmka 2.10. Poznamenejme také, ze slovem smeér se zde mysli spise sklon
primky, takze nenulovy nasobek nevlastniho bodu reprezentuje stale stejny ne-
vlastni bod. Sipka na Obrazku [1| by tedy klidné mohla byt obousmeérna.

Ackoli nevlastni body jsou pro teorii kuzelosecek zdsadni, GAC puvodné uvazo-
vala jen vlastni body, [12]. Jak vlastni, tak nevlastni body projektivni roviny RP?
se mimo ramec GAC daji snadno reprezentovat pomoci tzv. homogennich sourad-
nic, [11]:

2v anglicky psané literatufe se obvykle nevlastni bod nazyva point at infinity, ideal point
nebo figurative point, nevlastni primka pak line at infinity. Aby se daly vlastni a nevlastni body

a nevlastni—improper. I takto rozliSené nazvy lze v anglicky psané literature nékdy potkat.
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Definice 2.11. Necht p = (z,7), p € RP?, je vlastni bod, potom jeho homo-
genni souradnice v RP? jsou

p=k(z,y,1), keR\{0},
zatimco homogenni souradnice nevlastniho bodu pe, = (s,t), (s,) # (0,0), peo €
RP?, jsou
Po = k(5,1,0),  kER\ {0},
Pravé diky konceptu homogennich souradnic se v GAC daji reprezentovat jak
vlastni, tak nevlastni body, a to rozsifenim defini¢niho oboru vnoteni (2.4) z R?
na RP? podle nasledujici definice, [17, I8, [19]:

Definice 2.12. Upravou vnoieni C' : R? — R%3 ve formé (2.4) definujeme
rozsitené vnoteni CP : RP? — R>3 bodu p = (a,b,c), (a,b,c) # (0,0,0), redlné
projektivn{ roviny RP? jako

1 1
CP(a,b,c) = c*ny + acey + beey + §(a2 +b6Hny + 5((12 —b*)n_ +abny.

Pozndmka 2.13. Kdybychom misto bodu (a,b,c) € RP? chtéli do GAC vnofit
jeho nenulovy nasobek (tedy geometricky identicky bod), dostaneme po upravé
1 1
2 2
coz je opét jen nenulovy nasobek puvodniho vnoreni. Rozsifené vnofeni je tedy
konzistentn{ s Pozndmkou [2.9] protoze nenulovy ndsobek jakéhokoliv geometric-
kého objektu v GAC musi reprezentovat stejnou geometrickou mnozinu.

CP(k(a,b,c)) = k? (02n+ +acey + beey + ~(a* +b*)ny + =(a® — b*)n_ + abnx>7

Obrézek 2. Nevlastni body paraboly a hyperboly: Parabola ma jeden ne-
vlastni bod ve sméru své osy, hyperbola mé dva ve smérech svych asymptot.

Dausledek 2.14. Protoze vlastni bod p = (x,y) lze pomoci homogennich sourad-
nic zapsat jako (x,y,1), rozsirené vnoreni CP i pivodni vnoreni C' vnoruji vlastni
body do GAC stejnym predpisem:

1

1
5 (@ + Y + 5 (@7 —yP)n + ayns.

CP(z,y,1) = C(x,y) = ny + ze; +yea +
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Na druhou stranu, nevlastni bod p, = (s,t) s homogennimi souradnicems (s,t,0)
je do GAC vnoren ve formé

1 1
CP(s,t,0) = 5(32 + ), + 5(52 —t%)n_ + stny.

Poznamenejme také, Ze — na rozdil do vlastniho bodu — vnoreni nevlastniho bodu
obsahuje pouze ,nekonecna“ vektorové baze (12.5)).

2.4. Klasifikace kuzelosecéek

Pripomenme také, ze kuzelosecky se daji reprezentovat pomoci symetrické matice
typu 3 x 3, kterou lze ziskat z koeficient IPNS kuzelosecky (2.6) jako

—3(@" +07) —30% sot Q11 qi2 Q13
M= — 37~ —3@"—07) 3P| = @2 g2 ges |- (2.10)
%Ul %02 —vt q13 423 433

Pomoci této matice pak lze kuzelosecku plné klasifikovat, tj. urcit jeji typ a dalsi
vlastnosti, [16]. Jeji koeficienty také definuji obvyklé rovnice kuzelosecky v R2
resp. v RP?, [16}, [8]:

Qr2 :q112° + 2q127Y + qo2y° + 2¢137 +2¢03y + g3z =0, (2.11)

Q> :qur” + 2q127y + @2y” + 201372 + 2q23y= + q332” = 0. (2.12)

Pro nase ucely bude pozdéji dulezita i hlavni podmatice typu 2 x 2
1/~+ =— 1%
— -5 +v —350
M= My = 2 ) e (2.13)
+ q12  q22

a dalsi dvé podmatice typu 2 x 2

7 - 1,2
A 5V 22 g23
M11:< 2(12 ) 2+>=< ) (2.14)
5V —v 423 433

1=t 4 = 1,1
—3" v 5V i1 Q13
Mooy = ( 2( 11 ) 2 +> = ( ) (2'15)
3V —v q13 433

Nésledné definujme jesté pomocné veli¢iny
A = det(M),
§ = det(M),
_ (2.16)
J =tr(M) = qi1 + g2,
A" = det(M11) + det(May)
a popisme zakladni rozdéleni kuzelosecek na zakladé vyse definovanych matic a ve-
li¢in:

Definice 2.15. Necht je @ kuZelosecka reprezentovand matici M ve formé

(2.10), podmaticemi (2.13))—(2.15)) a pomocnymi veli¢inami definovanymi v (2.16)).
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Jestlize A # 0, pak nazyvame @Q reguldrni kuZeloseckou, v opacném pripadé
se jednd o kuzelosecku singuldrni (ve starsi literatufe se ji téz ¥k zvrhld). Ekvi-
valentné se da fict, ze matice M regularni kuzelosecky ma plnou hodnost, tedy
h(M) = 3, a matice singuldrn{ kuzelosecky nemé plnou hodnost, tj. h(M) < 3.

Jestlize § # 0, pak nazyvame Q stredovou kuzeloseckou, v opatném pripadé se
jedna o kuzelosecku nestredovou. Ekvivalentné se d4 Fict, ze podmatice M stfedové
kuzelosecky mé plnou hodnost, tedy h(M ) = 2, a podmatice nestfedové kuzelo-

seCky nemd plnou hodnost, tj. h(M) < 2, [I5].

Detailn{ klasifikaci kuZeloseéek v RP? na zékladé vyse definovanych matic a ve-
liéin lze najit v Tabulce

Umluva 2.16. KuZelosecka reprezentovand nulovou matici by ve skutecnosti
predstavovala vsechny body v RP? a takovd mnoZina obvykle neni za kuZelosecku
povaZovdna. Pokud tedy budeme miluvit o kuZelosecce v RP?, wvaujme vidy, Ze jeji
matice je nenulovd.

Umluva 2.17. V textu wvazujme jen kuielosecky s redlngmi koeficienty. Dru-
hym dechem dodejme, Ze i kuZelosecky popsané rovnicemi s vylucné redlngmi koe-
ficienty miiZou predstavovat mnoZinu v C? (resp. (CPQ), kterd je geometricky smys-
luplnd, jak lze vidét v Tabulce 1]

Pozndmka 2.18. Singularni kuzelosecky lze vzdy algebraicky rozlozit na dvojici
primek, a to véetné pripadu dvou splyvajicich pifimek ¢i dvou imaginarnich primek,
[8]. Jeden z algoritmii schopnych takové dekomporzice lze najit napf. v knize [27].

Dodejme také, ze v RP? mize byt alespoii jednou z dvojice piimek i piimka
v nekonecnu (nevlastni primka), proto se v klasifikaci dané Tabulkou [1| oznacuji
primky, které nejsou primkami v nekonecnu, jako pfimky wvlastni. Nakonec po-
znamenejme, 7e kuzelosecky obsahujici nevlastni pi{mku existuji v RP?, ale nikoli
v R2, takze je lze vyjadfit pouze rovnici ve tvaru , ale rovnici uz ne.

3. KONSTRUKCE KUZELOSECEK PoMOC{ VNEJSfHO SOUCINU (WEDGE)

3.1. Pét ruznych bodu

Jak bylo jiz zminéno, OPNS reprezentaci kuzelosecky @ lze obecné ziskat jako
wedge péti raznych bodu py, ..., ps vnorenych do GAC, tedy:

Qo =P NPy NP3 APy A Ps.

Takto ziskand kuzelosecka poté prochéazi vSemi péti body, nebo — v nékterych
pripadech — nemiize byt geometricky jednoznacné urcena; v takovych ptipadech
plati

P ANP,ANP3; APy A Ps=0.

Existenci, jednoznacnost a regularitu kuzelosecky dané pomoci péti bodu lze po-
soudit na zakladé nejvétstho poctu kolinedrnich bodu v dané pétici, [24], jak je
shrnuto v Tabulce 2
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Tabulka 1. Klasifikace kuzeloseéek v RP? podle hodnosti jejich matic a po-
mocnych veli¢in, [16] [7]

_ Dalsi
h(M) M) 2t Typ kuzelosecky
specifikace
Ay realna elipsa
50 J (redlnd kruznice, pokud g11 = ga2 a g12 = 0)
2 A zadna realnid mnozina
3 7>0 . sl
(imagindrn{ elipsa)
6<0 hyperbola
1 parabola
0<0 dveé vlastni reialné ruznobézky
2 550 vlastni realny bod
(dvé vlastni imagindrni ruznobézky)
2 A <0 dveé vlastni reialné rovnobézky
1 A0 nevlastni redlny bod
(dve vlastni imagindrni rovnobézky)
0 vlastni pfimka a nevlastni pifimka
1 1 dvojnasobna vlastni realna pirimka
0 dvojnasobna nevlastni pfimka

Prozkoumejme nyni nékolik priklada konstrukce kuzelosecky prochézejici 5 body
pomoci GAC wedgd]|

Priklad 3.1. Regularni kuzelosecku danou 5 body v obecné linearni poloze
(tj. Z&dné tii body nejsou kolinedrni) lze vidét na Obrézku [3| (a). Zvolené body
maji soufadnice (—1, —4), (3, —2), (3,3), (=2, 3) a (—4, 0), jejich GAC reprezentanti

jsou tedy

1 1
P =C(-1,-4) =ny —e; —4des + gmr — ?571_ +4ny,
_ 13 5
Py = 0(3, —2) =n4 + 3e; — 2e5 + ?TL_A,_ + 577,_ — 6ny,

P;=C(3,3) = ny + 3e; + 3ea + 9ny + Iny,

13 5
Py =0(-2,3) =ny —2e1 +3e2 + o g 6nyx,

3Piriklady uvedené v ¢lanku byly napocitdny v softwaru MAPLE s pomoci balicku ,,Clifford“,
[1], ktery umoziiuje vypoéty v prostredi Cliffordovych algeber.
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Tabulka 2. Klasifikace kuzelosecek danych péti body

Nejvétsi pocet Vytvorena kuzelosecka
kolinedrnich bodi existence regularita mozné typy
elipsa,
2 jednoznaéna regularni hyperbola,
parabola
3 jednoznacna singuldrni dvé riznobézky
! & nebo rovnobézky
. ; . (o é 1 ézk
4 nejednoznacné singularni dvé riaznobeézky

nebo rovnobézky

dvé ruznobézky
) nejednoznacna singularni nebo rovnobézky,
dvojnasobné piimka

P5 = 0(74,0) = ’FLJr — 461 -+ 8TL+ + 87’L,,
a OPNS kuzelosecka, kterd jimi prochézi, mé tvar 5-vektoru
Qo=PiANP,ANP3sA\NPy\P5s= —86nyejeanin_ + Tnjpejeanyny

+469nejean_ny —20npenyin_ny + 27npesnin_ny + 3588ejeanin_ny.
Konverze do IPNS reprezentace pomoci rovnic , pak dava 1-vektor
Qr=(Qo)" = —86ny — Th_ + 469n — 27e; — 20e3 — 3588n
a po prevodu do bézné rovnice dostavame elipsu
Q : —2312% + 86xy — 238y* — 27x — 20y + 3588 = 0.

Pro vétsi strucnost uvadime dalsi ukazky této konstrukce kuzelosecky z péti
bodu bez detailngjsiho popisu vypoctu.

Piipady, kdy jsou 3 body z 5 kolinedrni, jsou v témze Obrézku, v ¢dstech (b)
a (¢) — v obou pripadech jsme zkonstruovali kuzelosecku, kterd je jednoznacné ur-
¢end, ale je singuldrni; konkrétné dvojici pfimek (jedna pfimka z dvojice je uréend
tfemi kolinedrnimi body a druhd pfimka zbylymi dvéma body).

Pro dplnost uvedme také Obréazek 4] kde uvazujeme pétici bodu se 4, resp. s 5,
kolinedrnimi body — v obou pfipadech by kuZelosecka prochéazejici vSemi body
musela byt singuldrni{ (tedy dvojice ptimek), ani v jednom z pripadi ale nenf uréena
jednoznacné, takze Py A Po A P3 A Py A Ps = 0. Dtivod je tento: V podobrazku
(a) jedna z pfimek musi prochézet 4 kolinedrnim body a druhd zbylym poslednim
bodem — smér tento primky vsak muze byt jakykoli. Podobny tisudek si lze vytvorit
o podobrazku (b) — 5 kolinedrnimi body musi jedna ze dvou pfimek projit, druha
vsak muze mit jakoukoli polohu i smér.
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-6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 3 6

(a) 5 bodu v obecné linedrni (b) 3 kolinedrn{ body (c) 3 kolinedrni body
poloze

Obrazek 3. Kuzelosecky prochézejici 5 vlastnimi body

6 6
4 4 [ ]
[ ]
2 2 [ ]
L]
o 0 [ ]
[ ] [ ]
-2 -2 F [ )
[ ]
-4 -4t °
6 -6
-6 -4 -2 o 2 4 6 -6 -4 -2 0 2 4 6
(a) 4 kolinedrni body (b) 5 kolinearnich bod

Obrazek 4. Pétice vlastnich bodu se 4 a 5 kolinedrnimi body. Kuzelosecka
prochézejici takovymi mnozinami nemuze byt urcena jednoznacné.

Diky inkluzi nevlastnich bodid do GAC navic nemusime jako body konstruované
kuzelosecky uvazovat jen vlastni body; vzdyt nékteré kuzelosecky, jako napt. .
parabola, hyperbola nebo dvojice primek, obsahuji jeden ¢i vice nevlastnich bod.

Priklad 3.2. Piiklad takto nalezené paraboly je na Obrézku [5| (a) — parabola
prochézi 4 vlastnimi body a 1 nevlastnim bodem, ktery predstavuje smér jeji osy.
Zde také poznamenejme, ze wedge 4 vlastnich a 1 nevlastniho bodu vytvoti para-
bolu pouze za zvlastnich podminek, [I7]. To, Ze wedge 4 vlastnich a 1 nevlastniho
bodu muze snadno vytvorit i jiné kuzelosecky, je evidentni na podobrazcich (b)
a (¢) — v prvnim piipadé dostdvdme hyperbolu, jejiz jedna asymptota vede po-
uzitym nevlastnim bodem; v druhém pripadé vznika dvojice primek, z nichz ma
jedna smér nevlastniho bodu a spojuje 2 ze 4 vlastnich bodu (druhd pfimka pak
nutné spojuje posledni 2 zbyvajici body).

Ukéazky wedge 2 a vice nevlastnich bodu s vlastnimi body lze najit v disertacni
préci [I7].
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-6 -4 -2 0 2 3 6

(a) parabola (b) hyperbola (¢) rtznobézky

Obrazek 5. Kuzelosecky prochézejici 4 vlastnimi a 1 nevlastnim bodem

3.2. Ctyibod a dalsi bod

Ptipomenme, Ze pomoci GAC se da prunik dvou kuzelosecek reprezentovat jako
takzvany ctyrbod ve tvaru . Protoze ¢tytbod je algebraicky ekvivalentni vnéj-
$fmu souéinu ¢tyt individualnich bod, 1ze ho také vyuzit ke konstrukci kuzelosecky
prochéazejici ¢tyrbodem a dalsim bodem, ktery na pruniku kuzelosecek nelezi. Vel-
kou vyhodou této reprezentace a konstrukce je, ze takovou kuzelosecku muzeme
zkonstruovat, aniz bychom museli pocitat polohu individualnich bodt priniku,
a to podle nésledujici véty, [17]:

Véta 3.3. Necht Q} a Q% jsou IPNS reprezentace dvou riznych kuZelosecek
Q', Q% C RP?, a P; je IPNS reprezentace bodu p € RIP?, ktery nelezi na Q' N Q2.
Potom OPNS reprezentaci kuzelosecky @Q prochdzejici primikem Q' N Q% a bodem
p lze vyjadrit jako

Qo= (QINQ7) NP1 (3.1)

Piiklad 3.4. Uvazujme dvé riizné kuZelosecky, konkrétné elipsu Q! a hyper-

bolu @? s rovnicemi

Q': 922 + 25y% — 225 = 0,
Q?: 442° — 64xy — 4y* — 1122 + 136y — 31 = 0,
IPNS reprezentacemi
Qf = —34n4 + 167_ + 225n,,
Q% = 64ny —48n_ — 400, — 112e; + 136ey + 31n,,
a déle uvazujme body p; = (=2, —6) a ps = (6,2) s IPNS reprezentacemi
P} = C(p1) = ny — 2e1 — 6ey +20n, — 16n_ + 12n,,
P? = C(py) = ny + 6ey + 2eg + 200, + 16n_ + 12n,.
Nésledné miizeme udélat wedge étyibodu QF AQ? s body P}, P? podle , ¢imz
ziskdme OPNS kuzelosecky C*, C? jako

Ch=(Qin@2) AP}
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C3 = (QIA@3) AP}
Po konverzi do IPNS reprezentaci dostavame
Cl = (Ch)" = 25280 — 688n_ — 4147h . — 4424e; + 53725 + 182120,
C? = (C3)" = 63680y — 77287 + 22937, — 11144e; + 13532e5 — 38428n.,..

Vychozi situace a zkonstruované kuzelosecky jsou k vidéni na Obrézku [6}

-10.0 -7.5 -5.0 -25 0.0 25 50 7.5 10.0

Obrazek 6. Ctytbod ziskany jako prinik Q1, Q2 z Pfikladu Kuzelosecky
Cla C? byly vytvofeny jako wedge ¢tyfbodu s bodem py, resp. po.

Predtim, nez pouzijeme tento zptisob konstrukce k ziskani specidlnich kuzelo-
secek, zminme pojem tUzce spojeny se ¢tyrbodem a prinikem kuzelosecek — svazek
kuzelosecek, |27, 1§].

Definice 3.5. Svazek kuZelosecek generovany kuzeloseckami Q' a Q2 je mno-
zina vsech kuzelosec¢ek prochazejicich skrz jejich spole¢ny prunik. Ekvivalentné se
d4 fict, ze pokud jsou Q' a Q? reprezentovany rovnicemi F; = 0 a Ey = 0, pak se
da svazek charakterizovat pomoci vsech netrividlnich linearnich kombinaci rovnic
E1:OaE2:0,tedy

{Q:)‘E1+/J'E2:Oa A7u6R7(AHU’)7é(O’O)}

Fy =0 a FE>; = 0 jsou rovnice ve tvaru nebo , a to podle toho, zda
uvazujeme kuzelosecky v R? nebo v RP?.

Prusecéiktun obou generujicich kuzelosecek se pak tiké zdkladni body (volny pre-
klad anglického ,base points“), |24} 27, 3].

Pozndmka 3.6. Z algebraického pohledu maji dvé kuzelosecky vzdy ¢tyti pri-
seCiky, ackoli nékteré z nich mohou byt algebraicky vicendsobné a ne vSechny
musi byt redlné. Je dilezité si uvédomit, ze vsechny kuzelosecky svazku, ktery je
generovan kuzeloseckami Q' a Q2, prochazeji vSemi spoleénymi priseciky, a to
i v pripadech, kdy nejsou vSechny ¢tyrii pruseciky redlné, zahrnujeme tedy i pfi-
pady imaginarnich pruseciku a navic i pruseciky nevlastni. Priklad nékolika svazkt
kuzelosecek s riiznym poctem redlnych priseciki lze vidét na Obrazku [7]
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-
(d) (e)

Obrazek 7. Svazky kuzeloseCek generované dvéma kuzeloseckami. Pripady
4 az 0 redlnych prisecika.

Se znalosti konceptu ¢tyfbodu a svazku kuzelosecek mizeme tedy konstrukei
kuzelosecky pomoci vnéjsiho soucinu ¢tyrbodu a dalstho bodu vnimat jako vybér
jedné konkrétni kuzelosecky ze svazku, ktera prochdazi jak ¢tyrbodem, tak zvolenym
dalsim bodem. V nésledujicim textu toho muzeme vyuzit k nalezeni geometricky
vyznamnych kuzelosecek, které se ve svazcich vyskytuji.

3.2.1. Dvojice primek ve svazku kuzelosecek. Jednou z dilezitych skupin
kuzelosecek vyskytujicich se ve svazcich, je mnozina singuldrnich kuZelosecek, kteréd
se sklad4 (aZ na specidlni piipady) z nejvyse ti{ dvojic primek, jez prochézeji véemi
zékladnimi body svazku. Bod, kde se primky z dané dvojice protinaji, se pak
nazyvéa dvojity bod nebo diagondlni bod (angl. double point, resp. diagonal point).
Svazky tedy obvykle obsahuji az t¥i dvojice pfimek a odpovidajici dvojité body.
Vyobrazeni svazku a jeho dvojic piimek lze vidét na Obrézku[§] Zdiraznéme jesté,
ze zakladni body, dvojité body a dvojice primek svazku mohou byt i imaginarni,
27, 29, ).

Jsou to pravé dvojice primek ve svazku, které se Casto pouzivaji k nalezeni
pruseciku dvou kuzelosecek, [27], 2] [3]. Nejobvyklejsim zptisobem nalezeni dvojic
primek ve svazku je vyuziti faktu, Ze singularni kuzelosecky jsou reprezentovany
singuldrni matici. Protoze kazdd kuzelosecka @) ze svazku generovaného kuzelo-
seckami Q' a Q2 miliZze byt vyjadiena jako linedrni kombinace téchto kuzelosecek,
totéz plati i pro jejich maticové reprezentace. Jestlize tedy oznac¢ime matice kuze-
losecek Q' a Q? jako M; a M,, pak matici kuZelosecky Q je M = AM; + uMs.
7 toho plyne, ze aby @ byla singularni, musi platit

det(M) = det(AM; + pMs) =0,
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Obrazek 8. Svazek kuzelosecek prochéazejici ¢tyimi zdkladnimi body a jeho
t¥ singuldrni kuzelosecky, tj. dvojice piimek ([27])

coz predstavuje kubickou rovnici v proménnych A a p. Jeden z algoritmi na feseni
této rovnice je detailné popsany v knize [27].

Nyni ale popisme i jiny — geometricky motivovany — zptusob nalezeni dvojic pri-
mek ve svazku: Protoze kazdéa dvojice ptimek ve svazku prochézi zakladnimi body
svazku (reprezentovanymi ¢tyibodem) a zdroven svym dvojitym bodem, mizeme
kazdou dvojici primek zkonstruovat jako vnéjsi soucin ¢tyrbodu svazku a dvojitého
bodu dané dvojice primek.

I kdyz je myslenka takové konstrukce pomérné jednoduché, nalezeni dvojitych
bodu svazku neni zdaleka tak ziejmé. Nastésti bylo ukézdno, ze dvojité body
svazku lze vypocitat pomoci tzv. polarity kuzelosecek, [9].

Definice 3.7. Necht Q je kuzelosecka v RP? reprezentovand matici M a p =
(p,Yp, 2p)" je homogenni bod v RP?. Déle (zneuzitim znacenf) ztotoznéme ho-
mogenn{ ptimku [ : az + by + cz = 0 s vektorem jejich koeficientt, tj. I = (a,b,¢)T.
Potom se homogenni primka [ = Mp nazyva poldra bodu p vuci kuzelosecce @
a bod p se nazyva pdl, [27].

Definice 3.8. Necht @ je kuzelosecka a p1,ps,ps jsou tfi homogenni body
v RP?. Jestlize poldra kazdého z téchto boda prochazi zbyvajicim dvéma body,
pak se trojuhelniku Apipaps iké autopoldrni trojdhelnﬂﬁ kuzZelosecky @, [9].

Déle, necht Q! a Q? jsou dvé kuzelosedky a p1, pa, p3 jsou tii homogenni body
v RP?. Jestlize body p1,pa, ps tvoii autopolarni trojihelnik obou kuzelosecek sou-
¢asné, trojihelnik se pak nazyva spolecny autopoldrni trojihelnik kuzelosecek Q'
a Q2.

Véta 3.9. Dwvojité body svazku kuzelosecek tvori vrcholy spolecného autopoldr-
niho trojihelnika generugicich kuzelosecek Q' a Q?, [28].

Diky autopolarité dvojitych bodi svazku muzeme jejich vypoctu dosahnout za

pomoci nésledujici véty:

4Ang1ick§1 nézev pojmu je ,self-polar triangle; Cesky ekvivalent se nepodafilo najit, proto
volné preklddame ,self-polar® jako ,autopoldrni.
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Véta 3.10. Necht Q' a Q? jsou generujict kuzelosecky svazku kuZelosecek a M,
a Ms jsou jejich matice. Potom plati, Ze pokud spolecny autopoldrni trojihelnik
kuzelosecek Q' a Q? existuje, tak jeho vrcholy se daji vypocitat jako vlastni vektory
p zobecnéné ulohy vlastnich cisel a vlastnich vektoru

Mip = AMazp. (3.2)

‘ (b) spoleény autopoldrni trojihelnik kuze-
(a) autopolarni trojuhelnik kuzelosecky Q losecek Q1 a Q2

Obrazek 9. Autopolarni trojihelniky. (a) Pferusované primky jsou tecny
vedené z polu ke kuzeloseéce (poldry protinaji kuzelosecku pravé v bodech
dotyku). (b) Pferusované ¢dry znaéi dvojice pfimek ve svazku generovaném
dvéma kuzeloseckami.

Abychom nyni zkonstruovali dvojice pifimek ve svazku generovaném kuzelosec-
kami Q' a Q2, vypocteme dvojité body svazku jako vlastni vektory tlohy
a vytvorime vnéjsi soucin jejich GAC reprezentantii se étyibodem Q' A Q2 jako
v rovnici . Jinymi slovy, OPNS reprezentaci i-té dvojice pfimek svazku na-
jdeme jako

LPy = (Q} A Q) ACP(p).
P¥iklad 3.11. Uvazujme dvé elipsy E', E? s rovnicemi
E: 922 4+ 25y — 225 = 0,
FE? 42?4+ — 162 — 2y +1 =0,

s IPNS reprezentacemi

B} =16n_ — 34n, + 225n,,
E? = —3n_ —5ny — 16e; — 2e9 — ny,
a maticemi
9 0 0 4 0 -8
Mi=10 25 0 , My = 0 1 -1

0 0 =225 -8 -1 1
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ReSenim zobecnéného problému vlastnich ¢isel a vlastnich vektort (3.2) pak do-
stavame

M 13.0501 24167  2.2320  10.1865
X | ~ | 216502 |, (p1 P p3)% ~1.0921 —6.4631 —0.1261
s 2.7997 1 1 1

a IPNS reprezentace dvojitych bodu Py, P», P3 hledanych dvojic pfimek spoc¢itame
vnorenim ziskanych vlastnich vektori do GAC, tedy

P, = CP(p;), 1=1,2,3.
Nakonec ziskédvame kazdou dvojici piimek ve svazku podle konstrukce (3.1)):
LP, = (E}AE) AP, =123
Po konverzi do IPNS reprezentaci dostdvame dvojice pfimek:
LP} ~ —6181.4087_ + 5067.3287, — 11348.626¢; — 1418.578¢5 — 57712.203n ,
LP? ~ 602.7280_ + 341.532n, + 2281.956¢; + 285.245e5 + 2601.605n ,
LP} ~ —3231.034n_ — 2963.6297, — 13826.218¢; — 1728.277ey — 9844.710n .

ODbé generujici kuzelosecky svazku, jeho ¢tyibod a nalezené dvojice primek jsou
k vidéni na Obrazku [I0

-6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12

Obrazek 10. Ctyibod ziskany jako prinik kuzelosedek z Piikladu
Kazda ze tri dvojic pfimek byla ziskdna jako vnéjsi soucin ctyrbodu a pri-
slusného dvojitého bodu.

V nékterych tlohdch mize byt pak hledani dvojic pfimek obzvlasté jednodu-
ché, napr. pokud jsou dvé generujici kuzeloseCky soustfedné, jak mizeme vidét
v nasledujicim prikladu.
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P¥iklad 3.12. Uvazujme dvé soustiedné elipsy E', E? z Obrazku [11] (a). Pro-
toZe obé jsou soustiedné, je ziejmé, Ze jejich priseciky (reprezentované ¢tyibodem)
jsou soumeérné vici spole¢nému stfedu; jedna z hledanych dvojic primek tedy musi
prochdzet jak ¢tyrbodem, tak stfedem, ktery je v tomto ptipadé bod (0,0, 1). Diky
soustiednosti také plati, ze zbyvajici dvojice primek se sklddaji z rovnobézek, a je-
jich dvojité body jsou tedy nevlastni. Ve zvoleném piipadé maji navic obé generu-
jici elipsy osy rovnobézné se souradnymi osami, tudiz i rovnobézky dvojic primek
povedou rovnobézné se souradnymi osami — nevlastni bod osy x lze zapsat jako
(1,0,0) a nevlastni bod osy y jako (0,1,0). Diky takovému rozlozeni lze v tomto
ptripadé najit dvojice primek generovaného svazku bez nutnosti pocitat jakékoli
vlastni vektory — konstrukce pomoci vnéjsiho soucinu pak vypadé nasledovné:

LPY = (EL AE2) ACP(0,0,1),
LP% = (B} AE2) ACP(0,1,0),
LP3 = (E} A E2) ACP(1,0,0).

Elipsy E', E? na Obrazku [11] (b) maji také spole¢ny stied (0,0, 1), jedna z elips
je ale natocend o 30°. Situace je skoro stejnd jako predtim: Jedna z dvojic primek
pujde spoleénym stredem, a zbyvajici dvé dvojice budou tvorit rovnobézky; tyto
rovnobézky uz ale neptjdou ve smérech souradnych os, ale jejich nevlastni body
musi byt spoéitdny pomoci tlohy (3.2]). Vysledné vlastni vektory pak vychdzeji
jako

0 —0.2525 2.2281
(p1 p2 p3)= |0 1 1|,
1 0 0

a konstrukce dvojic primek je pak déana vztahy
LPy = (E} AE}) ACP(py),
LP3 = (E} AE}) ACP(py),
LPS = (E} A E3) A CP().

Pozndmka 3.13. Na zavér podpodsekce poznamenejme, ze konstrukce dvojic
primek demonstrovanym zpusobem neni moznd pro nékteré ze svazki, jejiz gene-
rujici kuzelosedky jsou vuéi sobé ve specidlnich polohéch; pro detaily viz [17].

3.2.2. Zobecnéné paraboly ve svazcich kuzelosecek. Dalsi vyznacnou sku-
pinou kuzelosecek ve svazcich jsou tzv. zobecnéné paraboly. Jak bude detailnéji
popsano dale v textu, svazek kuZeloseCek muze obsahovat pravé zadnou, jednu,
dvé, nebo (ve velice specidlnich piipadech) nekoneéné mnozstvi zobecnénych pa-
rabol; nejobvyklejsim piipadem ale budou dvé zobecnéné paraboly, [17].

Pripomenme, ze parabola je regularni, nestredova kuzelosecka. Pokud je tedy
reprezentovana matici M a hlavni podmatici M, plati

det(M) #0, det(M) = 0.
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7
®— py,LPt
? —— p3,LP?

—— p3,LP?

() (b)

Obrazek 11. Ctytbod jako priseéik dvou soustiednych kuzeloseéek z P¥i-
kladu[3:12] Jedna z vyobrazenych dvojic pfimek vznikla jako wedge ¢tyibodu
a spolec¢ného stredu kuzelosecek, dalsi dvojice pak jako wedge ¢tyrbodu s pri-
slusnym nevlastnim bodem.

Na druhou stranu, stejné jako hyperbola jakozto reguldrni kuzelosecka muze ,zde-
generovat® v dvojici riznobéZek (tedy kuzelosecku singuldrni), tak muze ,zdege-
nerovat“ parabola, jmenovité do dvojice rovnobézek ¢i jedné dvojnasobné primky
(tato dvojnasobnd pfimka navic muze byt nevlastni). KdyZ budeme tedy hledat pa-
raboly ve svazcich kuzelosecek, nebudeme se omezovat jen na paraboly v obvyklém
smyslu slova, ale zahrneme vSechny nestredové kuzelosecky, a to jak regularni, tak
singularni. Zobecnéné paraboly jsou tedy vSechny kuzelosecky vyhovujici vztahtim

M # 0, (3.3)

det(M) = 0. (3.4)

Kromé zminénych zobecnénych parabol navic muzeme uvazovat i dvojici primek,

z nichz je jedna vlastni a druha nevlastni, nebot takova dvojice také splnuje rov-
nosti a .

Prehled vsech typtu zobecnénych parabol lze vidét na Obrazku (nevlastni
primka je v podobrézku (d) zndzornéna jako prerusovand kruznice, protoZe ji mu-
zeme vnimat jako nekonecéné velkou kruznici obepinajici realnou rovinu R?).

Jak bylo ukdzéno v disertacni praci [17], pocet zobecnénych parabol ve svazku
generovaném kuzeloseckami Q' a Q? lze jednoznaéné urcit na zédkladé jejich matic
a podmatic, a to podle nasledujici véty.

Véta 3.14. Uvazujme kuZelosecky _Ql a Qz reprezentované maticemi My a My
tvaru (2.10) a hlavnimi podmaticemi My a My tvaru (2.13)). Ddle definujme matici

)
N — 1 712 7

T2 02
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(a) parabola (b) dvé rovnobézky  (c) dvojndsobnd (d) sjednoceni vlastni
primka a nevlastni pfimky

Obrazek 12. Typy zobecnénych parabol

kde
51 = det(Ml),
1 o
M2 =gt (adj (M) Ma)
0o = det(Mg).

Potom pocet zobecnéngjch parabol ve svazku generovaném kuzeloseckami Q' a Q2
mize byt urden na zdkladé matic My, My a N podle prehledu v Tabulce[3

Tabulka 3. Pocet zobecnénych parabol ve svazku generovaném kuzelosec-
kami Q' a Q? s maticemi M7 a My podle jejich vztahu a vié matici N.
Oznaceni pripadu zvyraznéno tucné. Pripady se znackou ,—“ nejsou alge-
braicky mozné.

My # kM, My = kM,
k#£0 k#0
Al B1
det(N) <0 2 realné paraboly -
det(N) = 0, A2 B2
N#0 1 realna parabola zadna parabola
A3 B3
det(N) >0 74dna realnd parabola -
(2 imagindrni paraboly)
A4 B4
N=0 nekoneéné mnozstvi identické redlné paraboly
riznych redlnych parabol QlaQ

Diky klasifikaci moznych pripadi mtzeme nyni vice diskutovat rtizné situace,
které mohou pri konstrukci zobecnénych parabol ve svazcich nastat. Podobné jako
v predchozim oddile, i zde budeme kiivky hledat jako wedge ¢tyibodu Q} A Q%
a dalgfho bodu. Kazd4 zobecnénd parabola (kromé téch, které obsahuji nevlastn{
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piimku) prochdzi pravé jednim nevlastnim bodem, ktery je asociovany se smérem
osy zobecnéné paraboly — z tohoto divodu je prirozené konstruovat vnéjsi soucin
¢tyrbodu a pravé tohoto nevlastniho bodu. Jak bude zanedlouho ukazano, zptisob
vypoctu nevlastnich bodi zobecnénych parabol ma podobnou strukturu jako vy-
pocet dvojitych bodu dvojic pifimek. Tyto nevlastni body muzeme nalézt pomoci
tzv. sdruzengch prumeéri a sdruZengch sméri.

Definice 3.15. Primce d se tika prumer kuzelosecky @, jestlize je polarou
néjakého nevlastniho bodu vici kuzelosecce (). Ekvivalentné se da fict, ze praumér
je jakakoliv primka prochazejici stfedem kuzelosecky.

Dvéma prumérum d; a do kuzeloseCky Q se Tika sdruzené, jestlize oba pruméry
jsou poldrou nevlastniho bodu druhého pruméru vudi Q.

Pokud jsou navic primeéry d; a dy sdruzené viiéi kuzeloseckdm Q' a Q2 soucasné,
k4 se jim spolecné sdruzené priméry kuzeloseéek Q' a Q?, [10, [15].

Definice 3.16. Uvazujme kuZelosecku @ a dva Smery poci = (TpoysYpos)®
A Poo2 = (Tpooys Ypoon) ! - POLOM Do @ Pooa se nazyvaji sdrufené sméry kuzelosecky
Q, jestlize jsou sméry jejich sdruzenych prumeéru.

Pokud jsou navic Smery peci a peca sdruzené vici kuzeloseckam Q' a Q2 sou-
¢asné, k4 se jim spolecné sdruzené sméry kuzelosetek Q' a Q2 [11].

Lze ukédzat, Ze svazek mé (obvykle dva) sdruzené sméry spoleéné vsem kuze-
loseckam ve svazku, takze i generujicim kuzeloseckdm Q' a Q%. Tyto sméry jsou
zaroven smeéry nevlastnich boda zobecnénych parabol. Lze je — stejné jako dvojité
body predtim — najit pomoci zobecnéného problému vlastnich ¢isel a vlastnich
vektort podle nésledujici véty, [17].

Véta 3.17. Necht Q' a Q? jsou generujici kuzelosecky svazku kuZelosecek a M
a My jsou jejich hlavni podmatice. Potom plati, Ze pokud spolecné sdruzené sméry
kuzelosecek Q' a Q? existuji, tak se daji vypocitat jako viastni vektory ps zobecnéné
ulohy vlastnich cisel a vlastnich vektori

Mipeo = AMspec. (3.5)
Abychom nyni mohli zkonstruovat zobecnéné paraboly ve svazku generova-
ném kuzelosetkami Q! a Q?, musime nejdiive najit spole¢né sdruzené sméry Dooj

podle (3.5)), pfiddnim nulové tfeti soufadnice z nich vytvorit nevlastni body peo;
a nakonec jejich GAC reprezentanty ,vywedgovat® se étyfbodem Q' A Q? jako

v (3.1)). Re¢eno matematictéji, OPNS reprezentaci j-té zobecnéné paraboly P7
svazku muzeme najit jako
PL=(QIAQ%) ACP(pey)- (3.6)

Nyni demonstrujme konstrukei zobecnénych parabol na konkrétnich ptikladech.
Kvli strucnosti textu uvadime konstrukei detailné pouze u jednoho prikladu; kon-
strukce u dalsich prikladu by byly analogické a jejich vysledek je v textu doprovo-
zen obrazkem a alespon struénym komentarem. Pro zevrubnéjsi diskuzi prikladi
viz [17].
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Priklad 3.18. (1) Uvazujme E', E? s rovnicemi
E': —132% + 8xyv/3 — 21y% + 225 = 0,
E? —202% — 24zy — 20y* + 922 + 68y + 19 = 0,
s IPNS reprezentacemi
Er = —8V3n, — 8n_ + 34n, — 2250,
FE? = 240, + 400, + 92e; + 68y — 190,

a hlavnimi podmaticemi

_ —13 4v3 _ —20 —12
M, = V3 . M, = )
4/3 —21 —-12 =20

ResSeni zobecnéného problému vlastnich ¢éisel a vlastnich vektorta (3.5) dava

M 0.2916 o 1.4547 —0.9115
~ ) (pool poo2) ~ ’
Ao 3.0142 1 1

IPNS reprezentace nevlastnich bodil peo1 @ poo2 asociovanych se sSmeéry poo1 a Goo2
os hledanych zobecnénych parabol je jejich vnofenim do GAC, tedy

Zobecnéné paraboly P7 jsou nakonec zkonstruovany pomoci wedge podle (3.1))
jako
Pl = (B} NE}) APyj, j=1,2

Po konverzi do IPNS reprezentace dostavame zobecnéné paraboly ve tvarech
P}~ —20.2775ny — 7.77860_ + 21.7183n, — 26.0840e; — 19.2795¢5 — 213.3868n,
P?x —12.7058n, — 1.1792n_ — 12.76047n., — 40.8760e; — 30.2127ey — 24.7243n,, .
Obé elipsy, Ctyfbod a nalezené zobecnéné paraboly se svymi osovymi sméry lze
vidét na Obrazku [L3] (a).

Mimoto jesté poznamenejme, ze tento priklad skutec¢né predstavuje pripad Al
z klasifikace podle Tabulky 3] tj. dvé rizné redlné paraboly ve svazku generovaném
kuzeloseckami Q' a Q2. To se d4 ukézat i algebraicky, protoze elipsy E'! a E? jsou

ziejmeé ruzné (takze jejich matice nejsou nenulovym nésobkem té druhé) a matice
N formy (3.14) je

N 225 340 4 48/3
340 + 48v/3 256 ’

takze det(N) < 0. Kromé toho uvedme struéné i piiklady pripadt A2, A3 a A4.
(2) Uvazujme dvé hyperboly H', H? z Obrazku [13] (b). Tyto hyperboly se vy-
znacuji tim, ze maji obé jeden spolecny nevlastni bod, ktery je zaroven nevlastnim
bodem p.o1 jediné paraboly ze svazku, ktery tyto hyperboly generuji. V tomto
svazku se tedy nachazi pouze jedna redlnd parabola, kterd ale nemuze byt vyse
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popsanym zpusobem zkonstruovand, protoze obé hyperboly se protinaji ve spolec-
ném nevlastnim bodé, ktery splyva s bodem p.1; plati tedy (HI1 A HIQ)*/\Pool =0.
Dalsi vypocet by potvrdil, Ze se jednd o pripad A2.

(3) Uvazujme dvé hyperboly H', H? z Obrazku [13| (c). Tyto kuzelosecky se
protinaji ve ¢tyrech realnych bodech, které ale dohromady tvori nekonvexni Ctyr-
thelnik, a snadno tedy nahlédneme, Ze skrze tyto ¢tyii body nelze prolozit zadnou
redlnou parabolu. Vypocet by v této konfiguraci vyustil ve dvé imaginarni para-
boly, tedy pripad A3.

(4) Nakonec prozkoumejme jesté svazek generovany parabolami Q*, @2 na Ob-
razku (d), které maji rovnobézné osy — v takovém pripadé svazek obsahuje
nekoneéné mnozstvi zobecnénych parabol. Zajimavé také je, ze zobecnénému pro-
blému muze odpovidat jakykoliv nenulovy vlastni vektor. Pokusime-li se
o konstrukci zobecnéné paraboly pomoci nevlastniho bodu po.1, ktery je asoci-
ovany se smeérem osy y, pak konstrukce selze, protoze je to zaroven nevlastni

prusecik obou parabol, takze (Q} A Q%)* A Py1 = 0. Na druhou stranu, pokud
utvorime vnéjsi soucin ¢tyibodu s jakymkoli jinym nevlastnim bodem, dostaneme
zobecnénou parabolu, kterd se sklddd z jedné vlastni piimky (spojujici vlastni
pruseciky obou parabol) a nevlastni pfimky. Lze ukazat, Ze jde o pfipad A4.

Aby priklady k moznym piipadiim z Tabulky [3] byly kompletni, ukazme jesté
B2 a B4.

P¥iklad 3.19. (1) Uvazujme dvé hyperboly H', H? z Obrazku |14| (a), jejichz
rovnice se liSi pouze v nasobku, takze predstavuji obé stejnou hyperbolu. V této
specialni situaci se svazek sklada jen z hyperboly samotné, takze svazek neobsahuje
zadnou zobecnénou parabolu a jedna se o pripad B2.

(2) Necht P!, P? jsou geometricky shodné paraboly z Obrazku [14] (b), jejichz
rovnice se taktéz lisi jen nasobkem. V tomto pripadé se svazek skladé jen z para-
boly samotné, kterd je jedinou zobecnénou parabolou svazku, a neni tedy potieba
zéddnou parabolu konstruovat (pfipad B4).

Protoze konstrukce zobecnénych parabol se ukazuje jako zvlasté uzitecna a ele-
gantni v piipadech Al (tedy, kdyZ jsou ve svazku pravé dvé ruzné redlné paraboly),
uvedme na zavér par dalsich prikladu této kategorie.

Priklad 3.20. (1) Ukazme si dva piiklady, ve kterych oba pary kuzelosecek
maji ¢tyfi ruzné pruseciky (Obrazek [15] (a,b)). V prvnim se kuzelosecky protinaji
ve dvou redlnych a imaginarnich bodech, i tak se ale pomoci naseho postupu
podarilo spocitat osové sméry i prislusné paraboly generovaného svazku. Druhy
piipad je prekvapivéjsi — kuzelosecky nemaji zadné redlné pruseciky (vSechny Ctyti
jsou imaginédrn{), i tak se ale povedlo zkonstruovat dvé paraboly generovaného
svazku.

(2) Uvazujme jesté ¢tyti dalsi priklady, ve kterych jsou generujici kuzelosecky
vuci sobé ve specidlnich polohédch (Obrazek [15] (¢)—(f)). Ve vSech piipadech je ale-
spon jeden z pruseciki vicendsobnym bodem dotyku, konstrukce parabol svazku
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81 == Pa1, P! 8 > P

—— P2, P? -=°F
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L L L L

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

(¢) A3 — z4dn4 redlnd parabola (dvé rizné (d) A4 — nekone¢né mnozstvi redlnych pa-
imagindrni paraboly) rabol (svazek obsahuje jen zobecnéné para-
boly)

Obrazek 13. Kuzelosecky z Piikladu(3.18] jejich prisediky a paraboly gene-
rovaného svazku. Pfrerusované paraboly nelze nami popsanou konstrukei ((3.6)
sestrojit.

byla ale vsude tspésna. Jak je vidét na obrazcich, kromé béznych parabol se v ta-
kovych situacich muzeme setkat i s parabolami v obecngjsim smyslu, jako jsou
rovnobézky nebo dvojndsobnd primka.

Vypocet matice N by potvrdil, ze vSechny tyto priklady skutecné spadaji do
kategorie Al, tedy dvé rizné realné paraboly ve svazku.

Pozndmka 3.21. Jestlize byly néjaké konstrukce parabol uvazovany v pribuzné
literature, obvykle se zabyvaly konstrukei paraboly skrz ¢tyri vlastni body. Pravdé-
podobné prvnim, kdo se takovou konstrukei zabyval, byl Isaac Newton v dile Ari-
thmetica Universalis, [23], kde pfedstavil geometricky zptsob nalezeni sméru os
parabol, které skrz ¢tyti vlastni body vedou.

Tento problém byl pak znovu diskutovén v [5], kde kromé zopakovan{ Newtonova
pristupu bylo také ukazano, ze tyto paraboly jsou az na vyjimky pravé dve.
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(a) B2 — zadné paraboly ve svazku (b) B4 - Q' a Q? jsou vzijemnd
identické a jsou jedinou parabolou ve
svazku

Obréazek 14. Kuzelosecky z Prikladu a jimi generované svazky. Vyob-
razené kuzelosecky Q! a Q2 jsou geometricky identické, takze generuji pouze
samy sebe a jsou jedinou kuzeloseckou ve svazku.

Explicitn{ vypoéet rovnic parabol skrz ¢tyti body byl pak uveden v [21], kde se
problém studoval s ohledem na konvexitu ¢tyfuhelniku tvoreného témito body.

Vsechny zminéné zdroje maji vsak spolecné to, ze ke konstrukci parabol pou-
Zivaly zndmé body a nijak nezkoumaly (zobecnéné) paraboly, které se vyskytuji
ve svazcich kuzelosecek a které prirozené se ¢tyrbodem souvisi. Snad jediny zdroj,
ktery se tématu lehce dotkl, je kniha [8], ve které byl néjaky piiklad parabol ve
svazku prezentovan. Jednim z cilt ¢lanku bylo tedy také seznamit ctenare se zobec-
nénymi parabolami jako s nécim, ¢emu se doposud nedostalo nalezité pozornosti.
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INVERZE MATIC NAD NEKOMUTATIVNIMI OKRUHY
POMOCI SCHUROVYCH DOPLNKU

ALZBETA KOCENDOVA A MIROSLAV KURES

ABSTRAKT. Je vysvétleno uziti Schurovych doplinku pro vypocet inverzni matice a
uveden ilustrativni priklad pro matice nad okruhem racionalnich kvaternionu s li-
chymi jmenovateli.

1. Uvop

Clanek lze chapat jako rozsifujici text pro kurs linedrni algebry. Zabyvi se me-
todou vypoctu inverzni matice, kterou lze pouzit pro nekomutativni télesa, ale i
nekomutativni okruhy. Lze ji samoziejmé pouzit i pro struktury komutativni. Jak
je obvyklé, inverzni matici pro étvercovou matici A fadu n rozumime matici A~!
spliiujici AA™L = A=1A = I,.

Hlavni uplatnéni vidime pro inverzi kvaternionovych matic nebo dualné kvater-
nionovych matic, které maji aplikace v kinematice a v dalsich oborech.

2. NEJBEZNEJSI METODY VYPOCTU INVERZNI MATICE

2.1. Vypocet uzitim adjungované matice

Zacnéme nejuzivanéjsi metodou uvedenou prakticky v kazdém ucebnim textu z li-
nearni algebry ¢i z algebry (viz napiiklad [4]). Algebraickym doplikem A;; prvku
a;; Ctvercové matice A rozumime determinant matice vzniklé z A vypusténim
i-tého Fadku a j-tého sloupce nisobeny (—1)"+/. Transponovanid matice z alge-
braickych doplnki se nazyva adjungovand matice, oznac¢ime ji adj A a mame tedy
A11 e Anl
adjA=|... ... ...
Ay oo A
Je-li A invertovatelnd s deteminantem d, lze inverzni matici A~! spoéist jako
é-nésobek adj A.
Diikaz tohoto tvrzeni neni tézky, pocitejme A -adj A. Diagonalni prvky soucinu
jsou tvaru 2221 a;r Ak, coz neni nic jiného nez Laplaceuv rozvoj podle i-tého
radku, a tedy diagondalni prvky jsou rovny d. Nediagonalni prvky soucinu jsou

2020 MSC. Primarni 15A09, 15B33.
Klicovd slova. Schuriuv doplnék, inverzni matice, nekomutativni okruh.
Préce byla podporena projektem FSI-S-23-8161.
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tvaru > _ ajxAik, j # 4, coZ lze opét chdpat jako Laplaceiv rozvoj podle i-tého
radku, kde hodnoty i-tého radku byly nahrazeny hodnotami j-tého fadku, tedy j-
ty radek je v takové matici dvakrat a ta je tudiz singularni. Proto jsou nediagonalni
prvky rovny 0 a protoze jsme zjistili, ze A - adj A = dI,,, dikaz je tim hotov.

Pro nekomutativni okruhy je ale tento postup problematicky, nebot je proble-

d
nam nekomutativita nasobeni umoznuje ¢tyri zobecnéni obvyklé definice determi-
nantu, a sice ad — be, ad — ¢b, da — bc a da — cb. Pokud akceptujeme prvni moznost,
ad — be, muzeme si vSimnout jevu, nad nimz se pozastavil uz slavny Arthur Cayley

a a .
b b)’ bude mit deter-

. . . . . - -y b
matickd uz samotnd definice determinantu. Uz pro matici druhého radu <(Cl >

(1821-1895): Matice se dvéma stejnymi sloupci, tedy (

minant ab — ab = 0, zatimco matice se dvéma stejnymi radky <Z lg) bude mit

determinant ab — ba, coZ je pri nekomutativnim nasobeni obecné nenulové ¢islo.

2.2. Vypocet uzitim Gaussovy-Jordanovy eliminace

Kvili vyse uvedenym potizim s deteminantem obratme nasi pozornost k dalsi
metodé. Inverzni matici lze najit tak, ze provadime fadkové tipravy matice (A | In)
typu nx2n vzniklé tak, ze k matici A zprava ,,prilepime“ identickou matici I,,. Tyto
radkové upravy provadime takové, abychom v levé poloviné obdélnikové matice
obdrzeli matici I,,, v pravé poloviné pak bude A~!, schematicky

(Al L) ~ o~ (I | A7),

Korektnost postupu je jasna: kazdéa radkova uprava matice A predstavuje nasobeni
matice A vhodnou regularni matici zleva; pro posloupnost fadkovych tuprav A pak
mame nasobeni matice A souc¢inem takovych reguldrnich matic, ktery ozna¢me P.
V levé poloviné (A | I,) tedy méme

PA=1,,
v pravé poloviné nasobeni matici P dava
PI,=A".

Také tento postup nelze pouzit pro libovolny okruh. Existuji totiz okruhy, kde in-
vertovatelnou matici A nelze obdrzet fadkovymi ani sloupcovymi tpravami z jed-
notkové matice (a pochopitelné ani I,, pak nelze obdrzet ipravami z A). P¥ikladem

je okruh R = Z[0] = {x + y0;x,y € Z} pro § = 119 V2_19 a matice

([ 3-6 2490
A‘(%—w maa'

5—-20 —-2-46
. s . . . _1 _ . 2’ V7 _
Tato matice ma inverzi, kterou je A~" = 3499 3-0 ) ale neexistuji rad
kové ani sloupcové upravy prevadéjici I,, na A nebo A na I,,. Uvedenym prikladem

se jako prvni zabyval Paul Moritz Cohn (1924-2006), ktery jej zminuje ve svém
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jiz zhruba Sedesdt let starém ¢lanku [I]. Dikaz neexistence fadkovych ¢i sloupco-
vych Uprav neni trividlni, vyzaduje jistou prupravu, ta je ovsem v ¢lanku popséna.
Existuji i jednodussi okruhy, nad kterymi matice tohoto druhu existuji: dalsi po-
drobnosti k jejich existenci, zejména pro pripad radt imaginarnich kvadratickych
poli, 1ze nalézt v [3].

3. VYPOCET UZITIM SCHUROVYCH DOPLNKU

3.1. Popis metody

Budeme pocitat inverzi ke ¢tvercové matici M. Tu si rozdélme na bloky takto:

A B
kde A je typu m x m, B typu m xn, C typun x m a D typu n x n. Je-li A
invertovatelna, nazveme matici

As=D-CA™'B (3.1)

Schuriv doplnék matice A v M.
Nyni muzeme M vyjadrit jako soucin tif matic. Pfesvéd¢me se ndsobenim, Ze
pro invertovatelné A je

(A BY_( In O\(A O\ (L. A'B
“\C D) \cA!' I,)\O A, (0] I, ’
Prinosem tohoto vyjadreni je, ze ted muzeme invertovat postupné t¥i matice v sou-
¢inu, a to v obrdceném poiadi, tedy aplikujeme (UVW)~! = W=tV -1y Je

zfejmé, ze prvni a tfeti matice invertovatelné jsou a druhd je invertovatelna prave
tehdy, kdyz je invertovatelna matice As. V takovém pripadé tudiz dostaneme

(L. —A'B\ (Al O I, O
M _<0 I, o a')\-ca 1,) (3.2)

Uvédomme si, ze postup nevykazuje nejednoznac¢nosti ani pro ptripad, ze matice
jsou nad nekomutativni strukturou, napiiklad nad kvaterniony. Pro komutativni
pripad pak snadno odvodime dalsi tvrzeni, a sice

det M = det A det As. (3.3)

Ano, prvni a tfeti matice maji prece determinant rovny 1, takze determinant M
je soucinem determinantt bloku prostiedni matice, tedy det A a det A5. Pro neko-
mutativni pripad ale takto zavedeny determinant zustava jen jednou z moznosti
(stejné tak se nabizi soufin det A, det A), takze determinantu zavedenému vzta-
hem budeme fikat Schuriv determinant. (V ponékud jiné situaci je timto
zpusobem poéitdn determinant v ¢lanku [5].)

Vratme se k inverzi matice. Algoritmus vypoc¢tu bude prosty. Matici A budeme
brat typu 1 x 1, pak pijde o jeden prvek v levém hornim rohu (fikdme mu pivot),
je-li jednotkou, existuje k nému prvek inverzni. Pokud jednotkou neni, provedeme
fadkové a/nebo sloupcové permutace tak, aby tento prvek jednotkou byl.
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Nyni se otdzka invertovatelnosti matice M pfevede na invertovatelnost matice
As, jejiz tad je o jednicku nizsi. Pro matici Ay proto postup zopakujeme a toto
iterujeme tak dlouho, az se problém zredukuje na invertovatelnost matice prvniho
radu, coz uz je trivialni.

Pokud jsme ptehodili fadky ¢i sloupce proto, aby pivot byl jednotkou, vynasobili
jsme matici jistymi reguldrnimi (tzv. permutacénimi) maticemi zleva nebo zprava.
Tak jsme obdrzeli novou matici

N = PMQ,

kde P a @ jsou permuta¢ni matice. Najdeme-li ovéem inverzi N—!, pak N~! =
(PMQ)™' =Q *M~1P~! a odtud

Mt'=QN'P

3.2. Okruh racionalnich kvaternionu s lichymi jmenovateli

Budeme uvazovat nekomutativni okruh raciondlnich kvaterniont s lichymi jmeno-
vateli EL tj.
R={a+bi+ cj+dk; a,b,c,d jsou racionéln{ ¢isla s lichymi jmenovateli,
i? =42 =k>=—1,ij = —ji = k}.
Vezméme libovolny prvek okruhu ¢ = a+bi+cj+dk. Podivejme se, jaké podminky
musi splnovat cisla a, b, c,d, aby byl prvek ¢ jednotkou okruhu R. To, ze g je
jednotkou znamend, Ze existuje prvek ¢~ = e + fi + gj + hk takovy, Ze plati
9 =q lg=1.
Musi tedy platit
(a+bi+cj+dk)(e+ fi+gj+hk)=1.
Roznasobenim dostdvame
ae + afi—+ agj + ahk + bei — bf + bgk — bhj
+cej —cfk —cg+ chi+dek +dfj —dgi —dh =1,
coz lze zapsat jako soustavu 4 rovnic pro 4 neznamé e, f, g, h.
ae —bf —cg—dh =1,
af +be+ch—dg=0,
ag — bh 4+ ce 4+ df =0,
ah+bg —cf +de=0.

Lyolba tohoto okruhu pro ilustra¢ni priklad méa své dobré duvody: z pohledu aplikaci je za
nekomutativni okruh vhodné vzit kvaterniony, ale existence multiplikativni inverze pro vSechny
nenulové prvky, kterou maji kvaterniony nad R nebo nad QQ, mnohé usnadnuje: proto jsme vzali
nekomutativni okruh, v némz multiplikativni inverze pro nenulové prvky obecné nemusi existovat;
dutlezité je i to, ze nds okruh R mé jediny maximdlni (oboustranny) ideél
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Reseni této soustavy je tvaru

B a Fe -b
a4 +d? T a4+ d? (3.4)
—c —d '
9 a2+b2+02+d2’ 02+b2+02+d2

a, b, c,d jsou racionalni ¢isla tvaru %, kde y je liché ¢islo. MuZeme snadno ovérit,
7e také ¢ 'g = 1.[

Potrebujeme zjistit, za jakych podminek budou ¢isla e, f, g, h stejného tvaru.
Vyjadreme jednotlivé koeficienty ve tvaru zakladnich zlomku jako a = 22 b = £2

Y1’ Y2’
— x3 — 24 3 " <+ 44
c= 32, d=7* adosadme do (3.4). Dostévime

— Y1 _ Y2
€= 22 f—x 2 2 2
4 1

g:"z 2 P 3

¥
|
¥
_|_
¥
_|_
¥
|
S48,
_|_
%
_|_
ks
_|_
M‘»‘-‘-

Zjednodusme vyjadreni e nasledovné:
T YiY3Y3y
v yyRl + 23ytydyd + adyivdvl + 2lyiydus
o Yiyauiyt al
v TRY3Y3YE -+ asyiysyi + ayiysyi + aiyiusys

7Z predpokladt vime, ze hodnoty y;, kde ¢ = 1,...,4, jsou liché. Je tedy zrejmé,
ze Citatel i jmenovatel prvniho zlomku jsou také liché. Parita citatele i jmenovatele
druhého zlomku zavisi pouze na hodnotich z;, kde ¢ = 1,...,4. Jmenovatel je
lichy pravé tehdy, kdyz je lichy pocet jednotlivych z; lichych. Ekvivalentné lze
tuto podminku formulovat tak, ze jmenovatel je lichy prave tehdy, kdyz je ¢islo
T1 + 3 + x3 + x4 liché. Pokud je tento soucet lichy, tak nezédlezi na hodnoté
¢itatele druhého zlomku, tedy hodnoté 1 a e bude ve tvaru %, kde y je liché ¢islo.
Analogicky lze ukézat, ze pokud je soucet x1 + xo + x3 + x4 lichy, tak také f, g, h
budou ve tvaru %, kde ¥ je liché &islo, tedy ¢~ € R. Jinymi slovy pokud je soucet
r1 + x2 + x3 + x4 lichy, tak prvek ¢ je jednotkou okruhu R. Pokud by byl soucet
r1 4 T2 + x3 + x4 sudy a vsechna z;, kde ¢ = 1,...,4, sudd mohl by nastat pripad,
kdy lze ve vyjadreni e, f, g, h kratit a dosdhnout tak také lichého jmenovatele.
Tento pripad ale vylou¢ime néasledujicimi ivahami. Nejdiive vylou¢ime pripad, kdy
je ¢ = 0. Takovy prvek zfejmé jednotkou neni. Dale predpokladejme ¢ nenulové.
Necht n je nejvétsi sudé ¢islo, které déli vSechna x;, kde i = 1,...,4, pak kazdé x;
Ize zapsat jako x; = nz;. Pak musi nutné byt alespon jedno z; liché. Necht je liché
napriklad z;. Potom pro e plati

o _ YIYY3YL nz
Y1 n? (23y3y3v3 + 23yTy3vi + 23yTysvi + 23yiysv3)’

e =

2tento vysledek je dobfe zndmy: inverzni kvaternion lze spocist pomoci konjugovaného kva-
ternionu; ve jmenovateli vidime pravé normu kvaternionu
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. _ Viviylyin !
Y1 n (21y3y3vi + 23yTy3us + 23yivayl + Zuiv3ys)

Vidime, ze v citateli jsou pouze licha ¢isla, takze n ve jmenovateli nelze kratit
a jmenovatel je tim padem sudy. Tedy ¢~! neni prvek okruhu R, neboli ¢ neni
jednotkou okruhu R. Analogicky to lze ukazat i pro liché zs, z3 nebo z4. Celkové
jsme odvodili:

Jednotky okruhu R jsou pravé ty prvky q = Z—i + Z—;z + Z—gj + Z—ik, pro které plati,
Ze soucet x1 + xo + x3 + T4 je lichy.

3.3. Ukazkovy priklad

Méjme okruh R ={a + bi + ¢j + dk; a,b,c,d jsou raciondlni ¢isla s lichymi jme-
novateli, i2 = j2 = k? = —1, ij = —ji = k}. Déle méjme zadanou matici M.
Vypocitejte inverzni matici k My, jestlize

2k 0 2 1

Mo — t4+2i+ij+k 0 0 35
0 — 1. .
4 - 1 3 : 2,

Pro pouziti algoritmu potfebujeme mit jako pivota jednotku. %k neni jednotka.
V prvnim tadku ve ¢tvrtém sloupci je prvek, ktery ovsem jednotkou je. Provedeme
tedy takovou permutaci, ve které prohodime prvni a ¢tvrty sloupec. Tim ziskame
matici kterd ma pivota jednotku. Vezméme permutacni matice

1000 00 01
01 00 01 00
Po=1g 01 0" ©@=]0 01 0
00 0 1 1000
Potom dostavame
10 2 2k
M, = PLMyQ; — 3] 0 0 3+31j—'3j+
J 0 1 3J
Z2i+k 2 2 2i+ ik

Na matici M; lze pouzit algoritmus a vypocitat prislusny Schurtv doplnék Ag;.
K tomu je potfeba rozdélit matici do blokti nasledujicim zptisobem

1 |0 2 2k
My = 3 [0 0 $+2i+ij+k
j |0 37
2i+k|2 2i 4i+ 1k
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Dostéavame tedy submatice

3j
A1:(1>, Blz(o 2 %k) o= i |,
2j+k
0 0 $+2i+3j+k
D=0 1 3J
32 di+ £k

Diky provedenému blokovému rozdéleni matice M; lze snadno spoéitat inverzni
matici k jednoprvkové matici A;. Tedy

ATl = (1)

Naésledné Ize dosadit do vztahu (3.1) pro vypocet Schurova dopliku,

0 6k $—%i+ii+k
Agq =Dy —CiA'Bi= |0 1+ 2k -2+

3 . .4 2, 16, , 1

5 22—2j+§k §+4*571+gk

Pro vipocet M; ' pomoci vztahu (3.2)) je nutné znat A_'. Pro vypocet této in-
verzni matice pouzijeme stejny postup jako pro vypocet Mfl. V matici Ag; vidime
jednotku v prvnim radku ve tretim sloupci. Vezmeme tedy permutacni matice

1 00 0 0 1
P=|0 1 0], Q=10 1 0
0 0 1 1 00
Pak dostédvame
1 4;, 1
My = PyAgQ2 = —%i + %j 1+ 2k 0
2418541k 2i-2j+ 2k 3

Matici opét rozdélime do blokt tak, aby byl pivot v jednoprvkové matici, tedy

L-ditLi+k] 6k 0
M, = —2i+ 1] 1+2k 0
242841k |2i-2j+4k 2

Dostavame submatice

1 4., 1. *%iJr%j
Ap=(L-ditj+k),  Ba=(6k 0), = s g )
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Pro matici Agl plati
-1 . .
At = (b + i &5 -3k).
Spocitejme Schuriv doplnék k matici Ms.

5, 10, 10,

~ 5410510 0
Asz = Dy — C2 4, 'By = 1949 ’ BN 194 3
—135 T 52"' 273 + 135k 3

Pro vypocet M{l je potfeba znét A;21. K vypoctu A;zl opét pouzijeme stejny
postup. V matici Ao je pivotem jednotka, takze neni potieba provadét permutace,
tedy

M3 = ASQ.
Matici M3 rozdélime do bloku

s+ 5it— 97 ‘0
Mz = 194 . 194 3)'
< 135+5Z+273+1 ks

Dostévame submatice

Ay =(5+2i-15),  By=(0). Cy= -1+ %+ 45+ 1),

Inverzni matice k matici Az je

Schurtiv doplnék k matici M3 je
A =Dy - C3A7" By = (3).

K jednoprvkové matici Ag3 vypocitame inverzni matici snadno jako

Ag = (g)

Hodnotu AZ;' lze dosadit do vztahu (3.2) a tim ziskdme hodnotu M;*

vl (B ~A7'Bs\ (A3 0 I 0
3 0 I 0 AZ ) \-cs43t 1,

1 2'
_ 53+ 3 a
§-bE- B

Jelikoz Ao = Mg, plati také A = M; ', Opét vyuzijeme vztah (3.2) a vypoci-

tame
Y= ~A7'By\ (A3t 0 I 0
2 0 I 0 AL \-cA7' L)
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odkud
1 _ 2, 1, 3 _6 46,46
5—5t—5J— 5k 5 T sit 3k 0
-1 _ 1 1., 1, 2 12,4 2
My  =|-5+35— 1 sk 5 50t 3 0
1 1; 10, , 19 2 2., 28 62, 5
~i5 9l otk —g-5it ik 3

Naésledujicimi dpravami ziskdme vztah pro hodnotu A;llz
My = Py A1Q,
Myt = (P AqQ0) ",
Myt =Q APy
a = QM5 P,

Dosazenim dostéavame

1 _ 1, 10, 19 _2_ 2,4 28, 62 5
) 5~ 9t~ 9J T 3k 55t tii—BE 3
-1 _ 1431, 1, 2 1 _2,, 2,
s1 = 5 t 50— 15 — 15F 5 5t 35 0
1_ 2, 1,_3 _6 46,46
5—5i—3J— 5k 5T sit 3k 0

Nyni vyuzijeme vztah (3.2) pro v¥pocet hodnoty M;

Y= —AT'By\ (A7 0 I 0
1= -1 —1
0 I 0 A7) \—oat o
1 2 2 4 .
22 1 31 - 14 1 1, 10 19 2 2. 28 - 62 5
_ |t -mi 1wk ool 9it sk 5o 5it ik 3
1 2. 1 1 1. 1 - 2 1 2, 2
55l 5k —15 T 50~ 157~ 15k 5 5it 5] 0
3 3 3 - 1 2, 1, 3 6 6 6
—5—5it+ 3] 55t~ 5] 5k —5tsitsk 0
Opét lze odvodit, ze
1 —
Mgt = QM P,
Dosazenim dostavame
3 3 3 1 2. 1, 3 6 6 - 6
—5 — 5t 3] 55— 5]~ 35k —5 itk 0
22 1 31 14 1 1, 10 19 2 2. 28 62 5
vl | B e wmi sk gl itk 55t R -Gk 3
o = 12, 1p Ll 14 2p L_ 2,42 0
55 5 15715 15~ 15 5 50T 3]
1 2 2 4 -
g+gk 0 *gl*g] 0
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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ SUTAZE MATHING

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

ABSTRAKT. Cldnok obsahuje dva vybrané priklady z internetovej matematickej st-
taze MATHING. V prvom priklade sa dokazuje implikicia, ktord obsahuje nerov-
nice, a su tu diskutované casto sa vyskytujice chybné postupy pri rieseni tohto typu
aloh. Druhy priklad je takisto dokazovy, na tému sudoku, a okrem diskusie k jeho
rieSeniu je tu zmienend aj motivicia k jeho zaradeniu do sitaze. V tomto pripade
sa riesenie dalo najst aj na internete, co je v stlade s pravidlami sitaze.

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kaZzdoroéne organizuje matematickd st-
taz MATHING pre §tudentov strednych §kél v Cesku a na Slovensku, s pévodnym
nazvom Internetova matematickd olympidda. V novembri v roku 2023 prebehol uz
jej Sestnasty rocnik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa nemalou mierou
podielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi a oboru Aplikovand matema-
tika. Na strankach mathing.fme.vutbr.cz je mozné nijst zadania aj riesenia
prikladov zo vsetkych ro¢nikov.

Tento prispevok je Siesty v poradi na tito tému. Pozrieme sa v nom blizsie na
dva priklady, ktoré boli v stitazi v minulosti zaradené.

1. PRIKLAD NEROVNOSTI

V roku 2022 bol priklad ¢islo 4 venovany nerovnostiam. Uvadzam tu jeho zadanie.
Priklad 1. Dokazte, Ze pokud redlnd cisla a,b splnuji nerovnosti
la+b] <ab+1<2, (1)

potom
la| <1, |b| < 1. (2)

Priklad skiiste vyriesit sami. Dve mozné riesenia prikladu nédjdete aj na stran-
kach sutaze.

Mojim cielom teraz nie je prediskutovat dalsie mozné spravne riesenia tohto
prikladu, ale ukédzat, ¢o vsetko sa pri rieseni dalo pokazit. Teda na ¢o vsetko
si treba dat pozor, ked dokazujeme takéto tvrdenie. Uvediem niekolko moznych
nespravnych postupov. Vsetky tieto chybné postupy sa v rieSeniach dorucenych
od nasich sutaziacich skuto¢ne vyskytovali, prvé tri opakovane, stvrty je perlicka
na pobavenie.
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Pre zaujimavost: Dokazované tvrdenie je v skutocnosti trochu inak zapisand
podmienka stability diferencnich rovnic druhého rddu.

Ak ¢isla a,b st korene kvadratickej rovnice x> + ax + B = 0, potom koefi-
cienty tejto rovnice o, B s dané vztahom o = —(a +b), 8 = ab.

Turdenie z prikladu 1 teda hovori, Ze ak st korene rovnice z2> + oz + 8 =10
redlne ¢isla a |a| < B+ 1 < 2, potom st oba korene rovnice v absolitnej hod-
note mensie ako jedna, co znamend stabilitu.

TakzZe nemusime tito rovnicu riesit, staci overit, ¢i plati |a] < f+1 < 2.

1.1. Prvy chybny postup
Skiisam najst také dve redlne ¢isla a, b, Ze plati , tj. la+bl <ab+1<2.

Napriklad to plati prea=0a b=10,5: |0+ 0,5/ <0-0,5+1< 2.

Alebo ajprea=0,5ab=0,5:10,5+0,5/<0,5-05+1<2.

Alebo ajprea=09ab=0,7:10,9+0,7<0,9-0,7+1< 2.

Ale ak sktsim vziat a = 1,2,3..., nedari sa mi najst také b, aby to platilo.

Takze vo vSetkych pripadoch, ktoré som nasla, plati |a| < 1,]b| < 1. Zaver teda

je, ze tvrdenie plati.
Kde je chyba: Overila som to len pre vybrané dvojice. Nemam istotu, ze pre
nejakd int dvojicu a, b, ktord som vobec neskisala, sa stane, ze bude platit ,
ale bud to pritom také velké é&isla, ze nebude platit |a| < 1, |b] < 1. Co keby to pre
nejakd kombindciu velkych (kladnych alebo zdpornych) ¢isel predsa len platilo?
Ako som uviedla vysSie, je to akysi test stability. Co ak by sa tym testovala
stabilita nejakého zivotne dolezitého systému? A ja by som si povedala: nepodarilo
sa mi najst taka rovnicu, ktorad splinuje podmienky a pritom je systém nestabilny,
budem teda verit tomu, Ze tie podmienky mi zarucia stabilitu. Riskli by ste to?
© Toto bol nespravny postup typu: ,,Skiisam roézne moznosti a pre vsetky z nich
to plati, takze to plati vzdy.

1.2. Druhy chybny postup

Vsimnem si, ze podmienka vyzerd jednoduchsie nez podmienka ([1)), za¢nem
teda s nou: Vezmem také a, b, ze plati |a| < 1,]b] < 1. Potom aj |ab| < 1, a z toho
aj ab < 1. To uz je vlastne druhé z nerovnosti , lebo potom ab+ 1 < 2.
Zostava eSte t4 prva nerovnost, |a + b| < ab+ 1. Umocnim ju a upravim:
(la+b)? < (ab+1)2,
a? +2ab+b* < a®b* +2ab+1, ) —2ab— a*b? — b?
a? —a%h? <1 -0
a?(1—-0%) <1-b?,
0 < (1—a?)(1—0b%).
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Pretoze viem, Ze |a| < 1,|b| < 1, potom uréite aj a® < 1,b% < 1 a stiéin vpravo je
kladny. Nerovnost 0 < (1—a?)(1—b?) teda plati a plati aj pévodna nerovnost, lebo
tpravy boli ekvivalentné a pévodna nerovnica pred umocnenim mala obe strany
kladné.

Platia teda obe nerovnosti z podmienky a tvrdenie je dokazané.

Kde je chyba: Nase dokazované tvrdenie je implikacia. Hovori:
Ak pre redlne c¢isla a,b plati , potom plati aj .
Ale ja som namiesto toho dokazala, ze
Ak pre redlne ¢isla a,b plati , potom plati aj .
A to nie je to isté. Neoverovala som také redlne Cisla a, b, pre ktoré neplati .
O takych som v mojom ddkaze vobec neuvazovala. Nezistila som, ¢i by aj pre také
¢isla mohli platit nerovnosti . Ak 4no, tak to by znamenalo, Ze nase dokazované
tvrdenie je nepravdivé.
Platnost opacnej implikdcie nehovori ni¢ o tom, ¢i plati aj pdvodna implikacia!
oo Toto bol nespravny postup typu: ,Dokazujem opac¢nii implikaciu®

Poznamka: V skutocnosti teda si podmienky a ekvivalentné.

1.3. Treti chybny postup

Vypocty v predchadzajicom priklade nie st Gplne nani¢, mohli by sa pouzit aj pri
dokazovani tej spravnej implikdcie. Napriklad, za¢nem s prvou nerovnicou z (|1)).
Predpokladam, ze plati a umocnim ju na druhi:

(la+0])* < (ab+1)%,

a? +2ab+b* < a®b* +2ab+1, ) —2ab— a*b? — b?
a? —a%h? <1 -0,
a?(1—-b%) <1 -2

Teraz celt nerovnicu vydelim vyrazom (1 — b?) a dostanem a? < 1, z toho |a| < 1.
Alebo, ak prehodim a, b, z toho istého dostanem

a® 4 2ab+b* < a®b? + 2ab + 1, / —2ab — a®b? — a*
—a?h? + v <1 —ad?,
b’ (1—a?) <1-ad°

Ttto nerovnicu vydelim vyrazom (1—a?) a dostanem b < 1, z toho |b| < 1. Dokaz
je hotovy.

Kde je chyba: Mohlo by mi byt podozrivé, ze som v dokaze vobec nevyuzila
druhi nerovnost z predpokladu, to je, ze ab+1 < 2. Ale nie je to eSte samo o sebe
chyba, obcas sa stane, ze nejaka cast predpokladu je zbytocna.

K chybe doslo pri delenf nerovnice vyrazom (1 —b?) a potom podobne vyrazom
(1—a?). O tychto vyrazoch neviem, ¢i st kladné, zéporné, alebo dokonca by mohli
byt aj nulové. Nemdzem nimi teda len tak delit. Musim to rozdelit na tieto tri
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pripady a kazdy vysetrit zvlast. Pri deleni zapornym vyrazom sa zmeni znamienko
nerovnice!

Na dokoncenie dokazu je potrebnd ta zatial nevyuzitd nerovnica ab+ 1 < 2.
Uz to tu nebudem dokoncovat, podobny postup je pouzity v rieSeni uvedenom na
strankach sutaze.

oo Toto bol nespravny postup typu: ,,Nedavam si pozor pri ipravach nerovnic.

1.4. Stvrty chybny postup

Na zéaver jedna perlicka: v jednom rieSeni autorom z nejakého dévodu vadilo, ze
¢isla a,b maju byt z otvoreného intervalu (—1,1), oni tam chceli mat uzavrety
interval. Vyriesili to velmi origindlne. Nasli ¢islo ¢ < 1, ktoré je ,tesne vedla“ ¢isla
1 a otvoreny interval (—1,1) mohli potom zapisat ako uzavrety interval (—c,c).

Boli si pritom vedomi toho, Ze toto ¢islo ¢ nemdze byt 0,9, aj ked to tak na prvy
pohlad vyzera, pretoze v skutocnosti 0,9 = 1. Dokonca k tomu napisali aj spravny
vypocet pomocou vzorca pre sucet geometrického radu:

0,9=09+0,09+0,009+---=09(1+01+01>+01°+--) = 0,917101 =1.
)

Ale nevzdali to. Tesne vedla ¢isla, ktoré ma za desatinnou ¢iarkou nekonecéne
vela deviatok, logicky bude ¢islo, ktoré tam ma samé deviatky a nejakd osmicku.
To je (podla nich) ¢islo 0,989.

Keby sa zamysleli, asi by ich napadlo, Zze napriklad ¢islo 0,998 je urdite vacsie.
Otézka je, ¢ neexistuje eSte vicsie ¢islo. Podozrivé je napriklad 0,998. Alebo,
mozno by sa mohla t4 osmicka dat eSte dalej od desatinnej ciarky...

Nechavam to Citatelom na premyslenie. Ak by sa vim podarilo toto ¢islo najst
a dokéazaf, ze medzi nim a jednotkou uz zZiadne iné reédlne ¢islo nie je, bol by to
prevratny objav.

2. PRIKLAD SUDOKU

Obcas riesim sudoku. Je to celkom dobré cvicenie na logiku, postreh a na sustre-
denie. S logikou problém nemam, ale vediet dobre riesit sudoku znamend aj mat
schopnost rychle a neomylne najst v tabulke to volné policko, ktoré sa prave da
logicky doplnit. Casto je tam také jediné. Mne to obvykle trva dlho, nez si také
miesto vSimnem, a obcas nie¢o prehliadnem a doplnim nespravne ¢islo. Uvedo-
mujem si, ako to robim nedokonale, a ze lepsie by si s tym poradil pocitacovy
algoritmus... Vzdy ale pri tychto tivahdch nakoniec déjdem k zaveru, ze pouzit na
to pocitac by nebolo ono, a radsej sa s tym trapim sama.

Raz ma pri rieseni sudoku napadlo, ze by na tito tému mohol byt aj priklad
v nasej stutazi. A aby to nebolo az také zlozité, namiesto klasického sudoku 9 x 9
by sa pouzila jeho zmensena verzia, 4 x 4, nazyvana shidoku.

Ulohou by bolo ukézat, Ze najmensi moiny pocet dopredu vyplnenych policok,
aby toto sudoku malo jednoznac¢né riesenie, je 4.

Toto tvrdenie je zndme, a pretoze nasa sitaz dovoluje pouzivat vSetky mozné
zdroje, dalo sa predpokladat, ze niektori stutaziaci si ten dokaz skisia dohladat.
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Skusila som to aj ja. Prekvapilo ma, Ze sa mi to vobec nedarilo. O sudoku sa toho
samozrejme na internete da néjst vela, da sa lahko zistif aj potrebny minimalny
pocet zadanych cisiel pre klasické sudoku, je to 17. Ako to ale byva, vac¢sina textov
uvadza len tvrdenia bez dokazu, casto dokonca aj bez odkazu na zdroj. Ukazkou
takéhoto textu je napriklad prispevok ,Matematika za sudoku®, [I]. A pretoze
takéto ,,jednoduchsie” texty si popularnejsie, vyhladavac ich uprednostni pred
tymi ,seridznejsimi“. Takze skutoc¢nost, ze o sudoku sa na internete pise vela, nam
vyhladavanie nasho dékazu paradoxne skor skomplikuje.

Zhodnotila som, ze najdenie toho dékazu je tak narocné, ze mézeme priklad bez
obdv zaradit. Stalo sa tak v roku 2021 a v sttazi mal ¢islo 8. Priklad bol rozdeleny
na dve Casti, aby sme trochu pomohli slabsim riesitelom. Od tych sa oc¢akéavalo, Ze
zvladnu len prva cast.

Priklad 2. Mdme sudoku 4 x 4, do kterého doplnujeme ¢isla od 1 do 4 tak, Ze
v kazdém rdadku jsou 4 riznd cisla, v kaZdém sloupci jsou 4 riznd cisla, a v kazdém
ze Ctyr tlusté vyznacenych ctvercd 2 x 2 jsou 4 riznd Cisla, viz obrdzek[]]

Obrazek 1. Obréazek k zadani prikladu [2].

Je zndmo, Ze k tomu, aby mohlo mit toto sudoku jediné resent, je potreba mit
zadand 4 cisla.

a) Naleznéte takové zaddni sudoku 4 x 4, Ze budou dopredu vyplnéna prdve 4
c¢isla a poloha zbyjvajicich cisel uz pak bude urcena jednoznacné. Naznacte i postup
resent takto vimi zadaného sudoku.

b) Dokazte, Ze neexistuje takové zaddni sudoku 4x 4, kde budou dopredu vyplnéna
jenom 8 cisla a poloha ostatnich uZ bude urcena jednoznacne.

Pozndmka: O sudoku je spousta informaci na internetu a v literature. Pokud
vas dikaz obsahuje néco, co jste sami nevymysleli, jenom prevzali, je v ném potreba
uvést ¢ odkaz na zdroj s diukazem vdmi pouZitého tvrzend.

Tento priklad bol teda vynimoc¢ny tym, Ze riesitelia mali na vyber dva mozné
pristupy - bud dokaz vymyslia sami, alebo sa ho pokusia niekde dohladat. To bolo
dovolené, ale v takom pripade by museli bud cely dokaz prepisat do svojho riesenia,
alebo uviest odkaz na zdroj — ¢lanok — v ktorom je tento dokaz uvedeny.

Dopadlo to tak, Ze len asi tri timy uviedli odkazy na ¢lanky, kde toto tvrdenie
bolo uvedené, a ani jeden z odkazovanych ¢lankov neobsahoval jeho dokaz.



88 V. 8. RUZICKOVA

Ti riesitelia, ktori poslali nejaky vlastny dokaz, postupovali tak, Ze systematicky
prechédzali mozné rozmiestnenia troch dopredu vyplnenych ¢isiel a pre kazdd moz-
nost ukazali, ze nedava jednoznacné riesenie. Tych moznosti je vSak tolko, Ze skoro
vSetci nejaké vynechali a ich dékazy neboli tiplné.

Moje néadeje, ze behom dvoch hodin, ktoré mali riesitelia k dispozicii, niekto
objavi elegantny dokaz, ¢i uz vlastny, alebo prevzaty z internetu, sa teda nesplnili.

Naopak, bolo sklamanim, kolki z nich za dbkaz povazovali to, ze uviedli len
jedno konkrétne zadanie s dopredu vyplnenymi tromi ¢islami a ukéazali, Ze nema
jednoznacné riesenie.

Dalej, niektor{ sa pokusili o rézne pomocné tvrdenia, konkrétne sa vyskytli tieto
tri:

Tvrdenie 1. Aby existovalo jednoznacné riesenie, musia byt vyplnené tri rozne
cisla.

Tvrdenie 2. Aby existovalo jednoznacné riesenie, musi byt v kaZdom Stvorci
vyplnené aspon jedno cislo.

Tvrdenie 3. Aby existovalo jednoznacné riesenie, v kazdom riadku alebo v kaz-
dom stlpci musi byt vyplnené aspor jedno cislo.

Tvrdenie 1 je pravdivé, a da sa Tahko dokazat napriklad vahou: Ak by neboli
vyplnené tri rozne cisla, aspon dve sa v zadani vObec neobjavia. Urcite teda ku
kazdému rieSeniu existuje aj druhé riesenie také, kde si tieto dve ¢isla vymenené.

Tvrdenie 2 a Tvrdenie 3 by ndm sice hned implikovalo hladany ddkaz, obe tieto
tvrdenia st vsak nepravdivé a daji sa vyvratit protiprikladom. Néjdenie tychto
protiprikladov nie je zlozité a nechdavam ho ¢itatelom na pobavenie.

Pri priprave tohto ¢lanku som konecne natrafila aj na text, uvadzajuci dokaz
neexistencie jednoznaéného zadania len s tromi ¢islami pre sudoku 4 x 4, [2]. Au-
torom je indicky fyzik Sourendu Gupta. Ma tam nejaku tedriu, ale aj on nakoniec
v dokaze postupne overuje rozne moznosti.

Na zéver uvadzam svoj dokaz, uvedeny na strankach nasej sutaze ako cast
rieSenia prikladu 8 (14. roénik). Obvykle do tychto ¢lankov nekopirujem autorské
riesenia prikladov, pretoze sa daju jednoducho dohladat na strankach sitaze, ale
v tomto pripade urobim vynimku, vzhladom na to, Ze je to jediny mne znamy
dokaz tohto tvrdenia nevyuzivajici postupné prechddzanie moznosti ani ziadnu
tedriu.

Riesenie prikladu 2 b): (Prevzaté z https://mathing.fme.vutbr.cz)

Dikaz. Ukézeme, ze policka v kazdém vyplnéném sudoku lze rozdélit do 4 sku-
pin tak, ze v kazdé skupiné se mohou ¢isla navzajem prohodit. Pokud jsou doptedu
vyplnéna pouze 3 ¢isla, pak v alespon jedné ze skupin neni vyplnéno nic a tloha
mé tak vice Teseni.

Priklady takového déleni u dvou rizné vyplnénych sudoku jsou na obrazku
(Pozn.: pro pifpad ¢ernobilého zobrazen{ jsou skupiny vyznaceny i riznym typem
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Obrazek 2. Obrazek k feseni prikladu ,

cary. Zelena skupina je vyznacena plnou ¢arou a Cervend skupina je vyznacena
teckovanou ¢drou)

V obou pripadech staci, aby existovalo rozdéleni na cervenou a zelenou skupinu,
a pak uz lze i zbyvajicich 8 policek urcité rozdélit na dveé dalsi skupiny vyznacenym
zpusobem. Predpokladejme, Ze existuje vyplnéné sudoku, které nelze rozdélit timto
zpusobem. Oznac¢me ¢isla v levém hornim ¢tverci v prvnim fdadku A a B a ve
druhém radku C' a D. Pak z predpokladu plyne, ze v levém dolnim ctverci jsou
¢isla A a B v ruznych radcich a stejné tak jsou v ruznych radcich i ¢isla C' a D.
Dostavame tedy pouze dvé moznosti jejich umisténi, viz obrazek [3]
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Obrazek 3. Obrézek k feseni piikladu[2].

Podobné z predpokladu dostaneme, ze v pravém hornim ¢tverci jsou ¢isla A a
C v raznych sloupcich a stejné tak i ¢isla B a D. Dostavame tedy opét pouze dvé
moznosti jejich umisténi, viz obrazek

ABY b | c ABY | b

c)ip) Al B c {D} B| A

Obrazek 4. Obrazek k feseni prikladu A

Vidime, zZe v levém dolnim ¢étverci je uréité radek obsahujici dvojici ¢isel B
a C a v pravém hornim ¢tverci je urcité sloupec obsahujici dvojici ¢isel A a D.
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Policko v tomto fadku a v tomto sloupci v pravém dolnim ¢tverci uz tedy nemuze
obsahovat zadné z cisel A, B,C, D. To je ve sporu s predpokladem, Ze je sudoku
vyplnéno. O

Na zaver nieCo na zamyslenie: Nedal by sa podobne urobif aj dékaz toho, ze
potrebny miniméalny pocet zadanych ¢isiel pre klasické sudoku je 177 Ten, ktory je
verejne zndmy, publikovany v ¢lanku [3], totiz tiez vyuziva prechddzanie moznosti
a d& sa realizovat jedine na pocitaci.

REFERENCE

[1] Matematika za sudoku, https://sciencemag.cz/matematika-za-sudoku/

[2] Sourendu Gupta. Some results on Su Doku, 2006, https://theory.tifr.res.in/~sgupta/
sudoku/theorems . pdf

[3] Gary McGuire and Bastian Tugemann and Gilles Civario. There is no 16-Clue Sudoku:
Solving the Sudoku Minimum Number of Clues Problem, 2013, https://doi.org/10.48550/
arXiv.1201.0749

Viera Stoudkové Rizickovd, Ustav matematiky, Fakulta strojnfho inzenyrstvi, Vysoké uceni
technické v Brné, Technicka 2, 616 69 Brno, Ceské republika,

e-mail: ruzickova@fme.vutbr.cz


https://sciencemag.cz/matematika-za-sudoku/
https://theory.tifr.res.in/~sgupta/sudoku/theorems.pdf
https://theory.tifr.res.in/~sgupta/sudoku/theorems.pdf
https://doi.org/10.48550/arXiv.1201.0749
https://doi.org/10.48550/arXiv.1201.0749

