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ANALYZA PROBLEMU CYKLICKEHO PRONASLEDOVANIi

VENDULA KUCEROVA

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek se zabyva analyzou problému cyklického pronasledovani,
ktery se objevuje v riznych oblastech aplikované matematiky. Cilem je sestavit ma-
tematicky model pohybu n bodu (jedinct), kde kazdy sleduje svého souseda podle
pfedem stanovenych pravidel. Pohyb téchto bodu je popsan soustavou diferencial-
nich rovnic, na jejimz zékladé je analyzovana trajektorie pohybu a stanovena doba
prondsledovani. Teoretické vysledky jsou podporeny grafickou vizualizaci pro rizné
modifikace. Clanek obsahové vychézi z autoréiny bakaldiské prace [4].

1. Uvop

V roce 1732 francouzsky matematik Pierre Bouguer publikoval a nésledné i vyfesil
problém, ktery je dnes povazovan za prvni v oblasti pronasledovacich tloh. V této
klasické tloze miii pronasledovatel v kazdém okamziku pfimo na svij cil, ¢imz
Vytvaii tzv. prondsledovaci krivku (pursuit curve).

V roce 1877 Edouard Lucas koncept zobecnil na tzv. cyklické prondsledovdni.
V jeho slavném zadani, znamém jako ,problém tii psi“, jsou psi umisténi do
vrcholtl rovnostranného trojihelnika a kazdy z nich zac¢ne soucasné pronasledovat
svého souseda stejnou konstantni rychlosti. Henri Brocard kratce nato ukézal, ze
vyslednou trajektorii kazdého psa je logaritmicka spirdla. V literature se problém
cyklického prondsledovani ¢asto ilustruje na tzv. problému ¢étyt brouku, ktery se
stal jednim z nejzndméjsich modelovych piikladu této tlohy [6].

V tomto ¢lanku se postupné zamérime na sestaveni matematického modelu pro
n bodu. Za¢neme jiz zminovanym pripadem ¢tyi brouku ve vrcholech étverce, pre-
jdeme k zobecnéni pro pravidelné n-tuhelniky a v zdvéru prodiskutujeme i chovani
systému v nesymetrickych p¥ipadech.

2. PROBLEM CTYR BROUKU

NejnazornéjsSim pripadem pro pochopeni problému je situace, kdy ¢tyfi brouci
startuji z vrcholii ¢tverce. Tento model nejlépe demonstruje zakladni dynamiku
celého systému.
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2.1. Zadani

Brouci jsou na zacatku umisténi do vrcholl ctverce. V case ¢ = 0 zacne kazdy
brouk pronésledovat svého souseda proti sméru hodinovych rucicek. Vsichni se
pohybuji stejnou (konstantni) rychlosti a v kazdém okamziku mif{ pfimo na svého
souseda [3].

Problém A: Jakou kiivku opise kazdy brouk?
Problém B: Jak dlouhd bude draha, kterou kazdy brouk urazi, nez se
potkaji? Za jak dlouho dojde k setkani?

2.2. Matematicky model

Brouci A, B, C, D tvori vrcholy ¢tverce o strané a. Pocatek polarni soustavy kla-
deme do stredu ¢tverce O. V libovolném case t se brouk A nachazi ve vzdalenosti
r(t) od stfedu. Diky symetrii se vsichni brouci pohybuji po stejnych trajektoriich,
pouze vzdjemné otoenych o 7/2.

Obrazek 1. Geometrie brouku ve ¢tverci.

Vektor rychlosti v brouka A sméfuje v kazdém okamziku do bodu B. Tento
vektor rozlozime v poldrnich souradnicich na slozku radidlni v, a tangencidlni v,.
Pro dplnost uvedme, jakym zptsobem je vektor rychlosti rozlozen v polarnich
soutadnicich. Poloha bodu je popsana v komplexni roviné ve tvaru
p(t) = r(t) e,
odkud pro rychlostni vektor plyne
d dr . oy dw
= —p(t) = —e?® 1 ir(p)elr® 22
V(D) = GPl) = e HirMery

Vektor el predstavuje jednotkovy radidlni vektor ve sméru priivodice, zatimco ie'?
je jednotkovy tecny vektor kolmy na radialni smér. Odtud dostaneme standardni
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tvar radialni a tangencidlni slozky rychlosti
dr de
e Vo =T 3
7 geometrie ¢tverce plyne, ze vektor rychlosti svird s pruvodicem konstantni
thel 7/4 a na zdkladé toho mizeme jednotlivé slozky zapsat takto:

Vy =

& veos(Z) =022, 0
T(il—f —vsln(Z) :Ug- (2)

2.3. Reseni

2.3.1. Problém A: Uréeni trajektorie. Abychom ziskali pfimo zavislost r(¢),
vyuzijeme Fetézové pravidlo

dp _ dedr
dt — dr dt’
do néhoz dosadime slozky rychlosti (1) a (2). Odtud plyne
dp 1
Fiai

. . -y s . V2
Separaci proménnych a vyuzitim pocétecni podminky 7(0) = a5

rlp) = ale. 3)

Kazdy brouk opisuje logaritmickou spirdlu, kterd za¢ina ve vrcholu ¢tverce (¢ = 0)
a pri rostoucim ¢ konverguje ke stredu O, viz. obrazek 2.

ziskavame TeSeni

2.3.2. Problém B: Délka driahy a doba pronasledovani. Délka oblouku
v polarnich soufadnicich je ddna vztahem [

S = / \/ +r2dgp

Poznamenejme, ze meze integralu jsou dany jako ¢ € [0, 00). Pronasledovaci kiivky
brouku jsou logaritmické spiraly, které nemaji v roviné konecny prisecik, ale pri
 — oo konverguji k pocatku souradného systému. K setkani broukt proto dochazi
az v limitnim bodé r — 0, coz odpovida prave limité ¢ — co. Horni mez integralu
je tedy rovna nekonecnu.

Po dosazeni (3) do tohoto vztahu dostaneme

S':/ ae” ¥ de.
0

Nevlastni integral vycislime jako limitu:

S = lim (/ ae” ¥ d(p) = lim [—ae‘“’]g
T—>00 0 T—00
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Obrazek 2. Pronéasledovaci kiivky pro a = 1.

Protoze e — 0 pro 7 — oo, plati
S =a.

Kazdy brouk tedy urazi drahu rovnou strané ctverce.

Zbyva stanovit cas, za ktery k prondsledovani dojde. Vzhledem k tomu, ze se
brouci pohybuji stejnou rychlosti v, lze jej vyjadrit jako podil délky drahy a rych-
losti

2.4. Symetrie ¢tverce

V zavéru predchozi kapitoly jsme ukézali, ze v pripadé ¢tyt broukt ve vrcholech
Ctverce je celkova urazend draha rovna pocatecni délce jeho strany, tedy S = a.
Na tuto skutecnost lze nahlédnout i z jiné strany a to bez pouziti diferencidlnich
rovnic.

Diky symetrii ztustavaji brouci po celou dobu prondsledovani ve vrcholech smrs-
tujiciho se a soucasné rotujictho ¢tverce. Kazdy brouk se tedy pohybuje po tecné
ke kruznici opsané tomuto ctverci a urazi drahu odpovidajici pocatecni délce jeho
strany.

Tuto myslenku ilustruje obrazek 3, kde jsou v diskrétnich casovych okamzicich
zobrazeny po sobé jdouci konfigurace ¢tverce. Je vsak treba zduraznit, ze tento
argument je zalozen vyhradné na symetrii ¢tverce. Uhel mezi sousednimi trajek-
toriemi je zde v kazdém okamziku roven /2, a proto se strany ¢tverce zkracuji
stejnou rychlosti, jakou se brouci pohybuji. V obecném piipadé tato vlastnost
neplati.
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Obrazek 3. Smrstujici se ctverce pri cyklickém pronasledovani.

3. ZOBECNENY PROBLEM n BROUKU V PRAVIDELNEM n-UHELNIKU

V nasledujici ¢asti rozsifime predchozi analyzu na obecny pripad n brouki ve
vrcholech pravidelného n-tthelniku.

3.1. Zadani

Uvazujme n brouki umisténych ve vrcholech pravidelného n-tthelniku. V ¢ase t = 0
zacne kazdy brouk pronasledovat svého souseda proti sméru hodinovych rucicek.
Vsichni brouci se pohybuji stejnou rychlosti a v kazdém okamziku smétruji primo
na prondsledovaného brouka [6].

Problém C: Jakou kfivku opise kazdy brouk?
Problém D: Jakd je délka drahy urazené kazdym broukem do okamziku
setkani a za jak dlouho k setkani dojde?

3.2. Matematicky model

Obréazek 4 zobrazuje konfiguraci pro libovolné dva sousedni brouky A a B umisténé
v pravidelném n-thelniku. Zvolime polarni souradnicovy systém s pocatkem ve
sttedu O a thlem ¢ = 0 totoznym s vodorovnou osou. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladame, Ze brouk A se v ¢ase t = 0 nachézi na této ose.

Brouk A se pohybuje pifimo smérem k brouku B rychlosti v. Vektor rychlosti v
rozlozime v polarnich soutadnicich na radidlni a tangencialni slozku. Z elementarni
geometrie vyplyva, ze tyto slozky maji tvar
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(9] o v, A

Obrazek 4. Geometrie prondsledovani v pravidelném n-thelniku.

d

vr—d—:;——vsinf7 (4)
dy

Vp =T gy = UCOS (5)

3.3. Reseni

3.3.1. Problém C: Tvar trajektorie. Dosazenim slozek (4) a (5) vektoru rych-

losti do Tetézového pravidla ziskame diferencialni rovnici
dr T
— = —tan — dop.
r n

Jejim TeSenim separaci proménnych s poéateéni podminkou r(0) = r¢ dostaneme

r(p) =roe ?tmn, (6)
coz je rovnice logaritmické spirdly. Vsechny trajektorie jsou shodné az na rotaci o

thel 27” Pro n = 4 se vyraz redukuje na piipad ¢tverce.

3.3.2. Problém D: Délka drahy a doba do setkani. Pro vypocet drahy,
kterou brouci urazi, vyuzijeme stejného postupu jako v predeslém pripadé. Plati

tedy
S = / A / + r2de
Po dosazeni ziskané trajektorie (6) a vymslemm integralu obdrzime

5=_"0

T (7)

S1n n
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Doba do setkani plyne piimo ze vztahu mezi drahou a rychlosti,

S To
T:—: -
v vSsm —

n

3.4. Drahy pro néktera n
7 geometrie pravidelného n-tthelniku plyne, ze pocatecni vzdéalenost mezi dvéma
sousednimi brouky je
T
a(0) = 2rqg sin —.
(0) = 2rosin ©
Odtud vyjadiime rg:
a(0)

2sin &’
n

To

Dosazenim tohoto vztahu do vzorce (7) pro drdhu dostavame vysledny vyraz

Tento vztah umoznuje primo porovnat délku drahy urazenou brouky pro ruzné
hodnoty n v jednotkéch pocateéni vzdalenosti a(0).

Tabulka 1. Délka drdhy S pro vybrand n (v jednotkéch a(0)).

2,65597
3,41421
4,27432
5,23607
100 506,77262
1000 50660,75849

© 0w N o ot ok w N3
\.H
g
=
\]
[N}
=

—
o

7 tabulky je patrné, ze s rostoucim n roste i délka drahy. V limité n — oo se
n-uhelniky blizi pfislusSnym kruznicim a brouci se nikdy nepotkaji, coz odpovida
intuitivnimu chovani cyklického pronésledovani na kruhu.
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3.5. Grafické vizualizace
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Obrézek 5. Prondsledovaci kiivka pron = 3. Obrazek 6. Pronésledovaci kiivka pro n = 5.
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Obrazek 7. Pronéasledovaci kiivka pro n = 6. Obrazek 8. Pronasledovaci kiivka pron = 8.

4. MORLEYHO NESYMETRICKY PROBLEM TRI BROUKU

Tento problém redukuje konfiguraci na tii brouky, ale bez pocateéni symetrie —
vychozi trojuhelnik je obecny, nikoli pravidelny. Klicovou otazkou je moznost ne-
soucasného setkani. Ukdzeme, Ze brouci se musi setkat souc¢asné a ze k setkani
dojde v koneéném ¢ase (postup i dikazy vychézeji z [3, 0]).

4.1. Zadani

Mégjme nepravidelny trojuhelnik s vrcholy A, B a C. Do téchto vrchold umistime
brouky, které oznac¢ime souhlasné s vrcholy pismeny A, B a C. Strany trojuhelniku
oznaéime podle jejich proté&jsiho vrcholu. Uhly u vrcholi oznadime o, 3, . Brouci
se pohybuji stejnou konstantni rychlosti v a kazdy brouk pronasleduje ptimo svého
souseda proti sméru hodinovych rucicek.
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Problém E: Dokazte, Ze se vSichni brouci setkaji zarovern.
Problém F: Ukazte, Ze k setkani dojde za konecny cas.

4.2. Matematicky model

Obrazek 9. Rychlosti broukt v nepravidelném trojihelniku.

Zavedeme pojem uzaviraci rychlosti — jde o rychlost, s niz se zkracuje délka
strany vlivem vzajemného pronésledovani. V pripadé ¢tverce byla uzaviraci rych-
lost rovna rychlosti brouka, protoze tihly mezi vektory rychlosti a spojnicemi sou-
sedt byly vzdy /2.

V obecném (nesymetrickém) trojihelniku je situace odlisnd, protoze vektor
rychlosti pronasledovaného brouka neni kolmy na spojnici s pronasledovatelem.
Uvazujme stranu a, kterd spojuje brouky B a C. Brouk B se pohybuje primo
smérem k brouku C' s rychlosti vy, kterd primo zkracuje stranu a. Brouk C' smé-
fuje k brouku A a jeho rychlost v, méa vici strané a pouze slozku v,,, tj. projekci
do sméru strany a. Celkova uzaviraci rychlost strany a je souctem téchto dvou
prispévku:

Vuz,a = |’Ub‘ + |U0b|'

Protoze se délka strany zmensuje, derivace strany a podle ¢asu je rovna zaporné
vzaté uzaviraci rychlosti. Predpokladame-li pro zjednoduseni jednotkovou rychlost
pohybu (v = 1), ziskdvame analogickym postupem pro vSechny strany nasledujici
soustavu diferencialnich rovnic:
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%:—(1+cos'y), (8)
%:—(1—4—005@), 9)
% = —(1+cos ), (10)

kde si uvédomujeme, ze kromé velikosti stran a, b, c se ¢asem méni také velikosti
ahla «, 8,7, které jsou funkcemi ¢asu.

4.3. Dynamika vnitifnich dhla

Abychom pochopili, jak se trojihelnik béhem pronésledovani méni, musime odvo-
dit ¢asovou zavislost vnittnich hli. Vychodiskem je kosinovéa véta pro thel a:

a? =b% + ¢® — 2bccos o,

kterou zderivujeme podle ¢asu:

da db de de db . do
aazba—i—cg—(ba—&—cg)cosa—l—bcsmaa. (11)
Do tohoto vztahu dosadime diive odvozené rovnice pro zmény délek stran (8), (9),
(10). Pro nasledné zjednoduseni vyrazu vyuZzijeme specifickou trigonometrickou

identitu
b(1 — cosacos B + sinasin 8) = ¢(cosa — cos ) + a(1 4 cos ).

Dosazenim této identity do zderivované kosinové véty (11) dojde k eliminaci vétsiny
¢lent, ¢imz se vztah redukuje na diferencidlni rovnici pro derivaci thlu a:
da  sina  sinf
dt b c
V zadani jsme si oznaceni stran a uhla zvolili libovolné, coz umoznuje cyklickou
transformaci. Soustavu pro zménu hlu « lze tedy analogicky prepsat i pro thly
B a y prejmenovanim proménnych

a—=v,a—c y—=>p,¢c—=b f—a b—a.

Nasledujici soustava popisuje ¢asovou zménu vSech 1hld trojuhelniku v zavis-
losti na aktudlnich délkéach stran.

da sina  sinf

 _ — 12
dt b ¢’ (12)
dg sinfg sinvy

- — 1
dt c a ’ (13)

dy siny sina
dt a b -
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V dalsi ¢ésti textu se zamérime na Problém E a Problém F. Nejprve ukazeme,
Ze brouci se v nesymetrickém trojihelniku musi setkat soucasné, tj. ze existuje cas
te, pii kterém vsSechny strany trojihelniku konverguji k nule:

lim a(t) = lim b(t) = lim c(t) = 0.

t—st. t—t, t—te

Pozdéji v rdmci Problému F prokazeme, ze tento cas t. je konecny.

4.4. ReSeni Problému E — diikaz soucasného setkani

Ukéazeme sporem, Ze v obecném trojihelniku nemize dojit k postupnému setkani
broukt, nybrz ze vsichni tii se musi setkat soucasné. Po celou dobu pohybu brouci
tvori trojuhelnik, a proto pro vSechna t < ¢, plati

a(t)+ B(t) +~(t) =, 0<ao,B,y<m. (14)
Predpokladejme, Ze jako prvni se setkaji brouci A a B, zatimco brouk C je dostihne
az pozdéji, tj.
c—=0Aab»0 prot—t_,
kde t. je ¢as, kdy A dostihne B.

Protoze funkce a(t), b(t), c(t) jsou monoténné klesajici a nezdporné, existuji je-
jich konec¢né limity:

lim ¢(t) =0, lim a(t) = ao >0, lim b(t) = by > 0.

t—ts t—t, t—ic
V disledku toho pfimo vyplyva, ze pro t dostateéné blizka ¢t plati nerovnost

a b

- —-<0.
b ¢
Podle sinové véty plati
sina b
. —=-< Oa
sinf ¢

po upravé

sina  sinf
b c
Odtud a ze vztahu (12) plyne (é—;“ < 0, tedy existuje g tak, ze

lim a = ag < 7.
tsts
Zaméifme se nyni na chovani thlu §. Pro vsechna ¢ € (0,t.) plati a(t) > ap a
zaroven y(t) € (0,m). Ze vztahu (13) proto dostdvame odhad
d sin 1
a5 _ sing

- —. 1
dt c ag (15)
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Vzhledem k tomu, zZe # > 0, lze tento odhad upravit

g 1
— +—>0.
dt + apn -

d t
dt(5+%> > 0.

7 toho plyne, Ze vyraz v zavorce je rostouci a je shora omezen, existence limity
B(t) = Bo je tedy zajisténa.
Nyni zintegrovdnim nerovnosti (15) na intervalu (0,¢. ) dostavdme

t 0oy t
/ dﬂ>/ Smﬁdtf/ L
0 0 c o Qo

Po vyhodnoceni integréla a vyuziti limitniho chovani 3(t) — S piit — t_ ziskdme
nerovnost

Toto muzeme prepsat jako:

ao

Bo— B0) + = > /Otc sinf . (16)

Integrand na pravé strané je na celém integracnim intervalu kladny, nebot 3 €
(0,7) a c(t) > 0. Leva strana tedy predstavuje kone¢nou horni mez, z ¢ehoz plyne
existence daného integralu.

Pomoci vztahu (10) provedeme substituci

de
1+cosf’

kterd je pfipustnd diky monoténnimu poklesu funkce ¢(t). Po tpravé mezi dostava

prava strana (16) tvar
/ c© sinB  de
o l+4cosp ¢’

i P o
1+cosep

e(0) tan &
/ 2 de.
0 C

Existence tohoto integralu vyzaduje, aby pri ¢ — 0 platilo tang — 0, jinak by
integral divergoval. Tedy

dt =

S vyuzitim identity

[\

se integral prepise jako

lim B(t) = By = 0.

t—ts
Protoze strana c(t) se v jeden okamzik stane nejkratsi stranou, sinova véta impli-
kuje, Ze i protg&jsi thel v(t) je nejmensi a soucasné y(t) — 0.
Shrneme-li limitni chovani thl4, dostdvame

alt) = ag <, B(t) =0, ~(t) — 0.
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Odtud ale plyne
lim (a+B8+7) <m,

t—t,

coz je v rozporu s podminkou a+ 5+~ = 7 (14). Tento spor ukazuje, Ze predpoklad
postupného setkani je chybny a vsichni tfi brouci se musi setkat soucasné.

4.5. ReSeni Problému F — koneény &as setkani

V predchozi ¢asti jsme ukazali, ze pokud k dostizeni dojde, pak nutné probéhne
soucasné. Zbyva tedy dokazat, ze cas dostizeni . je konecny.
Sectenim rovnic (8)—(10) dostavame
d db d
d—j—i—a d—jz—?)—(cosoz—l—cosﬁ—i—cosv). (17)

Protoze po celou dobu pohybu plati

a+/6+7:7r7 a?ﬂ’ﬂye(o’ﬂ)7
lze vyraz na pravé strané rovnice (17) shora i zdola omezit.

Uvazujme funkci

fla, B,7y) = cosa + cos 8 + cos~.
Pomoci metody Lagrangeovych multiplikatoru lze ovérit, ze extrémni hodnoty této
funkce za vazebni podminky a+ 8+ v =7, a, 8,7 € (0, 7) nastavaji bud v bodé

7r
o = ﬁ == g,

nebo na hranici pfipustné oblasti v degenerovaném limitnim pf¥ipadé, kdy dva thly
konverguji k nule a tfeti k w. Témto konfiguracim odpovidaji hodnoty

3
,fmax:§a fmin:1~

Odtud plyne odhad

1 <cosa+cosf+ cosy <

N | W

Dosazenim do (17) ziskdme nerovnost

9 < % + ib + % < 4

2= dt  de dt — 7
ktera plati po cely ¢as pohybu. Z toho vyplyva, Ze soucet délek stran

S(t) = a(t) + b(t) + c(t)
je klesajici funkce, omezena zdola nulou. Integraci této nerovnosti na intervalu
[0,¢] C [0, t.] dostavame

9

_it < S(t) — S(0) < —4t¢t.

Protoze S(t) > 0, existuje ¢as t. > 0, pro ktery
S(t.) = a(t.) + b(te) + c(t.) = 0.
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Vzhledem k nezapornosti jednotlivych délek stran a zarucené soucasnosti dostizeni
je soucasné

a(te) = b(t.) = c(t.) = 0.
Dosazenim t = t. do predchozi nerovnosti ziskdme odhad doby dostizeni:

9 5(0) 5(0)
_I < = < — — < < —
th_ S’(O)_ 4t, - 9/2 <t < 1

kde S(0) = a(0) 4+ b(0) + ¢(0). Odtud piimo plyne, Ze t. je konecny.
5. DALST MODIFIKACE ULOH

Cyklické pronésledovani umoziiuje fadu zobecnéni. Castou variantou je, ze kazdy
brouk v pravidelném n-thelniku neprondsleduje nejblizsiho souseda, ale brouka
vzdéleného o k vrcholu [7]. Pro k =1 jde o klasicky, symetricky piipad.

Uvazujme pravidelny n-thelnik opsany jednotkovou kruzmici (r(0) = 1) a po-
larni souradnicovy systém se stfedem v O. Brouk z vrcholu Vj pronésleduje brouka
ve vrcholu V.

Obrazek 10. Pronésledovani k-tého souseda.

Podle geometrie n-thelniku vyjadiime jednotlivé slozky vektoru rychlosti
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Pomoci goniometrickych identit
cos (E — 9) =sin 4, sin (E — 9) = cosf
2 2

muzeme slozky prepsat prfimo v polarnich soufadnicich

dr o psin BT
dt— vmn,
d k
rd—f:vcosi

Tyto slozky dosadime do fetézového pravidla a vzniklou diferencidlni rovnici vyte-
$fme metodou separace proménnych s po¢dtecni podminkou r(0) = 1. Vysledkem
je

r(p) = ot
Vidime, ze trajektorie brouka tvofi logaritmickou spirdlu smétujici ke stfedu n-
thelniku O.

Obréazek 11. Pronasledovaci kfivky pro k = 2, n = 5 vlevo a k = 3, n = 8 vpravo.

Pozndmka. Pokud by brouk mél pronédsledovat brouka vzdaleného vice nez po-
lovinu obvodu n-thelniku (k > %), je vhodnéjsi zvolit opac¢ny smér pohybu —¢,
aby trajektorie smérovala primo ke sledovanému cili.

6. DALSI MODIFIKACE ULOH

Dalsim zobecnénim je pronédsledovani na zakiivenych plochach, naptiklad na sfére
nebo hyperbolické roviné. Geometrie téchto ploch zptsobuje odlisné prubéhy tra-
jektorii, pfi¢emz v limitnim pfipadé sféra obsahuje Euklidovskou rovinu [1].

Problém cyklického unikani predstavuje opacny scénar, kdy kazdy brouk miri
od druhého. Numerickd pozorovani naznacuji konvergenci k pravidelnému poly-
gonu nebo linearni konfiguraci. V pripadé tii brouki limitni konfigurace tvori
rovnostranny trojuhelnik, coz bylo formalné dokédzéno v [2].



68 V. KUCEROVA

Tato zobecnéni ukazuji, ze klasicky problém cyklického pronésledovani lze roz-
$irit do Sirsi geometrické a dynamické oblasti, otevirajici cestu k novym analyzam
a modeltim.

7. ZAVER

V tomto ¢lanku jsme analyzovali problémy spojené s cyklickym pronésledovanim a
vytvorili modely pro rtzné varianty této tlohy, inspirované klasickym problémem
Edouarda Lucase.

Nejdrive jsme reSili problém ¢tyf broukua v ¢tvercové formaci. Tento piiklad
umoznil seznamit ¢tendre s principy cyklického pronasledovani, praci s polarnimi
souradnicemi a vypoctem prondsledovaci kiivky, délky drahy a casu setkani.

Déle jsme zobecnili tlohu na n broukt umisténych v pravidelném n-thelniku.
Odvodili jsme pronasledovaci krivky, délky drah a dobu setkani, ¢imz jsme ziskali
i feSeni puvodniho trojihelnikového problému.

Pro nesymetricky trojihelnik jsme sporem prokézali, Ze nesoucasné setkani
brouku neni mozné, a odhadli jsme dobu soucasného setkéani.

Na zavér jsme nastinili dalsi modifikace, napriklad pronasledovani k-tého sou-
¢i hyperbolické roviné a opacného problému cyklického unikani.

Cyklické prondsledovani je populdrni v zahrani¢nich publikacich, ale v Ceské
a slovenské literature zatim ma omezené zastoupeni. Tento ¢lanek tak poskytuje
vychozi rdmec pro dalsi rozvoj slozitéjsich modelt a jejich analyzu.
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