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KONECNE DIFERENCE A KVALITATIVNI ANALYZA
POSLOUPNOSTI

JAN PROKOP

ABSTRAKT. Clének se vénuje studiu koneénjch diferenci jakozto diskrétni analogii
spojitého diferencidlniho poctu. Na zdkladé vlastnosti diferenéniho operatoru jsou
odvozeny diskrétni verze vét o stfedni hodnoté a déle je vybudovana teorie lokal-
nich a globélnich extrému posloupnosti. Zvlastni pozornost je vénovana tzv. rozsire-
nym extrémum a jejich charakterizaci pomoci vyssich diferenci. Déle jsou odvozeny
podminky konvexnosti a konkdvnosti posloupnosti v zdvislosti na chovani jejich
diferenci. Uvedené vysledky poskytuji kompaktni aparat pro kvalitativni analyzu
posloupnosti. Na zavér prezentujeme aplikaci odvozenych vysledka na teoretickych
a aplikacnich prikladech.

1. Uvop

Diferencialni pocet predstavuje zakladni nastroj pro kvalitativni analyzu funkci.
V fadé problému, at uz praktickych nebo teoretickych, vSak prirozené vznikaji
diskrétni struktury, bud ve formé posloupnosti, feseni diferencnich rovnic, nebo
numerickych aproximaci spojitych problému. Pro tyto situace je zadouci vybudo-
vat teorii, kterd by v diskrétnim prostiedi plnila obdobnou roli jako klasicky di-
ferencidlni pocet. Jednoduchym ptikladem muze byt modus (nejpravdépodobnéjsi
hodnota) diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti. V literature jsou tyto vysledky
vétsinou vysloveny bez detailnéjsiho komentatre, nasim cilem v tomto ¢lanku je
poskytnout ¢tenafi strukturovany aparat, pomoci kterého je mozné kvalitativné
studovat posloupnosti. Pro zdjemce o problematiku lze doporucit prace [1, 2, 3].
Prestoze je pojem konecné diference dobre znamy, systematické teorie kvalita-
tivnich vlastnosti posloupnosti, zejména teorie lokalnich a globdlnich extrému, neni
v literatufe obvykle prezentovana v jednotném nebo tiplném tvaru. Zvlasté pripad
tzv. rozsitenych extrémi, kdy extrém nastava ve vice po sobé jdoucich indexech.
Clanek je koncipovan nasledovné. V kapitole 2 jsou zavedeny zakladni pojmy
kone¢nych diferenci a jejich vlastnosti. Kapitola 3 je vénovana diskrétnim analo-
giim vét o stfedni hodnoté. V kapitole 4 je vybudovana teorie lokdlnich extrému
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posloupnosti, véetné tzv. rozsitenych lokalnich extrému a jejich charakterizace po-
moci vyssich diferenci. Déle jsou zde odvozeny podminky konvexnosti a konkav-
nosti posloupnosti spolu s teorii asymptot. Na zavér kapitoly 4 prezentujeme apli-
kace odvozenych vysledki na jednom teoretickém a dvou aplikacnich prikladech.

2. ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

Uvodnim pojmem diferenéniho poétu je analogie derivace z diferencidlniho poétu,
kterou nazyvame diference. Jesté nez formalné zavedeme pojem diference posloup-
nosti, predstavime zakladni znaceni.

Diskrétn{ interval na mnoziné celych ¢isel budeme znacit [a, b]z a plati

[a,b]z = {a,a+1,...,b—1,b},
kde a,b € Z, a < b, pricemz lze pripustit a = —oo, b = +00. Analogicky zaviadime
i otevieny diskrétni interval
(a,b)z ={a+1,...,b—1}.

Posloupnosti y;, definovanou na [a, bz mame na mysli zobrazeni y : [a,blz — R.

Posloupnost yx nazveme na [a, blz rostouct, resp. klesajici, jestlize pro vSechna
i,j € [a,b]z takové, ze i < j plati y; < y;, resp. y; > y;. Za predpokladu, ze
jsou tyto nerovnosti ostré, mluvime o ryze rostouct, resp. ryze klesajici posloup-
nosti. Posloupnost nazyvame monotonni jestlize je rostouci nebo klesajici a ryze
monotonni jestlize je ryze rostouci nebo ryze klesajici.

Definice 2.1 (Diference posloupnosti). Necht y; je posloupnost definovand na
[a,b 4+ h]z, kde h € N. Pak pro vSechna k € [a,b]z nazyvame posloupnost Ay
diferenci posloupnosti yi, na intervalu [a, bz a plati

ApYk = Yk+h — Yk-
Diferenci v bodé kg € [a, bz definujeme jako
AnYke = Yko+h — Yko-
Parametr h nazyvame krokem diference.
V celém ¢lanku se omezime na specialni pripad h = 1 a budeme pouzivat znaceni
Ayg = A1Yyk = Yk+1 — Y-

Definice 2.2 (Diference n-tého fadu). Necht yi je posloupnost definovand na
[a,b+ n]z, kde n € N. Pak pro vSechna k € [a, b]z nazyvdme posloupnost A™yj
diferenci posloupnosti yy, n-tého 7ddu definovanou na intervalu [a, bl a plati

A"y = A(An_lyk)
Diferenci n-tého ddu v bodé kg € [a, bz definujeme jako
Anyko = A(An_lyko).

Diferenc¢ni operator vykazuje radu vlastnosti analogickych vlastnostem derivace
funkce. Jejich prehled uvadi nasledujici véta.
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Véta 2.3 (Zékladni vlastnosti diferenci). Necht yi a zx jsou posloupnosti defi-
nované na vhodnych intervalech, m,n € N a C € R. Pak plati

(i) A™(Ayg) =A™y,

(ii) A(yk £ 2z1) = Ayr £ Az,

(ili) A(Cyx) = CAyy,

(iv) Alyrzr) = yeAzi + 2418y,
) A (%:) _ zeAyp—ypAz

ZkZk+1

(v

Dikaz. Dokézeme pouze rovnosti (i) a (ii), ostatni rovnosti lze ukdzat analo-
gicky.
(i) Z definice 2.2 muZeme psit

AT (AMyr) = A™(AA . (Ayk))) = A"THA(A L (Ayy)))

n-krat (n — 1)-krat
= ATFAA L (Ag)) = - = Ay,
(n — 2)-krat

(ii) Rovnost dokdzeme pfimym vypodétem.

Ay £ 2k) = (Yr+1 £ 2641) — Yk £ 28) = Ykt1 £ 2541 — Y F 2k
= (Y1 — Y&) £ (Zo+1 — 2) = Ayp £ Az

3. DISKRETNI VETY O STREDN{ HODNOTE

V této kapitole se budeme zabyvat diskrétnimi analogiemi vét o stfedni hodnoté,
které hraji v diferencidlnim poctu klicovou tlohu. Zejména pii dikazech tvrzeni,
které davaji do souvislosti kvalitativni vlastnosti funkei a jejich derivace.

Jesté nez vyslovime véty o stfedni hodnoté, potfebujeme zavést analogii nu-
lového bodu pro posloupnosti. V diferencidlnim pocétu nazyvame bod a € Dy
nulovym bodem funkce f, jestlize

fla) =0.

Existenci takového zarucuje Bolzanova véta, ktera predpoklada, ze je dané funkce
spojita a méni znaménko na néjakém podintervalu definiéniho oboru. V diskrét-
nim poctu pracujeme s posloupnostmi, které spojité nejsou. Zavadime proto tzv.
zobecnény nulovy bod.

Definice 3.1 (Zobecnény nulovy bod). Necht yi je posloupnost definovand na
[a,b+ 1]z. Pak fikdme, Ze mé zobecnényg nulovy bod v bodé k € [a, b+ 1]z, jestlize
plati pravé jedna z nésledujicich podminek:

1. yy =0 pro k=aq;
2. yp—1#0 A yr—1yr <0 pro k€fa+1,b+1]z.

Nyni mtzeme vyslovit a dokazat véty stfedni hodnoté.



72 J. PROKOP

Véta 3.2 (Diskrétni Rolleova véta o stiedni hodnoté). Necht yi je posloupnost
definovand na [a,b + 1]z takovd, Ze plati y, = ypr1. Pak md posloupnost pronich
diferenci Ayy, definovand na intervalu [a,blz, alespon jeden zobecnény nulovy bod.

Drikaz. Pro spor predpokladejme, Ze posloupnost Ay nemda zobecnény nulovy
bod na [a, b]z. Pak pro vSechna k € [a + 1, bz plati

Ay, #0, (3.1)

(Ayk,1 = O) \Y (AykflAyk > 0) (32)
Z podminky (3.1) dostdvdme, Ze prvni podminka v (3.2) nastat nemuze. Zvolme
za k = a + 1, pak plati bud Ay, = 0 nebo Ay,Ay,+1 > 0. Prvni moZznost je
v rozporu s (3.1) a tedy musi nutné platit

Ay Ayq1 > 0.

Analogicky volbou k = a + 2 a vyuziti nerovnosti Ay,Ay,4+1 > 0 obdrzime, ze
musi nutné platit

AYar1AYay2 > 0.
Indukei tedy dostaneme, ze podminky (3.1) a (3.2) se redukuji na

Ay, #0 AN Ayp_1Ay, >0,

pro vSechna k € [a + 1,b]z. Odtud vidime, Ze posloupnost Ay, neméni na [a, blz
znaménko a zaroven nenabyva nulové hodnoty. To je spor, protoze z podminky, ze
Ay, neméni znaménko, dostaneme, ze puvodni posloupnost musi byt ryze mono-
tonni, coz odporuje predpokladu y, = ypi1. O

Vidime, zZe se jedna o piimou analogii Rolleovy véty o stiedni hodnoté z diferen-
cidlnfho poétu, kde za predpokladu spojitosti funkce f(z) na [a,b], jeji diferenco-
vatelnosti na (a,b) a vlastnosti, ze f(a) = f(b) plati, Ze existuje ¢ € (a,b) takové,
ze f'(c) = 0.

Pfimym zobecnénim diskrétni Rolleovy véty o stfedni hodnoté je diskrétni
Lagrangeova véta o stfedni hodnoté.

Véta 3.3 (Diskrétni Lagrangeova véta o stiedni hodnoté). Necht yi je po-
sloupnost definovand na [a,b+ 1]z. Pak existuje index j € (a,bly takovy, Ze plati
bud

Yo+1 — Ya
Ay, < 20220 < Ay
Yi= b+1l—a — Yi-t»
nebo
Yo+1 — Ya
Ay, < 72 < Ay,
Yimt = b+1—a — Yi
Diikaz. Definujme posloupnost u; jako
wp =y — kLY e a b+ 1]

Pak plati

B Yotr1 — Yo (b+1)ya — aypis
Ug = Ya — Q = ,

b+1—a b+1—a
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Yor1 —Ya _ (b+1D)ya — aypr1

b+1l—a b+1—a ’

Plati tedy uq = up41 a z véty 3.2 mame zarucenou existenci zobecnéného nulového
bodu posloupnosti Auy na intervalu [a, b]z. Tj. existuje néjaké j € [a+1, b]z takové,
ze

up1 = yo+1 — (b+1)

Auj,l 20 A Auj,lAuj <0.
Vzhledem k tomu, ze
Auk = Ayk - 7yb+l —Ya

b+1—a’
miuzeme psat
Yo+1 — Ya Yv+1 — Ya
Ay, — ——— 2 A
( y] 1 b+1—a)( J b+1_a)—

Odtud plyne, ze
. Yo+1 — Ya
min{Ay;_1,Ay;} < b+1-a < max{Ay;_1,Ay;}.

Yb+1—Ya

Tim padem S5

lezi mezi hodnotami Ay;_; a Ay; a tedy

Yo+1 — Ya Yo4+1 — Ya
Ay < 11— 722 < Ay b Ay, < 22— 72 < Ayiq.
yjl_bJrl—a_ Y nebo yj_bJrl—a_ Yi-1

O

Zde je podobnost s Lagrangeovou vétou o stfedni hodnoté z diferencidlniho
poc¢tu méné zrejma. Lagrangeova véta o stfedni hodnoté tiké, ze za predpokladu
spojitosti funkce f(x) na [a,b] a jeji diferencovatelnosti na (a,b) existuje ¢ € (a,b)

takové, ze
Jb) ~ f(a)

7o) = S

4. VYSETROVANI POSLOUPNOSTI

V této kapitole postupné vybudujeme teorii zabyvajici se kvalitativni analyzou
posloupnosti. Ukazeme, jak lze vyuzit konecné diference a jejich vlastnosti k vy-
Setrovani posloupnosti.

4.1. Podminky monotonie posloupnosti

Nésledujici tvrzeni ndm dava do souvislosti nutné a postacujici podminky pro
monotonii posloupnosti a posloupnosti prvnich diferenci.

Véta 4.1 (Nutné a postacujici podminky pro monotonii posloupnosti). Necht
yr je posloupnost definovand na [a,b+ 1]z. Pak plati
(i) Posloupnost yi je rostouci na [a,b + 1)z prdvé tehdy, kdyZ Ay, > 0, pro
vSechna k € [a, b]z.
(ii) Posloupnost yi je ryze rostouci na [a,b + 1|z prdvé tehdy, kdyZ Ayy > 0,
pro vechna k € [a,b]z.
(iii) Posloupnost yy je klesajici na [a,b + 1)z prdvé tehdy, kdyz Ay, < 0, pro
vSechna k € [a, b]z.
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(iv) Posloupnost yi je ryze klesajici na [a,b+ 1)z prdvé tehdy, kdyz Ay < 0,
pro vSechna k € [a, b]z.

(v) Posloupnost je konstantni na [a,b + 1] prdvé tehdy, kdyZ Ayx = 0, pro
vSechna k € [a,b]z.

Diikaz. Ukdzeme platnost vlastnosti (i) a (ii). Ostatn{ vlastnosti lze dokdzat
analogicky.
(i) (=): Jestlize je posloupnost y rostouci, pak musi platit yr+1 > yi, odtud
plyne, ze yr11 — yx > 0, coz je ekvivalentni s Ay > 0.
(«): Pfedpokladejme, ze plati Ay, > 0, odtud plyne, Ze ygi+1 — yx > 0,
coz je ekvivalentni s yi+1 > yi; to je definice rostouci posloupnosti.
(ii) (=): Jestlize je posloupnost yi ryze rostouci, pak musi platit yxr1 > yi,
odtud plyne, Ze yri+1 — yx > 0, coz je ekvivalentni s Ay, > 0.
(«=): Plati, ze Ay > 0, odtud plyne, Ze yg+1 —yr > 0 coz je ekvivalentni
S Yk+1 > Yk; to je definice ryze rostouci posloupnosti.
U

4.2. Lokalni extrémy posloupnosti

V nésledujici podkapitole zavedeme pojem (ostrého) lokdlniho extrému posloup-
nosti, vyslovime a dokdZzeme nutné a postacujici podminky na prvni a druhou
diferenci pro existenci ostrého lokalniho extrému posloupnosti.

Zémérné jsme rozdélili kapitoly o extrémech do dvou podkapitol (ostré) lokalni
extrémy a rozsifené lokalni extrémy. Ukazuje se, ze u posloupnosti neni teorie
extrému jednoznacnd jako ve spojitém pripadé, takze jednak z diavodu logického
budovani teorie, ale i z duvodu aplikacniho povazujeme za vhodné teorii extrému
rozdélit.

Definice 4.2 (Lokaln{ extrémy posloupnosti). Necht yi je posloupnost defino-
vand na [a, b+ 1]z. Pak o posloupnosti y;, fkdme, Ze ma v bodé Ky € [a + 1, b]z:
(i) Lokdlni minimum, jestlize plati

YKo—1 > YKy < YKo+1- (4.1)

(ii) Lokdlni mazimum, jestlize plati
YKo—1 S YKy = YKo+1- (4.2)

V piipadé, Ze jsou nerovnosti v (4.1), resp. (4.2) ostré, pak mluvime o ostrém
lokdlnim minimu, resp. ostrém lokdlnim mazimu.

Takové definice odpovidd nasi intuitivni pfedstavé o (ostrém) lokdlnim minimu
a (ostrém) lokdlnim maximu posloupnosti. Na obrazku 1 jsou postupné zndzornény
vechny eventuality (ostrého) lokdlniho minima v bodé K.

Na zakladé definice 4.2 muzeme vyslovit a dokdzat nutnou a postacujici pod-
minku na prvni diferenci pro existenci ostrého lokalniho extrému posloupnosti.

Véta 4.3 (Nutné a postacujici podminky na prvni diferenci pro existenci os-
trého lokélntho extrému). Necht yi je posloupnost definovand na [a,b + 1)z. Pak
plati, Ze
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Kol K, Kgl Kod K, Kgl
| | | | | |
T | T T I T
Kol K, Kgl Kol Ko Kgl

Obrazek 1. Znizornéni ostrého lokdlniho minima v bodé Ky (vlevo nahofe) a lokalnfho minima
v bodé Ko (ostatni obrazky).

(i) posloupnost yr, md v bodé Ko € [a + 1,blz ostré lokdlni minimum prdvé
tehdy, kdyz plati

Ay, >0 A Ayr,-1 <0,
(i) posloupnost y, md v bodé Ky € [a + 1,blz ostré lokdini mazimum prdvé
tehdy, kdyz plati
AyKo <0 A Ay}(o_l > 0.

Dikaz. Dokézeme pouze bod (i), bod (ii) 1ze dokdzat analogickym postupem.
(=): Pfedpoklddejme, Ze posloupnost yx ma v bodé Ky ostré lokdlni minimum,
tj.
YKo—1 > YKo < YKo+1-
Z prvni, resp. z druhé nerovnosti plyne

0> Ayk,—1, resp. 0< Ayg,.

(«<): Predpoklddejme, Ze plati Ay, >0 A Ayg,—1 < 0. Z prvni, resp. druhé
nerovnosti plyne

YKo+1 — YKo > 0, resp. Yk, —Yk,—1 <0,
neboli

YKo+l = YKo» & YKo < YKo-1,
coz je definice ostrého lokalniho minima. O

Na obrazku 2 (nahote) jsou zndzornény posloupnosti, které maji v bodé Ky
ostré lokdlni minimum (vlevo), resp. ostré lokélni maximum (vpravo), nize jsou
znézornény téz prvni a druhé diference téchto posloupnosti.

Na zékladé obrazku 2 muzeme vyslovit a dokazat vétu zahrnujici druhou dife-
renci ve vztahu k ostrym lokalnim extrémum.
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Plvodni posloupnost \/Q /\'

Kol K, Kgl Kol K, Kgl

Prvni diference / \
| | | | |
|

Druhd diference

I I I
Ko=1 K, Kg1 Kol K, Kg1

Obrazek 2. Levy sloupec znazornuje ostré lokalni minimum v bodé Kp a jeho prvni a druhou
diferenci. Pravy sloupec zndzornuje ostré lokdlni maximum v bodé Ky a jeho prvni a druhou
diferenci.

Véta 4.4 (Nutné a postacujici podminky druhé diference pro existenci ostrého
lokalniho extrému). Necht yi je posloupnost definovand na [a,b + 1]z. Pak md
posloupnost yi ostré lokdlni minimum, resp. ostré lokdlni maximum v bodé Ky €
[a+1,b]z prdvé tehdy, kdyZ je splnéna jedna z ndsledujicich vzdjemné ekvivalentnich
podminek.

(i) Posloupnost prunich diferenci Ay, md zobecnény nulovy bod na intervalu
(Ko — 1, Ky), tj. plati, Ze Ayr,-1Ayx, < 0 a navic je na intervalu [Ky —
1, Koz ryze rostouct, resp. ryze klesajici.
(i)
Ayg, >0 AN Ayg,—1 <0,
resp.
AyKO <0 A AyKO,l > 0.
(iii)
AYro—18YK, = YKo+1YKo — YKo+1YKo—1 — Yy T YKoYKo—1 < 0 (4.3)
a zdroven
AQyKD_l >0, resp. AQyKD_l <0, (4.4)
kde podminky v (4.4) znamenaji, Ze posloupnost Ayy je na intervalu [Ko —

1, Koz ryze rostouct, resp. ryze klesajici.

Diikaz. 7 véty 4.3 plyne, ze podminka (ii) je ekvivalentni s existenci ostrého
lokalniho extrému posloupnosti yx v bodé Ky. Tim je dokazana platnost podminky

(ii).
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(ii) <= (i): Podminka (ii) ndm ¥ikd, Ze posloupnost Ay mé na intervalu
(Ko — 1, Kp) zobecnény nulovy bod, tj.
AyKOAng—l < 0.

Zaroven diky tomu, ze pro ostré lokalni minimum, resp. ostré lokdlni maximum
plati nerovnosti

Ayr, > AyYry—1, resp.  Ayx,—1 > Ayxk,,

plati také, Ze posloupnost prvnich diferenci Ayy je na intervalu [Kg — 1, Ko|z ryze
rostouci, resp. ryze klesajici, coz je pfimo tvrzeni podminky (i).
(i) < (iii): Z podminky (i) mdme

Ayr,-1AYyx, < 0.
Po rozepsani diferenci dostaneme
Ayr,-1AyK, <0
(Yroy — Yro—1)(YUKo+1 — Yr,) <0
YKoYKo+1 — Yky — YKo—1YKo+1 + Yko—1YKo < O,

coz je presné nerovnost (4.3). Navic vime, Ze je posloupnost Ay na intervalu
[Ko — 1, Koz ryze rostouci (pro ostré lokalni minimum) a ryze klesajici (pro ostré
lokélni maximum). To znamend, Ze plat{ nerovnosti

Ayr, > Ayr,-1 Tesp. Ayx,-1 > Ayk,.
Po prevedeni téchto nerovnosti na druhé diference dostaneme
Ayr, > Ayg,—1 = AQyKO,l >0 resp. Ayg,—1 > Ayg, = AzyK0,1 < 0.
Coz jsou presné nerovnosti v (4.4). O

Dtisledkem pravé dokazané véty je nasledujici tvrzeni, které dava podminky pro
prvni a druhé diference do primé spojitosti.

Disledek 4.5 (Nutnd a postacujici podminka druhé diference pro existenci
lokalniho ostrého extrému). Necht y, je posloupnost definovand na intervalu [a, b+
1]z. Pak md posloupnost yi v bodé Ko € [a + 1,b]z ostré lokdlni minimum, resp.
ostré lokdlni maximum prave tehdy, kdyz

AzyKo—l > AyKo > Oa

resp.
AzyK0,1 < AyKo < 0.

Nyni zavedeme pojem globalnich extrému posloupnosti, které budou predsta-
vovat absolutné nejvétsi/nejmensi hodnotu posloupnosti na daném intervalu.

Definice 4.6 (Globélni extrémy posloupnosti). Necht y; je posloupnost defi-
novand na [a,b + 1]z a necht Ky € [a, b+ 1]z. Pak fikdme, Ze posloupnost y, mé
na [a,b+ 1]z globdlni minimum, resp. globdlni maximum v bodé K jestlize plati

Y, < Yj, Tesp. Yr, > y; Vj € [a,b+ 1]z
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V nésledujici poznamce uvedeme postup jak hledat globalni extrémy.

Poznamka 4.7 (Nalezeni globdlnich extrému). Pfedpokladejme, Ze mdme po-
sloupnost yi definovanou na néjakém intervalu [a, b+ 1]z. Za pomoci vyse uvede-
nych vét nalezneme ostré lokalni extrémy a jejich hodnoty. Nasledné tyto hodnoty
porovname s hodnotami v bodech a a b+ 1. Porovnanim vsech téchto hodnot obdr-
zime globalni extrémy. Jestlize uvazujeme posloupnost na Z a limy_, o, Yy = F00
nebo limy_, o, yx = o0, pak takova posloupnost nemé globalni maximum, resp.
minimum a je neomezend, tj. pojem globédlniho extrému v takovém pripade ztraci
smysl.

4.3. Rozsirené lokalni extrémy

Pri vySettovani posloupnosti se muzeme setkat se situaci, kdy ma posloupnost
v bodech Ky a Ky + n lokdlni minimum, resp. lokalni maximum a ve vsSech
bodech na intervalu [Ky + 1, Ky + n — 1] nabyva lokdlntho minima i lokalniho
maxima zaroven. Tyto situace jsou znadzornény na obrazku 3.

7Z praktickych diavodu je vyhodné takovou posloupnost lokdlnich extrému vni-
mat jakozto jeden ,lokalni* extrém, takové extrémy budeme nazyvat rozsitené
lokalni extrémy.

Rozsivené lokalni minimum

| | |
Ko~1 Ko Ks+1 Kg#n-1 Kg#n Kgn+l

| | |
Ko-1 Ko Kg+1 Kg#n-1 Kgn Kgn+l

Obréazek 3. Znazornéni rozsitenych extrémi, kde horni graf ilustruje rozsifené lokdlni minimum
a doln{ graf ilustruje rozsifené lokdln{ maximum na intervalu [Ko, Ko + n|z.

Definice 4.8 (Rozsitené lokalni extrémy). Necht je yj posloupnost definovand
na [a,b + 1]z. Reknéme, 7e tato posloupnost nabjva na intervalu [Ko, Ko + n]z
rozsireného lokdlniho extrému jestlize, body [Ko, Ko + n]z jsou body lokéalniho
extrému a plati

YKo—1 > YKo = YKo+1 = *** = YKo+n—1 = YKo+n < YKo+n+1, (4.5)

nebo
YKo—1 < YKy = YKo+1 = *** = YKo+n—1 = YKo+n >~ YKo+n+1- (4.6)
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V ptipadé splnéni (4.5) mluvime o rozsireném lokdlném minimu. A v p¥ipadé spl-
néni (4.6) mluvime o rozs§ireném lokdinim mazimu.

Rozsitené lokalni extrémy jsou tak vlastné zobecnénim ostrych lokdlnich ex-
trému z predchozi kapitoly. Kdybychom v definici 4.8 uvazovali n = 0, dostali
bychom tak ostré lokalni extrémy z predchozi podkapitoly.

Nasim cilem nyni bude urcit nutné a postacujici podminky pro vyskyt rozsire-
nych lokalnich extrému. Vyslovime a dokazeme véty analogické k vétam 4.3, 4.4 a
4.5, pro rozsifené extrémy.

Véta 4.9 (Nutné a postacujici podminky prvni diference pro existenci rozsire-
ného extrému). Necht yi je posloupnost definovand na [a,b+ 1]z. Pak plati:

(i) Posloupnost yr, md na intervalu [Ko, Ko +nlz C [a,b+ 1]z rozsirené lokdind

minimum prave tehdy, kdyz
Ayg,—1 <0 AN Ayg, = AyKO+1 == AyKOJrn,l =0 A AyK0+n > 0. (4.7)
(ii) Posloupnost yx md na intervalu [Ko, Ko+ nlz C [a,b+ 1]z rozsirené lokdlni

mazximum prdve tehdy, kdyz
AyKU—l >0 A AyKo = AyKo—i-l == AyKo-i-n—l =0 A AyK0+n < 0. (48)

Diikaz. Dokézeme pouze bod (i). Bod (ii) 1ze dokdzat analogickym postupem.

(i) (=): Vime, ze posloupnost y; mé na intervalu [Ky, Ko+n]z rozsitené lokdlni
minimum a tedy z definice 4.8 musi platit
YKo—1 > YKo = YKo+1 = YKo+2 = *** = YKo+n—1 = YKo+n < YKo+n+1-
Kdyz vyjadrime jednotlivé diference, tak dostaneme

AyKo*l <0 A AyKo = AyKoJrl == AyKO‘Hl*l =0 A YKo+n > 0.
Tim dostavame dokazovanou implikaci.
(«=): Vime, Ze pro posloupnost y plati
AyKO_l <0, A AyKo = AyK0+1 =...= AyK0+n_1 =0 A AyK0+n > 0.

Po rozepsani jednotlivych diferenci obdrzime

YKo—1 > YKo = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n < YKo+n+1,
coz je presné definice rozsifeného lokalniho minima.
O

Obdobné jako v podkapitole 4.2, kde jsme se vénovali ostrym extrémim nyni
prezentujeme podminky na druhou diferenci a existenci rozsifenych extrému.

Véta 4.10 (Nutné a postacujici podminky druhé diference pro existenci roz-
Sifeného extrému). Necht yi je posloupnost definovand na [a,b + 1)z. Pak md
posloupnost yi, rozsirené lokdlni minimum, resp. rozsirené lokdlni mazximum na
intervalu [Ko, Ko + nlz, kde n € N, prdvé tehdy, kdyZ jsou splnény ndsledujici
podminky:

Ayry-1AYKy4n <0, (4.9)
A?yr,—1 >0, resp. A’yg, 1 <0 (4.10)
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AyKo = A:UK0+1 — ... = AyK()‘F’rL*l =0. (411)

Dikaz. Chceme dokézat ekvivalenci, dikaz tedy provedeme dvojitou implikaci.
Necht yx je posloupnost definovand na [a,b + 1]z.

(=): Predpoklddejme, Ze mé posloupnost yj rozsifené lokdlni minimum, resp.
rozsifené lokalni maximum na intervalu [Ky, Ko 4+ n|z, kde n € N. Z definice 4.8
vime, ze plati

YKo—1 > YKo = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n < YKo+n+1,
resp.

YKo—-1 < YKo = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n > YKo+n+1-
Z véty 4.9 plati, ze posloupnost prvnich diferenci musi v bodech Ky—1 a Ky+n mé-
nit znaménko. Déale musi platit, Ze pro rozsitené lokalni minimum, resp. rozsirené
lokélni maximum, musi byt posloupnost prvnich diferenci zaporné, resp. kladna
v bodé Ky — 1 a kladn4, resp. zdporna v bodé Ky + n. Odtud plynou podminky
(4.9) a (4.10).

Podminka (4.11) také plyne pfimo z definice, jelikoz musi platit

YKo = YKo+1 = " " = YKo+n—1 = YKo+n;
a to jak pro rozsirené lokdlni minimum, tak i pro rozsitené lokalni maximum. Tim
je dokazana prvni implikace.
(«): Predpokladejme, Ze jsou splnény podminky (4.9), (4.10) a (4.11). Pod-
minka (4.11) ndm zarucuje, Ze bude platit

YKo = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n-
Déle podminka (4.9) ndm zarucuje, Ze posloupnost prvnich diferenci v bodech
Ky — 1 a Ky +n bude stridat znaménka. Diky této vlastnosti vime, ze se bude
jednat o extrém.

Nerovnosti (4.10) uréi, o ktery extrém se bude jednat. Pokud se bude jednat o
rozsitené lokalni minimum, pak bude posloupnost prvnich diferenci v bodé Ky —1
zapornd a v bodé Ky + n kladnd, a naopak, jestlize se bude jednat o rozsitené
lokélni maximum. Alternativné muzeme rozepsat druhé diference a zjistime, Ze za
predpokladu, Ze bude splnéna podminka (4.10) obdrzime podminky z véty 4.9. O

Na zavér podkapitoly tykajici se rozsitené extrémt ukdzeme, jak lze vyuzit
posloupnosti vyssich diferenci pfi hledani rozsitené extrémui posloupnosti.
Jesté pfed samotnym tvrzenim dokdzeme pomocné lemma.

Lemma 4.11. Necht y; je posloupnost definovand na [a,b + 1)z a necht pro
néjakd Ko € Z a n € N takové, Ze |Ko, Ko + n|z C [a,b+ 1]z, plati

YKo =YKo+l =" = YKotn = C = Ayg, =+ = AYgyin-1 =0,
kde c € R. Pak plati
Ay, =0, (4.12)
Ayro-1 = (1) Ayry—1, (4.13)
A"ro+1 = AYKgtn, (4.14)
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An+1yKO,1 = (—1)" AyKoflz (415)
A"y = Ayryin. (4.16)

Diikaz. Za vyuziti binomické véty neni obtizné dokazat, ze plati nasledujici
rovnosti:

0 30 =S (e

§=0
(ii) Z(1)J< > =0.

i=0 J

Dikaz rovnosti (4.12): V rovnosti (i) volme k& = Kjy, pak pro indexy j =
0,1,...,n, plati yx,4+n—; = ¢, tj. za vyuziti rovnosti (ii) dostaneme
N - if" .y (") = n_
A Yo = Z(_l) ) YKo+n—j = CZ(_I) . = C(l - 1) =0,
i=0 J =0 /

¢imz jsme dokazali rovnost (4.12).
Dikaz rovnosti (4.13): Analogicky za vyuziti rovnosti (i) a volbu k = Ky — 1

dostaneme
n
n (N
A'Yro-1 = Z(_l)]< -)yKo—1+1L—j~
=0 J
Jelikoz pro indexy j = 0,1,...,n—1je Ko—1+n—j € {Ko, Ko+1,...,Ko+n—1},
tedy yx,—1+n—j = ¢, pak plati
n n n—1 n
A"k = Z(_l)]< ~>yKo—1+n—j = (—1)"yro—1 + CZ(—I)J( )
j=0 J j=0 J

Z rovnosti (ii) dostaneme

Celkove tedy plati
A"ygy—1 = (—1)"yro—1 + c(=1)"T = (=1)" T (¢ — yry—1) = (=1)"" Ayg,—1,

¢im7 jsme dokdzali rovnost (4.13).
Dikaz rovnosti (4.14): V rovnosti (i) volme k = Ky + 1, pak dostaneme

n
[
AnyKo-i-l = Z(_l)J< «)Z/Ko+1+n—j-
— J
7=0
Jelikoz pro indexy j = 1,.....n—1,n je Ko+ 1+n—j € {Ko+1, Ko +2,..., Ko+n},
tedy Yro+14+n—j = C, pak plati

n /n
A"Ko+1 = YKo+nt1 + CZ(—l)J< )

i=1 J
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Z rovnosti (ii) dostaneme

ci(w‘ (?) = c<g) S—

J:
Celkové tedy plati
A"YKo+1 = YKo+nt1 — € = (YKo+n+1 — YKot+n) = AYKo+n,
¢imz jsme dokazali rovnost (4.14).

Diikaz rovnosti (4.15) a (4.16): Z definice plati A"ty = Ay, 1 — A™y;. Dale
za vyuziti rovnosti (4.12), (4.13) a (4.14) mizZeme psat:

A"y 1= AMyg, — Aygo—1 = (—1)"Ayg,—1 proi= Ko — 1.
A"y, = A"ykor1 — A"k, = Ayko4n  Pro i = K.
Tim jsme dokézali rovnosti (4.15) a (4.16). O

Nyni jiz muzeme ptrimo vyslovit vétu, kterd ddva do souvislosti posloupnosti
vyssich diferenci a rozsirené extrémy.

Véta 4.12 (Posloupnosti vyssich diferenci a rozsifené extrémy). Necht yi je
posloupnost definovand na [a,b+1)z. Pak md posloupnost yi na intervalu [Kq, Ko+
n)z, kde n € N, rozsirené lokdlni minimum, resp. rozsirené lokdlni{ maximum prdvé
tehdy, kdyz:

Pro n liché:

A"HyKO_l >0 A A"Hy;{o >0, resp. A”HyKO_l <0A A”HyKO < 0. (4.17)
Pro n sudé:
A"y 1 <OAN A"y >0, resp. A"y, 1 >0 A AV Yk, < 0. (4.18)
Navic
(i) Pokud jen sudé, pak plati, Ze posloupnost A"y, md v Ky ostry extrém, kde
A"yKO =0, tj. AnyKU_l >0< AnyKO_H, TeSP. Any}(o_l <0> AnyK0+1.
(ii) Pokudn liché, plati, Ze posloupnost A"y v bodech Ko—1, Kg, Ko+1 splriuje
nerovnosti
A"ygy,—1 <0, resp. Ayg,_1 >0,
AnyKo = 07
A"ygo41 >0, resp. Alyg,41 <O0.

Diikaz. Necht je yj posloupnost definovand na [a,b + 1]z. Provedeme diikaz
dvojitou implikaci.

(=): Pfedpoklddejme, Ze posloupnost yi mé rozsifené lokdlni minimum, resp.
rozsifené lokdln{ maximum na intervalu [Ky, Ko + n|z.

Vime, ze plati

AyKO — AyKO+1 — ... = AyK0+n—l — (]’

coz je ekvivalentni s

YKy = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n = G,
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kde ¢ € R. Dale vime, ze plati:
Ayr,—1 <0< Ayg,+n pro rozsifeni lokdlni minimum, (4.19)
Ayr,—1 > 0> Ayg,4+n pro rozsifeni lokdlni maximum. (4.20)

Za vyuziti lemmatu 4.11, resp. rovnosti (4.12)—(4.16) a nerovnosti (4.19), (4.20)
dostaneme nésledujici vlastnosti:

e V pripadé rozsifeného lokalniho minima:
A”“y;(o_l = (-1)(Ayky-1) >0 A A"HyKO = AyYky+n >0 pro n liché,
A"y = (+1)(Ayg,—1) <0 A A"‘Hy;(o = AYgy4+n >0 pron sudé.
e V pripadé rozsiteného lokalniho maximas:
A"y 1= (FD)(Ayr,—1) <0 A A" lyg = Ayk,en <0 pro n liché,
A"y 1= (=1)(Ayk,-1) >0 AN A"y = Ay, in <0 pro n sudé.

Tim jsme dokédzali nerovnosti (4.17) a (4.18). Nyni ukdzeme body (i) a (ii). Z lem-
matu 4.11 primo dostavame:

o Ayg, =0.
e V pripadé rozsiteného lokalntho minima:
Ayry—1=(=1) - (Ayr,-1) >0, A"yx,11 = AYk,+n >0 pro n sudé,
A"yr,—1 = (+1) - (Ayk,—1) <0, A"yg,+1 = AyYk,4n >0 pro n liché.
e V pripadé rozsiteného lokalniho maxima:
Ayr,—1 = (1) (Ayk,-1) <0, A"yr,4+1 = Ayk,+n <0 pro n sudé,
AMyr,-1 = (+1) - (Ayx,-1) > 0, A"y 11 = AYrytn <0 pro n liché.
Odtud plyne:
e (i) Je-li n sudé, pak A"y, =0 a
A"ygo—1 >0 < A"yg,41 v pripadé rozsifeného lokdlniho minima,
A"yg,—1 < 0> A"yg,41 v pripadé rozsifeného lokdlniho maxima,
tedy A"y, ma v bodé Ky ostry extrém.
e (ii) Je-li n liché, pak mé usporddané trojice (A™yx,—1, A"Yrys A"Yro+1)
znaménka
(—,0,4) v pripadé rozsifeného lokdlniho minima,
(+,0,—) v pripadé rozsifeného lokdlniho maxima.
(«<): Necht plati podminky (4.17), (4.18), (i) a (ii) a zdroven
Ayr, = Aykor1 = - = AyYykytn-1 =0, (4.21)
tj. ekvivalentné yx, = - -+ = Yr,+n = ¢. Potom lze pouzit lemma 4.11, ze kterého

plyne
A" Nyt = (1" Ayry—1, A" yg, = Aykyin.
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Znaménka (n+1)-ni diference tedy uréuji znaménka prislusnych prvnich diferenci:
Ayr,—1 <0 < Ayg,4n Vv piipadé rozsifeného lokalniho minima,
Ayr,—1 > 0> Ayg,4n Vv pripadé rozsifeného lokdlniho maxima.

Spolecné s (4.21) jsou tak splnény podminky véty 4.9, tj. (4.7), (4.8), a tedy po-
sloupnost y; mé na [Ky, Ko+ nlz rozsifené lokdlni minimum, resp. rozsifené lokalni
maximum. U

Na obrazku 4 je znazornén princip pravé dokazané véty, pron =2 an = 3 na
rozsifeném lokalnim maximu.

Analogicky jako v predchozi podkapitole, mizeme definovat rozsiteny globalni
extrém posloupnosti.

Definice 4.13 (Rozsifeny globalni extrém). Necht yj je posloupnost definovand
na [a, b+ 1]z. Pak fikdme, Ze m4 posloupnost yy rozsirené globdlnd minimum, resp.
rozsirené globdlni maximum na intervalu [Ky, Ko + nlz, kde n € N| jestlize plati

yi <y, resp. Y >y, Vi€ [Ko,Ko+nlz, Vje€la,b+1]z.

Pri hledani rozsirenych globalnich extrémi, postupujeme analogicky jako u os-
trych globélnich extrém.

4.4. Konvexni a konkavni posloupnosti

V této podkapitole se podivame, jak je mozné zavést (ryze) konvexni, resp. (ryze)
konkévni posloupnost a odvodime podminky prvni a druhé diference pro ovéreni
(ryzi) konvexnosti a konkdvnosti posloupnosti.

Definice 4.14 ((Ryze) konvexni/konkavn{ posloupnost). Necht y; je posloup-
nost definovand na [a, b+ 1]z. Tuto posloupnost nazyvime konvexni na intervalu
[A, B+ 1]z C [a,b+ 1]z, jestlize pro libovolné t¥i body 1, x2, x3 € [A, B + 1]z
takové, ze x1 < x9 < x3, plati

y:v:; - yl’l
= — . 4.22
pa— (z2 — 1) (4.22)

Yzo < Yo +
Obdobné posloupnost y, nazyvdme konkdvnd na intervalu [A, B+ 1]z C [a, b+ 1]z,
jestlize pro libovolné tii body x1, xa, 3 € [A, B + 1]z takové, Ze x1 < x2 < z3,
plati
Yz — Yz
(72 — x1). 4.23
p— (x2 — 21) (4.23)
Jestlize v nerovnostech (4.22), resp. (4.23) nahradime neostré nerovnosti ostrymi
nerovnostmi, dostaneme definici ryze konvexnt, resp. ryze konkdvni posloupnosti.

Yoy = Yoy T

Vidime, Ze definice konvexnich a konkavnich posloupnosti je diskrétni analogii
konvexnich a konkavnich funkci a tedy piimo z definice lze odvodit, ze posloupnost,
ktera je konvexni a konkavni zaroven je posloupnost aritmeticka.

Poznamka 4.15. Kdybychom v definici 4.14 napf. nerovnost (4.22) vyndsobili
—1 dostali bychom z konvexni posloupnosti posloupnost konkévni. Tedy, jestlize
je néjaka posloupnost y, na intervalu konvexni, pak je posloupnost —y; na tomto
intervalu konkavni a naopak.
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Y Y
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| | | | | | |
I I I I I I I
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._/.

Obréazek 4. Diferencovani posloupnosti s rozsifenym lokalnim maximem pron =2 a n = 3.

V nasledujici vété ukazeme alternativni definici pro konvexni, resp. konkdvni
posloupnost.
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Véta 4.16 (Alternativn{ definice konvexni/konkdvni posloupnosti). Necht yy
je posloupnost definovand na [a,b + 1)z. Ddle necht je tato posloupnost konvernt,
resp. konkdoni na [A, B+1]z C [a,b+ 1]z a necht x1,x2, x5 € [A, B+ 1]z jsou libo-
volné body, které splnuji 1 < x9 < x3. Pak plati vzdjemné ekvivalentni nerovnosti
(4.24)—(4.26), resp. (4.27)—(4.29).

Yzy = Yz < Yoz — Yz , (424)
To — I €r3 — T1
ywz - ywl yz?’ — ywz
) < , 4.25
Konvexni To— X1 Ty — T ( )
T3 — I T3 — T2
Yzo — Yaq > Yzrs — Yz , (427)
To — X1 T3 — X1
yz2 - yzl yibg - y$2
o N 4.28
Konkavni To—T1  X3—Tg ( )
Yzz = Yzq > Yzz — Yo . (429)
T3 — I X3 — T2

Jestlize jsou nerovnosti v (4.24)—~(4.26), resp. (4.27)—~(4.29) ostré, pak je posloup-
nost ryze konvexni, resp. ryze konkduvni.

Diikaz. Ukdzeme zvlast, Ze nerovnosti (4.24)—(4.29) jsou ekvivalentni s nerov-
nostmi (4.22)—(4.23) nehledé na to, zda jsou nerovnosti ostré nebo neostré. Jestlize
ukézeme ekvivalenci pro neostré nerovnosti, pak z toho automaticky plyne, Ze jsou
nerovnosti ekvivalentni i pro ostré nerovnosti. Z poznamky 4.15 vime, ze staci pro-
vést dikaz pouze pro konvexni posloupnosti.

Predpokladejme, ze je posloupnost y; konvexni. Pak musi nutné platit nerovnost
(4.22). Jestlize z pravé strany nerovnosti (4.22) odecteme ¢len y,, a ndsledné celou
nerovnost vydélime clenem (o — x1), tak dostaneme (4.24).

Z nerovnosti (4.24) postupné dostaneme

(Yzo = Yar ) (@3 = 21) < Yoy — Yz, ) (2 — 21),
(Yo = Y, ) (@3 = 1) < Yoy — Yao) (X2 — 1) + Yy — Yo, ) (02 — 1),
(Yo, = Y ) (3 — 21 — 2 + 21) < Yoy — Yup) (¥2 — 71),
(Yo = Yar ) (@3 = 22) < (Yary — Yao) (2 — 21),
Yzo — Yaq < Yzz — Yao '
Ty —T1 = T3— T2

Tim jsme dokézali implikaci (4.24) = (4.25). Analogicky lze dokdzat implikace
(4.25) = (4.26) a (4.26) = (4.24). O

Obdobné, jako v diferencidlnim poctu, je mozné odvodit podminky na prvni
a vyssi diference v souvislosti s konvexnosti, resp. konkdvnosti posloupnosti. V
nasledujicich vétach tyto podminky vyslovime a dokazeme.
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Véta 4.17 (Prvni diference a (ryzi) konvexnost/konkavnost). Necht yi je po-
sloupnost definovand na intervalu [a, b+1]z. Pak je posloupnost yy, (ryze) konvernt,
resp. (ryze) konkdvni prdavé tehdy, kdyz posloupnost pronich diferenci Ayy (ryze)
rostouct, resp. (ryze) klesajici na intervalu [a, b]z.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze konvexni posloupnost mizeme zménou znaménka
prevést na konkavni posloupnost, stac¢i nam dikaz provést pouze pro konvexni
posloupnosti.

(=): Necht je posloupnost y; konvexni na [a,b+ 1]z, tj. pro body 1,22, 23 €
[a,b+ 1]z, takové, Ze z1 < x9 < x3, plati

y:rz - ya:l < ng - ya:l < ng - yajz )
To — T - Ir3 — T1 - Tr3 — T2
Ukézeme, Ze obecné plati Ay,, < Ay,.. Na bod x5 se nekladou zadné pozadavky
kromé toho, ze musi byt splnény nerovnosti 1 < x2 < x3. Proto mtzeme volit
To = 21 + 1 a dostaneme tak
Yoi+1 = Yzu Ayﬁb‘l — A
= =AYz, -
xr1 + 1-— X1 1
Obdobné muzeme volit preznaceni xo := x3 a zaroven xs ‘= x3 + 1 a dostaneme
tak

Yos+1 — Yoz Aylﬂ3 = A
= = BYzs-
T3 + 1-— I3 1

Kombinaci téchto dvou voleb dostaneme odhad

Ay,, < ¥ o py,
r3 — T1
Odtud plati
Ayﬂcl S Ayﬁfa

Vzhledem k tomu, ze body x1, x3 a x3 volime libovolné, tyto odhady plati na celém
intervalu [a, b]7. Posloupnost Ay, pak musi byt (ryze) rostouci na celém intervalu
[CL, b]Z

(«<): Predpoklddejme, Ze posloupnost prvnich diferenci Ay je (ryze) rostouci
pro vSechna k € [a, b]z. Budeme vychézet z véty 4.16 a ukdzeme, Ze pro libovolné
body x1, 2,3 € [a,b]z, takové, Ze x1 < xo < x3, plati (4.24), tj.

Yzo — Yaq <y$3_ywl
To — 1 Trs — T1

Méjme libovolné body 1, za, 23 € [a,b]z, které spliiuji nerovnosti x; < zo < 3.
Pak plati
Ayyy, < Ayzy < Ay,

Z véty 3.3 existuji indexy i € (x2, 23]z a j € (x1,22]z, kde j < i takové, Ze

Yzrz+1 — Yas

Ay;_1 <
Y 1_$3+1—LL‘2

< Aylv

Yzo+1 — Yy < Ay
— J:

Ay, <
Yi 1*x2—|—1—x1
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Navic z monotonie musi platit
Ay;—1 < Ay; < Ay < Ay,
Odtud dostaneme
yCEQJrl - y:vl < y13+1 - y:v2
To+1l—x1 = w3+1—ay
Jelikoz jsou body z1,z2 a x3 voleny libovolné, plyne z posledni nerovnosti

Ly = Y < Yoz = Yao
ro — I - Tr3 — T2

Ryzi konvexnost dostaneme analogickym postupem. O

Nésledujici véta nam dava do souvislosti druhou diferenci posloupnosti a jeji
konvexnost /konkdvnost.

Véta 4.18 (Druhd diference a (ryz{) kovexnost/konkdvnost). Necht yi je po-
sloupnost definovand na intervalu [a,b + 1]z. Pak plati:

(i) Posloupnost yy, je ryze konvexnd, resp. ryze konkdavni na intervalu [a,b+ 1]z
pravé tehdy, kdyz Ay, > 0, resp. A2y, < 0 na intervalu [a,b— 1]z.

(ii) Posloupnost yy, je konvexni, resp. konkdvni na intervalu [a,b + 1]z prdvé
tehdy, kdyZ A2y > 0, resp. A%y, <0 na intervalu [a,b — 1]z.

Diikaz. Dikaz provedeme pouze pro pro (ryze) konvexni posloupnosti.

(=): Pfedpokladejme, Ze je posloupnost yi (ryze) konvexni. Z véty 4.17 vime,
Ze Ay bude (ryze) rostouci na [a, bz a tedy z véty 4.1 dostaneme podminku, Ze
druhé diference musi byt (ostfe) vétsi nez nula.

(«): Piedpokladejme, ze plati A%y, > 0, resp. A2y, > 0. Pak z véty 4.1 musf
byt posloupnost Ay rostouci, resp. ryze rostouci, a tedy z véty 4.17 dostaneme,
ze posloupnost yi je kovexni, resp. ryze konvexni. O

Pri zkoumani konvexnosti, resp. konkdvnosti posloupnosti hraji vyznamnou roli
tzv. inflexni body, které se nachazeji v mistech, kde posloupnost prechéazi z ryze
konvexni na ryze konkavni, resp. z ryze konkavni na ryze konvexni posloupnost.

Definice 4.19 (Inflexni bod). Necht y; je posloupnost definovand na na [a, b+
1]z. Rikédme, Ze bod xg € [a + 1,blz je inflexnim bodem, jestlize existuje A € N,
takové, ze je posloupnost yy, na [zg, zo + A]z ryze konvexni a na [zg — A, xo|z ryze
konkévni, nebo naopak.

V nasledujici vété uvadime podminky prvni a druhé diference, pro existenci
inflexnich bodi.

Véta 4.20 (Nutné a postacujici podminky pro existenci inflexnich bodtt). Necht
yr je posloupnost definovand na na [a,b+ 1)z. Pak z¢ € [a + 1,b]z je inflexnim
bodem prdvé tehdy, kdyz existuje A € N takové, Ze je splnéna jedna z ndsledujicich
ekvivalentnich podminek:

(i) Posloupnost Ayy, je ryze rostouci na [xg— A, xo— 1]z a zdroven ryze klesajici

na [zo,x0 + A — 1]z,
nebo
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posloupnost Ayy, je ryze klesajici na [xg — A,xg — 1|z a zdrovern ryze
rostouct na [xg,xo + A — 1]z.
(i) A2y, <0 na [zo, 70 + A — 2]z a zdroveri A%y, > 0 na [vg — A, 20 — 2]z
nebo
A2%y;, > 0 na [xo, 20 + A — 2]z a zdroven A2y, <0 na [zo — A, x0 — 2]z

Diikaz. Tvrzeni véty plyne piimo z definice inflexnich boda 4.19 a vét 4.18 a
4.17. 1

4.5. Asymptoty posloupnosti

V predposledni podkapitole se zamérime na teorii asymptot posloupnosti. Teorie
ptrimo vychazi z diferencidlniho poctu a je tak jeji ¢istou analogii.

Definice 4.21 (Asymptota posloupnosti). Necht y; je posloupnost definovand
na [a, +00)z, resp. (—o0, b]z. Aritmetickd posloupnost xp, = Ak+ B, kde A, B € R,
se nazyva asymptotou se smérnici posloupnosti yy, jestlize plati limy o0 (yx —
(Ak + B)) =0, resp. limg—, oo (yx — (Ak + B)) = 0.

Véta 4.22 (O asymptoté se smérnici). Posloupnost v, = Ak+ B je asymptotou
posloupnosti yy. definované na [a,00)z pro k — +oo, resp. (—o0,blz pro k — —oo
praveé tehdy, kdyz

kgrfoo %’“ =4, a kgrfoo(yk —4k) =B,
resp.
lim 28— A, a lim (yp — Ak) = B.
k——co k k——o00

Drikaz. Piimo z definice plyne, Ze posloupnost x, = Ak + B je asymptotou
posloupnosti yx pravé tehdy, kdyZ plati limg_,+ o0 (yx — Ak) = B. Odtud dostévame,
ze limy 400 (% — A) = limp 400 % =0, a tedy nutné limg_, 4 % = A. O

Dusledkem této véty je nasledujici tvrzeni, které uvadime bez dukazu.

Dasledek 4.23. Konstantni posloupnost xy, = B je asymptotou posloupnosti
Yy pro k — Foo pravé tehdy, kdyz limg_ 100 Yy = B.

4.6. Aplikace a priklady vysetfovani posloupnosti

V této podkapitole shrneme vSechny vyse dokazané véty a vysledky tykajici se
vysettovani posloupnosti. Nasledné ilustrujeme vysettovani posloupnosti na teore-
tickych a aplikac¢nich prikladech.

Pr1i vysetfovani posloupnosti budeme postupovat podle ndvodu nize.

Pozndmka 4.24 (Kvalitativni analyza posloupnosti). Necht je yi posloupnost
definovand na [a, b+ 1]z.
(i) Za vyuziti véty 4.1 nalezneme intervaly monotonie posloupnosti.
(ii) Pomoci vét 4.3, 4.4, 4.5, 4.9, 4.10 a 4.12 nalezneme ostré a rozsifené
lokalni extrémy a provéfime jejich okoli, zda se opravdu jednd ostré/roz-
sitené lokalni extrémy.



90 J. PROKOP

(iii) Ze znalosti ostrych/rozsifenych lokalnich extrému z pfedchoziho bodu, vy-
Set¥{me hodnoty posloupnosti v bodech a a b+ 1 (popiipadé pro a,b+ 1 =
+o0 vySetiime hodnotu limit v +00) a porovndme je s lokdlnimi extrémy z
predchoziho bodu. Nalezneme tak globalni extrémy (pokud existuji).
(iv) Pomoci vét 4.17 a 4.18 nalezneme intervaly konvexnosti a konkavnosti.
(v) Za vyuziti véty 4.20 (popiipadé 4.17 a 4.18) nalezneme inflexni body.
(vi) Za predpokladu, Ze a = —oo, resp. b+ 1 = 400, nalezneme pomoci vét 4.22
a 4.23, asymptoty se smérnici.
(vii) Za pomoci informaci z predchozich bod1, provedeme p¥iblizny naért pra-
béhu grafu posloupnosti y;.
Pomoci poznamky 4.24 se nyni podivame, na konkrétni priklady vysetfovani
posloupnosti a jejiho vyuziti.

4.6.1. VysSetrovani posloupnosti. Jesté nez si ukdzeme néjaké primé aplikace
vysettovani posloupnosti, demonstrujeme uzitecnost poznamky 4.24 na nasleduji-
cim prikladu.

Piiklad 4.25 (Analyza posloupnosti v, = k2 2F). Méjme posloupnost
yr = k*2%,
ktera je definovand na Z. VysSetfete pribéh posloupnosti y; na Z.
Budeme postupovat presné v krocich uvedenych v poznamce 4.24.
(i) Monotonie: Nalezneme posloupnost prvnich diferenci
Ay = Ypp1 — yp = (k +1)2 28T — g2 2% = 2% [2(k +1)? — k%] = 28 (K + 4k + 2).
Protoze 2F > 0 pro vSechna k, o znaménku Ay rozhoduje ¢len
qk) = k> +4k +2=(E+2 - V2)(k +2+V2).
Jeho realné kofeny jsou —2 4 /2 ~ —3.414 a —0.586. Plati tedy
>0, k< —4nebok >0,
q(k)
<0, ke{-3,-2,-1}.
Podle 4.1 plati, Ze je posloupnost yi rostouci na (—oo, —4]z U [0,00)z a
klesajici na [—4, 0]z.
(ii) Rozsifené/ostré extrémy:
(a) Lokalni extrémy: Podle véty 4.3 nastane lokdlni maximum v bodé
Ky, kdyz
AyKO,1 >0 A AyKO <0,
analogicky lokalni minimum je v bodé Ky, kdyz
AyKO,1 <0 A Ang > 0.
Vidime, Ze zména znaménka posloupnosti Ay, z + — — nastane mezi

body k= —4 a k = —3, tedy

ostré lokalni maximum je vk = —3 s hodnotou y_3 = 3
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Prechod — — + je mezi k = —1 a k =0, tedy
ostré lokalni minimum v £ =0 s hodnotou yo = 0.

(b) Globalni extrémy: Podivdme se jakych hodnot nabyvéd posloupnost
v krajnich bodech defini¢niho oboru, tj. zajimaji nas limity v +c0. Pro
k — 400 mame
lim &22F = +o0,
k—+oco
exponencialni rist prevladd, takze globdln{ maximum neexistuje (po-
sloupnost je neomezena shora). Analogicky Pro k — —oo mame
lim k228 =0,
k——oco
pritom gy > 0 pro vSechna k a yg = 0, tedy globalni minimum je
Yo = 0.
(iii) Konvexnost/konkévnost: Nalezneme posloupnost druhych diferenci po-
sloupnosti yy:

Ay, = A(Ayy) = A(28(k* + 4k + 2)) = 2% (K + 8k + 12) = 2% (k + 2)(k + 6).

Znaménko A%y, opét uréuje pouze vyraz (k + 2)(k + 6). Nulové body jsou
k = —6 a k = —2. Posloupnost A2y je kladnd mimo Z\ [-6, —2]z a zdporna
na [—5, —3]z, viz tabulka nize:

k |... -7 =6 -5 -4 -3 -2 -1
k+2)(k+6)]... + 0 - — — 0 +

Podle vét 4.17 a 4.18 tedy ptfimo plati
yr je konvexni na (—oo, —6]z U[—2,00)z, yi je konkdvni na [—6, —2]z.

(iv) Inflexni body: Inflexni body jsou pravé ty body, kde se znaménko A2y,
méni, tj. inflexni body nastévaji v

k=-6 a k=-2.

(v) Asymptoty se smérnici: Asymptota se smérnici z;, = Ak + B existuje,
jestlize limg 400 yr/k = A. Pro k — 400 mame y;/k = k2F — 400 a
tedy asymptota se smérnici v 400 neexistuje. Pro k — —oo plati yp — 0 a
yr/k — 0, takZe asymptota se smérnici v —oo je

zp =0 pro k— —oo.

(vi) Prib&h posloupnosti: Pribéhy posloupnosti y; (modrd barva) , Ay
(zelend barva) a A%y (¢ervend barva) jsou znézornény na obrdzku niZe.
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—1

4.6.2. Modus diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti. V teorii pravdépo-
dobnosti, konkrétné diskrétnich nahodnych veli¢in vystupuje mnoho nahodnych
rozdéleni, mezi nejznaméjsi patti napiiklad Poissonovo rozdéleni nebo Binomické
rozdélent, resp. Bernoulliho schéma.

Jeden z mnoha dilezitych parametri, které nds mohou zajimat u téchto (a
dalsich) rozdéleni je modus. Modus je nejpravdépodobnéjsi hodnota ndhodného
rozdéleni. Kdybychom vykreslili dané rozdéleni do grafu s néjakymi parametry,
tak modus bude extrém (globélni maximum) daného rozdéleni.

Priklad 4.26 (Modus diskrétniho Poissonova rozdéleni). Uvazujme diskrétni
Poissonovo rozdéleni
DL

P(X =k)=Z7¢7, kde A>0.

Naleznéte modus Poissonova rozdéleni pro obecné A > 0.
Mame posloupnost
yk:ye , kde A>0.
Defini¢ni obor je Ng. Za vyuziti Stirlingovy formule dostavame
)\k

lim ~—e*=0.
k—g—‘:r—loo k!e 0

Posloupnost se s rostoucim k bliz{ k nule a navic nabyva v k = 0 hodnoty e, coz

je néjaké ,malé“ ¢islo. Obor hodnot je mezi 0 a nasim hledanym extrémem.
Intervaly monotonie nalezneme pomoci véty 4.1. Urcime prvni diferenci po-

sloupnosti ys.
AE e MNP
Ayp=A—er=—"_(N—1—k).
= Agre "= gy k)

Hleddame, kde tato posloupnost méni znaménko na diskrétnim intervalu Ng.
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Resfme tedy rovnici
efAAk
(k+1)!

ReSenim této rovnice je k = X\ — 1 a podle véty 4.1 je posloupnost y, rostouci na
[0,\ — 1]z a klesajici na [A — 1, +00]z.

Vzhledem k tomu, ze Ayyx_1 = 0, musi platit yy_1 = yy. Odtud plyne, zZe
na intervalu [A — 1, A]z se bude nachézet rozsifeny lokaln{ extrém. Nikde jinde
posloupnost prvnich diferenci znaménko neméni a ani neni rovna nule. Jedné se
tak o jediny extrém a dokonce se jedna o globalni extrém, protoze krajni body
jsme jiz proverili.

Kdyz se podivame na hodnoty, kterych posloupnost nabyva v bodech A — 2 a
A+ 1, zjistime, Ze se jednda o rozsifené globalni maximum.

V praxi samoziejmé zalezi na tom, zda je A celé ¢islo nebo tfeba ¢islo redlné,
nicméné tento problém lze lehce vyftesit tak, Ze provéiime nejblizsi body (nejblizsi
celd ¢isla) na mnoziné Z, stejné tak bychom méli porovnat body A a A — 1 mezi
sebou.

Odborna literatura uvadi, ze modus Poissonova rozdéleni plati

(A—1—k)=0.

A —1 < modus < A.

Vidime, ze nase vysledky se s literaturou shoduji.

Pro ilustraci uvddime obrézek, ktery zndzortiuje prubéh posloupnosti y (modréd
barva) a Ay (zelend barva), pro A = 4. Na zdkladé nalezeného globalniho maxima
by se mél modus diskrétniho Poissonova rozdélen{ nachézet na intervalu [A—1, A]z,
tj. v bodech k = 3 a k = 4, coz odpovida obrazku nize.

Posloupnosti yr a Ay

Y/ Ay

0.4

-0.2

Priklad 4.27 (Modus diskrétniho Binomického rozdéleni). Uvazujme Bino-
mické rozdéleni s predpisem

P(X:k):<z>pk(1—p)”k7 kden € N, pe€(0,1).

Naleznéte modus Binomického rozdéleni pro libovolné parametry p, n.
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Uvazujme, Ze je posloupnost definovana na Ny, protoze presné takovy interval
nas v teorii pravdépodobnosti zajima.

Méame posloupnost
n . _
Yk = (k)p"(l —p)" "

Defini¢ni obor je Ny. Posloupnost yj, v bodé k = 0 nabyva hodnoty yo = (1—p)™,
naopak pro rostouci k plati
lim gy, =0.

k— 400
Tento vysledek plyne z tvahy, Ze pro n pevné a k — 400 se binomické ¢islo blizi
nule, jelikoz (Z) = 0 pro k > n.Takze od jistého indexu k takového, ze k > n bude
yr, trividlné nula a tedy limg 400 yx = 0.
Nyni nalezneme posloupnost prvnich diferenci Ay a podle véty 4.1 rozhodneme
o monotonii yx a nalezneme lokalni extrémy:.

Ay, = A <(Z>p"”“(1 p)"'“)

n! n!

B e T LA et U A ey T L U )

_ n!(n — k) pk-i-l( )n—k—l _ n!(k + 1) pk(l _ p)n—k
(n—k)l(k+1)! (n—k)I(k+1)! ’
Nasim cilem je nalézt zobecnéné nulové body této posloupnosti, resp. nalézt ta-
kové k ve kterych bude posloupnost Ay rovna nule, resp. bude ménit znaménko.

Postupnymi tpravami dostaneme

nlin —k 1 k1 nl(k +1
S = G P -
= nl(n = k)P (1= p)" T = nl(k 4+ 1)pt(1 - p)" T =0
=(Mn—-kp—(k+1)(1-p) =0
=pn+1)—-1=k.

Posloupnost prvnich diferenci mé nulovy bod v & = p(n + 1) — 1, tim padem
musi platit, Ze Yp(nt1)—1 = Ypn+1) @ podle véty 4.1 je posloupnost y, rostouci na
[0,p(n + 1) — 1]z a klesajici na [p(n + 1), +00)z. Neni tézké ovéfit, Ze v bodech
p(n+1)—2ap(n+1)+1 bude mit posloupnost y; mensi hodnoty nez na [p(n +
1) —1,p(n + 1)]z.

Vidime, Ze posloupnost yj, bude mit rozsifeny lokalni extrém na intervalu [p(n—+
1)—1, p(n+1)]z. Zadné dalsi zobecnéné nulové body posloupnost Ay nema a tedy
se bude jednat dokonce o rozsifené globalni maximum. Modus se bude nachazet
na intervalu [p(n + 1) — 1,p(n + 1)]z.

Literatura uvadi, Ze pro modus binomického rozdéleni plati

p(n+1) —1 < modus < p(n+1).

n—Fk

1-p

1—p =k —

Vidime, ze nase vysledky se shoduji s literaturou.
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5. ZAVER

V ¢lanku byla vybudovana systematickd teorie konecnych diferenci a jejich vyuziti
pti kvalitativni analyze posloupnosti ve smyslu diskrétni analogie k diferencidlnimu
poctu. Byly odvozeny diskrétni verze zakladnich vét o stfedni hodnoté a formulo-
vany nutné a postacujici podminky pro existenci ostrych i rozsitenych lokalnich a
globalnich extrémi posloupnosti.

Zvlastni pozornost byla vénovana prvnim, druhym a vysSim diferencim, které
se ukazuji jako prirozeny nastroj pro popis lokédlni charakteristiky posloupnosti a
umoznuji efektivni klasifikaci (rozsifenych) lokdlnich extrémi, analogicky k deri-
vacim ve spojitém diferencidlnim poctu.

Prezentovany aparat nachazi primé uplatnéni pii studiu posloupnosti, diskrétni
rozdéleni pravdépodobnosti, diferen¢nich rovnic, diskrétnich dynamickych systému
a numerickych diskretiza¢nich metod. Moznym smérem dalsiho vyzkumu je roz-
siteni vysledkl na vicerozmérné posloupnosti, systémy diferen¢nich rovnic a dis-
krétni variacni problémy. Dalsim zajimavym otevienym problémem jsou formulace
a dukazy obecnéjsich diskretizaci vét o stfedni hodnoté, jako napiiklad Cauchyova
véta o stfedni hodnoté, Pompeiova véta o stfedni hodnoté, Flettova véta o stfedni
hodnoté a dalsi.
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