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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ SUTAZE MATHING

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kazdorotne organizuje matematicki
stifaz MATHING pre studentov strednych 3kol v Cesku a na Slovensku, s po-
vodnym nazvom Internetovd matematickd olympiada. V novembri v roku 2024
prebehol uz jej sedemndsty ro¢nik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa
nemalou mierou podielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi a oboru Apli-
kovand matematika. Na strdnkach mathing.fme.vutbr.cz je moZné najst zadania
aj riesenia prikladov zo vsetkych rocnikov.

Tento prispevok je siedmy v poradi na tuto tému. Pozrieme sa v nom blizsie na
geometrickd tlohu o rovnobeznostenoch.

Priklad sa objavil v sttazi v roku 2023 pod éislom 7. Oc¢ak4vali sme, ze bude
patrif k naroénejsim, ale nenapadlo nés, Ze tdto priestorové geometricks tiloha
sa zarad{ medzi vyrazne najnaroénejsie priklady za posledné roky, z pohladu bo-
dového ohodnotenia. Len dva timy poslali spravne riesenie aj s postupom.

Tu je zadanie:

Priklad 1. Mdme kvddr ABCDEFGH s délkami hran |AB| = 1cm, |BC| =
2cm, |AE| = 3cm. Tento kvddr rozdélime rovinou urdenou vrcholy A, C, E, G nej-
prve na dva hranoly ACDEGH a ABCEFG, viz obrdzek 1.
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Obréazek 1. Obréazek k zadani ptrikladu 1, rozdéleni na hranoly ACDEGH a ABCEFG.

Kazdy z téchto hranolu ddle rozdélime na tii ctyrstény. Z hranolu ACDEGH
vytvotime trojici ctyrsténu ACDH, AEGH, ACGH, z hranolu ABCEFG ob-
dobné vytvorime trojici ¢tyrsténit ABEG, ABCG, BEFG. Rozdéleni hranolu je
zndzornéno na obrdazku 2.
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Obrézek 2. Obrazek k zadéni piikladu 1, rozdéleni hranolt na ctyfstény.

Z téchto cétyrsténu lze slozit ruzné rovnobéznostény se stejnym objemem, jako mél
puvodni kvadr, pokud pouZijeme vSech 6 Ctyrsténa.

Ukol: Naleznéte rovnobézZnostén, sloZeny ze viech 6 ctyrsténi, s nej-
vétsim povrchem. Tento povrch urcéete.

Kompletné rieSenie je mozné néjst na strankach sttaze. Uvediem tu aspoi jeho
nacrt:

Ked blizsie preskimame vsetky hrany vzniknutych 6 Stvorstenov, zistime, Ze
maji len 7 roznych dizok. Oznaéme ich pre prehladnost pismenami r, g, b, ¢, m,
y, k (podla obvyklého oznacenia farieb, ktoré maji tieto hrany na obrazku 3).
Su to dfzky hran povodného kvadra: » = lcm, g = 2cm, b = 3 cm, uhlopriecok
jeho stien: ¢ = \/Scm7 m = \/ﬁcm, y = V13cm a jeho telesovej uhlopriecky:

k=+/1dcm.

Obréazek 3. Dfiky hran Stvorstenov. Hrany rovnakej diZky st vyznacené rovnakou farbou.

Teraz sa pozrime na steny vzniknutych Stvorstenov. Vidime, ze sa medzi nimi
objavuje len 6 roznych trojuholnikov a k nim zrkadlovo prevratené. Vsetky tieto
trojuholniky, okrem jedného, st pravouhlé, a je jednoduché uréit ich obsahy. Si
vyznacené na obrazku 4.

U nepravouhlého trojuholnika, (na obr. 4 je to trojuholnik BEG a ACH vy-
znaceny zltou farbou), tiez nie je zlozité urcenie jeho obsahu: jeho strany st prepo-
nami pravouhlych trojuholnikov s celo¢iselnymi dizkami 1 cm a 2 cm, 1cm a 3cm,
2cm a 3cm, a mozeme si pomoct napriklad obrizkom 5.
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Obrazek 4. Obsahy stien Stvorstenov. Steny s rovnakym obsahom si vyznacené rovnakou far-
bou. Farby ¢iar znazornuja farbu zakrytych stien.
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Obréazek 5. Pomocny stvorec PQRS ma dizku strany 3cm a mé obsah 9cm?, APQT mé
obsah 3cm?, ATRU mé obsah 1cm?, APUS mé obsah % cm?. Z toho plynie, Ze obsah APTU
je9737lf%:%cm2.

Ozna¢me obsahy tychto 6 typov trojuholnikov, zoradené od najmensieho po
najvaési, velkymi pismenami R, G, B, C, M, Y. Su to

V1
R=1cm? G=15cm? B = vi3 ~ 1,8cm?,

2
3
C = 3cm?, Mf—f~34 2y =3,5cm?

Teraz vyuzijeme skuto¢nost, ze kazdy z moznych rovnobeznostenov, ktory do-
staneme poskladanim z tychto 6 stvorstenov, bude mat, rovnako ako povodny
kvader, 3 pary rovnobeznikovych stien. Kazda stena bude tvorend dvojicou zho-
dnych trojuholnikov - stien niektorych zo §tvorstenov, a k nej protilahlé stena bude
tvorend dvojicou rovnakych trojuholnikov (zrkadlovo prevratenych). Na steny sa
teda vyuziji len 3 rozne typy trojuholnikov z celkovych 6. Ak chceme dosiahnut
maximélny povrch, vezmeme tie tri trojuholniky, ktoré maji najvacsi obsah, teda
tie s obsahmi C, M, Y. Povrch rovnobeznostena je Stvornasobok sii¢tu ich obsahov,
to je
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4(C’+M+Y):4< +2+2> =26 + 6v/5cm? ~ 39 cm?.
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Teraz uz len staci takyto rovnobeznosten poskladat. Toto vyzaduje trochu pries-
torovej predstavivosti, je tiez mozné si vyrobit model. Postupujeme tak, Ze prikla-

déame k sebe tie steny, ktoré maju najmensi obsah, teda tie s obsahmi 2R, 2G, 2B.
Postup skladania je zndzorneny na obréazku 6.
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hom st vyznacené rovnakou farbou. Farby ¢iar zndzornuju farbu nevyplnenych stien.

Na motivy tohto prikladu sme na nasom Ustave mate-
matiky vyrobili pomocou 3D tlace aj skladacku, ktoru
dostalo desat najlepsie umiestnenych timov spolu s di-
plomom. Ku skladacke bol prilozeny letdk s mierne
pozmenenou tlohou. Okrem néjdenia rovnobeznostena
s najvacsim povrchom chceme néjst aj vietky ostatné
rovnobeznosteny, ktoré je mozné poskladat danym

sposobom.

Priklad 2. Zistite, kolko réznych rovnobeinostenov je mozné poskladat zo
Stvorstenov ACDH, AEGH, ACGH, ABEG, ABCG, BEFG (zndzornenjch na
obrdzku 2), a ktory z nich md najvicsi povrch.

Riesenie nebolo prilozené, uvediem ho teraz na tomto mieste.
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Riesenie prikladu 2. Vieme uz, ze skladacku tvori 6 Stvorstenov, ktorych
trojuholnikové steny maju spolu 6 roznych obsahov, oznacili sme ich R, G, B, C,
M, Y. Z toho vzdy 3 sa pouziju na steny vytvoreného rovnobeznostena. Maximélny
mozny pocet moznosti je teda kombinaéné c¢islo (g) = 20. Ak by sme sa vSak
vietkych 20 pokusili poskladat, v niektorych pripadoch by sa ndm to nepodarilo.

Preco? Pozrime sa teraz na to, kde sa v nasom telese nachadzaji hrany tych
6 Stvorstenov. Tieto hrany maju 7 réznych dizok. Niektoré z nich si st¢asne hra-
nami rovnobeznostena. Tie maju 3 rozne diiky. Dalsie s uhloprieckami jeho stien,
to su d'alsie 3 rézne dIZky. A niektoré su vzdy jeho telesovou uhloprieckou. Tie
maju posledni, siedmu dizku. A tie nie si obsiahnuté v ziadnom z troch typov
trojuholnikov, tvoriacich steny.

Vypisme si prehlad, ktory trojuholnik m4 ktoré hrany:

R:r,g,c G:r,bbm B:ry.k C:g,bjy M:bck Y :c,m,y.

A teraz ku kazdej hrane napiSeme tie trojuholniky, ktoré ju neobsahuju, a teda
ktoré jediné by mohli tvorit steny rovnobeznostena, ak by takdto hrana bola jeho
telesovou uhloprieckou:

r:C,M,Y b:R/B)YY c¢:G,B,C y:RGM

g:G,B,M)Y m:R B CM k:RGCY.

V prvom riadku st tie hrany, ku ktorym existuji len 3 vhodné trojuholniky,
a teda moze vzniknit maximdlne jeden rovnobeznosten s takouto telesovou uhlo-
prieckou. V druhom riadku st tie, ku ktorym existuju 4 vhodné trojuholniky, a teda
mozu vzniknif maximalne 4 rovnobeznosteny s takouto telesovou uhloprieckou.
Spolu je teda maximélne 4 + 3 - 4 = 16 moznych rovnobeznostenov.

Vsetky tieto rovnobeznosteny sa uz skutoéne dajd vytvorit, ¢o je Tahké overit
ich skonstruovanim. S zndzornené na obrézkoch 7-10, steny s rovnakym obsahom
st vyznacené rovnakou farbou a farby ¢iar znézornuju dizku hrén.

Obrazek 7. Rovnobeznosteny rCMY, bRBY , cGBC, yRGM.
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Obrazek 8. Rovnobeznosteny gGBM, gGBY , gGMY , gBMY .
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Obrézek 9. Rovnobeznosteny mRBC, mRBM, mRCM, mBCM.
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Obrézek 10. Rovnobeznosteny kRGC, kRGY , kRCY, kGCY .
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