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FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEARNiI OBYCEJNE
DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU S PERIODICKYMI
KOEFICIENTY II

JIRI SREMR

ABSTRAKT. Clének je pokracovanim pFispévku [3] publikovaném v tomto éasopise
v roce 2022 a mé za cil ukazat, jak je mozné pouzit Floquetovu teorii v diukazech
obecnych kritérii ljapunovské stability a nestability linedrni diferencidlni rovnice
2. fadu s periodickymi koeficienty.

Uvazujme diferencidlni rovnici
2" +g(t)2’ + p(t)z =0, (L)

v niz jsou koeficienty p,g: R — R lokalné lebesgueovsky integrovatelné w-peri-
odické funkce. Regenim rovnice (L) rozumime funkci 7: R — R, kterd je absolutné
spojita spolu se svou derivaci na kazdém kompaktnim intervalu v R a kterd po
dosazen{ spliiuje rovnost (L) skoro viude v R. Ctenaii, ktefi nejsou zvykli pracovat
s rovnicemi s integrovatelnymi koeficienty, mohou predpokladat, ze koeficienty g a
p jsou spojité a feseni uvazovat ve tridé funkei se spojitou 2. derivaci.

V prvni ¢asti tohoto ¢lanku jsme ukdazali alternativni moznost jak vybudovat
zéklady Floquetovy teorie pro rovnici (L) s periodickymi koeficienty. Inspirovali
jsme se piistupem N. Sansoneho (viz napi. [I, Hlava VI, §1]), definovali pojem
Floquetova multiplikatoru a ukéazali, v jakém tvaru lze najit linedrné nezavisla
feSeni rovnice (L), zndme-li jeji Floquetovy multiplikdtory. V tomto ¢lanku pfi-
pomeneme koncept ljapunovské stability linedrnich diferencidlnich rovnic 2. fddu
a ukazeme, jak je mozné pouzit Floquetovu teorii v dikazech obecnych kritérii
stability a nestability.

1. LIAPUNOVSKA STABILITA

Pojem ljapunovské stability obvykle zavadime pro feseni soustav diferencidlnich
rovnic a poté odvadime disledky pro diferencidlni rovnice vyssich fadi. Nebot se
v tomto piispévku budeme vénovat vyhradné rovnici (L), pfipomeneme definice
ljapunovské stability formulované piimo pro Feseni rovnice (L).

Poznamenejme, ze zajimame-li se o stabilitu feseni v okoli 400, stac¢i uvazovat
rovnici (L) na néjakém okoli +oo, napiiklad na poloose [0, +00).
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Definice 1.1. Reseni z: [0, +00) — R rovnice (L) se nazyva:

(1) (ljapunovsky) stabilni, jestlize pro kazdé € > 0 a ¢y > 0 existuje § =
d(g,t9) > 0 takové, Ze libovolné feseni x rovnice (L) vyhovujici podmince

|2(to) — @o(to)| + [2'(to) — zg(to)| < 0 (L.1)
spliiuje nerovnost
|z(t) — zo ()] + |2'(t) — z((t)| < e prot > to;

(2) nestabilni, jestlize neni stabilni;

(3) asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a pro kazdé to > 0 existuje
0 = 0(tg) > 0 takové, Ze libovolné feSen{ z rovnice (L) vyhovujici podmince
(1.1) spliuje

1' ( _ / _ / ) —0-

Jim {[2(t) = zo(t)] + [ (t) — 2o(8)]) = 0;

(4) exponencidlné stabilni, jestlize existuje 1 > 0 takovd, Ze pro kazdé € > 0
existuje 6 = d(g) > 0 takové, Ze libovolné Teseni = rovnice (L) vyhovujici
v néjakém typ > 0 podmince (1.1) spliluje nerovnost

l2(t) — zo(t)| + |2 () — xh(t)] < ee 70 pro ¢ > t,.

Poznamka 1.2. 'V literature lze najit na prvni pohled rtzné definice exponen-
cidlni stability FeSeni, v pfipadé linedrnich rovnic (i soustav) vsak tyto definice
urcuji stejnou vlastnost.

Vsimnéme si, ze z asymptotické stability feSeni 2o rovnice (L) okamzité plyne
jeho stabilita a z exponencidlni stability jeho asymptotickd stabilita. Opacna tvr-
zeni vsak neplati.

Jelikoz je rovnice (L) linedrni, lehce lze dokézat, Ze FeSeni x¢ rovnice (L) je sta-
biln{ (resp. asymptoticky stabilni, resp. exponencidlné stabiln{) pravé tehdy, kdyz
je stabilni (resp. asymptoticky stabilni, resp. exponencidlné stabilni) jeji nulové
feSeni. Odtud okamzité plyne, ze vSechna FeSeni rovnice (L) jsou z pohledu sta-
bility ,stejného typu“, a proto obvykle mluvime o stabilité linearni rovnice misto
o stabilité jejich feseni.

Pro jednotlivé typy stability jsou k dispozici néasledujici nutné a postacujici
podminky, které ndm dovoli rozhodnout o stabilité rovnice (L), zndme-li chovani
jejitho fundamentalniho systému reseni.

Tvrzeni 1.3. Rovnice (L) je:
(a) stabilnid prdvé tehdy, kdyz kazdé jeji veSeni x spliuje
sup {|z(t)| + |2'(t)] : t > 0} < +o0. (1.2)
(b) asymptoticky stabilni prdvé tehdy, kdyz kazZdé jeji veseni x spliuje
. _ . 1 _
lim z(t) =0, tl}inoom (t)=0. (1.3)

t——+oo
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(c) exponencidlné stabilni prdvé tehdy, kdyz existuji éisla 8 > 0 a N > 0 takovd,
Ze kazdé resent x rovnice (L) splriuje

[2(8)] + 2/ (0] < N (Ja(to)] + 12’ (to)] ) ¢~ prot >t > 0.

Na zavér této kapitoly pfipomeneme, jak 1ze jednoduse rozhodnout o stabilité
diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

2" + gox’ + pox = 0, (1.4)

kde pg, go € R. Jednd se zfejmé o specidlni pfipad rovnice (L), pficemz jeji koefi-

cienty jsou periodické s libovolnou periodou w > 0.

Tvrzeni 1.4. Necht A1, Ay € C jsou koteny charakteristické rovnice
A4 goA+po =0 (1.5)
odpovidajici diferencidlni rovnici (1.4). Potom plati:

(1) Jestlize Re A1 < 0 a Re g < 0, pak je rovnice (1.4) exponencidlné stabilni,
a tudiz také asymptoticky stabilni.

(2) Jestlize Re A\; <0, Re As <0, existuje koren s nulovou redlnou édsti a kazdy
koren s nulovou redlnou éasti je jednoduchy, pak je rovnice (1.4) stabilng (ale
ne asymptoticky stabilng).

(3) Jestlize \y = Ay = 0 nebo Re A\, > 0 pro néjaké k € {1,2}, pak je rovnice
(1.4) nestabilni.

V kapitole 3 dokdzeme podobnd kritéria pro rovnici (L) s periodickymi koefici-
enty, zname-li oba jeji Floquetovy multiplikatory.

2. FLOQUETOVY MULTIPLIKATORY ROVNICE (L)

Pro pohodli ¢tenare pripomerime velmi struc¢né zakladni fakta, kterd jsou podrobné
vysvétlena v prispévku [3] a kterd budeme potiebovat k dikazu véty 3.1.
Otéazka existence netrividlniho feseni rovnice (L) s w-periodickymi koeficienty
splnujictho podminku
z(t+w)=px(t) proteR (2.1)
vede k nasledujici definici a tvrzeni.
Definice 2.1. Kofeny charakteristické rovnice

0> — (u1(w) + uh(w))o+e” Jo aas _ 0, (2.2)

kde w1 a ug jsou FeSeni rovnice (L) splitujici pocateéni podminky
u(0) =1, v4(0)=0 a  ux(0) =0, up(0) =1,
nazyvame Floquetovy multiplikatory diferencidlni rovnice (L).

Tvrzeni 2.2. Rovnice (L) md netrividing (eventudiné kompleznt) Tesend spliugi-
¢t podminku (2.1) prdvé tehdy, kdyz je o Floquetovym multiplikatorem diferencidlni
rovnice (L).
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Definice 2.3. Necht g € C je Floquetuv multiplikdtor rovnice (L) s w-perio-
dickymi koeficienty a necht ¢ = |o| e”!, kde ¥ € (—, 7r]. Potom &islo

1 9
a=—In|g|+ —i (2.3)
w w
nazyvame Floquettv charakteristicky exponent rovnice (L).

Poznamka 2.4. V [3, Pozndmka 1.7] jsme ukdzali, Zze Floquetovy multiplikatory
rovnice (L) jsou vlastni éisla matice monodromie Y (w), kde Y je fundamentdlni

matice soustavy
y' = ( 0 ! )y (24)
—p(t)  —g(t) '

spliujici Y(0) = (1) (1) . To znamend, ze Floquetovy multiplikdtory rovnice (L)
zavedené v definici 2.1 souhlasi s Floquetovymi multiplikatory odpovidajici sou-
stavy (2.4)'. Z Floquetovy teorie také vyplyvé, ze Floquetovy exponenty soustavy

2.4) jsou tvaru (2.3) aZ na pripadny aditivn{ ¢len 22% v né¢mz k € Z.
J pripadny T

V prvni ¢&sti tohoto ¢ldnku [3] jsme dokézali, v jakém tvaru lze najit linedrné
nezdvisla feseni rovnice (L), zndme-li jeji Floquetovy multiplikdtory. V ndsledujici
vété oznaéme AC}, (R) mnozinu funkei, které jsou absolutné spojité spolu se svou
derivaci na kazdém kompaktnim intervalu v R.

Tvrzeni 2.5. Necht o1, 02 jsou Floguetovy multiplikdatory rovnice (L). Pak plati:
(1) Jestlize 01,02 € R a 01 # 02, pak 0102 > 0 a existuji linedrné nezdvisld
Tesent x1,xo rovnice (L) spliujici
In |01 | In|o2|
z1(t) =e o Lor(t), mo(t) =e o Loo(t) prot €R, (2.5)
kde 1,00 € ACL.(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li
01 >0 (resp. o1 <0).
(2) Jestlize 01 = 02 =: 00, pak existuji linedrné nezdvisld Tesent x1,xo ToVNice
(L) spliujici bud

Inleol 4 In ool 4

z1(t) =e = “p1(t), x2(t)=e v ‘pa(t) proteR (2.6)

nebo
Injeol n leol
zi(t)=e = Toi(t), wa(t)=e = '[toi(t) + p2(t)] proteR, (2.7)
kde p1,p2 € AC’ZIOC(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li
00 >0 (resp. oo <0).
(3) Jestlize 012 = 09 e}, kde oo > 0 a9 € (—m,0)U(0, ), pak existuji linedrné
nezdvisld resent x1, o rovnice (L) splriugici

ne vt It
z1(t) = elatt v1(t) cos — — pa(t)sin—| prot €R (2.8)
w w

1Floquetovu teorii pro soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fddu s periodickou mati-
covou funkci je mozné najit napiiklad v monografii [4].
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nog ,

Ot 9t
xo(t) =e = ° |p1(t)sin ” + pa(t) cos | e teR, (2.9)
kde 1,02 € AC],(R) jsou w-periodické funkce.

3. KRITERIA STABILITY/NESTABILITY V RECI FLOQUETOVYCH
MULTIPLIKATORU

V této casti dokdzeme kritéria stability /nestability rovnice (L) v fedi jejich Floque-
tovych multiplikdtora. Lze je dokdzat riznymi zpusoby (viz zévéreéné pozndmky
v kapitole 4), my pouZzijeme k dikazu tvrzeni 2.5 o mozné reprezentaci linedrné
nezévislych feseni rovnice (L) a obecnd kritéria stability formulovand v tvrzeni 1.3.
V dukazech neni potifeba zadny slozity matematicky aparat, ¢tenar vystaci se za-
kladnimi znalostmi matematické analyzy a s vlastnostmi linearnich diferencialnich
rovnic 2. fadu v rozsahu bézné probiraném v zakladnich kurzech vysokoskolské
matematiky.

Véta 3.1. Necht 01,02 € C jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice (L) s w-

periodickymi koeficienty. Potom plati:

(1) Jestlize |p1] < 1 a |o2| < 1, pak je rovnice (L) exponencidlné stabilni, a tudiz
také asymptoticky stabilni.

(2) Jestlize || > 1 pro néjaké k € {1,2}, pak je rovnice (L) nestabilni.

(8) Jestlize p1,02 € R, |o1] =1 a |o2| < 1, pak je rovnice (L) stabilni (ale ne
asymptoticky stabilni).

(4) Necht 01,02 € R a |o1] = |o2| = 1. Pak je rovnice (L) stabilni prdvé tehdy,
kdyZ jsou vdechna jeji 1esent periodickd. Je-li v tomto pripadé rovnice (L)
stabilni, nent stabilni asymptoticky.

(5) Jestlize 01,02 € C\R a |o1]| = |02| = 1, pak je rovnice (L) stabilni (ale ne
asymptoticky stabilni).

Poznamka 3.2. Je-li p Floquetiv multiplikdtor rovnice (L) a o k nému odpovi-
dajici Floquetiv exponent, pak ze vztahu (2.3) okamzité vyplyva, ze

1
Rea = — In|g|.
w

Tudiz Rea < 0 (resp. Rea = 0, resp. Rea > 0) pravé tehdy, kdyz |o| < 1 (resp.
lo| =1, resp. o] > 1).

Kriteria stability formulovana ve vété 3.1 lze tedy jednoduse pfeformulovat v
fe¢i redlnych ¢dsti Floquetovych exponenti rovnice (L), které hraji v otézce jeji
stability podobnou roli jako kofeny charakteristické rovnice (1.5) pfislusné dife-
rencidlnf rovnici s konstantnimi koeficienty (1.4).

Diikaz véty 3.1. Pro libovolné feSeni = rovnice (L) oznacime
(@)l = [z(®)] + '(#)]  prot € R.

Tvrzeni (1): Predpokladejme, ze Floquetovy multiplikdtory o1, 02 spliuji |o1] < 1,
lo2] < 1 a necht z je libovolné feseni rovnice (L), tg > 0 je libovolny bod.
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Vsimnéme si, Ze je-li 21, zo fundamentdlni systém FeSeni rovnice (L), pak
x(t) = c121(t) + cawa(t) prot € R, (3.1)
kde ¢y, co splnuji
z(ty) = c1w1(to) + cama(to), 7' (to) = 12 (to) + cazhy(to),
tj. c1, co jsou dany vztahy
_ 2lto)as(to) — 2'(to)aato) — _  z(to)21(to) — 2'(to)a1 (to)
Wz, z2](to) ’ Wz, x2](to)
Piipomenime, ze Wz, x2] znadl wronskidn Teseni x1, x4, ktery je definovén vzta-
hem W{z1, 2] (t) := z1(t)x5(t) — zf (t)z2(t) pro t € R.

(3.2)

(A) Nejprve predpokladejme, ze o1 # 2. Pak jsou g1, 02 bud obé redlnd nebo
komplexné sdruzend, nebot jsou to FeSeni kvadratické rovnice (2.2) s redlnymi
koeficienty.

Pripad (Al): o1 # 02 a 01,02 € R.
7 &&sti (1) tvrzeni 2.5 vyplyva, ze existuji linedrné nezéavisl feseni x1, x5 rovnice
(L) tvaru (2.5), kde @1, 92 € ACL,.(R) jsou 2w-periodické funkee. Polozme

In In
B = — o1 By |oa]
w w

Derivaci vztaht (2.5) dostaneme

ekl = lza(@)] + 25 (O] = e |lop()] + | = Bugn(t) + w%(t)l}

prot € Rak =1,2. Funkce @1, ¢}, @2, ph5 jsou periodické, existuje proto konstanta
N1 > 0 nezavisla na Teseni x a bodu ty takova, ze

lzr @) < Naie ™ proteR, k=1,2. (3.3)

Z (2.5) navic dostaneme

Wz, z2](t) = [w(t)( — Bapa(t) + (1)) — (= Brpa () + gog(t))gpz(t)} e~ (BrtBa)t

pro t € R. Jelikoz jsou feseni x1,zo linearné nezavisld, pro jejich wronskian plati
Wz1,x2](t) # 0 pro t € R, coz spolu s periodi¢nosti funkei ¢1, ¢}, @2, @5 zarudi,
Ze existuje konstanta A; > 0 nezavisld na feseni x a bodu ¢y takova, Ze

|Wzy,22)(t)] > Ay e” BBt pro ¢ e R. (3.4)
Na druhé strané, konstanty c1, c dané vztahy (3.2) spliuji
|z (to)a (to) — =" (to)xx(to)| _ [lz(to)ll llzx (to) |

C3_k| = < ok=1,2
s+ Wes,2alo)] Wes, ()]
a pouzitim odhadu (3.3) a (3.4) ve vztahu (3.1) dostaneme
[z < leallz1 (O] + lealllz2@)]|
Nap e~ Bato B Nap e Pito 3
S ||:L'(t0)|| A1 67(31+ﬁ2)t0 NAle /Blt+ NAle B2t

Ay e=(Bi+82)to
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N2
_ AAl (%) e P1(t—to) +e*f82(t*t0)] prot >tg.
1

To vsak znamena, ze

2N3
@l < =4 lla(to)ll ™) prot > to,
1

kde 8 = min{3;, B2} > 0, coz vzhledem k tvrzeni 1.3(c) a libovolnosti feseni z a
bodu ¢y zarudi, Ze je rovnice (L) exponencidlné stabilni.
Pripad (A2): 01 # 02 a 01,02 € C\ R, 02 = 07.

Z ¢asti (3) tvrzeni 2.5 vyplyva, ze existuji linedrné nezavisla feseni x1, 2 rovnice
(L) tvaru (2.8) a (2.9), kde 0o = |o1] a ¢1, 2 € AC],.(R) jsou w-periodické funkce.
Polozme

In
ﬂB P |«Ql| )
w

Derivaci vztaht (2.8), (2.9) a pouzitim periodi¢nosti funkef o1, ¢}, p2, 4 zjistime,
Ze existuje konstanta N4o > 0 nezavisla na feseni x a bodu ty takova, ze

llzk()| < Nage ™t proteR, k=1,2. (3.5)
Z (2.8) a (2.9) navic dostaneme

Wz, zo](t) = g(wf(t) +5(t) + e1(t)s(t) — @1 (t)pa(t)| €725 prot e R.

JelikoZ jsou feseni x1, zo linedrné nezavisla, jejich wronskidn Wzq, z2] je nenulovy
na R, coz spolu s periodi¢nosti funkei 1, ¢, w2, @5 zarudi, ze existuje konstanta
As > 0 nezavisla na Teseni x a bodu ¢ty takova, ze

|Wx1,z2](t)] > Asg e 23t proteR. (3.6)

Nyni analogicky jako v pfedchozim prfipadé ze vztahu (3.1), (3.2), (3.5) a (3.6)

vyplyva
2

2N (i
()] < T;‘Q l(to)[| e+ pro ¢ > to,

kde B3 > 0, coz vzhledem k tvrzeni 1.3(c) a libovolnosti feSeni x a bodu ¢y zarudi,
Ze je rovnice (L) exponencidlné stabilni.

(B) Déle predpokliddejme, Ze o1 = 2. Pak p1,01 € R, nebot jsou to feSeni
kvadratické rovnice (2.2) s redlnymi koeficienty, a z ¢asti (2) tvrzeni 2.5 vyplyva,
Ze existuji linedrné nezévisla feSeni x1,xzo rovnice (L) spliujici bud (2.6) nebo
(2.7), kde 0o = 01 a @1, p2 € AC},(R) jsou 2w-periodické funkce. Polozme

In
By = — o1 .

w
Pripad (B1): 01 = 02 & x1,z2 jsou tvaru (2.6).

Analogickym zptisobem jako v ¢asti (A1) dokdzeme, ze existuji konstanty Np; >
0 a By > 0 nezavislé na feseni x a bodu ty takové, ze

2N3
@l < = la(to)l| e =) prot > to,
1
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coz vzhledem k tvrzeni 1.3(c) a libovolnosti feseni « a bodu ¢y zaruéi, ze je rovnice
(L) exponencidlné stabilni.
Pripad (B2): 01 = 02 & x1,z2 jsou tvaru (2.7).

Pak
2y (t) = e Pty (t),  ah(t) = e P [t (t) + Ya(t)] prot R, (3.7)
kde
P1(t) = —Bapr(t) +¢1(t), Ya(t) := —Bapa(t) + @1(t) + ¢a(t). (3.8)
Ze vztahu (3.1) a (3.2) dostaneme vyrazy
x(t) = m [W1(t,t0)m(t0) + Wz(t,to)x’(to)] prot € R (3.9)
() = m (Wit to)a(to) + Wi(t.to)a’(10)] prote B, (3.10)
v nichz

Wit to) i= €00 |1 (1) (to) — 02 (8)01 () — (£ to)pa (8)01 (to)|

Wi(t, tg) 1= e~ Fr(iFto) :(t —to)p1(t)p1(to) + w1(to)pa(t) — <p1(t)<p2(to): ;

Wi(t, tg) := e~ Pa(tHto) :¢1 (t)h2(to) — 1 (to)¥2(t) — (t —to)¥1(t)Yn (to): ;

Wit to) 1= e PF10) | (£ —10)¢1 (to)1h1 (t) + @1(to)1ha(t) — pa(to)vr(t) |-
Vzhledem k (3.8) a periodi¢nosti funkei ¢1, @), @2, s odtud vyplyvé, Ze existuji
konstanty Ngz >0 a Nf§2 > 0, k = 1,2,3,4, nezavislé na feSeni x a bodu ty

takové, ze
Wi(t, to)] < [Kf}gz(t — o) + Kf};z] e tH) ot >ty k=1,2,3,4. (3.11)
Na druhé strané, z (2.7), (3.7) a (3.8) dostaneme
Wiz, x)(t) = [wl(t) (t1(t) +¥2(t) — (1) (ten (1) + 902(75))} o 20t

= [‘Pl(t)%(t) - <P2(t)¢1(t)} e”28st proteR.

Jelikoz jsou FeSeni x1, x5 linedrné nezdvisld, jejich wronskidn Wxzy, 23] je nenulovy
na R, coz spolu s periodi¢nosti funkei 1, ¢, p2, ¢4 zarudi, ze existuje konstanta
By > 0 nezavisld na Teseni x a bodu ty takova, ze

|Wzy,z2](t)| > Bae 2P prot € R. (3.12)
Tudiz, pouzitim odhadu (3.11), (3.12) ve vztazich (3.9), (3.10) ziskdme
()] = l=(®)] + [ ()]
| WA (L, to)| + [Ws(t, to)]
Wy, z2(to)|

| |W2(t7t0)| + |W4(t7t0)|

< |z(to) (W [21, 2] (o)

+ |2 (to)
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4
> [Wi(t, to)] [Npa(t — to) + Ny e=Palttto)

k=1
< lz(to)|| <
S Wler, zal )] 10N = Byt

[l (to)

~

N N
D2 (t — tg) e~ Paltmto) 4 =52 eﬂ“(”")] l(to)]| prot > to,

By

By

kde Npy = Zi:l N§2 a ]\732 = Zi:l ]\7};;2. Nyni si jesté vSimnéme, Ze existuje
M > 0 takové, ze
ze Pr < M e~ 3Pz pro z > 0,

a proto dostavime

NpM N 1y(t—
()] < (%22+ BB;> |2 (to) | e 3HE=1)  prot > ¢

where 84, > 0. Tento odhad vzhledem k tvrzen{ 1.3(c¢) a libovolnosti feSeni = a
bodu tg zarudi, Ze je rovnice (L) exponencidlné stabilni.

Tvrzeni (2): Predpokladejme, ze Floquetovy multiplikdtory o1, g2 spliiuji |o1] > 1.
Ziejmé bud o1 € R nebo g1 € C\ R.

(A) Nejprve predpokladejme, ze g1 € R. Z &asti (1) a (2) tvrzeni 2.5 vyplyva,
7e mé rovnice (L) netrividlni feSen{ z; spliiujici

Inleil,

xz1(t) =e = ‘pi(t) proteR,
kde 1 € AC,.(R) je 2w-periodické funkce. Existuje tedy bod t* € R takovy, Ze
1(t*) # 0. Pak
1 (t* + n2w) = o (¢ n2w) 1 (t" +n2w) = o (¢ n2w) p1(t*) pron €N,

a proto

. \ L oy o mlenl (5 4oy _
iy (0 n2e) = Tim e (1)) e — +oo,

nebot |g1] > 1. Odtud dostévame

lim sup (\xl(t)| + |x'1(t)|) > limsup |z1 (t)| = 400,
t—+oo t—+oo

coz vzhledem k tvrzeni 1.3(a) zarudi, Ze je rovnice (L) nestabilni.

(B) Nyni predpoklddejme, ze p; € C\ R. Pak g2 = 971, nebot jsou g1, g2 TeSeni
kvadratické rovnice (2.2) s redlnymi koeficienty, a z ¢asti (3) tvrzeni 2.5 vyplyva, ze
existuji linedrné nezéavisla Feseni x1, x5 rovnice (L) tvaru (2.8) a (2.9), kde g = |01
a @1, 00 € AC,(R) jsou w-periodické funkce. Pimym vypocétem lze jednoduse
overit, ze

2i(t) +a5(t) =2 e (1 (t) +¥3(t)) proteR. (3.13)
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Jelikoz jsou x1,xo linedrné nezavisld feseni homogenni rovnice (L), funkce z1, 22
nemohou mit Z4dny spoleény nulovy bod. To viak znamena, ze 3 (t) + p3(t) > 0
pro kazdé t € R, coz vzhledem k periodic¢nosti funkei o1, o zaruci, ze

m := min {gp?(t) +p3(t) it € R} > 0.

Ze vztahu (3.13) proto dostavame

1n oy
lim sup (x%(t) + x%(t)) > limsupme? = ! = +oo0,

t—+oo t—+oo

nebot |g1] > 1. Odtud vyplyva, ze

limsup |z1(t)| = +00, mnebo limsup |za(t)| = +oo,
t—+00 t—+o0

coz vzhledem k tvrzeni 1.3(a) zarudi, Ze je rovnice (L) nestabilni.

Tvrzeni (3): Pfedpoklddejme, Ze Floquetovy multiplikdtory o1, 02 spliujf o1, 02 €
R, |o1] =1 a|oo| < 1. Z éasti (1) tvrzeni 2.5 vyplyva, Ze existuji linedrné nezavisla
feseni x1,x9 tvaru

Infesl ,

nt) = @i(t), wa(t) = pa(t) proteR,
kde @1, p2 € AC],.(R) jsou 2w-periodické funkee. Derivaci téchto vatahti ziskdme

nlool , |1
el St M(pg(t)—&—@/z(t) prot € R

7y (t) = 1 (t), a(t) =
a vzhledem k predpokladu |g2| < 1 a periodi¢nosti funkei o1, @], 2, s odtud
dostavame

sup {|xk(t)| + |z (t)] - t > O} <400 prok=1,2.

Jelikoz je kazdé FeSeni rovnice (L) linedrni kombinaci fundamentélniho systému
FeSeni x1, xa, z tvrzeni 1.3(a) vyplyva, Ze je rovnice (L) stabilni. Netrividlni reseni
21 rovnice (L) je v8ak periodické, a proto uzitim tvrzeni 1.3(b) zjistime, Ze rovnice
(L) neni asymptoticky stabilni.

Tvrzen{ (4): Necht Floquetovy multiplikdtory o1, 02 spliiuji o1,02 € R a |o1| =
lo2| = 1. Pak g1 = 02, nebot jsou to feSeni kvadratické rovnice (2.2).

(A) Nejprve predpokladejme, Ze je kazdé feSeni rovnice (L) periodické. Libo-
volné netrividln{ feSen{ = rovnice (L) pak spliiuje podminku (1.2) (jeho derivace je
totiz také periodickd funkce), avsak nespliiuje podminku (1.3). Z tvrzeni 1.3 tak
vyplyvd, Ze je rovnice (L) stabilni, ale neni asymptoticky stabilni.

(B) Nynf predpoklddejme, Ze je rovnice (L) stabilni, a pfipustme, Ze mé FeSen,
které neni periodické. Pak z &asti (2) tvrzeni 2.5 vyplyvd, Ze existuji linedrné
nezdvisla Feseni x1, xo rovnice (L) spliujic

z1(t) = @1(t),  @2(t) =tpar(t) +pa(t) prot €R, (3.14)

kde o1, € ACL.(R) jsou 2w-periodické funkce. Je ziejmé, 7e existuje t* > 0
takové, Ze ¢1(t*) # 0. Z (3.14) pak dostdvame

2 (t* + n2w) = (t* + n2w)e1 (t* + n2w) + p2(t* + n2w) pron € N,
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odtud vyplyva
lim sup |z (t* + n2w)| = limsup | (t* + n2w)e1 (t*) + a(t)]

n—-+o00 n—-+o0o

> limsup [( + n2) 1 ()] — [ipa(t")]] = +oo.

n——+oo

Reseni 2 nenf tedy ohrani¢ené na [0, +00), coz je vzhledem k tvrzeni 1.3(a) ve
sporu se stabilitou rovnice (L).

Tvrzeni (5): Pfedpoklddejme, ze Floquetovy multiplikdtory g1, 02 spltiuji o1, 02 €
C\R a |o1| = |o2| = 1. Pak g2 = o1, nebot jsou to feSeni kvadratické rovnice
(2.2) s redlnymi koeficienty, a z ¢asti (3) tvrzeni 2.5 vyplyva, Ze existuji linedrné
nezdvisla FeSeni x1, xo rovnice (L) tvaru

Ut It
z1(t) = ¢1(t) cos o 2(t) sin - Pro teR, (3.15)

0 It
z2(t) = 1 () sin o @a(t) cos - bro teR, (3.16)

kde @1, € AC],.(R) jsou w-periodické funkce a 9 € (—7,0) U (0, 7).

Derivaci vztaht (3.15), (3.16) a pouZitim periodi¢nosti funkei @1, ¢!, w2, @5 zjis-
time, ze jsou feseni x1,xs ohrani¢end na R spolu se svymi derivacemi. Jelikoz je
kazdé feseni rovnice (L) linedrni kombinaci fundamentélniho systému feseni 1, 2,
z tvrzeni 1.3 (a) vyplyva, Ze je rovnice (L) stabilni.

Na druhé strang, ze vztahu (3.15), (3.16) dostaneme

22(t) 4+ 22(t) = 2(t) + ¢3(t) prot €R. (3.17)

Je-li

tlgrnoo x1(t) =0 a zéroven t_l:+moo xa(t) =0,

pak z (3.17) ziskdme
tim (¢} +¢30)) =0,

coz neni mozné, nebot 1, @9 jsou netrivialni periodické funkce. Proto

t

bud limsup|zi(¢)] >0, nebo limsup|zs(t)] > 0,
t—+o0 t—+o0

odkud vzhledem k tvrzeni 1.3(b) vyplyvd, Ze rovnice (L) neni asymptoticky sta-

bilni. O

4. ZAVERECNE POZNAMKY

Véta 3.1 uddvd kompletni popis stability rovnice (L) v feéi jejich Floquetovych mul-
tiplikdtort. Jednotliva tvrzeni vSak bohuzel neobsahuji efektivni kritéria stability
a nestability, nebot Floquetovy multiplikdtory nelze obecné jednoduse vypocitat.
Mozné pouziti této véty k dikazu jednoduchych kriterii, jejichz predpoklady lze
snadno ovéfit, jsme ukdzali v piispévku [2]. Je v ném také diskutovdna souvislost
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Floquetovych charakteristickych exponentu s tzv. Ljapunovovymi charakteristic-

kymi exponenty objevujicimi se ¢asto v nelinedrni dynamice, a je ukazano, jak

lze Floquetovu teorii pouzit v dikazu stability dolniho ekvilibria matematického
kyvadla s vertikdlné oscilujicim zavésem.

Vétu 3.1 jsme dokézali pouzitim jednoduchého aparatu matematické analyzy.
Podstatnou roli v dikazech vsak hralo tvrzeni 2.5 o moZzné reprezentaci funda-
mentalniho systému FeSeni rovnice (L) v feéi Floquetovych multiplikdtor, k jehoz
dukazu jsou potieba pokrocilejsi partie Floquetovy teorie (viz [3, dikaz véty 2.6]).
Jednotliva tvrzeni véty 3.1 jsou samoziejmé v souladu s fakty zndmymi pro line-
arni soustavy diferencidlnich rovnic s periodickou maticovou funkei (viz napt. [4,
kapitola 2.7]):

(a) Céast (1) Fikd, Ze lezi-li oba Floquetovy multiplikitory uvniti jednotkového
kruhu v komplexni roving, pak je rovnice (L) exponencidlné stabilni. Asympto-
ticka stabilita v tomto pripadé vyplyva z Floquetovy teorie, dikaz exponen-
cidlni stability potiebuje dalsi drobnou analyzu.

(b) Cést (2) fik4, ze lezi-li alespon jeden Floquetiiv multiplikdtor vné jednotkového
kruhu v komplexni roviné, pak je rovnice (L) nestabilni.

(c) Césti (3)- (5) iikaji, 7e lezi-li Floquetovy multiplikdtory v jednotkovém kruhu
v komplexni roviné, avsak alespon jeden multiplikator lezi na jeho hrani¢ni
kruznici, pak je rovnice (L) bud stabilni (ale ne asymptoticky stabilni), nebo
nestabilni. Z Floquetovy teorie je zndmo, Ze v takovém pripadé je rovnice (L)
stabilni pravé tehdy, kdyz kazdému multiplikdtoru lezicimu na hrani¢ni kruz-
nici odpovidaji pouze linedrni elementérni délitelé?. V éastech (3) a (5) jsou
Floquetovy multiplikatory jednoduché, a proto jim odpovidajici elementarni
délitelé jsou linedrni. Z ¢asti (4) pak vyplyva, ze dvojndsobnému Floquetovu
multiplikdtoru lezicimu na hraniéni kruznici odpovidaji linedrni elementarni
délitelé pravé tehdy, kdyz jsou vSechna FeSeni rovnice (L) periodicka.
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