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JAK INTEGROVAT PRIROZENA CISLA, STROMY A JINE
OPERADY

DOMINIK TRNKA

ABSTRAKT. Predstavime ¢tendri myslenku algebraické integrace a jeji obohacenou
verzi. Integraci provedeme nazorné na jednoduchych prikladech, tj. zintegrujeme
soubor mnozin, orientovany multigraf, usporddany monoid pfirozenych cisel a ope-
raddu plandrnich stromu.

Uvobp

Pod pojmem integrace si ¢tendl pravdépodobné vybavi symbol [, graf n&jaké spo-
jité funkce f a zpusob, jakym lze spocitat obsah pod timto grafem na daném
intervalu I = [a,b]. Obsah zpravidla uréujeme nalezenim primitivni funkce F a do-
sazenim do formule
b
[ 1= [ 1@az=F@)-Fla).

Ideové bychom mohli proces integrace popsat tak, ze pro zadany objekt f nalez-
neme novy objekt F', ktery obsahuje informaci o ptvodnim objektu (plati totiz
F' = f), a zérovenl ndm integrace umoziiuje se o ptivodnim objektu dozvédét néco
vic. Ukolem tohoto textu je seznamit ¢tendfe s obdobnym principem ve svété al-
gebraickych struktur. Poznamenejme, ze slovo integrace se bézné pouziva i mimo
matematiku, pochézi z latinského integer, tj. celij, a mohli bychom ho tak prekladat
jako scelovat, neboli cinit celistvym. Nechdavame na ¢tenari, aby si tento vyznam
propojil s procesem integrace funkci. Vérime, Ze v algebraickém kontextu nize
bude patrné, pro¢ jsme zvolili pravé tento vyraz, prestoze se nejednd o standardni
terminologii.

Nez predstavime integraci v algebraickém kontextu, je nutné vysvétlit, co po-
vazujeme za algebraickou strukturu. Typicky médme na mysli nosnou mnozinu A
spolu s operacemi

Ax-xA— A,

spliiujicimi uréité rovnosti. Pfirozenymi piiklady jsou samotnd mnozina (tj. trivi-
alni algebraickd struktura), pologrupa, monoid, grupa, vektorovy prostor, a jiné.

2020 MSC. Primérni 05C05,18D30;18M60;18N10.
Klicovad slova. Algebraickd integrace; kategoridlni operdda; operadicka fibrace; Grothendiec-
kova konstrukce; stromy.
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Pripomenme ¢tenéri algebraickou strukturu zvanou pologrupa. Pologrupa je mno-
zina P spolu s binarni operaci

[L:PXP—>P,

splnujici rovnost
n(p(a,b),c) = p(a, p(b, c))
pro libovolné a,b,c € P. V infixové notaci u(a,b) = a-b mé rovnice zndmy tvar

(a-b)-c=a-(b-c).

Obecnéji muzeme strukturou rozumét soubor mnozin {As}ses, indexovany pres
mnozinu S, kterou chapeme jako mnozinu typi, spolu s operacemi

ouA51 X ~~~><Ask - A,

opét splnujicimi zvolené rovnosti. Tim se trida priklada rozsifuje naptiklad o sou-
bor mnozin, orientované multigrafy, kategorie nebo operddy. Zminéné struktury si
postupné v textu predstavime.

Pii integraci algebraické struktury A ndm piijde o nalezen{ nového objektu [ A,
ktery vérné zachycuje a sceluje zminéna algebraicka data, tj. soubor mnozin, ope-
race a rovnosti. Slovo véerné je zde dulezité, nebot zaroven pozadujeme, aby se pri
integraci neztratila zadna algebraickd informace, a bylo tak mozné pavodni objekt
z jeho integrace zrekonstruovat. Formalné tak spolu s integraci budeme vyzadovat
i urcitou korespondenci algebraickych struktur a novych objekti, které integraci
vzniknou, viz. ¢dst 2. Poznamenejme, Ze v literature lze konstrukei objektu [ A
nalézt pod nazvem kategorie elementi nebo diskrétni Grothendieckova konstrukce
[8, s. L.5]. Uziti symbolu [ je v tomto kontextu bézné, coz byla jedna z motivaci
pro nase nazvoslovi.

Dalsim nasim spole¢nym tkolem bude rozsirit integraci do kontextu obohace-
nych algebraickych struktur, a to konkrétné do situace, kdy nosnd mnozina struk-
tury je ¢astecné usporadand a algebraicka struktura toto usporadéni respektuje.
K tomu vyuzijeme jazyk a nastroje teorie kategorii. V textu se zabyvame pouze
obohacenou algebraickou strukturou zvanou obohacend operdda. Pro zvidavé cte-
nire pfipojujeme odkazy na piistupné texty o teorii kategorii [1] a o operadach
[9, 5]. Tento text vychdzi pfedevsim z dosud nepublikovaného ¢lanku autora [10].

Struktura textu. V ¢asti 1 uvedeme obohacenou algebraickou strukturu na mno-
ziné prirozenych ¢isel a na mnoziné planarnich zakorenénych stromti. Pro naroc-
néjsi Ctenafe zavedeme pojem obohacené operddy a vysvétlime jeho souvislost
s dvéma predstavenymi priklady. V ¢asti 2 provedeme integraci souboru mnozin
{M;}ses indexované pies pevné zvolenou mnozinu S, tj. popiSeme jeho sceleni do
jedné mnoziny [¢ M. V tomto piipadé nejsou piitomny Zadné operétory ani rov-
nosti, a konstrukce je tak pomérné transparentni. Dale zintegrujeme orientovany
multigraf, tj. algebraickou strukturu sestévajici ze dvou mnozin V a H (vrcholi
a hran), a déle dvou operatoru s,t: H — V, které pritazuji kazdé hrané jeji zaca-
tek a konec. V ¢asti 3 predstavime obohacenou integraci dvou struktur z ¢asti 1.
Doporucujeme ¢tenari, aby se pti pocitu prilisSné abstrakce nebdl preskocit pasaze
ke konkrétnim prikladium, zejména k integraci ¢isel a stromt v Casti 3.
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Proc¢ integrovat algebraické struktury? Jak jsme jiz nastinili na zacatku
textu, integrace slouzi jako nastroj pro studium integrovaného objektu. Princip
algebraické integrace se da, s jistym nadhledem, pfirovnat k experimentalnim me-
todam naptiklad ve fyzice. Pokud chceme studovat vlastnosti néjakého fyzického
objektu, déldme to bud explicitné, tj. namérime hmotnost, velikost atd., anebo ob-
jekt vystavime urcitému prostiedi a zkoumame jeho chovani. Napriklad jej vysta-
vime chladu, magnetickému poli nebo zareni. Jinymi slovy, o objektu zjistime vice
informaci, pokud sledujeme jeho interakci s okolim v raznych situacich. V nasem
pripadé je studovanym objektem algebraicka struktura. Pomoci integrace struk-
turu vnofujeme do nového prostiedi (do prostfedi kategorii), struktura tak ma
kolem sebe daleko vice testovacich objektt, se kterymi muze interagovat. Lze na-
priklad rozlisit dvé ruzné struktury P a Q tak, Ze najdeme vhodnou kategorii €
a ukdzeme, ze mnozina zobrazeni {¢ — [ P}, je v&ts{ ¢i mens{ nez mnozina zob-
razeni {¢ — [ Q}.

Dalsim primym uplatnénim integrace je dostupnost novych konstrukei a vlast-
nosti z teorie kategorii. Chceme-li napriklad sestrojit vhodny souc¢in dvou struk-
tur, muzeme obé zintegrovat, provést vhodny soucin kategorii a zpétnym procesem
zrekonstruovat odpovidajici strukturu. Tento princip je v konkrétnim pripadé stu-
dovén v [6, prop. 39].

1. PAR STRUKTUR NA ZAHRATI

Nez se pustime do integrace, popiSeme dvé konkrétni obohacené struktury na po-
mérné jednoduchych objektech. Jejich integraci provedeme na konci ¢lanku.

1.1. Prirozena cisla.

Ozna¢me N mnozinu prirozenych ¢isel obsahujici nulu. Mnozina N spolu s operaci
‘+’ tvori monoid, tj. operace +:N x N - N je asociativni a ma jednotku:

a+(b+c)=(a+b)+c,

O+a=a=a+0.

Déle je mnozina N uspordadand relaci <, kterd navic zachovavd séitani. Presnéji
FeCeno, operace + je homomorfismus usporddanych mnozin z NxN (s usporadanim
po slozkéch) do N. Napiiklad plati

(3<5A72<4)=>3+2<5+4.

Souhrnné lze ¥ci, ze (N, <, +,0) tvoif monoid v kategorii usporddanych mnozin.

1.2. Zakorenéné planarni stromy.

vvvvvv

planarnich stromi. Formalni definice zakorenéného planarniho stromu je pomérné
technickd a nebudeme ji zde uvadét celou. Definici lze najit napiiklad v [3, 8. 3 &



6 DOMINIK TRNKA

ex. 4.9]. Pro jednoduchost textu budeme mluvit pouze o stromech. Stromem ro-
zumime souvisly rovinny graf bez smycek a s vybranym kofenem. Upfednostnime
estetiku textu pred biologickou realitou a koren stromu budeme kreslit vzdy smé-
fujici vzhiru k nebi. Vétve z vrchold budou smérovat vzdy doli, viz. nasledujici
obrazek stromu.

Vrcholy v kofenu a listech neuvazujeme (nekreslime) a nezaleZi ndm na presném
nakresleni grafu, nybrz na jeho vnitini struktute. Uvazujeme tedy rovnosti nésle-
dujiciho typu.

Mnozinu v$ech stromii budeme znacit T. Mnozina T je pTfirozené graduovana, tj. da
se chapat jako disjunktni sjednoceni mnozin

T, = {t|t je strom s n listy}.

Podobné jako u prirozenych ¢isel mame operaci, kterd kombinuje dva, ¢i vice
stromt, do jednoho vétsiho stromu. Operace se nazyva roubovdni (anglicky graf-
ting) a budeme ji znacit pomoci symbolu o, pficemz nalevo od symbolu o je strom,
do jehoz listi postupné roubujeme stromy napravo od symbolu o. Graficky operaci
vystihuje nasledujici obrazek.

Formalné, pro libovolné prirozend ¢isla n, kq,. .., k, pisSeme
o
T x Ty x-xTr = Tr vtk -

Operace o je asociativn{ (ve zobecnéném smyslu) s jednotkou ‘|’ Ty, tj. proutek
s jednim listem a bez vnitfnich vrcholi. Déle, kazdou mnozinu T,, lze Castecné
usporadat nasledujicim zpusobem.

Piseme t < s, jestlize t vznikne z s staZenim vnitrnich hran.
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Lze nahlédnout, Ze operace o respektuje ¢astecné usporadani < na mnozinach T,.

Souhrnné fekneme, ze (T,,<,o,|) tvof{ nesymetrickou operddu obohacenou v ¢as-
tecné usporadanych mnozinach. NiZe vysvétlime, co to presné znamena.

1.3. Obohacené operady.
Pripometime, ze pro dvé ¢astecné usporadané mnoziny (P,<p) a (Q,=q), je jejich
sou¢in mnozina P x ) s usporadanim po slozkach:

[p/7q/] SPxQ [pll7qll] — [pl 5P p// /\q, SQ qu].

Definice 1.1. Nesymetricka operada obohacena v ¢astec¢né usporadanych mno-
zinach je soubor ¢astecné usporadanych mnozin P, pro kazdé n > 1, spolu s vy-
branym prvkem

66?1

a operacemi
0:Pp x Py x oo x P > Pre ik, s

pro libovolné prirozena ¢isla n, kq, . . ., k,, které zachovavaji usporadéani, a déle jsou
asociativni a jednotkové v nasledujicim smyslu.
(Asociativita.) Pro libovolnd piirozend ¢isla

1 1 n

n
My kty ey Ky MY,y M e s Mg,y €N

a prvky a € Py, b € Py, € Py,
J
1 n 1 1 n n
(a o (by, "'>bn)) o(cy,cp ) =ao (b1 o (c1,+Cp, )y by 0 (01,"'01@,))-
(Jednotka.) Pron > 1 a prvek a € P,
ao (67 "'76) =a,
eoa=a.
Budeme pouzivat zkracené oznaceni obohacend operdda.

Priklad 1.2. Zakofenéné planarni stromy z predchozi sekce jsou prirozenym
ptikladem obohacené operady. Pfirozena ¢isla s uspordadanim a sc¢itdnim tvoii obo-
hacenou operadu, kde P; = (N,<), Ppso =, 0=+ a e=0.
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2. DISKRETNI ALGEBRAICKA INTEGRACE

V této sekci popiseme integraci jednodussich algebraickych struktur. Zkoumanim

vvvvv

braickych struktur a zaroven nastinime vyznam korespondence ptvodnich objektt
a objekti, jez vzniknou integraci.

2.1. Integrace souboru mnozin.

Uvazme soubor mnozin {M;}scs, indexovany pres pevné zvolenou mnozinu S,
tj. pro kazdy prvek s € S je ddna mnozina M. Z tohoto souboru chceme vytvorit
jeden celistvy objekt. Nabizi se definovat integraci souboru M jako disjunktni
sjednoceni
/MS = || My = {[s,m] | s € 8,meM,)}.
S seS

Soubor {M;}ses jsme timto prevedli na jedinou mnozinu, ta vSak samotné nenese
dostatek algebraické informace, nebot ztraci explicitni informaci o tom, ktery prvek
patfil do které mnoziny M. Informace je zachovdna pouze implicitné v prvni
slozce dvojice [s,m]. Jinymi slovy, neumime algebraicky (tj. aniz bychom mluvili
o konkrétnich prvcich [g M) rekonstruovat soubor {M;}ses z mnoziny [o M.
Algebraickou informaci doplnime tak, Ze spolu s mnozinou [¢ M, uvazujeme i jeji
kanonickou projekci mps:|ses Ms = S, danou predpisem 7TM([s, m]) = s. Formalné
bychom tedy méli psat

Uy ve s, ’ ’
[ M, = ( || M 28] € {mnozmova zobrazeni vedouci do S }
S seS

Standardni je viak symbolem [ oznacovat pouze doménu projekce.

Piiklad 2.1. Necht S = {{,b}, M = {X,Y, Z} a M, = {#, }. Potom
LMS = {[qu]a [HaY]7 [uaZL [b7*]7 [b7‘]} W—M_) {Hv b}7

pricemz projekce mys posila kazdou dvojici na jeji prvni slozku.
Soubor {M;}ses lze zrekonstruovat uvdzenim predobrazi projekce, tj.
M, =7y} (s). (2.1)

Nyni si lze polozit obecnéjsi otédzku, totiz zda z libovolného zobrazeni mnozin
tvaru p: E — S 1ze rekonstruovat soubor mnozin. Odpovéd je kladna. Pro zadané
p sestrojime soubor Eg pomoci predobrazi

E,:=p '(s).
Integrace a predobraz zadéavaji urc¢itou korespondenci objektil
{Soubor mnozin {Ms}ses} o~ {zobrazeni mnozin p: E — S}, (2.2)

Pokusime se piiblizit, co korespondence vyjadiuje. Z (2.1) je patrné, Ze pro dany
soubor {M;}ses uvdZenim predobrazu jeji integrace nedostaneme presné puvodn{
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soubor, aviak pro kazdé s € S je novd mnozina 73} (s) kanonicky bijektivni s pt-
vodni M prostfednictvim

M, 3>m < [s,m] e my;(s).

Obdobné, pokud zacneme s obecnym zobrazenim p: £ — S a uvazime integraci
predobrazu, dostaneme bijekci

L) 3 Ipe),e] < e B,
ktera respektuje zobrazeni do S, neboli obé cesty po sipkdch daji stejny vysledek.

fsp'(s) ———— E.
S~

Integracéni korespondence (2.2) tak neni presné bijekce tiid, ale jakdsi bijekce az
na pojmenovani: pro kazdy soubor umime zkonstruovat zobrazeni do S a opacné,
pricemz konstrukce jsou inverzni az na prejmenovani objekt. Podobnou korespon-
denci budeme pozadovat od kazdé algebraické integrace. O korespondenci se da
premyslet jako o informacni bezztratovosti integrace.

2.2. Integrace orientovaného multigrafu.

Orientovany multigraf I" sestava ze dvou mnozin Vi =T'g a Hr ="'y, vrchola a hran
multigrafu, a dvou mnozinovych zobrazeni

P I

udévajicich kazdé hrané jeji pocatek a konec. Priklad multigrafu je nasledujici.
v — w
(75
h
C j N

Pro hranu h z predeslého diagramu piSeme S(h) = v a T'(h) = v”. Integrace
multigrafu je mnozina dvojic

fr ~{li,e]lie{0,1} aael;},
2
spolu se dvéma (jednostrannymi) relacemi
[0,S(h)] > [1,A], [0,7(h)] & [1,h].

Symbol 2 oznacuje mnozinu {0, 1}, vybavenou relacemi 0 %1205 1. Souddsti

. . . . fos s t
integrace je projekce 7r: f2 I' - 2, ktera zachovava relace — a —.
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Priklad 2.2. Nasledujici dva diagramy zobrazuji multigraf I' a jeho integraci.

e ()

I': u V4h— w
~g A

(1, f]
N
[0,u] [0,0] — [1,h] <=— [0,w]
N | ]/
g

Nyni ur¢ime pravou stranu integrac¢ni korespondence. Necht E je libovolnd mno-

v. v . S t . ; V. .
Zina se dvéma relacemi — a — a p: F — 2 je zobrazeni mnozin, které relace zacho-
vava, tj. plati

a>b=pla) > pb), a5 b= pla) S pb).

Neni tézké si rozmyslet, ze ne kazdé takové zobrazeni p jednoznacéné zadava
orientovany multigraf. Mezi vSemi zobrazenimi p musime vybrat pouze ta, jez
splnuji nasledujici algebraickou vlastnost.

. . Ve v . 8 t .
Definice 2.3. Necht F je mnozina se dvéma relacemi —, — a p: F - 2 je
zobrazeni mnozin, které relace zachovava. Zobrazeni p nazveme diskrétni fibraci,
jestlize navic pro libovolny prvek = € E plati:

pokud 03 p(z) v 2, pak existuje jediné y € F takové, 7e y — z v B,
pro a € {s,t}.

Poznamenejme, ze tuto vlastnost splnuje kazdé nr pochézejici z integrace mul-
tigrafu. Z kazdé diskrétni fibrace p lze zrekonstruovat orientovany multigraf: po-
lozme V, = p1(0), H, = p (1), a déle pro h € H, definujeme S(h) z vlastnosti
fibrace, tj. jeding element S(h) := v, ktery splituje v - h, nebot 0 > 1 = p(h).
Vrchol T'(e) definujeme obdobné a dostavame kyzenou korespondenci

{orientované multigrafy} ~ {diskrétni fibrace p: K — 2}.

2.3. Diskrétni integrace v plné obecnosti.

Pro koncepéni vysvétleni a univerzalni pristup k diskrétni integraci algebraickych
struktur je vhodné pouzit jazyka teorie kategorii. V této sekci nebudeme uplné
forméalni, nebot technické detaily by tomuto textu neprospély. Poznamenejme, ze
vSechny vyvstalé nejasnosti ¢ paradoxy se daji osetiit. Ctendie odkazujeme na
klasickou literaturu, napt. [1].

Kategorii € chapejme jako zobecnénou mnozinu, kde kromé prvku a,b,c € €
(tzv. objektu kategorie) uvazujeme i systém relac{ mezi nimi (tzv. morfismt mezi
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objekty), které znacime
fra—b.

Pozadujeme, aby se morfismy daly skladat, tj. pro libovolné f:a - b a ¢g:b - ¢
existuje jednoznaéné morfizmus (g o f):a — ¢, a aby sklddani bylo asociativni
a mélo jednotky, tedy aby platilo

(hog)of=ho(gof)
a pro kazdy objekt a € € existoval morfismus 1,:a — a s vlastnosti
lyof=1=fola

Morfismu 1, fikdme identita na objektu a. Dalsim pojmem teorie kategorii je funk-
tor, tj. zobrazeni kategorii F: € — Z. Funktor objekttim a € € prifazuje objekty
Fa e 2 a morfismim f:a - b z € pritazuje morfismy F'f: Fa — Fb, pficemz pri-
tazeni respektuje skladani a jednotky.

Priklad 2.4.

o Kazda mnozina S zadava tzv. diskrétni kategorii, jejiz objekty jsou prvky
s € S a jejiz morfismy jsou pouze (uméld) zobrazeni 1g:s — s. Funktory
diskrétnich kategorii jsou jednoduSe mnozinova zobrazeni.

e Bohatsim piikladem je kategorie mnozin Set, jejiz objekty jsou mmnoziny
a morfismy jsou klasickd mnozinova zobrazeni f: X — Y. Poznamenejme,
ze funktory M:S — Set, z diskrétni kategorie S, jsou presné soubory mno-
zin M.

e 7 libovolné kategorie € lze utvorit novou kategorii prostym otocenim vsech
sipek. Novou kategorii znacime €°P.

e V souvislosti s multigrafy uvedeme kategorii 2, kterda ma dva objekty 0 a
1, a déle kromé identit na objektech dalsi dva morfismy s:0 -1 a ¢:0 - 1.
Funktory

I:2°P — Set
jsou presné orientované multigrafy.

Nyni prizpusobime pojem diskrétni fibrace z definice 2.3 pro libovolnou kodo-
ménu €.

Definice 2.5. Necht &,% jsou kategorie a p:& — % je funktor. Potom p na-
zveme diskrétni fibraci, jestlize pro libovolny objekt X € &a morfismus f:y — p(X)
v € existuje jediny morfismus f:Y — X v &, takovy, Ze p(f) = f. Schematicky:

) —— L s X

al
y—— p(X)e?.

Obecné lze diskrétni algebraickou integraci formulovat nasledujicim zpusobem.
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Véta 2.6. Necht € je kategorie a F:€°° — Set funktor. Integrace [, F je
kategorie, jejiz objekty jsou pdry [c € €,a € Fc] a morfismy jsou tvaru

Fild, Ff(a)] = [e,al,

kde f:d — ¢ je morfismus €. Integrace je vybavena projekci (funktorem)

WFI/ F -7,
3

jez je diskrétni fibraci. Ddle je zde korespondence (jednoznacnd aZ na kanonicky
izomorfismus)

{funk‘tory F:E° - Set} o {diskrétm’ fibrace p: E — %}

Diikaz. Tvrzeni je standardni, dikaz uvad{ napiiklad [7, s. 2]. O

3. OBOHACENA ALGEBRAICKA INTEGRACE

Abychom mohli popsat integraci obohacenych struktur, potfebujeme, na strané
druhé, obohatit i kategorie. Opét zjednodusené, kategorie ¥ obohacend v Cas-
te¢né usporddanych mnozindch je mnozina objekti % s relacemi mezi objekty
(tj. s morfismy f:a — b), pfi¢emZ morfismy vedouci mezi kazdymi dvéma objekty
a, b jsou ¢astecné usporadané, viz. nasledujici diagram.

f
TN
9——b
IA
U S
Déle pozadujeme, aby skladani morfismu tato ¢astecnéd usporadéani respektovalo.
Mala obohacena kategorie muze vypadat nasledovneé.

a

bt —d

Integrace obecné obohacené operddy z definice 1.1, stejné jako pojem operadické
fibrace, je pro tento text prilis technicky naro¢né, zvidavého ¢tenare odkdzeme na
[10]. Pojmy vychdzi ze standardnfho pojmu (kategoridln{) fibrace (viz. napt. [1]),
jejiz diskrétni verzi jsme uvedli v definici 2.5, a dale z pojmu diskrétni operadické
fibrace, zavedeného v [2]. Text [10] zavadi explicitni integraci libovolné obohacené
operady a poskytuje korespondenci

{obohacené operddy} ~ {operadické ﬁbrace},
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pouziva vSak nepatrné obecnéjsi kontext kategorialnich operad. Instanci obohacené
integrace si ndzorné predvedeme, tj. zintegrujeme struktury z ¢asti 1 a uvedeme
nékteré jejich zajimavé vlastnosti.

3.1. Integrace prirozenych ¢éisel.

Pfipometime monoid ptirozenych ¢isel (N, <, +,0) v éasteéné usporddanych mno-
zindch, popsany v ¢asti 1. Jeho integrace je obohacend kategorie [ N, jejiz objekty
jsou prirozend c¢isla n € N a jeji morfismy jsou tvaru a LN b,kdepeNap+b>a.
Na piikladu ukazeme jak funguje skladani morfismi.

Slozeni morfismi 5 = 2 a 2 > 0 je morfismus 5 0.

Plati totiz 4+2>5a5+0>2 aprotoi (4+5)+0=4+(5+0)>4+2>5. Roli

identity n 2% n zastdva morfismus n —> n, nebot plati 0+n>naO0+p=p=p+0.
Je vidét, ze pro komponovani morfismit v [ N jsou zapotiebi vSechny algebraické
vlastnosti ¢asteéné usporddaného monoidu (N, <, +,0), popsané v ¢sti 1. Déle, pro
dvé zafixovana c¢isla a a b tvori morfismy mnozinu usporddanou relaci <. To jest,
/ p \
a Y b
~_,

)

jestlize p > q jakozto prirozend ¢isla. Nésledujici diagram zachycuje ¢ast katego-
rie [ N.

Vsimnéme si, Ze kazdy morfismus p:a — b (tj. b+ p > a) lze pFirozené rozlozit jako
0
a—>b+p Zb.

Navic, pro libovolna dvé ¢isla a > b ma usporddand mnozina morfismu a b
nejmensi prvek, kterym je a o,

Mnozinové se pri integraci prirozenych ¢isel nestalo nic moc zajimavého, nebot
objekty [N jsou stejné jako objekty (prvky) N. Pozorujeme vsak, ze integrace
spojila struktury dvou rtiznych typi, tj. relace < a operace +, v jednu strukturu
morfismi na N. S¢itani ¢isel je zakdédovano ve sklddani morfismi

0%0%0=02%0

PR P w14 o p .
a usporadani < je zachovéno jednak v usporfdddni morfismu {0 — 0}, a jednak

vs , o 0
primo pomoci morfismi b — a.
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3.2. Integrace stromi.

Pripomenme obohacenou operadu stromu T ze ¢asti 1. Jeji integraci je kategorie
[ T, jejiz objekty jsou stromy. Morfismus stromit s — ¢ se d4 popsat jako novy
strom p vybaveny (i) fezem (naznaceno pferusovanou ¢arou), pficemz Cast nad
fezem je strom t, a (i) posloupnosti kontrakci hran stromu p (naznaceno preru-
Sovanymi elipsami), které vytusti ve strom s. Morfismy jsou ¢dstecné usporadany
relaci <, pochazejici z usporadani operady T, tj. danou kontrakei vnitrnich hran.
Priklad dvou morfismt a jejich usporadani je néasledujici.

Opét zminme, ze libovolny morfismus

1ze rozlozit na dvé ¢asti

z nichZ prvni vyuzivd pouze strukturu usporadéni, tj. stahovani hran (pri¢emz rez
je veden u listt) a druhd pouze struktury operady, tj. Fezu (pricemz posloupnost
stazeni hran je prazdnd). Déle, z kazdého stromu s vede specidlni morfismus do
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trividlniho stromu ‘. Tim je samotny strom s bez jakychkoliv kontrakef a s fezem
u korene.

Nakonec zminme, ze operady jsou struktury typu A, tj. kategorie, jejiz objekty
jsou konecné usporddané mnoziny {1,...,m} a jejiz morfismy jsou surjekce zacho-
vavajici poradi. Vlastnost operadické fibrace

ﬂT:fT—>A
A

tiké, ze pro zadany strom s majici n listi a pro libovolné surjektivni zobrazeni
mnozin

f{1,...,m}=>{1,...,n}
zachovavajici poradi, existuje univerzalni strom ty s m listy a (v jistém smyslu
univerzalnf) morfismus stromt ¢y — s. Rozhodli jsme se nezatézovat text dalsimi
detaily a misto nich uvedeme pouze konkrétni priklad univerzalniho morfismu pro
konkrétni s a f.

Priklad 3.1. Necht s je nasledujici strom a zobrazeni f:{1,2,3,4,5} - {1,2,3}
je zadané jako

f)=1,£(2)=f3)=f(4)=2a f(5)=3.

Univerzalni morfismus t; — s v této situaci vypada nasledovné (povsimnéme si, ze
nestahuje zadné hrany stromu t¢).
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