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METRICKE PROSTORY PRIMKOVYCH PLOCH

MATOUS TRNKA

ABSTRAKT. Tento ¢lanek pojednéva o metrickych vlastnostech primkovych ploch,
které jsou chiapany jako krivky na homogenni varieté primek, a vyuzivad pristupu
zavedeného Felixem Kleinem. Stanovuje si dva hlavni cile: nalezeni systému invari-
anti, ktery plochu jednoznacné popisuje bez ohledu na umisténi nebo parametrizaci,
a klasifikaci homogennich primkovych ploch, jez maji tyto invarianty konstantni.
Jako klicovy nastroj slouzi konstrukce pohyblivého repéru krivky v libovolném ho-
mogennim prostoru, jez je zobecnénim konstrukce zndmé jako Frenetova—Serretova.

1. Uvop

V tomto ¢lanku se sezndmime s konceptem, ktery je soucasti nasi geometrické
intuice uz od stiedni skoly. Kdyz napriklad fesime tlohu o kruznici, nakreslime si
na papir néjakou kruznici a nezajima nés, kde v prostoru se nachézi nebo jaky ma
polomér. Skutec¢nost je takova, ze pod pojmem , kruznice“ myslime tridu vsech
kruznic v roviné, a protoze jsou si vSechny podobné, mizeme danou tlohu resit
s libovolnym reprezentantem této tridy. Jind situace vSak nastane, je-li v tloze
potfeba néco mérit. Pak musime od sebe rozlisit kruznice s raznymi poloméry
a chceme tedy ztotoZnit pouze kruznice navzajem shodné, nikoli podobné.

V textu se pokusime uvést vyhody thlu pohledu, ktery zavedl Felix Klein v f{jnu
roku 1872 na univerzité v Erlangen u prilezitosti svého profesorského jmenovani,
a sice ze geometrie daného prostoru neni zakédovana v nosné mnoziné prvku pro-
storu, nybrz v transformacich, které k danému prostoru uvazujeme.

Predmétem zkoumaéni zde bude tzv. primkovd plocha, tedy plocha, kterd muze
vzniknout pohybem pfimky v prostoru, pripadné pohybem napnuté struny skrz
kostku hliny. Tyto plochy vsak budeme vnimat jako kiivky na jakési varieté primek,
pro které si stanovime dva cile.

Prvnim z nich necht je nalezeni tzv. systému invariantd primkové plochy, tedy
charakteristik, které danou plochu jednozna¢né popisuji, bez ohledu na jeji pa-
rametrizaci nebo umisténi v prostoru. Dva takové systémy je jiz mozné nalézt
v literature, konkrétné v knihéch [1] a [2]. My v8ak v prvni kapitole tohoto textu
nabidneme lehce odlisny pohled na véc, ve druhé kapitole si vyzkousime odvozeni
invarianti prostorové kiivky a zjisténé poznatky pak ve tieti kapitole aplikujeme
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na primkové plochy. Ke zminénym systémum invarianti se tak dostaneme zcela
prirozenou cestou.

Druhym cilem pak bude rozradit vSsechny piimkové plochy homogenni. Ty si
miuzeme predstavit jako ekvivalent k homogennim kt¥ivkam, kterymi jsou v pro-
storu pfimka, kruznice nebo tzv. Sroubovice (jejiz tvar ma naptiklad pruzina). Je-
jich hlavni vlastnosti je, ze pri vhodném posouvani, otac¢eni nebo Sroubovani dané
kiivky (pozdéji i plochy) se nemén{ prostor, ktery tato kfivka zaujima. Samotnou
klasifikaci pak provedeme podobnym néstrojem jako v konstrukei invariantu.

2. METRICKE HOMOGENNI PROSTORY

Puvodem slova ,metrika“ je recké ,metria“, tedy méreni. Ze zédkladt eukleidovské
geometrie pak vyplyva, ze mérit lze v prostoru mimo jiné vzdalenost néjakych dvou
bodu nebo odchylku néjakych dvou pirimek, pri¢emz tyto dvé miry nés budou
v tomto textu zajimat nejvice.

Jak bylo uvedeno v iivodu, pri zkoumani geometrie metrického prostoru nezalezi
tolik na nosné mnoziné prvku, nybrz na tiidé uvazovanych transformaci. V nasem
pripadé ptjde v pribéhu celého textu o tzv. primé shodnosti trojrozmérného pro-
storu, tj. transformace, které zachovavaji prostorové vzdalenosti, ihly a orientace.
Alternativné lze fici, Ze to jsou ty transformace, které zobrazi jednotkovou krychli
vzdy na jednotkovou krychli, a to se zachovinim orientace vrcholi. To znamend,
ze pohlédneme-li na krychli sténou ABCD k sobé a precteme-li tyto vrcholy po
smeéru hodinovych rucicek, ¢teme je ve stejném poradi i po dané transformaci.

Protoze pro kazdou takovou shodnost existuje i shodnost zpétna a protoze iden-
tita, tj. transformace zobrazujici kazdy bod sam na sebe, je také primou shodnosti,
ma tato trida strukturu grupy, kterou budeme znacit G. Tato grupa je Sestiroz-
meérnd, nebof krychli mizeme jednak posouvat ve tfech navzajem kolmych smérech
a jednak rotovat kolem tii navzajem kolmych os. Od této chvile tedy neuvazujme
jiné transformace prostoru nez tyto.

Homogenni prostory bodua a primek

Mame-li jiz zafixovanou grupu shodnosti, mizeme se zabyvat mnozinou nosnou,
tedy které objekty mizeme danymi shodnostmi transformovat. Jak je naznaceno
v prvnim odstavci této kapitoly, zdkladnimi adepty jsou body a pifimky.
Mnozinu bodi v trojrozmérném eukleidovském prostoru budeme znaéit E3, p¥i-
¢emz dimenze 3 se odviji od poc¢tu sméri, ve kterych mizeme danym bodem hybat.
Mnozinu p¥imek pak budeme znaéit L%, pficemz dimenze 4 plyne z faktu, ze
danou primkou miizeme hybat jednak posouvanim ve dvou smérech na ni kolmych

a jednak rotaci kolem dvou na ni kolmych os.

K uvedenym mnozindm jesté pridejme mnozinu vektort H?, které chapeme jako
orientované tsecky mezi dvojicemi bodi, pricemz nebereme v potaz jejich umis-
téni. Zobrazime-li v néjaké shodnosti dva vektory, jejich obrazy budou stejné velké
a budou mit mezi sebou stejnou odchylkou. Toto souvisi také se skutecnosti, ze
shodnosti jsou presné ty transformace redlného prostoru, které zachovavaji tzv.
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skaldrni soucin dvou vektoru jakozto symetrickou bilinearni formu zadévajici eu-
kleidovskou metriku.

Prostor bodii a prostor primek jsou vzhledem ke grupé G homogenni. To zna-
mena, ze pro libovolné dva body A, B existuje alespon jedna shodnost, kterd A
pfevede na B, podobné pro dvé libovolné primky. Této vlastnosti fikdme tzv. tran-
zitivnd akce grupy G na prostoru E3, resp. 4. Diky tomu vypada prostor ,vsude
stejné“ a my jej tak muzeme prozkoumat pouhou volbou jednoho pocatku a zkou-
méanim jeho okoli.

Po zbytek textu tedy zvolme poéateéni bod O € E3| resp. pocatecni piimku O €
L4, Uvézime-li pak libovolnou shodnost g € G, miizeme se ptat, kam tato shodnost
zobrazi pocatecni bod, resp. pocatecni primku, coz ndm zadéva dvé prirozené

projekce:
G
E3 L4

Maéme-li zvoleny pocatek, bude pro nas uzitecné zavést i tzv. stabilizacni pod-
grupu GSO, resp. G%, jez obsahuje praveé ty shodnosti, které zachovavaji poc¢atecni
bod O, resp. pocatecni pifmku O, na svém misté. Cisla u nich opét udévaji jejich
dimenze, protoze bod je zachovan rotacemi kolem t¥i navzdjem kolmych os, které
jim prochéazeji, a primka je zachovana jednak rotaci kolem sebe samé a jednak
posunem ve svém sméru.

Prostor E3, resp. L* pak miizeme ztotoZnit s prostorem tzv. levjch tiid G/ G‘Z’),
resp. G/G%, pricemz prislusnou levou tiidu definujeme a s prislusnym bodem,
resp. piimkou, ztotoZnime nésledovné:

[9G3] = {gh,h € G}} + g(O),

[9G3] = {gh.h € G} ++ g(O).

Dvé shodnosti tedy zaradime do stejné tridy pravé tehdy, kdyz zobrazuji pocatek
na stejny bod v prostoru, resp. poc¢atecni primku na stejnou primku v prostoru.

Obrazek 1. Riizné shodnosti tifdy [gG2)

Vsimnéme si, ze dimenze faktorprostoru jakozto rozdil dimenzi Sestirozmeérné
grupy a trojrozmérného, resp. dvojrozmérného, stabilizatoru souhlasi.
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Souradnice

Abychom mohli v dal$im textu s uvedenymi objekty pocitat, je tfeba jim pritadit
néjaké souradnice. Z praktickych divodi budeme trojrozmérny eukleidovsky pro-
stor chapat jako afinni nadrovinu ¢tyirozmérného realného vektorového prostoru
s prvni soutadnici rovnou jedné. Kartézské souradnice kazdého bodu x 4,y 4,24 tak
roz$ifime na ¢tverici A = (1,:UA,yA,zA)T, pfi¢emz transpozice T je zde z divodu
sloupcového zapisu souradnic. Vektor jakozto rozdil dvou bodt vyjadiime ¢tverici
u=(0,uy,uz,u3)” a pifmku ziskdme jako soucet bodu a s-nasobku vektoru, tedy
napt. L= A+ s-u. Skaldrnim sou¢inem dvou vektori chdpeme vyraz

UV =ULV1 + U202 +u3zv3

a shodnosti je pak linearni automorfismus ¢tyirozmérného prostoru zachovavajici
zminénou nadrovinu, ve které je navic zachovan i onen skaladrni soucin a orientace
béaze. Matice takového linearniho zobrazeni ma kviili zachovani nadroviny blokovy

tvar
110
(a R)EG’

podminka pro zachovani skalarniho sou¢inu pak vynucuje matici R ortogonalni
a podminka pro zachovani orientace vyzaduje det(R) = 1. Blok a této matice bu-
deme nazyvat translacni a blok R rotacni. Rozdélime-li pak tuto matici do ctyr
sloupcti, dostaneme jeden libovolny bod a tfi na sebe kolmé jednotkové vektory,
tedy tzv. ortonormdini repér (A,r1,72,73), ktery je vlastné obrazem standardniho
ortonormélniho repéru (O, e1,e2,e3) v dané shodnosti.

Na zaveér kapitoly se pokusme objasnit, jak vypadaji tfidy rozkladu grupy. V pfti-
padé prostoru bodfl uvazujeme pocatek O = (1,0,0,0)T, ktery je stabilizovan ro-

tacemi
110 3
EIERP

V kazdé trideé [gG?é] pak najdeme reprezentanta s trividlnim rota¢nim blokem

G os)= |G ) e

nebot obé matice stejné zobrazi poc¢atek O na bod A = (1,a1,a2,a3)”
V prostoru piimek je pocatkem piimka O = O +se; = (1,s,0,0)T, kterou sta-
bilizuji shodnosti ve tvaru

)

1/0 0 0
al 1 0 0 2
0 0 r92 T923 € G ’

0 0 32 T33

pric¢emz koeficient a1 vyjadiuje posun podél osy x a ortogondlni blok r;; rotaci
kolem této osy. Dohromady pak tyto dvé slozky zadavaji tzv. sroubovy pohyb.

Na rozdil od ptedchoziho ptipadu nemame v tridé [gG%] ptirozeného reprezen-
tanta. Odpovidajici primka je totiz zaddana prvnimi dvéma sloupci matice g, které
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hraji roli bodu a smérového vektoru primky, jenze bodua zadavajicich tutéz primku
je mnoho a vsechny jsou rovnocenné, jak lze vidét na obrazku 2.

Obréazek 2. Riizné shodnosti téze tifdy [gG2)]

3. INVARIANTY PROSTOROVYCH KRIVEK

Ve zbytku ¢lanku se budeme zabyvat kfivkami v homogennich prostorech a jejich
shodnostmi. Nejprve prozkoumame krivky v prostoru bodi, z nich vyvodime po-
znatky pro obecny homogenni prostor a ty pak aplikujeme na kiivky v prostoru
primek, tedy primkové plochy. Vrcholem této tivodni sekce je tvrzeni 1, které zde
uvadime z divodu postupného budovani tvrzeni pozdéjsich, jejichz dukazy pak
budou o to snazsi.

Zkoumame-li shodné kiivky, tj. kdy mezi dvéma kiivkami existuje shodnost
zobrazujici jednu kiivku na druhou (viz obrézek 3), zajimaji nds jeji invarianty.
To jsou charakteristiky zavislé na parametru ktivky, které jsou shodnymi trans-
formacemi zachovany. V pripadé k¥ivky v eukleidovském prostoru je to jeji kiivost
a torze, které dohromady stac¢i na tplny popis kiivky az na shodnosti, jak uvidime
v konstrukei v nasledujici kapitole.

Prostorovou kfivkou chédpeme zobrazeni 7 : [to,t1] — E3, které redlnému pa-
rametru ¢ piifadi bod na kiivce v(t) € E3. Jinou parametrizaci téze kiivky pak
chapeme zobrazeni 7 : [tg, t1] — E3, které m4 stejny obraz jako .

Uvazujeme-li jednu krivku vzhledem k riznym parametrizacim, obecné sama
se sebou nebude shodné. V metrickém prostoru ma vsak kazda regularni kiivka
(tj. takova spliiujici 7/ # 0) jistou pfirozenou parametrizaci, tzv. parametrizaci
obloukem, odpovidajici délce ¢asti kiivky od jejtho krajniho bodu ~(to), tedy
5 :10,L] — E3?, kde L je celkové délka kiivky. Tato parametrizace je invariantni
vuci shodnostem. Jestlize tedy takto parametrizujeme dvé kiivky v,% v prostoru
nezavisle na sobé, pak jsou shodné jakozto podmnoziny prostoru pravé tehdy, kdyz
jsou shodné i vzhledem k témto parametrizacim, tedy kdyz pro shodnost g plati
Y=907)

Tato parametrizace odpovidd rovnomérnému pohybu podél k¥ivky. Jednoznacné
se tak da charakterizovat vlastnosti, Ze jeji te¢ny vektor 4/ ma vZdy jednotkovou
velikost. Ve zbytku této kapitoly uvazujme parametrizaci obloukem u kazdé pro-
storové kiivky implicitné.
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Pohyblivy repér krivky

Uzitetnym nastrojem pro hledani invarianti prostorové krivky je tzv. pohyblivy
repér. To je kolekce jednoho bodu a ti{ vektort F(t) = (y(¢),u1(t),ua(t),us(t)),
pricemz ke kazdému bodu krivky je tak prifazena zvlastni baze. Protoze je vsak pro
prifazeni béze vice zpusobt, je nasim cilem najit néjaké prirozené a invariantni vuci
shodnostem, stejné jako tomu bylo v pripadé parametrizace obloukem. Sestrojime-
li pak tento repér na dvou shodnych kfivkdach v,5 = g(v) nezdvisle na sobé, mél
by tuto shodnost respektovat a splnit F = g(F).

- /\ 7

-
S i

Obrazek 3. Shodnost pohyblivych repéria

Invarianty kfivky lze pak nalézt v tzv. invariantnd matici (t), kterd zde hraje
roli relativni zmény kanonického repéru F(t), tedy matice pfechodu mezi repérem
v daném bodé a jeho infinitezimalni zménou (¢ili derivaci)

FQ=F'.

Invariantni matici 2 v tomto textu vénujeme zvlastni pozornost, nebot jde
o kompletni charakteristiku k¥ivky nezavislou na shodnostech. Repér libovolné
kiivky F a repér shodné kiivky F' = g(F) maji totiz stejnou invariantni matici €2,
coz plyne z vypoctu

FQ=gFQ=gF =F'.

Klasickym ptikladem pro odvozeni repéru invariantniho viici shodnostem je tzv.
Frenetova—Serretova konstrukce, kterd vhodné vyuziva derivaci, kolmosti a veli-
kosti, protoze ty se ve shodnych transformacich neméni. Konstrukci lze prirovnat
k ortonormalizaci tzv. oskulacniho repéru krivky o = (v,7,7",7""), které vsak
uspésné docilime jen za predpokladu, ze je kiivka jistym zplsobem obecna, tj. ze
ma repér o plnou dimenzi. Finalni vektory repéru jsou pak tohoto tvaru:

! /
U=, U2:=Up, U3 = Ul Xu2, (1)

pricemz konkrétné lze vyse zminéného docilit pouze pro nenulovy vektorovy soucin
~' x~". Naopak, bodim s timto souéinem nulovym se k4 inflexnd.
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Tvrzeni 1. Je-li krivka v(t) € E® bez inflexnich bodi parametrizovdna oblou-
kem, jeji invariantni matice € je ve tvaru

0] 0 0 0

| 1] 0 —k() 0
=1 olky o —r@ |

0| 0 7(t) 0

pricemz charakteristiky k >0 a T oznacme jako krivost a torze krivky.
Diikaz. Ovérme tuto podobu matice €2 ze vztahu
(73“’17”2’1‘@) Q= (7/7u/1au/27u/3)'

Prvni ddek Q je roven (0,0,0,0), jelikoz v je jako jediny bodem (¢ili ma jako
prvni soufadnici vzdy 1) a na pravé strané jsou pouze vektory (¢ili vSechny s prvni
soufadnici 0).

Zbytek matice € je pak vyplnén po sloupcich souradnicemi derivovanych vek-
tortt vzhledem k bézi (u1,us,us), pficemz vzhledem k eukleidovskému prostoru
tyto souradnice miizeme vyjadrit prislusnymi skaldrnimi souciny. Dostaneme tak
rozsifenou Gramovu matici:

0 | 0 0 0
! !/ !
0= YUl | UP-UL Uyt UL Ug UL 9
- ! I !/ ! . ()
VU2 | UptU2 Ug U2 Uz U2

/ / / /
YUz | Uptu3 Ug U3 Uz U3

Prvni sloupec pak plyne pifimo z definice vektoru uy :=+/, v dal$ich sloupcich
zduvodnéme nejprve nuly na diagonéle pomoci derivace sou¢inu

upu; =1 — ui~u;:O
a antisymetrii zbytku bloku derivaci vztahu
ui-u; =0 — ui~u;+ué~uj =0.
Zbyvajici nuly na vedlejsi diagondle bloku 1ze nakonec zduvodnit vztahem z (1):
u'l'u;)» ~ug-uz =0.

Zbytek matice je tedy zaddn dvéma redlnymi charakteristikami, které muzeme
nazvat kiivosti k a torzi 7. O

Porovname-li matici z tvrzeni s Gramovou matici z dikazu, muzeme vycist
klasické definice téchto invarianti:

K=y -ug = ||ul]], T = ub-uz.

Geometrickym vyznamem kiivosti x je dle [3] pfevrdcend hodnota poloméru
oskulacni kruznice, tedy kruznice aproximujici ktivku v daném bodé. Torze 7 pak
urcuje odchyleni od roviny této kruznice, tedy méri, jak moc krivka neni rovinna.
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Cviceni 1. Jak wvypadd prostorovd krivka, jejiz krivost, torze a tudiz i celd
invariantni matice jsou konstantni?

Reseni této otdzky bude podrobnéji rozebrano v kapitole 5. Nechdme-li se vsak
vést pouhou intuici, uzZ nyni jej muzeme uhddnout. Md-li krivka nulovou krivost,
jingmi slovy nent vibec ,kriva“, jde o primku. Md-li kiivka nenulovou konstantni
krivost a nulovou torzi, je rovinnd a vsude stejné ,krivd“, takZe kruznice. Je-li
nakonec krivka vsude stejné krivd i odchylend od oskulacni roviny, jde o sroubovici.

4. INVARIANTY PRIMKOVYCH PLOCH

Jak jiz bylo uvedeno, v této ¢asti se chystame zobecnit provedenou konstrukei inva-
riantniho repéru a tu pak aplikovat na kifivku v prostoru primek, tedy primkovou
plochu. Na konci kapitoly pak nalezené invarianty porovname s jiz znamymi sys-
témy invariant pro primkové plochy, a sice se Sanniovymi a Kithnelovymi. Nutno
dodat, ze kromé prostoru piimek plati zminéna zobecnéni i univerzalnéji. Jednak
v ptripadé jinych metrickych struktur, pricemz by Slo uvazovat napiiklad varietu
sfér, kde by krivkou byla tzv. kandlovd plocha, a jednak i v pripadé jinych homo-
gennich struktur zadanych jinymi grupami transformaci, jako napt. projektivni,

afinni a jiné.

Obrazek 4. Kandilova plocha

V homogennim prostoru s obecnou grupou transformaci G hraje roli pohybli-
vého repéru kiivka transformaci c(t) € G, jez je tzv. liftem kiivky ~(¢) do grupy
G. To znamend, Ze v kazdém bodé ty € R jde o shodnost c(tg) : O — (o), kde O
je pocatek homogenniho prostoru. V eukleidovském prostoru je takovy lift totiz
v jednoznac¢né korespondenci s vySe zminénym repérem F'(t), nebot pro bod tp € R
a repér F(tg) je c¢(tp) € G jedina shodnost zobrazujici standardni ortonormélni re-
pér E na repér F(to):

c(to) : E=(0,e1,e3,e3) — (v(to),u1(to),ua(to),us(to)) = F(to), to € R.

Pojmy lift a repér budeme tedy v textu zamétiovat a spoleéné znacit jako F(t).
Pozadavkem k nalezeni invariantni matice 2 je tedy néjaky kanonicky zpusob
konstrukee liftu F'(t) € G, navic s kanonickym parametrem ¢, které jsou invariantn{
vuci transformacim v — ¢g7v,9 € G. Matici pak mizeme v kazdém bodé kfivky
spocitat jako
Q=F"'F.
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Poznamka 1. Matice Q= F~1F' je dokonce vektorem tecné algebry g =T.G.
V kazdém bodé g = F(tg) € G jde totiZ o obraz vektoru F'(tg) v tzv. Mauer-
Cartanoveé formé

wg=(Lg—1)s: TyG = T.G=g.

Pro grupu shodnosti v prostoru pak vektory algebry g chdpeme jako nepatrné pohyby
prostoru ve smyslu translace + rotace. Odpovidajici matice jsou pak tvaru

0Jo o o0
w1 0 —b3 b2
w9 b3 0 71)1 ’
w3 7b2 b1 0

Q:

kde proni sloupec (w;)T znaci smér translace daného pohybu a antisymetricky blok
B smér rotace. Ve skutecnosti blok B reprezentuje operdtor, ktery otdci danym vek-
torem kolem osy (b;)T, coZ lze zadat linedrnim predpisem u > (b;)T x u. Konkrétné
pak slozka b; odpovidd rotaci kolem i-té souradné osy. Nakonec, v prunim rdadku
matice jsou nuly, protoZe v matici shodnosti grupy G je proni rddek konstantni.

Primkova plocha

Pfimkovou plochou rozumime plochu x(s,t), kterou lze vytvorit pohybem tvorici
primky po dané ridici krivce. Kazdym bodem takové plochy lze tedy vést primku,
ktera na plose cela lezi. Jelikoz se nachézime opét v metrickém prostoru s grupou
shodnosti G, muzeme pirimkovou plochu parametrizovat uzitim fidici kiivky a =
(1,a1,a2,a3)T a tzv. smérové krivky r = (0,71,72,73)T s jednotkovou velikosti:

R(t) =x(s,t) =a(t)+sr(t), |r||=1. (3)

Obrazek 5. Piimkova plocha

Primkové plochy mizeme rozdélit podle jisté miry degenerovanosti:

1 ...singularni,
. / / , s . . ,
dim(c’,r,7") = ¢ 2 ...torzalni neboli rozvinutelné,

3 ...netorzalni neboli zborcené,
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pricemz dale v textu uvazujme pouze primkové plochy necylindrické, coz jsou ta-
kové, jejichz smérova kiivka splni r’ # 0. Spolu s pfedpokladem ||r|| =1 tato pod-
minka eliminuje pfimkové plochy singularni.

Parametrizace (3) vSak neni pro obecnou pfimkovou plochu jednoznaénd, ne-
bot jako fidici kiivku lze uvazit libovolnou kiivku protinajici tvorici primky. Pro
necylindrickou primkovou plochu lze vsak jednu Fidici kiivku nalézt prirozené s vy-
uzitim metriky:

R(t) =x(s,t) = c(t) +sr(t), |r]|=1,¢c - =0. (4)

Ridici kiivka c(t) se v takovém pifpadé nazjva strikéni, stejné jako jeji body.
Strikéni bod ¢(tg) je na tvorici piimce R(tg) pravé jeden a lze nalézt vzorcem
a -r'
c=a— WT,
odtud dale v textu uvazujme ridici kiivku vzdy strikéni a znacme ji c.

Dle [1] se geometricky tento bod na dvou blizkych mimobéZnych tvoficich pfim-
kach nachéazi v mistech nejmensi vzdalenosti téchto primek, ¢ili v misté priseciku
mimobézek s jejich spolecnou kolmici.

Dalsi nejednoznacnost se striktné vzato objevuje v mozné zaméné smeérové
kiivky za opacnou, tedy r(t) +> —r(t). Tu si ale dovolime nefesit, jelikoZ na systém
invariantt nemad vliv.

Pohyblivy repér primkové plochy

Dle vyse uvedeného zobecnéni postupu pro nalezeni invariantni matice §2 se po-
kusme najit pfirozenou konstrukei repéru F(t) jakoZto kiivky shodnosti, kterd by
dle odvozeni méla zobrazovat

F(t()) 00— R(to), to € R.
Matice shodnosti tedy budeme hledat ve tvaru

Zbytek matice F miuze byt opét prirozené doplnén ortonormalizaci repéru o =
(c,r,r’',r""), podobné jako v ptipadé prostorové kiivky:
,r/
up =, ugzm, Uz =uq X ug. (5)
Kromé tohoto se jesté nabizi doplnit repér pomoci derivace krivky strikéni,
tedy ortonormalizaci repéru 8 = (c,r,c’,-), pricemz na poslednim vektoru pfi or-
tonormalizaci nezdlezi. Zavedenim strikéni kfivky vSak dostdvame ¢’ -7/ =0, coz
s jednotkovou velikost{ vektoru r dohromady zadava kolmost r' L (¢/,r). Vektor
ug =~ r’ bychom tedy dostali jako t¥eti vektor ortonormalizované baze a vysledny
repér by tak byl totozny s vySe zminénym repérem F = (c,u,us2,u3) az na proho-
zeni vektoru.
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Poslednim krokem bude pridat pozadavek na jednoznac¢nost parametru ¢, pfi-
cemz zde mame dvé prirozené moznosti. Budto parametrizovat obloukem strikéni
kiivku ¢(t) nebo smérovou kiivku r(t).

Sanniovy invarianty

Uvazme nejprve oblouk vzhledem ke strikéni kiivee c(t), ¢éili ||¢/(¢)]] = 1, a pokusme
se nalézt tvar invariantni matice Qg vzhledem k repéru F = (¢, u1,us2,us). Aby byla
tato parametrizace moznd, musime se omezit pouze na primkové plochy s regularni
strikéni krivkou. Této podmince nevyhovi obecné plochy kuzelové.

Tvrzeni 2. Je-li dina primkovd plocha R(t) = x(s,t) = c(t) + sr(t) s reguldrni
strikénd krivkou c(t) parametrizovanou obloukem, jeji invariantni matice Qg vzhle-
dem k vyse zminénému repéru F je ve tvaru

0 [0 0 0
| cos(a(t)| O —k(?) 0
B0 kw0 - | ©)

sin(o(t)) | O 7(t) 0

pricemz charakteristiky k > 0,7 a o oznacme jako krivost, torze a strikce primkové
plochy.

Diikaz. Ovérme opét tuto podobu matice Qg ze vztahu
(C,Ul,UQ,Ug) Qg = (Clvu/lau,27ul3)a
ze kterého stejné jako v dukazu tvrzeni 1 plyne tvar rozsitené Gramovy matice:
0 | o 0 0

oup | ulur uhur ubeug

Qg = (7)

doug | ufug uhus ufug
dug | ufus ubouz uh-us
Prvni sloupec zde zdiivodnime nulovosti souéinu ¢’ -ug =~ ¢’ -7’ a jednotkovou veli-
kosti vektoru ¢/, diky ¢emuZ tento vektor mizeme vyjadfit jako

¢ = cos(o)uy +sin(o)us.

Invariant o, ktery nazveme strikci, oznacuje odchylku teéného vektoru ¢’ od vek-
toru uy a tedy od tvorici piimky. Zbytek dukazu je pak analogicky s Frenetovou—
Serretovou konstrukei pouzitou v dikazu tvrzeni 1. O

Invarianty, které Ize vzhledem k dtikazu definovat jako
K=l ug = |[u], 7= ub - us,

nazvéme také krivosti a torzi pro zachovani vyznamu ve Frenetové—Serretové kon-
strukei. Krivkou, kterou vsak tyto charakteristiky tradicné popisuji, je tzv. inte-
grdlnt krivka smérové kiivky r, tj. kiivka eukleidovského prostoru v(t), jejiz te¢nym
vektorem v kazdém bodé je smér ' (t) = r(t).

Zminény ortonormalni repér, stejné tak jako systém invariantt, popsal G. San-
nia v roce 1925, jak uvadi publikace [1], kterd je pro tento text velkou inspiraci.



28 M. TRNKA

Invarianty jsou v oné knize odvozené podobnym zpusobem, ale z lehce odlisného
thlu pohledu. Mimo to jsou zde vyjadreny také charakteristiky vnitrni geometrie
plochy jako naptiklad Gaussova kiivost pomoci pravé tohoto systému invarianti.
Diky tomu lze kuprikladu strikéni bod charakterizovat jako bod tvorici pfimky
s minimalni (tedy nejvice zdpornou) Gaussovou kfivosti nebo zduvodnit, proc¢ je
tato krivost pro torzalni plochy vzdy nulova a pro netorzalni zadporna.

Zajimavosti také je, Ze v popisu vnitini geometrie primkové plochy se vyskytuje
pouze krivost a strikce, torze oproti tomu popisuje az vlozeni dané plochy do
okolniho eukleidovského prostoru.

Cviceni 2 (Invarianty hyperbolického paraboloidu). Uvazme plochu zadanou
rovnici
z =y,
jejiz parametrizaci R(t) = x(s,t) = a(t) + sr(t) lze zadat kiivkami

(0,0,1,t)T
at) = (1,1,0,0)7, r(t) = 20
( ) ( 1YY ) ( ) ||(070,1,t)T||
a spocitejme uvedengm postupem Sanniovy invarianty. Ridici krivkou a(t) = c(t)
je zde primka, kterd je jiZ strikéni, nebot plati o’ -v' =0, a je jiZ parametrizovina

=

obloukem, ¢ili ||| = 1. Zbyvd tedy doplnit repér F = (c,r,-,-) dle vzorci (5):

1 \ 0 0 0
t 0 0 1
F= 1 ¢ e G,
0 \/ti+1 \/fzﬂ 0
0 Vi2+1 V241 0
0| 0 0 0
0] 0 —=%—- 0
Qg=F'F = X 241
0 71 0 0
1 0 0 0

Tato plocha md tedy konstantni strikci o = 7/2, takZe vSechny tvorici primky
jsou kolmé na tidici primku. Nenulovd strikce také znamend, Ze jde o plochu ne-
torzalni. Jeji krivost je pak nekonstantni a torze mulovd, coZ je typické pro tzv.
konoidy, tj. primkové plochy, jejiz vsechny tvorici primky jsou rovnobézné s néja-
kou rovinou.

Kiihnelovy invarianty

V této sekci rozeberme druhou prirozenou parametrizaci, a to obloukem vzhledem
k ridici krivce. Pro odliseni piSme novy parametr t namisto ¢ a derivaci podle
néj zna¢me teckou. Novd parametrizace necht tedy splituje ||7(t)|| = 1. Vyhodou
této konstrukce je, ze mizeme opét uvazovat i primkové plochy se strikéni krivkou
singuldrni, tedy plochy kuzelové. Uvazovany repér je tedy tvaru

Uy =r, UQ:T/, U3 =uUp XUug.
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Obrazek 6. Hyperbolicky paraboloid

Tvrzeni 3. Je-li dina primkovd plocha R(s) = x(s,t) = c(t) +sr(t) se strikéni
ridici krivkou c(t) a se smérovou krivkou r(t) parametrizovanou obloukem, jeji
invariantni matice Qg vzhledem k repéru F = (c,u1,uz,u3) definovaném vyse je
ve tvaru

0 [0 0 0

0 -1 0
0|1 0o -—J1 |’
MY |0 J® 0

pricemz charakteristiky F,J a A oznacme jako Kiihnelovy invarianty.

Diikaz. Dukaz bude v tomto pripadé velice podobny dikazu tvrzeni 2 o San-
niovych invariantech. Na rozdil od néj vsak teény vektor strikéni kfivky ¢ nemé
jednotkovou velikost, a tak je tfeba jej vyjadrit pomoci dvou kvantit

¢ = Fuq+ Aug
a vektor ug je piimo roven derivaci 7 = 1, z ¢ehoz plyne soucin

dl-uQZ’f‘-’f“Zl.

Tyto invarianty jsme nalezli pouze v knize [2], proto jsme je nazvali po W. Kiih-
nelovi. Autor zde vsak nekonstruuje repér, nybrz je zavadi rovnou vzorci:

F=é-r, A =det(¢,r,7), J =det(r,7,7).
Pro jejich ztotoznéni s prvky nasi matice pocitejme
F:=é-r,
Ai=det(¢,r, ) =¢- (rx i) =¢-(up X ug) =¢é-ug,

J :=det(r,7, i) =7 (r x7) =z - (u1 X ug) = Uz - us,
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pri¢emz tyto rovnosti postupné zdivodnime determinantem jakozto smisenym sou-
¢inem, definici vektori ui,us a us a nakonec nahlédnutim do odpovidajici Gra-
movy matice tvaru (7).

Cviceni 3 (Invarianty Plickerova konoidu). UvazZme plochu
R(H) =x(s,t) = a(t) +-sr(b),
a(t) = (1,0,0,sin(2t))”, r(t) = (0,cos(t),sin(t),0)

a spocitejme uvedengm postupem Kiihnelovy invarianty. Krivka a(t) = c(t) je opét
primkou, kterd je jiz strikcni, nebot plati a-7 =0, a smérovd krivka je jiZ parame-
trizovdna obloukem, ¢ili ||7|| =1. Repér F = (c,r,-,-) tedy dle vzorci (5) doplnime

1 | o0 0 0
_ 0 cos(t) —sin(t) 0
F= 0 sin(t) cos(t) 0 €6,
sin(2t) 0 0 1
0 |0 0 0
o 0 |0 -1 0
e =F"F= 0 1 0 0|
2cos(2t) [0 0 O

Pro Kiihnelovy invarianty tedy plati
F=0, A=2cos(2t), J=0

7 jejich tvaru mizZeme opét vycist jisté vlastnosti. Nulovost F = ¢é-r znamend, Ze
tvorict primky jsou opét kolmé na tidici, nenulovost A = det(¢,r,7) 7ikd, Ze plocha
je netorzdlni, a nulovost J = det(r,7,7), Ze smérovd krivka je plandrni, tedy Ze
tvorici primky jsou vsechny opét rovnobézné s meéjakou rovinou a plocha je tak
oprdvnéné nazvand konoidem.

Obrazek 7. Pliickeruv konoid
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Na zaveér jesté odvozené systémy invarianti porovnejme mezi sebou, a to pomoci
tzv. reparametrizace f:t— t. Vzhledem k té zde pouze stru¢né naznacime vypocty

r=r'll= £l = f,
Qs=F'F =f(F'F) = f'Q,
ze kterych odvodime vztahy

]::COS(O')’ A\ 7=

K K

5. HOMOGENNI PRIMKOVE PLOCHY

Homogenni krivky v homogennich prostorech

V této sekci si pripomeneme Cviceni 1, jenz Tesi otdazku kiivek s invariantni matici
Q konstantni, pricemz tyto k¥ivky nazveme homogennimi.

V prvnich odstavcich textu jsme definovali homogenni prostor jako prostor
s tranzitivni akci néjaké grupy G. Homogenni podprostor, zejména krivku, pak
definujme jako podprostor, na kterém ptisobi tranzitivné néjaka podgrupa H C G.
V pripadé krivky navic diky libovolné volbé pocatku O homogenniho prostoru
muzeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze je timto pocatkem pravé krajni
bod homogenn{ kiivky O :=~(0). Diky tranzitivité podgrupy H pak existuje jed-
noparametrickd podgrupa F(t) € H,F(t): O — ~(t), kterd jednak plni funkci liftu
kiivky v (a tak je opét miuzeme zaménovat) a jednak tuto kiivku stabilizuje, ¢ili
zobrazi samu na sebe, a to vztahem:

F(t):v(s) = y(t+s).

Krivka ~ je tedy shodné sama se sebou skrze t¥idu shodnosti, které danou k¥ivku
posouvaji po celé své délce. Diky invariantnosti matice € to znamend, Ze je tato
matice po celé délce kiivky opravdu konstantni. Navic, zvolime-li kiivku F(t) € H
tak, aby prochézela neutrdlnim prvkem F(0) = e € G (¢ehoz lze piipadné docilit
jinou volbou F(t) := F(t)F(0)~! € A), miizeme invariantni matici Q vyjadiit jako:

Q=0(0) = F(0)~LF’(0) = F'(0).

Maéame-li naopak zadanou matici €2, jez je dle Pozndmky 1 vektorem tecného
prostoru g = T.G, miuzeme pomoci exponencidlniho zobrazeni naopak nalézt jed-
noparametrickou podgrupu

| —

(),

o

F(t)=exp(tQ) = >
k=0

jejiz invariantni matice je prave 2.

Homogenni kiivka obecné nemusi mit jedinou jednoparametrickou stabilizac¢ni
podgrupu. Uvazme naptiklad pfimku, kterd je stabilizovana jednak translacnim
pohybem v jejim sméru, ale také radou pohybu Sroubovych.
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Jiz mame dostatek néastroji pro kompletni feSeni zminéného Cviceni 1. Pro
konstantni matici €2 tvaru

0[0 0 0
110 —k O
2= Ol 0 —7
0|0 7 0

nejprve spocitejme explicitni predpis repéru F(t) = exp(tQ)) € G a ktivku v pak
vyjaddieme zobrazenim v(t) := F(t)(0O), tedy jako prvni sloupec repéru. Pro jed-
noduchost matice 2, zejména jeji vysoky pocet 0, lze krivku vyjadrit vcelku kom-
paktné:

: . T
7(t)::<177'2tn—i—51n(nt);<;27,‘@(1—005(m§))’.‘m'(nt—sm(nt))) R/ )

n3 n? n3

pripadné je-li k =7 =0:
~y(t) = (1,£,0,0)".

Vsimnéme si, ze tento predpis dava dobry smysl i v piipadé nulovosti danych
konstant, prestoze je to striktné vzato proti podminkam uvedené konstrukce inva-
riantni matice. Pro k =0 ndm totiz vyjde pfimka, coz je kiivka, jejiz kazdy bod je
inflexni. Repér této piimky se navic bud podél ni pouze posouvé (pfi 7 =0) nebo
sroubuje (pfi 7 #0). Pro k # 0 ndm pak v zévislosti na torzi 7 vyjde kruznice nebo
sroubovice, jak je uvedeno v tabulce 1.

primka kruznice sroubovice
k=0 k#£0=T KA£O0OF£T
q

<

Tabulka 1. Homogenni prostorové kiivky

Klasifikace homogennich primkovych ploch

V této kapitole naznacme mozny zpusob klasifikace homogennich piimkovych
ploch pomoci pravé zavedenych nastroju homogenniho prostoru.

Upozornéme, ze v tomto textu se zabyvame primkovymi plochami, které od-
povidaji homogennim krivkam na varieté primek, tj. které maji alespon jednopa-
rametrickou grupu symetrii. RozliSme vsSak tuto kategorii od primkovych ploch,
které jsou soucasné homogennimi plochami v tom smyslu, Ze maji alespon dvoj-
parametrickou grupu symetrii tranzitivni po celé plose. Ty jsou totiz pouze ¢asti
nami uvazovanych homogennich ploch.
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Dle predchozi sekce je vyhodné, aby pohyblivy repér dané homogenni kiivky
prochézel identitou F(0) = e € G. Zabyvejme se proto otdzkou, kdy jsou v ho-
mogennim prostoru shodné dvé homogenni kiivky prochéazejici pocatkem, tj. kdy
nastane

Y=hy, heGp,
pri¢emz pripomenme, ze G% jsou pravé shodnosti stabilizujici pocatecni primku
O. Pro tento vztah lze odvodit postacujici podminku
Q=n0n"t, (8)
nebot pak plati
7 = [exp(tQ)G%)] = [exp(thQh™1)G%] = [hexp(tQ)h 1G] = hy.

Tato podminka neni v obecné geometrii nutné, v piipadé E3 vSak jeji nutnost
plyne z tzv. reduktivity algebry g =R3 x 50(3). Pro vice detailii odkazme na [5].
Chceme-li tedy rozlisit tfidy shodnych homogennich primkovych ploch, staci
rozlisit t¥idy vektort €2 te¢né algebry g navzajem shodnych vzhledem k uvedené
adjunkci, pricemz tvar obecné matice €2 jsme zduvodnili uz v Poznamce 1.

0] o o0 0 1[0 0o o
_ w1 0 763 bg _ a1 1 0 0 2
1= wo | b3 0 —by €s, h= 0|0 rgog o3 €Go
w3 | —bo b1 0 010 732 733

Zvolime-li konkrétni transformaci h € G% s témito koeficienty:

__ b3wa —bows 1 (b3 —bo |2 2
al = T, R = N b2 b3 s N = b2+b3,

muzeme kazdy vektor tiidy adjunkce upravit do nésledujiciho ¢tyrparametricého
tvaru

0 0 0 0 0 ‘ 0 0 0
_ 0 —N 0 w 0 -b 0 =~
[9) 1 _ w1y — 1 o 3 = Q.
hith U P —, 0B 0 -b ©)
% 0 b1 0 w3 | 0 b1 0

ProtoZe matici 2 1ze jakoZto matici infiniteziméaln{ zmény pohybu F”(t) rozdélit
na transla¢ni ¢ast v prvnim sloupci a rotacni ¢ast ve zbylych sloupcich, je vyhodné
pojmenovat ony Ctyri parametry takto:

w1 — podélnd translace
w3 — pri¢nd translace
b1 — podélné rotace

bs — pricna rotace

Dosadime-li tuto matici do exponencialniho zobrazeni, ziskdme pravé homo-
genn{ pohyblivy repér F(t) = exp(t€2) a obvyklym zpisobem pak i odpovidajici
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w3

bl bg

Obrazek 8. Vyznam parametri wi,ws,b,bs

homogenni primkovou plochu
F()(O)=R(t) =c(t) + sr(t)
jiz muzeme pro b; = bs = 0 explicitné vyjadrit:

c(t) == (1,twy,0,tws)’,  r(t):=(0,1,0,0)T

apronzzw/b%+b§>0:

1 0
bg sin(nt) (bgwi —b1ws) + tby (bywy +bzws) cos(nt)b3+b?
- n 2 L 2
C(t) = (fl+cos(nt))gb1w37b3w$ ) T(t) = b3 si?l(nt)
n
by sin(nt) (bywz—bzwi) + tb3 (b w1 +bzws) (1—cos(nt))bibs
n3 n? n2

(10)

Ridici kiivka c(t) je homogenni kiivkou v E3, nebot je sama o sobé také za-
ddna homogennim pohyblivym repérem F(t). Kiivka navic v rdmci plochy spliuje
i podminku strikén{ k¥ivky, nebot prvni dva sloupce matice v (9) predstavuji na
sebe kolmé vektory ¢’ a 7. Podobné je i smérova kiivka r(¢) homogenni kiivkou,
a to na jednotkové sfére, tedy obecné kruznici.

V souhrnu dostavame klasifikaci homogennich primkovych ploch, kde kazda
tfida je reprezentovana Gtveiici (wy,ws,b1,bs > 0) € R%. Stejnou tifdu vsak repre-
zentuje i Ctverice vynasobena spolecnym nasobkem A, nebot tato zadména pouze
konstantné preskéluje parametr

F(t) = exp(tQ) = exp(tAQ).

Dalsi zadmény urcujici stejnou tfidu pak najdeme uz pouze u ploch cylindrickych,
jez jsou charakterizovany podminkou b3 = 0, jak uvidime pozdéji.

Tvrzeni 4. Kazdd shodnostni trida necylindrickjch homogennich primkovych
ploch je jednoznacné uréena ctverici (wq,ws,by,bs > 0) € R* aZ na zdménu

(w1,w3,b1,b3) > AMwi,w3,b1,b3), X € R.
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Navic, zvolime-li takovou spoleénou skalu A, Ze plati w% —i—w% =1, ziskdme rov-
nou ¢tverici Sanniovych invariantt dané homogenni primkové plochy. Podobné,
naskalujeme-li parametry tak, aby platilo b3 = 1, ziskdme pfimo invarianty Kiih-
nelovy. Obecné jsou pak vztahy nasledujici:

b3 b1 w1 . w3
k=—F——— 7=——— cos(0)=——, sin(o)=——,
\Jwi+ws \Jwi+ws i +wi \Jwi+ws
w1 w3 bl
F=-2 A=23 g=21
b3’ b3’ b3

Pomoci vyse uvedenych explicitnich parametrizaci dokazeme opét vyjadrit vétsi
tridu ploch, nez ke kterym umime dopocitat Sanniovy a Kiithnelovy invarianty. Bez
prekazek totiz vyjadiime homogenni plochu naprosto libovolnou, zejména i plochu
cylindrickou, kuzelovou nebo i singularni.

Cylindrickd homogenni plocha je zde uréena podminkou b3 = 0, nebot z pred-
chozich vzorcli plyne b3 = k a z tvrzeni 2 o Sanniovych invariantech k= ||r’/]|.
Kuzelova plocha je pak zadand podminkou w; = ws = 0, nebot tehdy je plocha
tvorena pouze rotacemi primky kolem pocatku a zadnymi translacemi. Nakonec,
singularni je pfimkova plocha tehdy, je-li splnéno bz = ws = 0. Pak totiz na tvo-
fici primku ptsobi pouze podélna translace a rotace, coz jsou pohyby, které tuto
ptimku ponechavaji na misté.

VSechny uvedené vlastnosti a jesté nékteré dalsi lze ziskat i dosazenim nebo
pohledem na pfedpis (10), coz ndm déva tento prehled podminek:

bs =w3=0 singularni ,,plocha“
bs ~ k= ||r'|| =0 | cylindrickd plocha
wy =w3 =0 ridici k¥ivkou je bod — kuzelova plocha
bswy, = biws fidici kiivkou je primka
brwi = —bgws fidici kfivkou je kruznice
b1bs =0 tvotici pfimky rovnobézné s rovinou — konoidélni plocha
b1 =0 tvorici primky kolmé na tidici k¥ivku

Dalsi déleni tiid zejména podle nulovosti parametriu wi,ws,b1,bs muzeme vidét
v tabulkich 2 a 3, avSsak méjme na paméti, Zze ruzné kombinace ndm mohou dat
stejnou plochu, pricemz zélez{ na thlu pohledu. Kuprikladu rovinu jakozto pod-
mnozinu prostoru ziskdme vice kombinacemi, kdezto rozlisujeme-li riizné primkové
plochy ve smyslu kiivek na varieté piimek, tedy plochy s jinymi uskupenimi tvo-
ficich primek, ztotoznime pouze roviny rovnobézek s riznymi fidicimi kiivkami,
podobné je tomu u kombinaci zadavajicich valce.

nulovostmi parametri od sebe nedokazeme odlisit obecnou sroubovou plochu od
rotacniho hyperboloidu, a tak tyto dvé plochy musime rozlisit tvarem strikéni
kiivky. Dusledkem vSak také je neexistence ti{dy oznacené ,N/A“ nebot zadanym
podminkam nevyhovi zadné feSeni.
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cylindrické primkové plochy

bz =0
singularni regularni
w3 = 0 w3 7& 0
w1 = 0= b1
w1 = 0 7é b1
wy #0="0b;
w1 #0# by
valec

Tabulka 2. Tridy cylindrickych homogennich piimkovych ploch
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w1:07éb1

wy #0="0;

wy #0# b1

biwy = —bzws

wy #0# by

biwy # —b3ws

necylindrické primkové plochy
bs >0

torzalni
w3 = 0

netorzalni

w37é0

plocha tecen kruznice

N/A

plocha tecen Sroubovice

obecnd sroubova plocha

Tabulka 3. Tridy necylindrickych homogennich primkovych ploch
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6. DALSI HOMOGENNI PROSTORY

Zéavérem textu uvedeme jesté nékolik piikladt neeukleidovskych homogennich pro-
storti, ve kterych by $lo s jistymi tpravami repér a invariantni matici také kon-
struovat. Velkou inspiraci pro tento text byl ¢lanek [4], ktery podobnym postu-
pem konstruuje invarianty projektivni. Obecné je mozné kazdy takovy prostor
kompletné popsat pouze zadanim grupy transformaci G a stabilizatoru jakéhosi
pocatku H, nebot nosnd mnozina pak muze byt opét ztotoznéna s mnozinou le-

vvvvv

napiiklad tyto:

nosna mnozina \ grupa symetrii \ nazev geometrie
standardni R™ afinni transformace afinni
projektivni RP™ kolineace projektivni
sféra S™ konformni transformace konformni

hyperbolicky prostor H” | Mobiovy transformace hyperbolicka

Riizné geometrie na stejné nosné mnoziné navic miize byt casto uzitecné néja-
kym zpusobem srovnavat, coz ndm Kleintiv homogenni pristup také muze umoznit.
Na realné, poptipadé projektivni roviné tak muzeme srovnat geometrii projektivni,
afinni a eukleidovskou. Tuto rovinu tak mutzeme ztotoznit s prostorem levych tiid
G/H, pficemz grupu G budeme nahrazovat postupné grupou projektivnich, afin-
nich a eukleidovskych transformaci a podgrupu H odpovidajicimi stabilizatory
pocatecniho bodu O. Pro tyto grupy plati nasledujici inkluze, ktera je jiz prvnim
jakymsi usporadanim téchto geometrii:

cEPcagtcagr (11)

Dalsi vztahy mezi geometriemi muzeme vidét napriklad v otdzkach klasifikac-
nich. V textu jsme rozrazovali do tfid homogenni kiivky, zde si porovnani ukazme
na znameéjsim piikladu klasifikace kuzelosecek.

Kuzelosecka q je v kazdé geometrii ekvivalentni kuzelosecce 7, jestlize je jedna
obrazem druhé v néjaké transformaci g € G. Zadame-li tyto kuzelosecky pomoci
matic ve standardnich soufadnicich, spliiuji tyto matice Q = g” Ry, jak je vidét ze
zapisu

gq={gz € R?,27Qz =0} = {gz € R?, (gz) ' Rgz = 0} =r-.

Inkluze grup (11) ndm pak fikaji, ze kazdé dvé eukleidovsky ekvivalentni kuzelo-
secky jsou ekvivalentni i afinné a kazdé dvé afinné ekvivalentni jsou ekvivalentni
i projektivné. Naopak to byt vsak nemusi, jak ukazuje nasledujici tabulka:

ekvivalence ‘ hybperbola a elipsa rtzné velké elipsy shodné elipsy

projektivni v v v
afinni v v
eukleidovska v

Tuto skutecnost mizeme pozorovat i na Grovni invariantt, pricemz projektivnim
invariantem je tu nulovost determinantu matice kuzelosecky, afinnim nulovost nebo
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znaménko jeho kvadratického subdeterminantu a eukleidovskym samotny subde-
terminant. Samoziejmeé pak invariant vyssi geometrie je zaroven invariantem kazdé
nizsi, ale naopak to byt nemusi.
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