Milé ¢tenarky, mili ¢tenari,

asi zndte matematicky vtip o tom, jak se na plazi povaluji funkce a uzivaji si
slunicka, kdyz se znendhla objevi derivace a funkce v panice prchaji, az na netecnou
exponencialu e”, kterou varovani ,utec, derivace té zderivuje!“ nechava klidnou —
dokud se nedozvi, ze derivace derivuje podle y. Ten by nam mohl naskocit, kdyz
se podivame na téma prvniho ¢lanku nejnovéjsiho Kvaternionu: nejen derivace, ale
i integral mize prekvapit tim, jak a co integruje. Jak ukazuje v zajimavém textu
Dominik Trnka, integrovat lze bez zabran i algebraické struktury.

Nésledujici ¢lanek Matouse Trnky pojednava o metrickych vlastnostech piim-
kovych ploch. Hezka geometrie prindsi svézi pohled na klasické ulohy.

Ve tietim ¢lanku se Jifi Sremr vraci k Floquetové teorii, kterou piredstavil
v dvojcisle naseho casopisu v roce 2022. Tento elegantni nastroj pro kvalitativni
analyzu diferencidlnich rovnic tentokrat aplikuje v problematice ljapunovské sta-
bility.

Studentské prace otevira Vendula Kucerova: zabyva se cyklickym pronésledova-
nim. Klasickou tlohou je, ze tfi psi, umisténi ve vrcholech rovnostranného trojihel-
nika zacnou soucasné pronasledovat konstantni rychlosti svého souseda, az jejich
drahy vytvori logaritmickou spirdlu. Autorka nam v ¢lanku predstavuje problém
CtyT brouku.

Druhou studentskou praci ¢isla je ¢lanek Jana Prokopa, ktery ukazuje, jak lze
uzitim diferenci vybudovat aparat obdobny diferencidlnimu poctu.

Poslednim prispévkem nového Kvaternionu je zajimava tloha z internetové ma-
tematické soutéze MATHING o skladani rovnobéznosténi z rozirezaného kvadru.
Spravnym feSenfm nés s jistotou provézi Viera Stoudkovéa Rizickova.

Milé ¢tenarky a mili ¢tenari, zbyva vam poprat, aby pro vas cetba byla nejen
prijemnou zabavou, ale i pozvankou k dobrodruzstvi: at vas Kvaternion inspiruje
k tomu, abyste se sami pustili do néjakého zajimavého zkoumani a nechali se
vtahnout do svéta krasnych a neziidka prekvapivych matematickych souvislosti.

Miroslav Kures
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JAK INTEGROVAT PRIROZENA CISLA, STROMY A JINE
OPERADY

DOMINIK TRNKA

ABSTRAKT. Predstavime ¢tendri myslenku algebraické integrace a jeji obohacenou
verzi. Integraci provedeme nazorné na jednoduchych prikladech, tj. zintegrujeme
soubor mnozin, orientovany multigraf, usporddany monoid pfirozenych cisel a ope-
raddu plandrnich stromu.

Uvobp

Pod pojmem integrace si ¢tendl pravdépodobné vybavi symbol [, graf n&jaké spo-
jité funkce f a zpusob, jakym lze spocitat obsah pod timto grafem na daném
intervalu I = [a,b]. Obsah zpravidla uréujeme nalezenim primitivni funkce F a do-
sazenim do formule
b
[ 1= [ 1@az=F@)-Fla).

Ideové bychom mohli proces integrace popsat tak, ze pro zadany objekt f nalez-
neme novy objekt F', ktery obsahuje informaci o ptvodnim objektu (plati totiz
F' = f), a zérovenl ndm integrace umoziiuje se o ptivodnim objektu dozvédét néco
vic. Ukolem tohoto textu je seznamit ¢tendfe s obdobnym principem ve svété al-
gebraickych struktur. Poznamenejme, ze slovo integrace se bézné pouziva i mimo
matematiku, pochézi z latinského integer, tj. celij, a mohli bychom ho tak prekladat
jako scelovat, neboli cinit celistvym. Nechdavame na ¢tenari, aby si tento vyznam
propojil s procesem integrace funkci. Vérime, Ze v algebraickém kontextu nize
bude patrné, pro¢ jsme zvolili pravé tento vyraz, prestoze se nejednd o standardni
terminologii.

Nez predstavime integraci v algebraickém kontextu, je nutné vysvétlit, co po-
vazujeme za algebraickou strukturu. Typicky médme na mysli nosnou mnozinu A
spolu s operacemi

Ax-xA— A,

spliiujicimi uréité rovnosti. Pfirozenymi piiklady jsou samotnd mnozina (tj. trivi-
alni algebraickd struktura), pologrupa, monoid, grupa, vektorovy prostor, a jiné.

2020 MSC. Primérni 05C05,18D30;18M60;18N10.
Klicovad slova. Algebraickd integrace; kategoridlni operdda; operadicka fibrace; Grothendiec-
kova konstrukce; stromy.
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Pripomenme ¢tenéri algebraickou strukturu zvanou pologrupa. Pologrupa je mno-
zina P spolu s binarni operaci

[L:PXP—>P,

splnujici rovnost
n(p(a,b),c) = p(a, p(b, c))
pro libovolné a,b,c € P. V infixové notaci u(a,b) = a-b mé rovnice zndmy tvar

(a-b)-c=a-(b-c).

Obecnéji muzeme strukturou rozumét soubor mnozin {As}ses, indexovany pres
mnozinu S, kterou chapeme jako mnozinu typi, spolu s operacemi

ouA51 X ~~~><Ask - A,

opét splnujicimi zvolené rovnosti. Tim se trida priklada rozsifuje naptiklad o sou-
bor mnozin, orientované multigrafy, kategorie nebo operddy. Zminéné struktury si
postupné v textu predstavime.

Pii integraci algebraické struktury A ndm piijde o nalezen{ nového objektu [ A,
ktery vérné zachycuje a sceluje zminéna algebraicka data, tj. soubor mnozin, ope-
race a rovnosti. Slovo véerné je zde dulezité, nebot zaroven pozadujeme, aby se pri
integraci neztratila zadna algebraickd informace, a bylo tak mozné pavodni objekt
z jeho integrace zrekonstruovat. Formalné tak spolu s integraci budeme vyzadovat
i urcitou korespondenci algebraickych struktur a novych objekti, které integraci
vzniknou, viz. ¢ést [2| Poznamenejme, Ze v literature lze konstrukei objektu [ A
nalézt pod nazvem kategorie elementi nebo diskrétni Grothendieckova konstrukce
[8, s. 1.5]. Uziti symbolu [ je v tomto kontextu bézné, coz byla jedna z motivaci
pro nase nazvoslovi.

Dalsim nasim spole¢nym tkolem bude rozsirit integraci do kontextu obohace-
nych algebraickych struktur, a to konkrétné do situace, kdy nosnd mnozina struk-
tury je ¢astecné usporadand a algebraicka struktura toto usporadéni respektuje.
K tomu vyuzijeme jazyk a nastroje teorie kategorii. V textu se zabyvame pouze
obohacenou algebraickou strukturou zvanou obohacend operdda. Pro zvidavé cte-
nire pfipojujeme odkazy na piistupné texty o teorii kategorii [I] a o operadach
[9, [5]. Tento text vychdzi pfedevsim z dosud nepublikovaného ¢lanku autora [10].

Struktura textu. V ¢sti[l]uvedeme obohacenou algebraickou strukturu na mno-
ziné prirozenych ¢isel a na mnoziné planarnich zakorenénych stromti. Pro naroc-
néjsi Ctenafe zavedeme pojem obohacené operddy a vysvétlime jeho souvislost
s dvéma predstavenymi pifklady. V ¢asti 2] provedeme integraci souboru mnozin
{M;}ses indexované pies pevné zvolenou mnozinu S, tj. popiSeme jeho sceleni do
jedné mnoziny [¢ M. V tomto piipadé nejsou piitomny Zadné operétory ani rov-
nosti, a konstrukce je tak pomérné transparentni. Dale zintegrujeme orientovany
multigraf, tj. algebraickou strukturu sestévajici ze dvou mnozin V a H (vrcholi
a hran), a déle dvou operatoru s,t: H — V, které pritazuji kazdé hrané jeji zaca-
tek a konec. V ¢4sti 3] predstavime obohacenou integraci dvou struktur z éasti[I}
Doporucujeme ¢tenari, aby se pti pocitu prilisSné abstrakce nebdl preskocit pasaze
ke konkrétnim prikladtm, zejména k integraci ¢isel a stromu v Casti
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Proc¢ integrovat algebraické struktury? Jak jsme jiz nastinili na zacatku
textu, integrace slouzi jako nastroj pro studium integrovaného objektu. Princip
algebraické integrace se da, s jistym nadhledem, pfirovnat k experimentalnim me-
todam naptiklad ve fyzice. Pokud chceme studovat vlastnosti néjakého fyzického
objektu, déldme to bud explicitné, tj. namérime hmotnost, velikost atd., anebo ob-
jekt vystavime urcitému prostiedi a zkoumame jeho chovani. Napriklad jej vysta-
vime chladu, magnetickému poli nebo zareni. Jinymi slovy, o objektu zjistime vice
informaci, pokud sledujeme jeho interakci s okolim v raznych situacich. V nasem
pripadé je studovanym objektem algebraicka struktura. Pomoci integrace struk-
turu vnofujeme do nového prostiedi (do prostfedi kategorii), struktura tak ma
kolem sebe daleko vice testovacich objektt, se kterymi muze interagovat. Lze na-
priklad rozlisit dvé ruzné struktury P a Q tak, Ze najdeme vhodnou kategorii €
a ukdzeme, ze mnozina zobrazeni {¢ — [ P}, je v&ts{ ¢i mens{ nez mnozina zob-
razeni {¢ — [ Q}.

Dalsim primym uplatnénim integrace je dostupnost novych konstrukei a vlast-
nosti z teorie kategorii. Chceme-li napriklad sestrojit vhodny souc¢in dvou struk-
tur, muzeme obé zintegrovat, provést vhodny soucin kategorii a zpétnym procesem
zrekonstruovat odpovidajici strukturu. Tento princip je v konkrétnim pripadé stu-
dovén v [6, prop. 39].

1. PAR STRUKTUR NA ZAHRATI

Nez se pustime do integrace, popiSeme dvé konkrétni obohacené struktury na po-
mérné jednoduchych objektech. Jejich integraci provedeme na konci ¢lanku.

1.1. Prirozena cisla.

Ozna¢me N mnozinu prirozenych ¢isel obsahujici nulu. Mnozina N spolu s operaci
‘+’ tvori monoid, tj. operace +:N x N - N je asociativni a ma jednotku:

a+(b+c)=(a+b)+c,

O+a=a=a+0.

Déle je mnozina N uspordadand relaci <, kterd navic zachovavd séitani. Presnéji
FeCeno, operace + je homomorfismus usporddanych mnozin z NxN (s usporadanim
po slozkéch) do N. Napiiklad plati

(3<5A72<4)=>3+2<5+4.

Souhrnné lze ¥ci, ze (N, <, +,0) tvoif monoid v kategorii usporddanych mnozin.

1.2. Zakorenéné planarni stromy.

vvvvvv

planarnich stromi. Formalni definice zakorenéného planarniho stromu je pomérné
technickd a nebudeme ji zde uvadét celou. Definici lze najit napiiklad v [3] s. 3 &
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ex. 4.9]. Pro jednoduchost textu budeme mluvit pouze o stromech. Stromem ro-
zumime souvisly rovinny graf bez smycek a s vybranym kofenem. Upfednostnime
estetiku textu pred biologickou realitou a koren stromu budeme kreslit vzdy smé-
fujici vzhiru k nebi. Vétve z vrchold budou smérovat vzdy doli, viz. nasledujici
obrazek stromu.

Vrcholy v kofenu a listech neuvazujeme (nekreslime) a nezaleZi ndm na presném
nakresleni grafu, nybrz na jeho vnitini struktute. Uvazujeme tedy rovnosti nésle-
dujiciho typu.

Mnozinu v$ech stromii budeme znacit T. Mnozina T je pTfirozené graduovana, tj. da
se chapat jako disjunktni sjednoceni mnozin

T, = {t|t je strom s n listy}.

Podobné jako u prirozenych ¢isel mame operaci, kterd kombinuje dva, ¢i vice
stromt, do jednoho vétsiho stromu. Operace se nazyva roubovdni (anglicky graf-
ting) a budeme ji znacit pomoci symbolu o, pficemz nalevo od symbolu o je strom,
do jehoz listi postupné roubujeme stromy napravo od symbolu o. Graficky operaci
vystihuje nasledujici obrazek.

Formalné, pro libovolné prirozend ¢isla n, kq,. .., k, pisSeme
o
T x Ty x-xTr = Tr vtk -

Operace o je asociativn{ (ve zobecnéném smyslu) s jednotkou ‘|’ Ty, tj. proutek
s jednim listem a bez vnitfnich vrcholi. Déle, kazdou mnozinu T,, lze Castecné
usporadat nasledujicim zpusobem.

Piseme t < s, jestlize t vznikne z s staZenim vnitrnich hran.
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Lze nahlédnout, Ze operace o respektuje ¢astecné usporadani < na mnozinach T,.

Souhrnné fekneme, ze (T,,<,o,|) tvof{ nesymetrickou operddu obohacenou v ¢as-
tecné usporadanych mnozinach. NiZe vysvétlime, co to presné znamena.

1.3. Obohacené operady.
Pripometime, ze pro dvé ¢astecné usporadané mnoziny (P,<p) a (Q,=q), je jejich
sou¢in mnozina P x ) s usporadanim po slozkach:

[p/7q/] SPxQ [pll7qll] — [pl 5P p// /\q, SQ qu].

Definice 1.1. Nesymetricka operada obohacena v ¢astec¢né usporadanych mno-
zinach je soubor ¢astecné usporadanych mnozin P, pro kazdé n > 1, spolu s vy-
branym prvkem

66?1

a operacemi
0:Pp x Py x oo x P > Pre ik, s

pro libovolné prirozena ¢isla n, kq, . . ., k,, které zachovavaji usporadéani, a déle jsou
asociativni a jednotkové v nasledujicim smyslu.
(Asociativita.) Pro libovolnd piirozend ¢isla

1 1 n

n
My kty ey Ky MY,y M e s Mg,y €N

a prvky a € Py, b € Py, € Py,
J
1 n 1 1 n n
(a o (by, "'>bn)) o(cy,cp ) =ao (b1 o (c1,+Cp, )y by 0 (01,"'01@,))-
(Jednotka.) Pron > 1 a prvek a € P,
ao (67 "'76) =a,
eoa=a.
Budeme pouzivat zkracené oznaceni obohacend operdda.

Priklad 1.2. Zakofenéné planarni stromy z predchozi sekce jsou prirozenym
ptikladem obohacené operady. Pfirozena ¢isla s uspordadanim a sc¢itdnim tvoii obo-
hacenou operadu, kde P; = (N,<), Ppso =, 0=+ a e=0.
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2. DISKRETNI ALGEBRAICKA INTEGRACE

V této sekci popiseme integraci jednodussich algebraickych struktur. Zkoumanim

vvvvv

braickych struktur a zaroven nastinime vyznam korespondence ptvodnich objektt
a objekti, jez vzniknou integraci.

2.1. Integrace souboru mnozin.

Uvazme soubor mnozin {M;}scs, indexovany pres pevné zvolenou mnozinu S,
tj. pro kazdy prvek s € S je ddna mnozina M. Z tohoto souboru chceme vytvorit
jeden celistvy objekt. Nabizi se definovat integraci souboru M jako disjunktni
sjednoceni
/MS = || My = {[s,m] | s € 8,meM,)}.
S seS

Soubor {M;}ses jsme timto prevedli na jedinou mnozinu, ta vSak samotné nenese
dostatek algebraické informace, nebot ztraci explicitni informaci o tom, ktery prvek
patfil do které mnoziny M. Informace je zachovdna pouze implicitné v prvni
slozce dvojice [s,m]. Jinymi slovy, neumime algebraicky (tj. aniz bychom mluvili
o konkrétnich prvcich [g M) rekonstruovat soubor {M;}ses z mnoziny [o M.
Algebraickou informaci doplnime tak, Ze spolu s mnozinou [¢ M, uvazujeme i jeji
kanonickou projekci mps:|ses Ms = S, danou predpisem 7TM([s, m]) = s. Formalné
bychom tedy méli psat

Uy ve s, ’ ’
[ M, = ( || M 28] € {mnozmova zobrazeni vedouci do S }
S seS

Standardni je viak symbolem [ oznacovat pouze doménu projekce.

Piiklad 2.1. Necht S = {{,b}, M = {X,Y, Z} a M, = {#, }. Potom
LMS = {[qu]a [HaY]7 [uaZL [b7*]7 [177‘]} M_) {Hv b}7

pricemz projekce mys posila kazdou dvojici na jeji prvni slozku.
Soubor {M;}ses lze zrekonstruovat uvdzenim predobrazi projekce, tj.
M, =7y} (s). (2.1)

Nyni si lze polozit obecnéjsi otédzku, totiz zda z libovolného zobrazeni mnozin
tvaru p: E — S 1ze rekonstruovat soubor mnozin. Odpovéd je kladna. Pro zadané
p sestrojime soubor Eg pomoci predobrazi

E,:=p '(s).
Integrace a predobraz zadéavaji urc¢itou korespondenci objektil
{Soubor mnozin {Ms}ses} o~ {zobrazeni mnozin p: E — S}, (2.2)

Pokusime se pfiblizit, co korespondence vyjadiuje. Z (2.1) je patrné, Ze pro dany
soubor {M;}ses uvdZenim predobrazu jeji integrace nedostaneme presné puvodn{
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soubor, aviak pro kazdé s € S je novd mnozina 73} (s) kanonicky bijektivni s pt-
vodni M prostfednictvim

M, 3>m < [s,m] e my;(s).

Obdobné, pokud zacneme s obecnym zobrazenim p: £ — S a uvazime integraci
predobrazu, dostaneme bijekci

L) 3 Ipe),e] < e B,
ktera respektuje zobrazeni do S, neboli obé cesty po sipkdch daji stejny vysledek.

fsp'(s) ———— E.
S~

Integracni korespondence tak neni presné bijekce ttid, ale jakasi bijekce az
na pojmenovani: pro kazdy soubor umime zkonstruovat zobrazeni do S a opacné,
pricemz konstrukce jsou inverzni az na prejmenovani objekt. Podobnou korespon-
denci budeme pozadovat od kazdé algebraické integrace. O korespondenci se da
premyslet jako o informacni bezztratovosti integrace.

2.2. Integrace orientovaného multigrafu.

Orientovany multigraf I" sestava ze dvou mnozin Vi =T'g a Hr ="'y, vrchola a hran
multigrafu, a dvou mnozinovych zobrazeni

P I

udévajicich kazdé hrané jeji pocatek a konec. Priklad multigrafu je nasledujici.
v — w
(75
h
C j N

Pro hranu h z predeslého diagramu piSeme S(h) = v a T'(h) = v”. Integrace
multigrafu je mnozina dvojic

fr ={[i,a]]i€{0,1} a a eI},
2
spolu se dvéma (jednostrannymi) relacemi
[0,5(h)] > [1,1], [0,7(h)] & [1,h].

Symbol 2 oznacuje mnozinu {0, 1}, vybavenou relacemi 0 %1205 1. Souddsti

. . . . fos s t
integrace je projekce 7r: f2 I' - 2, ktera zachovava relace — a —.
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Priklad 2.2. Nasledujici dva diagramy zobrazuji multigraf I' a jeho integraci.

e ()

I': u V4h— w
~g A

(1, f]
N
[0,u] [0,0] — [1,h] <=— [0,w]
N | ]/
g

Nyni ur¢ime pravou stranu integrac¢ni korespondence. Necht E je libovolnd mno-

v. v . S t . ; V. .
Zina se dvéma relacemi — a — a p: F — 2 je zobrazeni mnozin, které relace zacho-
vava, tj. plati

a>b=pla) > pb), a5 b= pla) S pb).

Neni tézké si rozmyslet, ze ne kazdé takové zobrazeni p jednoznacéné zadava
orientovany multigraf. Mezi vSemi zobrazenimi p musime vybrat pouze ta, jez
splnuji nasledujici algebraickou vlastnost.

. . Ve v . 8 t .
Definice 2.3. Necht F je mnozina se dvéma relacemi —, — a p: F - 2 je
zobrazeni mnozin, které relace zachovava. Zobrazeni p nazveme diskrétni fibraci,
jestlize navic pro libovolny prvek = € E plati:

pokud 03 p(z) v 2, pak existuje jediné y € F takové, 7e y — z v B,
pro a € {s,t}.

Poznamenejme, ze tuto vlastnost splnuje kazdé nr pochézejici z integrace mul-
tigrafu. Z kazdé diskrétni fibrace p lze zrekonstruovat orientovany multigraf: po-
lozme V, = p1(0), H, = p (1), a déle pro h € H, definujeme S(h) z vlastnosti
fibrace, tj. jeding element S(h) := v, ktery splituje v - h, nebot 0 > 1 = p(h).
Vrchol T'(e) definujeme obdobné a dostavame kyzenou korespondenci

{orientované multigrafy} ~ {diskrétni fibrace p: K — 2}.

2.3. Diskrétni integrace v plné obecnosti.

Pro koncepéni vysvétleni a univerzalni pristup k diskrétni integraci algebraickych
struktur je vhodné pouzit jazyka teorie kategorii. V této sekci nebudeme uplné
forméalni, nebot technické detaily by tomuto textu neprospély. Poznamenejme, ze
vSechny vyvstalé nejasnosti ¢ paradoxy se daji osetiit. Ctendie odkazujeme na
klasickou literaturu, napt. [IJ.

Kategorii € chapejme jako zobecnénou mnozinu, kde kromé prvku a,b,c € €
(tzv. objektu kategorie) uvazujeme i systém relac{ mezi nimi (tzv. morfismt mezi
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objekty), které znacime
fra—b.

Pozadujeme, aby se morfismy daly skladat, tj. pro libovolné f:a - b a ¢g:b - ¢
existuje jednoznaéné morfizmus (g o f):a — ¢, a aby sklddani bylo asociativni
a mélo jednotky, tedy aby platilo

(hog)of=ho(gof)
a pro kazdy objekt a € € existoval morfismus 1,:a — a s vlastnosti
lyof=1=fola

Morfismu 1, fikdme identita na objektu a. Dalsim pojmem teorie kategorii je funk-
tor, tj. zobrazeni kategorii F: € — Z. Funktor objekttim a € € prifazuje objekty
Fa e 2 a morfismim f:a - b z € pritazuje morfismy F'f: Fa — Fb, pficemz pri-
tazeni respektuje skladani a jednotky.

Priklad 2.4.

o Kazda mnozina S zadava tzv. diskrétni kategorii, jejiz objekty jsou prvky
s € S a jejiz morfismy jsou pouze (uméld) zobrazeni 1g:s — s. Funktory
diskrétnich kategorii jsou jednoduSe mnozinova zobrazeni.

e Bohatsim piikladem je kategorie mnozin Set, jejiz objekty jsou mmnoziny
a morfismy jsou klasickd mnozinova zobrazeni f: X — Y. Poznamenejme,
ze funktory M:S — Set, z diskrétni kategorie S, jsou presné soubory mno-
zin M.

e 7 libovolné kategorie € lze utvorit novou kategorii prostym otocenim vsech
sipek. Novou kategorii znacime €°P.

e V souvislosti s multigrafy uvedeme kategorii 2, kterda ma dva objekty 0 a
1, a déle kromé identit na objektech dalsi dva morfismy s:0 -1 a ¢:0 - 1.
Funktory

I:2°P — Set
jsou presné orientované multigrafy.

Nyni pfizptsobime pojem diskrétni fibrace z definice 2.3 pro libovolnou kodo-
ménu €.

Definice 2.5. Necht &,% jsou kategorie a p:& — % je funktor. Potom p na-
zveme diskrétni fibraci, jestlize pro libovolny objekt X € &a morfismus f:y — p(X)
v € existuje jediny morfismus f:Y — X v &, takovy, Ze p(f) = f. Schematicky:

) —— L s X

al
y—— p(X)e?.

Obecné lze diskrétni algebraickou integraci formulovat nasledujicim zpusobem.
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Véta 2.6. Necht € je kategorie a F:€°° — Set funktor. Integrace [, F je
kategorie, jejiz objekty jsou pdry [c € €,a € Fc] a morfismy jsou tvaru

Fild, Ff(a)] = [e,al,

kde f:d — ¢ je morfismus €. Integrace je vybavena projekci (funktorem)

WFI/ F -7,
3

jez je diskrétni fibraci. Ddle je zde korespondence (jednoznacnd aZ na kanonicky
izomorfismus)

{funk‘tory F:E° - Set} o {diskrétm’ fibrace p: E — %}

Diikaz. Tvrzeni je standardni, dikaz uvad{ napiiklad [7] s. 2]. O

3. OBOHACENA ALGEBRAICKA INTEGRACE

Abychom mohli popsat integraci obohacenych struktur, potfebujeme, na strané
druhé, obohatit i kategorie. Opét zjednodusené, kategorie ¥ obohacend v Cas-
te¢né usporddanych mnozindch je mnozina objekti % s relacemi mezi objekty
(tj. s morfismy f:a — b), pfi¢emZ morfismy vedouci mezi kazdymi dvéma objekty
a, b jsou ¢astecné usporadané, viz. nasledujici diagram.

f
TN
9——b
IA
U S
Déle pozadujeme, aby skladani morfismu tato ¢astecnéd usporadéani respektovalo.
Mala obohacena kategorie muze vypadat nasledovneé.

a

bt —d

Integrace obecné obohacené operady z definice [I.1] stejné jako pojem operadické
fibrace, je pro tento text prilis technicky naro¢né, zvidavého ¢tenare odkdzeme na
[10]. Pojmy vychdzi ze standardnfho pojmu (kategoridln{) fibrace (viz. napt. [4]),
jejiz diskrétni verzi jsme uvedli v definici a dale z pojmu diskrétni operadické
fibrace, zavedeného v [2]. Text [10] zavadi explicitni integraci libovolné obohacené
operady a poskytuje korespondenci

{obohacené operddy} ~ {operadické ﬁbrace},
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pouziva vSak nepatrné obecnéjsi kontext kategorialnich operad. Instanci obohacené
integrace si ndzorné predvedeme, tj. zintegrujeme struktury z ¢asti [1] a uvedeme
nékteré jejich zajimavé vlastnosti.

3.1. Integrace prirozenych ¢éisel.

Pfipometime monoid ptirozenych ¢isel (N, <, +,0) v éasteéné usporddanych mno-
zindch, popsany v ¢4sti(l] Jeho integrace je obohacend kategorie [ N, jejiz objekty
. ” s - . P

jsou prirozend cisla n € N a jeji morfismy jsou tvaru a — b, kde pe N a p+b > a.
Na piikladu ukazeme jak funguje skladani morfismi.

Slozeni morfismi 5 = 2 a 2 > 0 je morfismus 5 0.

Plati totiz 4+2>5a5+0>2 aprotoi (4+5)+0=4+(5+0)>4+2>5. Roli

identity n 2% n zastdva morfismus n —> n, nebot plati 0+n>naO0+p=p=p+0.
Je vidét, ze pro komponovani morfismit v [ N jsou zapotiebi vSechny algebraické
vlastnosti ¢asteéné usporddaného monoidu (N, <, +,0), popsané v éésti Déle, pro
dvé zafixovana c¢isla a a b tvori morfismy mnozinu usporddanou relaci <. To jest,
/ p \
a Y b
~_,

)

jestlize p > q jakozto prirozend ¢isla. Nésledujici diagram zachycuje ¢ast katego-
rie [ N.

Vsimnéme si, Ze kazdy morfismus p:a — b (tj. b+ p > a) lze pFirozené rozlozit jako
0
a—>b+p Zb.

Navic, pro libovolna dvé ¢isla a > b ma usporddand mnozina morfismu a b
nejmensi prvek, kterym je a o,

Mnozinové se pri integraci prirozenych ¢isel nestalo nic moc zajimavého, nebot
objekty [N jsou stejné jako objekty (prvky) N. Pozorujeme vsak, ze integrace
spojila struktury dvou rtiznych typi, tj. relace < a operace +, v jednu strukturu
morfismi na N. S¢itani ¢isel je zakdédovano ve sklddani morfismi

0%0%0=02%0

PR P w14 o p .
a usporadani < je zachovéno jednak v usporfdddni morfismu {0 — 0}, a jednak

vs , o 0
primo pomoci morfismi b — a.
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3.2. Integrace stromi.

Pripomenme obohacenou operadu stromu T ze ¢asti [l Jeji integraci je kategorie
[ T, jejiz objekty jsou stromy. Morfismus stromit s — ¢ se d4 popsat jako novy
strom p vybaveny (i) fezem (naznaceno pferusovanou ¢arou), pficemz Cast nad
fezem je strom t, a (i) posloupnosti kontrakci hran stromu p (naznaceno preru-
Sovanymi elipsami), které vytusti ve strom s. Morfismy jsou ¢dstecné usporadany
relaci <, pochazejici z usporadani operady T, tj. danou kontrakei vnitrnich hran.
Priklad dvou morfismt a jejich usporadani je néasledujici.

Opét zminme, ze libovolny morfismus

1ze rozlozit na dvé ¢asti

z nichZ prvni vyuzivd pouze strukturu usporadéni, tj. stahovani hran (pri¢emz rez
je veden u listt) a druhd pouze struktury operady, tj. Fezu (pricemz posloupnost
stazeni hran je prazdnd). Déle, z kazdého stromu s vede specidlni morfismus do
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trividlniho stromu ‘. Tim je samotny strom s bez jakychkoliv kontrakef a s fezem
u korene.

Nakonec zminme, ze operady jsou struktury typu A, tj. kategorie, jejiz objekty
jsou konecné usporddané mnoziny {1,...,m} a jejiz morfismy jsou surjekce zacho-
vavajici poradi. Vlastnost operadické fibrace

ﬂT:fT—>A
A

tiké, ze pro zadany strom s majici n listi a pro libovolné surjektivni zobrazeni
mnozin

f{1,...,m}=>{1,...,n}
zachovavajici poradi, existuje univerzalni strom ty s m listy a (v jistém smyslu
univerzalnf) morfismus stromt ¢y — s. Rozhodli jsme se nezatézovat text dalsimi
detaily a misto nich uvedeme pouze konkrétni priklad univerzalniho morfismu pro
konkrétni s a f.

Priklad 3.1. Necht s je nasledujici strom a zobrazeni f:{1,2,3,4,5} - {1,2,3}
je zadané jako

f)=1,£(2)=f3)=f(4)=2a f(5)=3.

Univerzalni morfismus t; — s v této situaci vypada nasledovné (povsimnéme si, ze
nestahuje zadné hrany stromu t¢).
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METRICKE PROSTORY PRIMKOVYCH PLOCH

MATOUS TRNKA

ABSTRAKT. Tento ¢lanek pojednéva o metrickych vlastnostech primkovych ploch,
které jsou chiapany jako krivky na homogenni varieté primek, a vyuzivad pristupu
zavedeného Felixem Kleinem. Stanovuje si dva hlavni cile: nalezeni systému invari-
anti, ktery plochu jednoznacné popisuje bez ohledu na umisténi nebo parametrizaci,
a klasifikaci homogennich primkovych ploch, jez maji tyto invarianty konstantni.
Jako klicovy nastroj slouzi konstrukce pohyblivého repéru krivky v libovolném ho-
mogennim prostoru, jez je zobecnénim konstrukce zndmé jako Frenetova—Serretova.

1. Uvop

V tomto ¢lanku se sezndmime s konceptem, ktery je soucasti nasi geometrické
intuice uz od stiedni skoly. Kdyz napriklad fesime tlohu o kruznici, nakreslime si
na papir néjakou kruznici a nezajima nés, kde v prostoru se nachézi nebo jaky ma
polomér. Skutec¢nost je takova, ze pod pojmem , kruznice“ myslime tridu vsech
kruznic v roviné, a protoze jsou si vSechny podobné, mizeme danou tlohu resit
s libovolnym reprezentantem této tridy. Jind situace vSak nastane, je-li v tloze
potfeba néco mérit. Pak musime od sebe rozlisit kruznice s raznymi poloméry
a chceme tedy ztotoZnit pouze kruznice navzajem shodné, nikoli podobné.

V textu se pokusime uvést vyhody thlu pohledu, ktery zavedl Felix Klein v f{jnu
roku 1872 na univerzité v Erlangen u prilezitosti svého profesorského jmenovani,
a sice ze geometrie daného prostoru neni zakédovana v nosné mnoziné prvku pro-
storu, nybrz v transformacich, které k danému prostoru uvazujeme.

Predmétem zkoumaéni zde bude tzv. primkovd plocha, tedy plocha, kterd muze
vzniknout pohybem pfimky v prostoru, pripadné pohybem napnuté struny skrz
kostku hliny. Tyto plochy vsak budeme vnimat jako kiivky na jakési varieté primek,
pro které si stanovime dva cile.

Prvnim z nich necht je nalezeni tzv. systému invariantd primkové plochy, tedy
charakteristik, které danou plochu jednozna¢né popisuji, bez ohledu na jeji pa-
rametrizaci nebo umisténi v prostoru. Dva takové systémy je jiz mozné nalézt
v literature, konkrétné v knihéch [I] a [2]. My v8ak v prvni kapitole tohoto textu
nabidneme lehce odlisny pohled na véc, ve druhé kapitole si vyzkousime odvozeni
invarianti prostorové kiivky a zjisténé poznatky pak ve tieti kapitole aplikujeme

2020 MSC. Primarni 53A25; Sekundarni 53A55, 53A04.
Klicova slova. Krivky, pfimkové plochy, Frenetuv repér, invarianty, homogenni kfivky.
Prace byla podpofena projektem MUNI/A /1569/2024.
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na primkové plochy. Ke zminénym systémum invarianti se tak dostaneme zcela
prirozenou cestou.

Druhym cilem pak bude rozradit vSsechny piimkové plochy homogenni. Ty si
miuzeme predstavit jako ekvivalent k homogennim kt¥ivkam, kterymi jsou v pro-
storu pfimka, kruznice nebo tzv. Sroubovice (jejiz tvar ma naptiklad pruzina). Je-
jich hlavni vlastnosti je, ze pri vhodném posouvani, otac¢eni nebo Sroubovani dané
kiivky (pozdéji i plochy) se nemén{ prostor, ktery tato kfivka zaujima. Samotnou
klasifikaci pak provedeme podobnym néstrojem jako v konstrukei invariantu.

2. METRICKE HOMOGENNI PROSTORY

Puvodem slova ,metrika“ je recké ,metria“, tedy méreni. Ze zédkladt eukleidovské
geometrie pak vyplyva, ze mérit lze v prostoru mimo jiné vzdalenost néjakych dvou
bodu nebo odchylku néjakych dvou pirimek, pri¢emz tyto dvé miry nés budou
v tomto textu zajimat nejvice.

Jak bylo uvedeno v iivodu, pri zkoumani geometrie metrického prostoru nezalezi
tolik na nosné mnoziné prvku, nybrz na tiidé uvazovanych transformaci. V nasem
pripadé ptjde v pribéhu celého textu o tzv. primé shodnosti trojrozmérného pro-
storu, tj. transformace, které zachovavaji prostorové vzdalenosti, ihly a orientace.
Alternativné lze fici, Ze to jsou ty transformace, které zobrazi jednotkovou krychli
vzdy na jednotkovou krychli, a to se zachovinim orientace vrcholi. To znamend,
ze pohlédneme-li na krychli sténou ABCD k sobé a precteme-li tyto vrcholy po
smeéru hodinovych rucicek, ¢teme je ve stejném poradi i po dané transformaci.

Protoze pro kazdou takovou shodnost existuje i shodnost zpétna a protoze iden-
tita, tj. transformace zobrazujici kazdy bod sam na sebe, je také primou shodnosti,
ma tato trida strukturu grupy, kterou budeme znacit G. Tato grupa je Sestiroz-
meérnd, nebof krychli mizeme jednak posouvat ve tfech navzajem kolmych smérech
a jednak rotovat kolem tii navzajem kolmych os. Od této chvile tedy neuvazujme
jiné transformace prostoru nez tyto.

Homogenni prostory bodua a primek

Mame-li jiz zafixovanou grupu shodnosti, mizeme se zabyvat mnozinou nosnou,
tedy které objekty mizeme danymi shodnostmi transformovat. Jak je naznaceno
v prvnim odstavci této kapitoly, zdkladnimi adepty jsou body a pifimky.
Mnozinu bodi v trojrozmérném eukleidovském prostoru budeme znaéit E3, p¥i-
¢emz dimenze 3 se odviji od poc¢tu sméri, ve kterych mizeme danym bodem hybat.
Mnozinu p¥imek pak budeme znaéit L%, pficemz dimenze 4 plyne z faktu, ze
danou primkou miizeme hybat jednak posouvanim ve dvou smérech na ni kolmych

a jednak rotaci kolem dvou na ni kolmych os.

K uvedenym mnozindm jesté pridejme mnozinu vektort H?, které chapeme jako
orientované tsecky mezi dvojicemi bodi, pricemz nebereme v potaz jejich umis-
téni. Zobrazime-li v néjaké shodnosti dva vektory, jejich obrazy budou stejné velké
a budou mit mezi sebou stejnou odchylkou. Toto souvisi také se skutecnosti, ze
shodnosti jsou presné ty transformace redlného prostoru, které zachovavaji tzv.
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skaldrni soucin dvou vektoru jakozto symetrickou bilinearni formu zadévajici eu-
kleidovskou metriku.

Prostor bodii a prostor primek jsou vzhledem ke grupé G homogenni. To zna-
mena, ze pro libovolné dva body A, B existuje alespon jedna shodnost, kterd A
pfevede na B, podobné pro dvé libovolné primky. Této vlastnosti fikdme tzv. tran-
zitivnd akce grupy G na prostoru E3, resp. 4. Diky tomu vypada prostor ,vsude
stejné“ a my jej tak muzeme prozkoumat pouhou volbou jednoho pocatku a zkou-
méanim jeho okoli.

Po zbytek textu tedy zvolme poéateéni bod O € E3| resp. pocatecni piimku O €
L4, Uvézime-li pak libovolnou shodnost g € G, miizeme se ptat, kam tato shodnost
zobrazi pocatecni bod, resp. pocatecni primku, coz ndm zadéva dvé prirozené

projekce:
G
E3 L4

Maéme-li zvoleny pocatek, bude pro nas uzitecné zavést i tzv. stabilizacni pod-
grupu GSO, resp. G%, jez obsahuje praveé ty shodnosti, které zachovavaji poc¢atecni
bod O, resp. pocatecni pifmku O, na svém misté. Cisla u nich opét udévaji jejich
dimenze, protoze bod je zachovan rotacemi kolem t¥i navzdjem kolmych os, které
jim prochéazeji, a primka je zachovana jednak rotaci kolem sebe samé a jednak
posunem ve svém sméru.

Prostor E3, resp. L* pak miizeme ztotoZnit s prostorem tzv. levjch tiid G/ G‘Z’),
resp. G/G%, pricemz prislusnou levou tiidu definujeme a s prislusnym bodem,
resp. piimkou, ztotoZnime nésledovné:

[9G3] = {gh,h € G}} + g(O),

[9G3] = {gh.h € G} ++ g(O).

Dvé shodnosti tedy zaradime do stejné tridy pravé tehdy, kdyz zobrazuji pocatek
na stejny bod v prostoru, resp. poc¢atecni primku na stejnou primku v prostoru.

Obrazek 1. Riizné shodnosti tifdy [gG2)

Vsimnéme si, ze dimenze faktorprostoru jakozto rozdil dimenzi Sestirozmeérné
grupy a trojrozmérného, resp. dvojrozmérného, stabilizatoru souhlasi.
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Souradnice

Abychom mohli v dal$im textu s uvedenymi objekty pocitat, je tfeba jim pritadit
néjaké souradnice. Z praktickych divodi budeme trojrozmérny eukleidovsky pro-
stor chapat jako afinni nadrovinu ¢tyirozmérného realného vektorového prostoru
s prvni soutadnici rovnou jedné. Kartézské souradnice kazdého bodu x 4,y 4,24 tak
roz$ifime na ¢tverici A = (1,:UA,yA,zA)T, pfi¢emz transpozice T je zde z divodu
sloupcového zapisu souradnic. Vektor jakozto rozdil dvou bodt vyjadiime ¢tverici
u=(0,uy,uz,u3)” a pifmku ziskdme jako soucet bodu a s-nasobku vektoru, tedy
napt. L= A+ s-u. Skaldrnim sou¢inem dvou vektori chdpeme vyraz

UV =ULV1 + U202 +u3zv3

a shodnosti je pak linearni automorfismus ¢tyirozmérného prostoru zachovavajici
zminénou nadrovinu, ve které je navic zachovan i onen skaladrni soucin a orientace
béaze. Matice takového linearniho zobrazeni ma kviili zachovani nadroviny blokovy

tvar
110
(a R)EG’

podminka pro zachovani skalarniho sou¢inu pak vynucuje matici R ortogonalni
a podminka pro zachovani orientace vyzaduje det(R) = 1. Blok a této matice bu-
deme nazyvat translacni a blok R rotacni. Rozdélime-li pak tuto matici do ctyr
sloupcti, dostaneme jeden libovolny bod a tfi na sebe kolmé jednotkové vektory,
tedy tzv. ortonormdini repér (A,r1,72,73), ktery je vlastné obrazem standardniho
ortonormélniho repéru (O, e1,e2,e3) v dané shodnosti.

Na zaveér kapitoly se pokusme objasnit, jak vypadaji tfidy rozkladu grupy. V pfti-
padé prostoru bodfl uvazujeme pocatek O = (1,0,0,0)T, ktery je stabilizovan ro-

tacemi
110 3
EIERP

V kazdé trideé [gG?é] pak najdeme reprezentanta s trividlnim rota¢nim blokem

G os)= |G ) e

nebot obé matice stejné zobrazi poc¢atek O na bod A = (1,a1,a2,a3)”
V prostoru piimek je pocatkem piimka O = O +se; = (1,s,0,0)T, kterou sta-
bilizuji shodnosti ve tvaru

)

1/0 0 0
al 1 0 0 2
0 0 r92 T923 € G ’

0 0 32 T33

pric¢emz koeficient a1 vyjadiuje posun podél osy x a ortogondlni blok r;; rotaci
kolem této osy. Dohromady pak tyto dvé slozky zadavaji tzv. sroubovy pohyb.

Na rozdil od ptedchoziho ptipadu nemame v tridé [gG%] ptirozeného reprezen-
tanta. Odpovidajici primka je totiz zaddana prvnimi dvéma sloupci matice g, které
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hraji roli bodu a smérového vektoru primky, jenze bodua zadavajicich tutéz primku
je mnoho a vSechny jsou rovnocenné, jak lze vidét na obrazku

Obréazek 2. Riizné shodnosti téze tifdy [gG2)]

3. INVARIANTY PROSTOROVYCH KRIVEK

Ve zbytku ¢lanku se budeme zabyvat kfivkami v homogennich prostorech a jejich
shodnostmi. Nejprve prozkoumame krivky v prostoru bodi, z nich vyvodime po-
znatky pro obecny homogenni prostor a ty pak aplikujeme na kiivky v prostoru
piimek, tedy primkové plochy. Vrcholem této tivodni sekce je tvrzeni [T} které zde
uvadime z divodu postupného budovani tvrzeni pozdéjsich, jejichz dukazy pak
budou o to snazsi.

Zkoumame-li shodné kiivky, tj. kdy mezi dvéma kiivkami existuje shodnost
zobrazujici jednu ki¥ivku na druhou (viz obrézek , zajimaji néas jeji invarianty.
To jsou charakteristiky zavislé na parametru ktivky, které jsou shodnymi trans-
formacemi zachovany. V pripadé k¥ivky v eukleidovském prostoru je to jeji kiivost
a torze, které dohromady stac¢i na tplny popis kiivky az na shodnosti, jak uvidime
v konstrukei v nasledujici kapitole.

Prostorovou kfivkou chédpeme zobrazeni 7 : [to,t1] — E3, které redlnému pa-
rametru ¢ piifadi bod na kiivce v(t) € E3. Jinou parametrizaci téze kiivky pak
chapeme zobrazeni 7 : [tg, t1] — E3, které m4 stejny obraz jako .

Uvazujeme-li jednu krivku vzhledem k riznym parametrizacim, obecné sama
se sebou nebude shodné. V metrickém prostoru ma vsak kazda regularni kiivka
(tj. takova spliiujici 7/ # 0) jistou pfirozenou parametrizaci, tzv. parametrizaci
obloukem, odpovidajici délce ¢asti kiivky od jejtho krajniho bodu ~(to), tedy
5 :10,L] — E3?, kde L je celkové délka kiivky. Tato parametrizace je invariantni
vuci shodnostem. Jestlize tedy takto parametrizujeme dvé kiivky v,% v prostoru
nezavisle na sobé, pak jsou shodné jakozto podmnoziny prostoru pravé tehdy, kdyz
jsou shodné i vzhledem k témto parametrizacim, tedy kdyz pro shodnost g plati
Y=907)

Tato parametrizace odpovidd rovnomérnému pohybu podél k¥ivky. Jednoznacné
se tak da charakterizovat vlastnosti, Ze jeji te¢ny vektor 4/ ma vZdy jednotkovou
velikost. Ve zbytku této kapitoly uvazujme parametrizaci obloukem u kazdé pro-
storové kiivky implicitné.
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Pohyblivy repér krivky

Uzitetnym nastrojem pro hledani invarianti prostorové krivky je tzv. pohyblivy
repér. To je kolekce jednoho bodu a ti{ vektort F(t) = (y(¢),u1(t),ua(t),us(t)),
pricemz ke kazdému bodu krivky je tak prifazena zvlastni baze. Protoze je vsak pro
prifazeni béze vice zpusobt, je nasim cilem najit néjaké prirozené a invariantni vuci
shodnostem, stejné jako tomu bylo v pripadé parametrizace obloukem. Sestrojime-
li pak tento repér na dvou shodnych kfivkdach v,5 = g(v) nezdvisle na sobé, mél
by tuto shodnost respektovat a splnit F = g(F).

- /\ 7

-
S i

Obrazek 3. Shodnost pohyblivych repéria

Invarianty kfivky lze pak nalézt v tzv. invariantnd matici (t), kterd zde hraje
roli relativni zmény kanonického repéru F(t), tedy matice pfechodu mezi repérem
v daném bodé a jeho infinitezimalni zménou (¢ili derivaci)

FQ=F'.

Invariantni matici 2 v tomto textu vénujeme zvlastni pozornost, nebot jde
o kompletni charakteristiku k¥ivky nezavislou na shodnostech. Repér libovolné
kiivky F a repér shodné kiivky F' = g(F) maji totiz stejnou invariantni matici €2,
coz plyne z vypoctu

FQ=gFQ=gF =F'.

Klasickym ptikladem pro odvozeni repéru invariantniho viici shodnostem je tzv.
Frenetova—Serretova konstrukce, kterd vhodné vyuziva derivaci, kolmosti a veli-
kosti, protoze ty se ve shodnych transformacich neméni. Konstrukci lze prirovnat
k ortonormalizaci tzv. oskulacniho repéru krivky o = (v,7,7",7""), které vsak
uspésné docilime jen za predpokladu, ze je kiivka jistym zplsobem obecna, tj. ze
ma repér o plnou dimenzi. Finalni vektory repéru jsou pak tohoto tvaru:

! /
U=, U2:=Up, U3 = Ul Xu2, (1)

pricemz konkrétné lze vyse zminéného docilit pouze pro nenulovy vektorovy soucin
~' x~". Naopak, bodim s timto souéinem nulovym se k4 inflexnd.
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Tvrzeni 1. Je-li krivka v(t) € E® bez inflexnich bodi parametrizovdna oblou-
kem, jeji invariantni matice € je ve tvaru

0] 0 0 0

| 1] 0 —k() 0
=1 olky o —r@ |

0| 0 7(t) 0

pricemz charakteristiky k >0 a T oznacme jako krivost a torze krivky.
Diikaz. Ovérme tuto podobu matice €2 ze vztahu
(73“’17”2’1‘@) Q= (7/7u/1au/27u/3)'

Prvni ddek Q je roven (0,0,0,0), jelikoz v je jako jediny bodem (¢ili ma jako
prvni soufadnici vzdy 1) a na pravé strané jsou pouze vektory (¢ili vSechny s prvni
soufadnici 0).

Zbytek matice € je pak vyplnén po sloupcich souradnicemi derivovanych vek-
tortt vzhledem k bézi (u1,us,us), pficemz vzhledem k eukleidovskému prostoru
tyto souradnice miizeme vyjadrit prislusnymi skaldrnimi souciny. Dostaneme tak
rozsifenou Gramovu matici:

0 | 0 0 0
! !/ !
0= YUl | UP-UL Uyt UL Ug UL 9
- ! I !/ ! . ()
VU2 | UptU2 Ug U2 Uz U2

/ / / /
YUz | Uptu3 Ug U3 Uz U3

Prvni sloupec pak plyne pifimo z definice vektoru uy :=+/, v dal$ich sloupcich
zduvodnéme nejprve nuly na diagonéle pomoci derivace sou¢inu

upu; =1 — ui~u;:O
a antisymetrii zbytku bloku derivaci vztahu
ui-u; =0 — ui~u;+ué~uj =0.
Zbyvajici nuly na vedlejsi diagondle bloku lze nakonec zdiavodnit vztahem z (1))
u'l'u;)» ~ug-uz =0.

Zbytek matice je tedy zaddn dvéma redlnymi charakteristikami, které muzeme
nazvat kiivosti k a torzi 7. O

Porovname-li matici z tvrzeni s Gramovou matici z dikazu, muzeme vycist
klasické definice téchto invarianti:

K=y -ug = ||ul]], T = ub-uz.

Geometrickym vyznamem kiivosti x je dle [3] pfevrdcend hodnota poloméru
oskulacni kruznice, tedy kruznice aproximujici ktivku v daném bodé. Torze 7 pak
urcuje odchyleni od roviny této kruznice, tedy méri, jak moc krivka neni rovinna.
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Cviceni 1. Jak wvypadd prostorovd krivka, jejiz krivost, torze a tudiz i celd
invariantni matice jsou konstantni?

Reseni této otdzky bude podrobnéji rozebrino v kapitole @ Nechdme-li se vsak
vést pouhou intuici, uzZ nyni jej muzeme uhddnout. Md-li krivka nulovou krivost,
jingmi slovy nent vibec ,kriva“, jde o primku. Md-li kiivka nenulovou konstantni
krivost a nulovou torzi, je rovinnd a vsude stejné ,krivd“, takZe kruznice. Je-li
nakonec krivka vsude stejné krivd i odchylend od oskulacni roviny, jde o sroubovici.

4. INVARIANTY PRIMKOVYCH PLOCH

Jak jiz bylo uvedeno, v této ¢asti se chystame zobecnit provedenou konstrukei inva-
riantniho repéru a tu pak aplikovat na kifivku v prostoru primek, tedy primkovou
plochu. Na konci kapitoly pak nalezené invarianty porovname s jiz znamymi sys-
témy invariant pro primkové plochy, a sice se Sanniovymi a Kithnelovymi. Nutno
dodat, ze kromé prostoru piimek plati zminéna zobecnéni i univerzalnéji. Jednak
v ptripadé jinych metrickych struktur, pricemz by Slo uvazovat napiiklad varietu
sfér, kde by krivkou byla tzv. kandlovd plocha, a jednak i v pripadé jinych homo-
gennich struktur zadanych jinymi grupami transformaci, jako napt. projektivni,

afinni a jiné.

Obrazek 4. Kandilova plocha

V homogennim prostoru s obecnou grupou transformaci G hraje roli pohybli-
vého repéru kiivka transformaci c(t) € G, jez je tzv. liftem kiivky ~(¢) do grupy
G. To znamend, Ze v kazdém bodé ty € R jde o shodnost c(tg) : O — (o), kde O
je pocatek homogenniho prostoru. V eukleidovském prostoru je takovy lift totiz
v jednoznac¢né korespondenci s vySe zminénym repérem F'(t), nebot pro bod tp € R
a repér F(tg) je c¢(tp) € G jedina shodnost zobrazujici standardni ortonormélni re-
pér E na repér F(to):

c(to) : E=(0,e1,e3,e3) — (v(to),u1(to),ua(to),us(to)) = F(to), to € R.

Pojmy lift a repér budeme tedy v textu zamétiovat a spoleéné znacit jako F(t).
Pozadavkem k nalezeni invariantni matice 2 je tedy néjaky kanonicky zpusob
konstrukee liftu F'(t) € G, navic s kanonickym parametrem ¢, které jsou invariantn{
vuci transformacim v — ¢g7v,9 € G. Matici pak mizeme v kazdém bodé kfivky
spocitat jako
Q=F"'F.
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Poznamka 1. Matice Q= F~1F' je dokonce vektorem tecné algebry g =T.G.
V kazdém bodé g = F(tg) € G jde totiZ o obraz vektoru F'(tg) v tzv. Mauer-
Cartanoveé formé

wg=(Lg—1)s: TyG = T.G=g.

Pro grupu shodnosti v prostoru pak vektory algebry g chdpeme jako nepatrné pohyby
prostoru ve smyslu translace + rotace. Odpovidajici matice jsou pak tvaru

0Jo o o0
w1 0 —b3 b2
w9 b3 0 71)1 ’
w3 7b2 b1 0

Q:

kde proni sloupec (w;)T znaci smér translace daného pohybu a antisymetricky blok
B smér rotace. Ve skutecnosti blok B reprezentuje operdtor, ktery otdci danym vek-
torem kolem osy (b;)T, coZ lze zadat linedrnim predpisem u > (b;)T x u. Konkrétné
pak slozka b; odpovidd rotaci kolem i-té souradné osy. Nakonec, v prunim rdadku
matice jsou nuly, protoZe v matici shodnosti grupy G je proni rddek konstantni.

Primkova plocha

Pfimkovou plochou rozumime plochu x(s,t), kterou lze vytvorit pohybem tvorici
primky po dané ridici krivce. Kazdym bodem takové plochy lze tedy vést primku,
ktera na plose cela lezi. Jelikoz se nachézime opét v metrickém prostoru s grupou
shodnosti G, muzeme pirimkovou plochu parametrizovat uzitim fidici kiivky a =
(1,a1,a2,a3)T a tzv. smérové krivky r = (0,71,72,73)T s jednotkovou velikosti:

R(t) =x(s,t) =a(t)+sr(t), |r||=1. (3)

Obrazek 5. Piimkova plocha

Primkové plochy mizeme rozdélit podle jisté miry degenerovanosti:

1 ...singularni,
. / / , s . . ,
dim(c’,r,7") = ¢ 2 ...torzalni neboli rozvinutelné,

3 ...netorzalni neboli zborcené,
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pricemz dale v textu uvazujme pouze primkové plochy necylindrické, coz jsou ta-
kové, jejichz smérova kiivka splni r’ # 0. Spolu s pfedpokladem ||r|| =1 tato pod-
minka eliminuje pfimkové plochy singularni.

Parametrizace (3|) vSak neni pro obecnou pfimkovou plochu jednoznaénd, ne-
bot jako fidici kiivku lze uvazit libovolnou kiivku protinajici tvorici primky. Pro
necylindrickou primkovou plochu lze vsak jednu Fidici kiivku nalézt prirozené s vy-
uzitim metriky:

R(t) =x(s,t) = c(t) +sr(t), |r]|=1,¢c - =0. (4)

Ridici kiivka c(t) se v takovém pifpadé nazjva strikéni, stejné jako jeji body.
Strikéni bod ¢(tg) je na tvorici piimce R(tg) pravé jeden a lze nalézt vzorcem
a -r'
c=a— WT,
odtud dale v textu uvazujme ridici kiivku vzdy strikéni a znacme ji c.

Dle [I] se geometricky tento bod na dvou blizkych mimobéZnych tvoficich pfim-
kach nachéazi v mistech nejmensi vzdalenosti téchto primek, ¢ili v misté priseciku
mimobézek s jejich spolecnou kolmici.

Dalsi nejednoznacnost se striktné vzato objevuje v mozné zaméné smeérové
kiivky za opacnou, tedy r(t) +> —r(t). Tu si ale dovolime nefesit, jelikoZ na systém
invariantt nemad vliv.

Pohyblivy repér primkové plochy

Dle vyse uvedeného zobecnéni postupu pro nalezeni invariantni matice §2 se po-
kusme najit pfirozenou konstrukei repéru F(t) jakoZto kiivky shodnosti, kterd by
dle odvozeni méla zobrazovat

F(t()) 00— R(to), to € R.
Matice shodnosti tedy budeme hledat ve tvaru

Zbytek matice F miuze byt opét prirozené doplnén ortonormalizaci repéru o =
(c,r,r’',r""), podobné jako v ptipadé prostorové kiivky:
,r/
up =, ugzm, Uz =uq X ug. (5)
Kromé tohoto se jesté nabizi doplnit repér pomoci derivace krivky strikéni,
tedy ortonormalizaci repéru 8 = (c,r,c’,-), pricemz na poslednim vektoru pfi or-
tonormalizaci nezdlezi. Zavedenim strikéni kfivky vSak dostdvame ¢’ -7/ =0, coz
s jednotkovou velikost{ vektoru r dohromady zadava kolmost r' L (¢/,r). Vektor
ug =~ r’ bychom tedy dostali jako t¥eti vektor ortonormalizované baze a vysledny
repér by tak byl totozny s vySe zminénym repérem F = (c,u,us2,u3) az na proho-
zeni vektoru.
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Poslednim krokem bude pridat pozadavek na jednoznac¢nost parametru ¢, pfi-
cemz zde mame dvé prirozené moznosti. Budto parametrizovat obloukem strikéni
kiivku ¢(t) nebo smérovou kiivku r(t).

Sanniovy invarianty

Uvazme nejprve oblouk vzhledem ke strikéni kiivee c(t), ¢éili ||¢/(¢)]] = 1, a pokusme
se nalézt tvar invariantni matice Qg vzhledem k repéru F = (¢, u1,us2,us). Aby byla
tato parametrizace moznd, musime se omezit pouze na primkové plochy s regularni
strikéni krivkou. Této podmince nevyhovi obecné plochy kuzelové.

Tvrzeni 2. Je-li dina primkovd plocha R(t) = x(s,t) = c(t) + sr(t) s reguldrni
strikénd krivkou c(t) parametrizovanou obloukem, jeji invariantni matice Qg vzhle-
dem k vyse zminénému repéru F je ve tvaru

0 [0 0 0
| cos(a(t)| O —k(?) 0
B0 kw0 - | ©)

sin(o(t)) | O 7(t) 0

pricemz charakteristiky k > 0,7 a o oznacme jako krivost, torze a strikce primkové
plochy.

Diikaz. Ovérme opét tuto podobu matice Qg ze vztahu
(C’ulvu2’u3) g = (Clau/lau,%ué)a
ze kterého stejné jako v dukazu tvrzeni [l| plyne tvar rozsitené Gramovy matice:

0 | o 0 0

oup | ulur uhur ubeug

Qg = (7)

doug | ufug uhus ufug
dug | ufus ubouz uh-us
Prvni sloupec zde zdiivodnime nulovosti souéinu ¢’ -ug =~ ¢’ -7’ a jednotkovou veli-
kosti vektoru ¢/, diky ¢emuZ tento vektor mizeme vyjadfit jako

¢ = cos(o)uy +sin(o)us.

Invariant o, ktery nazveme strikci, oznacuje odchylku teéného vektoru ¢’ od vek-
toru uy a tedy od tvorici piimky. Zbytek dukazu je pak analogicky s Frenetovou—
Serretovou konstrukei pouzitou v dikazu tvrzeni O

Invarianty, které Ize vzhledem k dtikazu definovat jako
K=l ug = |[u], 7= ub - us,

nazvéme také krivosti a torzi pro zachovani vyznamu ve Frenetové—Serretové kon-
strukei. Krivkou, kterou vsak tyto charakteristiky tradicné popisuji, je tzv. inte-
grdlnt krivka smérové kiivky r, tj. kiivka eukleidovského prostoru v(t), jejiz te¢nym
vektorem v kazdém bodé je smér ' (t) = r(t).

Zminény ortonormalni repér, stejné tak jako systém invariantt, popsal G. San-
nia v roce 1925, jak uvadi publikace [I], kterd je pro tento text velkou inspiraci.
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Invarianty jsou v oné knize odvozené podobnym zpusobem, ale z lehce odlisného
thlu pohledu. Mimo to jsou zde vyjadreny také charakteristiky vnitrni geometrie
plochy jako naptiklad Gaussova kiivost pomoci pravé tohoto systému invarianti.
Diky tomu lze kuprikladu strikéni bod charakterizovat jako bod tvorici pfimky
s minimalni (tedy nejvice zdpornou) Gaussovou kfivosti nebo zduvodnit, proc¢ je
tato krivost pro torzalni plochy vzdy nulova a pro netorzalni zadporna.

Zajimavosti také je, Ze v popisu vnitini geometrie primkové plochy se vyskytuje
pouze krivost a strikce, torze oproti tomu popisuje az vlozeni dané plochy do
okolniho eukleidovského prostoru.

Cviceni 2 (Invarianty hyperbolického paraboloidu). Uvazme plochu zadanou
rovnici
z =y,
jejiz parametrizaci R(t) = x(s,t) = a(t) + sr(t) lze zadat kiivkami

- ~(0,0,1,1)7
at) = (4005, ) =155 Ty

a spocitejme uvedengm postupem Sanniovy invarianty. Ridici krivkou a(t) = c(t)
je zde primka, kterd je jiZ strikéni, nebot plati o’ -v' =0, a je jiZ parametrizovina
obloukem, ¢ili ||| = 1. Zbyvd tedy doplnit repér F = (c,r,-,-) dle vzorci (5]):

1 \ 0 0 0
t 0 0 1
F= 1 ¢ e G,
0 \/ti+1 \/fzﬂ 0
0 Vi2+1 V241 0
0| 0 0 0
0] 0 —=%—- 0
Qg=F'F = X 241
0 71 0 0
1 0 0 0

Tato plocha md tedy konstantni strikci o = 7/2, takZe vSechny tvorici primky
jsou kolmé na tidici primku. Nenulovd strikce také znamend, Ze jde o plochu ne-
torzalni. Jeji krivost je pak nekonstantni a torze mulovd, coZ je typické pro tzv.
konoidy, tj. primkové plochy, jejiz vsechny tvorici primky jsou rovnobézné s néja-
kou rovinou.

Kiihnelovy invarianty

V této sekci rozeberme druhou prirozenou parametrizaci, a to obloukem vzhledem
k ridici krivce. Pro odliseni piSme novy parametr t namisto ¢ a derivaci podle
néj zna¢me teckou. Novd parametrizace necht tedy splituje ||7(t)|| = 1. Vyhodou
této konstrukce je, ze mizeme opét uvazovat i primkové plochy se strikéni krivkou
singuldrni, tedy plochy kuzelové. Uvazovany repér je tedy tvaru

Uy =r, UQ:T/, U3 =uUp XUug.
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Obrazek 6. Hyperbolicky paraboloid

Tvrzeni 3. Je-li dina primkovd plocha R(s) = x(s,t) = c(t) +sr(t) se strikéni
ridici krivkou c(t) a se smérovou krivkou r(t) parametrizovanou obloukem, jeji
invariantni matice Qg vzhledem k repéru F = (c,u1,uz,u3) definovaném vyse je
ve tvaru

0 [0 0 0

0 -1 0
0|1 0o -—J1 |’
MY |0 J® 0

pricemz charakteristiky F,J a A oznacme jako Kiihnelovy invarianty.

Diikaz. Dikaz bude v tomto pripadé velice podobny dikazu tvrzeni 2] o San-
niovych invariantech. Na rozdil od néj vsak teény vektor strikéni kfivky ¢ nemé
jednotkovou velikost, a tak je tfeba jej vyjadrit pomoci dvou kvantit

¢ = Fuq+ Aug
a vektor ug je piimo roven derivaci 7 = 1, z ¢ehoz plyne soucin

dl-uQZ’f‘-’f“Zl.

Tyto invarianty jsme nalezli pouze v knize [2], proto jsme je nazvali po W. Kiih-
nelovi. Autor zde vsak nekonstruuje repér, nybrz je zavadi rovnou vzorci:

F=é-r, A =det(¢,r,7), J =det(r,7,7).
Pro jejich ztotoznéni s prvky nasi matice pocitejme
F:=é-r,
Ai=det(¢,r, ) =¢- (rx i) =¢-(up X ug) =¢é-ug,

J :=det(r,7, i) =7 (r x7) =z - (u1 X ug) = Uz - us,
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pri¢emz tyto rovnosti postupné zdivodnime determinantem jakozto smisenym sou-
¢inem, definici vektori ui,us a us a nakonec nahlédnutim do odpovidajici Gra-
movy matice tvaru .

Cviceni 3 (Invarianty Plickerova konoidu). UvazZme plochu
R(H) =x(s,t) = a(t) +-sr(b),
a(t) = (1,0,0,sin(2t))”, r(t) = (0,cos(t),sin(t),0)

a spocitejme uvedengm postupem Kiihnelovy invarianty. Krivka a(t) = c(t) je opét
primkou, kterd je jiz strikcni, nebot plati a-7 =0, a smérovd krivka je jiZ parame-
trizovdna obloukem, ¢ili ||7|| =1. Repér F = (c,r,-,-) tedy dle vzorci doplnime

1 | o0 0 0
_ 0 cos(t) —sin(t) 0
F= 0 sin(t) cos(t) 0 €6,
sin(2t) 0 0 1
0 0 0 O
i 0 |0 -1 0
e =F"F= 0 1 0 0|
2cos(2t) [0 0 O

Pro Kiihnelovy invarianty tedy plati
F=0, A=2cos(2t), J=0

7 jejich tvaru mizZeme opét vycist jisté vlastnosti. Nulovost F = ¢é-r znamend, Ze
tvorict primky jsou opét kolmé na tidici, nenulovost A = det(¢,r,7) 7ikd, Ze plocha
je netorzdlni, a nulovost J = det(r,7,7), Ze smérovd krivka je plandrni, tedy Ze
tvorici primky jsou vsechny opét rovnobézné s meéjakou rovinou a plocha je tak
oprdvnéné nazvand konoidem.

Obrazek 7. Pliickeruv konoid
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Na zaveér jesté odvozené systémy invarianti porovnejme mezi sebou, a to pomoci
tzv. reparametrizace f:t— t. Vzhledem k té zde pouze stru¢né naznacime vypocty

r=r'll= £l = f,
Qs=F'F =f(F'F) = f'Q,
ze kterych odvodime vztahy

]::COS(O')’ A\ 7=

K K

5. HOMOGENNI PRIMKOVE PLOCHY

Homogenni krivky v homogennich prostorech

V této sekei si pfipomeneme Cviceni [T} jenz fesi otédzku kiivek s invariantni matici
Q konstantni, pricemz tyto k¥ivky nazveme homogennimi.

V prvnich odstavcich textu jsme definovali homogenni prostor jako prostor
s tranzitivni akci néjaké grupy G. Homogenni podprostor, zejména krivku, pak
definujme jako podprostor, na kterém ptisobi tranzitivné néjaka podgrupa H C G.
V pripadé krivky navic diky libovolné volbé pocatku O homogenniho prostoru
muzeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze je timto pocatkem pravé krajni
bod homogenn{ kiivky O :=~(0). Diky tranzitivité podgrupy H pak existuje jed-
noparametrickd podgrupa F(t) € H,F(t): O — ~(t), kterd jednak plni funkci liftu
kiivky v (a tak je opét miuzeme zaménovat) a jednak tuto kiivku stabilizuje, ¢ili
zobrazi samu na sebe, a to vztahem:

F(t):v(s) = y(t+s).

Krivka ~ je tedy shodné sama se sebou skrze t¥idu shodnosti, které danou k¥ivku
posouvaji po celé své délce. Diky invariantnosti matice € to znamend, Ze je tato
matice po celé délce kiivky opravdu konstantni. Navic, zvolime-li kiivku F(t) € H
tak, aby prochézela neutrdlnim prvkem F(0) = e € G (¢ehoz lze piipadné docilit
jinou volbou F(t) := F(t)F(0)~! € A), miizeme invariantni matici Q vyjadiit jako:

Q=0(0) = F(0)~LF’(0) = F'(0).

Méme-li naopak zadanou matici Q, jez je dle Poznadmky [I] vektorem teéného
prostoru g = T.G, miuzeme pomoci exponencidlniho zobrazeni naopak nalézt jed-
noparametrickou podgrupu

| —

(),

o

F(t)=exp(tQ) = >
k=0

jejiz invariantni matice je prave 2.

Homogenni kiivka obecné nemusi mit jedinou jednoparametrickou stabilizac¢ni
podgrupu. Uvazme naptiklad pfimku, kterd je stabilizovana jednak translacnim
pohybem v jejim sméru, ale také radou pohybu Sroubovych.
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Jiz mame dostatek néstroji pro kompletni feSeni zminéného Cviceni [1} Pro
konstantni matici €2 tvaru

0[0 0 0
110 —k O
2= Ol 0 —7
0|0 7 0

nejprve spocitejme explicitni predpis repéru F(t) = exp(tQ)) € G a ktivku v pak
vyjaddieme zobrazenim v(t) := F(t)(0O), tedy jako prvni sloupec repéru. Pro jed-
noduchost matice 2, zejména jeji vysoky pocet 0, lze krivku vyjadrit vcelku kom-
paktné:

. . T
7(t)::<177'2tn—i—sm(nt);»4;27,‘@(1—008(m§))’.‘m'(nt—sm(nt))) R/ )

n3 n? n3

piipadné je-li Kk =7 =0:
~y(t) = (1,£,0,0)".

Vsimnéme si, ze tento predpis dava dobry smysl i v piipadé nulovosti danych
konstant, prestoze je to striktné vzato proti podminkam uvedené konstrukce inva-
riantni matice. Pro k =0 ndm totiz vyjde pfimka, coz je kiivka, jejiz kazdy bod je
inflexni. Repér této piimky se navic bud podél ni pouze posouvé (pfi 7 =0) nebo
sroubuje (pfi 7 #0). Pro k # 0 ndm pak v zévislosti na torzi 7 vyjde kruznice nebo
sroubovice, jak je uvedeno v tabulce

primka kruznice sroubovice
k=0 k#£0=T KA£O0OF£T
q

<

Tabulka 1. Homogenni prostorové kiivky

Klasifikace homogennich primkovych ploch

V této kapitole naznacme mozny zpusob klasifikace homogennich piimkovych
ploch pomoci pravé zavedenych nastroju homogenniho prostoru.

Upozornéme, ze v tomto textu se zabyvame primkovymi plochami, které od-
povidaji homogennim krivkam na varieté primek, tj. které maji alespon jednopa-
rametrickou grupu symetrii. RozliSme vsSak tuto kategorii od primkovych ploch,
které jsou soucasné homogennimi plochami v tom smyslu, Ze maji alespon dvoj-
parametrickou grupu symetrii tranzitivni po celé plose. Ty jsou totiz pouze ¢asti
nami uvazovanych homogennich ploch.
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Dle predchozi sekce je vyhodné, aby pohyblivy repér dané homogenni kiivky
prochézel identitou F(0) = e € G. Zabyvejme se proto otdzkou, kdy jsou v ho-
mogennim prostoru shodné dvé homogenni kiivky prochéazejici pocatkem, tj. kdy
nastane

Y=hy, heGp,
pri¢emz pripomenme, ze G% jsou pravé shodnosti stabilizujici pocatecni primku
O. Pro tento vztah lze odvodit postacujici podminku
Q=n0n"t, (8)
nebot pak plati
7 = [exp(tQ)G%)] = [exp(thQh™1)G%] = [hexp(tQ)h 1G] = hy.

Tato podminka neni v obecné geometrii nutné, v piipadé E3 vSak jeji nutnost
plyne z tzv. reduktivity algebry g =R3 x 50(3). Pro vice detailii odkazme na [5].
Chceme-li tedy rozlisit tfidy shodnych homogennich primkovych ploch, staci
rozlisit t¥idy vektort €2 te¢né algebry g navzajem shodnych vzhledem k uvedené
adjunkci, pricemz tvar obecné matice Q jsme zdivodnili uz v Poznamce [T}

0] o o0 0 1[0 0o o
_ w1 0 763 bg _ a1 1 0 0 2
1= wo | b3 0 —by €s, h= 0|0 rgog o3 €Go
w3 | —bo b1 0 010 732 733

Zvolime-li konkrétni transformaci h € G% s témito koeficienty:

__ b3wa —bows 1 (b3 —bo |2 2
al = T, R = N b2 b3 s N = b2+b3,

muzeme kazdy vektor tiidy adjunkce upravit do nésledujiciho ¢tyrparametricého
tvaru

0 0 0 0 0 ‘ 0 0 0
_ 0 —N 0 w 0 -b 0 =~
[9) 1 _ w1y — 1 o 3 = Q.
hith U P —, 0B 0 -b ©)
% 0 b1 0 w3 | 0 b1 0

ProtoZe matici 2 1ze jakoZto matici infiniteziméaln{ zmény pohybu F”(t) rozdélit
na transla¢ni ¢ast v prvnim sloupci a rotacni ¢ast ve zbylych sloupcich, je vyhodné
pojmenovat ony Ctyri parametry takto:

w1 — podélnd translace
w3 — pri¢nd translace
b1 — podélné rotace

bs — pricna rotace

Dosadime-li tuto matici do exponencialniho zobrazeni, ziskdme pravé homo-
genn{ pohyblivy repér F(t) = exp(t€2) a obvyklym zpisobem pak i odpovidajici
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w3

bl bg

Obrazek 8. Vyznam parametri wi,ws,b,bs

homogenni primkovou plochu
F()(O)=R(t) =c(t) + sr(t)
jiz muzeme pro b; = bs = 0 explicitné vyjadrit:

c(t) == (1,twy,0,tws)’,  r(t):=(0,1,0,0)T

apronzzw/b%+b§>0:

1 0
bg sin(nt) (bgwi —b1ws) + tby (bywy +bzws) cos(nt)b3+b?
- n 2 L 2
C(t) = (fl+cos(nt))gb1w37b3w$ ) T(t) = b3 si?l(nt)
n
by sin(nt) (bywz—bzwi) + tb3 (b w1 +bzws) (1—cos(nt))bibs
n3 n? n2

(10)

Ridici kiivka c(t) je homogenni kiivkou v E3, nebot je sama o sobé také za-
ddna homogennim pohyblivym repérem F(t). Kiivka navic v rdmci plochy spliuje
i podminku strikéni kiivky, nebot prvni dva sloupce matice v @D predstavuji na
sebe kolmé vektory ¢’ a 7. Podobné je i smérova kiivka r(¢) homogenni kiivkou,
a to na jednotkové sfére, tedy obecné kruznici.

V souhrnu dostavame klasifikaci homogennich primkovych ploch, kde kazda
tfida je reprezentovana Gtveiici (wy,ws,b1,bs > 0) € R%. Stejnou tifdu vsak repre-
zentuje i Ctverice vynasobena spolecnym nasobkem A, nebot tato zadména pouze
konstantné preskéluje parametr

F(t) = exp(tQ) = exp(tAQ).

Dalsi zadmény urcujici stejnou tfidu pak najdeme uz pouze u ploch cylindrickych,
jez jsou charakterizovany podminkou b3 = 0, jak uvidime pozdéji.

Tvrzeni 4. Kazdd shodnostni trida necylindrickjch homogennich primkovych
ploch je jednoznacné uréena ctverici (wq,ws,by,bs > 0) € R* aZ na zdménu

(w1,w3,b1,b3) > AMwi,w3,b1,b3), X € R.
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Navic, zvolime-li takovou spoleénou skalu A, Ze plati w% —i—w% =1, ziskdme rov-
nou ¢tverici Sanniovych invariantt dané homogenni primkové plochy. Podobné,
naskalujeme-li parametry tak, aby platilo b3 = 1, ziskdme pfimo invarianty Kiih-
nelovy. Obecné jsou pak vztahy nasledujici:

b3 b1 w1 . w3
k=—F——— 7=——— cos(0)=——, sin(o)=——,
\Jwi+ws \Jwi+ws i +wi \Jwi+ws
w1 w3 bl
F=-2 A=23 g=21
b3’ b3’ b3

Pomoci vyse uvedenych explicitnich parametrizaci dokazeme opét vyjadrit vétsi
tridu ploch, nez ke kterym umime dopocitat Sanniovy a Kiithnelovy invarianty. Bez
prekazek totiz vyjadiime homogenni plochu naprosto libovolnou, zejména i plochu
cylindrickou, kuzelovou nebo i singularni.

Cylindrickd homogenni plocha je zde uréena podminkou b3 = 0, nebot z pred-
chozich vzorcli plyne b3 = k a z tvrzeni [2l o Sanniovych invariantech x = ||r’]|.
Kuzelova plocha je pak zadand podminkou w; = ws = 0, nebot tehdy je plocha
tvorena pouze rotacemi primky kolem pocatku a zadnymi translacemi. Nakonec,
singularni je pfimkova plocha tehdy, je-li splnéno bz = ws = 0. Pak totiz na tvo-
fici primku ptsobi pouze podélna translace a rotace, coz jsou pohyby, které tuto
ptimku ponechavaji na misté.

VSechny uvedené vlastnosti a jesté nékteré dalsi lze ziskat i dosazenim nebo
pohledem na predpis , coz nam déva tento prehled podminek:

bs =w3=0 singularni ,,plocha“
bs ~ k= ||r'|| =0 | cylindrickd plocha
wy =w3 =0 ridici k¥ivkou je bod — kuzelova plocha
bswy, = biws fidici kiivkou je primka
brwi = —bgws fidici kfivkou je kruznice
b1bs =0 tvotici pfimky rovnobézné s rovinou — konoidélni plocha
b1 =0 tvorici primky kolmé na tidici k¥ivku

Dalsi déleni tiid zejména podle nulovosti parametriu wi,ws,b1,bs muzeme vidét
v tabulkéch [2] a [3] avSsak méjme na paméti, Ze rizné kombinace ndm mohou dat
stejnou plochu, pricemz zélez{ na thlu pohledu. Kuprikladu rovinu jakozto pod-
mnozinu prostoru ziskdme vice kombinacemi, kdezto rozlisujeme-li riizné primkové
plochy ve smyslu kiivek na varieté piimek, tedy plochy s jinymi uskupenimi tvo-
ficich primek, ztotoznime pouze roviny rovnobézek s riznymi fidicimi kiivkami,
podobné je tomu u kombinaci zadavajicich valce.

nulovostmi parametri od sebe nedokazeme odlisit obecnou sroubovou plochu od
rotacniho hyperboloidu, a tak tyto dvé plochy musime rozlisit tvarem strikéni
kiivky. Dusledkem vSak také je neexistence ti{dy oznacené ,N/A“ nebot zadanym
podminkam nevyhovi zadné feSeni.
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cylindrické primkové plochy

bz =0
singularni regularni
w3 = 0 w3 7& 0
w1 = 0= b1
w1 = 0 7é b1
wy #0="0b;
w1 #0# by
valec

Tabulka 2. Tridy cylindrickych homogennich piimkovych ploch
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w1:07éb1

wy #0="0;

wy #0# b1

biwy = —bzws

wy #0# by

biwy # —b3ws

necylindrické primkové plochy
bs >0

torzalni
w3 = 0

netorzalni

w37é0

plocha tecen kruznice

N/A

plocha tecen Sroubovice

obecnd sroubova plocha

Tabulka 3. Tridy necylindrickych homogennich primkovych ploch

37
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6. DALSI HOMOGENNI PROSTORY

Zéavérem textu uvedeme jesté nékolik piikladt neeukleidovskych homogennich pro-
storti, ve kterych by $lo s jistymi tpravami repér a invariantni matici také kon-
struovat. Velkou inspiraci pro tento text byl ¢lanek [4], ktery podobnym postu-
pem konstruuje invarianty projektivni. Obecné je mozné kazdy takovy prostor
kompletné popsat pouze zadanim grupy transformaci G a stabilizatoru jakéhosi
pocatku H, nebot nosnd mnozina pak muze byt opét ztotoznéna s mnozinou le-

vvvvv

napiiklad tyto:

nosna mnozina \ grupa symetrii \ nazev geometrie
standardni R™ afinni transformace afinni
projektivni RP™ kolineace projektivni
sféra S™ konformni transformace konformni

hyperbolicky prostor H” | Mobiovy transformace hyperbolicka

Riizné geometrie na stejné nosné mnoziné navic miize byt casto uzitecné néja-
kym zpusobem srovnavat, coz ndm Kleintiv homogenni pristup také muze umoznit.
Na realné, poptipadé projektivni roviné tak muzeme srovnat geometrii projektivni,
afinni a eukleidovskou. Tuto rovinu tak mutzeme ztotoznit s prostorem levych tiid
G/H, pficemz grupu G budeme nahrazovat postupné grupou projektivnich, afin-
nich a eukleidovskych transformaci a podgrupu H odpovidajicimi stabilizatory
pocatecniho bodu O. Pro tyto grupy plati nasledujici inkluze, ktera je jiz prvnim
jakymsi usporadanim téchto geometrii:

cEPcagtcagr (11)

Dalsi vztahy mezi geometriemi muzeme vidét napriklad v otdzkach klasifikac-
nich. V textu jsme rozrazovali do tfid homogenni kiivky, zde si porovnani ukazme
na znameéjsim piikladu klasifikace kuzelosecek.

Kuzelosecka q je v kazdé geometrii ekvivalentni kuzelosecce 7, jestlize je jedna
obrazem druhé v néjaké transformaci g € G. Zadame-li tyto kuzelosecky pomoci
matic ve standardnich soufadnicich, spliiuji tyto matice Q = g” Ry, jak je vidét ze
zapisu

gq={gz € R?,27Qz =0} = {gz € R?, (gz) ' Rgz = 0} =r-.

Inkluze grup nam pak tikaji, ze kazdé dvé eukleidovsky ekvivalentni kuzelo-
secky jsou ekvivalentni i afinné a kazdé dvé afinné ekvivalentni jsou ekvivalentni
i projektivné. Naopak to byt vsak nemusi, jak ukazuje nasledujici tabulka:

ekvivalence ‘ hybperbola a elipsa rtzné velké elipsy shodné elipsy

projektivni v v v
afinni v v
eukleidovska v

Tuto skutecnost mizeme pozorovat i na Grovni invariantt, pricemz projektivnim
invariantem je tu nulovost determinantu matice kuzelosecky, afinnim nulovost nebo
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znaménko jeho kvadratického subdeterminantu a eukleidovskym samotny subde-
terminant. Samoziejmeé pak invariant vyssi geometrie je zaroven invariantem kazdé
nizsi, ale naopak to byt nemusi.
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FLOQUETOVA TEORIE PRO LINEARNiI OBYCEJNE
DIFERENCIALNI ROVNICE 2. RADU S PERIODICKYMI
KOEFICIENTY II

JIRI SREMR

ABSTRAKT. Clének je pokracovanim pFispévku [3] publikovaném v tomto éasopise
v roce 2022 a mé za cil ukazat, jak je mozné pouzit Floquetovu teorii v diukazech
obecnych kritérii ljapunovské stability a nestability linedrni diferencidlni rovnice
2. fadu s periodickymi koeficienty.

Uvazujme diferencidlni rovnici
2" +g(t)2’ + p(t)z =0, (L)

v niz jsou koeficienty p,g: R — R lokalné lebesgueovsky integrovatelné w-peri-
odické funkce. Resenfm rovnice rozumime funkci z: R — R, kterd je absolutné
spojita spolu se svou derivaci na kazdém kompaktnim intervalu v R a kterd po
dosazeni spliuje rovnost skoro vsude v R. Ctenafi, kteff nejsou zvykli pracovat
s rovnicemi s integrovatelnymi koeficienty, mohou predpokladat, ze koeficienty g a
p jsou spojité a feseni uvazovat ve tridé funkei se spojitou 2. derivaci.

V prvni ¢asti tohoto ¢lanku jsme ukdazali alternativni moznost jak vybudovat
zéklady Floquetovy teorie pro rovnici s periodickymi koeficienty. Inspirovali
jsme se piistupem N. Sansoneho (viz napi. [I, Hlava VI, §1]), definovali pojem
Floquetova multiplikatoru a ukéazali, v jakém tvaru lze najit linedrné nezavisla
feseni rovnice , zname-li jeji Floquetovy multiplikatory. V tomto c¢lanku pii-
pomeneme koncept ljapunovské stability linedrnich diferencidlnich rovnic 2. fddu
a ukazeme, jak je mozné pouzit Floquetovu teorii v dikazech obecnych kritérii
stability a nestability.

1. LIAPUNOVSKA STABILITA

Pojem ljapunovské stability obvykle zavadime pro feseni soustav diferencidlnich
rovnic a poté odvadime disledky pro diferencidlni rovnice vyssich fadi. Nebot se
v tomto prispévku budeme vénovat vyhradné rovnici , pripomeneme definice
ljapunovské stability formulované pfimo pro feseni rovnice .

Poznamenejme, ze zajimame-li se o stabilitu feseni v okoli 400, stac¢i uvazovat
rovnici na néjakém okoli +oo, napiiklad na poloose [0, +00).

2020 MSC. Primérni 34A30; Sekundarni 34D05, 34C25.
Klic¢ovd slova. Diferenciadlni rovnice 2. fadu, Floquetova teorie, Ljapunovska stabilita.
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Definice 1.1. Reseni z: [0, +00) — R rovnice se nazyva:

(1) (ljapunovsky) stabilni, jestlize pro kazdé € > 0 a ¢y > 0 existuje § =
0(g,tg) > 0 takové, Ze libovolné feseni x rovnice vyhovujici podmince

|2(to) — @o(to)| + [2'(to) — zg(to)| < 0 (L.1)
spliiuje nerovnost
|z(t) — zo ()] + |2'(t) — z((t)| < e prot > to;

(2) nestabilni, jestlize neni stabilni;

(3) asymptoticky stabilni, jestlize je stabilni a pro kazdé to > 0 existuje
0 = 0(tg) > 0 takové, Ze libovolné feSen{ z rovnice vyhovujici podmince
(1) splituje

1' ( _ / _ / ) —0-

Jim {[2(t) = zo(t)] + [ (t) — 2o(8)]) = 0;

(4) exponencidlné stabilni, jestlize existuje 1 > 0 takovd, Ze pro kazdé € > 0
existuje 0 = d(e) > 0 takové, Ze libovolné Teseni x rovnice vyhovujici
v néjakém ty > 0 podmince (|1.1]) spliuje nerovnost

l2(t) — zo(t)| + |2 () — xh(t)] < ee 70 pro ¢ > t,.

Poznamka 1.2. 'V literature lze najit na prvni pohled rtzné definice exponen-
cidlni stability FeSeni, v pfipadé linedrnich rovnic (i soustav) vsak tyto definice
urcuji stejnou vlastnost.

Vsimnéme si, Ze z asymptotické stability feSeni xg rovnice (L)) okamzité plyne
jeho stabilita a z exponencidlni stability jeho asymptotickd stabilita. Opacna tvr-
zeni vsak neplati.

Jelikoz je rovnice linearni, lehce lze dokazat, ze Tfeseni zy rovnice je sta-
biln{ (resp. asymptoticky stabilni, resp. exponencidlné stabiln{) pravé tehdy, kdyz
je stabilni (resp. asymptoticky stabilni, resp. exponencidlné stabilni) jeji nulové
reseni. Odtud okamzité plyne, Ze vSechna feSeni rovnice jsou z pohledu sta-
bility ,stejného typu“, a proto obvykle mluvime o stabilité linearni rovnice misto
o stabilité jejich feseni.

Pro jednotlivé typy stability jsou k dispozici néasledujici nutné a postacujici
podminky, které nam dovoli rozhodnout o stabilité rovnice , zname-li chovani
jejitho fundamentalniho systému reseni.

Tvrzeni 1.3. Rovnice je:
(a) stabilnid prdvé tehdy, kdyz kazdé jeji veSeni x spliuje
sup {|z(t)| + |2'(t)] : t > 0} < +o0. (1.2)
(b) asymptoticky stabilni prdvé tehdy, kdyz kazZdé jeji veseni x spliuje
. _ . 12 _
lim z(t) =0, tl}inoom (t)=0. (1.3)

t——+oo
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(c) exponencidlné stabilni prdvé tehdy, kdyz existuji éisla 8 > 0 a N > 0 takovd,
ze kazdé resent x rovnice splniuje

[2(8)] + 2/ (0] < N (Ja(to)] + 12’ (to)] ) ¢~ prot >t > 0.

Na zavér této kapitoly pfipomeneme, jak 1ze jednoduse rozhodnout o stabilité
diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

2" + gox’ + pox = 0, (1.4)

kde pg, go € R. Jednd se zifejmé o specidlni pfipad rovnice (L)), pficemz jeji koefi-

cienty jsou periodické s libovolnou periodou w > 0.

Tvrzeni 1.4. Necht A1, Ay € C jsou koteny charakteristické rovnice
A+ goA+po=0 (1.5)
odpovidajici diferencidlni rovnici (L.4]). Potom plati:

(1) Jestlize Re A1 < 0 a ReAa < 0, pak je rovnice (1.4) exponencidlné stabilni,
a tudiz také asymptoticky stabilni.

(2) Jestlize Re A\; <0, Re As <0, existuje koren s nulovou redlnou édsti a kazdy
koren s nulovou redlnou éasti je jednoduchy, pak je rovnice (1.4)) stabilng (ale
ne asymptoticky stabilng).

(3) Jestlize \y = Ay = 0 nebo Re A\, > 0 pro néjaké k € {1,2}, pak je rovnice
(1.4) nestabilni.

V kapitole |3| dokazeme podobnd kritéria pro rovnici s periodickymi koefici-

enty, zname-li oba jeji Floquetovy multiplikatory.

2. FLOQUETOVY MULTIPLIKATORY ROVNICE

Pro pohodli ¢tenare pripomerime velmi struc¢né zakladni fakta, kterd jsou podrobné
vysvétlena v prispévku [3] a kterd budeme potiebovat k dukazu véty
Otézka existence netrividlniho feSeni rovnice s w-periodickymi koeficienty
splnujictho podminku
z(t+w)=px(t) proteR (2.1)
vede k nasledujici definici a tvrzeni.
Definice 2.1. Koteny charakteristické rovnice

0> — (u1(w) + uh(w))o+e” Jo aas _ 0, (2.2)

kde u; a ug jsou Treseni rovnice spliujici poc¢atecni podminky
u(0) =1, v4(0)=0 a  ux(0) =0, up(0) =1,
nazyvame Floquetovy multiplikatory diferencidlni rovnice (LJ).

Tvrzeni 2.2. Rovnice md netrividlng (eventudlné komplexnt) resent spliuji-
¢t podminku (2.1) prdvé tehdy, kdyz je o Floquetovim multiplikdtorem diferencidlni
rovnice (L.
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Definice 2.3. Necht ¢ € C je Floquetuv multiplikdtor rovnice S w-perio-
dickymi koeficienty a necht ¢ = |o| e”!, kde ¥ € (—, 7r]. Potom &islo

1 9
a=—In|g|+ —i (2.3)
w w
nazyvame Floquettv charakteristicky exponent rovnice (L.

Poznamka 2.4. V [3, Pozndmka 1.7] jsme ukdzali, Ze Floquetovy multiplikatory
rovnice jsou vlastn{ ¢isla matice monodromie Y (w), kde Y je fundamentalni

matice soustavy
/ 0 1
/= (Lot —at0)? 24
1 0

spliujici Y(0) = 0 1>. To znamend, ze Floquetovy multiplikdtory rovnice (L)

zavedené v definici 2.3] souhlasi s Floquetovymi multiplikatory odpovidajici sou-
stavy |i 7 Floquetovy teorie také vyplyva, ze Floquetovy exponenty soustavy
(2.4) jsou tvaru (2.3) az na piipadny aditivni ¢len 2’;3”, v némz k € Z.

V prvni ¢&sti tohoto ¢ldnku [3] jsme dokézali, v jakém tvaru lze najit linedrné
nezavisla reseni rovnice , zname-li jeji Floquetovy multiplikatory. V néasledujici
vété oznaéme AC}, (R) mnozinu funkei, které jsou absolutné spojité spolu se svou
derivaci na kazdém kompaktnim intervalu v R.

Tvrzeni 2.5. Necht 01, 02 jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice , Pak plati:

(1) Jestlize 01,02 € R a 01 # 02, pak 0102 > 0 a existuji linedrné nezdvisld
resent x1, Ty rovnice splnugict
nleyl , nlesl,
x1(t) =e = “pi(t), xa(t)=e « “@o(t) proteR, (2.5)
kde 1,00 € ACL.(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li
01 >0 (resp. o1 <0).

(2) Jestlize 01 = 02 =: 00, pak existuji linedrné nezdvisld Tesent x1,xo ToVNice
(L) splnugici bud
ln\go\t 1“‘90|t
z1(t) =e = “pi(t), xa(t)=e @ ‘@o(t) proteR (2.6)
nebo

In |op| In |og]|
z1(t) =e ot p1(t), m(t)=e ot [t<p1(t) + wg(t)] prot € R, (2.7)
kde p1,p2 € AC’ZIOC(R) jsou w-periodické (resp. 2w-periodické) funkce, je-li
00 >0 (resp. oo <0).
(3) Jestlize 012 = 09 e}, kde oo > 0 a9 € (—m,0)U(0, ), pak existuji linedrné
nezavisld reseni x1, o Tovnice spliujict

ne vt It
z1(t) = elatt v1(t) cos — — pa(t)sin—| prot €R (2.8)
w w

1Floquetovu teorii pro soustavy linedrnich diferencidlnich rovnic 1. fddu s periodickou mati-
covou funkci je mozné najit napiiklad v monografii [4].
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nog ,

Ot 9t
xo(t) =e = ° |p1(t)sin ” + pa(t) cos | e teR, (2.9)
kde 1,02 € AC],(R) jsou w-periodické funkce.

3. KRITERIA STABILITY/NESTABILITY V RECI FLOQUETOVYCH
MULTIPLIKATORU

V této casti dokdzeme kritéria stability /nestability rovnice v Teci jejich Floque-
tovych multiplikdtora. Lze je dokdzat riznymi zpusoby (viz zévéreéné pozndmky
v kapitole , my pouzijeme k dikazu tvrzeni 0 mozné reprezentaci linedrné
nezavislych feseni rovnice a obecnd kritéria stability formulovand v tvrzeni
V dukazech neni potifeba zadny slozity matematicky aparat, ¢tenar vystaci se za-
kladnimi znalostmi matematické analyzy a s vlastnostmi linearnich diferencialnich
rovnic 2. fadu v rozsahu bézné probiraném v zakladnich kurzech vysokoskolské
matematiky.

Véta 3.1. Necht 01,00 € C jsou Floquetovy multiplikdtory rovnice S w-

periodickymi koeficienty. Potom plati:

(1) Jestlize |p1] < 1 a |o2| < 1, pak je rovnice (L) exponencidlné stabilni, a tudiz
také asymptoticky stabilni.

(2) Jestlize || > 1 pro néjaké k € {1,2}, pak je rovnice (L)) nestabilni.

(8) Jestlize 01,02 € R, |o1| =1 a |o2| < 1, pak je rovm'c stabilni (ale ne
asymptoticky stabilni).

(4) Necht 01,02 € R a |o1] = |o2| = 1. Pak je rovnice stabilni prave tehdy,
kdyZ jsou vsechna jeji resent periodickd. Je-li v tomto pripadé rovnice (L))
stabilni, nent stabilni asymptoticky.

(5) Jestlize 01,02 € C\R a |o1] = |o2| = 1, pak je rovnice stabilnt (ale ne
asymptoticky stabilni).

Poznamka 3.2. Je-li p Floquetv multiplikdtor rovnice a a k nému odpovi-
dajici Floquetiv exponent, pak ze vztahu (2.3) okamzité vyplyva, ze

1
Rea = — In|g|.
w

Tudiz Rea < 0 (resp. Rea = 0, resp. Rea > 0) pravé tehdy, kdyz |o| < 1 (resp.
lo| =1, resp. o] > 1).

Kriteria stability formulovand ve vété [3.1] lze tedy jednoduse preformulovat v
feci redlnych c¢asti Floquetovych exponentii rovnice , které hraji v otazce jeji
stability podobnou roli jako koteny charakteristické rovnice prislusné dife-
rencialni rovnici s konstantnimi koeficienty .

Diikaz véty[3.1l Pro libovolné feSeni x rovnice oznadéime
lz@®)[| = lz()| + [2'(¢)| proteR.

Tvrzeni Pfedpokléddejme, ze Floquetovy multiplikdtory g1, 02 spliiuji |o1] < 1,
lo2] < 1 a necht z je libovolné feseni rovnice (L), to > 0 je libovolny bod.
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Vsimnéme si, ze je-li z1, o fundamentalni systém feSeni rovnice , pak
x(t) = c121(t) + cawa(t) prot € R, (3.1)
kde ¢y, co splnuji
z(ty) = c1w1(to) + cama(to), 7' (to) = 12 (to) + cazhy(to),
tj. c1, co jsou dany vztahy
_ 2lto)as(to) — 2'(to)aato) — _  z(to)21(to) — 2'(to)a1 (to)
Wz, z2](to) ’ Wz, x2](to)
Piipomenime, ze Wz, x2] znadl wronskidn Teseni x1, x4, ktery je definovén vzta-
hem W{z1, 2] (t) := z1(t)x5(t) — zf (t)z2(t) pro t € R.

(3.2)

(A) Nejprve predpokladejme, ze o1 # 2. Pak jsou g1, 02 bud obé redlnd nebo
komplexné sdruzend, nebot jsou to feseni kvadratické rovnice (2.2) s redlnymi
koeficienty.

Pripad (A1): 01 # 02 a 01,02 € R.
7 ééstitvrzenivyplyvé, Ze existuji linedrné nezavisla reseni x1, x2 rovnice
tvaru (2.5)), kde @1, 92 € AC’}OC(R) jsou 2w-periodické funkce. Polozme

In In
B = — o1 By |oa]
w w

Derivac{ vztahi (2.5) dostaneme
ek (@) = |2k ()] + |25 = e {or ()] + | = Brer(t) + w%(t)ﬂ

prot € Rak =1,2. Funkce @1, ¢}, @2, ph5 jsou periodické, existuje proto konstanta
N1 > 0 nezavisla na Teseni x a bodu ty takova, ze

lzr @) < Naie ™ proteR, k=1,2. (3.3)
Z (2.5)) navic dostaneme

Wz, z2](t) = [sm(t)( — Bapa(t) + (1)) — (= Brpa () + gog(t))gpz(t)} e~ (BrtBa)t

pro t € R. Jelikoz jsou feseni x1,zo linearné nezavisld, pro jejich wronskian plati
Wz1,x2](t) # 0 pro t € R, coz spolu s periodi¢nosti funkei ¢1, ¢}, @2, @5 zarudi,
Ze existuje konstanta A; > 0 nezavisld na feseni x a bodu ¢y takova, Ze

|Wzy,22)(t)] > Ay e” BBt pro ¢ e R. (3.4)
Na druhé strané, konstanty c1, co dané vztahy (3.2) splnuji
|z (to)a (to) — =" (to)xx(to)| _ [lz(to)ll llzx (to) |

C3—k| = < ok=1,2
-t Wlar, 2]t Wlar,al(to)]
a pouzitim odhadu (3.3)) a (3.4 ve vztahu (3.1) dostaneme
[z@)[ < lealllz1 @) + le2|[lz2@)]]
Nap e~ Bato B Nap e Pito 3
S ||:L'(t0)|| A1 67(314"»:32)750 NAle /Blt+ NAle B2t

Ay e=(Bi+82)to
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N2
_ AAl (%) e P1(t—to) +e*f82(t*t0)] prot >tg.
1

To vSak znamena, ze

2N3
@l < =4 lla(to)ll ™) prot > to,
1

kde 8 = min{S;, B2} > 0, coz vzhledem k tvrzeni|1.3(c)| a libovolnosti feseni x a
bodu ty zarudi, ze je rovnice exponencialné stabilni.
Pripad (A2): 01 # 02 a 01,02 € C\ R, 02 = 07.

7 ééstitvrzenivyplyvé,, Ze existuji linedrné nezavisla feseni x1, x5 rovnice

tvaru (2.8) a (2.9), kde 0o = |o1] a 1, 2 € AC],.(R) jsou w-periodické funkce.

Polozme o1
In |o

By = ———.

w
Derivaci vztaht (2.8)), (2.9) a pouzitim periodi¢nosti funkef o1, ¢}, p2, 4 zjistime,
Ze existuje konstanta N4o > 0 nezavisla na feseni x a bodu ty takova, ze

llzk()| < Nage ™t proteR, k=1,2. (3.5)
Z (2.8)) a (2.9) navic dostaneme

Wz, zo](t) = g(wf(t) +05(1) + 1) 5 (t) — ) (B pa(t) | €77 prot € R,

JelikoZ jsou feseni x1, zo linedrné nezavisla, jejich wronskidn Wzq, z2] je nenulovy
na R, coz spolu s periodi¢nosti funkei 1, ¢, w2, @5 zarudi, ze existuje konstanta
As > 0 nezavisla na Teseni x a bodu ¢ty takova, ze

|Wx1,z2](t)] > Asg e 23t proteR. (3.6)
Nyni analogicky jako v predchozim pripadé ze vztahu (3.1), (3.2), (3.5) a (3.6)

vyplyva
2

2N (i
()] < TQAQ l(to)[| e+ pro ¢ > to,

kde 3 > 0, coz vzhledem k tvrzeni|1.3(c)|a libovolnosti FeSeni = a bodu tg zarudi,
Ze je rovnice (L)) exponencidlné stabilni.

(B) Déle predpokliddejme, Ze o1 = 2. Pak p1,01 € R, nebot jsou to feSeni
kvadratické rovnice (2.2)) s redlnymi koeficienty, a z ¢asti tvrzeni vyplyva,
Ze existuji linedrné nezdvisla FeSeni 1,29 rovnice (Lf) spliiujici bud (2.6) nebo
2.7), kde 0o = 01 a @1, 92 € ACL.(R) jsou 2w-periodické funkce. Polozme

In |01
Y

w
Pripad (B1): 01 = 02 & x1,z2 jsou tvaru (2.6).

Analogickym zptisobem jako v ¢asti (A1) dokdzeme, ze existuji konstanty Np; >
0 a By > 0 nezavislé na feseni x a bodu ty takové, ze

2N3
@l < = la(to)l| e =) prot > to,
1
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coz vzhledem k tvrzeni|l.3(c)|a libovolnosti feseni x a bodu ¢y zaruéi, ze je rovnice
(L) exponencidlné stabilni.

Pripad (B2): 01 = 02 & x1,z2 jsou tvaru (2.7]).

Pak
2y (t) = e Pty (t),  ah(t) = e P [t (t) + Ya(t)] prot R, (3.7)
kde
P1(t) = —Bapr(t) +¢1(t), Ya(t) := —Bapa(t) + @1(t) + ¢a(t). (3.8)
Ze vztahu a dostaneme vyrazy
x(t) = m [W1(t,t0)m(t0) + Wz(t,to)x’(to)] prot € R (3.9)
() = m (Wit to)a(to) + Wi(t.to)a’(10)] prote B, (3.10)
v nichz

Wit to) i= €00 |1 (1) (to) — 02 (8)01 () — (£ to)pa (8)01 (to)|

Wi(t, tg) 1= e~ Fr(iFto) :(t —to)p1(t)p1(to) + w1(to)pa(t) — <p1(t)<p2(to): ;

Wi(t, tg) := e~ Pa(tHto) :¢1 (t)h2(to) — 1 (to)¥2(t) — (t —to)¥1(t)Yn (to): ;

Wit to) 1= e PF10) | (£ —10)¢1 (to)1h1 (t) + @1(to)1ha(t) — pa(to)vr(t) |-
Vzhledem k (3.8) a periodi¢nosti funkei ¢1, ¢}, @2, s odtud vyplyvé, Ze existuji
konstanty Ngz >0 a Nf§2 > 0, k = 1,2,3,4, nezavislé na feSeni x a bodu ty

takové, ze
Wi(t, to)] < [Kf}gz(t — o) + Kf};z] e tH) ot >ty k=1,2,3,4. (3.11)
Na druhé strané, z , a dostaneme
Wiz, x)(t) = [wl(t) (t1(t) +¥2(t) — (1) (ten (1) + 902(75))} o 20t

= [‘Pl(t)%(t) - <P2(t)¢1(t)} e”28st proteR.

Jelikoz jsou FeSeni x1, x5 linedrné nezdvisld, jejich wronskidn Wxzy, 23] je nenulovy
na R, coz spolu s periodi¢nosti funkei 1, ¢, p2, ¢4 zarudi, ze existuje konstanta
By > 0 nezavisld na Teseni x a bodu ty takova, ze

|Wzy,z2](t)| > Bae 2P prot € R. (3.12)
Tudiz, pouzitim odhadu (3.11)), (3.12) ve vztazich (3.9)), (3.10) ziskdme
()] = l=(®)] + [ ()]
| WA (L, to)| + [Ws(t, to)]
Wy, z2(to)|

| |W2(t7t0)| + |W4(t7t0)|

< |z(to) (W [21, 2] (o)

+ |2 (to)
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4
< kz::1|Wk(t,t0)| 5(to)] < [Npa(t — to) + Npo] e~ Palttto) ]
= [Wxy, x2](to)] Tl = By e—2Bito z(to
N N
- ; H(E -ty +% e“”‘”] Je(to)ll pro ¢ to,
2 2

kde Ngz = Zk 1 B2 a NBz = Zk 1 32 Nyni si jesté vSimnéme, ze existuje
M > 0 takové, ze

ze Pr < M e~ 3Pz pro z > 0,

a proto dostavime

NpM N 1y(t—
()| < (%22+ Bf) la(to)]| e #5410 prot > ¢,.

where 84 > 0. Tento odhad vzhledem k tvrzeni [1.3(c)| a libovolnosti feseni = a
bodu tg zarudi, ze je rovnice (L) exponencidlné stabilni.

Tvrzeni Predpokléddejme, ze Floquetovy multiplikdtory g1, 02 spliiuji 1] > 1.
Ziejmé bud o1 € R nebo g1 € C\ R.

(A) Nejprve predpokladejme, ze o1 € R. Z ¢sti a tvrzeni vyplyva,
7e ma rovnice netrividlni feseni z; splniujici

Inleil,

xz1(t) =e = ‘pi(t) proteR,

kde 1 € AC,.(R) je 2w-periodické funkce. Existuje tedy bod t* € R takovy, Ze
1(t*) # 0. Pak
lu

z1(t" + n2w) = e Fn2) o) (t* 4+ n2w) =

ln

le1l
eyl (4= +n2w)(p1( ) pI‘OTLEN,

a proto

nleil 4=
lim |2y (#° +n2w)| = Tim oy (£7)] e s 29 — fog
n—-+o0o

n—-+o0o

nebot |g1] > 1. Odtud dostévame
limsup (|1 (¢)] + |2 (¢)]) > limsup |21 (t)] = 400,
t—+oo t—+oo

coz vzhledem k tvrzeni zaruci, ze je rovnice nestabilni.

(B) Nyni pfedpoklddejme, ze p; € C\ R. Pak go = 971, nebot jsou g1, g2 TeSeni
kvadratické rovnice s redlnymi koeﬁcienty, a z casti|(3 [.] tvrzem 2.5\ vyplyvd, Ze
existuji linedrné nezavisla feseni x1, xo rovnice (L) tvaru (2.8] kde 0o = |o1]
a @1, € AClloc(R) jsou w-periodické funkce. Prlmym vypoctem lze jednoduse
overit, ze

2i(t) +a5(t) =2 e (1 (t) +¥3(t)) proteR. (3.13)
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JelikoZ jsou x1, xo linedrné nezavisla feseni homogenni rovnice , funkce 1,z
nemohou mit Z4dny spoleény nulovy bod. To vak znamena, Ze 3 (t) + @3(t) > 0
pro kazdé t € R, coz vzhledem k periodic¢nosti funkei o1, o zaruci, ze

m := min {gp?(t) +p3(t) it € R} > 0.
Ze vztahu (3.13]) proto dostavame

1n oy
lim sup (x%(t) + x%(t)) > limsupme? = ! = +oo0,

t—+oo t—+oo

nebot |g1] > 1. Odtud vyplyva, ze

limsup |z1(t)| = +00, mnebo limsup |za(t)| = +oo,
t—+00 t—+o0

coz vzhledem k tvrzeni zaruci, ze je rovnice nestabilni.

Tvrzeni Predpokladejme, ze Floquetovy multiplikdtory g1, 02 splnuji o1, g2 €
R, |o1] = 1 a |o2| < 1. Z &sti[(T)| tvrzeni 2.5 vyplyva, Ze existujf linedrné nezavisla
feseni x1,x9 tvaru

Inleal ,

nt) = @i(t), wa(t) = pa(t) proteR,
kde @1, p2 € AC],.(R) jsou 2w-periodické funkee. Derivaci téchto vatahti ziskdme

nlool , |1
el St M(pg(t)—&—@/z(t) prot € R

7y (t) = 1 (t), a(t) =
a vzhledem k predpokladu |g2| < 1 a periodi¢nosti funkei o1, @], 2, s odtud
dostavame

sup {|xk(t)| + |z (t)] - t > O} <400 prok=1,2.

Jelikoz je kazdé Teseni rovnice linearni kombinaci fundamentalniho systému
Feseni x1, xa, z tvrzeni|l.3(a)| vyplyva, Ze je rovnice (L) stabilni. Netrividlni reseni
x1 rovnice (L] je vsak periodické, a proto uzitim tvrzeni|l.3(b)|zjistime, Ze rovnice
neni asymptoticky stabilni.

Tvrzeni [(4)} Necht Floquetovy multiplikdtory o1, 02 splituji 01,00 € R a |g| =
lo2] = 1. Pak 01 = 02, nebot jsou to Feseni kvadratické rovnice (2.2)).

(A) Nejprve predpokladejme, ze je kazdé Feseni rovnice (L} periodické. Libo-
volné netrividln{ feseni x rovnice pak spliiuje podminku (1.2]) (jeho derivace je
totiz také periodickd funkce), avsak nespliiuje podminku (|1.3). Z tvrzeni tak
vyplyvd, Ze je rovnice (L} stabilni, ale neni asymptoticky stabilni.

(B) Nynf predpoklddejme, Ze je rovnice stabilni, a pripustme, Ze mé FeSeni,
které neni periodické. Pak z casti tvrzeni vyplyva, ze existuji linedrné
nezavisla feseni x1, xo rovnice splnujici

x1(t) = @1(t), x2(t) = tp1(t) + ¢2(t) prot € R, (3.14)
kde @1,p2 € AClloc R) jsou 2w-periodické funkce. Je zfejmé, Ze existuje t* > 0
takové, Ze ¢1(t*) # 0. Z (3.14)) pak dostdvame
2 (t* + n2w) = (t* + n2w)e1 (t* + n2w) + p2(t* + n2w) pron € N,
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odtud vyplyva
lim sup |z (t* + n2w)| = limsup | (t* + n2w)e1 (t*) + a(t)]

n—-+o00 n—-+o0o

> limsup [( + n2) 1 ()] — [ipa(t")]] = +oo.

n—-+00

Reseni zo neni tedy ohrani¢ené na [0, +00), coZ je vzhledem k tvrzeni ve
sporu se stabilitou rovnice .

Tvrzeni Predpokladejme, ze Floquetovy multiplikdtory g1, 02 splnuji o1, 02 €
C\R a |o1| = |o2| = 1. Pak g2 = o1, nebot jsou to feSeni kvadratické rovnice
s realnymi koeficienty, a z ¢asti tvrzeni vyplyva, zZe existuji linedrné
nezévislé feSeni x1, zo rovnice tvaru

Ut It
z1(t) = ¢1(t) cos o 2(t) sin - Pro teR, (3.15)

0 It
z2(t) = 1 () sin o @a(t) cos - bro teR, (3.16)

kde @1, € AC],.(R) jsou w-periodické funkce a 9 € (—7,0) U (0, 7).

Derivaci vztaht (3.15)), (3.16) a pouZitim periodi¢nosti funkei @1, ¢!, w2, @5 zjis-
time, ze jsou feseni x1,xs ohrani¢end na R spolu se svymi derivacemi. Jelikoz je
kazdé feseni rovnice (L|) linedrni kombinaci fundamentdlniho systému feseni 1, 2,

7z tvrzeni @ vyplyva, Ze je rovnice (L)) stabilni.
Na druhé strané, ze vztaht (3.15)), (3.16) dostaneme

22(t) 4+ 22(t) = 2(t) + ¢3(t) prot €R. (3.17)

Je-li

tlgrnoo x1(t) =0 a zéroven t_l:+moo xa(t) =0,

pak z (3.17)) ziskdme
: 2 2 _
lim (wl(t) + wg(t)) =0,

coz neni mozné, nebot 1, @9 jsou netrivialni periodické funkce. Proto

t

bud limsup|zi(¢)] >0, nebo limsup|zs(t)] > 0,
t— t—

+o0 t+oo
odkud vzhledem k tvrzen{ vyplyvé, Ze rovnice nen{ asymptoticky sta-
bilni. O

4. ZAVERECNE POZNAMKY

Véta[3.1ludéva kompletni popis stability rovnice (L)) v feéi jejich Floquetovych mul-
tiplikdtort. Jednotliva tvrzeni vSak bohuzel neobsahuji efektivni kritéria stability
a nestability, nebot Floquetovy multiplikdtory nelze obecné jednoduse vypocitat.
Mozné pouziti této véty k dikazu jednoduchych kriterii, jejichz predpoklady lze
snadno ovéfit, jsme ukdzali v piispévku [2]. Je v ném také diskutovdna souvislost
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Floquetovych charakteristickych exponentu s tzv. Ljapunovovymi charakteristic-

kymi exponenty objevujicimi se ¢asto v nelinedrni dynamice, a je ukazano, jak

lze Floquetovu teorii pouzit v dikazu stability dolniho ekvilibria matematického
kyvadla s vertikdlné oscilujicim zavésem.

Vétu jsme dokazali pouzitim jednoduchého aparatu matematické analyzy.
Podstatnou roli v dikazech vsak hralo tvrzeni 2.5 o moZzné reprezentaci funda-
mentalniho systému Feseni rovnice v feci Floquetovych multiplikatoru, k jehoz
dukazu jsou potieba pokrocilejsi partie Floquetovy teorie (viz [3, dikaz véty 2.6]).
Jednotlivd tvrzeni véty [3.1] jsou samoziejmé v souladu s fakty zndmymi pro line-
arni soustavy diferencidlnich rovnic s periodickou maticovou funkei (viz napt. [4]
kapitola 2.7]):

(a) Cast iika, ze lezi-li oba Floquetovy multiplikdtory uvnitf jednotkového
kruhu v komplexni roviné, pak je rovnice exponencialné stabilni. Asympto-
ticka stabilita v tomto pripadé vyplyva z Floquetovy teorie, dikaz exponen-
cidlni stability potiebuje dalsi drobnou analyzu.

(b) Caést fiké, ze lezi-li alespon jeden Floquettv multiplikdtor vné jednotkového
kruhu v komplexni roviné, pak je rovnice nestabilni.

(c) Céasti tikaji, ze lezi-li Floquetovy multiplikatory v jednotkovém kruhu
v komplexni roviné, avsak alespon jeden multiplikator lezi na jeho hrani¢ni
kruznici, pak je rovnice bud stabilni (ale ne asymptoticky stabiln{), nebo
nestabilni. Z Floquetovy teorie je zndmo, Ze v takovém piipadé je rovnice (L)
stabilni pravé tehdy, kdyz kazdému multiplikdtoru lezicimu na hrani¢ni kruz-
nici odpovidaji pouze linedrni elementarni déliteléﬂ V castech a jsou
Floquetovy multiplikatory jednoduché, a proto jim odpovidajici elementarni
délitelé jsou linedrni. Z ¢asti|(4)| pak vyplyva, Zze dvojndsobnému Floquetovu
multiplikdtoru lezicimu na hraniéni kruznici odpovidaji linedrni elementarni
délitelé pravé tehdy, kdyz jsou vSechna feSeni rovnice periodicka.
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ANALYZA PROBLEMU CYKLICKEHO PRONASLEDOVANIi

VENDULA KUCEROVA

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek se zabyva analyzou problému cyklického pronasledovani,
ktery se objevuje v riznych oblastech aplikované matematiky. Cilem je sestavit ma-
tematicky model pohybu n bodu (jedinct), kde kazdy sleduje svého souseda podle
pfedem stanovenych pravidel. Pohyb téchto bodu je popsan soustavou diferencial-
nich rovnic, na jejimz zékladé je analyzovana trajektorie pohybu a stanovena doba
prondsledovani. Teoretické vysledky jsou podporeny grafickou vizualizaci pro rizné
modifikace. Clanek obsahové vychézi z autoréiny bakaldiské prace [4].

1. Uvop

V roce 1732 francouzsky matematik Pierre Bouguer publikoval a nésledné i vyfesil
problém, ktery je dnes povazovan za prvni v oblasti pronasledovacich tloh. V této
klasické tloze miii pronasledovatel v kazdém okamziku pfimo na svij cil, ¢imz
Vytvaii tzv. prondsledovaci krivku (pursuit curve).

V roce 1877 Edouard Lucas koncept zobecnil na tzv. cyklické prondsledovdni.
V jeho slavném zadani, znamém jako ,problém tii psi“, jsou psi umisténi do
vrcholtl rovnostranného trojihelnika a kazdy z nich zac¢ne soucasné pronasledovat
svého souseda stejnou konstantni rychlosti. Henri Brocard kratce nato ukézal, ze
vyslednou trajektorii kazdého psa je logaritmicka spirdla. V literature se problém
cyklického prondsledovani ¢asto ilustruje na tzv. problému ¢étyt brouku, ktery se
stal jednim z nejzndméjsich modelovych piikladi této tlohy [6].

V tomto ¢lanku se postupné zamérime na sestaveni matematického modelu pro
n bodu. Za¢neme jiz zminovanym pripadem ¢tyi brouku ve vrcholech étverce, pre-
jdeme k zobecnéni pro pravidelné n-tuhelniky a v zdvéru prodiskutujeme i chovani
systému v nesymetrickych p¥ipadech.

2. PROBLEM CTYR BROUKU

NejnazornéjsSim pripadem pro pochopeni problému je situace, kdy ¢tyfi brouci
startuji z vrcholii ¢tverce. Tento model nejlépe demonstruje zakladni dynamiku
celého systému.

2020 MSC. Primarni 9N75; Sekunddrni 91A24,34A05.

Klicova slova. Cyklické pronasledovani, problém n brouki, pronasledovaci kfivka, diferenci-
alni rovnice, matematicky model.

Clének vznikl na zakladé bakaldiské prace autora v oboru Matematické inZenyrstvi na FSI
VUT v Brné. Vedouci prace byl Jan Cermék z Ustavu matematiky FSI VUT v Brné.
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2.1. Zadani

Brouci jsou na zacatku umisténi do vrcholl ctverce. V case ¢ = 0 zacne kazdy
brouk pronésledovat svého souseda proti sméru hodinovych rucicek. Vsichni se
pohybuji stejnou (konstantni) rychlosti a v kazdém okamziku mif{ pfimo na svého
souseda [3].

Problém A: Jakou kiivku opise kazdy brouk?
Problém B: Jak dlouhd bude draha, kterou kazdy brouk urazi, nez se
potkaji? Za jak dlouho dojde k setkani?

2.2. Matematicky model

Brouci A, B, C, D tvori vrcholy ¢tverce o strané a. Pocatek polarni soustavy kla-
deme do stredu ¢tverce O. V libovolném case t se brouk A nachazi ve vzdalenosti
r(t) od stfedu. Diky symetrii se vsichni brouci pohybuji po stejnych trajektoriich,
pouze vzdjemné otoenych o 7/2.

Obrazek 1. Geometrie brouku ve ¢tverci.

Vektor rychlosti v brouka A sméfuje v kazdém okamziku do bodu B. Tento
vektor rozlozime v poldrnich souradnicich na slozku radidlni v, a tangencidlni v,.
Pro dplnost uvedme, jakym zptsobem je vektor rychlosti rozlozen v polarnich
soutadnicich. Poloha bodu je popsana v komplexni roviné ve tvaru
p(t) = r(t) e,
odkud pro rychlostni vektor plyne
d dr . oy dw
= —p(t) = —e?® 1 ir(p)elr® 22
V(D) = GPl) = e HirMery

Vektor el predstavuje jednotkovy radidlni vektor ve sméru priivodice, zatimco ie'?
je jednotkovy tecny vektor kolmy na radialni smér. Odtud dostaneme standardni
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tvar radialni a tangencidlni slozky rychlosti
dr de
e Vo =T 3
7 geometrie ¢tverce plyne, ze vektor rychlosti svird s pruvodicem konstantni
thel 7/4 a na zdkladé toho mizeme jednotlivé slozky zapsat takto:

Vy =

& veos(Z) =022, 0
T(il—f —vsln(Z) :Ug- (2)

2.3. Reseni

2.3.1. Problém A: Uréeni trajektorie. Abychom ziskali pfimo zavislost r(¢),
vyuzijeme Fetézové pravidlo

dp _ dedr
dt dr dt
do néhoz dosadime slozky rychlosti (1)) a . Odtud plyne
dp 1
e

. . -y s . V2
Separaci proménnych a vyuzitim pocétecni podminky 7(0) = a5

rlp) = ale. 3)

Kazdy brouk opisuje logaritmickou spirdlu, kterd za¢ina ve vrcholu ¢tverce (¢ = 0)
a pii rostoucim ¢ konverguje ke sttedu O, viz. obrézek [2]

ziskavame TeSeni

2.3.2. Problém B: Délka driahy a doba pronasledovani. Délka oblouku
v polarnich soufadnicich je ddna vztahem [5

S = / \/ +r2dgp

Poznamenejme, ze meze integralu jsou dany jako ¢ € [0, 00). Pronasledovaci kiivky
brouku jsou logaritmické spiraly, které nemaji v roviné konecny prisecik, ale pri
 — oo konverguji k pocatku souradného systému. K setkani broukt proto dochazi
az v limitnim bodé r — 0, coz odpovida prave limité ¢ — co. Horni mez integralu
je tedy rovna nekonecnu.

Po dosazeni do tohoto vztahu dostaneme

S':/ ae” ¥ de.
0

Nevlastni integral vycislime jako limitu:

S = lim (/ ae” ¥ d(p) = lim [—ae‘“’]g
T—>00 0 T—00
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Obrazek 2. Pronéasledovaci kiivky pro a = 1.

Protoze e — 0 pro 7 — oo, plati
S =a.

Kazdy brouk tedy urazi drahu rovnou strané ctverce.

Zbyva stanovit cas, za ktery k prondsledovani dojde. Vzhledem k tomu, ze se
brouci pohybuji stejnou rychlosti v, lze jej vyjadrit jako podil délky drahy a rych-
losti

2.4. Symetrie ¢tverce

V zavéru predchozi kapitoly jsme ukézali, ze v pripadé ¢tyt broukt ve vrcholech
Ctverce je celkova urazend draha rovna pocatecni délce jeho strany, tedy S = a.
Na tuto skutecnost lze nahlédnout i z jiné strany a to bez pouziti diferencidlnich
rovnic.

Diky symetrii ztustavaji brouci po celou dobu prondsledovani ve vrcholech smrs-
tujiciho se a soucasné rotujictho ¢tverce. Kazdy brouk se tedy pohybuje po tecné
ke kruznici opsané tomuto ctverci a urazi drahu odpovidajici pocatecni délce jeho
strany.

Tuto myslenku ilustruje obrazek |3 kde jsou v diskrétnich casovych okamzicich
zobrazeny po sobé jdouci konfigurace ¢tverce. Je vsak treba zduraznit, ze tento
argument je zalozen vyhradné na symetrii ¢tverce. Uhel mezi sousednimi trajek-
toriemi je zde v kazdém okamziku roven /2, a proto se strany ¢tverce zkracuji
stejnou rychlosti, jakou se brouci pohybuji. V obecném piipadé tato vlastnost
neplati.
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Obrazek 3. Smrstujici se ctverce pri cyklickém pronasledovani.

3. ZOBECNENY PROBLEM n BROUKU V PRAVIDELNEM n-UHELNIKU

V nasledujici ¢asti rozsifime predchozi analyzu na obecny pripad n brouki ve
vrcholech pravidelného n-tthelniku.

3.1. Zadani

Uvazujme n brouki umisténych ve vrcholech pravidelného n-tthelniku. V ¢ase t = 0
zacne kazdy brouk pronasledovat svého souseda proti sméru hodinovych rucicek.
Vsichni brouci se pohybuji stejnou rychlosti a v kazdém okamziku smétruji primo
na prondsledovaného brouka [6].

Problém C: Jakou kfivku opise kazdy brouk?
Problém D: Jakd je délka drahy urazené kazdym broukem do okamziku
setkani a za jak dlouho k setkani dojde?

3.2. Matematicky model

Obrazek [4] zobrazuje konfiguraci pro libovolné dva sousedni brouky A a B umisténé
v pravidelném n-thelniku. Zvolime polarni souradnicovy systém s pocatkem ve
sttedu O a thlem ¢ = 0 totoznym s vodorovnou osou. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladame, Ze brouk A se v ¢ase t = 0 nachézi na této ose.

Brouk A se pohybuje pifimo smérem k brouku B rychlosti v. Vektor rychlosti v
rozlozime v polarnich soutadnicich na radidlni a tangencialni slozku. Z elementarni
geometrie vyplyva, ze tyto slozky maji tvar
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(9] o v, A

Obrazek 4. Geometrie prondsledovani v pravidelném n-thelniku.

d

vr—d—:;——vsinf7 (4)
dy

Vp =T gy = UCOS (5)

3.3. ReSeni
3.3.1. Problém C: Tvar trajektorie. Dosazenim slozek a vektoru rych-
losti do Tetézového pravidla ziskame diferencialni rovnici

d

T tan” dep.

r n

Jejim TeSenim separaci proménnych s poéateéni podminkou r(0) = r¢ dostaneme

r(p) =roe ?tmn, (6)
coz je rovnice logaritmické spirdly. Vsechny trajektorie jsou shodné az na rotaci o
thel 27” Pro n = 4 se vyraz redukuje na piipad ¢tverce.

3.3.2. Problém D: Délka drahy a doba do setkani. Pro vypocet drahy,
kterou brouci urazi, vyuzijeme stejného postupu jako v predeslém pripadé. Plati

tedy
%) d 2
S:/ 1/<T> +r2dy
0 de
Po dosazen{ ziskané trajektorie (6) a vycislenim integralu obdrzime

5=_"0

T (7)

S1n n



ANALYZA PROBLEMU CYKLICKEHO PRONASLEDOVANI 59

Doba do setkani plyne piimo ze vztahu mezi drahou a rychlosti,

S To
T:—: -
v vSsm —

n

3.4. Drahy pro néktera n
7 geometrie pravidelného n-tthelniku plyne, ze pocatecni vzdéalenost mezi dvéma
sousednimi brouky je
T
a(0) = 2rqg sin —.
(0) = 2rosin ©
Odtud vyjadiime rg:
a(0)

2sin &’
n

To

Dosazenim tohoto vztahu do vzorce pro drahu dostavame vysledny vyraz

Tento vztah umoznuje primo porovnat délku drahy urazenou brouky pro ruzné
hodnoty n v jednotkéch pocateéni vzdalenosti a(0).

Tabulka 1. Délka drdhy S pro vybrand n (v jednotkéch a(0)).

2,65597
3,41421
4,27432
5,23607
100 506,77262
1000 50660,75849

© 0w N o ot ok w N3
\.H
g
=
\]
[N}
=

—
o

7 tabulky je patrné, ze s rostoucim n roste i délka drahy. V limité n — oo se
n-uhelniky blizi pfislusSnym kruznicim a brouci se nikdy nepotkaji, coz odpovida
intuitivnimu chovani cyklického pronésledovani na kruhu.
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3.5. Grafické vizualizace
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Obrézek 5. Prondsledovaci kiivka pron = 3. Obrazek 6. Pronésledovaci kiivka pro n = 5.
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Obrazek 7. Pronéasledovaci kiivka pro n = 6. Obrazek 8. Pronasledovaci kiivka pron = 8.

4. MORLEYHO NESYMETRICKY PROBLEM TRI BROUKU

Tento problém redukuje konfiguraci na tii brouky, ale bez pocateéni symetrie —
vychozi trojuhelnik je obecny, nikoli pravidelny. Klicovou otazkou je moznost ne-
soucasného setkani. Ukdzeme, Ze brouci se musi setkat souc¢asné a ze k setkani
dojde v koneéném ¢ase (postup i dikazy vychézeji z [3] [6]).

4.1. Zadani

Mégjme nepravidelny trojuhelnik s vrcholy A, B a C. Do téchto vrchold umistime
brouky, které oznac¢ime souhlasné s vrcholy pismeny A, B a C. Strany trojuhelniku
oznaéime podle jejich proté&jsiho vrcholu. Uhly u vrcholi oznadime o, 3, . Brouci
se pohybuji stejnou konstantni rychlosti v a kazdy brouk pronasleduje ptimo svého
souseda proti sméru hodinovych rucicek.
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Problém E: Dokazte, Ze se vSichni brouci setkaji zarovern.
Problém F: Ukazte, Ze k setkani dojde za konecny cas.

4.2. Matematicky model

Obrazek 9. Rychlosti broukt v nepravidelném trojihelniku.

Zavedeme pojem uzaviraci rychlosti — jde o rychlost, s niz se zkracuje délka
strany vlivem vzajemného pronésledovani. V pripadé ¢tverce byla uzaviraci rych-
lost rovna rychlosti brouka, protoze tihly mezi vektory rychlosti a spojnicemi sou-
sedt byly vzdy /2.

V obecném (nesymetrickém) trojihelniku je situace odlisnd, protoze vektor
rychlosti pronasledovaného brouka neni kolmy na spojnici s pronasledovatelem.
Uvazujme stranu a, kterd spojuje brouky B a C. Brouk B se pohybuje primo
smérem k brouku C' s rychlosti vy, kterd primo zkracuje stranu a. Brouk C' smé-
fuje k brouku A a jeho rychlost v, méa vici strané a pouze slozku v,,, tj. projekci
do sméru strany a. Celkova uzaviraci rychlost strany a je souctem téchto dvou
prispévku:

Vuz,a = |’Ub‘ + |U0b|'

Protoze se délka strany zmensuje, derivace strany a podle ¢asu je rovna zaporné
vzaté uzaviraci rychlosti. Predpokladame-li pro zjednoduseni jednotkovou rychlost
pohybu (v = 1), ziskdvame analogickym postupem pro vSechny strany nasledujici
soustavu diferencialnich rovnic:
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%:—(1+cos'y), (8)
%:—(1—4—005@), 9)
% = —(1+cos ), (10)

kde si uvédomujeme, ze kromé velikosti stran a, b, c se ¢asem méni také velikosti
ahla «, 8,7, které jsou funkcemi ¢asu.

4.3. Dynamika vnitifnich dhla

Abychom pochopili, jak se trojihelnik béhem pronésledovani méni, musime odvo-
dit ¢asovou zavislost vnittnich hli. Vychodiskem je kosinovéa véta pro thel a:

a? =b% + ¢® — 2bccos o,

kterou zderivujeme podle ¢asu:

da db de de db . do
aazba—i—cg—(ba—&—cg)cosa—l—bcsmaa. (11)
Do tohoto vztahu dosadime diive odvozené rovnice pro zmény délek stran , @[),
(10). Pro nésledné zjednoduseni vyrazu vyuzijeme specifickou trigonometrickou

identitu
b(1 — cosacos B + sinasin 8) = ¢(cosa — cos ) + a(1 4 cos ).

Dosazenim této identity do zderivované kosinové véty (|11)) dojde k eliminaci vétSiny
¢lent, ¢imz se vztah redukuje na diferencidlni rovnici pro derivaci thlu a:
da  sina  sinf
dt b c
V zadani jsme si oznaceni stran a uhla zvolili libovolné, coz umoznuje cyklickou
transformaci. Soustavu pro zménu hlu « lze tedy analogicky prepsat i pro thly
B a y prejmenovanim proménnych

a—=v,a—c y—=>p,¢c—=b f—a b—a.

Nasledujici soustava popisuje ¢asovou zménu vSech 1hld trojuhelniku v zavis-
losti na aktudlnich délkéach stran.

da sina  sinf

 _ — 12
dt b ¢’ (12)
dg sinfg sinvy

- — 1
dt c a ’ (13)

dy siny sina
dt a b -
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V dalsi ¢ésti textu se zamérime na Problém E a Problém F. Nejprve ukazeme,
Ze brouci se v nesymetrickém trojihelniku musi setkat soucasné, tj. ze existuje cas
te, pii kterém vsSechny strany trojihelniku konverguji k nule:

lim a(t) = lim b(t) = lim c(t) = 0.

t—st. t—t, t—te

Pozdéji v rdmci Problému F prokazeme, ze tento cas t. je konecny.

4.4. ReSeni Problému E — diikaz soucasného setkani

Ukéazeme sporem, Ze v obecném trojihelniku nemize dojit k postupnému setkani
broukt, nybrz ze vsichni tii se musi setkat soucasné. Po celou dobu pohybu brouci
tvori trojuhelnik, a proto pro vSechna t < ¢, plati

a(t)+ B(t) +~(t) =, 0<ao,B,y<m. (14)
Predpokladejme, Ze jako prvni se setkaji brouci A a B, zatimco brouk C je dostihne
az pozdéji, tj.
c—=0Aab»0 prot—t_,
kde t. je ¢as, kdy A dostihne B.

Protoze funkce a(t), b(t), c(t) jsou monoténné klesajici a nezdporné, existuji je-
jich konec¢né limity:

lim ¢(t) =0, lim a(t) = ao >0, lim b(t) = by > 0.

t—ts t—t, t—ic
V disledku toho pfimo vyplyva, ze pro t dostateéné blizka ¢t plati nerovnost

a b

- —-<0.
b ¢
Podle sinové véty plati
sina b
. —=-< Oa
sinf ¢

po upravé

sina  sinf
b c
Odtud a ze vztahu plyne (é—;“ < 0, tedy existuje g tak, ze

lim o =g < 7.
t—ty

Zaméifme se nyni na chovani thlu §. Pro vsechna ¢ € (0,t.) plati a(t) > ap a
zéroven y(t) € (0, 7). Ze vztahu proto dostavdme odhad
dg sing 1
—_— > - —. 15
dt c ag (15)
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Vzhledem k tomu, zZe # > 0, lze tento odhad upravit

g 1
— +—>0.
dt + apn -

d t
dt(5+%> > 0.

7 toho plyne, Ze vyraz v zavorce je rostouci a je shora omezen, existence limity
B(t) = Bo je tedy zajisténa.
Nyni zintegrovdnim nerovnosti na intervalu (0,t, ) dostdvame

t 0oy t
/ dﬂ>/ Smﬁdtf/ L
0 0 c o Qo

Po vyhodnoceni integréla a vyuziti limitniho chovani 3(t) — S piit — t_ ziskdme
nerovnost

Toto muzeme prepsat jako:

ao

Bo— B0) + = > /Otc sinf . (16)

Integrand na pravé strané je na celém integracnim intervalu kladny, nebot 3 €
(0,7) a c(t) > 0. Leva strana tedy predstavuje kone¢nou horni mez, z ¢ehoz plyne
existence daného integralu.

Pomoci vztahu provedeme substituci

de
1+cosf’

kterd je pfipustnd diky monoténnimu poklesu funkce ¢(t). Po tpravé mezi dostava

prava strana (16)) tvar
/ c© sinB  de
o l+4cosp ¢’

i P o
1+cosep

e(0) tan &
/ 2 de.
0 C

Existence tohoto integralu vyzaduje, aby pri ¢ — 0 platilo tang — 0, jinak by
integral divergoval. Tedy

dt =

S vyuzitim identity

[\

se integral prepise jako

lim B(t) = By = 0.

t—ts
Protoze strana c(t) se v jeden okamzik stane nejkratsi stranou, sinova véta impli-
kuje, Ze i protg&jsi thel v(t) je nejmensi a soucasné y(t) — 0.
Shrneme-li limitni chovani thl4, dostdvame

alt) = ag <, B(t) =0, ~(t) — 0.
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Odtud ale plyne
lim (a+B8+7) <m,

t—t,

coz je v rozporu s podminkou a+ 5+~ = 7 ((14)). Tento spor ukazuje, Ze predpoklad
postupného setkani je chybny a vsichni tfi brouci se musi setkat soucasné.

4.5. ReSeni Problému F — koneény &as setkani

V predchozi ¢asti jsme ukazali, ze pokud k dostizeni dojde, pak nutné probéhne
soucasné. Zbyva tedy dokazat, ze cas dostizeni . je konecny.

Seétenim rovnic (§)—(10) dostavédme

da db dc
T Tt 3 (cosa+cosfocosy). (17)

Protoze po celou dobu pohybu plati

a+/6+7:7r7 a?ﬂ’ﬂye(o’ﬂ)7
lze vyraz na pravé strané rovnice shora i zdola omezit.

Uvazujme funkci

fla, B,7y) = cosa + cos 8 + cos~.
Pomoci metody Lagrangeovych multiplikatoru lze ovérit, ze extrémni hodnoty této
funkce za vazebni podminky a+ 8+ v =7, a, 8,7 € (0, 7) nastavaji bud v bodé

7r
o = ﬁ == g,

nebo na hranici pfipustné oblasti v degenerovaném limitnim pf¥ipadé, kdy dva thly
konverguji k nule a tfeti k w. Témto konfiguracim odpovidaji hodnoty

3
,fmax:§a fmin:1~

Odtud plyne odhad

1 <cosa+cosf+ cosy <

N | W

Dosazenim do ziskame nerovnost

9 < % + ib + % < 4

2= dt  de  dt — 7
ktera plati po cely ¢as pohybu. Z toho vyplyva, Ze soucet délek stran

S(t) = a(t) + b(t) + c(t)
je klesajici funkce, omezena zdola nulou. Integraci této nerovnosti na intervalu
[0,¢] C [0, t.] dostavame

9

_it < S(t) — S(0) < —4t¢t.

Protoze S(t) > 0, existuje ¢as t. > 0, pro ktery
S(t.) = a(t.) + b(te) + c(t.) = 0.
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Vzhledem k nezapornosti jednotlivych délek stran a zarucené soucasnosti dostizeni
je soucasné

a(te) = b(t.) = c(t.) = 0.
Dosazenim t = t. do predchozi nerovnosti ziskdme odhad doby dostizeni:

9 5(0) 5(0)
_I < = < — — < < —
th_ S’(O)_ 4t, - 9/2 <t < 1

kde S(0) = a(0) 4+ b(0) + ¢(0). Odtud piimo plyne, Ze t. je konecny.
5. DALST MODIFIKACE ULOH

Cyklické pronésledovani umoziiuje fadu zobecnéni. Castou variantou je, ze kazdy
brouk v pravidelném n-thelniku neprondsleduje nejblizsiho souseda, ale brouka
vzdéleného o k vrcholu [7]. Pro k =1 jde o klasicky, symetricky piipad.

Uvazujme pravidelny n-thelnik opsany jednotkovou kruzmici (r(0) = 1) a po-
larni souradnicovy systém se stfedem v O. Brouk z vrcholu Vj pronésleduje brouka
ve vrcholu V.

Obrazek 10. Pronésledovani k-tého souseda.

Podle geometrie n-thelniku vyjadiime jednotlivé slozky vektoru rychlosti
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Pomoci goniometrickych identit
cos (E — 9) =sin 4, sin (E — 9) = cosf
2 2

muzeme slozky prepsat prfimo v polarnich soufadnicich

dr o psin BT
dt— vmn,
d k
rd—f:vcosi

Tyto slozky dosadime do fetézového pravidla a vzniklou diferencidlni rovnici vyte-
$fme metodou separace proménnych s po¢dtecni podminkou r(0) = 1. Vysledkem
je

r(p) = ot
Vidime, ze trajektorie brouka tvofi logaritmickou spirdlu smétujici ke stfedu n-
thelniku O.

Obréazek 11. Pronasledovaci kfivky pro k = 2, n = 5 vlevo a k = 3, n = 8 vpravo.

Pozndmka. Pokud by brouk mél pronédsledovat brouka vzdaleného vice nez po-
lovinu obvodu n-thelniku (k > %), je vhodnéjsi zvolit opac¢ny smér pohybu —¢,
aby trajektorie smérovala primo ke sledovanému cili.

6. DALSI MODIFIKACE ULOH

Dalsim zobecnénim je pronédsledovani na zakiivenych plochach, naptiklad na sfére
nebo hyperbolické roviné. Geometrie téchto ploch zptsobuje odlisné prubéhy tra-
jektorii, pfi¢emz v limitnim pfipadé sféra obsahuje Euklidovskou rovinu [IJ.

Problém cyklického unikani predstavuje opacny scénar, kdy kazdy brouk miri
od druhého. Numerickd pozorovani naznacuji konvergenci k pravidelnému poly-
gonu nebo linearni konfiguraci. V pripadé tii brouki limitni konfigurace tvori
rovnostranny trojihelnik, coz bylo formélné dokdzdno v [2].
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Tato zobecnéni ukazuji, ze klasicky problém cyklického pronésledovani lze roz-
$irit do Sirsi geometrické a dynamické oblasti, otevirajici cestu k novym analyzam
a modeltim.

7. ZAVER

V tomto ¢lanku jsme analyzovali problémy spojené s cyklickym pronésledovanim a
vytvorili modely pro rtzné varianty této tlohy, inspirované klasickym problémem
Edouarda Lucase.

Nejdrive jsme reSili problém ¢tyf broukua v ¢tvercové formaci. Tento piiklad
umoznil seznamit ¢tendre s principy cyklického pronasledovani, praci s polarnimi
souradnicemi a vypoctem prondsledovaci kiivky, délky drahy a casu setkani.

Déle jsme zobecnili tlohu na n broukt umisténych v pravidelném n-thelniku.
Odvodili jsme pronasledovaci krivky, délky drah a dobu setkani, ¢imz jsme ziskali
i feSeni puvodniho trojihelnikového problému.

Pro nesymetricky trojihelnik jsme sporem prokézali, Ze nesoucasné setkani
brouku neni mozné, a odhadli jsme dobu soucasného setkéani.

Na zavér jsme nastinili dalsi modifikace, napriklad pronasledovani k-tého sou-
¢i hyperbolické roviné a opacného problému cyklického unikani.

Cyklické prondsledovani je populdrni v zahrani¢nich publikacich, ale v Ceské
a slovenské literature zatim ma omezené zastoupeni. Tento ¢lanek tak poskytuje
vychozi rdmec pro dalsi rozvoj slozitéjsich modelt a jejich analyzu.
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KONECNE DIFERENCE A KVALITATIVNI ANALYZA
POSLOUPNOSTI

JAN PROKOP

ABSTRAKT. Clének se vénuje studiu koneénjch diferenci jakozto diskrétni analogii
spojitého diferencidlniho poctu. Na zdkladé vlastnosti diferenéniho operatoru jsou
odvozeny diskrétni verze vét o stfedni hodnoté a déle je vybudovana teorie lokal-
nich a globélnich extrému posloupnosti. Zvlastni pozornost je vénovana tzv. rozsire-
nym extrémum a jejich charakterizaci pomoci vyssich diferenci. Déle jsou odvozeny
podminky konvexnosti a konkdvnosti posloupnosti v zdvislosti na chovani jejich
diferenci. Uvedené vysledky poskytuji kompaktni aparat pro kvalitativni analyzu
posloupnosti. Na zavér prezentujeme aplikaci odvozenych vysledka na teoretickych
a aplikacnich prikladech.

1. Uvop

Diferencialni pocet predstavuje zakladni nastroj pro kvalitativni analyzu funkci.
V fadé problému, at uz praktickych nebo teoretickych, vSak prirozené vznikaji
diskrétni struktury, bud ve formé posloupnosti, feseni diferencnich rovnic, nebo
numerickych aproximaci spojitych problému. Pro tyto situace je zadouci vybudo-
vat teorii, kterd by v diskrétnim prostiedi plnila obdobnou roli jako klasicky di-
ferencidlni pocet. Jednoduchym ptikladem muze byt modus (nejpravdépodobnéjsi
hodnota) diskrétniho rozdéleni pravdépodobnosti. V literature jsou tyto vysledky
vétsinou vysloveny bez detailnéjsiho komentatre, nasim cilem v tomto ¢lanku je
poskytnout ¢tenafi strukturovany aparat, pomoci kterého je mozné kvalitativné
studovat posloupnosti. Pro zdjemce o problematiku lze doporucit prace [T} 2] B3].
Prestoze je pojem konecné diference dobre znamy, systematické teorie kvalita-
tivnich vlastnosti posloupnosti, zejména teorie lokalnich a globdlnich extrému, neni
v literatufe obvykle prezentovana v jednotném nebo tiplném tvaru. Zvlasté pripad
tzv. rozsitenych extrémi, kdy extrém nastava ve vice po sobé jdoucich indexech.
Clanek je koncipovan nasledovné. V kapitole [2| jsou zavedeny zakladni pojmy
kone¢nych diferenci a jejich vlastnosti. Kapitola [3] je vénovdna diskrétnim analo-
gifm vét o stfedni hodnoté. V kapitole [4] je vybudovana teorie lokdlnich extrému

2020 MSC. Primarni 39-01; Sekundéarni 39-00.
Klicovd slova. Konec¢né diference, diferenéni pocet, posloupnosti, lokdlni extrémy, globdlni
extrémy, konvexni posloupnosti, konkdvni posloupnosti, asymptoty, modus.



70 J. PROKOP

posloupnosti, véetné tzv. rozsitenych lokalnich extrému a jejich charakterizace po-
moci vyssich diferenci. Déle jsou zde odvozeny podminky konvexnosti a konkav-
nosti posloupnosti spolu s teorif asymptot. Na zavér kapitoly [4] prezentujeme apli-
kace odvozenych vysledki na jednom teoretickém a dvou aplikacnich prikladech.

2. ZAKLADNI POJMY A DEFINICE

Uvodnim pojmem diferenéniho poétu je analogie derivace z diferencidlniho poétu,
kterou nazyvame diference. Jesté nez formalné zavedeme pojem diference posloup-
nosti, predstavime zakladni znaceni.

Diskrétn{ interval na mnoziné celych ¢isel budeme znacit [a, b]z a plati

[a,b]z = {a,a+1,...,b—1,b},
kde a,b € Z, a < b, pricemz lze pripustit a = —oo, b = +00. Analogicky zaviadime
i otevieny diskrétni interval
(a,b)z ={a+1,...,b—1}.

Posloupnosti y;, definovanou na [a, bz mame na mysli zobrazeni y : [a,blz — R.

Posloupnost yx nazveme na [a, blz rostouct, resp. klesajici, jestlize pro vSechna
i,j € [a,b]z takové, ze i < j plati y; < y;, resp. y; > y;. Za predpokladu, ze
jsou tyto nerovnosti ostré, mluvime o ryze rostouct, resp. ryze klesajici posloup-
nosti. Posloupnost nazyvame monotonni jestlize je rostouci nebo klesajici a ryze
monotonni jestlize je ryze rostouci nebo ryze klesajici.

Definice 2.1 (Diference posloupnosti). Necht y; je posloupnost definovand na
[a,b 4+ h]z, kde h € N. Pak pro vSechna k € [a,b]z nazyvame posloupnost Ay
diferenci posloupnosti yi, na intervalu [a, bz a plati

ApYk = Yk+h — Yk-
Diferenci v bodé kg € [a, bz definujeme jako
AnYke = Yko+h — Yko-
Parametr h nazyvame krokem diference.
V celém ¢lanku se omezime na specialni pripad h = 1 a budeme pouzivat znaceni
Ayg = A1Yyk = Yk+1 — Y-

Definice 2.2 (Diference n-tého fadu). Necht yi je posloupnost definovand na
[a,b+ n]z, kde n € N. Pak pro vSechna k € [a, b]z nazyvdme posloupnost A™yj
diferenci posloupnosti yy, n-tého 7ddu definovanou na intervalu [a, bl a plati

A"y = A(An_lyk)
Diferenci n-tého ddu v bodé kg € [a, bz definujeme jako
Anyko = A(An_lyko).

Diferenc¢ni operator vykazuje radu vlastnosti analogickych vlastnostem derivace
funkce. Jejich prehled uvadi nasledujici véta.
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Véta 2.3 (Zékladni vlastnosti diferenci). Necht yi a zx jsou posloupnosti defi-
nované na vhodnych intervalech, m,n € N a C € R. Pak plati

(i) A™(Ayg) =A™y,

(ii) A(yk £ 2z1) = Ayr £ Az,

(ili) A(Cyx) = CAyy,

(iv) Alyrzr) = yeAzi + 2418y,
) A (%:) _ zeAyp—ypAz

ZkZk+1

(v

Dikaz. Dokézeme pouze rovnosti (i) a (ii), ostatni rovnosti lze ukdzat analo-
gicky.
(i) Z definice muzeme psat

AT (AMyr) = A™(AA . (Ayk))) = A"THA(A L (Ayy)))

n-krat (n — 1)-krat
= ATFAA L (Ag)) = - = Ay,
(n — 2)-krat

(ii) Rovnost dokdzeme pfimym vypodétem.

Ay £ 2k) = (Yr+1 £ 2641) — Yk £ 28) = Ykt1 £ 2541 — Y F 2k
= (Y1 — Y&) £ (Zo+1 — 2) = Ayp £ Az

3. DISKRETNI VETY O STREDN{ HODNOTE

V této kapitole se budeme zabyvat diskrétnimi analogiemi vét o stfedni hodnoté,
které hraji v diferencidlnim poctu klicovou tlohu. Zejména pii dikazech tvrzeni,
které davaji do souvislosti kvalitativni vlastnosti funkei a jejich derivace.

Jesté nez vyslovime véty o stfedni hodnoté, potfebujeme zavést analogii nu-
lového bodu pro posloupnosti. V diferencidlnim pocétu nazyvame bod a € Dy
nulovym bodem funkce f, jestlize

fla) =0.

Existenci takového zarucuje Bolzanova véta, ktera predpoklada, ze je dané funkce
spojita a méni znaménko na néjakém podintervalu definiéniho oboru. V diskrét-
nim poctu pracujeme s posloupnostmi, které spojité nejsou. Zavadime proto tzv.
zobecnény nulovy bod.

Definice 3.1 (Zobecnény nulovy bod). Necht yi je posloupnost definovand na
[a,b+ 1]z. Pak fikdme, Ze mé zobecnényg nulovy bod v bodé k € [a, b+ 1]z, jestlize
plati pravé jedna z nésledujicich podminek:

1. yy =0 pro k=aq;
2. yp—1#0 A yr—1yr <0 pro k€fa+1,b+1]z.

Nyni mtzeme vyslovit a dokazat véty stfedni hodnoté.
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Véta 3.2 (Diskrétni Rolleova véta o stiedni hodnoté). Necht yi je posloupnost
definovand na [a,b + 1]z takovd, Ze plati y, = ypr1. Pak md posloupnost pronich
diferenci Ayy, definovand na intervalu [a,blz, alespon jeden zobecnény nulovy bod.

Drikaz. Pro spor predpokladejme, Ze posloupnost Ay nemda zobecnény nulovy
bod na [a, b]z. Pak pro vSechna k € [a + 1, bz plati

Ay, #0, (3.1)
a

(Ayk,1 = O) \Y (AykflAyk > 0) (32)
Z podminky (3.1) dostdvame, Ze prvni podminka v (3.2]) nastat nemtze. Zvolme

za k = a + 1, pak plati bud Ay, = 0 nebo Ay,Ay,+1 > 0. Prvni moZznost je
v rozporu s (3.1) a tedy musi nutné platit

Ay Ayq1 > 0.

Analogicky volbou k = a + 2 a vyuziti nerovnosti Ay,Ay,4+1 > 0 obdrzime, ze
musi nutné platit
AYa11AYqy2 > 0.
Indukci tedy dostaneme, ze podminky (3.1) a (3.2 se redukuji na
Ay, #0 AN Ayp_ 1Ay, > 0,

pro vSechna k € [a + 1,b]z. Odtud vidime, Ze posloupnost Ay, neméni na [a, blz
znaménko a zaroven nenabyva nulové hodnoty. To je spor, protoze z podminky, ze
Ay, neméni znaménko, dostaneme, ze puvodni posloupnost musi byt ryze mono-
tonni, coz odporuje predpokladu y, = ypi1. O

Vidime, zZe se jedna o piimou analogii Rolleovy véty o stiedni hodnoté z diferen-
cidlnfho poétu, kde za predpokladu spojitosti funkce f(z) na [a,b], jeji diferenco-
vatelnosti na (a,b) a vlastnosti, ze f(a) = f(b) plati, Ze existuje ¢ € (a,b) takové,
ze f'(c) = 0.

Pfimym zobecnénim diskrétni Rolleovy véty o stfedni hodnoté je diskrétni
Lagrangeova véta o stfedni hodnoté.

Véta 3.3 (Diskrétni Lagrangeova véta o stiedni hodnoté). Necht yi je po-
sloupnost definovand na [a,b+ 1]z. Pak existuje index j € (a,bly takovy, Ze plati
bud

Yo+1 — Ya
Ay, < 20220 < Ay
Yi= b+1l—a — Yi-t»
nebo
Yo+1 — Ya
Ay, < 72 < Ay,
Yimt = b+1—a — Yi
Diikaz. Definujme posloupnost u; jako
wp =y — kLY e a b+ 1]

Pak plati

B Yotr1 — Yo (b+1)ya — aypis
Ug = Ya — Q = ,

b+1—a b+1—a
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Yor1 —Ya _ (b+1D)ya — aypr1

b+1l—a b+1—a ’

Plati tedy uq = up+1 a z véty B.2) mame zarucenou existenci zobecnéného nulového
bodu posloupnosti Auy na intervalu [a, b]z. Tj. existuje néjaké j € [a+1, b]z takové,
ze

up1 = yo+1 — (b+1)

Auj,l 20 A Auj,lAuj <0.
Vzhledem k tomu, ze
Auk = Ayk - 7yb+l —Ya

b+1—a’
miuzeme psat
Yo+1 — Ya Yv+1 — Ya
Ay, — ——— 2 A
( y] 1 b+1—a)( J b+1_a)—

Odtud plyne, ze
. Yo+1 — Ya
min{Ay;_1,Ay;} < b+1-a < max{Ay;_1,Ay;}.

Yb+1—Ya

Tim padem S5

lezi mezi hodnotami Ay;_; a Ay; a tedy

Yo+1 — Ya Yo4+1 — Ya
Ay < 11— 722 < Ay b Ay, < 22— 72 < Ayiq.
yjl_bJrl—a_ Y nebo yj_bJrl—a_ Yi-1

O

Zde je podobnost s Lagrangeovou vétou o stfedni hodnoté z diferencidlniho
poc¢tu méné zrejma. Lagrangeova véta o stfedni hodnoté tiké, ze za predpokladu
spojitosti funkce f(x) na [a,b] a jeji diferencovatelnosti na (a,b) existuje ¢ € (a,b)

takové, ze
Jb) ~ f(a)

7o) = S

4. VYSETROVANI POSLOUPNOSTI

V této kapitole postupné vybudujeme teorii zabyvajici se kvalitativni analyzou
posloupnosti. Ukazeme, jak lze vyuzit konecné diference a jejich vlastnosti k vy-
Setrovani posloupnosti.

4.1. Podminky monotonie posloupnosti

Nésledujici tvrzeni ndm dava do souvislosti nutné a postacujici podminky pro
monotonii posloupnosti a posloupnosti prvnich diferenci.

Véta 4.1 (Nutné a postacujici podminky pro monotonii posloupnosti). Necht
yr je posloupnost definovand na [a,b+ 1]z. Pak plati
(i) Posloupnost yi je rostouci na [a,b + 1)z prdvé tehdy, kdyZ Ay, > 0, pro
vSechna k € [a, b]z.
(ii) Posloupnost yi je ryze rostouci na [a,b + 1|z prdvé tehdy, kdyZ Ayy > 0,
pro vechna k € [a,b]z.
(iii) Posloupnost yy je klesajici na [a,b + 1)z prdvé tehdy, kdyz Ay, < 0, pro
vSechna k € [a, b]z.
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(iv) Posloupnost yi je ryze klesajici na [a,b+ 1)z prdvé tehdy, kdyz Ay < 0,
pro vSechna k € [a, b]z.

(v) Posloupnost je konstantni na [a,b + 1] prdvé tehdy, kdyZ Ayx = 0, pro
vSechna k € [a,b]z.

Diikaz. Ukdzeme platnost vlastnosti (i) a (ii). Ostatn{ vlastnosti lze dokdzat
analogicky.
(i) (=): Jestlize je posloupnost y rostouci, pak musi platit yr+1 > yi, odtud
plyne, ze yr11 — yx > 0, coz je ekvivalentni s Ay > 0.
(«): Pfedpokladejme, ze plati Ay, > 0, odtud plyne, Ze ygi+1 — yx > 0,
coz je ekvivalentni s yi+1 > yi; to je definice rostouci posloupnosti.
(ii) (=): Jestlize je posloupnost yi ryze rostouci, pak musi platit yxr1 > yi,
odtud plyne, Ze yri+1 — yx > 0, coz je ekvivalentni s Ay, > 0.
(«=): Plati, ze Ay > 0, odtud plyne, Ze yg+1 —yr > 0 coz je ekvivalentni
S Yk+1 > Yk; to je definice ryze rostouci posloupnosti.
U

4.2. Lokalni extrémy posloupnosti

V nésledujici podkapitole zavedeme pojem (ostrého) lokdlniho extrému posloup-
nosti, vyslovime a dokdZzeme nutné a postacujici podminky na prvni a druhou
diferenci pro existenci ostrého lokalniho extrému posloupnosti.

Zémérné jsme rozdélili kapitoly o extrémech do dvou podkapitol (ostré) lokalni
extrémy a rozsifené lokalni extrémy. Ukazuje se, ze u posloupnosti neni teorie
extrému jednoznacnd jako ve spojitém pripadé, takze jednak z diavodu logického
budovani teorie, ale i z duvodu aplikacniho povazujeme za vhodné teorii extrému
rozdélit.

Definice 4.2 (Lokaln{ extrémy posloupnosti). Necht yi je posloupnost defino-
vand na [a, b+ 1]z. Pak o posloupnosti y;, fkdme, Ze ma v bodé Ky € [a + 1, b]z:
(i) Lokdlni minimum, jestlize plati

YKo—1 > YKy < YKo+1- (4.1)

(ii) Lokdlni mazimum, jestlize plati
YKo—1 S YKy = YKo+1- (4.2)

V piipadé, Ze jsou nerovnosti v (4.1]), resp. (4.2) ostré, pak mluvime o ostrém
lokdlnim minimu, resp. ostrém lokdlnim mazimu.

Takové definice odpovidd nasi intuitivni pfedstavé o (ostrém) lokdlnim minimu
a (ostrém) lokdlnim maximu posloupnosti. Na obrazku|l|jsou postupné zndzornény
vechny eventuality (ostrého) lokdlniho minima v bodé K.

Na zékladé definice [£.2] mtizeme vyslovit a dokdzat nutnou a postacujici pod-
minku na prvni diferenci pro existenci ostrého lokalniho extrému posloupnosti.

Véta 4.3 (Nutné a postacujici podminky na prvni diferenci pro existenci os-
trého lokélntho extrému). Necht yi je posloupnost definovand na [a,b + 1)z. Pak
plati, Ze
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Kol K, Kgl Kod K, Kgl
| | | | | |
T | T T I T
Kol K, Kgl Kol Ko Kgl

Obrazek 1. Znizornéni ostrého lokdlniho minima v bodé Ky (vlevo nahofe) a lokalnfho minima
v bodé Ko (ostatni obrazky).

(i) posloupnost yr, md v bodé Ko € [a + 1,blz ostré lokdlni minimum prdvé
tehdy, kdyz plati

Ay, >0 A Ayr,-1 <0,
(i) posloupnost y, md v bodé Ky € [a + 1,blz ostré lokdini mazimum prdvé
tehdy, kdyz plati
AyKo <0 A Ay}(o_l > 0.

Dikaz. Dokézeme pouze bod (i), bod (ii) 1ze dokdzat analogickym postupem.
(=): Pfedpoklddejme, Ze posloupnost yx ma v bodé Ky ostré lokdlni minimum,
tj.
YKo—1 > YKo < YKo+1-
Z prvni, resp. z druhé nerovnosti plyne

0> Ayk,—1, resp. 0< Ayg,.

(«<): Predpoklddejme, Ze plati Ay, >0 A Ayg,—1 < 0. Z prvni, resp. druhé
nerovnosti plyne

YKo+1 — YKo > 0, resp. Yk, —Yk,—1 <0,
neboli

YKo+l = YKo» & YKo < YKo-1,
coz je definice ostrého lokalniho minima. O

Na obrazku [2[ (nahote) jsou zndzornény posloupnosti, které maji v bodé Ky
ostré lokdlni minimum (vlevo), resp. ostré lokélni maximum (vpravo), nize jsou
znézornény téz prvni a druhé diference téchto posloupnosti.

Na zékladé obrazku [2] muzeme vyslovit a dokazat vétu zahrnujici druhou dife-
renci ve vztahu k ostrym lokalnim extrémum.
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Plvodni posloupnost \/Q /\'

Kol K, Kgl Kol K, Kgl

Prvni diference / \
| | | | |
|

Druhd diference

I I I
Ko=1 K, Kg1 Kol K, Kg1

Obrazek 2. Levy sloupec znazornuje ostré lokalni minimum v bodé Kp a jeho prvni a druhou
diferenci. Pravy sloupec zndzornuje ostré lokdlni maximum v bodé Ky a jeho prvni a druhou
diferenci.

Véta 4.4 (Nutné a postacujici podminky druhé diference pro existenci ostrého
lokalniho extrému). Necht yi je posloupnost definovand na [a,b + 1]z. Pak md
posloupnost yi ostré lokdlni minimum, resp. ostré lokdlni maximum v bodé Ky €
[a+1,b]z prdvé tehdy, kdyZ je splnéna jedna z ndsledujicich vzdjemné ekvivalentnich
podminek.

(i) Posloupnost prunich diferenci Ay, md zobecnény nulovy bod na intervalu
(Ko — 1, Ky), tj. plati, Ze Ayr,-1Ayx, < 0 a navic je na intervalu [Ky —
1, Koz ryze rostouct, resp. ryze klesajici.
(i)
Ayg, >0 AN Ayg,—1 <0,
resp.
AyKO <0 A AyKO,l > 0.
(iii)
AYro—18YK, = YKo+1YKo — YKo+1YKo—1 — Yy T YKoYKo—1 < 0 (4.3)
a zdroven
AQyKD_l >0, resp. AQyKD_l <0, (4.4)
kde podminky v (4.4)) znamenaji, Ze posloupnost Ayy je na intervalu [Ko —

1, Koz ryze rostouct, resp. ryze klesajici.

Diikaz. 7 véty plyne, Ze podminka (ii) je ekvivalentni s existenci ostrého
lokalniho extrému posloupnosti yx v bodé Ky. Tim je dokazana platnost podminky

(ii).
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(ii) <= (i): Podminka (ii) ndm ¥ikd, Ze posloupnost Ay mé na intervalu
(Ko — 1, Kp) zobecnény nulovy bod, tj.
AyKOAng—l < 0.

Zaroven diky tomu, ze pro ostré lokalni minimum, resp. ostré lokdlni maximum
plati nerovnosti

Ayr, > AyYry—1, resp.  Ayx,—1 > Ayxk,,

plati také, Ze posloupnost prvnich diferenci Ayy je na intervalu [Kg — 1, Ko|z ryze
rostouci, resp. ryze klesajici, coz je pfimo tvrzeni podminky (i).
(i) < (iii): Z podminky (i) mdme

Ayr,-1AYyx, < 0.
Po rozepsani diferenci dostaneme
Ayr,-1AyK, <0
(Yroy — Yro—1)(YUKo+1 — Yr,) <0
YKoYKo+1 — Yky — YKo—1YKo+1 + Yko—1YKo < O,

coz je presné nerovnost (4.3). Navic vime, Ze je posloupnost Ay; na intervalu
[Ko — 1, Koz ryze rostouci (pro ostré lokalni minimum) a ryze klesajici (pro ostré
lokélni maximum). To znamend, Ze plat{ nerovnosti

Ayr, > Ayr,-1 Tesp. Ayx,-1 > Ayk,.
Po prevedeni téchto nerovnosti na druhé diference dostaneme
Ayr, > Ayg,—1 = AQyKO,l >0 resp. Ayg,—1 > Ayg, = AzyK0,1 < 0.
Coz jsou presné nerovnosti v . O

Dtisledkem pravé dokazané véty je nasledujici tvrzeni, které dava podminky pro
prvni a druhé diference do primé spojitosti.

Disledek 4.5 (Nutnd a postacujici podminka druhé diference pro existenci
lokalniho ostrého extrému). Necht y, je posloupnost definovand na intervalu [a, b+
1]z. Pak md posloupnost yi v bodé Ko € [a + 1,b]z ostré lokdlni minimum, resp.
ostré lokdlni maximum prave tehdy, kdyz

AzyKo—l > AyKo > Oa

resp.
AzyK0,1 < AyKo < 0.

Nyni zavedeme pojem globalnich extrému posloupnosti, které budou predsta-
vovat absolutné nejvétsi/nejmensi hodnotu posloupnosti na daném intervalu.

Definice 4.6 (Globélni extrémy posloupnosti). Necht y; je posloupnost defi-
novand na [a,b + 1]z a necht Ky € [a, b+ 1]z. Pak fikdme, Ze posloupnost y, mé
na [a,b+ 1]z globdlni minimum, resp. globdlni maximum v bodé K jestlize plati

Y, < Yj, Tesp. Yr, > y; Vj € [a,b+ 1]z
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V nésledujici poznamce uvedeme postup jak hledat globalni extrémy.

Poznamka 4.7 (Nalezeni globdlnich extrému). Pfedpokladejme, Ze mdme po-
sloupnost yi definovanou na néjakém intervalu [a, b+ 1]z. Za pomoci vyse uvede-
nych vét nalezneme ostré lokalni extrémy a jejich hodnoty. Nasledné tyto hodnoty
porovname s hodnotami v bodech a a b+ 1. Porovnanim vsech téchto hodnot obdr-
zime globalni extrémy. Jestlize uvazujeme posloupnost na Z a limy_, o, Yy = F00
nebo limy_, o, yx = o0, pak takova posloupnost nemé globalni maximum, resp.
minimum a je neomezend, tj. pojem globédlniho extrému v takovém pripade ztraci
smysl.

4.3. Rozsirené lokalni extrémy

Pri vySettovani posloupnosti se muzeme setkat se situaci, kdy ma posloupnost
v bodech Ky a Ky + n lokdlni minimum, resp. lokalni maximum a ve vsSech
bodech na intervalu [Ky + 1, Ky + n — 1] nabyva lokdlntho minima i lokalniho
maxima zaroven. Tyto situace jsou zndzornény na obrazku

7Z praktickych diavodu je vyhodné takovou posloupnost lokdlnich extrému vni-
mat jakozto jeden ,lokalni* extrém, takové extrémy budeme nazyvat rozsitené
lokalni extrémy.

Rozsivené lokalni minimum

| | |
Ko~1 Ko Ks+1 Kg#n-1 Kg#n Kgn+l

| | |
Ko-1 Ko Kg+1 Kg#n-1 Kgn Kgn+l

Obréazek 3. Znazornéni rozsitenych extrémi, kde horni graf ilustruje rozsifené lokdlni minimum
a doln{ graf ilustruje rozsifené lokdln{ maximum na intervalu [Ko, Ko + n|z.

Definice 4.8 (Rozsitené lokalni extrémy). Necht je yj posloupnost definovand
na [a,b + 1]z. Reknéme, 7e tato posloupnost nabjva na intervalu [Ko, Ko + n]z
rozsireného lokdlniho extrému jestlize, body [Ko, Ko + n]z jsou body lokéalniho
extrému a plati

YKo—1 > YKo = YKo+1 = *** = YKo+n—1 = YKo+n < YKo+n+1, (4.5)

nebo
YKo—1 < YKy = YKo+1 = *** = YKo+n—1 = YKo+n >~ YKo+n+1- (4.6)
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V piipadé splnéni (4.5) mluvime o rozsireném lokdlnim minimu. A v ptipadé spl-
néni (4.6) mluvime o rozsireném lokdlnim mazimu.

Rozsitené lokalni extrémy jsou tak vlastné zobecnénim ostrych lokdlnich ex-
trémt z piedchozi kapitoly. Kdybychom v definici uvazovali n = 0, dostali
bychom tak ostré lokalni extrémy z predchozi podkapitoly.

Nasim cilem nyni bude urcit nutné a postacujici podminky pro vyskyt rozsire-
nych lokdlnich extrému. Vyslovime a dokdzeme véty analogické k vétam [4.3] [1.4] a
[45 pro rozsifené extrémy.

Véta 4.9 (Nutné a postacujici podminky prvni diference pro existenci rozsire-
ného extrému). Necht yi je posloupnost definovand na [a,b+ 1]z. Pak plati:

(i) Posloupnost yr, md na intervalu [Ko, Ko +nlz C [a,b+ 1]z rozsirené lokdind

minimum prave tehdy, kdyz
Ayg,—1 <0 AN Ayg, = AyKO+1 == AyKOJrn,l =0 A AyK0+n > 0. (4.7)
(ii) Posloupnost yx md na intervalu [Ko, Ko+ nlz C [a,b+ 1]z rozsirené lokdlni

mazximum prdve tehdy, kdyz
AyKU—l >0 A AyKo = AyKo—i-l == AyKo-i-n—l =0 A AyK0+n < 0. (48)

Diikaz. Dokézeme pouze bod (i). Bod (ii) 1ze dokdzat analogickym postupem.

(i) (=): Vime, ze posloupnost y; mé na intervalu [Ky, Ko+n]z rozsitené lokdlni
minimum a tedy z definice [£.8 musi platit
YKo—1 > YKo = YKo+1 = YKo+2 = *** = YKo+n—1 = YKo+n < YKo+n+1-
Kdyz vyjadrime jednotlivé diference, tak dostaneme

Ayry-1 <0 N Ayr, = Aykor1 = = AYro4n—1 =0 A Yro4n > 0.
Tim dostavame dokazovanou implikaci.
(«=): Vime, Ze pro posloupnost y plati
AyKO_l <0, A AyKo = AyK0+1 =...= AyK0+n_1 =0 A AyK0+n > 0.

Po rozepsani jednotlivych diferenci obdrzime

YKo—1 > YKo = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n < YKo+n+1,
coz je presné definice rozsifeného lokalniho minima.
O

Obdobné jako v podkapitole [I.2] kde jsme se vénovali ostrym extrémim nynf
prezentujeme podminky na druhou diferenci a existenci rozsifenych extrému.

Véta 4.10 (Nutné a postacujici podminky druhé diference pro existenci roz-
Sifeného extrému). Necht yi je posloupnost definovand na [a,b + 1)z. Pak md
posloupnost yi, rozsirené lokdlni minimum, resp. rozsirené lokdlni mazximum na
intervalu [Ko, Ko + nlz, kde n € N, prdvé tehdy, kdyZ jsou splnény ndsledujici
podminky:

Ayry-1AYKy4n <0, (4.9)
A?yr,—1 >0, resp. A’yg, 1 <0 (4.10)



80 J. PROKOP

AyKO = A:UK0+1 — ... = AyK()‘F’rL*l =0. (411)

Dikaz. Chceme dokézat ekvivalenci, dikaz tedy provedeme dvojitou implikaci.
Necht yx je posloupnost definovand na [a,b + 1]z.

(=): Predpoklddejme, Ze mé posloupnost yj rozsifené lokdlni minimum, resp.
rozsifené lokalni maximum na intervalu [Ky, Ko 4 n]z, kde n € N. Z definice
vime, ze plati

YKo—1 > YKo = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n < YKo+n+1,
resp.

YKo—-1 < YKo = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n > YKo+n+1-
Z véty 9] plati, ze posloupnost prvnich diferenci musi v bodech Ky—1 a Ko+n mé-
nit znaménko. Déale musi platit, Ze pro rozsitené lokalni minimum, resp. rozsirené
lokélni maximum, musi byt posloupnost prvnich diferenci zaporné, resp. kladna
v bodé Ky — 1 a kladn4, resp. zdporna v bodé Ky + n. Odtud plynou podminky

[9) » @10).
Podminka (4.11]) také plyne pfimo z definice, jelikoz musi platit

YKo = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n>
a to jak pro rozsirené lokdlni minimum, tak i pro rozsitené lokalni maximum. Tim

je dokazana prvni implikace.

(«): Predpokladejme, Ze jsou splnény podminky (4.9), (4.10) a (4.11)). Pod-
minka (4.11) ndm zarucuje, Ze bude platit

yKO = yKoJrl == ng+’rL71 = yK0+n'

Dale podminka nam zarucuje, ze posloupnost prvnich diferenci v bodech
Ky — 1 a Ky +n bude stridat znaménka. Diky této vlastnosti vime, ze se bude
jednat o extrém.

Nerovnosti urci, o ktery extrém se bude jednat. Pokud se bude jednat o
rozsitené lokalni minimum, pak bude posloupnost prvnich diferenci v bodé Ky —1
zapornd a v bodé Ky + n kladnd, a naopak, jestlize se bude jednat o rozsitené
lokélni maximum. Alternativné muzeme rozepsat druhé diference a zjistime, Ze za

predpokladu, Ze bude splnéna podminka (4.10)) obdrzime podminky z Véty O

Na zavér podkapitoly tykajici se rozsitené extrémt ukdzeme, jak lze vyuzit
posloupnosti vyssich diferenci pfi hledani rozsitené extrémui posloupnosti.
Jesté pfed samotnym tvrzenim dokdzeme pomocné lemma.

Lemma 4.11. Necht y; je posloupnost definovand na [a,b + 1)z a necht pro
néjakd Ko € Z a n € N takové, Ze |Ko, Ko + n|z C [a,b+ 1]z, plati

YKo =YKo+l =" = YKotn = C = Ayg, =+ = AYgyin-1 =0,
kde c € R. Pak plati
Ayg, =0, (4.12)
Ayro-1 = (1) Ayry—1, (4.13)
A"ro+1 = AYKgtn, (4.14)
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An+1yKO,1 = (—1)" AyKoflz (415)
A"y = Ayryin. (4.16)

Diikaz. Za vyuziti binomické véty neni obtizné dokazat, ze plati nasledujici
rovnosti:

0 30 =S (e

§=0
(ii) Z(1)J< > =0.

i=0 J

Dikaz rovnosti (4.12)): V rovnosti (i) volme k& = Kp, pak pro indexy j =
0,1,...,n, plati yx,4+n—; = ¢, tj. za vyuziti rovnosti (ii) dostaneme
N - if" .y (™ = n_
A Yo = Z(_l) ) YKo+n—j = CZ(_I) . = C(l - 1) =0,
i=0 J i=0 J

¢imz jsme dokazali rovnost (4.12]).
Dikaz rovnosti (4.13)): Analogicky za vyuziti rovnosti (i) a volbu k = Ky — 1

dostaneme
n
n (N
A'Yro-1 = Z(_l)]< -)yKo—1+1L—j~
=0 J
Jelikoz pro indexy j = 0,1,...,n—1je Ko—1+n—j € {Ko, Ko+1,...,Ko+n—1},
tedy yx,—1+n—j = ¢, pak plati
n n n—1 n
A"k = Z(_l)]< ~>yKo—1+n—j = (—1)"yro—1 + CZ(—I)J( )
j=0 J j=0 J

Z rovnosti (ii) dostaneme

Celkove tedy plati
A"ygy—1 = (—1)"yro—1 + c(=1)"T = (=1)" T (¢ — yry—1) = (=1)"" Ayg,—1,

¢imz jsme dokazali rovnost (4.13]).
Dikaz rovnosti (4.14]): V rovnosti (i) volme k = Ky + 1, pak dostaneme

n
[
AnyKo-i-l = Z(_l)J< «)yK0+1+n—j-
— J
7=0
Jelikoz pro indexy j = 1,.....n—1,n je Ko+ 1+n—j € {Ko+1, Ko +2,..., Ko+n},
tedy Yro+14+n—j = C, pak plati

n /n
A"Ko+1 = YKo+nt1 + CZ(—l)J< )

i=1 J
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Z rovnosti (ii) dostaneme

ci(l)j (?) = c<g) S—

Jj=1

Celkové tedy plati
Ao +1 = YKo+n+1 = € = (YKo+n+1 — YKo+n) = AYKotn,
¢imz jsme dokazali rovnost (4.14]).

Diikaz rovnosti (4.15) a (4.16): Z definice plati A"y, = A"y, — A™y;. Dale
za vyuziti rovnosti (4.12)), (4.13) a (4.14)) mtzeme psat:

A"y = A"yr, — Ay, 1 = (—1)"Ayg,—1 proi = Ko — 1.

A"y, = A"ykor1 — A"k, = Ayko4n  Pro i = K.
Tim jsme dokézali rovnosti (4.15)) a (4.16]). O

Nyni jiz muzeme ptrimo vyslovit vétu, kterd ddva do souvislosti posloupnosti
vyssich diferenci a rozsirené extrémy.

Véta 4.12 (Posloupnosti vyssich diferenci a rozsifené extrémy). Necht yi je
posloupnost definovand na [a,b+1)z. Pak md posloupnost yi na intervalu [Kq, Ko+
n)z, kde n € N, rozsirené lokdlni minimum, resp. rozsirené lokdlni{ maximum prdvé
tehdy, kdyz:

Pro n liché:

A"HyKO_l >0 A A"Hy;{o >0, resp. A”HyKO_l <0 A A”HyKO < 0. (4.17)
Pro n sudé:
A"y 1 <OAN A"y >0, resp. A"y, 1 >0 A AV Yk, < 0. (4.18)
Navic
(i) Pokud jen sudé, pak plati, Ze posloupnost A"y, md v Ky ostry extrém, kde
A"yKO =0, tj. AnyKU_l >0< AnyKO_H, TeSP. Any}(o_l <0> A”yKO+1-
(ii) Pokudn liché, plati, Ze posloupnost A"y v bodech Ko—1, Kg, Ko+1 splriuje
nerovnosti
A"ygy,—1 <0, resp. Ayg,_1 >0,
AnyKo = 07
A"ygo41 >0, resp. Alyg,41 <O0.

Diikaz. Necht je yj posloupnost definovand na [a,b + 1]z. Provedeme diikaz
dvojitou implikaci.

(=): Pfedpoklddejme, Ze posloupnost yi mé rozsifené lokdlni minimum, resp.
rozsifené lokdln{ maximum na intervalu [Ky, Ko + n|z.

Vime, ze plati

AyKO — AyKO+1 — ... = AyK0+n—l — (]’

coz je ekvivalentni s

YKy = YKo+1 = " = YKo+n—1 = YKo+n = G,
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kde ¢ € R. Dale vime, ze plati:
Ayr,—1 <0< Ayg,+n pro rozsifeni lokdlni minimum, (4.19)
Ayr,—1 > 0> Ayg,4+n pro rozsifeni lokdlni maximum. (4.20)

Za vyuziti lemmatu resp. rovnosti (4.12)—(4.16]) a nerovnosti (4.19)), (4.20)

dostaneme nésledujici vlastnosti:

N =

e V pripadé rozsifeného lokalniho minima:
A”+1yKO_1 = (-1)(Ayky-1) >0 A A"HyKO = AyYky+n >0 pro n liché,
A"y = (+1)(Ayg,—1) <0 A A"‘Hy;(o = AYgy4+n >0 pron sudé.
e V pripadé rozsiteného lokalniho maximas:
A"y 1= (FD)(Ayr,—1) <0 A A" lyg = Ayk,en <0 pro n liché,
A"y 1= (=1)(Ayk,-1) >0 AN A"y = Ay, in <0 pro n sudé.

Tim jsme dokézali nerovnosti a ([£.18). Nyni ukdzeme body (i) a (ii). Z lem-
matu piimo dostévame:
o Ayg, =0.
e V pripadé rozsiteného lokalntho minima:
Ayry—1=(=1) - (Ayr,-1) >0, A"yx,11 = AYk,+n >0 pro n sudé,
Ay, 1= (+1) - (Ayr,-1) <0, A"Yxr,11 = AYr,+n >0 pro n liché.
e V pripadé rozsiteného lokalniho maximas:
A"ry—1 = (—1)  (Ayk,-1) <0, A"Yry41 = Ayk,+n <0 pro n sudé,
AMyr,-1 = (+1) - (Ayx,-1) > 0, A"y 11 = AYrytn <0 pro n liché.
Odtud plyne:
e (i) Je-li n sudé, pak A"y, =0 a
A"ygo—1 >0 < A"yg,41 v pripadé rozsifeného lokdlniho minima,
A"yg,—1 < 0> A"yg,41 v pripadé rozsifeného lokdlniho maxima,
tedy A"y, ma v bodé Ky ostry extrém.
e (ii) Je-li n liché, pak mé usporddané trojice (A™yx,—1, A"Yrys A"Yro+1)
znaménka
(—,0,4) v pripadé rozsifeného lokdlniho minima,
(+,0,—) v pripadé rozsifeného lokalniho maxima.
(«<=): Necht plati podminky ([4.17), (4.18), (i) a (ii) a zaroven
Ayr, = Aykor1 = - = AyYykytn-1 =0, (4.21)

tj. ekvivalentné yx, = -+ = yxy+n = ¢. Potom lze pouzit lemma [L.11] ze které¢ho
plyne
A"y, = (=1)" Ayo1, A"y, = Aykyin.
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Znaménka (n+1)-ni diference tedy uréuji znaménka prislusnych prvnich diferenci:
Ayr,—1 <0 < Ayg,4n Vv piipadé rozsifeného lokalniho minima,

Ayr,—1 > 0> Ayg,4n Vv pripadé rozsifeného lokdlniho maxima.

Spolecné s (4.21)) jsou tak splnény podminky véty tj. (@.7), , a tedy po-
sloupnost y; mé na [Ky, Ko+ nlz rozsifené lokdlni minimum, resp. rozsifené lokalni
maximum. U

Na obrézku [ je zndzornén princip pravé dokdzané véty, pron =2 a n =3 na
rozsifeném lokalnim maximu.

Analogicky jako v predchozi podkapitole, mizeme definovat rozsiteny globalni
extrém posloupnosti.

Definice 4.13 (Rozsifeny globalni extrém). Necht yj je posloupnost definovand
na [a, b+ 1]z. Pak fikdme, Ze m4 posloupnost yy rozsirené globdlnd minimum, resp.
rozsirené globdlni maximum na intervalu [Ky, Ko + nlz, kde n € N| jestlize plati

yi <y, resp. Y >y, Vi€ [Ko,Ko+nlz, Vje€la,b+1]z.

Pri hledani rozsirenych globalnich extrémi, postupujeme analogicky jako u os-
trych globélnich extrém.

4.4. Konvexni a konkavni posloupnosti

V této podkapitole se podivame, jak je mozné zavést (ryze) konvexni, resp. (ryze)
konkévni posloupnost a odvodime podminky prvni a druhé diference pro ovéreni
(ryzi) konvexnosti a konkdvnosti posloupnosti.

Definice 4.14 ((Ryze) konvexni/konkavn{ posloupnost). Necht y; je posloup-
nost definovand na [a, b+ 1]z. Tuto posloupnost nazyvime konvexni na intervalu
[A, B+ 1]z C [a,b+ 1]z, jestlize pro libovolné t¥i body 1, x2, x3 € [A, B + 1]z
takové, ze x1 < x9 < x3, plati

yz3 - yl’l
= — . 4.22
pa— (z2 — 1) (4.22)

Yzo < Yo +
Obdobné posloupnost y, nazyvdme konkdvnd na intervalu [A, B+ 1]z C [a, b+ 1]z,
jestlize pro libovolné tii body x1, xa, 3 € [A, B + 1]z takové, Ze x1 < x2 < z3,
plati
Yz — Yz
(72 — x1). 4.23
p— (x2 — 21) (4.23)
Jestlize v nerovnostech (4.22)), resp. (4.23) nahradime neostré nerovnosti ostrymi
nerovnostmi, dostaneme definici ryze konvexnt, resp. ryze konkdvni posloupnosti.

Yoy = Yoy T

Vidime, Ze definice konvexnich a konkavnich posloupnosti je diskrétni analogii
konvexnich a konkavnich funkci a tedy piimo z definice lze odvodit, ze posloupnost,
ktera je konvexni a konkavni zaroven je posloupnost aritmeticka.

Poznamka 4.15. Kdybychom v definici napf. nerovnost vynasobili
—1 dostali bychom z konvexni posloupnosti posloupnost konkévni. Tedy, jestlize
je néjaka posloupnost y, na intervalu konvexni, pak je posloupnost —y; na tomto
intervalu konkavni a naopak.
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Obréazek 4. Diferencovani posloupnosti s rozsifenym lokalnim maximem pron =2 a n = 3.

V nasledujici vété ukazeme alternativni definici pro konvexni, resp. konkdvni
posloupnost.
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Véta 4.16 (Alternativn{ definice konvexni/konkdvni posloupnosti). Necht yy
je posloupnost definovand na [a,b + 1)z. Ddle necht je tato posloupnost konvernt,
resp. konkdoni na [A, B+1]z C [a,b+ 1]z a necht x1,x2, x5 € [A, B+ 1]z jsou libo-
volné body, které splnuji 1 < x9 < x3. Pak plati vzdjemné ekvivalentni nerovnosti

y:E2 - y$1 yibs - y$1

< , (4.24)
T9 — X1 T3 — X1
ywz - ywl yz?’ — ywz
) < , 4.25
Konvexni To— X1 Ty — T ( )
T3 — I T3 — T2
Yzo = Yz > Yzg = Yz , (427)
To — I T3 — I
yzz - yxl yibg - y$2
o N 4.28
Konkavni To—T1  X3—Tg ( )
Yzs = Yz > Yoz — Yao . (429)
T3 — I X3 — T2

Jestlize jsou nerovnosti v (4.24)—(4.26)), resp. (4.27)—(4.29) ostré, pak je posloup-

nost ryze konvexni, resp. ryze konkduvni.

Dikaz. Ukézeme zvlast, ze nerovnosti 7 jsou ekvivalentni s nerov-
nostmi 7 nehledé na to, zda jsou nerovnosti ostré nebo neostré. Jestlize
ukézeme ekvivalenci pro neostré nerovnosti, pak z toho automaticky plyne, Ze jsou
nerovnosti ekvivalentni i pro ostré nerovnosti. Z poznamky vime, ze staci pro-
vést dikaz pouze pro konvexni posloupnosti.

Predpokladejme, ze je posloupnost y; konvexni. Pak musi nutné platit nerovnost
. Jestlize z pravé strany nerovnosti odecteme clen y,, a nasledné celou
nerovnost vydélime ¢lenem (22 — z1), tak dostaneme (4.24).

7 nerovnosti postupné dostaneme

(y:vz _ym)(x?) _xl) (yfbs yzl)(x2 _x1)7
(Yes = Yo ) (3 — 1) < Yoy = Yoo ) (@2 — 21) + (Yoo — Yo, ) (T2 — 21),
(yxz - ywl)(xii — T — T+ 331) < (yw?, — ylz)(xg — xl),
(yzz - yzl)(x3 - xQ) < (yzs - ym2)(12 - xl)a
yibz - yCE1 < y:rg - y:E2
To —X1 = XT3 — T2 ’
Tim jsme dokézali implikaci (4.24]) = (4.25). Analogicky lze dokézat implikace
(4.25) = (4.26) a (4.26) = (4.24). O

Obdobné, jako v diferencidlnim poctu, je mozné odvodit podminky na prvni
a vyssi diference v souvislosti s konvexnosti, resp. konkdvnosti posloupnosti. V
nasledujicich vétach tyto podminky vyslovime a dokazeme.
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Véta 4.17 (Prvni diference a (ryzi) konvexnost/konkdvnost). Necht yi je po-
sloupnost definovand na intervalu [a, b+1]z. Pak je posloupnost yy, (ryze) konvernt,
resp. (ryze) konkdvni prdavé tehdy, kdyz posloupnost pronich diferenci Ayy (ryze)
rostouct, resp. (ryze) klesajici na intervalu [a, b]z.

Diikaz. Vzhledem k tomu, Ze konvexni posloupnost mizeme zménou znaménka
prevést na konkavni posloupnost, stac¢i nam dikaz provést pouze pro konvexni
posloupnosti.

(=): Necht je posloupnost y; konvexni na [a,b+ 1]z, tj. pro body 1,22, 23 €
[a,b+ 1]z, takové, Ze z1 < x9 < x3, plati

ymz - ya:l < ng - ya:l < ng - yajz )
To — T - Ir3 — T1 - Tr3 — T2
Ukézeme, Ze obecné plati Ay,, < Ay,.. Na bod x5 se nekladou zadné pozadavky
kromé toho, ze musi byt splnény nerovnosti 1 < x2 < x3. Proto mtzeme volit
To = 21 + 1 a dostaneme tak
Yoi+1 = Yzu Ayﬁb‘l — A
= =AYz, -
xr1 + 1-— X1 1
Obdobné muzeme volit preznaceni xo := x3 a zaroven xs ‘= x3 + 1 a dostaneme
tak

Yzs+1 — Yz Aylﬂ3 = A
= = BYzs-
T3 + 1-— I3 1

Kombinaci téchto dvou voleb dostaneme odhad

Ay,, < ¥ o py,
r3 — T1
Odtud plati
Ayﬂcl S Ayﬂ?a

Vzhledem k tomu, ze body x1, x3 a x3 volime libovolné, tyto odhady plati na celém
intervalu [a, b]7. Posloupnost Ay, pak musi byt (ryze) rostouci na celém intervalu
[CL, b]Z

(«<): Predpoklddejme, Ze posloupnost prvnich diferenci Ay je (ryze) rostouci
pro vSechna k € [a, b]z. Budeme vychézet z véty a ukazeme, ze pro libovolné
body x1,x2, 3 € [a,b]z, takové, Ze x1 < xo < x3, plati , tj.

Yzo — Yaq <y$3_yw1
To — 1 Trs — T1

Méjme libovolné body 1, za, 23 € [a,b]z, které spliiuji nerovnosti x; < zo < 3.
Pak plati
Ayyy, < Ayzy < Ay,

7 véty existujl’ indexy i € (zo,x3]z a j € (x1,x2]z, kde j < i takové, Ze

Yzrz+1 — Yas

Ay;_1 <
Y 1_$3+1—LL‘2

< Aylv

Yzo+1 — Yy < Ay
— J:

Ay, <
Yi 1*x2—|—1—x1
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Navic z monotonie musi platit
Ay;—1 < Ay; < Ay < Ay,
Odtud dostaneme
yCEQJrl - y:vl < y13+1 - y:v2
To+1l—x1 = w3+1—ay
Jelikoz jsou body z1,z2 a x3 voleny libovolné, plyne z posledni nerovnosti

Ly = Y < Yoz = Yao
ro — I - Tr3 — T2

Ryzi konvexnost dostaneme analogickym postupem. O

Nésledujici véta nam dava do souvislosti druhou diferenci posloupnosti a jeji
konvexnost /konkdvnost.

Véta 4.18 (Druhd diference a (ryz{) kovexnost/konkdvnost). Necht yi je po-
sloupnost definovand na intervalu [a,b + 1]z. Pak plati:

(i) Posloupnost yy, je ryze konvexnd, resp. ryze konkdavni na intervalu [a,b+ 1]z
pravé tehdy, kdyz Ay, > 0, resp. A2y, < 0 na intervalu [a,b— 1]z.

(ii) Posloupnost yy, je konvexni, resp. konkdvni na intervalu [a,b + 1]z prdvé
tehdy, kdyZ A2y > 0, resp. A%y, <0 na intervalu [a,b — 1]z.

Diikaz. Dikaz provedeme pouze pro pro (ryze) konvexni posloupnosti.

(=): Predpokladejme, Ze je posloupnost yx (ryze) konvexni. Z véty vime,
Ze Ay bude (ryze) rostouci na [a, bz a tedy z véty dostaneme podminku, ze
druhé diference musi byt (ostfe) vétsi nez nula.

(«<): Piedpokladejme, ze plati A2y, > 0, resp. A%y, > 0. Pak z véty musi
byt posloupnost Ay rostouci, resp. ryze rostouci, a tedy z véty dostaneme,
ze posloupnost yi je kovexni, resp. ryze konvexni. O

Pri zkoumani konvexnosti, resp. konkdvnosti posloupnosti hraji vyznamnou roli
tzv. inflexni body, které se nachazeji v mistech, kde posloupnost prechéazi z ryze
konvexni na ryze konkavni, resp. z ryze konkavni na ryze konvexni posloupnost.

Definice 4.19 (Inflexni bod). Necht y; je posloupnost definovand na na [a, b+
1]z. Rikédme, Ze bod xg € [a + 1,blz je inflexnim bodem, jestlize existuje A € N,
takové, ze je posloupnost yy, na [zg, zo + A]z ryze konvexni a na [zg — A, xo|z ryze
konkévni, nebo naopak.

V nasledujici vété uvadime podminky prvni a druhé diference, pro existenci
inflexnich bodi.

Véta 4.20 (Nutné a postacujici podminky pro existenci inflexnich bodtt). Necht
yr je posloupnost definovand na na [a,b+ 1)z. Pak z¢ € [a + 1,b]z je inflexnim
bodem prdvé tehdy, kdyz existuje A € N takové, Ze je splnéna jedna z ndsledujicich
ekvivalentnich podminek:

(i) Posloupnost Ayy, je ryze rostouci na [xg— A, xo— 1]z a zdroven ryze klesajici

na [zo,x0 + A — 1]z,
nebo
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posloupnost Ayy, je ryze klesajici na [xg — A,xg — 1|z a zdrovern ryze
rostouct na [xg,xo + A — 1]z.
(i) A%y, <0 na [ro, 10 + A — 2]z a zdrover A2y, >0 na [xg — A, 20 — 2]z
nebo
A2%y;, > 0 na [xo, 20 + A — 2]z a zdroven A2y, <0 na [zo — A, x0 — 2]z

Diikaz. Tvrzeni véty plyne pifmo z definice inflexnich bodi a vét a
41a O

4.5. Asymptoty posloupnosti

V predposledni podkapitole se zamérime na teorii asymptot posloupnosti. Teorie
ptrimo vychazi z diferencidlniho poctu a je tak jeji ¢istou analogii.

Definice 4.21 (Asymptota posloupnosti). Necht y; je posloupnost definovand
na [a, +00)z, resp. (—o0, b]z. Aritmetickd posloupnost xp, = Ak+ B, kde A, B € R,
se nazyva asymptotou se smérnici posloupnosti yy, jestlize plati limy o0 (yx —
(Ak + B)) =0, resp. limg—, oo (yx — (Ak + B)) = 0.

Véta 4.22 (O asymptoté se smérnici). Posloupnost v, = Ak+ B je asymptotou
posloupnosti yy. definované na [a,00)z pro k — +oo, resp. (—o0,blz pro k — —oo
praveé tehdy, kdyz

kgrfoo %’C =4, a kgrfoo(yk —4k) =B,
resp.
lim 28— A, a lim (yp — Ak) = B.
k——co k k——o00

Drikaz. Piimo z definice plyne, Ze posloupnost x, = Ak + B je asymptotou
posloupnosti yx pravé tehdy, kdyZ plati limg_,+ o0 (yx — Ak) = B. Odtud dostévame,
ze limy 400 (% — A) = limp 400 % =0, a tedy nutné limg_, 4 % = A. O

Dusledkem této véty je nasledujici tvrzeni, které uvadime bez dukazu.

Dasledek 4.23. Konstantni posloupnost xy, = B je asymptotou posloupnosti
Yy pro k — Foo pravé tehdy, kdyz limg_ 100 Yy = B.

4.6. Aplikace a priklady vysetfovani posloupnosti

V této podkapitole shrneme vSechny vyse dokazané véty a vysledky tykajici se
vysettovani posloupnosti. Nasledné ilustrujeme vysettovani posloupnosti na teore-
tickych a aplikac¢nich prikladech.

Pr1i vysetfovani posloupnosti budeme postupovat podle ndvodu nize.

Pozndmka 4.24 (Kvalitativni analyza posloupnosti). Necht je yi posloupnost
definovand na [a, b+ 1]z.

(i) Za vyuziti véty nalezneme intervaly monotonie posloupnosti.

(ii) Pomoci vét a nalezneme ostré a rozsifené
lokalni extrémy a provéfime jejich okoli, zda se opravdu jednd ostré/roz-
sitené lokalni extrémy.
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(iii) Ze znalosti ostrych/rozsifenych lokalnich extrému z pfedchoziho bodu, vy-
Set¥{me hodnoty posloupnosti v bodech a a b+ 1 (popiipadé pro a,b+ 1 =
+o0 vySetiime hodnotu limit v +00) a porovndme je s lokdlnimi extrémy z
predchoziho bodu. Nalezneme tak globalni extrémy (pokud existuji).

(iv) Pomoci vét[L.17a nalezneme intervaly konvexnosti a konkavnosti.

(v) Za vyuziti véty 4._%|(popﬁpadé a nalezneme inflexni body.

(vi) Za predpokladu, Ze a = —oo, resp. b+ 1 = 400, nalezneme pomoci vét
a[4.23] asymptoty se smérnici.

(vii) Za pomoci informaci z predchozich bod1, provedeme p¥iblizny naért pra-
béhu grafu posloupnosti y;.

Pomoci pozndmky se nyni podivame, na konkrétni piiklady vySetfovani
posloupnosti a jejiho vyuziti.
4.6.1. VysSetrovani posloupnosti. Jesté nez si ukdzeme néjaké primé aplikace
vySetfovani posloupnosti, demonstrujeme uzitenost poznamky [£.24] na nasleduji-
cim prikladu.
Piiklad 4.25 (Analyza posloupnosti v, = k2 2F). Méjme posloupnost
yr = k*2%,
ktera je definovand na Z. VysSetfete pribéh posloupnosti y; na Z.
Budeme postupovat pfesné v krocich uvedenych v pozndmce [£.24]
(i) Monotonie: Nalezneme posloupnost prvnich diferenci
Ay = Ypp1 — yp = (k +1)2 28T — g2 2% = 2% [2(k +1)? — k%] = 28 (K + 4k + 2).
Protoze 2F > 0 pro vSechna k, o znaménku Ay rozhoduje ¢len
qk) =k + 4k +2=(k+2—-V2)(k+2+V2).
Jeho realné kofeny jsou —2 4 /2 ~ —3.414 a —0.586. Plati tedy
>0, k< —4nebok >0,
q(k)
<0, ke{-3,-2,-1}.
Podle plati, 7e je posloupnost y rostouci na (—oo, —4]z U [0,00)z a
klesajici na [—4, 0]z.
(ii) Rozsifené/ostré extrémy:
(a) Lokalni extrémy: Podle véty nastane lokdlni maximum v bodé
Ky, kdyz
AyKO,1 >0 A AyKO <0,
analogicky lokalni minimum je v bodé Ky, kdyz
AyKO,1 <0 A AyKo > 0.
Vidime, Ze zména znaménka posloupnosti Ay, z + — — nastane mezi

body k= —4 a k = —3, tedy

ostré lokalni maximum je vk = —3 s hodnotou y_3 = 3
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Prechod — — + je mezi k = —1 a k =0, tedy
ostré lokalni minimum v £ =0 s hodnotou yo = 0.

(b) Globalni extrémy: Podivdme se jakych hodnot nabyvéd posloupnost
v krajnich bodech defini¢niho oboru, tj. zajimaji nas limity v +c0. Pro
k — 400 mame
lim &22F = +o0,
k—+oco
exponencialni rist prevladd, takze globdln{ maximum neexistuje (po-
sloupnost je neomezena shora). Analogicky Pro k — —oo mame
lim k228 =0,
k——o0
pritom gy > 0 pro vSechna k a yg = 0, tedy globalni minimum je
Yo = 0.
(iii) Konvexnost/konkévnost: Nalezneme posloupnost druhych diferenci po-
sloupnosti yy:

Ay, = A(Ayy) = A(28(k* + 4k + 2)) = 2% (K + 8k + 12) = 2% (k + 2)(k + 6).

Znaménko A%y, opét uréuje pouze vyraz (k + 2)(k + 6). Nulové body jsou
k = —6 a k = —2. Posloupnost A2y je kladnd mimo Z\ [-6, —2]z a zdporna
na [—5, —3]z, viz tabulka nize:

k |... -7 =6 -5 -4 -3 -2 -1
k+2)(k+6)]... + 0 - — — 0 +

Podle vét [I.17] a [£.1§| tedy pfimo plati

yr je konvexni na (—oo, —6]z U[—2,00)z, yi je konkdvni na [—6, —2]z.

(iv) Inflexni body: Inflexni body jsou pravé ty body, kde se znaménko A2y,
méni, tj. inflexni body nastévaji v

k=-6 a k=-2.

(v) Asymptoty se smérnici: Asymptota se smérnici z;, = Ak + B existuje,
jestlize limg 400 yr/k = A. Pro k — 400 mame y;/k = k2F — 400 a
tedy asymptota se smérnici v 400 neexistuje. Pro k — —oo plati yp — 0 a
yr/k — 0, takZe asymptota se smérnici v —oo je

zp =0 pro k— —oo.

(vi) Prib&h posloupnosti: Pribéhy posloupnosti y; (modrd barva) , Ay
(zelend barva) a A%y (¢ervend barva) jsou znézornény na obrdzku niZe.
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—1

4.6.2. Modus diskrétnich rozdéleni pravdépodobnosti. V teorii pravdépo-
dobnosti, konkrétné diskrétnich nahodnych veli¢in vystupuje mnoho nahodnych
rozdéleni, mezi nejznaméjsi patti napiiklad Poissonovo rozdéleni nebo Binomické
rozdélent, resp. Bernoulliho schéma.

Jeden z mnoha dilezitych parametri, které nds mohou zajimat u téchto (a
dalsich) rozdéleni je modus. Modus je nejpravdépodobnéjsi hodnota ndhodného
rozdéleni. Kdybychom vykreslili dané rozdéleni do grafu s néjakymi parametry,
tak modus bude extrém (globélni maximum) daného rozdéleni.

Priklad 4.26 (Modus diskrétniho Poissonova rozdéleni). Uvazujme diskrétni
Poissonovo rozdéleni
DL

P(X =k)=Z7¢7, kde A>0.

Naleznéte modus Poissonova rozdéleni pro obecné A > 0.
Mame posloupnost
yk:ye , kde A>0.
Defini¢ni obor je Ng. Za vyuziti Stirlingovy formule dostavame
)\k

lim ~—e*=0.
k—g—‘:r—loo k!e 0

Posloupnost se s rostoucim k bliz{ k nule a navic nabyva v k = 0 hodnoty e, coz

je néjaké ,malé“ ¢islo. Obor hodnot je mezi 0 a nasim hledanym extrémem.
Intervaly monotonie nalezneme pomoci véty [£.1] Uréime prvni diferenci po-

sloupnosti ys.
AE e MNP
Ayp=A—er=—"_(N—1—k).
= Agre "= gy k)

Hleddame, kde tato posloupnost méni znaménko na diskrétnim intervalu Ng.
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Resfme tedy rovnici
efAAk
(k—i—l)!()\ 1-k)=0.
ReSenim této rovnice je k = X\ — 1 a podle véty je posloupnost y; rostouci na
[0,\ — 1]z a klesajici na [A — 1, +00]z.

Vzhledem k tomu, ze Ayyx_1 = 0, musi platit yy_1 = yy. Odtud plyne, zZe
na intervalu [A — 1, A]z se bude nachézet rozsifeny lokaln{ extrém. Nikde jinde
posloupnost prvnich diferenci znaménko neméni a ani neni rovna nule. Jedné se
tak o jediny extrém a dokonce se jedna o globalni extrém, protoze krajni body
jsme jiz proverili.

Kdyz se podivame na hodnoty, kterych posloupnost nabyva v bodech A — 2 a
A+ 1, zjistime, Ze se jednda o rozsifené globalni maximum.

V praxi samoziejmé zalezi na tom, zda je A celé ¢islo nebo tfeba ¢islo redlné,
nicméné tento problém lze lehce vyftesit tak, Ze provéiime nejblizsi body (nejblizsi
celd ¢isla) na mnoziné Z, stejné tak bychom méli porovnat body A a A — 1 mezi
sebou.

Odborna literatura uvadi, ze modus Poissonova rozdéleni plati

A —1 < modus < A.

Vidime, ze nase vysledky se s literaturou shoduji.

Pro ilustraci uvddime obrézek, ktery zndzortiuje prubéh posloupnosti y (modréd
barva) a Ay (zelend barva), pro A = 4. Na zdkladé nalezeného globalniho maxima
by se mél modus diskrétniho Poissonova rozdélen{ nachézet na intervalu [A—1, A]z,
tj. v bodech k = 3 a k = 4, coz odpovida obrazku nize.

Posloupnosti yr a Ay

Y/ Ay

0.4

-0.2

Priklad 4.27 (Modus diskrétniho Binomického rozdéleni). Uvazujme Bino-
mické rozdéleni s predpisem

P(X:k):<z>pk(1—p)”k7 kden € N, pe€(0,1).

Naleznéte modus Binomického rozdéleni pro libovolné parametry p, n.
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Uvazujme, Ze je posloupnost definovana na Ny, protoze presné takovy interval
nas v teorii pravdépodobnosti zajima.

Méame posloupnost
n . _
Yk = (k)p"(l —p)" "

Defini¢ni obor je Ny. Posloupnost yj, v bodé k = 0 nabyva hodnoty yo = (1—p)™,
naopak pro rostouci k plati
lim gy, =0.

k— 400
Tento vysledek plyne z tvahy, Ze pro n pevné a k — 400 se binomické ¢islo blizi
nule, jelikoz (Z) = 0 pro k > n.Takze od jistého indexu k takového, ze k > n bude
yr, trividlné nula a tedy limg 400 yx = 0.
Nyni nalezneme posloupnost prvnich diferenci Ayy, a podle véty [f.1]rozhodneme
o monotonii yx a nalezneme lokalni extrémy:.

Ay, = A <(Z>p"”“(1 p)"'“)

n! n!

B e T LA et U A ey T L U )

_ n!(n — k) pk-i-l( )n—k—l _ n!(k + 1) pk(l _ p)n—k
(n—k)l(k+1)! (n—k)I(k+1)! ’
Nasim cilem je nalézt zobecnéné nulové body této posloupnosti, resp. nalézt ta-
kové k ve kterych bude posloupnost Ay rovna nule, resp. bude ménit znaménko.

Postupnymi tpravami dostaneme

nlin —k 1 k1 nl(k +1
S = G P -
= nl(n = k)P (1= p)" T = nl(k 4+ 1)pt(1 - p)" T =0
=(Mn—-kp—(k+1)(1-p) =0
=pn+1)—-1=k.

Posloupnost prvnich diferenci mé nulovy bod v & = p(n + 1) — 1, tim padem
musi platit, Ze Yp(nt1)—1 = Yp(n+1) @ podle véty Fizlje posloupnost yx rostouci na
[0,p(n + 1) — 1]z a klesajici na [p(n + 1), +00)z. Neni tézké ovéfit, Ze v bodech
p(n+1)—2ap(n+1)+1 bude mit posloupnost y; mensi hodnoty nez na [p(n +
1) —1,p(n + 1)]z.

Vidime, Ze posloupnost yj, bude mit rozsifeny lokalni extrém na intervalu [p(n—+
1)—1, p(n+1)]z. Zadné dalsi zobecnéné nulové body posloupnost Ay nema a tedy
se bude jednat dokonce o rozsifené globalni maximum. Modus se bude nachazet
na intervalu [p(n + 1) — 1,p(n + 1)]z.

Literatura uvadi, Ze pro modus binomického rozdéleni plati

p(n+1) —1 < modus < p(n+1).

n—Fk

1-p

1—p =k —

Vidime, ze nase vysledky se shoduji s literaturou.
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5. ZAVER

V ¢lanku byla vybudovana systematickd teorie konecnych diferenci a jejich vyuziti
pti kvalitativni analyze posloupnosti ve smyslu diskrétni analogie k diferencidlnimu
poctu. Byly odvozeny diskrétni verze zakladnich vét o stfedni hodnoté a formulo-
vany nutné a postacujici podminky pro existenci ostrych i rozsitenych lokalnich a
globalnich extrémi posloupnosti.

Zvlastni pozornost byla vénovana prvnim, druhym a vysSim diferencim, které
se ukazuji jako prirozeny nastroj pro popis lokédlni charakteristiky posloupnosti a
umoznuji efektivni klasifikaci (rozsifenych) lokdlnich extrémi, analogicky k deri-
vacim ve spojitém diferencidlnim poctu.

Prezentovany aparat nachazi primé uplatnéni pii studiu posloupnosti, diskrétni
rozdéleni pravdépodobnosti, diferen¢nich rovnic, diskrétnich dynamickych systému
a numerickych diskretiza¢nich metod. Moznym smérem dalsiho vyzkumu je roz-
siteni vysledkl na vicerozmérné posloupnosti, systémy diferen¢nich rovnic a dis-
krétni variacni problémy. Dalsim zajimavym otevienym problémem jsou formulace
a dukazy obecnéjsich diskretizaci vét o stfedni hodnoté, jako napiiklad Cauchyova
véta o stfedni hodnoté, Pompeiova véta o stfedni hodnoté, Flettova véta o stfedni
hodnoté a dalsi.
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VYBRANE PRIKLADY Z INTERNETOVEJ
MATEMATICKEJ SUTAZE MATHING

VIERA STOUDKOVA RUZICKOVA

Ustav matematiky na FSI VUT v Brne kazdorotne organizuje matematicki
stifaz MATHING pre studentov strednych 3kol v Cesku a na Slovensku, s po-
vodnym nazvom Internetovd matematickd olympiada. V novembri v roku 2024
prebehol uz jej sedemndsty ro¢nik. Na priprave prikladov a ich vyhodnoteni sa
nemalou mierou podielaji studenti oboru Matematické inZenyrstvi a oboru Apli-
kovand matematika. Na strdnkach mathing.fme.vutbr.cz je moZné najst zadania
aj riesenia prikladov zo vsetkych rocnikov.

Tento prispevok je siedmy v poradi na tuto tému. Pozrieme sa v nom blizsie na
geometrickd tlohu o rovnobeznostenoch.

Priklad sa objavil v sttazi v roku 2023 pod éislom 7. Oc¢ak4vali sme, ze bude
patrif k naroénejsim, ale nenapadlo nés, Ze tdto priestorové geometricks tiloha
sa zarad{ medzi vyrazne najnaroénejsie priklady za posledné roky, z pohladu bo-
dového ohodnotenia. Len dva timy poslali spravne riesenie aj s postupom.

Tu je zadanie:

Priklad 1. Mdme kvddr ABCDEFGH s délkami hran |AB| = 1cm, |BC| =
2cm, |AE| = 3cm. Tento kvddr rozdélime rovinou urdenou vrcholy A, C, E, G nej-
prve na dva hranoly ACDEGH a ABCEFG, viz obrdzek ]

E L e G
4’ E_— —

D
~I'D -
Cc L= C = C
Ap A Ap

Obrazek 1. Obrazek k zadani ptikladu[l] rozdéleni na hranoly ACDEGH a ABCEFG.

Kazdy z téchto hranolu ddle rozdélime na tii ctyrstény. Z hranolu ACDEGH
vytvotime trojici ctyrsténu ACDH, AEGH, ACGH, z hranolu ABCEFG ob-
dobné vytvorime trojici ¢tyrsténit ABEG, ABCG, BEFG. Rozdéleni hranolu je
zndzornéno na obrdzku[2.
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H G B G GE
= C C
B ABA B B
Obrézek 2. Obrazek k zadéni piikladu [1} rozdéleni hranolt na ctyfstény.

Z téchto cétyrsténu lze slozit ruzné rovnobéznostény se stejnym objemem, jako mél
puvodni kvadr, pokud pouZijeme vSech 6 Ctyrsténa.

Ukol: Naleznéte rovnobézZnostén, sloZeny ze viech 6 ctyrsténi, s nej-
vétsim povrchem. Tento povrch urcéete.

Kompletné rieSenie je mozné néjst na strankach sttaze. Uvediem tu aspoi jeho
nacrt:

Ked blizsie preskimame vsetky hrany vzniknutych 6 Stvorstenov, zistime, Ze
maji len 7 roznych dizok. Oznaéme ich pre prehladnost pismenami r, g, b, ¢, m,
y, k (podla obvyklého oznacenia farieb, ktoré maji tieto hrany na obrazku [3)).
Su to dfzky hran povodného kvadra: » = lcm, g = 2cm, b = 3 cm, uhlopriecok
jeho stien: ¢ = \/Scm7 m = \/ﬁcm, y = V13cm a jeho telesovej uhlopriecky:

k=+/1dcm.

Obréazek 3. Dfiky hran Stvorstenov. Hrany rovnakej diZky st vyznacené rovnakou farbou.

Teraz sa pozrime na steny vzniknutych Stvorstenov. Vidime, ze sa medzi nimi
objavuje len 6 roznych trojuholnikov a k nim zrkadlovo prevratené. Vsetky tieto
trojuholniky, okrem jedného, st pravouhlé, a je jednoduché uréit ich obsahy. Si
vyznatené na obrazku [4

U nepravouhlého trojuholnika, (na obr. [4] je to trojuholnik BEG a ACH vy-
znaceny zltou farbou), tiez nie je zlozité urcenie jeho obsahu: jeho strany st prepo-
nami pravouhlych trojuholnikov s celo¢iselnymi dizkami 1 cm a 2 cm, 1cm a 3cm,
2cm a 3cm, a mozeme si pomdct napriklad obrazkom



VYBRANE PRIKLADY ZO SUTAZE MATHING 99
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Obrazek 4. Obsahy stien Stvorstenov. Steny s rovnakym obsahom si vyznacené rovnakou far-
bou. Farby ¢iar znazornuja farbu zakrytych stien.

Iﬁm

| )

S U R
T
[
e
P Q

Obréazek 5. Pomocny stvorec PQRS ma dizku strany 3cm a mé obsah 9cm?, APQT mé
obsah 3cm?, ATRU mé obsah 1cm?, APUS mé obsah % cm?. Z toho plynie, Ze obsah APTU
je9737lf%:%cm2.

Ozna¢me obsahy tychto 6 typov trojuholnikov, zoradené od najmensieho po
najvaési, velkymi pismenami R, G, B, C, M, Y. Su to

V1
R=1cm? G=15cm? B = vi3 ~ 1,8cm?,

2
3
C = 3cm?, Mf—f~34 2y =3,5cm?

Teraz vyuzijeme skuto¢nost, ze kazdy z moznych rovnobeznostenov, ktory do-
staneme poskladanim z tychto 6 stvorstenov, bude mat, rovnako ako povodny
kvader, 3 pary rovnobeznikovych stien. Kazda stena bude tvorend dvojicou zho-
dnych trojuholnikov - stien niektorych zo §tvorstenov, a k nej protilahlé stena bude
tvorend dvojicou rovnakych trojuholnikov (zrkadlovo prevratenych). Na steny sa
teda vyuziji len 3 rozne typy trojuholnikov z celkovych 6. Ak chceme dosiahnut
maximélny povrch, vezmeme tie tri trojuholniky, ktoré maji najvacsi obsah, teda
tie s obsahmi C, M, Y. Povrch rovnobeznostena je Stvornasobok sii¢tu ich obsahov,
to je

35

4(C’+M+Y):4< +2+2> =26 + 6v/5cm? ~ 39 cm?.
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Teraz uz len staci takyto rovnobeznosten poskladat. Toto vyzaduje trochu pries-
torovej predstavivosti, je tiez mozné si vyrobit model. Postupujeme tak, Ze prikla-

déame k sebe tie steny, ktoré maju najmensi obsah, teda tie s obsahmi 2R, 2G, 2B.
Postup skladania je zndzorneny na obrézku [6]

i it

A A}

-
s

hom st vyznacené rovnakou farbou. Farby ¢iar zndzornuju farbu nevyplnenych stien.

Na motivy tohto prikladu sme na nasom Ustave mate-
matiky vyrobili pomocou 3D tlace aj skladacku, ktoru
dostalo desat najlepsie umiestnenych timov spolu s di-
plomom. Ku skladacke bol prilozeny letdk s mierne
pozmenenou tlohou. Okrem néjdenia rovnobeznostena
s najvacsim povrchom chceme néjst aj vietky ostatné
rovnobeznosteny, ktoré je mozné poskladat danym

sposobom.

Priklad 2. Zistite, kolko réznych rovnobeinostenov je mozné poskladat zo
Stvorstenov ACDH, AEGH, ACGH, ABEG, ABCG, BEFG (zndzornenjch na
obrdzku @), a ktory z nich md najvacsi povrch.

Riesenie nebolo prilozené, uvediem ho teraz na tomto mieste.
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Riesenie prikladu 2. Vieme uz, ze skladacku tvori 6 Stvorstenov, ktorych
trojuholnikové steny maju spolu 6 roznych obsahov, oznacili sme ich R, G, B, C,
M, Y. Z toho vzdy 3 sa pouziju na steny vytvoreného rovnobeznostena. Maximélny
mozny pocet moznosti je teda kombinaéné c¢islo (g) = 20. Ak by sme sa vSak
vietkych 20 pokusili poskladat, v niektorych pripadoch by sa ndm to nepodarilo.

Preco? Pozrime sa teraz na to, kde sa v nasom telese nachadzaji hrany tych
6 Stvorstenov. Tieto hrany maju 7 réznych dizok. Niektoré z nich si st¢asne hra-
nami rovnobeznostena. Tie maju 3 rozne diiky. Dalsie s uhloprieckami jeho stien,
to su d'alsie 3 rézne dIZky. A niektoré su vzdy jeho telesovou uhloprieckou. Tie
maju posledni, siedmu dizku. A tie nie si obsiahnuté v ziadnom z troch typov
trojuholnikov, tvoriacich steny.

Vypisme si prehlad, ktory trojuholnik m4 ktoré hrany:

R:r,g,c G:r,bbm B:ry.k C:g,bjy M:bck Y :c,m,y.

A teraz ku kazdej hrane napiSeme tie trojuholniky, ktoré ju neobsahuju, a teda
ktoré jediné by mohli tvorit steny rovnobeznostena, ak by takdto hrana bola jeho
telesovou uhloprieckou:

r:C,M,Y b:R/B)YY c¢:G,B,C y:RGM

g:G,B,M)Y m:R B CM k:RGCY.

V prvom riadku st tie hrany, ku ktorym existuji len 3 vhodné trojuholniky,
a teda moze vzniknit maximdlne jeden rovnobeznosten s takouto telesovou uhlo-
prieckou. V druhom riadku st tie, ku ktorym existuju 4 vhodné trojuholniky, a teda
mozu vzniknif maximalne 4 rovnobeznosteny s takouto telesovou uhloprieckou.
Spolu je teda maximélne 4 + 3 - 4 = 16 moznych rovnobeznostenov.

Vsetky tieto rovnobeznosteny sa uz skutoéne dajd vytvorit, ¢o je Tahké overit
ich skonstruovanim. S zndzornené na obrazkoch steny s rovnakym obsahom
st vyznacené rovnakou farbou a farby ¢iar znézornuju dizku hrén.

Obrazek 7. Rovnobeznosteny rCMY, bRBY , cGBC, yRGM.
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A ld

Obrazek 8. Rovnobeznosteny gGBM, gGBY , gGMY , gBMY .

s wof

Obrézek 9. Rovnobeznosteny mRBC, mRBM, mRCM, mBCM.

iR

Obrézek 10. Rovnobeznosteny kRGC, kRGY , kRCY, kGCY .

Viera Stoudkova Rizickova, Ustav matematiky, Fakulta strojniho inzenyrstvi, Vysoké uceni
technické v Brné, Technickd 2, 616 69 Brno, Cesks republika,

e-mail: ruzickova@fme.vutbr.cz



